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Résumé

Ce mémoire étudie deux familles de fonctions orthogonales, soit les fonctions d’orbite de
Weyl et les fonctions d’orbite de Hartley. Chacune de ces familles est associée a une algebre
de Lie simple et cette recherche se limite aux algebres A,, Cy et Gy de rang 2. Les fonctions
d’orbite de Weyl ont été largement étudiées depuis des années en raison de leurs propriétés
exceptionnelles. Nouvellement, elles ont été utilisées pour générer des polynomes de Cheby-
shev généralisés et calculer les fonctions génératrices de ces polyndémes pour les algebres de
Lie simples de rang 2 [4]. Les fonctions d’orbite de Hartley, quant a elles, ont été récem-
ment introduites par Hrivnak et Juranek [6] et I’étude de ces dernieres ne fait que débuter.
L’objectif de ce mémoire est de définir des polynomes de Chebyshev généralisés associés aux
fonctions de Hartley et de calculer les fonctions génératrices de ceux-ci pour les algebres As,

CQ et GQ.

Le premier chapitre introduit les systemes de racines et le groupe de Weyl, original et affine,
ainsi que leurs domaines fondamentaux, afin que le lecteur ait les notations et définitions
pour comprendre les chapitres suivants. Le deuxiéme chapitre présente et étudie les fonctions
de Weyl. Il définit également leurs polynémes de Chebyshev généralisés et se termine en
présentant les différentes fonctions génératrices de ces polyndmes pour les algebres de Lie
simples de rang 2. Finalement, le troisieme chapitre contient les résultats originaux ; il expose
les fonctions de Hartley et certaines de leurs propriétés. Il définit les polyndémes de Chebyshev
généralisés de celles-ci et énonce également leurs relations d’orthogonalité discrete. Il conclut

en calculant les fonctions génératrices de ces polyndmes pour les algebres Ay, Cs et Gs.

Mots clés : Systemes de racines, groupe de Weyl; algebres de Lie; fonctions d’orbite de

Weyl; fonctions d’orbite de Hartley ; polyndéme orthogonal ; fonction génératrice.






Abstract

This master’s thesis studies two families of orthogonal functions, the Weyl orbit functions
and the Hartley orbit functions. Each of these families is associated to a simple Lie algebra
and the present work is limited to the algebras Ay, Cs and G5 of rank 2. Weyl orbit functions
have been widely studied for years because of their exceptional properties. Recently, these
properties have been used to generate generalized Chebyshev polynomials and to compute the
generating functions of these polynomials for the simple Lie algebras of rank 2 [4]. Hartley
orbit functions, on the other hand, were recently introduced by Hrivnak and Juranek [6] and
the study of the latter has only begun. The objective of this thesis is to define the generalized
Chebyshev polynomials of Hartley orbit functions and to compute their generating functions
for the algebras A,, Cy and Gs.

The first chapter introduces root systems and the Weyl group, original and affine, and their
fundamental domains, so that the reader has the notations and definitions at hand to read
the following chapters. The second chapter introduces and studies Weyl orbit functions. It
also defines their generalized Chebyshev polynomials and ends by presenting the different
generating functions of these polynomials for simple Lie algebras of rank 2. Finally, the
third chapter contains the original contribution; it presents the Hartley functions and some
of their properties. It defines the generalized Chebyshev polynomials of these and also states
their discrete orthogonality relations. It concludes by computing the generating functions of

these polynomials for the algebras A,, Cy and Gs.

Keywords: Root systems; Weyl group; Lie algebras; Weyl orbit functions; Hartley orbit

functions; orthogonal polynomial; generating function.
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Introduction

Les familles de fonctions orthogonales font partie du chapitre mathématique intitulé ’analyse.
Leur utilité est apparue au XIXe siecle dans les travaux de Fourier, Laguerre, Legendre, Bessel
et Hermite, pour n’en nommer que quelques-uns. Cette utilité réside dans la possibilité de
capturer le comportement d’objets ou d’événements (les champs électrique et magnétique
en physique, les photos des caméras dans le format jpeg, la voix lors de la communication
par téléphone cellulaire, etc.) a 1'aide d’'un nombre restreint de coefficients. Des exemples de
ces familles sont les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus), les fonctions de Bessel, les

polynomes d’Hermite, etc.

Au début des années 2000, Robert V. Moody et Jifi Patera ont réalisé qu'un domaine in-
dépendant de l'analyse, celui des algebres de Lie, permettait d’introduire de nombreuses
nouvelles familles de fonctions orthogonales [13], 14}, [17]. Ces familles ont plusieurs caracté-
ristiques utiles dans ’analyse de fonctions : 'ensemble de fonctions orthogonales est fini et le
nombre d’éléments de I'ensemble peut étre ajusté [20} 10}, 8]. Depuis leurs travaux initiaux,
plusieurs autres familles avec des propriétés similaires ont été introduites par différents cher-
cheurs. Par exemple, les familles de fonctions orthogonales de Hartley ont été développées
par Jiff Hrivndk et Michal Jurdnek en 2017 [6].

Chacune de ces familles est associée a une des algebres de Lie simples. Ces algebres sont
classifiées en un nombre fini de familles, chacune étant étiquetée par un entier nommé le
rang [12]. La complexité des familles de fonctions orthogonales qui leur sont associées croit

avec le rang. Heureusement, la géométrie des cas de rang 2 et 3 peut étre visualisée [18, [6].

Une fagon classique de décrire une famille de fonctions orthogonales est a ’aide de sa fonc-
tion génératrice. Les premiers exemples de telles fonctions génératrices remontent aussi au
XIXe siecle. Elles sont puissantes parce qu’elles capturent plusieurs de leurs propriétés : les
fonctions orthogonales elles-mémes, leur relation de récurrence, et d’autres de leurs proprié-
tés respectives. Au sein de la théorie de Lie, un large éventail d’applications des fonctions
génératrices peut étre relié a la définition des fonctions génératrices pour les caracteres des

représentations de groupe [19]. Méme si les propriétés des fonctions et polyndémes d’orbite



sont connues quelque soit le rang de l'algebre de Lie, leurs fonctions génératrices ne sont

connues que pour les rangs 2 et 3.

Les familles de fonctions d’orbites symétriques et antisymétriques de Weyl ont également
été utilisées pour donner naissance a différents polynémes de Chebyshev généralisés [5, 16].
Récemment, les chercheurs Czyzycki, Hrivnak et Patera se sont intéressés a calculer les
fonctions génératrices des polynomes de Chebyshev généralisés des algebres As, C et Gy
[4]. Dans ce mémoire, il sera question de poursuivre I’étude de ces derniers en introduisant
les polynémes de Chebyshev généralisés des fonctions de Hartley et de calculer leur fonction

génératrice pour les algebres de Lie simples de rang 2.

Le premier chapitre offre une revue concise des systémes de racines, du groupe de Weyl et
d’autres notions mathématiques qui leur sont étroitement reliées. Les propriétés présentées

sont bien connues. Nous utilisons la notation de la monographie de Humphreys [12].

Le deuxiéme chapitre introduit les fonctions d’orbite de Weyl et certaines de leurs propriétés
importantes. Ses sections énoncent les relations d’orthogonalité discrete de ces fonctions en
suivant le travail de Czyzycki et Hrivnak [3], puis exposent les résultats de Czyzycki, Hrivnak

et Patera [4] sur les polynémes de Weyl ainsi que leurs fonctions génératrices pour les algebres
AQ, 02 et GQ.

Le dernier chapitre débute en introduisant les familles des fonctions d’orbite de Hartley
et y présente quelques résultats sur les fonctions de Hartley des algebres Cy et Gs. La
deuxiéme section énonce et démontre les relations d’orthogonalité discrete de ces fonctions.
La démonstration de ce résultat est due a Hrivndk et Jurdnek [6]. Les résultats présentés
au cours des trois sections suivantes suivent 1'idée du travail de Czyzycki, Hrivndk et Patera
[4] et sont, & ma connaissance, nouveaux. Elles donnent la définition des polynémes de
Hartley, leurs relations d’orthogonalité discrete et calculent leurs fonctions génératrices pour
les algebres Ay, Cy et Gj.
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Chapitre 1

Systéemes de racines

Ce chapitre d’introduction aborde le concept de systemes de racines et différentes notions qui
sont intrinsequement liées a celui-ci, entre autres les réseaux de poids et de racines, la matrice
de Cartan et les groupes de Weyl. Les systemes de racines jouent un réle majeur au sein
de la théorie des groupes et des algebres de Lie, particulierement aupres de la classification
et de la théorie des représentations des algebres de Lie semi-simples. L’objectif est de se
donner suffisamment d’acquis afin d’étudier au chapitre suivant les fonctions d’orbite du
groupe de Weyl des systemes de racines Ay, Cy et GG5. Les notions des sections a venir sont
préliminaires, classiques et bien documentées. Elles proviennent du livre de Humphreys [12]
ainsi que de l'article de Hrivnak et Patera [L10]. Les livres de Bourbaki [I] et Bremner et al.

[2] sont également deux références pertinentes.

1.1. Réflexions dans un espace euclidien

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R, doté du produit scalaire usuel que 1’'on
notera (-, -). Chaque vecteur non nul @ € F induit une réflexion r, a travers un hyperplan
P,={p € E| (,a) = 0} réfléchissant de dimension n — 1 (passant par l'origine), c¢’est-a-
dire une transformation linéaire inversible qui envoie tout vecteur orthogonal a cet hyperplan
vers son opposé. Cette application s’exprime explicitement de la maniere suivante :

2(8,q)

(@, a)

ra(B) =8 — a, (1.1.1)

ou [ est également un vecteur de l'espace euclidien E. Bien évidemment, une réflexion r,

laisse fixe chacun des points du miroir P,. Cette application possede les propriétés suivantes :

(1) rq est orthogonale, c’est-a-dire qu’elle préserve le produit scalaire sur E :

(u,v) = (ro(u),ro(v)), Vu,v € E. (1.1.2)



(2) Tout vecteur non nul proportionnel a o produit la méme réflexion que r,, :

ra(V) = Tea(v), Yv € EetVee R\ {0} (1.1.3)

1.2. Systemes de racines

Considérons ® = {aq, s, ..., .}, un sous-ensemble de I'espace euclidien E. On dit que ®

est un systeme de racines s’il satisfait les axiomes suivants :
(1) @ est un sous-ensemble fini, il engendre E et il ne contient pas le vecteur nul ;
(2) si a € @, alors les seuls multiples possibles de a dans ® sont +a;
(3) si a € @, alors la réflexion r, laisse ® inchangé.

On dira qu'un systeme de racines est de type cristallographique s’il satisfait le quatrieme

axiome :

4) si o, B € ®, alors 282 ¢ 7,
(4) si a, :

(a,)

Les éléments du systeme de racines sont appelés racines. De plus, les axiomes (2) et (3)
permettent de déduire que ® = —&. Par ailleurs, un sous-ensemble A d’un systeme de

racines ® est appelé une base si celui-ci satisfait les propriétés suivantes :
(1) A forme une base dans I'espace euclidien F';
(2) pour chaque racine § € ®, cette derniere peut s’exprimer sous la forme d’une combi-
naison linéaire des éléments o € A a 'aide de coefficients entiers k, tous non positifs
ou non négatifs :

B=> kao (1.2.1)

aEA

Il est a noter que cette définition de base A ne garantit pas 'existence de cette derniere.

Toutefois, il est possible de montrer qu'une telle base existe.

Les racines composant la base A sont nommées racines simples et forment a elles-mémes
ce qu'on appelle la a-base d’'un systeme de racines ®. En outre, si les coefficients k, > 0
(respectivement k, < 0), on dit que [ est une racine positive (respectivement négative). Or,

si la somme Z k. est maximale, on dit que /3 est la plus haute racine et on la notera par &. Il
aEA
est possible de montrer qu'une telle racine existe et est unique. Le caractere positif ou négatif

des racines partitionne ® en deux sous-ensembles : & = ¢T U P, ou ®* correspond tout
simplement & la collection des racines positives du systeme de racines et ®~ a la collection

des racines négatives (par symétrie, = = —d™).

Un systeme de racines peut aussi étre caractérisé de réductible ou d’irréductible. En effet, ®

est dit irréductible s’il est impossible de partitionner celui-ci en deux sous-ensembles propres
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@ & =2a1+ay
(053 f =qa1+ap A

<t » Q]

Ar C, Y

(a) Systeme de racines de As. (b) Systéme de racines de Cs.

f = 2(1/]+3(1/2

A

(c) Systeme de racines de Gs.

Figure 1.1. Les systemes de racines cristallographiques des algebres A, Cy et G5 avec un
choix de racines simples illustrées en noir.

®q, Py tel que chaque racine a € P4 est orthogonale a celles contenues dans ®, et vice-versa.
Autrement, ® est dit réductible. Dans un systéeme de racines irréductible, les racines simples
peuvent étre longues ou courtes. Cependant, par convention, si toutes les racines sont de la
méme longueur, on dira que ce sont de longues racines. Dans ce mémoire, chaque longue

racine o € ® sera normalisée de maniere standard , ¢’est-a-dire que (ongue, Mongue) = 2.

Etant donné deux systémes de racines ®, @ dans leur espace euclidien respectif E, E’, ®

et @’ seront qualifiés d’isomorphe §’il existe une application bijective et linéaire ¢ : £ — FE’
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tel que ¢(®) C ’ et pour chaque paire de racines a, f € O, ¢ préserve 'égalité suivante :

(9(0).6(8)) _ {a.) (1.22)

(0(8). 0(8))  (B,8)

Entre les années 1880 et 1900, les différents systemes de racines irréductibles ont été introduits
et étudiés par les mathématiciens Wilhelm Killing et Elie Cartan dans I'optique de classifier
les algebres de Lie simples. Le rang n d’un systéme de racines correspond a la dimension
de l'espace euclidien FE, c’est-a-dire n = dimFE. Pour n = 1, il existe un seul systéme de
racines noté A;. Pour n = 2, il y a trois systémes de racines cristallographiques irréductibles
Ay, By = (5, (G5 ainsi qu'un systeme de racine cristallographique réductible A; x A;. La

figure illustre les trois systemes de racines qui seront considérés dans ce mémoire.

1.3. Bases duales et leurs réseaux

Considérons encore une fois un systéme de racines ® avec une base A = {ay, a9, ..., A
cette base correspond un réseau de racines, noté Q C E. Il s’agit de ’ensemble comprenant

toutes les combinaisons linéaires des racines simples a coefficients entiers :
n
Q={Ycai|cer Vie{l,2,....n}} =Zas + Zaz + - + Za,. (1.3.1)
i=1
De plus, chaque racine «; € ® possede une racine duale o, appelée coracine, qui est déter-

minée par la formule :

) = <a20‘a> ie{12,... nh. (1.3.2)
Dans un systeme de racines ou toutes les racines possedent la méme longueur, I’équation
(1.3.2) garantit que o = oy, Vi € {1,2,...,n}. Ce nouvel ensemble de racines duales est
appelé systéme de coracines et est identifié comme suit : V. Il est également facile d’observer
que nous avons la propriété (o))" = «;. A Tinstar de ®, la base associée au systéme de
coracines ®V induit un réseau de coracines @V qui correspond & I'ensemble de toutes les

combinaisons linéaires des coracines simples a coefficients entiers :
n
Q= {ch\-/az\/ | ¢/ €Z, Vie {1,2,...,n}} =Zaoy + Zay + -+ + Za). (1.3.3)
i=1

En plus de la a-base, il est également utile d’introduire la w-base. Cette derniere correspond

a Pensemble Q = {wy,ws,...,w,}, ol les éléments w; sont appelés poids fondamentaux et
satisfont la condition suivante :
2 (v, w;) .
ﬁ = (o) ,w;) =65, i, €{1,2,...,n}, (1.3.4)
19 1
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ou d;; dénote le delta de Kronecker. A cette nouvelle base correspond évidemment un réseau
de poids, noté P, qui correspond a I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des poids

fondamentaux & coefficients entiers :
P = {w eEE| (of,w) €Z, Vo, € AV} = Zwy + Zws + - - - + L. (1.3.5)

Ce réseau de poids est dit Z-dual au réseau de coracines V. Similairement aux coracines,
il est aussi possible de définir des poids duaux (souvent appelés copoids) de la maniére
suivante :
2w;
v j »

w! = ——— e{12,...,n} 1.3.6
7 <Oéj’ Oéj> ? .7 { Y } ( )
L’équivalence (|1.3.6)) précédente permet d’expliciter la relation de dualité entre les racines

et les copoids :
2 <Ozi, (,Uj>
(o, 03)

Ainsi, ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des copoids fondamentaux a coefficients

= <ai,wjv> =0y, ije{l2,...n} (1.3.7)

entiers forme un réseau de copoids PV qui est Z-dual au réseau de racines () :

PY = {wv €EFE| (ww’) €Z, Vo, € A} = Zw) + Zwy + -+ -+ Zw, . (1.3.8)

(a) Réseau de racines @ de Ga. (b) Réseau de poids P de Gs.

Figure 1.2. Les réseaux ) et P du systeme de racine cristallographique G5. Les racines
simples (duales) et les poids fondamentaux (duaux) sont identifiés.
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Le diagramme ci-dessous permet d’expliciter les relations qui existent entre les quatre ré-

seaux :
{ag,a0,...,0,} C Q@ Q" D {of,ay,...,a’} (1.3.9)

nx N (1.3.10)

{wi,wa,...,w,} C P PY D {w/,wy,...,w} (1.3.11)

Le symbole de multiplication «x» indique que les réseaux @ et PV, ainsi que les réseaux @

et P sont Z-dual entre eux, tout comme le requiert les relations de dualité (1.3.4) et (1.3.7)

introduites plus haut.

1.4. Matrice de Cartan et diagrammes de Coxeter-
Dynkin

Soit A = {ay,as,...,a,} une base d'un systéme de racines ou les racines simples sont
ordonnées. La matrice de Cartan C' est une matrice carrée n X n et les entrées de cette
derniere sont définies comme suit :
2 (v, )
] V . .
Cyy = 0l <ai,aj > ije{12,...,n} (1.4.1)
(aj, aj)

et satisfont les conditions suivantes :
(1) sii=j, alors Cy; = 2;
(2) sii#j,alors C;; <0;
(3) sii# jet C;; =0, alors Cj; = 0.

Les matrices de Cartan sont indépendantes du choix de la base A, mais 'ordre dans lequel
sont ordonnées les racines simples importe. En effet, changer I'ordonnance des racines de A
agit simplement en permutant les colonnes et les lignes de C'. De plus, elles nous permettent

d’établir une relation entre la base-a et la base-w :

n

o; = ZC’Z-jwj, w; = Z(O_l)ij@j, ’L,j & {1,2,...,%}. (142)
j=1

j=1
Nous pouvons retrouver les matrices de Cartan des différentes algebres de Lie simples dans
plusieurs livres (voir, par exemple, Humphreys [12] et Bremner, Murray Moody et Patera

[2]). Voici celles pour les algebres de Lie de rang 2 et 3 :
2 -1 2 -1 2 =3
Ay : , Oy , Go: ,
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2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
Ag: | -1 2 —1|, Cs: (-1 2 -1 By:|1—-1 2 =2
0 -1 2 0 -2 2 0o -1 2

Chaque matrice de Cartan correspond a un graphe que I’on nomme diagramme de Coxeter-
Dynkin (DCD). Ce graphe encode les angles entre les racines simples ainsi que les longueurs
relatives entre elles. Considérons un systéme de racines cristallographique ® ainsi que sa
base associée A = {ay, as, ..., a,}. Le diagramme de Coxeter-Dynkin correspondant est un

graphe contenant :

e n sommets que ’on nomme noeuds. Ils sont en bijection avec les éléments de la base
A et sont coloriés en blanc (noir) s’ils correspondent a une longue (courte) racine
simple. Ces sommets sont couramment indicés selon l'index de leur racine simple
associée ;

e des arétes reliant o, et a; (i # j), si 'élément de la matrice de Cartan Cj; est non
nul. Le nombre d’arétes entre deux noeuds est déterminé par la formule suivante :

2<Oéi,06j> 2<ozj,ozi>

(aj, a;) (v, o)

= <ai,a;/> Aaj )y =4cos’ O, ije€{l,2,...,n}, (1.4.3)
ou ¢;; correspond a I’angle entre les racines simples «; et o;. Comme 0 < cos? 0;; <1
et @ est un systéme de racines cristallographique (voir axiome 4), alors 4 cos?§;; €
{0,1,2,3,4}. Or, puisque A forme une base dans E, il en découle que cos? 6;; # 1.

Donc,
4cos®0;; € {0,1,2,3}. (1.4.4)

Par ailleurs, notons que si deux noeuds sont reliés entre eux, alors les racines simples corres-

pondantes ne sont pas orthogonales entre elles. A I'inverse, si deux noeuds ne sont pas reliés

entre eux, alors les racines simples correspondantes sont orthogonales entre elles. Lorsque

deux sommets sont reliés par 1, 2 ou 3 arétes, alors I'angle relatif entre les deux vecteurs
3 bm

de la base est respectivement %’T, °F ou . La figure ci-dessous présente les DCD des

algebres de Lie simples.

1.5. Chambres de Weyl

Soit « un vecteur dans 'espace euclidien E. On dit que ce dernier est régulier siy € E'\ U P,.

acd
Sinon, il est singulier. En d’autres mots, si ce vecteur se situe sur un des miroirs de dimension

n — 1, alors celui-ci sera singulier.
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6
Ay n>1 O—0O—"C0O—--—0O f
i1 2 3 " Es O—O—(0O—0O—-—0
i 2 3 1 5
By,n>3 O—0O— - —(0O—@ 7
1 2 n=1 n f
Cn>2 @—@— -  @—0O E O—CO—CO—-—0O O
1 2 n—1 n 1 2 3 1 6

cO—0O» =0
>0
O

Dunzi O @—i—@ 5 O—0O—0—0
n—3n—2n-1 1 2 3 4 7

r O—C—0—=e G, O=—@

1 2 3 4 1 2

Figure 1.3. Les diagrammes de Coxeter-Dynkin des algebres de Lie simples.

Il est facile d’observer que I’ensemble des hyperplans P, partitionne I’espace en un nombre

fini de composantes connexes de F \ U P,. Ces composantes sont appelées les chambres de
aced
Weyl et nous identifierons I’ensemble des chambres de Weyl par D. Par conséquent, chaque

vecteur régulier v € FE se retrouve dans une et une seule chambre de Weyl, notée D(v).
Enfin, ce que 'on appelle chambre fondamentale selon A, notée D, correspond a ’ensemble

ouvert convexe contenant tous les vecteurs v € E satisfaisant la condition suivante :

(a,7) >0, ouae€A. (1.5.1)

1.6. Groupes de Weyl et de Weyl affine

Un groupe de réflexions G est un sous-groupe du groupe général linéaire GL(n,F) engen-
dré par les réflexions {ry,rs,...,7,}. G est également appelé un groupe de Coxeter si ces

générateurs satisfont les deux conditions ci-dessous :
(1) r7=1, ie{l2,...,n};
(2) (ryr;)™ =1, 4,5 €{1,2,...,n},
ou m,; correspond a l'ordre de I'élément r;r;, c’est-a-dire le plus petit entier positif permettant

a I’équation de tenir.

Afin de faciliter I’écriture, pour chaque réflexion r,,, i € {1,2,...,n}, définie par 1’équation

(1.1.1)), on introduit la notation suivante : r,, := r;. Soit A = {ay, g, ..., o, } une base d'un
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(b) Les huit chambres de Weyl du systéme
de racines C ainsi que la chambre fonda-
mentale Dy pour la base {«1,aq} identifiée
en bleu pale.

(a) Les six chambres de Weyl du systéme
de racines As ainsi que la chambre fonda-
mentale D pour la base {«7,a0} identifiée
en bleu pale.

(¢) Les douze chambres de Weyl du systéme
de racines G5 ainsi que la chambre fonda-
mentale D pour la base {a7,a2} identifiée
en bleu péle.

Figure 1.4. Les chambres de Weyl des systémes de racines cristallographiques As, Cs et

Go.

systeme de racines ®. Un groupe de Weyl W est un groupe fini de réflexions associé a un
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systeme de racines P,

Les entiers positifs m;; associés aux générateurs du groupe de Weyl W d’un systéme de racines
® correspondent aux entrées de la matrice de Cartan C' de ce méme systeme de racines. Le
Tableau [I.1] contient I'ordre du groupe de Weyl des différents systémes de racines.

Systéme de racines |D| |W|

A,, n>1 n(n+1) (n+1)!

B, n>3 2n? 27n)

Cn, n>2 2n? 27

D,, n>4 2n? — 2n 2n=1p!
G 12 12
F, 48 27 . 32
Eg 72 27.3%.5
E; 126 210.3%.5.7
FEq 240 214.35.52.7

Tableau 1.1. Tableau comportant le nombre d’éléments des systémes de racines ® et 'ordre
des groupes de Weyl W associé aux différents systemes de racines.

Considérons maintenant £ € @, la plus haute racine du systeme de racines et introduisons

aussi n € ®V, la plus haute coracine du systeme de racines duales,

n= > kaa, (1.6.2)

aveAV

ou la somme Z kov est maximale. Ces deux vecteurs peuvent s’exprimer sous la forme
aveAY

d’une combinaison linéaire des racines simples et des coracines simples, respectivement :
n n
_ _ Y
§= Zmiaia n= Zmi Oy (1.6.3)
i1 i=1
ou les coefficients m;, my € Z~o, Vi € {1,2,...,n} sont appelés marques et marques duales

(comarques). La valeur de chacun de ses coefficients est répertoriée a la Table 1 de l'article
de Hrivnak et Patera [10] pour les différentes algebres de Lie simples. La plus haute racine
¢ induit la réflexion r¢ par rapport & 'hyperplan Pr = {8 € E | (§,§) = 0} passant par

I'origine définie de la maniere suivante :

2(5,¢)
(&, €)

Le groupe de Weyl affine W2 est le groupe de réflexions infini engendré par les (n + 1)

re(B) =5 — 3 (1.6.4)

transformations r;, 7 € {0,1,...,n}, ot ry est appelé la réflexion affine. Il s’agit de la réflexion
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a travers le miroir de dimension (n — 1), P, déplacé par le vecteur %/fv :

%
(€, €)

Le groupe de Weyl affine est le produit semi-direct entre le groupe de translation Q" et le

To(ﬁ) = Tg(ﬁ) + = T’g(ﬁ) + fv. (165)

groupe de Weyl W :
Wt = QY x W. (1.6.6)

Ainsi, pour chaque élément w*® € W2 il existe un unique w € W ainsi qu’une unique

translation ¢¥ € QY tel que

w'a = wa + ¢, (1.6.7)

ot a € E. Le produit de deux éléments du groupe de Weyl affine wi, w3 € W de la forme

willa = wia + ¢¥, willa = wya + ¢ est donné par
£, aff fr v
wiwia = wi (wea + ¢2") (1.6.8)

= wywea + wiqe” +q1".

De plus, I'homorphisme de projection standard 1 : W2 — W du produit semi-direct (1.6.6))
et Iapplication 7 : W2 — Qv sont définis comme suit :

Y(w) = w, 7(w™) = ¢". (1.6.9)
De maniere équivalente, on peut définir le groupe de Weyl affine dual, noté Waﬂ, comme le
groupe engendré par les réflexions r;, i € {1,2,...,n} ainsi que la réflexion ry :
2n) 2(8,m)
o (B) =1y(B) + 7, 1(B8) =B " (1.6.10)
" ey T (n,m)

Comme précédemment, le groupe Wa et le produit semi-direct entre le groupe de transla-
tion @ et le groupe de Weyl W :

W —Q x W. (1.6.11)

Par conséquent, pour chaque élément @?F € W2 il existe un unique w € W ainsi qu’une
) )

unique translation ¢ € @) tel que

ff

w™a = wa + ¢, (1.6.12)

olt @ € E. Le produit de deux éléments du groupe de Weyl affine dual @2, w3 € W de la

forme @j’“ﬁa = wya + qi, zﬁgﬁa = wya + o est donné par
~aff ~aff ~aff
witwy a = 0 (waa + go) (1.6.13)

= wiwsa + W1q2 + q1.-
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L’homomorphisme de projection standard dual 1Z et 5 W du produit semi-direct (1.6.11])
et I'application 7 : Wef () sont définis de la maniére suivante :

D@ =w, 7@ =q. (1.6.14)

1.7. Régions fondamentales F' et I

La région fondamentale F' du groupe de Weyl affine W#F correspond & I’enveloppe convexe

délimitée par les sommets {0,%, cee %
F = {Zaiwzy ag + Zmia,- =1leta; € Rs, Vi€ {0,1,... ,n}} (1.7.1)
i=1 i=1
={BeE| (Ba)>0YacAet (3,6 <1} (1.7.2)

Ici, les coefficients m;, introduits & la section [1.0], correspondent aux marques de la plus haute

racine £. La région fondamentale possede la propriété que
Ww(F) = E. (1.7.3)

En effet, des réflexions répétées de F' selon les miroirs (n — 1)-dimensionnels pavent ’espace
euclidien E par des copies d’elle-méme. Les points contenus dans la région fondamentale F'
satisfont les propriétés suivantes :

(1) Pour chaque point 3 € E, il existe ' € F, w € W et ¢¥ € Q" tel que
B=wps +q". (1.7.4)
(2) Pour chaque point 3, 8’ € F tel que ' = w3, ott w* € WA alors g = 3.

Le stabilisateur de chaque point § = Z a;w; € F est défini par
i=1

Stabyyar(8) = {w*® € W w5 = 5} (1.7.5)

(3) Pour chaque point contenu dans l'intérieur de la région fondamentale, 5 € int(F'),
c’est-a-~dire les points pour lesquels a; > 0 ,Vi € {0,1,...,n}, nous avons que
Stabyyas () = 1. Sinon, le groupe Stabyy.x(/3) est engendré par les réflexions r;, pour
lesquelles a; =0, i € {0,1,...,n}.

Similairement, il est possible de définir la région fondamentale du groupe de Weyl affine dual

Wn
’ mY Y
n

Wa notée FY, comme étant I'enveloppe convexe délimitée par les sommets {0, pons NN
1

ot les coefficients m;’ correspondent aux comarques déja introduites a la section [1.6]
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(a) Pavage W*¥(F(A5)) du plan euclidien (b) Pavage W (F(Cs)) du plan euclidien
pour le systéme de racines As. La région pour le systeme de racines Cy. La région
fondamentale F(Az) est identifiée en bleu fondamentale F(C2) est identifiée en bleu
pale. pale.

r

/
r 1/

/
’ 1

(c) Pavage W (F(G2)) du plan euclidien
pour le systeme de racines G5. La région
fondamentale F(G3) est identifiée en bleu
pale.

Figure 1.5. Les régions fondamentales F' des systémes de racines cristallographiques Ay, Cy

et GQ.

La région fondamentale duale FY correspond & I’ensemble suivant :

Fv = {Z biwi b[) + Zm;/bl =1et bl S Rzo,Vi < {071, Ce ,n}} (176)
=1 =1
= {B €FE ‘ (B,a") > 0,Va" € AV et (B8,n) < 1}. (1.7.7)
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A Tinstar de la région F, la région fondamentale duale F'V posseéde la propriété que
wWat(FV) = E. (1.7.8)

Les trois propriétés de la région fondamentale F' valent pour la région fondamentale duale

FV avec les changements évidents (voir Hrivnék et Patera [10]).

1.8. Orbites du groupe de Weyl

Soit A € E, un vecteur quelconque. L’action des éléments d’un groupe de Weyl sur ce vecteur
A permet d’obtenir un ensemble de points {wA | w € W}. Cet ensemble est appelé 1'orbite
de X sous le groupe de Weyl W et on le note O,. La fermeture D de chaque chambre de
Weyl D contient exactement un point de 'orbite de A. Ce faisant, il existe un unique point
de cette orbite a l'intérieur de la fermeture de la chambre de Weyl dominante D, et c’est
par ce point que l'orbite est habituellement identifiée. Ainsi, lorsque 1'on parle de O, on
sous-entend implicitement que A\ € D, et appellera cet unique vecteur le point dominant. Le
nombre d’éléments contenus dans une orbite est appelé sa cardinalité et est noté |O,|. Cette
valeur peut étre calculée a I’aide de la formule suivante :
W]

0] = |Staby, (A)]’

(1.8.1)

ou Staby/ (A) correspond au stabilisateur du vecteur A. Clairement, Staby (A) = {w € W |
wA = A} est un sous-groupe de W. Géométriquement, les éléments de O, peuvent étre pergus

comme les sommets d’un polytope engendré par les réflexions dans l'espace euclidien E.

34



Chapitre 2

Fonctions d’orbite du groupe de Weyl

Les fonctions d’orbite du groupe de Weyl s’expriment sous la forme d’une somme de fonctions
exponentielles en plusieurs variables. Il existe trois familles de ces fonctions pour les systemes

de racines cristallographiques, soit
e les fonctions symétriques (fonctions-C),
e les fonctions antisymétriques (fonctions-S) et
e les fonctions paires (fonctions-E).

Ces dernieres ont été étudiées a plusieurs reprises en raison de leurs propriétés pertinentes
(voir Klimik et Patera [13], 14, 5] et Nesterenko et Patera [20]). Ce chapitre se concentre
sur I’étude des fonctions symétriques et antisymétriques en particulier pour les systemes de
racines Ay, Cy et GGo. Les notions couvertes au cours des premieres sections sont classiques et
bien connues (voir Hrivndk, Motlochova et Patera [8]). Toutefois, les concepts abordés aux
sections a sont nouveaux et ont été introduits récemment par Czyzycki, Hrivnak
et Patera dans [4]. Les articles de Hrivnak, Motlochovéd et Patera [9] et de Czyzycki et
Hrivnak [3] forment aussi deux références pertinentes. L’espace euclidien considéré au cours

des sections et chapitres a venir est £ = R".

2.1. Les homomorphismes de signe

Avant d’introduire les fonctions d’orbite du groupe de Weyl, abordons d’abord la notion
d’homomorphisme de signe. Les homomorphismes de signe sont des homomorphismes du

groupe de Weyl W vers le groupe {+1, — 1} :

o: W — {+1,-1}. (2.1.1)



Les deux choix les plus communs d’homomorphisme de signe correspondent a l'application
triviale ainsi qu’a ’application déterminant :

o O(w) =1, oW (w) = det(w). (2.1.2)
Ces deux applications, 0(® et (), peuvent étre définies pour n’importe quel groupe de Weyl
W, tandis que les homomorphismes de signe court et long, o® et ¢®®) | quant & eux, sont défi-
nis seulement pour les systemes de racines ® qui possedent des racines de longueur distincte.
Si A, et A; représentent les ensembles de racines simples courtes et longues respectivement

(A;UA; = A), l'action de 0@ et ¢® sur 'ensemble des générateurs {r, | « € A} est définie

de la maniere suivante :
—1, sia€eA,, -1, sia€el,
0@ (r,) = s 0@ (1) = : (2.1.3)
1,  sinon. 1,  sinon.

Ces quatre homomorphismes de signe sont cruciaux puisqu’ils sont a la base de la définition

des fonctions d’orbite de Weyl comme nous le verrons dans la prochaine section.

2.2. Fonctions d’orbite de Weyl

A chaque homomorphisme de signe o € {¢(©, @ ¢®? ¢®} du groupe de Weyl correspond
une fonction d’orbite de Weyl gof\j) :R" — C, j € {0,1,2,3}. Ces applications sont paramé-

trées par A € R" et définies pour chaque z € R™ par ’équation

eV (2) = 3 oW (w)emitwha), (2.2.1)
weW

Etant donné que les systemes de racines Cy et G5 possedent deux longueurs de racine, mais

pas celui de Ay, j prend les valeurs :
Ay je{0,1},
Cy:75€40,1,2,3}, (2.2.2)
Gs: j€{0,1,2,3}.

Rappelons quelques propriétés importantes de ces quatre fonctions [§] :

e Le produit scalaire (-, ) dans R" est invariant sous le groupe de Weyl W, c’est-a-dire
que Yw € W (wa, wp) = («a, ), ou a, B € R™. Donc,

P(2) = o (wz) = e D (w)e{(2), j€{0,1,2,3}. (2.2.3)
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De plus, les fonctions d’orbite de Weyl sont également invariantes sous toute trans-

lation d’un vecteur du réseau de racines duales ¢V € QV,
eV +4¢") = oV(2), je{0,1,2,3}. (2.2.4)
e Pour n’importe quel scalaire ¢ € R,
0P (c2) = o9(2), j€{0,1,2,3}. (2.2.5)

e Puisque le produit scalaire (-,-) dans R™ est symétrique, il est possible d’exprimer la

dualité des fonctions d’orbite comme suit :
o (2) =D ()), je{0,1,2,3}. (2.2.6)

Une autre propriété importante des fonctions d’orbite de Weyl est I'orthogonalité. L’ortho-
gonalité continue de ces dernieres est définie dans les articles de Klymik et Patera [13), [14]
ainsi que dans I'article de Moody et Patera [18] et I'orthogonalité discréte a été analysée par
Hrivnak et Patera [10] ainsi que par Hrivnak et Walton [11]. Les sections a venir mettront
la table pour la section [2.8) qui rappellera les relations d’orthogonalité discrétes généralisées

présentées dans [3] par Czyzycki et Hrivnak.

2.2.1. Fonctions d’orbite de Weyl de A,

Soit A = (A1, A2) un point dominant avec coordonnées dans la base des poids et soit z =
(21, 22) un point avec coordonnées dans la base des racines duales, les fonctions de Weyl de

Ay s’expriment explicitement de la maniere suivante :

SOE()]\)I)Q)(ZI;ZZ) — 627ri(z1)\1+z2/\2) + 6727ri(z1)\17zz)\1722)\2) + 627ri(Z1)\1+z2)\2*z2)\2) (227)

—27i(z1 A2+22A —27i(21 A1 +21 A2 —22\ 2mwi(z1 A2 —22 A1 — 22
+e (2122 21)—|—6 (z1A1+21 A2 21)—}-6 (z1A2—2z21 22)’

_ 67271'7:(,21)\24»,22)\1) + 6727'”'(21)\14»21)\2722)\1) + 627'”'(21)\2722)\1722)\2).

—2mi(z1A1—22A1—22)2) __ 627ri(21/\1+22/\2—22/\2) (2 2 8)
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Figure 2.1. Orbite du groupe de Weyl d’un point dominant (A, A2) contenu a I'intérieur
de la région fondamentale F' du groupe de Weyl affine identifiée en bleu pale. La plus haute
racine (duale), les racines simples (duales) et les poids fondamentaux (duaux) du systéme
de racines de A, sont également illustrés ainsi que W (F).

2.2.2. Fonctions d’orbite de Weyl de (5

Soit A = (A1, A\2) un point dominant avec coordonnées dans la base des poids et soit z =
(21, 22) un point avec coordonnées dans la base des racines duales, les fonctions de Weyl de
Cy sont :

908)1,&)(21’22) = 2c08(2m(z1 A1 + 22A2)) + 2¢08(2m(21 A1 + 22102 — 22A1 — 22)9))  (2.2.9)
+2cos(2m(21 A1 + 22102 — 22M2)) + 2 cos(2m (21 A1 — 22A1 — 22M2)),

(,08\)1)\2)(21,22) = 2COS(27T(21>\1 + Zg)\g)) + 2COS(27T(21>\1 + 221)\2 - 22)\1 - 22)\2)) (2210)
— 2COS(27T(21A1 + 221/\2 - ZQ)\Q)) -2 COS(27T<2’1)\1 — 22/\1 — ZQ)\Q)),

gog)h/\Q)(zl,zz) = 2c08(2m(21A1 + 22X2)) — 2cos(2m(21 A1 + 22100 — 2201 — 22X9))  (2.2.11)
+2cos(2m(21 A1 + 22102 — 22M2)) — 2 cos(2m(21 A1 — 22A1 — 22M2)),

@Ei)mg)(zl,zg) = 2c08(2m (21 A1 + 22A2)) — 2cos(2m(21 A1 + 22100 — 22A1 — 2202))  (2.2.12)
— 2COS(27T(21>\1 + 221)\2 - ZQ)\Q)) + 2COS(27T(21/\1 - ZQ)\I — 22)\2)).
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Figure 2.2. Orbite du groupe de Weyl d’un point dominant (A, A2) contenu a I'intérieur
de la région fondamentale F' identifiée en bleu pale. La plus haute racine, les racines simples
(duales) et les poids fondamentaux (duaux) du systéme de racines de Cy sont également
illustrés ainsi que W (F).

2.2.3. Fonctions d’orbite de Weyl de G,

Soit A = (A1, A2) un point dominant avec coordonnées dans la base des poids et soit z =
(21, 22) un point avec coordonnées dans la base des racines duales, les fonctions de Weyl de
Gy sont :

¢E§17A2)(21,22) = 2c08(2m(21 A1 + 22X2)) + 2cos(2m (22101 + 2102 — 320\ — 22 N0))  (2.2.13)
+ 2cos(2m(z1 A1 + 21A2 — 3221 — 229X9)) + 2c08(2m (21 A1 + 21 A2 — 22M2))
+ 2 COS(27T<22’1)\1 + 21)\2 — 322)\1 — 222)\2)) + 2 COS(27T<21)\1 — 322)\1 - ZQ)\Q)),
QOS\)l,)Q)(Zl,ZQ) =2 COS(27T(21)\1 + 22)\2)) + 2 COS<27T(221/\1 + Zl)\z - 322)\1 - ZQ)\Q)) (2214)
+ 2 COS(27T<21)\1 + Zl>\2 - 322/\1 - 222/\2>> — 2COS(27T(21/\1 + Zl)\g — 22/\2))
— 2¢008(2m(221 A1 + 21 A0 — 3221 — 229X9)) — 2¢c0s(2m (21 A1 — 329\ — 2209)),
908)1,)\2)(21722) = 2i(sin(27r(z1)\1 + 29M2)) — sin(2m(221 A1 + 21 A0 — 32201 — 22A2)) (2.2.15)
+ Siﬂ<27l'(21)\1 + 21)\2 - 322)\1 - 222)\2)) — sin(27r(21)\1 + Zl>\2 - 22)\2))
+ Sin(27T(2Zl)\1 + 21)\2 — 322)\1 — 22’2)\2)) — sin(27r(21)\1 — 32’2)\1 — ZQ)\Q))),
SOE?\)L)Q)(ZI,ZQ) = 2@'<sin(27r(z1/\1 + 29M0)) — sin(2m (22101 + 21 A2 — 32201 — 22A9)) (2.2.16)
+ Sin(27T(21)\1 + 2’1)\2 — 32’2)\1 — 222/\2)) + Sin(27r(zl)\1 + 21)\2 — 2’2)\2))
— SiIl(27T<221/\1 + Zl)\g - 322)\1 — 2ZQ>\2)) + SiIl(27T<Zl)\1 — 322)\1 — ZQ/\Q)))
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Figure 2.3. Orbite du groupe de Weyl d’un point dominant (A, A2) contenu a l'intérieur
de la région fondamentale F' identifiée en bleu pale. La plus haute racine, les racines simples

et les poids fondamentaux du systeme de racines de Gy sont également illustrés ainsi que

2.3. Déplacements admissibles

Etant donné un vecteur p¥ € R", celui-ci est appelé un déplacement admissible si le réseau

déplacé p¥ + PV reste invariant sous W, c’est-a-dire
W(e" +P")= 0"+ P". (2.3.1)

Un déplacement admissible est dit trivial si oV + PY = PY (¥ € PY). Aussi, si deux
déplacements admissibles Y, oy different par un déplacement trivial, o} — oy € PV, alors ces
derniers sont dits équivalents. Cette relation d’équivalence permet de classifier les différents

déplacements admissibles et la proposition suivante simplifie grandement ce processus.

Proposition 2.3.1. Soit 0¥ € R™. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :
(1) 0V est un déplacement admissible.
(2) Pour chaque w € W, 0¥ —wp" € PV.
(3) 0¥ —ri(0¥) € PV, Vie{1,2,...,n}.
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La preuve de cette proposition n’est pas donnée (voir [3] pour la démonstration). En ana-
lysant I’équation ([2.3.1)), il est pratique de considérer un déplacement admissible p¥ dans la

w"-base.

Systeme de racines 0 0"
1 1, v

Al 50.]1 5&)1
1 1, v

Cg 50.]2 5&)1
1, v
B,,n>3 — 2Wn

Cn7 n Z 3 %Wn —

Tableau 2.1. Les déplacements admissibles non triviaux o, 0¥ des systémes de racines cris-
tallographiques irréductibles.

Similairement, un vecteur o € R" est appelé un déplacement admissible dual si le réseau
déplacé o+ P reste W-invariant. Les déplacements admissibles duaux p possedent les mémes
caractéristiques que les déplacements admissibles ¢ avec les changements évidents. Une
adaptation de la proposition [2.3.1] méne a la classification des déplacements admissibles

duaux.

Proposition 2.3.2. Soit p € R™. Alors, les énoncés suivants sont équivalents :

(1) o est un déplacement admissible dual.

(2) Pour chaque w € W, o —wp € P.

(3) o—ri(0) € P,Vie{l,2,...,n}.
La preuve de cette proposition est également omise. De maniere analogue aux déplacements
0", il est avantageux de considérer les déplacements admissibles duaux ¢ dans la w-base. Le

Tableau rassemble tous les déplacements admissibles non triviaux g, 0¥ des systémes de

racines cristallographiques irréductibles.

2.4. Homomorphismes de déplacement

A chaque déplacement admissible ¢ correspond une application allant du groupe de Weyl
affine dual W au groupe {+1, — 1} :

O, - W — {41, —1}. (2.4.1)

Cette application est appelée un homomorphisme de déplacement et est définie pour chaque

o e WAt de 1la maniere suivante :

O (@°T) = 27D (2.4.2)

Y
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ou 7 est l'application introduite a la relation . L’équation est bien définie
puisque pour chaque déplacement admissible trivial ¢V, ggv (@*T) = 1 en raison de la Z-
dualité des réseaux P et (). Aussi, comme chaque déplacement admissible non trivial o"
provient du réseau £ PV (voir Tableau , alors 0,v (0*%) € {+1, — 1}. De plus, f,v est bel
et bien un homomorphisme et afin de s’en convaincre, il faut d’abord remarquer que pour

w e W et g €@, I'égalité suivante est valide :

p2mi(a,0") _ 2mi(wg,e¥) (2.4.3)

En effet, comme le produit scalaire est invariant sous 'action du groupe de Weyl W nous
avons que (wq, 0V) = {(q,w "), ot w € W. Ainsi,
2mi(g,0")
€ — p2mi{g,eV—w oY

=1, (2.4.5)

car (g, 0¥ — w™'p") € Z en vertu du deuxiéme énoncé de la Proposition m Par conséquent,
pour deux éléments du groupe de Weyl affine dual @3 w3 € W de la forme wia =
wia + q, Wila = wea + g avec wy,wy € W et q1,q € Q, I'équation ([1.6.13) permet

d’obtenir que 7(@wa") = wiqs + 1 et ainsi

é\gv (03T w5T) = 2mi(T(wiTws®) V)
_ 627Fi(w1QQ+q17.Qv>

27Ti<w1QQ79V>627Ti<Q179V>

|
o

. Vv . Vv
— 2milaz,07) p2mi{q1,0”)

= O, (@310 v (w3T). (2.4.6)

Ainsi, I’évaluation de 'homomorphisme de déplacement ggv sur n’importe quel élément
@ € W est enticrement déterminée par les valeurs de 'application sur ’ensemble
des générateurs {ry,ry,re,...,m,} du groupe de Weyl affine dual. Pour un déplacement ad-
missible non trivial ¢¥, le calcul de 6,v(ro¥) dépend du produit scalaire (1, o¥). A I'aide des

valeurs rassemblées dans le Tableau [2.1], il s’avere que pour un déplacement admissible non

trivial,
2(n,0") 1
En conséquence,
é\g\/ (,,,.0\/) = 627ri<?(7”0v)7@\/> = 627ri2<<:7]:£:]>> = —1’ (248)
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ce qui mene a ’égalité suivante :
ggv(m) _ 1, siie{l,2,...,n}, (2.4.9)
=1, sir=ry.
Parallélement, un homomorphisme 6, : W% — {41, —1} est défini par
0,(w) = e>milre), (2.4.10)
ou 7 correspond a l’application introduite a la relation et ses valeurs sur ’ensemble

des générateurs {rg,ry,r2,...,7,} du groupe de Weyl affine meénent a 1’égalité ci-dessous :

1, iie{l1,2,...,n},
0,(ri) = it " (2.4.11)

-1, sir,=rg.

2.5. Homomorphismes ~

La combinaison des trois homomorphismes introduits jusqu’a présent, soit 'homomorphisme

de projection ¥ ([1.6.9)), 'homomorphisme de signe o (2.1.2} [2.1.3]) ainsi que ’homomorphisme
de déplacement dual 8, (2.4.2) définit un homomorphisme ¢ allant du groupe de Weyl affine

Weat au groupe {+1,—1} :
Ve WA {+1, -1}, (2.5.1)
Cette application est définie pour chaque w*® € W2 selon la relation
75 (W) = B, (w™) - (o 0 p(w™)). (2.5.2)

L’évaluation de vy sur n’importe quel élément w® du groupe affine W% est déterminée
par les valeurs de (2.5.2) sur les générateurs {rq,r1,7s,...,7,} de W3l Ces derniéres sont
rassemblées dans le Tableau pour un déplacement admissible dual trivial (¢ = 0) et non

trivial p.
, (0 o) o2 e -0 & o2 3
Générateurs Yo Yo Yo ’ Yo ’ Yo ’ Yo 1 Yo ’ Yo '
o 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
To, @€ A 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
T, @ E A 1 —1 1 —1 1 -1 1 -1

Tableau 2.2. Les valeurs de 77 sur I'ensemble des générateurs du groupe de Weyl affine
pour un déplacement admissible dual trivial (¢ = 0) et non trivial ¢ selon les quatre homo-
morphismes de signe o.
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Similairement, un homomorphisme 75 : el {+1, —1} est défini par
o (@) = 00 (@) - (0 0 (")) (2.5.3)

et ses valeurs sur les générateurs de W sont rassemblées au Tableau [2.3]

Générateurs %7(0) ;}78(1) ;)\/8(2) ?g(3) Agv(O) Agv(l) Agv@) AZV(3)

ry 1 ~1 1 1 ~1 1 1 ~1
Tay @ € A, 1 ~1 —1 1 1 ~1 ~1 1
o, O E A 1 —1 1 ~1 1 ~1 1 ~1

Tableau 2.3. Les valeurs de 75, sur I'ensemble des générateurs du groupe de Weyl affine
dual pour un déplacement admissible trivial (¢¥ = 0) et non trivial ¢" selon les quatre
homomorphismes de signe o.

2.6. Régions fondamentales signées F7 et F7Y

Etant donné un homomorphisme de signe o et un déplacement admissible dual o, la région

fondamentale signée F7(p) est :
F?(0) = {a € F | 5(Stabyua(a)) = {1}} C F, (2.6.1)
olt yg est 'homomorphisme défini a I'équation (2.5.2)). Selon la propriété de la région

fondamentale, tout point a contenu dans l'intérieur de F' possede un stabilisateur trivial ce
qui garantit U'inclusion int(F) C F?(p). Donc, la région fondamentale signée F7(p) ne fait

qu’omettre certaines faces de F.

Il est également utile de définir les sous-ensembles R7(p) des générateurs du groupe de Weyl
affine Wt

R (o) = {7’ € {ro, 71,725, T} | 75 (r) = — }, (2.6.2)
dans l'optique de définir des sous-ensembles H?(p) de la frontiére de la région fondamentale :
H? (o) ={a€ F|3Ire R (o) :ra=a}. (2.6.3)

L’introduction des régions fondamentales signées F'7(p) et des ensembles H7(p) est essen-
tielle pour I’étude des relations d’orthogonalité discréte des fonctions d’orbite de Weyl. 11 a
été montré dans [3] que F' peut s’exprimer comme union disjointe des ensembles F7(p) et

H?(p). Rappelons ce résultat et sa démonstration.
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Proposition 2.6.1. Soit ¢ un homomorphisme de signe et o un déplacement admissible

dual, alors
F?(0) = F'\ H" (o).

DEMONSTRATION. Soit a & F'\ H°(p), alors a est contenu dans I'ensemble H7(p). Ainsi, il
existe r € R7(o) tel que 7 € Stabyy.a(a) et vg(r) = —1. Donc, a & F7(p), ce qui montre que
F7(p) C F\H’(p). Soit a € F\ H?(p), alors le stabilisateur de a est soit trivial, soit engendré
par des éléments de {rg,71,72,...,7,} \ R7(p). Si Stabyaa(a) = {1}, alors a € F7(p). Si le

stabilisateur de a est engendré par des éléments de {rg,r1,rs2,...,7} \ R?(0), alors, par
définition de (2.6.8), 77 (Stabyas(a)) = {1}. Par conséquent, F'\ H?(9) C F’(p), ce qui
conclut la démonstration. 0
En définissant les variables réelles a;, i € {0,1,...,n}, de la maniére suivante :

R ) i i € R ’
g e J e S (o) (2.6.4)
R207 si T € {TOar17r27-"7rn}\RU(Q)a

et a 'aide de la définition de F' ([1.7.1)) ainsi que de la Proposition précédente, les régions
fondamentales signées correspondent aux ensembles suivants :

F(g) = {Za;”w 0003 om, — 1}. (265)
=1

i=1
A partir des valeurs rassemblées dans le Tableau et de la nouvelle équation 1) il est

possible de déduire les égalités ci-dessous :

FOry=F  F°0) = int(F). (2.6.6)

Similairement, la région fondamentale signée duale F'7¥(o") est :
FY(¢") = {b e F¥ | 35 (Stabg.q(b)) = {1}} C F". (2.6.7)
Les sous-ensembles RV (p") des générateurs du groupe de Weyl affine dual Waﬂ,
R™Y(0") = {re{rg,ri,ra, .. omu} | A3 (r) = 1}, (2.6.8)
et H7V(p") de la frontiere de la région fondamentale duale,
HY(¢"Y={be FY |3Ire R°V (o) : vb = b}, (2.6.9)

permettent d’exprimer FV(p") comme une union disjointe des régions fondamentales signées
duales F7V(0") et des ensembles HV(p").
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Proposition 2.6.2. Soit ¢ un homomorphisme de signe et 0" un déplacement admissible,

alors
F7¥(") = FY\ H?"(0").

En définissant des variables réelles b;”gv, i €{0,1,...,n}, de maniére analogue aux variables
(2.6.4) avec les changements évidents, les régions fondamentales signées duales correspondent

aux ensembles suivants :

n

P = {30

i=1

bg’gv + Zbgvgvm;/ — 1} . (2610)
=1

2.7. Grilles F§; et Ag,

Soit M € N un entier positif, ¢ un homomorphisme de signe, ¢ un déplacement admissible
et o un déplacement admissible dual. L’ensemble F;(p, 0") correspond a la contraction du
réseau de poids duaux déplacés ﬁ (0¥ + PY) contenue a I'intérieur de la région fondamentale

signée F?(p). En d’autres termes,

1

File.0") = (7 (" + P)) N F (o). (2.7.1)

Il est également possible de définir de maniere explicite cette grille a I’aide de la définition de

F7(p) (2.6.5)). En effet, en considérant un déplacement admissible ¢ = ofwY + oywy +-- - +

oy wy, en posant of = 0 (pour un déplacement admissible non trivial de A, poser g§ = 1)

et en définissant les variables z¢ i € {0,1,2,...,n}, comme suit :

_2V+N, SiTiGRU R
el Y (@) (2.7.2)

Z>o, sir; € {ro,m,r2,...,mn} \ R7(0),

la grille F§;(p, 0") correspond a 'ensemble de points

o 2+ o) o o
Fyo,0) = {Z Sl | (20 ) + Do)+ ol mi = M} . (2.7.3)

i=1 =1

La grille A9, (0, 0") est déterminée par le grossissement de la région fondamentale signée

duale MF7V (") contenu & l'intérieur du réseau de poids déplacés o + P, c’est-a-dire

Afi(0,0) = (o + P)N MF7(o"). (2.7.4)

Cet ensemble peut aussi étre exprimé de maniere explicite via la définition de la région
fondamentale signée duale ([2.6.10)). Considérons un déplacement admissible dual ¢ = 01wy +

Oowy + *++ + Ppwy, posons gy = 0 (pour un déplacement admissible dual non trivial de Aj,
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Figure 2.4. Pavage W*¥(F) de la région fondamentale F' du systéme de racines de G5. La

région fondamentale F' est identifiée en bleu pale. Les huit points noirs contenus a l'intérieur

de F' représentent les éléments de la grille F 1"0( Y (0,0) et les huit cercles blancs correspondent
12 . e

aux éléments de la grille £, (0,0).

poser gp = 1) et définissons les variables t;”gv, i€{0,1,2,...,n}, de la maniére suivante :
v —20; +N, sir; € R7V(pY),
e e ) G (2.7.5)
Z>o, sir; €{ry, i, \ R7Y(0Y).
Ainsi,
Milo0) = {3500+ o | (57 4 a0+ 300 + gt =1 (270
i=1 =1

La réécriture de ces deux grilles sous forme explicite est énormément pratique pour le calcul
des relations d’orthogonalité discrete des fonctions d’orbite de Weyl et d’autres applications
(voir [3] et [4]).

Il a été établi par les auteurs dans [3] (voir Théoréme 3.4) que pour n’importe quelle
paire (p,0") de déplacement admissible dual et déplacement admissible, la cardinalité

des ensembles F§(0,0") et A9, (0,0Y) coincide. Rappelons ce résultat en omettant la
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démonstration.

Théoréme 2.7.1. Soit M € N, o un homomorphisme de signe, 0" un déplacement admis-

sible et o un déplacement admissible dual. Alors,

|F5(0,0") = [A3 (0, 0")]-

VI//
/
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1
1
1
1
1
Q O X
/
1 /
1 /
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Figure 2.5. Pavage W*(FV) de la région fondamentale duale FV du systéme de racines
de GG5. La région fondamentale duale F'V est identifiée en vert. Le grossissement de la région
fondamentale duale 10F" est identifié en vert pale. Les huit points noirs contenus a 'intérieur

de 10F" représentent les éléments de la grille A% (0,0) et les huit points blancs correspondent
12 . &(3)
aux éléments de la grille AJ,”(0,0).
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2.8. Orthogonalité discrete des fonctions d’orbite

Soit M € N, o un homomorphisme de signe, ¢* un déplacement admissible et ¢ un déplace-

ment admissible dual. Définissons I'application discréte € : Fi (o, 0¥) — N par

c(z) = 'Z”, h. = [Stabypae(2)] (2.8.1)

ou |W| dénote I'ordre du groupe de Weyl.

Un produit scalaire entre deux fonctions f, g : F§(0,0") — C est défini par
(1,9 oo = 2. c(2)f(2)a(2), (2.8.2)
z€FF (0,0Y)

ou les coefficients £(z) sont obtenus via 1’équation ([2.8.1]). Il est facile de remarquer que cette
application est bel et bien un produit scalaire. Les fonctions d’orbite de Weyl présentées a

la section sont orthogonales pour ce produit scalaire (Théoreme 4.1 de [3]).

z € Fy(0,0")
[, *, %] [, %, 0] [, 0, ] [0, *, *] [%,0,0] [0, x, 0] 0,0, %

A, 6 3 3 3 1 1 1
Cy 8 4 4 4 1 2 1
Go 12 6 6 6 1 3 2

Tableau 2.4. Valeurs des coefficients £(z) pour les systémes de racines Ay, Cy et G, ou
z = [20%, 27%, 25°¢]. Pour un déplacement admissible ¢¥ = oy w) + oywy, les triplets considérés
sont [20¢ + oy, 27 + oY, 25°¢ + 03], ot * dénote une valeur non nulle.

Théoréme 2.8.1. Soit 0" et o un déplacement admissible et un déplacement admissible dual
respectivement. Alors, pour n'importe quel homomorphisme de signe o9, j € {0,1,2,3}, et

n’importe quel deux points \, ' € A"(J)(g, V), les fonctions d’orbite de Weyl satisfont
()08} o gy = W IMT B ()0 v

ot ¢ est le déterminant de la matrice de C’artan n est la dimension de [’espace E associé au

systéme de racines et le coefficient hy,( ‘Stabwaﬁ ( )‘

Le calcul des coefficients h, et hj, est décrit a I’Annexe @ Il s’agit d’une généralisation
de l'algorithme présenté par Hrivndk et Patera dans [I0] a la section 3.7. Les valeurs des
coefficients € et hy, sont rassemblées dans le Tableau et le Tableau respectivement

pour les systemes de racines Ay, Cy et G.
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A € Af (0, 0Y)
[, %, %] [, %, 0] [, 0, ] [0, *, *] [, 0, 0] [0, *, 0] 0,0, %]

As 1 2 2 2 6 6 6
Cs 1 2 2 2 8 8 4
Goy 1 2 2 2 12 6 4

Tableau 2.5. Valeurs des coefficients h),(\) pour les systemes de racines Ay, Cy et Go, ou
\% \%
A= [tg° ,t({’gv,tg’g ]. Pour un déplacement admissible dual ¢ = pjw; + gows, les triplets
\% \ \
considérés sont [t0? + 00,t7° + 01,15° + 02], ot * dénote une valeur non nulle.

2.9. Polynoémes de Weyl

Les vecteurs p jouent un role essentiel dans la définition des polynomes de Weyl. Pour
chaque systeme de racines, le vecteur p(®? est défini comme le vecteur nul et le vecteur p(-%)

correspond a la moitié de la somme des racines positives. Pour les algebres de rang 2,
p00 =, P =y + ws. (2.9.1)

Les vecteurs p court et long, p®? et p®9 sont respectivement la moitié de la somme des
courtes racines positives et longues racines positives. Etant donné que le systéme de racines
C5 admet un déplacement admissible dual non trivial o = %wg (voir Tableau , quatre
vecteurs p additionnels émergent dans le réseau de poids déplacé o + P :

1 1
= p(3’1) = §w2, p(l’l) = p(2’1) =w; + §w2. (2.9.2)
Ces définitions sont présentées dans le Tableau pour As, Cs et Gs.

p(071)

Systeme de racines p00)  p(10) 20 B0 00 0 el e
Ag 0 w1 + wo - - - - - -
Cy 0 witw w W Twy witiws  fwe Wi+ jws
Go 0 w1+ ws Wy w1 - - - ,

Tableau 2.6. Les valeurs des vecteurs p pour les systemes de racines cristallographiques
irréductibles Ay, C5 et Go.

Introduisons des variables qui permettront une écriture plus concise des polynomes de Weyl.
Pour chaque systéme de racines, ces variables sont définies selon la fonction caractere x,, ou
A est I'un des poids fondamentaux :

O a0 (%)
xa(z2) = )‘J(rl’;i’, A€ {w;, 1 <i<rank A}, (2.9.3)

¥ 1.0 (2)
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ou A est l'algebre de Lie simple associée au systéme de racines. Pour un point z = (21, 29)
avec coordonnées dans la base des racines duales et les poids fondamentaux w; et wo, les

fonctions caracteres s’expriment sous forme explicite comme :

Agt Yo (21,20) = €271 4 =2mila1=22) | =2miza (2.9.4)
Xow(21,22) = 2722 4 g2ritaa=2) | =2mizy (2.9.5)
C : Xw, (21,22) = 2c08(2m(z1 — 23)) + 2 cos(2mzy), (2.9.6)
Xuws (21,22) = 14 2cos(2m(221 — 22)) + 2 cos(2mzs), (2.9.7)
Go : Xuw, (21,22) = 2+ 2cos(2m(z1 — 29)) + 2cos(2m(z1 — 223)) + 2 cos(2mz) (2.9.8)

+ 2cos(2m(221 — 322)) + 2 cos(2m (21 — 322)) + 2 cos(27zy),
Xws(21,22) = 14 2cos(2m(21 — 22)) + 2 cos(2m(21 — 223)) + 2 cos(2m2a). (2.9.9)

Soit les variables
Tl = Xw, €t To= Xu,- (2.9.10)

Les vecteurs p rassemblés dans le Tableau donnent naissance a quatorze familles de
polynomes orthogonaux a deux variables [U(Aj’k) (21, 22). Ces polynémes sont paramétrés par

un poids dominant A € P et sont définis selon la formule :
()
. 0y (2
UPP (21(2), 22(2)) = AE';”) A e Pt (2.9.11)
@pu,k)(z)
ou j et k prennent les valeurs :
Ay:je{0,1}, k=0,
Cy:75€40,1,2,3}, ke€{0,1}, (2.9.12)
Go:75€{0,1,2,3}, k=0.
Les six premiers polyndémes de ces quatorze familles sont donnés par Czyzycki, Hrivnék et
Patera dans [4] et rappelés dans I’Annexe

2.10. Orthogonalité discrete des polynomes de Weyl

Tel que mentionné dans la section précédente, les polynémes de Weyl sont orthogonaux. Afin
de décrire les relations d’orthogonalité discrete de ces polyndémes, considérons 'application
X : R? — C? définie par

X(2) = (21(2), 22(2)) = (Xen (2); X (2))- (2.10.1)
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Soit M € N, ¢ un homomorphisme de signe, 0" un déplacement admissible et o un dépla-
(J:k)

cement admissible dual. La fonction 1} permet de définir les ensembles Q" (0Y) et

LY k)( V). Ces derniers sont un remaniement des grilles F7,(o, 0¥) et A, (0, 0") respective-

ment. En effet, pour un déplacement admissible dual p = 0, définissons

Q" (") = X (Fi"(0,¢"), LG (e") = =p"% + A3, (0, ") (2.10.2)
et pour p # 0, définissons

Q1 (0") = X (Fi " (0.0")) . L3 (0") = =p + A% (0, 0%), (2.10.3)

ouj € {0,1,2,3}. L’application X est une application bijective (voir Proposition 3 de [9]) et
a l'aide du Théoréme il en découle que le nombre de points contenus dans Fg” (o, 0")

correspond au nombre d’éléments des ensembles Qg\jf)(gv) et Lg\jf)(gv)

’FU(J) 0,0 ‘_’QJ’C v)‘:’Lg\ij)(Qv)‘:’Ag\i[KQ,QV)

(2.10.4)

pour toute paire (7, k) admise par (2.9.12)).

Définissons la fonction discrete & : Q%k)(gv) — N pour chaque point x € Qg\?k)(gv) de la

maniere suivante :

Er) = (X (x), (2.10.5)
ot X! dénote I'application inverse de X. Définissons également les fonctions de poids po-
lynomiaux wU*) (1, z5) comme

wYk) ( : (2.10.6)

X (2): X (2)) = [0 ()]

ou les paires (7, k) respectent (12.9.12)). A partir de cette définition, il est possible de remarquer

que les poids w9 (zy, x9) sont constants pour chaque systéme de racines. En effet,
w0 (21, 25) = |W|2. (2.10.7)

Les poids polynomiaux des systemes de racines Ay, Cy et G5 sont les suivantes :

Ay 1 w0 (zy, 25) = 36,
w0 (21, 29) = —a2a? + 4% + 423 — 18225 + 27,
Co : w0 (2, 25) = 64,
whO (1, 25) = —daf + wiaf + 220iw, — 4af — Taf — 2023 — 122, + 36,
w0 (2, 25) = 42? — 1625 + 16,
w2y, 25) = —1627 + 423 + 245 + 36,
WO (21, 2) = 821 + 4oy + 12,
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(2, 19) = =223 + 2229 + 322 + 82129 — 423 — 811 — 829 + 12,
2’1)(3:1, Ty) = 20% + 212wy + 327 — 82129 — 423 + 811 — 8wy + 12,
wBV (xy, 25) = —8x1 + 4y + 12,
Go : w0 (2q, 25) =
w0 (zy, 25) = —dad + 2222 + 262,23 — Tah — 42 — 38222y + 262,22 + 3223

— 4727 — 587179 — 1025 — 4271 — 2875 + 49,
w0 (zy, 25) = —4a? + 1621 — Szy + 28,
w0 (zy, 25) = 1623 — 4% — 402125 — 422 — 40z, — 85 + 28.

Le produit scalaire sur les polynémes de Weyl est défini par ’équation

o Doom o= 2 E@uw?(x)f(z)g(x). (2.10.8)
20 (e¥)
Evidemment, les fonctions de poids polynomiaux w"* ont été choisies pour se charger du

dénominateur apparaissant dans la définition (2.9.11)). Ainsi, I'orthogonalité des polynomes
de Weyl par rapport au produit scalaire (2.10.8) découle directement du Théoreme [2.8.1|

Corollaire 2.10.1. Soit 0" et o un déplacement admissible et un déplacement admissible dual

respectivement. Alors, pour n’importe quel A\, \' € Lg@k)(

par , les polynomes de Weyl satisfont

(5.k) 110:k)
<U Uy >Q§g;’“)(QV)

0,0") et toute paire (j, k) permise

= C|W|M2hX/[()\ + ,O(j’k))é)\7,\/.

2.11. Fonctions génératrices des polyndmes de Weyl

Soit uy,us € R deux variables supplémentaires et A = (A, \2) € P avec coordonnées
dans la base des poids. Les fonctions génératrices vV (1, x5, 11, u) des polyndmes de Weyl

U& %) (@1, T2) sont définies de la manicre suivante :

V(j’k)(m,@,uhuz) = Z Ugf,\@(ﬁlaxﬁui\ uy?, (2.11.1)
A1,22=0

ol les indices j et k sont donnés par ([2.9.12). Les quatorze familles de polyndémes de Weyl

considérées peuvent étre obtenues a partir de la série de puissances de vUF) & l'aide de la

53



différentiation standard :

(7.0) R A
Al dut uy?
L’équation (2.11.1)) peut étre davantage approfondie en utilisant la formule de la somme
d’une série géométrique. En effet, a I'aide de (2.9.11)), la série de puissances de vU®) peut se

réécrire comme suit :

VIR (21 29, 1y, ug). (2.11.2)

, = Sﬁ(j) G (2)
VIR (21(2), 2a(2), w1, u2) = > %@1%\2 (2.11.3)

A1,A2=0 SO;J(M‘) (Z)

& o) ()2 {w (e traeatp00) 5)
- Z Z ) Uy Uy

A Ao=0 weW S%(j,k)(z)

o ) )

= Z G Z (627Fi<wm7z))>\l (627Ti<ww27z))>\2 Ui\lug2
J

wew <Pp(j,k) (Z) A1,A2=0

| o )

= o (2) i (1= e )1 = mpertienl)

(2.11.4)

Tel qu’expliqué par les auteurs dans [4], cette réécriture permet d’observer que les fonctions

génératrices peuvent s’exprimer sous la forme d’une fraction

(]Jﬁ) 1, 27 17
1 T ,:L‘ 7u Y 2 ’ | |
( 1 D 1 uQ) D1(1’1,$27U1)D (l’l,l’Z, uQ) ( )

Les fonctions génératrices des systemes de racines As, Cy et G5 sont décrites explicitement

par Hrivndk et Patera dans [4] et rappelées dans les sous-sections ci-dessous.

2.11.1. Fonctions génératrices de A,

Les deux fonctions numérateurs N©0 et N1-0) sont
6N OO (1, 9, up, ug) = 6 — 4aguy — dayuy + 221Ul 4 (31129 — 3)urug + 210u?  (2.11.6)
+ (=227 + 20 )ugus + (221 — 223)uluy + (1129 — 3)uius,
N0 (1, o, uy, uz) = 1 — ugus, (2.11.7)
et les fonctions dénominateurs D; et Dy sont
Dy (1, 79, u1) = 1 — zyuy + 2002 — ud, (2.11.8)

Do(1, 9, u) = 1 — Tous + w1u3 — Uus. (2.11.9)
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2.11.2. Fonctions génératrices de (s

Pour toute paire (j, k) respectant (2.9.12)), la fonction numérateur NU*) est de la forme

NG k)(:vl,xg,ul,z@ Z 04()\1 /\2 (21, To)ul us?, (2.11.10)
A1, A2=0

ol ag’f)/\Q)(xl,xg) est un coefficient polynomial. L’annexe 6| liste les coeflicients des huit

polynémes NU*) du systeme de racines Cy dans le Tableau [C.1] et le Tableau [C.2} Les deux
dénominateurs D et Dy sont donnés par

Di(z1, 29,u1) = 1 — 2yuy + (29 + Dud — 2103 + uf, (2.11.11)
Dy(z1, 29, up) = 1+ (=9 + Dug + (23 — 2w9)u2 + (=29 + 1)ud + uj. (2.11.12)

2.11.3. Fonctions génératrices de G,

Pour tout indice j et k respectant (2.9.12)), la fonction numérateur NU*) est de la forme

N(j’k)(xhxmulyuz Z O‘(Al ,\2) (1, 22)u3*uy?, (2.11.13)
A1,A2=0
ou ozg’lk)/\z)(xl, x9) est un coefficient polynomial. L’annexe |C]| liste les coefficients des quatre
(0,0)

polynémes NU*) du systeme de racines Gy. Les coefficients Oy, )y) SONt contenus dans le
Tableau [C.3l Le Tableau et le Tableau rassemblent les coefficients des trois autres
polynémes NU*) . Les deux fonctions dénominateurs D; et Dy sont
Dl(xl, Ta, Ul) =1+ (—xl + o + 1)U1 + (.Z‘g - 31’1%2 - 21‘1 — X9 + 1)713 (21114)
+ (223 — 23 — dwy2y — 23 — 41y — 229 + 1)U
+ (23 — 31129 — 211 — @9 + DUl + (=21 + 22 + Db + b,
Dz(l’l, T, UQ) =1+ (—172 + 1)U2 + (1‘1 + 1)Ug + (—l‘g + 2:[,‘1 + 1)U§ (21115)
+ (21 + Dus + (—x9 4+ Dud + ul.
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Chapitre 3

Fonctions génératrices

des polynémes de Hartley

Ce chapitre s’intéresse a calculer les fonctions génératrices des polynomes de Chebyshev
généralisés associés aux fonctions d’orbite de Hartley pour les systemes de racines Ay, Cs et
(5. Les fonctions de Hartley constituent une version réelle des fonctions de Weyl étudiées au
chapitre précédent. Les notions couvertes au cours des deux premieres sections sont connues,
mais récentes (voir Hrivndk et Jurdnek [6] et Hrivnak et Motlochova [7]) tandis que les
concepts introduits aux sections suivantes sont nouveaux. En effet, la majorité des résultats
présentés sont nouveaux, mais les méthodes de démonstration utilisées proviennent en partie
des idées de Czyzycki et Hrivndk [3] et de Czyzycki, Hrivnak et Patera [4]. L’article de

Hrivnak, Motlochova et Patera [9] constitue également une référence pertinente.

3.1. Fonctions d’orbite de Hartley

3.1.1. Définition des fonctions d’orbite de Hartley

Une version a valeur réelle des fonctions d’orbite de Weyl peut étre obtenue en utilisant la

fonction noyau de Harltey :
cas (o) = cos (@) +sin (), «a € R, (3.1.1)

plutot que la fonction exponentielle dans 1’équation (2.2.1)). Cette modification donne nais-
sance a quatre nouvelles familles de fonctions d’orbite ¢ /(\] )R R, j € {0,1,2,3}, connues
sous le nom de fonctions d’orbite de Hartley :

/(\j)(z) = Z oW (w) cas (27 (w, 2)) . (3.1.2)
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Il est facile d’observer qu’a partir de cette définition ainsi que de I’équation (3.1.1)), les

fonctions de Hartley satisfont la propriété suivante :
) = Re(py”) + Im(). (3.1.3)

Cette relation permet de vérifier que les trois propriétés des fonctions de Weyl rappelées a la
section [2.2] valent également pour les fonctions de Hartley. Ces fonctions peuvent également

étre réécrites a aide de la formule d’Euler.

Théoréme 3.1.1. Pour A € P et z € R" les fonctions de Weyl et de Hartley sont liées par

; 1—i 14+i ,
V@) == N+ - (=2, {0,123},

DEMONSTRATION. En utilisant la formule d’Euler, il est possible de réécrire la fonction
noyau de Hartley comme

1
2i
A partir de 'équation , les fonctions de Hartley deviennent

/(\j)(z) = Z a(j)(w) cas (2m (wA, z))
weW

_ 1 Z O_(j)<w) ((62Tri<w)\,z> + 6—2m‘(w)\,z)) . Z-(627ri(w)\,z> . 6—27rz‘(w)\,z)))

2 weW

cas () = = (e +e7") + — (" — 7). (3.1.4)

1 | | |
= — Z 0-(.7) ('U}) ((1 o Z) eQﬂ'l(w)\,z) + (1 T Z) e27rz<w)\,7z>>
2 weW

=5 @ () + 5 ¥A (—2)

tel qu’affirmé. O

Deux formules utiles pour les fonctions d’orbite de Hartley sont obtenues comme corollaires
au Théoreme précédent.

Corollaire 3.1.2. Soit A € P, z € R" et j € {0, 1,2,3}. Si la fonction de Weyl a une parité

donnée, alors les fonctions de Weyl et de Hartley coincident a un facteur pres, a savoir
(i) C/(\j)(z) = gp&j)(z), si gpf\j) est une fonction paire ;

(ii) C/(\j)(z) = —igpf\j)(z), si gpf\j) est une fonction impaire.

58



DEMONSTRATION. La preuve de ce corollaire découle directement du fait que gpf\j)(—z) =
gof\j)(z) si la fonction de Weyl est une fonction paire et du fait que cpf\j)(—z) = —cpf\j)(z) si la

fonction de Weyl est une fonction impaire. O

Le corollaire précédent permet d’énoncer deux résultats significatifs concernant les fonctions

de Hartley des systemes de racines C5 et Gb.

Théoréme 3.1.3. Pour le systéme de racines Cy, les fonctions d’orbite de Harltey coincident

avec les fonctions d’orbite de Weyl, c’est-a-dire

((2) = ¢{(2), pour tout j € {0,1,2,3} et A € P.

DEMONSTRATION. Afin de prouver ce théoréme, il suffit de montrer que les fonctions de
Weyl de C5 sont des fonctions paires pour j € {0,1,2,3} et alors le résultat découlera du
Corollaire Commencons par considérer une fonction de Weyl

SDE\j)(Z) _ Z O_(j)(w)e%ri(w)\,z)'
weWw

Le Tableau rassemble les facteurs de signe ¢) (w) de I’exponentielle e2™“*) pour chaque
élément de l'orbite O, du point A = (A1,As). A Paide de ce tableau, il est possible d’observer
que pour chaque valeur de j, deux points opposés wA et —wA € O, sont pondérés par le

méme signe. Alors, en définissant ’ensemble
P* = {mwi +nwy | m € Z,n € Zso} U{mw, | m € Zxp}, (3.1.5)

les fonctions de Weyl peuvent étre réécrites comme

(p&?) (Z) — Z O.(j) (U)) (627ri<w)\,z> + e27ri(7w)\,z>>
wAEO\NP*
=2 ) oW (w) cos (2m (wA, 2)).
wAEO\NP*

Clairement, les fonctions de Weyl de C5 sont paires tel qu’affirmé, ce qui conclut la démons-

tration. O

Théoréme 3.1.4. Les fonctions de Hartley de Gy coincident avec leurs fonctions de Weyl

associées a une constante prés pour chaque A € P, a savoir

o(2),  sijed{0,1},
~ip{(2), isij e {2,3).
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WA € O)\ :t()\1,>\2) :|:(—>\1,/\1 + )\2) :]:(/\1 + 2)\2, — )\2) :]:()\1 + 2/\2, — )\1 — )\2)

o (w) 1 1 1 1
oW (w) 1 —1 —1 1
o (w) 1 —1 1 —1
o (w) 1 1 ~1 —1

Tableau 3.1. Les facteurs de signe ¢\ (w) de e*™®*2) pour les éléments contenus dans
I'orbite O)\:()\l’)\Q) de 02.

DEMONSTRATION. La démonstration de ce résultat utilise la méme logique que la démons-
tration précédente. En effet, il suffit de montrer que les fonctions de Weyl de G5 sont des
fonctions paires pour j € {0,1} et impaires pour j € {2,3}. Les facteurs de signes o) (w)

apparaissent dans le Tableau |3.2]

Pour j € {0,1}, le Tableau montre que les facteurs de signe o) (w) d’un point wA € O,
et son opposé —w\ € Oy, sont identiques. A Pinstar du systéme de racines Cs, leurs contri-
butions donneront o) (w) cos (27 (wA, 2)) et les fonctions de Weyl sont ainsi des fonctions

paires.

Considérons désormais le cas ou j € {2,3}. Le Tableau révele que les valeurs de I’homo-
morphisme o) associé au point wA € Oy ainsi qu’a son opposé —wA € O, sont distinctes.
Par conséquent, les fonctions de Weyl de G5 deviennent
SDS?)(Z) — Z O_(j) (w) (627ri(w)\,z) . 627ri<7w)\,z))
WAEO\NP*
=2i Y oW (w) sin (27 (w, 2)).
wAEOD\NP*
Les fonctions de Weyl de Go pour j € {2,3} sont une somme de fonctions sinus et alors ce

sont des fonctions impaires, ce qui met fin a la démonstration. O

3.1.2. Fonctions de Hartley de A,

Les trois sous-sections qui commencent donnent les fonctions de Hartley pour A,, Cy et Gs.
Elles utilisent la notation suivante. Soit A = (A1, A2) un point dominant avec coordonnées

dans la base des poids et soit z = (21, 22) un point avec coordonnées dans la base des racines
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(A1,A2) (=A1,3A1 + A2) —(=A1 = Az,A2) —(A1,A2)
W\ € O)\ ()\1 +)\2,—3A1 —2)\2) (2A1+)\2,—3)\1 —QAQ) —(2)\14-)\2,—3)\1 —2A2) —(A1+)\2,—3A1 —ZAQ)

(—2A1 — A2,3M1 + A2) (=1 — A2,)2) —(=A1,3M1 + A2) —(=2A\1 — X2,3A1 + A2)
o (w) 1 1 1 1
oM (w) 1 —1 —1 1
@ (w) 1 1 ~1 ~1
o (w) 1 —1 1 —1

2mi(wA,z)

Tableau 3.2. Les facteurs de signe o) (w) de e pour les éléments contenus dans

I'orbite O)\:(AL)Q) de GQ.

duales. Les fonctions de Hartley de Ay sont
C((f\)z’h)(zl, 29) = cas (2m(z1 A1 + 22X2)) + cas (—2m(21 A1 — 221 — 22A2)) (3.1.6)
+ cas (2m(21 A1 + 2202 — 29A9)) + cas (—27w(z1 A2 + 22\1))
+ cas (—2m(21 A1 + 2102 — 2201)) + cas (2m(z1 A2 — 2001 — 229)),
(&37/\2)(2’1, 29) = cas (2m(21 A1 + 222)) — cas (—2m(21 A1 — 22A1 — 2202)) (3.1.7)
— cas (2m(21 A1 + 2209 — 22A2)) — cas (—27m(z1 A2 + 22M1))
+ cas (—2m(21 A1 + 2102 — 22A1)) + cas (2m(z1 A2 — 2201 — 22)9)) .

3.1.3. Fonctions de Hartley de ()

Les fonctions de Hartley de C5 sont

(((21’/\2)(21, 29) = 2c08(2m(21 A1 + 22X2)) + 2c08(2m (2101 + 22100 — 2201 — 222))  (3.1.8)
+2c0o8(2m(21 A1 + 22102 — 2202)) + 2 cos(2m(21 A1 — 2201 — 2209)),

C gy (21, 22) = 2008(2m (21 A + 22X2)) + 2€08(2m (21 A1 + 22100 — 22A1 — 22)) (3.1.9)
— 2c08(2m(21 A1 + 22100 — 22A2)) — 2cos(2m (21 A1 — 221 — 22A9)),

Cé§17A2)(21, 29) = 2¢08(2m(21 A1 + 22X2)) — 2¢08(2m (21 A1 + 22100 — 2001 — 22A2))  (3.1.10)
+2cos(2m(21 A1 + 22102 — 22M2)) — 2 cos(2m(21 A1 — 22A1 — 22M2)),

oy (21, 22) = 2008(2m(21 A1 + 22M2)) — 2€08(2m (21 A1 + 2210 — 22M1 — 22A0)) (3.1.11)
— 2c08(2m(21 A1 4 22100 — 22X2)) + 2c0s(2m(21 A1 — 29A1 — 22)9)).
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3.1.4. Fonctions de Hartley de G5

Les fonctions de Hartley de G4 sont

C((gim)(zl, 29) = 2c08(2m(21 A1 + 22X2)) + 2 c08(2m(221 01 + 2102 — 322A1 — 22)2)) (3.1.12)
+ 2cos(2m(21A1 + 21A2 — 32001 — 229X9)) + 2cos(2m(z1 A1 + 21 A2 — 22M2))
+ 2c08(2m(221 01 + z1A2 — 32001 — 229X9)) + 2c08(2m (21 A1 — 32201 — 22)9)),
C((ii&)(zl, 29) = 2¢08(2m(21 A1 + 22X2)) + 2008(2m (221 A1 + 21 A2 — 32001 — 22)2)) (3.1.13)
+ 2cos(2m(21A1 + 2102 — 32001 — 229X9)) — 2 cos(2m(21 A1 + 21 A2 — 22A9))
—2c08(2m(221 01 + 2102 — 3201 — 229)9)) — 2c08(2m (21 A1 — 3221 — 22)9)),
Cglh)(zl, 29) = 28in(27m(z1 A1 + 22A2)) — 28in(2m(221 A1 + 21 A2 — 3221 — 22)9)) (3.1.14)
+ 28in(27(21 A1 + 2102 — 32201 — 229)9)) — 28in(27m (21 A1 + 212 — 22A2))
+ 28in(27(221 01 + 2102 — 32201 — 229X9)) — 28in(27m (21 A1 — 320\ — 22)9)),
) (21, 22) = 28In(2m (21 A1 + 22X0)) — 28i(27 (221 M1 + 2100 — Bzpdi — 22X0))  (3.1.15)
+ 28in(27 (2101 + 2102 — 32901 — 220)0)) + 280 (27 (21 A1 + 21 A2 — 22\2))
— 28in(2m(221 01 + 2102 — 322A1 — 229)9)) + 28in(27m(21 A1 — 3221 — 22A2)).

3.2. Orthogonalité discrete des fonctions de Hartley

Soit M € N, ¢ un homomorphisme de signe, ¢” un déplacement admissible et ¢ un
déplacement admissible dual. Les fonctions de Hartley sont orthogonales pour le produit
scalaire et cette propriété résulte du Théoreme 2.8.1] Rappelons la démonstration de
ce résultat présenté par Hrivndk et Jurdnek dans [6] (voir Théoreme 5.3.2).

Théoréme 3.2.1. Soit 0" et o un déplacement admissible et un déplacement admissible dual

respectivement. Alors, pour n’importe quel deux points \, ' € Aﬁy)(& oY) et n’importe quelle

paire (j,k) admise par , les fonctions de Hartley satisfont

(4) +() _ npV
< RISV >F](\74(j)(9,.9v) —C|W|M hM(A)(S)\,)\"

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord qu’a partir de la définition (2.2.1)), on obtient

o (—2) = 0¥ (2) = e (2), (3.2.1)
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A partir de cette observation et du Théoréme l} le produit scalaire de deux fonctions

de Hartley peut étre réécrit en termes des fonctions de Weyl :

() ~0) /=i L+i—m, 3 1—1 @ 1+i
(60 g0 = (g O+ 5 HC G WO+ E) L,

OO 1 < () (J)> < () <>>
<% X >in’4(])(97@v)+ 2i < RS Fg (e.0%) AN Fo (0,0%)

D 0N 1 < % ()>
<(p)\ 7(10>\ >FJL\J'4[(J)(Q7QV) + m( ()0)\ 7()0)\ F[(\,/.[(j)(g,gv)>7

ou 'orthogonalité discrete des fonctions de Weyl (Théoreme[2.8.1)) a été utilisée. La prochaine

IHl <<90§\])7 QO&/)> ) ) - O
Fg7 (e.0Y)

Etant donné que Waff(F V) engendre R™, il existe un point A € FV et @ € Waf tel que
N ~aff

U =W ()\)

Puisque X' € (o + P), les déplacements admissibles duaux rassemblés dans le Tableau
permettent de déduire que —)‘M/ € +;(0+ P) et sachant que le réseau 57 (0 + P) est invariant
sous le groupe W alors \ € ﬁ(g—i—P). En posant \' = M\ € (o+P)NMFEV, il en découle

que
)\/l
N = Ma™ .
(3)

A partir de cette égalité ainsi que de I'équation (3.2.1)) et de la Proposition 3.2 dans [3], il

s’ensuit que

- <SO(J)7(‘0(J/)> | ):Im<<¢<g>7¢(;> > )
( P g 0o ’ "0/ P (00)

o)/ ~a
- ,ygvj (w H) ) Im <<Qp&j)’ (p(A]/2>Fg' J)(g QV)>

étape est de montrer que

ou le signe 'Aygv(j) a été défini a I'équation ([2.5.3). Maintenant, soit le point A\ appartient

a ensemble MF"<j)V(QV) ou pas. Dans le premier cas, \” se situe alors dans (¢ + P) N

ME7V (V) = A% (0, 0") et les relations d’orthogonalité discrote des fonctions de Weyl

garantissent que <<pg\ ), gof\j)>F0(]-)( " n’a aucune partie imaginaire. Dans le deuxiéme cas, la
i 0

Proposition 3.2 dans [3] affirme que gof\j) = 0, et donc son produit scalaire avec n’importe

quelle fonction est zéro, ce qui conclut la démonstration. 0]
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3.3. Polynoémes de Hartley

L’introduction de nouvelles variables a la section (voir équation (12.9.10))) a permis d’ob-
tenir une écriture compacte des polyndmes de Weyl. Cette méme idée sera utilisée a nouveau
pour les polynémes de Hartley a définir ci-apres. Ces nouvelles variables sont définies comme

la fonction «caractére» xiI, ott A est I'un des poids fondamentaux :

C(l) (2
(z) = ’\J(FSUO)(), A€ {w;, 1 <i<rank A}, (3.3.1)
Cp(1,o>(2)
ou A est I'algebre de Lie simple associée au systeme de racines. (Pour les fonctions de Weyl,
ce choix reproduit les caracteres des représentations irréductibles de plus haut poids wj.
Nous utilisons le mot «caractere» également pour les familles de Hartley.) Pour un point
z = (z1, 22) avec coordonnées dans la base des racines duales et les poids fondamentaux w;
et wo, les fonctions caracteres de Hartley sont :
Ay i XU (21, 20) = cos (2m21) + cos (27m(21 — 22)) + cos (2m22) (3.3.2)
— sin (27m21) + sin (27(21 — 22)) + sin (272),
X (21, 22) = cos (2m21) + cos (2m(21 — 22)) + cos (2mzp) (3.3.3)
+ sin (2721) — sin (2m(21 — 29)) — sin (272z7),
2cos (2m(z1 — 22)) + 2 cos (2721), (3.3.4)
14+ 2cos (2m(221 — 22)) + 2 cos (27m22), (3.3.5)
2+ 2cos (2m(z1 — 22)) + 2 cos (2m(21 — 229)) + 2 cos (2729) (3.3.6)

+ 2cos (2m(221 — 322)) + 2 cos (2m(2z1 — 322)) + 2 cos (2mzy),

Cy: Xfl(zh 22)

X (21, 2)

Gy : Xfl(zl, Z9)

XD (21, 22) = 14 2cos (2m(21 — 22)) + 2cos (2m (21 — 220)) + 2cos (2729).  (3.3.7)

Soit
yi=xI and y = 1. (3.3.8)
Observons qu’a partir des Théoremes et les caractéres de Hartley, x4, seront

équivalents aux fonctions caracteres y, de Weyl pour les systemes de racines Cy et G.
En outre, il est possible d’exprimer les caracteres des fonctions de Hartley en termes des

caracteres des fonctions de Weyl pour le systeme de racines A,. En effet,

141 1—2

X (21, 22) = =Xy + 5 Xeans (3.3.9)
1—2 1+

ng (Zla 22) = ?le + TXUJQ’ (3310)
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En utilisant les équations (3.3.8]) et (2.9.10)), les caracteres des fonctions de Hartley peuvent

s’exprimer sous la forme suivante :

Ay = 1;%1 e ; ixg, (3.3.11)
o = - 5 - 1;%2, (3.3.12)
Cy:yp = a4, (3.3.13)
Yo = T, (3.3.14)
Gy 1y = 1, (3.3.15)
Ys = To. (3.3.16)

Les quatorze familles de polynémes orthogonaux a deux variables Vf\j’k) (y1,y2) sont définies

selon la formule :

' C(j) (2
VI (1(2), 12(2)) = ()”()
Cp(j,k) (2)

ot j et k prennent des valeurs admises par Péquation (2.9.12). A partir de la définition
(3.3.17)) et des Théoremes et |3.1.4} il est possible de déduire le résultat ci-dessous.

, Aerprt (3.3.17)

Théoreme 3.3.1. Pour les systémes de racines Cy et o, les polynomes de Hartley Vf\j’k)

coincident avec les polynomes de Weyl Uf\j’k), c’est-a-dire

Vg\j’k) (y1,92) = Uf\j’k) (y1,92), pour toute paire (j,k) autorisée par (2.9.12)

et les polynomes de Hartley Vf\j’k) sont donc orthogonauzx pour le méme produit scalaire que

les polynomes de Weyl.

DEMONSTRATION. Commencons par montrer ce résultat pour Cy. Le Théoréme affirme

que
(=) =), ef0,1,2,3).
Ainsi, a partir de I'équation (3.3.17)), il s’ensuit que
Cﬂp(m (2) - W(Ajlpu,k) (2)
o) ()
ouj€{0,1,2,3} et k € {0,1}. Pour Gy, le Théoréme énonce que

) s
j SD (Z) lfj € {07 1}7
=1

_iSDA (Z)a lf] S {273}

V({’k) (Y1,92) = = U(Aj’k) (21, x2),
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La démonstration pour les cas j € {0,1} et k = 0 est identique a celle ci-dessus, tandis que

la démonstration lorsque j € {2,3} et k = 0 requiert un petit changement :

4) . (4)
; ¢ (;k)(Z) —ip (;k)(Z) ;
VE\J’k)(Z/bW): )\J(rf)] = .AE’;] :UE\J’k)(%;@)-
C,J(j,k)(Z) _Z90p<j,k>(2)

Contrairement aux systémes de racines Cs et (o, les polyndmes de Hartley du systeme de
racines Ay différent des polyndémes de Weyl. L’ Annexe [D] détaille les premiers polynomes de

Hartley des deux familles de As.

3.4. Orthogonalité discrete des polynémes de Hartley

A Tinstar des polynémes de Weyl, les polynomes de Hartley sont orthogonaux. Pour décrire
les relations d’orthogonalité de ces polyndmes, considérons d’abord lapplication Y : R? — R?

définie pour chaque point z € R? par

Y(2) = (1(2),1(2) = (X (2),x10(2)) - (3.4.1)

Soit M € N, ¢ un homomorphisme de signe, ¢" et o des déplacements admissibles. Cette

fonction permet de définir un nouvel ensemble de points Zg\jf)(gv) pour o =0

; o)
S5 (e") =Y (Fg" (0, 0)) (3.4.2)
et pour o # 0
S50 (0") =Y (Fi (0.0") - (3.4.3)

L’application Y est bijective (Proposition 3 de [9]), ce qui implique que le nombre de points

contenu dans ensemble F2” (p, 0¥) et le nombre d’éléments de E%k)(gv) est le méme. De
plus, I’équation (|2.10.4]) induit 1’égalité ci-dessous :

257 (V)] = | L5 ()] (3.4.4)
pour toute paire (j, k) admise par (2.9.12]).

Définissons la fonction & : £9 (0¥) = N pour chaque y € ZS\ZM(QV) comme suit :

éy) =< (Y '), (3.4.5)

ot Y1 correspond a l'application inverse de Y.
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Y2

1

Figure 3.1. L’ensemble de points 2(2%’0)(0) de Ay et son contour délimité en rouge par
équation £ (yy,15) = 0.

De plus, soit £UF)(y1,y,) des poids définis par

(3.4.6)

Tk

K/(] ) (X(.Ul( Xwg ) ‘ p(] k)
otl j et k prennent des valeurs respectant ([2.9.12). Evidemment, les poids (%% (y1,y2) sont
constants pour tous les systemes de racines. En effet,

KOO (g1, y2) = W, (3.4.7)

Il est également possible de remarquer qu’a partir des Théoremes [3.1.3] et [3.1.4] les poids non
constants kY% (y;, 1) coincident avec les poids w*) (21, 25) (2.10.6) introduits au chapitre
précédent pour les systemes de racines Cy et Gy. Pour Aj, les fonctions de poids %) (yy, 15)

sont

A2 : K(O,O) (91792) = 367

1 1 1
RO (g1, e) = —wi = Sutys — Jus — 207+ Gyl + Byrys — 203 — 9yF — 93 + 27,
Le produit scalaire sur les polynémes de Hartley est défini par
Fog)sompy = > W) ©)9). (3.4.8)
ves{i? (V)

Similairement, les poids polynomiaux %) ont été choisis pour éliminer le dénominateur

apparaissant dans la définition des polynomes de Hartley (3.3.17)). L’orthogonalité des
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polynomes de Hartley par rapport au produit scalaire (3.4.8)) résulte alors du Théoreme m

Corollaire 3.4.1. Pour tout déplacement o' et déplacement dual o admissibles et \, N €
ngf)(gv) et (7,k) admise par (2.9.12)), les polynomes de Hartley satisfont

(ViR v J’k)>2‘;;’“> = c|W|M2RY, (A + p99)5y . (3.4.9)

(e¥)

3.5. Fonctions génératrices des polynémes de Hartley

Soit uy,us € R deux variables additionnelles et un point A = (A1, A2) € Pt avec coordon-
nées dans la base des poids. Les fonctions génératrices 1% (y1, 92, 11, up) des polyndmes de
Hartley Vg’f))q)(yl, y2) sont définies comme suit :

Y1, Yo, U1, Us2) Z VAl Aa) (y1, y2)uy uy?, (3.5.1)

A1,A2=0

ou les indices j et k sont donnés par (2.9.12)) pour les systemes de racines considérés. Les

différentes familles de polynomes de Hartley V& o) (U1, y2) peuvent étre obtenues a partir

M(J’Jf)(

de la série de puissances de pU® via la différentiation standard :

(k) 1L ov o*

k ik
V()\l,AQ)(yl’y2) A1|)\2| au)\l 8 Ao G )(917927070)- (352)

0

Le Théoréme [3.3.1] permet d’énoncer un important résultat sur les fonctions génératrices
,u(j’k) de Cy et Gs.

Théoreme 3.5.1. Pour les systémes de racines Cy et G, les fonctions génémt'rices k) des
polynomes de Hartley VS\J’ coincident avec les fonctions génératrices v des polynémes de

Weyl U(Aj’k), a savoir

M(j’k)(ylayz,m,m) = V(j’k)($1,$2aul,u2)7 Va1, 2, 91,92 € C.

DEMONSTRATION. Le résultat suit directement du Théoreme [3.3.1] O

Contrairement aux fonctions génératrices de Cy et G, celles du systeme de racines A, doivent

encore étre calculées. Ces derniéres peuvent également s’exprimer en termes des fonctions

génératrices vUF), En effet, a I'aide des équations (3.5.1)) et (3.3.17)), il résulte que

oo

; Cij) (-k)(z)
M(]’k)(yl(z)ayz(Z)aul,W) Z Lu?luéz = Z C)\+p(]k) U1 U§‘2-
A1,A2=0 C(;k)( )
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Le Théoreme permet de réécrire la somme obtenue a 1’équation ([3.5.3) :

, 1 s . , ' ,
PO (1 (2), 15(2), unwa) = ——— D0 (U =) @) 0 (2) + (1 +14) @) (=2)) uu)
2 Cp(j,m(z) A1, A2=0

(1- Z)@S(Ek) (2) LK)
2 Cﬁ‘gj)k)(z)

1+ ga(j)r’ —z) .
( )(jg)<J k)( )V(J’k)<x1(_z)7x2(_z)7u17UZ)-
2 C,,(j,k)(z)

Un simple calcul permet d’observer que pour le systéeme de racines Ay, x1(—2) = x2(2) et

(.751(2), 3:2(2)7 Uy, UQ)

xo(—z) = x1(2). Cette observation et I’égalité précédente menent au théoreme ci-dessous.

Théoréme 3.5.2. Les fonctions génératrices 9% du systéme de racines Ay sont

1—1 1+

1O (g1, Y2, U, uz) = TV(QO)(:Ul;x%UI;UZ) + VOO (g, 1, ur, us),
141 1—1

1O (g1, yo, ur, ug) = TV(LO)(??l,ﬂfz,Ul, uz) + ?y(l’o)(@"%-fla“la uz).

DEMONSTRATION. Soit j, k = 0. A partir du Tableau le vecteur p(®% =0, donc

0 0
SOE)(()),O)(Z) =1 et C,(,(o),o)(z) =1

Par conséquent, la fonction génératrice (%9 devient
1—1
2
Maintenant, soit j = 1 et k£ = 0. Le Tableau montre que p1% = w; 4wy et a l'aide du
Théoreme [B.1.1] on obtient

1 1—1 (4 1+2
C((l,)l)(z): 9 9051?1)(2')"‘ 5 ¢E1?1)(_Z)~

141
1O (Y1, yo, ur, up) = VO (21, 9, uy, up) + TV(O’O)(@JM U1, uz).

Un calcul direct permet d’affirmer que 908,)1)(2) = 2i(sin(27r(zl — 229)) + sin(27 (21 + 22)) +

sin(2m(—2z; + zg))) et alors (,08?1)(—2) = —gog’)l)(z). Ainsi,

1 1—7 ¢ 147 ¢
C((l,)l)(z> =5 9081)(/3) - @El?l)(z)

2 2
.
= _290§1?1)(z)>
ce qui mene a 'égalité suivante
1414 1—1
M(l’o)(yhyz,uhw) = ?’/(1’0)(5]51,932&1,“2) + 5 V(170)(x27x1>u17u2)
et conclut la démonstration. U
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Parallelement aux fonctions génératrices de Weyl, les fonctions génératrices u(09 et 19 de

As s’expriment comme une fraction

N(J’k) (yla Yo, U1, u?)

(4:k)
( D1(yh Y2, U1)D2(y1, Y2, U1)D3(y1, Y2, u2)D4(y1, Y2, Uz)

2! y17y27u17u2) =

Les formes explicites des fonctions génératrices p(%9 et 0 peuvent étre calculées a I'aide
des fonctions génératrices 10 et 10 données & la section [2.11.1} Pour toute paire (j, k)
admise par (2.9.12) pour le systeme de racines A,, la fonction numérateur NU* prend la

forme suivante :

5
N(]’k)(yhymuhw) = Z cﬁif&z,)(ybyz)@ U§\27 (3.5.4)

A1, A2=0
ou cg’f))a)(yl, y2) est un coefficient polynomial. I’Annexe |E rassemble les deux coefficients

polynomiaux cgg’lo)/\ﬂ et 08\’10)/\2) au sein des Tableaux |[E.1| et [E.2| respectivement. Les quatre

fonctions dénominateur D1, Do, D3 et D, s’averent étre

Di(y1,y2,u1) = —(1+14) + (y1 + iy2)ug — (iys + y2)us + (1 +)uj, (3.5.5)
Da(y1,y2,u1) = —(1+0) + (iyn + y2)ur — (y1 + y2)uf + (1 +9)us, (3.5.6)
Ds(y1,ya,us) = (=1 414) + (1 — iya)us + (i1 — y2)ui + (1 — i)us, (3.5.7)
Dy(y1, Y2, u) = (1 =14) + (iy1 — y2)uz + (y1 — iy2)uz — (1 —i)us. (3.5.8)

70



Conclusion

Ce mémoire avait pour ambition de poursuivre le travail des chercheurs Czyzycki, Hrivnak
et Patera [4] en définissant des polyndémes de Chebyshev généralisés associés aux fonctions
d’orbite de Hartley et en calculant les fonctions génératrices de ceux-ci pour les algebres
de Lie simples Ay, (5 et G5. Pour y arriver, dans un premier temps, il a fallu présenter
certaines notions de base associées a la théorie de Lie comme les systemes de racines, le
groupe de Weyl, original et affine, et plusieurs autres concepts mathématiques connexes.
Cette revue était essentielle puisqu’elle permettait d’instaurer les définitions et notations

nécessaires permettant 'introduction des fonctions d’orbite de Weyl au chapitre suivant.

En effet, le deuxieme chapitre était consacré a 1’étude des fonctions symétriques et antisy-
métriques de Weyl des algebres As, Cs et Gy. Plus précisément, les premieres sections ont
introduit les fonctions de Weyl et se sont unies pour énoncer les relations d’orthogonalité
discréte de ces fonctions (voir Théoréme [2.8.1)). Les sections suivantes ont exposé le travail
des auteurs de [4] en définissant les polynémes de Weyl (voir définition (2.9.11))), en décrivant
leurs relations d’orthogonalité discréte (voir Corollaire et en calculant les fonctions
génératrices de ces polynomes pour chaque algebre de Lie simple de rang 2. Les résultats
de ce chapitre sont capitaux puisqu’ils ont servi de ligne directrice pour les retombées du

troisieme chapitre.

En conséquence, le dernier chapitre était voué a 1’étude des fonctions d’orbite de Hartley.
La premiere section a débuté en définissant ces dernieéres et en montrant qu’il est possible
d’exprimer les fonctions de Hartley en termes des fonctions de Weyl (voir Théoreme [3.1.1]).
Ce résultat a permis d’obtenir deux résultats importants sur les fonctions d’orbite de Hartley
des algebres Cy et Gy (voir Théorémes et . La deuxiéme section a énoncé leurs
relations d’orthogonalité discrete en reprenant la démonstration de Hrivnak et Juranek [6] et
la troisitme section a donné la définition des polynomes de Hartley (voir définition (3.3.17))).
Elle a également été en mesure d’établir une correspondance entre les polynémes de Hartley
et les polynémes de Weyl des algebres Cy et Gy selon les résultats précédents (voir Théoreme

(3.3.1)). Les deux derniéres sections ont détaillé les relations d’orthogonalité discrete des



polynémes de Hartley et ont calculé leurs fonctions génératrices pour les algebres de Lie
simples de rang 2. Finalement, le choix de poursuivre ’étude de Czyzycki, Hrivnak et Patera
s’avere concluant, car nos calculs ont permis d’obtenir une formule explicite des fonctions

génératrices des polynomes de Hartley pour les algebres As, Cy et Gs.

Ce mémoire ne présente pas la définition des polynomes de Weyl ni de Hartley, ainsi que le
calcul de leurs fonctions génératrices pour les algebres de Lie simples de rang 3 ou supérieur.
En revanche, les résultats qui y sont présentés peuvent nous étre utiles afin de discuter de

nouvelles pistes de recherche.

Une observation importante a permis de montrer que les fonctions de Hartley coincidaient
avec les fonctions de Weyl & une constante prés pour les algébres de Lie Cy et Gs. A savoir
que deux points opposés wA et —wA € O, étaient soit pondérés par les mémes facteurs de
signe 0)(w) ou par des facteurs de signe distincts. A partir de cette observation, il a été
possible de réécrire les fonctions d’orbite de Weyl comme une somme de fonctions paires ou
impaires respectivement. L’article de Klimyk et Patera [13] généralise en quelque sorte cette
constatation pour les algebres B, et C, de rang supérieur (voir sections 3.2 et 3.3 de cet
article). Ces auteurs se penchent sur les propriétés des fonctions d’orbite symétriques de Weyl
gpf\o) et construisent explicitement des formules pour les orbites du groupe de Weyl des algebres
de Lie simples A,,, B,, C,, et D,,. Leur formule décrivant 'orbite du groupe de Weyl de A,,,
n > 2, ne garantit pas que deux points opposés wA et —w se situent dans une méme orbite
O, (voir section 3.1 de cet article), ce qui explique pourquoi il nous était impossible d’obtenir
des résultats similaires a Cy et G5 pour 'algebre Ay. Par conséquent, il est raisonnable de

penser que les fonctions et les polyndmes de Weyl et de Hartley demeureront distincts pour
I’algebre de Lie A, n > 2.

Or, puisqu’il a été démontré que les fonctions de Hartley coincident avec les fonctions de
Weyl pour l'algebre de Lie (%, il est a se demander si ce résultat se généralise lorsque
le rang augmente. L’article de Klimyk et Patera [14] étudie les propriétés des fonctions
antisymétriques de Weyl pour différentes algebres de Lie simples. Ces derniers construisent
explicitement des formules pour les fonctions symétriques et antisymétriques de A,,, B,, C,
et D,. En particulier, les Propositions 4 et 6 affirment que les fonctions d’orbite gog\o) et cp(;)
de C,, sont respectivement des fonctions paires et impaires lorsque n > 3. En suivant 1’idée
de la démonstration de leur Proposition 3, il devrait étre possible d’obtenir des conclusions
similaires pour les fonctions d’orbite go(f) et gof\?’). Ainsi, il serait réaliste de conjecturer que
les fonctions de Hartley et de Weyl soient liées a une constante pres et que les polyndémes de
Weyl et de Hartley soient toujours égaux. Cette conjecture s’applique également a ’algebre

B,,, n > 3, puisque la Proposition 3 et 6 du méme article stipule des résultats similaires.

72



Annexe A

Calcul des coefficients h. et hj,

D’un point de vue pratique, le calcul des coefficients h, et hy, apparaissant dans le Théoreme
n’est pas simple et rapide. Toutefois, il est possible de les calculer de maniere efficace
en faisant appel aux diagrammes de Coxeter-Dynkin étendus et aux diagrammes de Coxeter-

Dynkin duaux étendus (voir Hrivnék et Patera [10]).
A.0.1. Les diagrammes de Coxeter-Dynkin étendus

Les diagrammes de Coxeter-Dynkin étendus sont construits en considérant également la plus
haute racine £ = —ay. La conception de ces graphes est identique a celle des diagrammes de
Coxeter-Dynkin (ci-apres DCD) tel qu’initialement abordés au chapitre 1 (voir section [1.4]).
En effet, pour une base A = {ay, s, ..., @, } d'un systeme de racines crystallographique ®,
il suffit de concevoir le graphe du nouvel ensemble A" = {—ay, a1, g, ..., @, } en suivant les

conditions énoncées a la section [L.41

Az Cunz? O—@—@ - —@=O
0 1 2 n—1 n

1 2 3 n

0
By, n>3 Q—i—@:‘ G O—CO—@ A O=0
1 2 n—1 n

0 1 2 0 1

Figure A.1. Les diagrammes de Coxeter-Dynkin étendus des algebres de Lie simples
Ay, Ap(n>2), Ch(n >2), By(n>3) et Go.



Le DCD étendu de A; est le seul a contenir quatre arétes entre deux noeuds. Ces quatre
arétes signifient qu’a l'intérieur de ce systéme de racines, la plus haute racine et la racine
simple sont identiques. La figure illustre les DCD étendus de certaines algebres de Lie.

Les diagrammes de Coxeter-Dynkin duaux étendus sont obtenus de la méme maniére que
les DCD étendus. Ils décrivent I'extension de la base AY = {af,ay,...,a)} en y ajoutant
la plus haute racine duale n = —ay. Pour les algebres A, (n > 1), les DCD duaux étendus
coincident avec les DCD étendus. Pour n > 3, les DCD duaux étendus de B,, sont les mémes
que les DCD étendus de C), et vice-versa. Quant aux algebres Cy et Go, leur diagramme de
Coxeter-Dynkin dual étendu est illustré dans la Figure

1 2 0

Figure A.2. Les diagrammes de Coxeter-Dynkin duaux étendus de Cs et G.

A.0.2. Calcul du coefficient h,

Soit z € F(0, 0¥) un point auquel on assigne les coordonnées [z7¢, 277¢, 25, .. ., 27¢] selon

I'équation (2.7.3). Soit 0¥ = (o7, 0y,...,0,) un déplacement admissible et considérons le
(n+ 1)-uplet [ + o, 27 + o), 25 + 03, ..., 27 + 0g]-
(1) Sizl®+ o #£0,i€{0,1,2,...,n}, alors h, = 1.
onsidérons le sous-graphe G du étendu engendré par les noeuds ¢ pour lesquels
2) Considé 1 he G du DCD étend dré 1 ds 1 1 1
27+ 0 =0,1€{0,1,2,...,n}. Généralement, G est composé de différentes com-
e Y =0,1 0,1,2 Général t, G est & de différent
posantes connexes Gy et chacune d’entre elles correspond a un DCD (non étendu)

d’une algebre de Lie Ag. Pour chaque algebre de Lie Ay, prenons la cardinalité du
groupe de Weyl associé |[Wy| contenu dans le Tableau [1.1] et

h. =TT |[Wl. (A.0.1)

A.0.3. Calcul du coefficient hj;

Le calcul du coefficient hY, se fait de maniére similaire. Soit A € Af,(p, 0¥) un point auquel
. . ’ o N o v o.0V % 97 . .

on lui assigne les coordonnées [t5¢ ,t7° 5% ,...,t2¢"] selon I'équation 1’ Soit o =

(01, 02, - - -, 0n) un déplacement admissible dual et considérons le (n+1)-uplet [tg’gv+go, tf’gv—k
Vv

Ql)tg’g + 02, - .. 7t2’gv + Qn]

(1) Sit7¢ 4+ 9; #£0,i€{0,1,2,...,n}, alors hY, = 1.
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(2) Considérons le sous-graphe G’ du DCD dual étendu engendré par les noeuds ¢ pour
lesquels ¢; e +0;, =0,i€{0,1,2,...,n}. Généralement, G’ est composé de différentes
composantes connexes G, et chacune d’entre elles correspond & un DCD (non étendu)
d’une algebre de Lie A). Pour chaque algebre de Lie A}, prenons la cardinalité du
groupe de Weyl associé |W/| contenu dans le Tableau et

hy(\) = 1;[ (W] (A.0.2)
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Annexe B

Polynomes orthogonaux de Weyl

B.1. Polynémes de A,

Voici les deux familles de polyndémes de Weyl de As. Les polynémes de premier type sont

Uggigg (1’1, x2) =1,
)
)

1
UE?ZS (21, 22) = §$1,

1
Uggz(l);(‘rth) = gﬁ?Q,

1 1
Ug(l):g;(:[h@) =gl — 5

1 1 1
Ugg:?;@h@) - 61;%7;2 — ggjg — éxh

1 1 1
Ug(l):g;(xlamﬂ = 61’133% — gl‘% ng’

et ceux de deuxieme type sont

(1,0 —
U(O,O T1,T2) = 1,

(1,0 —
[U(IO T1,T9) = T,



B.2. Polynémes de ()

Voici les huit familles de polynomes de Weyl de Cs. Les polyndémes de premier type sont

1
U :g(xlvl‘Z) 4
(0,0) 1 1
IU(o 1)(371,562) 1 s
1 3
Ug(l) ?g(xlal’Z) 8x1x2 8ZE17
1, 1 1 1 1
0,0
TETR S S I WY S
U(OO)(x x) 11’34—*1’ $2+1xx y g
1,2)\1 2 701 gy ¥ glals F 5,
et ceux de deuxieme type sont
1,0
Ugo,og(zlv@) =
1,0
UELog(ﬂ?l, 2) =
1,0
U&,J(mm) =
US(B (w1, m2) = 219 — 271,
UG (1) = oy —af —af =y + 1,
US’(Q)§<$1> x2) = _371 + 1’1332 + 7.

G0 (a1, 22) = 1,

U (@1, 2) = a1,

U%% (21, 72) ;132 + ;7

UES (@, @) = smas — za,

UE0 (@1, 2) = Ladws — Lad— La -t )

1
U&gg(xlv T2) = _fif + §$1I§ + 129 + §x1,
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et ceux de deuxieme type long sont

UEO 0)(1’1,1'2) ]-a

1
UEI 0)({[’1,1’2) ixh
Ugg ?g(ﬂfl, LEQ) = To — 1,

1
UE 3(3717552) = 5131% — 1,
U IR T S S

1 1 1

UE? gg(xla T2) = 53’;? + 51'1953 5t + .

Les polyndémes de Weyl de troisieme type sont

o1)(T1,T2) = —T1 + T2,

1

0,1

Uy 1%(3:1,1'2) = —551;3 + 5:1:'191:2 — 5:1;1 +1,

U(Ovl) 1

1 1
(2,1)(x1= x2) = _*95? + §$%$2 + 122 — x% + 5:):1 — x5+ 1,

2

1
UE? ;%(551,372) —5a1 -

2
—T1
2 12+

*.’I%l’z + 9

2
et ceux de quatrieme type sont

e & & & c

P N N e T e Tt N e

o~ o o ok o o
O O O O~ O~ O+
T T T T T T —
—~ —~ — — —~ —~

=

—_

&

no
SN— SN— N— S~— SN— N—

&

—_

&

no

—
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_17

= a:3 + x2x2 — 1Ty — x% — 221 — 229,

= 1+:Ex2—|—x1x2 2x1—|—m1x2—|—1



Les polynémes de Weyl de quatrieme type court sont

a

: (17171'2) = 1a

& a

I—l‘1+l’2+1,

e c

3 2 2
= —2] + 2{Te + 1172 — x5 + 271 — 279,

P T T N
o v o o o o
o o OF Ok ok or

( )
(21, 22)
(z1,29) = =27 + 3129 + 1,
( )
(1, 22)

&

3 2 2 2
= —1] — x{T2 + 1125 + 227 + 11209 — 1,

Uggjé)(%:vz) =1,
1
UEgZO)($1a 1'2) = 51131 + 1,
Uggz(l)g(xh I2) =T + Zg,
1 1 1
Uggzog(xl’ 2) 911 + 5T1T2 = 5T 1,
1 1 1
Ulao) (o1, 72) = g1 + gies = oy = = gm1 — a2 41
Ul (e1,2) = —gai + gates + miad = Sal +1

B.3. Polynémes de G5

Voici les quatre familles de polynomes de Weyl de G4. Les polynomes de premier type sont

UESB§ (21, 22) = 1,

UE?S% (21, 29) = éxl - (13:172 — (15,

U(o’lg(xh@) = é@ - é’

UE?Z% (21, 22) = 112%902 — ix% + gt éxz - 152,

Ugg:(l)g (21, 22) = —éx;l + 555%1’2 + ixﬂ:‘% + ;373 + E:c% — él‘ﬂﬁz + éx% — i
Uggigg (21, 22) = 112x1x§ - 112953 - éx% - 112$1962 + :1))953 — éxl — 112x2 - (15,
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et ceux de deuxieme type sont

U X1, To) = ]_7
’

U : L1, L2) = T,

U,y = 1o,

2
=z — x5+ a1+ 1,

I 4 2 2 3 2 9

= —T5 + 21Ty + x5 + x5 + 2] + 225 — 29 — 1,

2 3 2 2
=TTy — Ty — Xy + Ty — T+ To.

Uggzgg('xlalé) = 1,
(2,0) 1 1 1
U(17o)($1,$2) = §x1 + 5:52 5
UG (@1, 2) = 2 + 1,
1 1 1
Ug(l)g (x17x2) = §$1$2 - §x§ +x1 — §x2,
1 1 1 3
Ug(g (21, 29) = —5 + 533%132 + 2173 + 5:63 + izvf + 2110 + 5;53 —a -
2,0 1 1
Uglﬂg (21, 22) = 5:611’% - 55’7% - §$% + x9 + 3
et ceux de deuxieme type long sont
Uggjgg (21,22) = 1,
UE‘Z’S% (1, 22) = 21 — 22 + 1,
(3,0) 1 1
U(o,l)(ﬂh,lfz) = 5932 o
1 1
Ug):(l)g (‘/1"17 IQ) - ixle — I‘% + 51‘1 —+ To + 17
3,0 1 3 1 1
UG (@1,2) = =523 + 5uiws + 5o 4+ Gai = Smws + 5oy — 2,
3,0 1 1 3 3 1 1
UEM; (xl’x2) - 51’1373 - 51’3 - 37% =+ ?Cg - 51’1 - 51’2 — 5
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Annexe C

Les coefficients ozE Af)Az)

des fonctions NU*) de C, et Gs

C.1. Les coefficients ozE k) \,) Pour Cs

(0,0) (1,0) (2 0) (3 0)
O\l’ A2) 8a Y(A1,22) Y(A1,02) Y(i2) Y(A1,02)
(0, 0) 8 1 1 1
0,1 —6x9 + 6 1 —Llpy 43 0
( ’ 2 2
(0, 2) 42% — 8wy 0 —3Ty+ 3 —1
, 3 —2x9 + 2 0 1 0
(0
(1, 0) —61, 0 0 — 511
(]_, 1) 5$1$2 - 71‘1 —T —X —%Z‘l
(]_, 2) —41‘? + 9I1[E2 + 1 0 %1711'2 - %Il T
(]_, 3) 2$1$2 - 41‘1 0 —X 0
(2, 0) 4y + 4 0 -1 1
(2, 1) 223 — 423 — 219 + 6 1 Ty tri—ap+ 1
(2, 2) 3z? + 22 — 623 — 8xy + 6 1 —zi 43z, 4 3 —I
(2, 3) 202 — 222 — 21y + 4 0 T+ 3 0
(3,0) -2 0 0 0
(3, 1) 2111y — 41, 0 0 —1im
(3, 2) —223 + b1 + 74 0 0 %xl
(3, 3) T1T9 — 31‘1 0 0 0

Tableau C.1. Valeurs des coefficients ag/\ de la fonction numérateur (2.11.10]) de Cs.




(0,1) (1,1)

(2,1)

(3,1)

()\17 )\2)
(A1, )2) o o
(0’ O) . 2 (A; A2) (A1,A2) O((/\L)\Q)
1
(0.1) L 1
) 1+1 T 9 _
(072) 1‘1—1 1;_ $1+2 xl‘i‘l
(1,0) 1. 0 ~1
(1, 1) L ! -1 Loy + 1
9 = J— o1
5T] — X1+ T2 — — X9 . N 22
(1, 2) 241 2 21 — L1 — X2
) .T1+2I‘1+,ZC2 —T — To —zi 4t 9 1
(1, 3) xp—1 1 ! 2 i+ 521 — X2
(2, 0) log+1 0 _01 ry +1
1 _1
(z’ 1) ixﬁ ; 5T — X1 — Lo + 2 1 1 1p2 4 1, ;:c:r !
1 = _
( ) 2) 5331 + 51’11‘2 — 21’2 +1 T+ 9 42 2 l1 ) 2 11 2 T To + 2
(2, 3) 1. 1 5T] — 51Ty — 2wg + 1
201 — T2 1 1 1
(3, 0) —1 0 0 %1 — T2
1
) Tt 0 0 g -
(3,2) —37% + 0 0 2y
(3, 3) lrg—1 0 %1 — T2
- 0 %xl +1
ableau C.2. Valeurs des ffici (4,1)
coefficients A3 ) de la fonction numérateur (2.11.10) de Cs.
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(4:K)

C.2. Les coefficients a(A’ﬁA2> pour G
(A1, A2) 12037

0,0 12

0,1 —1025 + 10

0, 2 8r1 + 8

0,3 —62% + 1221 + 6

0, 4 4oy +4

0,5 —2w9 + 2

O W W NN NDNNN e
N = O Uk W N~ O Otk W -~ O
PN s N N NN s N N N N N s N NP NN N

AN N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N
w
w

—10x1 + 1029 + 10
92179 — 1123 — 529 + 229 + 13
223 — 822 + 3w179 — 15 + 11 + 209 + 9
6173 — 623 — 1223 + 102129 — 423 + 671 + 222 + 12
—422 + dx179 + 203 — 279 + 8
22119 — 203 — 211 — 279 + 4
823 — 24x 19 — 1621 — 812 + 8
—8x3 + 25x12% + Txd — 202 — 6x120 + T23 — 1727 — 1129 + 9
Trizs — x5 — 212220 + 3z103 + 1123 — 1923 — 292129 — 523 — 1321 — Ty + 10
—625 + 30x123 — 357379 + 112123 + 1623 — 2723 — 357129 — 1123 — 1277 — 229 + 11
4$1.’E% — 12:5%3:2 — xlx% + 3:1:% — 8:1:% — 8x120 — x% —Tx1+29+5
—2x% + 6x1m§ + 23:% —x120 + ng — 921 — 629 — 1
1223 — 622 — 24129 — 623 — 2471 — 1279+ 6
—12x3 + 62329 + 237123 + 1923 — 4a? — 2w129 + T3 — 2377 — 2325+ 5
132123 — 325 — 623 — 262229 + 22123 + 1323 — 302? — 402129 — 1721 — 1320 + 11
—1023 + 52223 + 407123 + 523 — 1023 — 422300 + 14a1 23 + 2623 — 4723 — 6272120 —

1423 — 1621 — 1629 + 17

R W W
N = O Ut

Ov Ot Ot O = e
W N = O Ot ks W

AN N N N N N N N N N N N S
ot

M~ T M O~ Y~ — W —

ot
t

—2x1 + 229+ 2

2r1219 — 2:6% —2x1 — 229+ 4
—21:% + 2x120 + Zx% —4x9+6
2$1x§ — 296% — 4x% + 22129 + 221 — 229 + 8
296% — 2%% —3r1T0 — :c% +x1 —4xr9 + 3
T1To — 31‘% +3x1 + 225+ 5

9175 — 33 — 4o — 182379 + dx123 + 923 — 2027 — 287129 + 223 — 1121 — 920 + 9
—4:1:‘2L + Qx%mz + 71‘133% + 793%’ —2x120 + 3ZE% —Tx1 — 11z + 1
4x% — 122129 — 811 — 4290 + 4

—4x3 + 122123 + 423 — 331209 + 523 — 1377 — 1029 + 1
4x1x§ — 12m1x% — 1‘133% + 393%’ — 83:% —8x — 1lag — x% —T7x1+22+5
—4x5 + 20x123 — 232329 + Twox3 + 1203 — 1923 — 252109 — 923 — 1221 + 9
3z103 — x5 — 92320 + 3w123 + w3 — 1122 — 1321209 — 523 — 921 — 329 + 6
—2x3 + Tw173 + 3 — 222 + 23 — 5oy + 29+ 3

Tableau C.3. Valeurs des coefficients «

(070
(>\1 )

)AQ) de la fonction numérateur
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(1,0) (2,0)
()\17 )\2) a(/\l,)\z) a(/\lv)‘Q)

To+ 1 2{[‘%—1'%—91'11'2—12 7

2 373 — 51 — 202 + 3

0

o o Tw
S O W

%Jfl—él’g—l

2 2

1

N
—_

1 3,..2 1
, —5%1%Ty + 505 — 5T1 — T2 — 5

0.0 1 I
0, 1) 1 2

(0, 2) 0 —zp 1

(0, 3) 0 2

(0, 4) 0 1

(0, 5) 0 0

(1, 0) To+1 —izi 4 3w+ 1

(1, 1) —x3+x + a2+ 2 —$2—%ZE1+%!E2+%

(1, 2) 1+ 1 1Ty — X5+ T + 1

(1, 3) —zo+1 —211 + 29 + 2

(1, 4) 1 —T1 + 22+ 2

(1, 5) 0 0

(2, 0) xo + 1 —3T1Zo + 303 + 341 + 3

(2, 1) —zi+xy+1 tmyal + 1o — Tat = 3wywy — 31y — 21+ 1
(2,2) x1m9 — x% + 21+ 229+ 1 —x% + 3x1x§ + x%’ — %xQ — %{Ell’g + x% — T — %xg + %
(2, 3) —r3 429+ 1 213 — %mle - %x% - %xl Ty + 2

(2, 4) T2+ 1 a3 — 3wy — 3wy + §xa + 3

2, 5) 0 0

(3, 0) 1 triwy — 1o —fay -1

(3, 1) —x9+ 1 —swya3 + 3a3 — Swywy — a3 — Swy — 209 — 5
(3, 2) z+1 —x3 4 325ws + 22123 + Sad — La% + 223 — 20y — gxg +3
(3, 3) —T3+ 1+ 1o+ 2 twyal + 2a8 — 223 — Baywy — 2 — Say — 2204 3
(3, 4)

(3, 5)

(4, 0)

(4,1)

(4, 2)

(4, 3)

(4, 4)

(4, 5)

(5, 0)

(5, 1)

(5, 2)

(5, 3)

(5, 4)

(5, 5)

0
0
0
4,2 0 12t —Lloimy —ay — 3y — 1
4,3 1 —sxia3 + a8 + ot — Bwywy — 2y — a0+ 1
4, 4 1 a3 — 2wyxy — ad — Swy —ap + 5
4,5 0 0
50 0 -1
5,1 0 T
5, 2 0 —X1 — T2
5,3 0 23— 3wy — Laa+ 1
, 4 0 —%a:l — %xz + %
, D 0 0
Tableau C.4. Valeurs des coefficients 0‘8\’3))\2) et 048’10,))\2) de la fonction numérateur (2.11.13

de GQ.
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Y

(3,0)
(A1, A2) (M1 ha)
1
O, 1 —5.732 + %
O, 2 %[EQ - %
0,3 -1
0, 4 0
0,5 0
1,0 2
1.1 —323 + 3 — 2o+ 2

DN
—_

Y

3

DO
[\

)
3

[\]
w

load —

(0, 0)
(0, 1)
0, 2)
(0, 3)
(0, 4)
0, 5)
(1, 0)
(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1, 4)
(1, 5)
(2, 0)
(2,1)
(2, 2)
(2,3)
(2, 4)
(2, 5) 3
(3,0)
(3, 1)
(3, 2)
(3, 3)
(3, 4)
(3, 5)
(4, 0)
(4, 1)
(4, 2)
(4, 3)
(4, 4)
(4, 5)
(5, 0)
(5, 1)
(5, 2)
(5, 3)
(5, 4)
(5, 5)

1T + %.Tl — %.TQ +1

1 3 3 1
—5271.1‘2 + §$1 — 5.%‘2 + b}

1
_$2+§

1 1
5%2 1 3

1,2 suh— 3
1,3

1,4 %x%
1,5

2, 0 —I

1 2
gLg — X7

+I’2+1

3.2 3
T1Tg — 5%5 + T + 5

2 1
—$2+l‘2+§

1 2 1,.2 1 1 1
5Ty — ] + T1T2 — 505 + 501 + 502 + 5

’ 2 2
2, 4 —3T 4 23y + 75+ 3
2,5 lxg—xl—xg—%

3,0 2
3,1 —%$2 + %
3,2 — 505+ 21y + 29 + 5
3,3 1mimy — 223 + Sxq + 3ap + 2
3,4 —1z 4 Swmy + Loy + 32+ 1
3,5 STy — T — Ty — 3
4,0 1
4, 1 —x9+1
4, 2 1+ 1
4,3 —x2 + 22, +2
4,4 T — %xz + %
4,5 —;xz + %
5,0 0
5,1 0
5,2 0
53 0
5,4 0
5,5 0
Tableau C.5. Valeurs des coefficients O‘&O),\z) de la fonction numérateur (2.11.13
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Annexe D

Polynomes orthogonaux de Hartley de A,

Voici les deux familles de polyndémes de Hartley données par (3.3.17) pour le systeme de

racines A,. Les polynomes de premier type sont

0,0
VEO 0; (yqu) = 17
)
)

Vﬁ(fg (Y1,y2) = ;ym

Vggﬁg(yl,yz) = ;yla

VE?Z?% (Y1,02) = 112 Y]+ 112y§ — ;,

Vgg:g;(ybgﬁ) = _éy% + ;ylyQ + éyg - gyl,

Vggjgi(yhyz) = éy% + zl,)?hyz — éyg - ;y%

VD 1) = 1121/192 + 112@/3 éyf ;ywz + éyg é

Vi) W) = 112311 112y1y2 + éyl ;ylyz éyi é

Vo) n42) = 214 1+ 112y1y2 + 214?;2 + éyl ;yfya - ;ylyi + éyi’ + ;yf + ;yi - ;
Vggjgg(yl,yz) = _éyf + ;ylyi - ;yf - ;y; +1,

Viois) (y1.42) = ;yfyz — éyi’ — ;yf — ;yg +1,

Vias) (nn) = 214y1 - 112y1y2 * 112?“9; + 2145”3 N zlly? N iylyg + 112?/3 - éylyQ 11292 + 2311,
Vg(l):g;(yl’m) 2143/1 112y1y2 + 1123/13/3 214y2 i?ﬁ?b - iyg - 1129% - éyl?h + 112315 + Z?JQ,



V(3 2) (yl Y2) =

V(Q 3) (yl 792) -

V(gg (ylva) -

et ceux de deuxieme type sont

1,0
VEO 0; (yl 71/2) =

0)
Vi)
V(o 1%(91,92)
)
)

1,0
VEM

V(20 (y1,92) =

1,0
V§0,2§ (y1,y2) =

1,0
VEQ,lg(yl,yz)

1,0
ngg (y1,y2) =

V(2 2) (y1>y2)

(1.0

(3,0 (yl 72/2)

V(og (y1>y2) - -

(1,0)
V(z 1)

V(lg (yhyQ) -

(1,0)
V(s 2)

(yhyZ) =Y
= Y2,
1

(Y1,02) =

(y1>y2) =

(ylayZ) =

1 s +15 1, oo T 5 54 1,
249192 12?/192 24 2491 129192 29192 1291?/2 243/2 2913/2
1, 1, 1 1, 7
+ 292 + 4@/1 + 23/192 41/2 63/2a
1 1 1 5 7 1 1 1
ﬂy? + 12y1’y2 + ﬂylyé + ﬂyi* 12y1y2 2@/3@3 + Eylyi’ 24y2 + le
1, 1, 1 1, 7
+ 2?/13/2 491 + 2y1y2 + 492 63/1,
1 1 1 1 1 3 1 1 3 1
181/? + 16y1y2 + 16y1y2 + 48y2 + 8y1 8yi‘y2 — zyfyi - nyyi’ — gylyé + gyS
3, 3 3 1 3 3 1 3., 3
+ gyi‘ + nyyg + gyé - Zyi” + nyyz + Zyly% - Zyé” — §yf - §y§ +1,
1,
1
1, 1,
5% + Y1y2 — §y2 — Yo,
1, 1,
—591 + Y1y2 + §y2 — Y,
1 1 1 1
2@/1 + 2y1y2 + 2y1 Y1ys — §y§ — 1,
1 1 1 1
§yfyz + §y§’ — §yf — iy2 + 5@/3 — Yo,
1 1 1 1 3 3 1
4@/1 + 2y1y2 + 4y2 + le nyyz — §y1y§ + 593,
3 1
2y1y2 3y3 yi — s + 1,
1 3
gyi” + §y1y§ —yi—ys+ 1,
1 1 1 1 1 1
Zyil + 53/?92 + §y1y§ - Z?Jg — y%yz - yg - 59% —Y1Y2 + 593 + 219,
1 1 1 1 1 1
—zyi* + §y§’y2 + §y1y§’ + Zyﬁ — ) — Y3 + §yf — Y1ys — §y§ + 2y1,
1 1 1 3 3 1 1
Zyi’ + 51/?@/3 + zyly;‘ + Zyi‘ — Yty — gyfyi - Zyé + 5@/? + §y1y§ —y

+ 2y1ys + Vs — Y1,
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1 1 1. 1, 3 3, 1 1
1,0
Vi W1.2) = JYIe Y+ Y5 — QUL — SUiYs — 20 + (U Y + 5Yh U
+ 2012 — Y5 — Yo,
1, 3 3 1. 1. 3 3 1
1,0
Vigs) W) = QUL+ QU+ QUIYs + SYh + ST — SUIYe — UIYs — Ui — SYids + S0
3, 3 3 5, 5
UL QYR e — U By 3yiys — s — vt — w1
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Annexe E

Les coefficients cgi’ﬁz) des fonctions

numérateur de A,

. . 0 , . , .
Nous donnons ici les coefficients 68\1)/\2) des numérateurs des fonctions génératrices

190 (y1, 92, u1, uz) des polynémes de Hartley du systéme de racines A, (voir équation
B54)).



(A1,A2) 605?\’3)/\2)(y17y2)

—24
16y; + 24y2
—8yi — 8y3 — 24y1 — 8yo
dy? + 24y Y0 — 4y + 24
—4y} — 4y3 — 16y
By
24y, + 16y2
—18y? — 32y1yo — 18y3 + 12
8y} + 6yiya + 8y1ys + 6y3 + 2047 + 32192 + 4y5 — 8yr — 122
—2y} — 28yfys — 18y1y3 + 4y3 + 4uf + 4y — 12y1 — 16y2
4y} + dyiys + 4y1y5 + 4y3 4+ 10y7 + Syrya + 295 — 12
—8y1y2 — 8y3 + 8y

—8yi — 8y3 — 8y1 — 24y,
6y} + 8yTya + 6y1y3 + 8y5 + 4yT + 32y192 + 2095 — 12y1 — 8y»
=3yt — 6yt — 3ys — 1247 — 12yTys — 12193 — 125 — 8y7 — 8y3 + 12
yi + 10ydye + 101935 — y3 + 14ty + 16y15 — 2y3 — 2u7 — 124192 + 10y3 + 8y1 + 12y
=2yt — dyiys — 2y3 — 8y} + 8yfye — Sy1ys — 8ys — 12yF — Syrye — 4y3 + 24y + 8y,
4ytys + 4y3 — 6yF + 10y5 — 12
—4y? + 241y + 43 + 24
4y} — 18yTys — 28y1y5 — 2y5 + 4y + 4y3 — 16y1 — 12y,
—yi + 10ytya + 109195 + y5 — 27 + 16yTya + 14y195 + 1047 — 12y1y2 — 25 + 1241 + Sy2
—32yTy3 + 4y} + 4yiys + dyrys + dys + 1207 — 48y1ys + 12y5 — 24
—yi + 6yy2 + 6y1y3 + y5 — 4yi + 18yTya — dyrys + 2y5 — 6y7 — 12512 + 6y5 + 16y1 — 12y
2y} — 14y1y5 + 4yi + 4y3 + 12y1 — 8y
—4yi — dy5 — 16y,
4y} + 4yTye + dy1y3 + 43 + 2u7 + 8yryz + 10y3 — 12
f2y‘f - 4y%y§ - 2y§ — 8y§ — 8y%y2 + 8y1y§ — SyS — 4yf — 8y1y2 — 12y§ + 8y1 + 24y,
Yt + 6ydys + 6y1y3 — s + 2u5 — dytys + 18y1y3 — 43 + 6yf — 12y1y0 — 6y3 — 12y1 + 16y»
—yi — 2yiys — v — dyd — dyfys — dyrys — 4y3 + 16y1y + 12
2yty2 + 2y5 — 4yi + 8y1ya + 4y5 — 8y — 12y
3y1

—8y% — 8y1y2 + 8y2
4y + dyry3 + 10y? — 6y3 — 12
—14yTys + 25 + 4yi + 4y — 8yr + 12y
293 + 2y193 + 4y + 8yry2 — 43 — 121 — 8o
—2y} — 23 + 12

A B L B B o Y o I L T N N e B e N S e e e N e = = R e R e e i )
Lo W NN = O U W N = O O W N~ O G s W N = O Ok W N ~H O Ot s Ww N = O
NN NI e SN b N s NSNS 2N s s N s N s s N s N N N

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~ o~ o~~~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~

Tableau E.1. Les coefficients cg?\’ﬁ)/\Q) de la fonction numérateur (3.5.4]) de A,.
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)(y17y2)

(1,0)
(A1,A2

()‘17)‘2)

(0,0)
(0,1)

4y,
—4dy

(0,2)

(0,3)
(0,4)
(0,5)
(1,0)
(1,1)
(1,2)
(1,3)

4yo
=27 — 2y5 +4

—2u7 +4y1y2 + 295 — 4

0

(1,4)
(1,5)

—4dy

2y7 + dy1y2 — 293 — 4yo

0
2y? — dy1y2 — 23 + 4y

dyo

0
4

0
—2y% — dyyyo + 293 + dyo

(2,5)
(3,0)
(3,1)

(3,2)
(3,3)
(3.4)
(3,5)

(4,0)

(4,3)
(4,4)
(4,5)
(5,0)

(5,1)

(5,2)
(5,3)
(5,4)
(5,5)

érateur (13.5.4)) de As.

7

) de la fonction num

(1,0)
(A1,22

Tableau E.2. Les coefficients ¢
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