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Résumé

L’informatique quantique exploite les phénomènes de la théorie quantique pour le trai-

tement de l’information, tandis que l’apprentissage automatique s’intéresse aux algorithmes

qui peuvent s’améliorer en fonction des expériences passées. L’informatique quantique a pro-

duit des algorithmes qui dépassent de loin les capacités des ordinateurs classiques que nous

utilisons tous les jours. Cependant, l’identification de nouveaux algorithmes quantiques fut

moins prolifique que dans le cas classique. Ces dernières années, on a cherché à combiner

l’informatique quantique et l’apprentissage automatique. Le cadre de l’apprentissage auto-

matique a servi à apprendre les paramètres de circuits quantiques paramétrés dans l’espoir

d’apprendre à résoudre des problèmes où les phénomènes quantiques peuvent aider grâce au

traitement de l’information quantique.

L’objectif principal de ce mémoire est de pousser plus loin cette idée d’apprentissage de

circuits quantiques et de fonder solidement ses capacités en développant une architecture

universelle de circuit quantique paramétré. La première contribution est une évaluation d’al-

gorithmes d’optimisation itératifs actuels pour les circuits quantiques paramétrés en tant que

modèles d’apprentissage automatique, ainsi que la présentation d’un algorithme d’optimisa-

tion itératif simple, mais robuste. La deuxième contribution est une architecture de circuit

quantique dans laquelle une famille de petits circuits avec des connexions arbitraires peut

être intégrée.
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Mots-clés : Circuits quantiques paramétrés, apprentissage automatique quan-

tique, informatique quantique, apprentissage automatique.
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Abstract

Quantum information processing leverages the phenomena of quantum theory for infor-

mation processing, while machine learning concerns itself with algorithms that can improve

based on past experiences. Quantum information processing has produced algorithms that

go far past the capabilities of the classical computers we use every day. However, the iden-

tification of new quantum algorithms has been much slower than during the early days of

classical computing. In recent years, there has been a push to combine quantum information

processing and machine learning. The framework of machine learning has been used to learn

quantum circuits in the hopes of learning to solve problems where quantum phenomena can

help through the use of quantum information processing.

The main goal of this thesis is to further push this idea of learning quantum circuits

and to solidly ground its capabilities by developing a learnable parametrized universal quan-

tum circuit. The first contribution is an assessment of current optimization methods for

parametrized quantum circuits as machine learning models. The second contribution is a

quantum circuit architecture in which a family of smaller circuits with arbitrary connections

can be embedded.

Keywords: Parametrized Quantum Circuits, Quantum Machine Learning,

Quantum Information Processing, Machine Learning
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Chapitre 1

Introduction

L’informatique quantique [63] est un champ interdisciplinaire qui étudie le traitement

de l’information avec des phénomènes de la théorie quantique. L’apprentissage automatique

[58] porte sur les algorithmes qui améliorent leur performance à une tâche en accumulant de

l’expérience.

L’informatique quantique a su accomplir des exploits qui dépassent les possibilités du

traitement de l’information classique [81, 36, 13, 10]. Cependant, malgré des débuts fruc-

tueux, la majorité des algorithmes quantiques qui surpassent leurs équivalents classiques

utilisent les trois mêmes sous-routines [82].

L’apprentissage profond est un sous-champ de l’apprentissage automatique qui a récem-

ment attiré beaucoup d’attention médiatique en résolvant des tâches pour lesquelles il est

difficile ou irréalisable de développer des algorithmes traditionnels écrits à la main. Ces tâches

incluent la vision par ordinateur, la reconnaissance vocale et le traitement automatique du

langage naturel [32].



L’informatique quantique et l’apprentissage automatique ont en commun de s’écarter de

ce qu’ils considèrent tous deux comme des cadres «conventionnels» de traitement de l’infor-

mation, dans le but de dépasser les limites de ces cadres. On peut alors se demander s’il est

possible d’unir l’informatique quantique et l’apprentissage automatique pour aller au-delà

des deux cadres simultanément. Nous envisageons d’utiliser le cadre de l’apprentissage auto-

matique pour découvrir de nouveaux algorithmes d’informatique quantique : on peut voir un

circuit quantique paramétré comme un modèle d’apprentissage automatique dont on peut

apprendre les paramètres. Le champ qui unit l’informatique quantique et l’apprentissage au-

tomatique est connu sous plusieurs noms, mais nous privilégions l’apprentissage automatique

quantique.

Le but principal de ce mémoire est de présenter une famille d’architectures universelles de

circuits quantiques paramétrés et de montrer comment on peut optimiser les paramètres d’un

circuit quantique paramétré avec un algorithme d’optimisation itératif simple, mais robuste.

Cet algorithme requiert l’estimation d’une espérance de mesure, tourne sur le même circuit

quantique paramétré qu’on souhaite optimiser, et le nombre d’opérations est quadratique

dans le nombre de paramètres.

Dans le chapitre 2, les circuits quantiques sont présentés. Les bases de l’informatique

quantique sont suivies d’une présentation des circuits quantiques avec l’accent mis sur l’ar-

chitecture d’un circuit quantique, c’est-à-dire le positionnement de ses portes. Ensuite, nous

abordons les ensembles universels de portes quantiques, les architectures quantiques univer-

selles et les contraintes que nous imposons sur les ordinateurs quantiques que nous considé-

rons.

Le chapitre 3 présente l’apprentissage supervisé et les réseaux de neurones. Une atten-

tion particulière est portée à l’optimisation des réseaux de neurones par descente de gradient,
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ainsi que le nombre d’opérations pour optimiser les paramètres d’un réseau avec la descente

de gradient par rétropropagation.

Le chapitre 4 ancre l’apprentissage automatique quantique avec un survol bref du do-

maine avant de rentrer dans les détails des circuits quantiques paramétrés en tant que mo-

dèles d’apprentissage automatique. Spécifiquement, plusieurs algorithmes d’optimisation de

circuits quantiques paramétrés sont présentés dans une perspective contrastée à la descente

de gradient par rétropropagation dans les réseaux de neurones. À la fin du chapitre, une

approche simple et robuste à l’optimisation des paramètres des circuits quantiques paramé-

trés est présentée. Cette approche est basée sur l’escalade (le hill climbing), un algorithme

d’optimisation qui ne nécessite pas le calcul de dérivées partielles.

Le chapitre 5 développe une famille d’architectures quantiques universelles par permuta-

tion. Un circuit quantique arbitraire d’arité 2, de profondeur p et de largeur l peut être plongé

dans un circuit quantique paramétré avec une architecture universelle par permutation en

instanciant les paramètres du circuit aux valeurs appropriées. Un circuit quantique paramé-

tré avec l’architecture universelle par permutation de Beneš a une profondeur p′ = 2p lg(l)

et une largeur l′ = l. L’utilisation de ce circuit en tant que modèle d’apprentissage automa-

tique permet de garantir que la classe d’hypothèses du modèle d’apprentissage inclut tous les

circuits quantiques d’arité 2, de largeur l et de profondeur p, peu importe leur architecture.

Le chapitre 6 résume les différents sujets présentés tout en les contrastant, puis il clôt

le mémoire avec une exploration de directions possibles de recherche future.
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Chapitre 2

Les circuits quantiques

2.1 Les bases de l’information quantique

2.1.1 Les qubits

Définition 1 (Qubit). Le qubit, par analogie au bit classique, est l’unité de base de l’infor-

matique quantique. Tandis qu’un bit classique est soit dans l’état 0 ou 1, l’état d’un qubit

correspond à un vecteur unitaire dans un espace d’Hilbert à deux dimensions H2. On utilise

la notation de Dirac, ket |⟩ et bra⟨|, pour représenter l’état d’un qubit.

Un état arbitraire sur un qubit |ψ⟩ est communément représenté par une superposition

des vecteurs d’une base orthonormée de H2. Mathématiquement, on représente cette super-

position avec une combinaison linéaire des vecteurs de la base ; les coefficients se nomment

amplitudes. On choisit la base dite «de calcul» des états |0⟩, |1⟩ qui correspondent aux états

0 et 1 d’un bit classique :

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩



Puisque |ψ⟩ correspond à un vecteur unitaire selon la norme euclidienne, la somme des

valeurs absolues au carré des amplitudes est égale à 1 :

|α|2 + |β|2 = 1

La notation de Dirac est équivalente à la notation vectorielle :

α |0⟩+ β |1⟩ ⇐⇒ α

1

0

+ β

0

1

 =

α
β



Définition 2 (Registre de qubits). Un registre de qubits est un tuplet d’un ou plusieurs

qubits. Un registre de n qubits dans un état pur est représenté par un vecteur unitaire dans

H2n . Sauf avis contraire, lorsque nous faisons référence à l’état d’un registre, nous discutons

d’un état pur.

Un registre quantique dans un état arbitraire est noté |Ψ⟩. On peut représenter l’état

d’un registre de n qubits par une combinaison linéaire des vecteurs d’une base dans H2n . Par

exemple, pour un registre de deux qubits |ψ⟩ et |ϕ⟩, on peut prendre le produit tensoriel des

deux qubits pour obtenir une représentation du registre de qubits dans une base de l’espace

du registre quantique H4.

|ψ⟩ ⊗ |ϕ⟩ = (α |0⟩+ β |1⟩)⊗ (γ |0⟩+ δ |1⟩)

= αγ |0⟩ ⊗ |0⟩+ αδ |0⟩ ⊗ |1⟩+ βγ |1⟩ ⊗ |0⟩+ βδ |1⟩ ⊗ |1⟩

= αγ |00⟩+ αδ |01⟩+ βγ |10⟩+ βδ |11⟩
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Une puissance tensorielle représente un produit tensoriel répété :

|ψ⟩⊗n = |ψ⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψ⟩︸ ︷︷ ︸
n fois

Additionnellement, une puissance tensorielle d’un ensemble d’états représente l’ensemble des

produits tensoriels possibles des états dans l’ensemble. Par exemple,

{|0⟩ , |1⟩}⊗2 = {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}

Généralement, il faut 2n amplitudes pour représenter l’état d’un registre de n qubits,

alors que la représentation de l’état de n bits classiques ne requiert trivialement que n bits.

Par exemple,

|000⟩ ⇐⇒



1
0
0
0
0
0
0
0



2.1.2 Les portes quantiques

Si on veut modifier l’état d’un registre de qubits, c’est-à-dire changer ses amplitudes, on

peut le faire avec des portes quantiques.

Définition 3 (Porte quantique). Une porte quantique est une transformation linéaire qui

agit sur un qubit ou un registre de qubits. Pour qu’une porte quantique soit une opération
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légale selon les lois de la théorie quantique, elle doit préserver le produit scalaire :

⟨ψ|ϕ⟩ = ⟨ψ|U †U |ϕ⟩ ∀ |ψ⟩ , |ϕ⟩

Mathématiquement, une porte quantique est représentée par une matrice unitaire notée U .

Une matrice unitaire est une matrice inversible dont la matrice inverse est aussi sa matrice

transposée conjuguée :

U †U = UU † = I

où la matrice transposée conjuguée de U est notée U †.

Une porte quantique qui agit sur un registre de qubits peut être représentée par une

multiplication matrice-vecteur. Considérons un qubit dans un état arbitraire |ψ⟩ et une

porte quantique U :

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ ↔

α
β



U =

a b

c d



U |ψ⟩ =

a b

c d


α
β

 =

aα + bβ

cα + dβ



Une porte quantique n’est pas limitée à agir sur un seul qubit. Une porte qui change les

amplitudes d’un registre de qubits est représentée par une matrice unitaire de taille 2n×2n :

elle peut modifier les 2n amplitudes de l’état du registre.
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Définition 4 (Arités d’entrée et de sortie d’une porte logique). Dans le domaine de l’infor-

matique, les arités d’entrée et de sortie d’une porte logique sont respectivement le nombre

d’éléments en entrée et en sortie de cette porte.

Nous ne considérons que des portes quantiques avec des arités d’entrée et de sortie égales 1.

Lorsqu’on dit qu’une porte quantique a une arité de k, cette porte a donc des arités d’entrée

et de sortie égales à k.

Définition 5 (Arité d’une porte quantique). L’arité k d’une porte quantique est le nombre

de qubits sur lequel cette porte quantique agit. Une porte quantique d’arité k est représentée

par une matrice unitaire de 2k × 2k nombres complexes.

2.1.3 Les mesures

Il faut mesurer les qubits pour en retirer de l’information classique. Une mesure projette

un état quantique sur n qubits vers une séquence de n bits. Si on exprime l’état du registre

comme une combinaison linéaire de vecteurs d’une base de l’espace d’Hilbert et qu’on mesure

dans cette base, la mesure retourne un des vecteurs de cette base de manière probabiliste.

Définition 6 (Mesure). Une mesure projective, que nous appellerons simplement mesure, est

une projection d’un état quantique |Ψ⟩ sur n qubits vers un vecteur d’une base orthonormée

deH2n . Sauf avis contraire, la mesure se fait dans la base de calcul {|0⟩ , |1⟩}⊗n. La probabilité

que la mesure projette l’état quantique vers un vecteur spécifique de la base dans laquelle

on mesure est égale au carré de la valeur absolue de l’amplitude associée à ce vecteur de la

base :

1. Ceci est requis pour que la porte soit unitaire. Néanmoins, une porte généralisée pourrait ajouter des
qubits ancillaires à l’entrée et/ou jeter des qubits à la sortie, mais nous ne discutons pas de cette possibilité
dans ce document.
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α |000⟩+ β |111⟩ →


000 avec probabilité |α|2

111 avec probabilité |β|2

Nous avons déjà précisé qu’une porte quantique légale doit préserver le produit scalaire

(définition 3). Remarquons que cette contrainte permet d’obtenir une distribution de proba-

bilités légale [50] après une mesure.

Les mesures transforment de l’information quantique intraitable par un ordinateur clas-

sique en bits. On perd de l’information dans l’espace d’Hilbert parce que la projection de

l’information quantique en information classique est irréversible, mais on reçoit de l’informa-

tion traitable par un ordinateur classique. L’espérance probabiliste d’une mesure, c’est-à-dire

la moyenne pondérée des résultats des mesures, est notée ⟨·⟩ : ⟨U |ψ⟩⟩ représente l’espérance

d’une mesure appliquée à |ψ⟩ après y avoir appliqué la porte U .

Notons que la mesure présentée ici n’est qu’un formalisme utile pour analyser les circuits

quantiques. Le concept de mesure est problématique [75] parce qu’il est intimement relié à

l’interprétation de la théorie quantique.

2.2 Les circuits quantiques

Définition 7 (Architecture quantique). Une architecture quantique est une grille en deux

dimensions. Cette grille est composée de fils horizontaux qui contiennent des qubits, et de

couches verticales contenant des portes quantiques qui agissent sur les qubits dans les fils.

Les qubits dans les fils procèdent à travers l’architecture de gauche à droite et chaque fil de

l’architecture est connecté à au plus une porte par couche, tandis que chaque porte agit sur

au plus deux fils.
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Définition 8 (Circuit quantique). Un circuit quantique est obtenu à partir d’une architec-

ture quantique en spécifiant chaque porte quantique de l’architecture par une transformation

unitaire de dimension appropriée. Un circuit quantique C qu’on peut obtenir à partir d’une

architecture quantique Q en spécifiant correctement les portes de Q est dite « avoir » l’ar-

chitecture Q.

(a)

U1

U2

(b)

Figure 2.1 – (a) Un exemple d’architecture quantique avec 3 fils et 2 couches. (b) Un circuit
quantique obtenu en spécifiant les portes de l’architecture (a) avec les matrices unitaires U1 et U2.

Un circuit quantique représente une discrétisation de l’évolution d’un état quantique à

travers le temps.

On peut aussi graphiquement représenter les valeurs initiales des qubits d’un circuit et

les mesures à la fin du circuit :

|ψ1⟩
U1

|ψ2⟩
U2

|ψ3⟩

Figure 2.2 – Un circuit quantique avec des valeurs initiales des qubits et des mesures à la fin du
circuit. Les symboles |ψ1⟩, |ψ2⟩, |ψ3⟩ sont les états initiaux des qubits sur lesquels agit le circuit, soit
l’entrée du circuit. Les portes quantiques U1 et U2 agissent sur deux fils chaque. Puis, les cadrans
à pointeur représentent des mesures des qubits transformés par les portes U1 et U2. Le résultat de
la mesure est la sortie du circuit.
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Nous définissons ici plusieurs aspects communs aux circuits et aux architectures quan-

tiques.

Définition 9 (Arité d’un circuit ou d’une architecture quantique). L’arité d’un circuit ou

d’une architecture quantique est l’arité maximale des portes quantiques du circuit ou de

l’architecture (définition 5). Un circuit ou une architecture quantique d’arité k est constitué

de portes qui agissent sur au plus k qubits. Un circuit ou une architecture quantique d’arité

k peut donc contenir des portes quantiques d’arité k, k − 1, ..., 1.

Définition 10 (Taille d’un circuit ou d’une architecture quantique). La taille notée t est le

nombre de portes quantiques dans un circuit ou une architecture quantique.

Définition 11 (Largeur d’un circuit ou d’une architecture quantique). La largeur notée l

est le nombre de fils dans un circuit ou une architecture quantique.

Sauf avis contraire, on suppose que des portes quantiques qui agissent sur des sous-

ensembles non disjoints d’un registre de qubits ne peuvent pas être effectuées en parallèle.

Le nombre de couches d’un circuit quantique détermine alors le temps de calcul nécessaire

pour exécuter le circuit.

Définition 12 (Profondeur d’un circuit ou d’une architecture quantique). La profondeur

notée p est le nombre de couches d’un circuit ou d’une architecture quantique.
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2.3 Les ensembles de portes universels et les circuits
universels

2.3.1 Les ensembles de portes universels

Un ensemble de portes quantiques est universel si toute porte quantique U peut être

approximée arbitrairement bien par un circuit quantique constitué des portes de cet ensemble.

La plupart des ensembles de portes universels contiennent des portes de petite taille (1 ou 2

qubits, parfois 3). Pour implémenter physiquement un algorithme quantique, il est commun

d’utiliser un ensemble d’opérations quantiques primitives qui peuvent approximer n’importe

quelle porte quantique. Un ensemble universel de portes quantiques usuel est l’ensemble qui

contient la porte CNOT et toutes les portes à un qubit [63].

Définition 13 (Ensemble universel de portes quantiques (basée sur [17])). Un ensemble de

portes quantiques G est universel si, pour tout ϵ ≥ 0, l ∈ N et porte quantique U qui agit

sur l qubits, il existe un circuit quantique CG constitué de portes dans G tel que pour tout

état quantique |Ψ⟩ sur l qubits, ⟨Ψ|C†
GU |Ψ⟩ ≥ 1− ϵ.

Si on permet à un circuit d’avoir un nombre arbitraire de portes de l’ensemble universel

et qu’on permet aussi que ces portes soient arrangées selon une architecture arbitraire, on

peut alors approximer n’importe quelle porte quantique de taille arbitraire.

2.3.2 Les architectures quantiques universelles

Considérons une famille de circuits quantiques F . Une architecture quantique universelle

pour F est une architecture quantique tel que tous les membres de F peuvent être obtenus

à partir de l’architecture quantique universelle en spécifiant les portes de l’architecture.
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Définition 14 (Architecture Quantique Universelle). Soit F un ensemble de circuits quan-

tiques qui agissent sur l qubits et Q une architecture de circuit quantique. L’architecture

Q est universelle pour F si, pour tout circuit CF dans F , il existe un circuit quantique CQ

avec l’architecture Q tel que pour tout état quantique |Ψ⟩ sur l qubits et pour tout ϵ ≥ 0,

⟨Ψ|C†
FCQ |Ψ⟩ ≥ 1− ϵ.

|ψ1⟩
U1|ψ2⟩

U2|ψ3⟩

(a)
|ψ1⟩

U4|ψ2⟩
U3|ψ3⟩

(b)

|ψ1⟩
|ψ2⟩
|ψ3⟩

(c)

Figure 2.3 – Un exemple d’architecture quantique universelle pour une famille de deux circuits.
L’architecture quantique (c) à trois portes est une architecture quantique universelle pour la famille
constituée des deux circuits (a) et (b) à deux portes. En spécifiant la première et la deuxième porte
de l’architecture (c) respectivement avec U1 et U2, on obtient le circuit (a). En spécifiant la deuxième
et la troisième porte respectivement avec U3 et U4, on obtient le circuit (b).

Définition 15 (Famille de circuits indexée par largeur et profondeur). La famille Fl,p

contient les circuits quantiques d’arité 2, de largeur l et de profondeur p. Remarquons que

Fl,p inclut tous les circuits quantiques de largeur l et de profondeur p composés de portes qui

agissent sur 1 ou 2 qubits, peu importe leur architecture ou les transformations effectuées

par leurs portes quantiques.
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2.3.3 Quelques contraintes

2.3.3.1 Des ordinateurs quantiques parfaits

Le problème général pour construire un ordinateur quantique est de créer un système de

qubits qui peuvent être contrôlés pour interagir de manière arbitraire tout en préservant les

états de ces qubits. Le contrôle des qubits est une tâche exceptionnellement difficile [71].

En effet, le contrôle des qubits est une sorte de paradoxe. On cherche à avoir des qubits

parfaitement isolés pour éviter que l’environnement vienne perturber leur état. Cependant,

on souhaite pouvoir modifier ces qubits comme bon nous semble pour pouvoir traiter l’in-

formation que les qubits contiennent. De plus, on souhaite que ces qubits puissent interagir

entre eux pour tirer avantage de phénomènes quantiques. On cherche donc à isoler les qubits

de leur environnement tout en voulant conserver la possibilité de les modifier et de les faire

interagir. Cette tâche déjà difficile s’aggrave en fonction du nombre de qubits qu’on veut

contrôler et au temps de calcul du circuit.

Deux sources d’erreurs sont communes : la manipulation imparfaite du qubit et la dé-

cohérence. Premièrement, si la transformation U exacte est approximée par Ũ , cette erreur

se propage à travers le circuit et s’accumule aux autres erreurs d’approximation. Deuxième-

ment, à moins qu’un qubit ne soit parfaitement isolé (et conséquemment qu’on ne puisse

interagir avec du tout), le qubit fait partie d’un plus gros système quantique qu’on nomme

environnement 2. Le qubit interagit avec le reste de l’environnement et, avec le temps, il

perd l’information qu’il contient, un processus nommé décohérence [33]. Pour contrecarrer

ces pertes d’information, des techniques de correction d’erreur [33] peuvent être utilisées.

2. Une formalisation des interactions entre le registre de qubits d’un ordinateur quantique et l’environ-
nement dans un système quantique ouvert dépasse le cadre de ce mémoire.
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Cependant, celles-ci sont généralement chères en nombre de qubits et dépassent rapidement

les capacités des prototypes quantiques contemporains.

Il est important de différencier les appareils quantiques modernes qu’on nomme appareils

NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) des ordinateurs quantiques. Les appareils NISQ

sont soumis à des contraintes que les ordinateurs quantiques du futur ne connaîtront pas, du

moins faut-il l’espérer. Premièrement, les sources d’erreurs mentionnées ci-dessus ne sont pas

présentes dans un ordinateur quantique parfait : on suppose un contrôle parfait des qubits

pour une durée de temps illimitée. Deuxièmement, un appareil NISQ agit sur un nombre

très limité de qubits (généralement moins que 50), tandis qu’un ordinateur quantique peut

manipuler un nombre arbitraire de qubits.

Bien qu’il sera intéressant de voir le potentiel des appareils NISQ, on suppose l’accès à un

ordinateur quantique parfait dans ce mémoire. Cependant, il est difficile de construire physi-

quement des portes quantiques qui agissent sur plus que deux qubits. Alors, nous considérons

des circuits quantiques d’arité 2 : chaque porte agit sur au plus 2 qubits.

2.3.3.2 Des architectures fixes

Le cadre de ce travail suppose que l’architecture d’un circuit quantique utilisé dans un

algorithme est fixe. En d’autres mots, un algorithme qui utilise un circuit quantique peut

modifier la transformation qu’une porte quantique effectue, mais il ne peut pas changer le

sous-ensemble de qubits transformés par la porte. L’architecture est initialisée au début de

l’algorithme et ne subit pas de changements.

Cette contrainte peut compliquer l’implémentation de certains algorithmes. Considérons

l’algorithme classique du tri par fusion (mergesort). Le nombre de comparaisons pour trier

38



l éléments est de l’ordre de l lg l. Cependant, l’algorithme se base sur une séquence de com-

paraisons, et le choix de quelle comparaison faire dépend des résultats des comparaisons

antérieures. Alors, l’architecture d’un circuit naïf qui tente d’implémenter le tri par fusion

n’est pas fixe : les éléments comparés durant une étape de l’algorithme seront différents selon

les étapes antérieures de l’algorithme. Dans le cas général d’un algorithme qu’on cherche à

faire tourner sur un circuit avec une architecture fixe, il n’est pas évident que la taille du

circuit fixe résultant correspondrait au nombre d’opérations de l’algorithme.
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Chapitre 3

Les réseaux de neurones

Définition 16 (Apprentissage [58]). On dit d’un programme informatique qu’il apprend par

l’expérience E en ce qui concerne une certaine classe de tâches T et une mesure de performance

P, si sa performance aux tâches de T, telle que mesurée par P, s’améliore avec l’expérience E.

L’apprentissage automatique est un sous-domaine de l’informatique qui considère des

algorithmes qui s’améliorent automatiquement en apprenant à partir de données. Un algo-

rithme d’apprentissage automatique qui cherche à résoudre une certaine tâche utilise des

exemples de la tâche qu’il essaie de résoudre pour modifier son propre comportement. L’ap-

prentissage se distingue notamment de la mémorisation : un algorithme d’apprentissage

automatique essaie d’apprendre à performer sur des occurrences de sa tâche qu’il n’a jamais

rencontrées auparavant. On parle alors de généralisation.

Définition 17 (Généralisation). La capacité de généralisation d’un algorithme d’apprentis-

sage automatique est son aptitude à être performant sur des occurrences inconnues d’une

tâche. L’erreur de généralisation d’un algorithme d’apprentissage automatique est l’écart

entre sa performance à une tâche sur des occurrences desquelles il a déjà appris et sur de

nouvelles occurrences de la tâche.



Dans ce chapitre, nous introduisons initialement l’apprentissage supervisé. Ensuite, nous

présentons plusieurs aspects sur les réseaux de neurones, incluant la descente de gradient par

rétropropagation et certains théorèmes d’approximation universelle.

3.1 L’apprentissage supervisé

Dans la définition de l’apprentissage de Mitchell (définition 16), un algorithme d’appren-

tissage essaie de résoudre une tâche T. Les tâches qu’un algorithme d’apprentissage peut

attaquer peuvent être très complexes. Cependant, dans le cadre de ce mémoire, on considère

qu’une tâche spécifie le type de prédiction qu’on attend de l’algorithme :

Définition 18 (Tâche, caractéristiques, cible, exemple). En apprentissage supervisé, une

tâche est une spécification de deux espaces X et Y . L’espace X est l’espace des caractéris-

tiques : un vecteur x ∈ X est un vecteur dit de «caractéristiques» et il représente numéri-

quement des observations qu’un algorithme d’apprentissage prend en entrée. L’espace Y est

l’espace des cibles : un scalaire y ∈ Y est une «cible» et représente une occurrence de ce

qu’un algorithme d’apprentissage automatique essaie de produire en sortie. Un exemple est

une paire (x,y) de caractéristiques et de cibles.

En apprentissage supervisé, l’expérience E prend la forme d’un ensemble de données

d’entraînement.

Définition 19 (Données d’entraînement). Supposons l’existence d’une loi de probabilité

D jointe sur X et Y . Les données d’entraînement sont un ensemble d’exemples S =

{(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)} tirés de D. Succinctement, on note S ∼ D.

Définition 20 (Apprentissage supervisé). Supposons que la loi de probabilité jointe D est

inobservée : on n’a accès qu’aux données d’entraînement S. L’apprentissage supervisé utilise
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S pour essayer de trouver une fonction f ∗ : X → Y telle que, pour le plus de paires (x, y) ∼ D

possibles, f ∗(x) est aussi similaire que possible à y.

3.1.1 Le choix de modèle et le paramétrage

Considérer toutes les fonctions possibles de la forme f : X → Y est évidemment intrai-

table. Donc, on se limite à considérer un sous-ensemble de ces fonctions. Ce sous-ensemble

est une classe d’hypothèses.

Définition 21 (hypothèse, Classe d’hypothèses, prédiction). Considérons une tâche spécifiée

par deux espaces X et Y . Une classe d’hypothèses H est l’ensemble des fonctions considé-

rées par un programme d’apprentissage automatique pour attaquer une certaine tâche. Un

membre h ∈ H est une hypothèse. La prédiction ŷ d’une hypothèse h pour un vecteur de

caractéristiques x est la sortie h(x).

En général, il n’existe pas d’algorithme d’apprentissage qui performe mieux qu’un autre

sur toutes les tâches possibles [91, 92]. Le choix de H dépend de la tâche et on le vérifie

empiriquement.

En apprentissage automatique, une classe d’hypothèses peut être spécifiée par des para-

mètres :

Définition 22 (paramètre, modèle). Un modèle 3 d’apprentissage automatique est une fonc-

tion paramétrée h(θθθ; x) 4 qui prend en entrée non seulement un vecteur de caractéristiques

x, mais aussi un vecteur de paramètres θθθ = [θ1, ..., θ|θθθ|], θθθ ∈ R|θθθ|. La classe d’hypothèses H

3. Avec cette définition de modèle, deux réseaux de neurones de tailles, de largeurs ou de profondeurs
différentes sont deux modèles différents.

4. Par simplicité de présentation, on omet parfois x. Cependant, il est toujours sous-entendu qu’un modèle
paramétré prend en entrée un vecteur de caractéristiques.
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spécifiée par un modèle est l’ensemble des fonctions h(θθθ; x) avec des valeurs différentes de

θθθ ∈ R|θθθ|.

Une classe d’hypothèses n’est pas restreinte à un seul modèle : l’union de deux classes

d’hypothèses est une classe d’hypothèses elle-même.

3.1.2 La fonction de perte et le risque

Nous avons spécifié que l’apprentissage supervisé cherche une fonction f ∗ qui, pour le plus

de paires (x, y) ∼ D possibles, prend x en entrée et retourne une prédiction ŷ aussi similaire

que possible à y. Ce qu’on entend par une prédiction ŷ «aussi similaire que possible» à la

cible y dépend de la mesure de performance P de la définition 16 de Mitchell.

Notons que la mesure de performance se calcule habituellement sur les prédictions faites

à partir des données d’entraînement et sur les prédictions faites à partir d’un ensemble de

données Seval que l’algorithme n’a jamais vues pour évaluer son erreur de généralisation

(définition 17).

Le choix de mesure de performance dépend de la tâche que l’algorithme attaque et du

contexte de la tâche. Le type de donnée de la cible influence particulièrement le choix de

mesure de performance. Par exemple, pour une tâche où Y = R, communément appelée

une tâche de régression, une mesure de performance populaire est l’erreur quadratique :
∑|Seval|

i=1 (ŷi − yi)2, (xi,yi) ∈ Seval. Pour une tâche dite de classification binaire où Y = {0,1}

et 0 et 1 représentent des classes, un exemple courant de mesure de performance est le

pourcentage d’exemples correctement classifiés.

Définition 23 (Fonction de perte). En apprentissage supervisé, une fonction de perte est

une fonction ℓ : Y ×Y → R≥0 qui mesure quantitativement la similarité entre une prédiction

ŷ et une cible y.
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Alors qu’une mesure de performance sert généralement à évaluer une hypothèse après

l’apprentissage, l’entraînement utilise une fonction de perte. Plus la valeur de la fonction de

perte pour une paire (ŷ, y) est grande, moins la prédiction ŷ est similaire à la cible y.

On peut reformuler le problème de l’apprentissage supervisé en disant que nous cherchons

à choisir une hypothèse h ∈ H qui minimise la valeur de la fonction de perte ℓ sur tous les

exemples possibles définis par la distribution jointe D. Cette quantité porte le nom de vrai

risque.

Définition 24 (vrai risque [59]). Pour une hypothèse h ∈ H, le vrai risque R[h] est l’espé-

rance de la fonction de perte ℓ sur un exemple généré par D :

R[h] ≡ E(x,y)∼D[ℓ(h(x),y)]

En trouvant une hypothèse h qui minimise le vrai risque, on pourrait trouver la meilleure

fonction possible pour la tâche qu’on tente d’attaquer. Cependant, on suppose que la distri-

bution D est inobservée : on a seulement accès aux données S générées à partir de D.

3.1.3 La minimisation du risque empirique

Par opposition au vrai risque, le risque empirique se définit sur l’ensemble de données S.

Définition 25 (risque empirique [59]). Pour un membre h de la classe d’hypothèses et un

ensemble d’entraînement S = {(xi,yi)}n
i=1 de n exemples, le risque empirique R̂S[h] est la

moyenne de la fonction de perte ℓ sur l’ensemble de données S :

R̂S[h] = 1
|S|

|S|∑
i=1

ℓ(h(xi),yi)
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Le but de l’apprentissage automatique est de bien performer non seulement sur les don-

nées d’entraînement S ∼ D, mais aussi sur des données inobservées qui sont générées à partir

de D. L’écart entre la performance d’un algorithme d’apprentissage sur les exemples dans S

et sur d’autres exemples générés à partir de D, mais qui ne sont pas dans S, est l’erreur de

généralisation (définition 17).

Puisque calculer le vrai risque est impossible sans observer D, on se fie généralement au

principe de minimisation du risque empirique.

Définition 26 (Minimisation du risque empirique [86]). Considérons une hypothèse ĥS ∈ H

qui minimise le risque empirique (définition 25) :

ĥS = arg min
h∈H

1
|S|

|S|∑
i=1

ℓ(h(xi),yi)

Le principe inductif de la minimisation du risque empirique suppose que le vrai risque

(définition 24) de ĥS est proche du vrai risque minimal des hypothèses dans H.

La validité de cette supposition repose sur un traitement mathématique qui dépasse le

cadre de ce mémoire [86], mais minimiser le risque empirique n’est pas suffisant en géné-

ral pour obtenir un bon algorithme d’apprentissage. Il suffit d’observer que le principe de

minimisation du risque empirique choisit une hypothèse ĥS performante sur S, mais pas

nécessairement sur tous les exemples générés à partir de D. Si on souhaite apprendre et

minimiser l’erreur de généralisation, il faut guider le choix de ĥS vers un minimum approprié

en modifiant l’objectif de minimisation, ou bien définir la classe d’hypothèses H de telle sorte

que son minimum soit performant sur D, et pas seulement sur S.
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3.1.4 L’optimisation et l’apprentissage

Considérons un ensemble de données S et une classe d’hypothèses H. Trouver l’hypothèse

h ∈ H qui minimise le risque empirique est un problème d’optimisation.

SiH est définie par un modèle h(θθθ), la paramétrisation θθθ∗ qui minimise le risque empirique

sur S correspond à une hypothèse dont le vrai risque est proche du vrai risque minimal de

H tant que le principe de minimisation du risque empirique est valide 5. En d’autres mots,

le vrai risque de l’hypothèse h(θ∗θ∗θ∗) qui minimise le risque empirique est très proche du vrai

risque minimal des hypothèses dans H.

Puisque θθθ ∈ R|θθθ|, la famille d’hypothèses H définie par le modèle h(θθθ) contient une

quantité indénombrable de fonctions : explorer toutes les fonctions dans H est impossible.

Souvent, en apprentissage automatique, les algorithmes d’optimisation sont itératifs : en

partant d’une valeur initiale des paramètres du modèle, l’algorithme d’optimisation génère

une séquence de valeurs des paramètres qui réduisent le risque empirique.

Définition 27 (Algorithme d’optimisation itératif). Un algorithme d’optimisation itératif

est un algorithme d’optimisation heuristique qui génère une séquence de candidats c0, c1, ..., cn

qui répondent de mieux en mieux à un critère de sélection qui définit le problème d’optimisa-

tion que l’algorithme attaque. Chaque séquence d’étapes qui choisissent un nouveau candidat

ci est une itération. Le candidat initial c0 est choisi de manière heuristique.

Dans notre contexte d’apprentissage supervisé, le critère de sélection que nous considé-

rons est le risque empirique et les candidats sont des valeurs des paramètres θθθ d’un modèle

h(θθθ). L’algorithme génère une séquence θθθ0, θθθ1, ..., θθθn de valeurs candidates des paramètres

5. Pour le reste de ce mémoire, nous faisons la supposition que le principe de minimisation du risque
empirique est valide.
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où le risque empirique de chaque candidat θθθi n’est pas plus grand que celui des candidats

précédents dans la séquence :

R̂S[h(θθθi)] ≤ R̂S[h(θθθj)] ∀i,j ∈ {1,...,n} | i > j

L’algorithme itératif s’arrête lorsqu’il atteint un critère d’arrêt tel que le nombre d’ité-

rations sans amélioration ou le temps d’exécution. Notons qu’il n’y a aucune garantie qu’un

algorithme d’optimisation itératif atteigne un ensemble de paramètres θθθ∗ qui minimise le

risque empirique. Généralement, les algorithmes itératifs considérés en apprentissage auto-

matique sont des algorithmes d’escalade (hill climbing).

Définition 28 (Escalade). Les algorithmes d’escalade sont des algorithmes itératifs d’opti-

misation tels qu’à l’itération i, le candidat ci+1 est un voisin du candidat ci qui obtient une

meilleure valeur du critère de sélection.

Dans notre contexte d’apprentissage supervisé, le candidat θθθi+1 est un voisin de θθθi avec un

risque empirique plus bas ou égal. Le concept de «voisin» dépend de l’algorithme d’escalade

en particulier : dans un espace continu comme R|θθθ|, on suppose qu’un algorithme d’escalade

considère un voisin |θθθ|+λ où le pas 6, noté λ, est une modification spécifiée par l’algorithme.

Si le voisin considéré a un risque empirique plus bas, alors il est le prochain candidat :

θθθi+1 ← θθθi + λ.

6. Le pas λ peut modifier un ou plusieurs coefficients de θθθ.
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3.1.5 L’erreur d’estimation vs l’erreur d’approximation

Nous essayons de trouver une hypothèse h(θθθ∗) ∈ H : {h(θθθ) | θθθ ∈ R|θθθ|} avec un vrai risque

proche du minimum. En d’autres mots, nous voulons trouver une hypothèse avec une petite

erreur de généralisation.

Nous pouvons décomposer cette erreur de généralisation en deux. L’erreur d’approxi-

mation est l’erreur associée à une mauvaise sélection de la classe d’hypothèses H. L’erreur

d’estimation est l’erreur associée à un choix sous-optimal de valeurs des paramètres θθθ ̸= θθθ∗.

Définition 29 (Erreur d’approximation). Considérons un modèle h(θθθ) qui définit une classe

d’hypothèses H. L’erreur d’approximation est l’erreur de généralisation du modèle optimal

h(θ∗θ∗θ∗) dans H, c’est-à-dire R[h(θ∗θ∗θ∗)].

Définition 30 (Erreur d’estimation). Considérons un modèle h(θθθ) qui définit une classe

d’hypothèses H. L’erreur d’estimation d’un choix de paramètres θθθ est la différence entre les

vrais risques associés à ce choix et le choix optimal :

R[h(θθθ)]−R[h(θ∗θ∗θ∗)]

On peut alors dire que l’erreur de généralisation d’un modèle h(θθθ) est la somme de l’erreur

d’approximation de la classe d’hypothèses spécifiée par le modèle et l’erreur d’estimation

associée au choix des valeurs de θθθ. Remarquons que l’erreur d’approximation est indépendante

des valeurs des paramètres, mais dépend de la sélection d’un modèle h(θθθ) ou d’une classe

d’hypothèses H.

Considérons un exemple pour démontrer l’importance de cette distinction. Supposons

que la distribution inobservée D correspond à une fonction sinus : y = sin(x). Supposons
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aussi que la classe d’hypothèses considérée par un algorithme d’apprentissage est l’ensemble

des fonctions linéaires : H : {h(α, β;x) = αx + β | α, β ∈ R}. Spécifions la fonction de

perte ℓ comme étant l’erreur quadratique moyenne ℓ(ŷ,y) = (y − ŷ)2. La fonction linéaire

optimale est trivialement h(x) = 0. L’erreur d’estimation serait donc 0 : les valeurs optimales

des paramètres sont α = 0, β = 0. L’erreur d’approximation est l’erreur entre cette fonction

linéaire optimale et la fonction inobservée h(x) = sin(x). Si on échantillonne de manière

uniforme les points (x,y) des nombres réels, l’erreur d’approximation est de 2/π.

3.2 Les réseaux de neurones

Dans cette section, nous présentons rapidement les réseaux de neurones, une classe de

modèles d’apprentissage automatique reliée au connexionnisme : plusieurs modèles simples

qu’on nomme neurones sont interconnectés pour obtenir un modèle complexe avec des com-

portements émergents.

Les réseaux de neurones sont centraux à l’apprentissage profond, un sous-domaine de

l’apprentissage automatique. L’apprentissage profond est devenu populaire en raison de plu-

sieurs succès empiriques dans des domaines tels que la vision par ordinateur, la reconnaissance

vocale et le traitement automatique du langage naturel.

3.2.1 L’unité de base : le neurone

Un réseau de neurones est composé de neurones interconnectés.

Définition 31 (Neurone). Un neurone, dans le contexte d’un réseau de neurones comme

modèle d’apprentissage automatique, est un modèle d’apprentissage automatique simple qui

prend un vecteur en entrée et qui retourne un scalaire. Pour un vecteur d’entrée x, un neurone

est généralement représenté par la composition d’une régression linéaire et d’une fonction
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non linéaire a : R→ R :

h(b,w; x) = a

 |x|∑
i=1

xiwi + b

 = a(x⊺w + b), w ∈ R|x|, b ∈ R

Remarquons que nous avons remplacé le vecteur de paramètres θθθ par un vecteur de poids

w et un scalaire b nommé biais. La fonction non linéaire est la fonction d’activation. La classe

d’hypothèses H d’un neurone est spécifiée par les valeurs possibles de w et b : un algorithme

d’apprentissage cherche à apprendre les valeurs des poids et du biais de ce neurone.

3.2.2 Des neurones interconnectés : le réseau de neurones

Si on connecte plusieurs neurones ensemble, on obtient un réseau de neurones.

Définition 32 (Réseau de neurones). Un réseau de neurones est un modèle d’apprentissage

composé de plusieurs neurones interconnectés : les entrées de certains neurones sont les

sorties de certains autres neurones. Les paramètres du réseau de neurones sont les poids et

les biais des neurones qui composent le réseau de neurones. Lorsque tous les neurones de

chaque couche sont connectés à tous les neurones de la couche subséquente, le réseau de

neurones est entièrement connecté.

On représente graphiquement un réseau de neurones par un graphe orienté acyclique

(figure 3.1). Par convention, le graphe procède de gauche à droite, ce qui permet d’omettre

les têtes des flèches. Chaque tranche verticale du réseau est une couche du réseau. La couche

la plus à gauche est la couche d’entrée et chaque neurone de la couche d’entrée représente une

caractéristique (définition 18) du vecteur de caractéristiques que le modèle prend en entrée.

La couche la plus à droite est la couche de sortie : les sorties des neurones dans la couche de

sortie représentent les sorties du modèle. Les couches entre celles d’entrée et de sortie sont
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des couches dites cachées. La taille t d’un réseau de neurones est le nombre de neurones dans

le réseau. La profondeur p d’un réseau de neurones est le nombre de couches cachées dans le

réseau. La largeur l d’une couche cachée est son nombre de neurones. Lorsque nous disons

qu’un réseau de neurones a une largeur l, nous sous-entendons que chaque couche cachée du

réseau est composée d’au plus l neurones.

Figure 3.1 – Un exemple de représentation graphique d’un réseau de neurones entièrement
connecté. La couche d’entrée (gauche) contient deux neurones qui n’ont aucune entrée : la sor-
tie de chacun de ces neurones est une caractéristique. La couche de sortie contient un neurone :
la sortie du modèle a une dimension. Le réseau de neurones a deux couches cachées : la première
couche cachée a quatre neurones et la deuxième couche cachée a trois neurones.

Considérons un réseau de neurones entièrement connecté de largeur l : chaque neurone

d’une couche cachée peut être interprété comme une «porte» d’arité d’entrée l qui effectue une

transformation Rl → R. Dans un réseau de neurones entièrement connecté, chaque neurone

a une arité d’entrée égale au nombre de neurones dans la couche précédente et une arité de

sortie égale à 1 qui est donnée en entrée à tous les neurones de la couche subséquente 7.

7. Chaque neurone dans la couche d’entrée a une arité d’entrée de 0 et une arité de sortie de 1 et chaque
neurone dans la couche de sortie a une arité de sortie de 1.
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3.3 La descente de gradient

Un des algorithmes d’optimisation itératifs les plus communs en apprentissage automa-

tique est la descente de gradient [32] : si H est définie par un modèle h(θθθ), l’optimisation des

paramètres θθθ = [θ1,...,θ|θθθ|] du modèle se fait en calculant le gradient de la fonction de perte

par rapport aux paramètres, c’est-à-dire la dérivée partielle de la fonction de perte ℓ(ŷ,y) 8

par rapport à chacun des paramètres du modèle :

[
∂ℓ(ŷ,y)
∂θ1

, ...,
∂ℓ(ŷ,y)
∂θ|θθθ|

]
= ∇θθθℓ(ŷ,y)

Puis, l’algorithme modifie les paramètres proportionnellement à la moyenne du gradient

de la fonction de perte par rapport aux paramètres sur les exemples dans les données d’en-

traînement S en fonction du pas λ :

θθθi+1 = θθθi − λ
1
|S|

|S|∑
i=1
∇θθθℓ(h(θθθi; xi),yi)

En d’autres mots, on prend un pas proportionnel au gradient de la fonction de perte par

rapport aux paramètres. À force de répétition, les valeurs des paramètres tendent vers un

minimum local de la valeur de ℓ où les gradients des paramètres sont nuls.

3.3.1 La descente de gradient stochastique

La descente de gradient peut aussi se faire sur un sous-ensemble des exemples dans S. La

descente de gradient stochastique [73] est une version modifiée de la descente de gradient où

chaque itération utilise un sous-ensemble aléatoire des exemples d’entraînement. La descente

8. Rappelons que h(θθθ; x) = ŷ est la sortie d’un modèle, tandis que y est la vraie cible associée au vecteur
de caractéristiques x.
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de gradient stochastique dite «pure» effectue chaque itération d’optimisation avec un seul

exemple :

θθθi+1 = θθθi − λ∇θθθℓ(h(θθθi; x),y), (x,y) ∈ S

Le terme englobe aussi des variantes de la descente de gradient stochastique où chaque

itération utilise un sous-ensemble strict de S [35].

3.3.2 La rétropropagation

Définition 33 (Rétropropagation 9). La rétropropagation est un algorithme qui calcule le

gradient par rapport aux paramètres ∇ℓθθθ(ŷi,yi) d’un réseau de neurones avec un nombre

d’opérations linéaire dans le nombre de paramètres du réseau de neurones.

Brièvement, remarquons que le calcul du gradient de la fonction de perte par rapport

aux paramètres d’un neurone dans la couche i requiert le gradient de la fonction de perte

par rapport aux paramètres des neurones dans la couche i + 1. Il est donc avantageux de

calculer le gradient par rapport aux paramètres des neurones de la couche i + 1, de stocker

en mémoire ce gradient et de réutiliser ces valeurs stockées durant le calcul du gradient par

rapport aux paramètres de la couche i. En calculant les dérivées partielles de la fonction de

perte par rapport aux paramètres du réseau de cette manière, le nombre d’opérations pour

calculer chaque dérivée partielle est indépendant de la taille du réseau. On obtient alors

9. La rétropropagation n’est pas présentée en détail dans ce document. La section 6.5 de [32], le chapitre
2 de [62] et l’article de blogue [64] sont des introductions à la rétropropagation dans un ordre décroissant
de formalité.
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le gradient de la fonction de perte par rapport aux paramètres du réseau avec un nombre

d’opérations linéaire dans le nombre de paramètres 10.

Ultimement, l’avantage de la rétropropagation qu’on cherche à souligner est sa réutilisa-

tion de l’information. En calculant les dérivées partielles en remontant le réseau à partir de la

sortie, la rétropropagation évite de traverser le réseau en son entièreté pour calculer chaque

dérivée partielle, ce qui évite un temps de calcul quadratique dans le nombre de paramètres.

3.4 L’universalité des réseaux de neurones

3.4.1 Les théorèmes d’approximation universelle

Les théorèmes d’approximation universelle sont des résultats mathématiques qui spéci-

fient les classes d’hypothèses de réseaux de neurones en fonction de leur largeur l ou de leur

profondeur p [18, 39, 42, 49, 51, 56, 68]. Le résultat de Cybenko en 1989 démontre que,

sous certaines conditions et avec une fonction d’activation spécifique, un réseau de neurones

avec une seule couche cachée de largeur possiblement exponentielle dans la largeur de l’entrée

peut approximer n’importe quelle fonction continue qui agit sur des espaces compacts [18].

Deux ans plus tard, Hornik a généralisé le résultat aux réseaux de neurones avec des fonc-

tions d’activation arbitraires, en autant qu’elles soient continues, non constantes et bornées

[42].

Récemment, des théorèmes d’approximation universelle sur des réseaux de neurones avec

une largeur linéaire dans la largeur de l’entrée et une profondeur arbitraire ont été décou-

verts [39, 49, 51, 56, 68], mais il reste à déterminer pour quelles familles de fonctions une

10. On suppose ici que le calcul de chaque dérivée partielle par rétropropagation pour un paramètre d’un
neurone exige un temps constant si on a accès au gradient de la fonction de perte par rapport aux paramètres
des neurones de la couche subséquente.
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profondeur exponentielle dans la largeur de l’entrée est nécessaire pour garantir une capacité

d’approximation. Une autre question de recherche intéressante est l’existence de théorèmes

d’approximation universelle pour des réseaux de neurones avec largeur et profondeur poly-

nomiales dans la largeur de l’entrée.

Mettons l’accent sur le fait que les théorèmes d’approximation universelle indiquent

l’existence de paramétrages qui correspondent arbitrairement bien à toutes les fonctions

dans certaines familles. Ces théorèmes ne garantissent rien quant à l’apprentissage des para-

mètres. Ces théorèmes sont surtout utiles pour comprendre l’étendue des classes d’hypothèses

de la famille des réseaux de neurones, mais ils n’offrent aucune information sur les méthodes

d’optimisation appropriées pour explorer ces classes d’hypothèses.
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Chapitre 4

L’apprentissage automatique quantique

En 2003, Peter Shor a publié un article [82] intitulé «Pourquoi n’a-t-on pas trouvé plus

d’algorithmes quantiques ?» 11 qui mettait en évidence l’écart entre le nombre d’algorithmes

découverts dans les cadres classique et quantique. Une des possibilités qu’il considère est que

l’ordinateur quantique opère d’une manière tellement différente des ordinateurs classiques que

les techniques de conception d’algorithmes et nos intuitions pour comprendre les modèles de

calcul échouent. La quantisation d’algorithmes classiques est donc possiblement une approche

contre-productive.

Définition 34 (Quantisation [3]). La quantisation d’un algorithme classique est la conver-

sion partielle ou totale de cet algorithme classique en un algorithme quantique afin d’amé-

liorer ses performances.

En d’autres mots, il est difficile de découvrir de nouveaux algorithmes quantiques ma-

nuellement ; il se pourrait donc que l’apprentissage automatique, un domaine centré sur les

11. Le titre original en anglais est «Why Haven’t More Quantum Algorithms Been Found ?»



algorithmes qui s’améliorent automatiquement à l’aide de données, soit très complémentaire

à l’informatique quantique.

L’apprentissage automatique quantique est le domaine résultant de la rencontre de l’ap-

prentissage automatique et de l’informatique quantique. On sépare les approches à l’appren-

tissage automatique quantique en quatre selon deux critères :

— Les données sont-elles classiques ou quantiques ?

— Le traitement de l’information est-il strictement classique ou inclut-il aussi le traite-

ment de l’information quantique ?

Ce faisant, on obtient quatre approches différentes à l’apprentissage automatique quan-

tique présentées dans le tableau 4.1.

Nous discutons surtout de l’approche qui utilise des données classiques et une combinaison

de traitement quantique et classique de ces données : nous cherchons à apprendre des circuits

quantiques.

4.1 Un survol de l’apprentissage automatique quan-
tique

En 2008, Sébastien Gambs a publié la première thèse de doctorat portant sur l’apprentis-

sage automatique quantique [30]. Comme il le dit, il y avait à cette époque 14 articles dans

la section quant-ph de l’arXiv qui contenaient le mot «learning», soit environ 700 de moins

qu’en septembre 2021. Maintenant, le terme «quantum machine learning» correspond à lui

seul à au moins 250 articles dans cette section de l’arXiv. Plus de 200 de ces articles ont paru

depuis 2018, suggérant que la croissance du domaine n’a pas directement suivi l’explosion

de l’apprentissage profond en 2012, mais qu’elle a été marquée plutôt par la publication de

[12] en 2017.
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Données Traitement de
l’information

Description

Classiques Classique Apprentissage automatique classique, incluant les cas
où les données sont une description classique d’un état
quantique afin d’être traitées par un processus classique.

Classiques Quantique Les données doivent être encodées dans l’état
d’un registre quantique avant d’être traitées
par un circuit quantique. L’algorithme doit
inclure des mesures pour extraire de l’in-
formation classique du système quantique.

Quantiques Classique Les données en entrée sont déjà encodées dans un sys-
tème quantique. Ces algorithmes n’effectuent aucun trai-
tement quantique des données, mais débutent plutôt
par des mesures sur les états quantiques en entrée.
Après la mesure, l’algorithme est purement classique.

Quantiques Quantique Les données en entrée sont représentées par un sys-
tème quantique et sont traitées par un circuit quantique.
Cette catégorie inclut surtout des sous-routines quan-
tiques qui peuvent être utilisées par une des approches
précédentes.

Tableau 4.1 – Un tableau décrivant quatre différentes approches à l’apprentissage automatique
classique ou quantique en fonction de la nature classique ou quantique des données et du traitement
de l’information.

Pour un survol des dernières années sur l’apprentissage automatique quantique, nous

recommandons l’article de Dunjko et Briegel [25] de 2018. Un bon point de départ pour

le cadre de données classiques et processeur quantique est l’article de Biamonte, Wittek,

Pancotti, Rebentrost, Wiebe et Lloyd [12] : rédigé par plusieurs autorités dans le domaine,

il en introduit les grandes lignes et il fournit une longue liste de références. Cependant, sa

lecture devrait être accompagnée par celle d’Aaronson [1] pour comprendre les limitations de
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l’algorithme HHL [40]. Pour un survol des fondements théoriques de l’apprentissage quan-

tique, nous recommandons [5] et les chapitres 4 à 6 de [30]. Pour une introduction spécialisée

sur l’apprentissage automatique quantique supervisé, le livre de Maria Schuld et Francesco

Petruccione [79] est un ouvrage semi-manuel semi-revue de littérature rempli d’exemples

pédagogiques et de clarifications de concepts de base tels que les différents encodages de

données et les différentes formulations de problèmes. Si on cherche tout de même une revue

de littérature plus récente, nous recommandons la pièce de perspective [28] et la consultation

de sa liste de références.

Les trois paragraphes suivants offrent des sélections d’articles pertinents en apprentissage

automatique quantique supervisé, non supervisé et par renforcement 12.

En 2003, Anguita et al. ont publié un premier article sur l’entraînement d’une machine à

vecteurs de support avec un ordinateur quantique (SVM ) [4]. Depuis, plusieurs quantisations

de modèles d’apprentissage supervisé ont été développés [40, 41, 44, 72, 79, 89].

Durant son doctorat, Sébastien Gambs a quantisé des algorithmes d’apprentissage non

supervisé comme l’algorithme de regroupement k-médianes [30, 3]. Depuis, plusieurs quan-

tisations d’algorithmes de regroupement ont été développées [12, 46, 47, 66, 69, 89].

Des travaux initiaux en apprentissage par renforcement quantique ont été présentés dans

[21, 22, 23]. Depuis, plusieurs autres travaux ont été faits [15, 26, 27, 38, 45, 52, 53, 67].

4.1.1 L’algorithme HHL : un avertissement

L’algorithme HHL [40] est un algorithme pour résoudre certains ensembles d’équations

linéaires avec un nombre d’étapes logarithmique dans le nombre d’équations, ce qui suggère la

12. Ces termes ne sont pas définis dans ce mémoire, mais nous supposons que le lectorat qui souhaite
consulter ces articles les a déjà rencontrés. Sinon, une description courte de cette terminologie se trouve dans
la section 5.1.3 de [32].
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possibilité d’obtenir une accélération exponentielle dans certains cas par rapport au meilleur

algorithme classique. Le fait que dans certains cas on obtienne une accélération exponentielle

a créé un grand intérêt pour ce qu’on appelle l’apprentissage automatique quantique à base

d’algèbre linéaire (QBLAS) : plusieurs algorithmes qui utilisent HHL comme sous-routine

dans un modèle d’apprentissage automatique ont été développés.

HHL est généralement interprété de façon erronée comme étant capable de résoudre des

systèmes de n équations en O(log n) étapes. Cependant, l’applicabilité de HHL à un système

d’équations donné est entravée par plusieurs conditions [1].

— HHL n’inclut pas de sous-routine pour encoder le vecteur b = (b1, ..., bn) dans un

état quantique 13 |b⟩ = ∑n
i=1 bi |i⟩. Donc, même si HHL pouvait résoudre le problème

Ax = b pour un vecteur b en temps O(log n), il faut une manière d’encoder b sur

un support quantique. Si encoder b ne se fait qu’en temps ω(log n), l’accélération de

HHL est dominée par le temps d’encodage. De plus, le problème existe aussi lors du

«décodage», c.-à-d. lorsqu’on extrait une solution classique de l’état quantique. La

sortie de HHL est une superposition |x⟩ = ∑n
i=1 xi |i⟩. Alors, si on souhaite observer

tous les éléments de x, il faut répéter l’algorithme au moins n fois.

— HHL nécessite que la matrice A soit éparse : le temps de calcul de HHL est propor-

tionnel au nombre d’éléments non nuls de A. Donc, pour préserver l’accélération, la

matrice A doit posséder au plus O(log n) éléments non nuls 14.

13. On suppose que les vecteurs b et x sont déjà normalisés.

14. Il existe aussi d’autres classes spéciales de matrices pour lesquelles il est possible de préserver l’accé-
lération.
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Définition 35 (Conditionnement d’une matrice[1]). Le conditionnement K d’une matrice

A est la valeur absolue du rapport entre la plus grande valeur propre λmax et la plus petite

valeur propre λmin de la matrice A :

K = λmax

λmin

— L’accélération de HHL est aussi limitée par le conditionnement K = de la matrice A.

Le temps de calcul est linéairement proportionnel à K. Donc, K doit être au plus

logarithmique dans n pour préserver l’accélération de HHL.

Une belle perspective sur HHL provient du même article d’Aaronson [1] qui présente les

trois points précédents : il note que «nous pourrions voir HHL moins comme un algorithme

quantique en soi que comme un gabarit pour d’autres algorithmes quantiques. On remplit

le gabarit en montrant comment préparer |b⟩, appliquer e−iAt, et mesurer |x⟩ dans un cas

spécifique d’intérêt, et ensuite on analyse soigneusement les performances résultantes par

rapport à celle du meilleur algorithme classique connu pour ce cas».

La présentation de HHL n’est pas reliée au reste de ce mémoire, mais elle sert plutôt

d’avertissement : il n’est pas possible d’obtenir une accélération exponentielle dans la résolu-

tion d’un système d’équations avec l’algorithme HHL pour un système d’équations arbitraire.

Cependant, décortiquer les implications de ces prérequis est un travail non trivial [1]. Il peut

donc y avoir beaucoup de battage médiatique (hype) entourant un algorithme avec une ap-

plicabilité limitée, et la loi de Brandolini [14] s’applique souvent aux articles d’apprentissage

automatique quantique qui en promettent trop.
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4.2 Les circuits quantiques paramétrés

Considérons une architecture quantique (définition 7). Si on représente les transforma-

tions des portes de cette architecture par un ensemble de paramètres, on obtient un circuit

quantique paramétré : l’architecture du circuit est fixe, mais les m portes quantiques du

circuit sont paramétrées. On représente ces transformations par un tuplet de paramètres θθθ.

Définition 36 (Circuit quantique paramétré). Un circuit quantique paramétré est un circuit

quantique Cθθθ dont certaines portes sont spécifiées par un tuplet de paramètres θθθ.

Il est important de se rappeler qu’on suppose que l’architecture d’un circuit quantique

est fixe durant un algorithme : les emplacements des portes ne changent pas, mais les trans-

formations effectuées par les portes sont paramétrées. Puisque les portes quantiques d’un

circuit quantique paramétré sont variables, un circuit quantique paramétré peut représenter

une famille des circuits quantiques avec cette architecture.

La décomposition de certaines portes quantiques d’arité l en un circuit quantique composé

de portes d’arité 2 requiert Ω(2l) portes [63]. Cependant, les circuits quantiques que nous

considérons sont composés de O(poly(l)) portes d’arité 2. Alors, même si toutes les portes

d’un circuit quantique paramétré d’arité 2 sont paramétrées, le circuit ne peut représenter

qu’un sous-ensemble des portes d’arité l qui agissent sur l qubits. Le sous-ensemble des

portes quantiques d’arité l qu’un circuit quantique paramétré peut représenter dépend de

son architecture. Il n’y a pas de cadre établi pour comparer les sous-ensembles que différentes

architectures de circuits quantiques paramétrés peuvent représenter [83].
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4.2.1 Les circuits quantiques paramétrés comme modèles d’ap-
prentissage automatique quantique analogues aux réseaux
de neurones classiques

Initialement proposés comme une généralisation de l’algorithme hybride de chimie quan-

tique VQE [70], les circuits quantiques paramétrés ont depuis explosé en popularité, devenant

un des modèles de choix en apprentissage automatique quantique en raison de leur simpli-

cité, de leur analogie simple aux réseaux de neurones classiques et de leur compatibilité

avec les appareils NISQ [77]. On peut considérer un circuit quantique paramétré comme un

modèle d’apprentissage automatique où l’optimisation des paramètres est effectuée par un

optimiseur classique [8].

x
Entrée ↓ Traitement Sortie

|0⟩

Cx |0⟩⊗|S| = |Ψx⟩ Cθθθ |Ψx⟩

|0⟩

... ... → ŷ

|0⟩

|0⟩
encodage modèle mesures

des données d’apprentissage

Figure 4.1 – Survol d’un circuit quantique paramétré représentant un modèle d’apprentissage
automatique quantique (basé sur la figure 1 de [2]). Les données d’entrée sont encodées sur un sup-
port quantique |Ψx⟩ à travers le circuit quantique Cx. Ensuite, les qubits qui encodent les données
sont traités par le modèle d’apprentissage quantique Cθθθ. Finalement, on effectue des mesures sur
les qubits en sortie Cθθθ |Ψx⟩ pour retirer de l’information classique ŷ 15. Cette information classique
sert à l’optimisation des paramètres θθθ du circuit quantique paramétré.

15. Dans la section 4.3, nous supposerons que la fonction de perte est encodée dans le circuit.
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Pour utiliser un circuit quantique paramétré comme modèle d’apprentissage automatique,

il faut :

(1) encoder les données classiques x sur un support quantique à l’aide d’un circuit quan-

tique Cx ;

(2) traiter les données encodées avec les portes paramétrées du circuit quantique para-

métré Cθθθ ;

(3) Effectuer des mesures sur les données traitées pour extraire de l’information clas-

sique.

Plusieurs scientifiques considèrent les circuits quantiques paramétrés comme étant ana-

logues aux réseaux de neurones classiques [2, 8, 16, 29, 74, 77, 83, 93]. Cependant, il

existe deux différences majeures.

Premièrement, l’ignorance d’un algorithme efficace de rétropropagation pour les circuits

quantiques a un impact sur le nombre d’opérations nécessaires pour optimiser les paramètres

d’un circuit quantique paramétré. Deuxièmement, nous supposons que les circuits quantiques

paramétrés sont composés de portes d’arité 2, tandis que chaque neurone dans un réseau de

neurones peut avoir une arité de sortie égale au nombre de neurones dans la couche précédente

et une arité de sortie égale au nombre de neurones dans la couche subséquente (voir figure

3.1).

Considérons le cadre de l’apprentissage supervisé vu dans la section 3.1. Avec une dis-

tribution inconnue D d’où les données S = {(x1,y1), ..., (xn,yn)} sont pigées, on cherche à

découvrir les valeurs des paramètres θθθ d’un modèle h(θθθ) qui associe les entrées aux sorties :

θθθ∗ = arg min
θθθ∈R|θθθ|

E(x,y)∼D[ℓ(h(θθθ; x),y)]
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Considérons l’ensemble de tous les circuits quantiques avec une architecture spécifique.

Tous les circuits dans cet ensemble se différencient uniquement par les transformations effec-

tuées par leurs portes. Cependant, les emplacements des portes sont tous les mêmes. Chaque

membre de cet ensemble peut être représenté par un circuit quantique paramétré avec la

même architecture que les circuits dans l’ensemble en instanciant les valeurs des paramètres

de ses portes si on suppose que chaque circuit dans cet ensemble a au moins un ensemble de

valeurs des paramètres qui y correspond. On peut alors considérer ce circuit quantique para-

métré comme un modèle d’apprentissage automatique qui représente la classe d’hypothèses

de tous les circuits quantiques avec cette architecture.

Puisqu’on a généralement seulement accès à un ensemble de données S de taille finie, on

se base sur le principe de minimisation du risque empirique ĥS(θ̂θθ) (Définition 26) :

θ̂θθ = arg min
θθθ∈R|θθθ|

|S|∑
i

[ℓ(h(θθθ; xi),yi)]

On cherche donc un paramétrage du circuit quantique paramétré qui minimise la fonction de

perte ℓ sur l’ensemble de données S dans le but de trouver un circuit quantique qui retourne

en sortie la meilleure approximation possible de la cible yi lorsqu’il reçoit en entrée le point

de données associé xi pour tout (xi, yi) ∼ D. Cette formulation correspond directement à la

formulation d’un problème d’apprentissage automatique supervisé où le modèle h(θθθ) est un

circuit quantique paramétré.

4.2.1.1 Un survol de l’encodage des données dans un état quantique

Jusqu’à maintenant, nous avons évité de mentionner l’encodage des données classiques

dans un état quantique. Dans cette sous-section, nous survolons brièvement cet aspect des

circuits quantiques paramétrés en tant que modèles d’apprentissage automatique. L’analyse
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de l’impact de cet aspect sur la performance d’un circuit quantique paramétré comme modèle

d’apprentissage automatique est un domaine de recherche actif et pertinent, mais il dépasse

l’étendue de ce travail.

L’encodage des données classiques sur un support quantique spécifie comment des données

classiques sont représentées par des états quantiques.

Définition 37 (Fonction d’encodage quantique (remaniée, puis traduite à partir de [78])).

Soit V = {v1, ...,vn} un ensemble de données classiques. Une fonction d’encodage quantique

est une fonction e qui associe chaque vecteur v ∈ V à un état quantique |Ψv⟩.

Par exemple, on pourrait encoder une séquence binaire x dans un état quantique à travers

la base de calcul des états quantiques :

e(x) = |x⟩

e.g. e(10) = |1⟩ ⊗ |0⟩ = |10⟩ = 0 |00⟩+ 0 |01⟩+ 1 |10⟩+ 0 |11⟩ =



0

0

1

0



Cette fonction d’encodage est généralement connue sous le nom d’encodage de base [79].

On peut également encoder les valeurs d’un vecteur classique normalisé directement dans

les amplitudes d’un état quantique.

Considérons le vecteur ( −1√
2 , 0,

1
2 ,

1
2) :
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e(x) =
n−1∑
i=0

xi |i⟩

e.g. e(−1√
2
, 0, 1

2 ,
1
2) = −1√

2
|00⟩+ 0 |01⟩+ 1

2 |10⟩+ 1
2 |11⟩ =



−1√
2

0
1
2

1
2



Cet encodage est connu sous le nom d’encodage d’amplitude [79]. Le vecteur qu’on encode

doit être normalisé auparavant selon la norme euclidienne pour que l’état quantique qui

encode les données soit légitime, c’est-à-dire qu’il existe sur l’hypersphère unitaire d’un espace

d’Hilbert.

Un sommaire de quelques fonctions d’encodages est repris de [79] et traduit dans le

tableau 4.2.

Données classiques Propriétés États quantiques
Encodage de base
b = [b1, . . . , bn] , bi ∈ {0,1} b encode x ∈ Rn en binaire |x⟩ = |b1, . . . , bn⟩
Encodage d’amplitude
x ∈ R2n ∑2n

i=1 |xi|2 = 1 |Ψx⟩ = ∑2n

i=1 xi|i⟩
A ∈ R2n×2m ∑2n

i=1
∑2m

j=1 |aij|2 = 1 |ΨA⟩ = ∑2n

i=1
∑2m

j=1 aij|i⟩|j⟩
Encodage Qsample
p(x),x ∈ {0,1}n ∑

x p(x) = 1 ∑
x

√
p(x)|x⟩

Tableau 4.2 – Extrait et traduction du tableau 3.5 de [79]. Ce tableau présente un sommaire de
quelques différents encodages de données classiques sur des supports quantiques.
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4.3 L’optimisation itérative de circuits quantiques pa-
ramétrés

Cette section considère différents algorithmes d’optimisation itératifs pour optimiser les

paramètres d’un circuit quantique paramétré. Ces méthodes requièrent l’estimation d’es-

pérances des mesures du circuit avec différentes valeurs des paramètres et peuvent parfois

nécessiter des modifications à l’architecture du circuit quantique paramétré qu’on optimise.

On suppose sans perte de généralité que la fonction de perte est encodée dans un circuit

quantique non paramétré qu’on attache au circuit quantique paramétré : l’espérance de la

sortie de ce circuit est une espérance de la valeur de la fonction de perte. La minimisation

cette espérance correspond donc à l’optimisation des paramètres du circuit.

On compare quelques algorithmes d’optimisation itératifs de circuits quantiques paramé-

trés selon trois aspects :

— Est-ce que la méthode d’optimisation requiert la modification de l’architecture du

circuit quantique paramétré ?

— Est-ce que l’algorithme d’optimisation fonctionne pour tout paramétrage possible des

portes du circuit, ou est-ce que l’algorithme d’optimisation requiert un paramétrage

spécifique pour chaque porte ?

— Combien d’espérances faut-il estimer pour utiliser la méthode d’optimisation ?

4.3.1 L’évaluation de gradients analytiques sur un ordinateur
quantique

En apprentissage profond, la descente de gradient sous-tend la grande majorité des al-

gorithmes d’optimisation [32]. Plusieurs recherches ont été effectuées pour développer des
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méthodes de calcul des dérivées partielles de la sortie d’un circuit quantique paramétré par

rapport aux paramètres des portes paramétrées du circuit [29, 37, 54, 57, 77].

Notamment, [76] présente la méthode de décalage de paramètre : dans un circuit quan-

tique paramétré, la dérivée partielle de la sortie du circuit par rapport à un paramètre réel

d’une porte quantique paramétrée d’arité 1 peut être estimée sans biais à partir d’au plus

4 espérances de résultats de circuits quantiques paramétrés similaires au circuit quantique

paramétré qu’on essaie d’optimiser. Dans le cas général d’une porte quantique d’arité 1, les

4 espérances nécessaires ne peuvent pas être calculées avec la même architecture que celle du

circuit quantique paramétré qu’on essaie d’optimiser : la porte quantique doit être décom-

posée en un circuit de petite taille et requiert l’utilisation d’un qubit ancillaire. La méthode

d’optimisation s’applique au cas général d’un circuit quantique : la méthode de décalage de

paramètre peut calculer la dérivée partielle tant que le paramètre est réel. Puisque chaque

dérivée partielle requiert l’estimation de 4 espérances de résultats de circuits quantiques, une

itération d’optimisation pour tous les paramètres d’un circuit quantique paramétré avec |θθθ|

paramètres requiert l’estimation de 4|θθθ| espérances.

Considérons un algorithme d’optimisation qui utilise la méthode de décalage de paramètre

à chaque itération pour calculer les dérivées partielles de la sortie du circuit par rapport à

tous les paramètres d’un circuit quantique paramétré. Le nombre d’opérations pour calculer

toutes les dérivées partielles de la sortie du circuit quantique paramétré par rapport aux

paramètres du circuit est quadratique dans |θθθ|, tandis que pour un réseau de neurones clas-

siques, l’algorithme de rétropropagation 3.3.2 requiert un nombre d’opérations linéaire dans

|θθθ| pour calculer toutes les dérivées partielles de la sortie du réseau par rapport aux para-

mètres. De plus, le calcul d’une dérivée partielle avec la méthode de décalage de paramètre

nécessite l’estimation d’espérances de résultats de circuit quantiques, contrairement au calcul
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classique de dérivées partielles. On doit donc mesurer la sortie du circuit assez de fois pour

obtenir une confiance désirée dans l’estimation de la dérivée partielle [6].

4.3.2 Rotosolve et Rotoselect

Rotosolve [65] est un algorithme d’optimisation de circuit quantique paramétré qui ne

modifie pas l’architecture du circuit et qui estime trois espérances du résultat du circuit quan-

tique paramétré pour chaque paramètre. Cependant, la méthode d’optimisation ne s’applique

pas au cas général d’un circuit quantique paramétré. Rotosolve ne s’applique qu’aux circuits

quantiques paramétrés où les portes paramétrées sont des portes de rotation à un qubit.

Considérons un circuit quantique paramétré Cθθθ qui agit sur un registre |Ψ⟩ de l qubits et

qui est constitué de |θθθ| portes paramétrées (Ui)|θθθ|
i=1 et d’un nombre arbitraire de portes fixes.

Chaque porte paramétrée est une porte d’arité 1 de la forme Ud = exp
(
−i θi

2 Hi

)
où Hi est

une matrice hermitienne et unitaire et θi ∈ (−π, π] est un angle de rotation. On peut donc

représenter les paramètres du circuit comme un vecteur θθθ ∈ (−π, π]|θθθ| et l’ensemble des ma-

trices hermitiennes et unitaires comme un vecteur de matricesHHH = [H1,...,H|θθθ|]. Le problème

d’optimisation est alors de trouver θ∗θ∗θ∗ = arg minθθθ ⟨Cθθθ,HHH |Ψ⟩⟩ où ⟨·⟩ représente l’espérance de

la sortie du circuit (section 2.1.3). Rotosolve calcule l’angle optimal θ∗
i pour la porte Ui en

gardant le reste du circuit fixe, tandis que Hi est traité comme un hyperparamètre. Ce calcul

nécessite l’estimation de trois espérances ⟨Cθθθ,HHH |Ψ⟩⟩ avec des valeurs différentes de θi. Chaque

angle est optimisé pour chaque porte dans (Ui)|θθθ|
i=1 de manière séquentielle jusqu’à ce qu’un

critère d’arrêt soit atteint. Alors, si le circuit contient |θθθ| portes de rotation paramétrée, une

itération d’optimisation requiert l’estimation de 3|θθθ| espérances. Puisque l’angle θ∗
i n’est op-

timal que lorsque le reste du circuit est fixe, l’algorithme peut modifier tous les paramètres

plusieurs fois avant d’atteindre un critère d’arrêt.
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Rotoselect[65] est un algorithme similaire, mais qui choisit conjointement θ∗
i et H∗

i en

calculant l’angle optimal pour plusieurs possibilités de Hi. Notons que le choix de Hi n’affecte

pas l’architecture du circuit tel que nous l’avons définie (définition 7).

4.3.3 Baqprop

Un article [88] publié sur arXiv, mais qui n’a pas encore été évalué par des pairs, propose

Baqprop, une approche très intéressante à la descente de gradient dans les circuits quan-

tiques paramétrés. En simulant les paramètres réels du circuit quantique paramétré avec

l’ordinateur quantique, Baqprop utilise le transfert de phase (phase kickback) pour obtenir

de l’information sur les dérivées partielles du circuit d’une manière similaire à la rétropropa-

gation. Une description précise de la complexité de calcul et du comportement de l’algorithme

proposé va au-delà de la compréhension de la technique utilisée. Bien que nous sommes en-

thousiastes au sujet de l’article, nous pensons qu’un travail supplémentaire est nécessaire

pour valider certains des aspects spécifiques de l’approche et pour fournir une analyse plus

précise du nombre d’opérations de l’approche.

L’article présente deux approches à l’optimisation des circuits quantiques paramétrés.

Une approche utilise un algorithme d’optimisation itératif où chaque itération requiert plu-

sieurs mesures pour estimer la sortie du circuit avant de modifier les paramètres du circuit

quantique paramétré. L’autre approche ne repose pas sur un algorithme d’optimisation itéra-

tif comparable à la première approche : le processus d’optimisation est entièrement cohérent

et produit à la fin une fonction d’onde sur l’ensemble des valeurs des paramètres. Il est pos-

sible par la suite d’approximer les valeurs classiques des paramètres en estimant la sortie du

circuit avec plusieurs mesures.
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Malheureusement, il y a trop de facteurs inconnus concernant cette deuxième approche

pour pouvoir effectuer une comparaison rigoureuse avec l’approche basée sur une optimisation

itérative de paramètres réels classiques.

4.3.4 Une approche simple et robuste à l’apprentissage quantique

Dans cette section, nous proposons une approche simple et robuste permettant l’ap-

prentissage des paramètres d’un circuit quantique paramétré. L’approche est un algorithme

d’optimisation itératif qui nécessite l’estimation d’une seule espérance, qui ne modifie pas le

circuit et qui fonctionne pour tout circuit quantique paramétré où les paramètres des portes

paramétrées sont des nombres réels. Les paramètres sont optimisés un par un. L’approche

naïve, mais robuste que nous décrivons ici teste l’impact d’une modification directement sur

la fonction de perte.

Dans les réseaux de neurones, l’étape d’optimisation principale consiste à ajuster légè-

rement tous les paramètres du réseau. La modification de tous les paramètres du réseau

requiert un nombre d’opérations linéaire dans le nombre de paramètres du réseau en raison

de l’algorithme de rétropropagation (section 3.3.2). Dans le cas des circuits quantiques, où

aucun équivalent n’est connu à la rétropropagation, on peut obtenir plusieurs algorithmes

d’optimisation qui demandent un nombre d’opérations quadratique dans le nombre de para-

mètres.

Considérons l’algorithme d’optimisation basé sur la méthode de décalage de paramètre

(section 4.3.1). Cet algorithme exige un nombre d’opérations quadratique dans le nombre de

paramètres pour calculer les dérivées partielles de la sortie d’un circuit quantique paramétré

par rapport à ses paramètres. Le signe de la dérivée partielle donne la bonne direction

d’optimisation et sa valeur multiple la taille de la modification effectuée aux paramètres.
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Cependant, la dérivée partielle de la sortie d’un circuit par rapport à un paramètre ne

fournit pas directement une valeur optimale du paramètre : la dérivée partielle fournit de

l’information sur la direction et l’amplitude de la modification localement optimale, mais il

faut choisir une taille de pas λ et modifier les paramètres du circuit quantique paramétré

de manière itérative avec un algorithme de descente de gradient. Avec un algorithme comme

la rétropropagation qui calcule toutes les dérivées partielles des paramètres d’un réseau de

neurones avec un nombre d’opérations linéaire dans le nombre de paramètres, un algorithme

de descente de gradient est justifié. Dans l’absence d’un algorithme aussi efficace que la

rétropropagation pour calculer les dérivées partielles des paramètres d’un circuit quantique

paramétré, il n’est pas du tout évident que la modification engendrée par la descente de

gradient est préférable à une modification qui est directement testée en estimant la valeur

de la fonction de perte après cette modification.

On peut aussi envisager l’utilisation de Rotosolve (section 4.3.2). Avec trois espérances,

Rotosolve calcule l’angle optimal pour une porte quantique de rotation à un paramètre en

gardant le reste du circuit fixe : la modification de tous les paramètres d’un circuit quantique

paramétré exige donc un nombre d’opérations quadratique dans le nombre de paramètres.

Notons cependant que, si on modifie la valeur d’un angle, alors la valeur optimale des autres

angles peut changer. Notons aussi que le comportement de cet algorithme durant l’optimi-

sation d’un circuit quantique paramétré en tant que modèle d’apprentissage automatique

dépend de l’encodage des données. Si le circuit traite un exemple à la fois, alors l’algo-

rithme retourne un angle qui est optimal pour ce seul exemple. Il n’est pas du tout évident

que prendre la moyenne d’un ensemble de ces angles calculés pour des exemples différents

retourne un angle qui est optimal en moyenne sur l’ensemble de ces exemples.
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Baqprop (section 4.3.3) est une approche prometteuse pour optimiser les paramètres d’un

circuit quantique paramétré par descente de gradient. Cependant, cette approche a pour le

moment trop de facteurs inconnus pour qu’on puisse en faire une analyse détaillée et la

comparer avec les autres algorithmes d’optimisation itératifs que nous considérons.

4.3.4.1 Un algorithme d’optimisation basé sur l’escalade

Une manière d’optimiser les paramètres θθθ ∈ R|θθθ| d’un circuit quantique paramétré est par

escalade (algorithme 2) : l’algorithme choisit un paramètre θi ∈ θθθ et un signe d ∈ {−1,+1} au

hasard. On ajoute ou on soustrait une modification légère λ > 0 à θi pour obtenir θ′
i = θi+dλ.

La valeur de la fonction de perte est estimée pour θi et pour θ′
i en mesurant la sortie du circuit

τ fois (algorithme 1), ce qui demande d’avoir un ordinateur quantique. Si la valeur estimée de

la fonction de perte n’est pas plus grande pour θ′
i que pour θi, alors on modifie le paramètre :

θi ← θ′
i . Sinon, on rejette la modification. Pour compléter cet algorithme simple, on n’a qu’à

répéter les étapes précédentes.

Algorithme 1 : Estimer la perte
Arguments : Cθθθ un circuit quantique paramétré spécifié par les paramètres θθθ ;
|Ψxi
⟩ un état quantique qui encode xi ; τ un nombre de répétitions ; ℓ une fonction

de perte;
Initialiser c← 0 ;
pour τ fois faire

m← résultat de la mesure de Cθθθ(|Ψxi
⟩) ;

c← c+ ℓ(m) ;
fin
c← c/k ;
retourner c

4.3.4.2 Modifications possibles de l’algorithme

Plusieurs modifications peuvent être apportées à l’algorithme pour changer son compor-

tement. Dans cette section, nous en présentons quelques-unes.
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Algorithme 2 : Apprentissage quantique par escalade
Arguments : λ la longueur du pas ; τ un nombre de répétitions ; E un algorithme
pour estimer la perte ; un critère d’arrêt ;

Initialiser θθθ = [θ1,...,θ|θθθ|] de façon aléatoire;
c← E(θθθ,k) ;
tant que critère d’arrêt n’est pas atteint faire

choisir un indice i ∈ {1,..., |θθθ|} ;
choisir un signe d ∈ {−1,+ 1} ;
θθθ′ ← [θ1,..., θi + dλ, ..., θ|θθθ|] ;
c′ ← E(θθθ′,τ) ;
si c′ ≤ c alors

c← c′;
θθθ ← θθθ′;

fin
fin

Un élément que nous avons évité de spécifier dans nos algorithmes est le calcul de la

fonction de perte ℓ. Rappelons que nous supposons que la fonction de perte est encodée dans

le circuit quantique. Puisque le calcul de la fonction de perte se fait généralement sur des

exemples qui proviennent d’un ensemble de données, l’algorithme 1 peut être modifié pour

prendre la moyenne de la fonction de perte sur plusieurs exemples.

Nous pourrions aussi altérer l’algorithme 2 pour qu’il modifie plusieurs paramètres simul-

tanément durant chaque itération de l’optimisation au lieu de modifier un seul paramètre.

Une autre modification possible tente d’inverser le signe d si la modification ne diminue

pas la valeur estimée de la fonction de perte. Si on traverse les paramètres de manière sé-

quentielle au lieu d’aléatoire, cette modification permet d’explorer des possibilités de régimes

pour les valeurs de λ : si aucune modification ne diminue la valeur estimée de la fonction de

perte, il se peut qu’une diminution de λ permette à l’algorithme de continuer à optimiser le

circuit.

Il est aussi possible de persévérer dans la même direction lorsque l’algorithme trouve une

modification : si l’addition de dλ au paramètre θi a diminué la valeur estimée de la fonction
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de perte, répéter cette modification pourrait également être bénéfique. Il est aussi possible

d’envisager des modifications de λ si on continue à modifier θi.

Une autre modification intéressante implique de spécifier une distribution pour l’initiali-

sation des paramètres du circuit quantique paramétré. Dans le cas des réseaux de neurones

profonds classiques, l’initialisation peut avoir une influence importante sur l’apprentissage

et, ultimement, la performance du modèle [31].
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Chapitre 5

Une architecture universelle de circuit

quantique

Dans ce chapitre, nous présentons une famille d’architectures quantiques universelles ba-

sée sur la répétition de circuits quantiques paramétrés avec l’architecture d’un réseau de per-

mutation. Les membres de cette famille sont universels dans le sens qu’un circuit quantique

paramétré avec une profondeur dans l’ordre exact de p lg l dont les portes sont organisées

selon l’architecture universelle indexée par l et p peut représenter n’importe quel circuit quan-

tique d’arité 2, de largeur l et de profondeur p . Dans le cas de l’apprentissage des circuits

quantiques paramétrés, l’utilisation d’un circuit avec une architecture universelle remplace

le problème combinatoire du choix de la structure du circuit par le problème d’optimisation

continue des paramètres des portes du circuit quantique paramétré avec l’architecture univer-

selle appropriée, un problème qui se prête mieux aux techniques d’apprentissage automatique

comme la descente de gradient.

Cette architecture universelle par permutation est composée de portes quantiques para-

métrées d’arité 2. Chaque module du circuit est composé de portes arrangées selon la struc-

ture d’un réseau de permutation, permettant de réarranger l qubits en profondeur O(lg l).



En répétant ces modules p fois, on peut plonger un circuit de profondeur p d’arité 2 avec une

architecture arbitraire dans l’architecture universelle. Sans perte de généralité, l’architecture

universelle est présentée pour les circuits dont la largeur l est une puissance de 2.

L’établissement d’une architecture universelle par répétition de réseaux de permutation

n’est pas une nouvelle idée [85]. Dans [11], les auteurs établissent des architectures quan-

tiques de largeur l2p et de profondeur p universelles pour des circuits composés de familles

très restreintes de portes avec des portes non bornées. On peut décomposer les portes non

bornées en circuits de profondeur logarithmique pour obtenir des architectures de profondeur

p lg l. Par contre, ces résultats d’universalité ne tiennent que pour des familles de circuits

constitués de portes de certains sous-ensembles très limités, alors que notre objectif est de

pouvoir plonger un circuit constitué de portes d’arité 2 arbitraires dans un circuit avec une

architecture fixe.

5.1 Une porte quantique d’arité 2 paramétrée

L’élément de base de notre architecture est une manière de paramétrer toute porte quan-

tique à deux qubits avec des portes quantiques d’arité 1 à un paramètre et des portes CNOT .

Le paramétrage choisi doit être général : pour toute porte quantique d’arité 2, au moins

un paramétrage doit y correspondre. Pour faciliter l’optimisation, la porte quantique para-

métrée doit rester légitime pour des paramètres réels arbitraires. Si on veut modifier une

porte quantique, l’unitarité doit être préservée pour que la porte reste légale. Donc, la mo-

dification des paramètres de la porte doit se faire de manière arbitraire sans que la porte

perde son unitarité. Notamment, il n’est pas possible de modifier directement les éléments

d’une matrice unitaire et de préserver l’unitarité de cette matrice sans choisir soigneusement
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chaque modification. Considérer les éléments d’une matrice unitaire U4×4 ne répond donc

pas à nos critères.

L’ensemble des portes quantiques qui agissent sur l qubits forme une variété de dimension

l2 − 1 qui est un sous-ensemble des matrices complexes. Quinze paramètres réels sont donc

nécessaires pour spécifier l’ensemble des portes quantiques d’arité 2, contrairement aux 32

paramètres réels nécessaires dans le cas de matrices complexes générales 4 par 4.

Les auteurs de [87] présentent un circuit quantique paramétré qui réalise n’importe quelle

porte quantique d’arité 2 avec 7 portes paramétrées d’arité 1 et de 3 portes CNOT (figure

5.1).

U

U11 Rz • U13

≡
U21 • Ry Ry • U24

Figure 5.1 – Décomposition d’une porte quantique d’arité 2 en portes d’arité 1 et en portes CNOT
(reproduction de la figure 7 de [87]).

Les portes Ry et Rz sont des portes quantiques à un seul paramètre dans R :

Ry(θ) =

 cos θ
2 sin θ

2

− sin θ
2 cos θ

2

 , Rz(α) =

 ei α
2 0

0 e−i a
2


Les portes U11, U21, U13, U24 sont des portes quantiques arbitraires d’arité 1. Toute porte

quantique d’arité 1 peut être décomposée en trois portes à un paramètre réel, ce qui est un

nombre nécessaire et suffisant de paramètres [7] :

U2×2(α, θ, β) = Rz(α)Ry(θ)Rz(β)
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Le circuit quantique paramétré présenté dans [87] implémente une porte quantique d’arité

2 arbitraire avec 15 paramètres, un nombre de paramètres nécessaire et suffisant. Ce circuit

quantique a une largeur de 2, une profondeur de 11 et il est composé de 15 portes d’arité 1

à un paramètre et 3 portes CNOT si on suppose que les portes unitaires générales d’arité 1

ont été décomposées en trois portes unitaires à un paramètre.

5.2 Les réseaux de permutation

Les réseaux de permutation [9, 19] peuvent générer n’importe quelle permutation de

l éléments données en entrée au réseau en choisissant de façon adéquate comment chaque

porte du réseau agit.

Définition 38 (Réseau de permutation). Un réseau de permutation est une grille en deux

dimensions. Cette grille est composée de fils horizontaux qui contiennent des éléments, et de

couches verticales contenant des portes qui peuvent permuter les valeurs des fils en entrée

ou pas. Les éléments dans les fils procèdent à travers l’architecture de gauche à droite et

chaque fil de l’architecture est connecté à au plus une porte par couche. Le réseau permet de

retourner n’importe quelle permutation des éléments en entrée en spécifiant quelles portes

doivent permuter leurs entrées.

Définition 39 (Réseau de permutation de Beneš). Un réseau de permutation de Beneš [9]

est un réseau de permutation avec l fils, des portes d’arité 2, et 2 lg l − 1 couches où chaque

couche contient l/2 portes.

On quantise un réseau de permutation en remplaçant les éléments en entrée par des qubits

et les portes qui peuvent permuter les éléments par des portes quantiques paramétrées qui

agissent sur les qubits (section 5.1). L’architecture d’un tel circuit quantique est un module

de permutation quantique.

82



Figure 5.2 – Un réseau de permutation de Beneš [9] pour 8 éléments.

Définition 40 (Module de permutation quantique). Un module de permutation quantique

est réseau de permutation où les éléments en entrée sont des qubits et les portes qui agissent

sur les éléments sont des portes quantiques.

Définition 41 (Module de permutation quantique de Beneš). Un module de permutation

quantique de Beneš (figure 5.3) est une architecture de circuit quantique paramétré avec

un arrangement de portes identique à un réseau de permutation de Beneš. La largeur d’un

module de permutation quantique de Beneš est donc l, tandis que sa profondeur est 2 lg l−1

et sa taille est l lg l − l
2 .

5.3 La famille d’architectures universelles et ses carac-
téristiques

Chaque module de permutation quantique de largeur l permet de réarranger l qubits

dans un ordre arbitraire. Après chaque module de permutation quantique, nous insérons une

couche de portes quantiques d’arité 2 entre les qubits voisins qu’on appelle module de calcul.

Définition 42 (Module de calcul). Un module de calcul est une architecture de circuit

quantique paramétré de largeur l et de profondeur 1 constituée de portes quantiques d’arité

2 qui agissent sur des paires de qubits voisins.
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Figure 5.3 – Un module de calcul pour 8 éléments. Le module est constitué de portes quantiques
arbitraires qui agissent sur des paires voisines de qubits.

Un circuit quantique paramétré dont l’architecture est un module de permutation quan-

tique suivi d’un module de calcul peut simuler une couche de portes à deux qubits avec

une architecture arbitraire. En répétant cette construction plusieurs fois, on obtient une

architecture universelle par permutation.

Définition 43 (Architecture universelle par permutation). Une architecture universelle par

permutation est une architecture quantique universelle pour la famille Fl,p de circuits quan-

tiques d’arité 2, de largeur l et de profondeur p (définition 15). Cette architecture est com-

posée de p modules de permutation quantiques et de calcul en alternance.

Définition 44 (Famille d’architectures universelles par permutation). On note Pl,p la fa-

mille d’architectures de largeur l (définition 14) composées de p modules de permutation

quantiques et de calcul en alternance.

Théorème 5.3.1 (Universalité de l’architecture universelle par permutation). Soit la famille

Fl,p de circuits quantiques d’arité 2, de largeur l et de profondeur p (définition 15). Tout

circuit quantique dans Fl,p peut être obtenu à partir d’un circuit quantique dont l’architecture

est n’importe quel élément de la famille Pl,p en spécifiant correctement les portes de ce circuit.
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Démonstration. Considérons la première couche du circuit quantique C qu’on cherche à

plonger dans l’architecture universelle. Spécifions les portes du premier module par permuta-

tion pour que les paires de qubits qui interagissent dans la première couche de C se retrouvent

côte à côte. Ajoutons un module calcul et spécifions les portes de ce module comme étant

les portes dans la première couche de C. Répétons cette séquence pour toutes les couches

du circuit quantique qu’on cherche à plonger. L’architecture universelle par permutation est

alors composée de p modules de permutation quantiques et de calcul en alternance pour un

total de 2p modules. □

Définition 45 (Architecture universelle par permutation de Beneš). Une architecture uni-

verselle par permutation de Beneš est une architecture universelle par permutation dont

l’architecture de chaque module de permutation quantique est la même qu’un module de

permutation quantique de Beneš.

Si on utilise le réseau de Beneš comme module de permutation quantique, on obtient

immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 5.3.2 (Universalité de l’architecture universelle par permutation de Beneš). Tout

circuit quantique dans Fl,p peut être obtenu à partir d’un circuit quantique dont l’architec-

ture est l’architecture universelle par permutation de Beneš dans Pl,p. La taille de ce circuit

quantique paramétré est pl lg l, sa largeur est l et sa profondeur est 2p lg l.

Chaque porte d’arité 2 est paramétrée par un circuit quantique fixe avec 7 portes pa-

ramétrées d’arité 1 et 3 portes CNOT (section 5.1). Notons que le paramétrage des portes

des modules de calcul doit être général, mais le paramétrage des portes des modules de

permutation quantiques doit au moins contenir les portes SWAP et Identité.
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Figure 5.4 – Un exemple de plongement d’un circuit quantique arbitraire dans un circuit quantique
avec l’architecture universelle par permutation de Beneš. Les portes des modules de permutation
quantiques doivent permuter les qubits correctement. Toutes les portes sont d’arité 2 et agissent
donc seulement sur les 2 qubits aux extrémités de chaque porte.

Corollaire 5.3.3 (Complexité du circuit quantique paramétré avec l’architecture universelle

par permutation de Beneš). Un circuit quantique paramétré avec l’architecture universelle par

permutation de Beneš dans Pl,p où chaque porte quantique générale d’arité 2 est paramétrée

par le circuit présenté dans la section 5.1 a une largeur de l et une profondeur de 22p lg l. Ce

circuit contient 15pl lg l portes quantiques d’arité 1 à un paramètre et 3pl lg l portes CNOT.

5.4 L’architecture universelle comme modèle d’ap-
prentissage automatique

En combinant une architecture universelle par permutation dans Pl,p avec un optimiseur

classique, on obtient un modèle d’apprentissage automatique avec une classe d’hypothèses

qui inclut tous les circuits quantiques d’arité 2, de largeur l et de profondeur p, peu importe

leur architecture. L’utilisation d’un circuit quantique paramétré Cθθθ avec une architecture

universelle par permutation dans Pl,p comme modèle d’apprentissage comporte un avantage

majeur. Rappelons que l’erreur de généralisation est la somme de l’erreur d’estimation (dé-

finition 30) et d’approximation (définition 29). L’erreur d’estimation peut être diminuée en
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optimisant les paramètres d’un modèle d’apprentissage. Cependant, l’erreur d’approxima-

tion est indépendante des valeurs des paramètres : l’erreur d’approximation ne change pas

à moins que H ne change. Si un modèle spécifie H, alors ce modèle doit être modifié si on

souhaite améliorer l’erreur d’approximation.

Optimiser le choix de modèle d’apprentissage automatique est un problème d’optimisation

discret : les algorithmes d’optimisation itératifs que nous avons considérés ne s’appliquent

pas à la sélection de H. L’optimisation de H est généralement beaucoup plus difficile comme

problème que l’optimisation de θθθ. Dans le cas d’un circuit quantique paramétré avec une

architecture naïve, l’optimisation de H revient à optimiser l’architecture du circuit.

Supposons qu’on essaie de trouver un circuit quantique C de largeur l, de profondeur p et

d’arité 2. Si on se permet d’augmenter la profondeur du circuit légèrement — par exemple,

de multiplier la profondeur par un facteur logarithmique si on utilise l’architecture univer-

selle par permutation de Beneš —, on peut utiliser un circuit quantique paramétré avec une

architecture universelle dans Pl,p pour transformer le problème d’optimisation d’architecture

du circuit en problème d’optimisation des paramètres du circuit. Les algorithmes d’optimisa-

tion itératifs présentés dans la section 4.3 peuvent alors attaquer ce problème. L’architecture

universelle ne garantit pas qu’un algorithme d’optimisation itératif sera en mesure de trouver

les valeurs des paramètres appropriées. Cependant, le problème d’optimisation passe tout de

même du cadre discret au cadre continu, ce qui permet d’utiliser des méthodes d’optimisa-

tion continue. La minimisation de fonctions convexes est un bon exemple de l’avantage que le

cadre continu peut avoir sur le cadre discret : la méthode de l’ellipsoïde dûe à Khachiyan [48]

résout des problèmes d’optimisation linéaire en temps polynomial dans la taille de l’entrée,

contrairement à la méthode du simplexe de Dantzig qui a une complexité dans le pire cas

qui est exponentielle dans la taille de l’entrée [20].
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Figure 5.5 – Un modèle d’apprentissage à base de l’architecture universelle optimisée par un
algorithme d’optimisation itératif tel que l’algorithme d’escalade (hill climbing) présenté dans l’al-
gorithme 2.
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Chapitre 6

Conclusions et directions futures

Ce que nous pouvons accomplir en travaillant dans les paradigmes de l’informatique quan-

tique et de l’apprentissage automatique est une direction de recherche prometteuse en pleine

croissance. L’informatique quantique se définit par opposition à l’informatique classique en

tirant parti des phénomènes de la théorie quantique pour dépasser les limites du traitement

de l’information classique. De manière complémentaire, les algorithmes d’apprentissage au-

tomatique se distinguent des algorithmes conventionnels en s’améliorant automatiquement

avec des données. Dans ce mémoire, nous avons envisagé d’utiliser le paradigme de l’appren-

tissage automatique pour apprendre un circuit quantique. Ceci a conduit à considérer les

circuits quantiques avec des portes régies par des paramètres classiques comme des modèles

d’apprentissage automatique. L’exploration de cette problématique a mené à deux contribu-

tions et plusieurs directions futures de recherche.



6.1 Première contribution : Une méthode d’optimisa-
tion simple, mais robuste, pour les circuits quan-
tiques paramétrés

La première contribution de ce mémoire est d’avoir établi un cadre de comparaison pour

les différents algorithmes d’optimisation itératifs de circuits quantiques paramétrés comme

modèles d’apprentissage automatique quantique. Les articles d’apprentissage automatique

quantiques sont souvent écrits d’un point de vue de la physique qui ne tient pas compte de

la complexité d’un algorithme, ce qui rend difficile la comparaison de l’efficacité de différents

algorithmes d’optimisation. Alors, en premier lieu, la comparaison des nombres d’opérations

des différents algorithmes d’optimisation itératifs a requis l’établissement d’un cadre com-

mun. Tous ces algorithmes agissent de manière similaire : le circuit quantique paramétré est

roulé plusieurs fois avec une valeur fixe des paramètres pour estimer l’espérance de la sortie

du circuit, et les paramètres sont modifiés pour améliorer la valeur de cette espérance par

rapport à une fonction objectif. Cette similarité conceptuelle nous permet de comparer ces

algorithmes théoriquement.

On contraste ces algorithmes d’optimisation itératifs de circuits quantiques paramétrés

selon trois aspects :

— Est-ce que le circuit original doit être modifié pour optimiser le circuit quantique

paramétré ?

— Est-ce que l’algorithme d’optimisation fonctionne pour tout circuit quantique para-

métré, ou est-ce que l’algorithme d’optimisation requiert un paramétrage spécifique

pour chaque porte du circuit ?

— Combien d’espérances de mesures est-ce que l’algorithme d’optimisation en question

requiert ?
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Cette comparaison a mené à la conception d’un algorithme d’optimisation itératif simple,

mais robuste basé sur l’algorithme d’escalade (hill climbing). Cet algorithme ne demande pas

de modifier le circuit original, s’applique à n’importe quel circuit quantique paramétré par

des nombres réels et ne requiert que l’estimation d’une espérance de mesures.

6.2 Deuxième contribution : Une famille d’architec-
tures universelles par permutation de circuits
quantiques paramétrés

La deuxième contribution de ce mémoire est l’établissement d’une famille d’architectures

universelles par permutation pour des circuits quantiques d’architectures arbitraires. N’im-

porte quel circuit quantique d’arité 2, de largeur l et de profondeur p peut être plongé dans

un circuit quantique paramétré de largeur l et de profondeur O(p log l) si ce circuit quantique

paramétré est connecté selon l’architecture universelle appropriée basée sur l’architecture du

réseau de Beneš pour l éléments. Les aspects principaux de cette contribution sont :

— L’établissement d’une architecture universelle basée sur une séquence de quantisations

de réseaux de permutation.

— Le choix d’un paramétrage universel d’une porte quantique arbitraire d’arité 2 avec

une architecture composée de portes quantiques paramétrées d’arité 1 et de portes

CNOT.

— La quantisation et la comparaison des réseaux de permutation et de tri en tant qu’ar-

chitectures qui permettent de permuter des qubits de manière arbitraire.

Un circuit quantique paramétré avec cette architecture universelle présente l’avantage de

pouvoir représenter n’importe quel circuit quantique d’arité 2 d’une profondeur légèrement

plus petite, peu importe les connexions dans ce circuit quantique. L’architecture universelle
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permet donc de troquer une augmentation de la profondeur contre la capacité de représen-

ter des circuits d’arité 2 connectés de manière arbitraire. Cet échange permet de cerner la

capacité de représentation des circuits quantiques paramétrés avec cette architecture et de

transformer le problème difficile d’optimisation d’architecture de circuit en problème moins

difficile d’optimisation des paramètres d’un circuit.

6.3 Directions futures

Dans cette section, nous présentons quelques directions futures pour des projets de re-

cherche reliés à ce que nous avons présenté dans ce mémoire.

6.3.1 L’expressivité des circuits quantiques paramétrés

Nous avons présenté une famille d’architectures quantiques universelles P indexée par l

et p telle qu’un circuit quantique arbitraire d’arité 2, de largeur l et de profondeur p peut

être plongé dans le membre Pl,p de P en instanciant les paramètres de Pl,p aux valeurs

appropriées (telles que données explicitement dans notre construction). L’architecture Pl,p a

une profondeur p′ = 2p log(l) et une largeur l′ = l.

Classiquement, nous avons discuté des classes d’hypothèses du cadre de minimisation du

risque empirique, ainsi que des théorèmes d’approximation universelle reliés aux réseaux de

neurones. Quantiquement, nous avons aussi discuté de l’universalité par rapport aux familles

de circuits. Cependant, nous avons évité de discuter de l’universalité par rapport aux familles

de fonctions. Nous avons évité ce sujet en partie parce que le domaine n’est pas bien établi,

mais certains articles ont commencé à explorer l’idée [2, 24, 83]. L’idée de tisser les liens

entre ces différentes sortes d’universalité est une direction de recherche prometteuse.
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6.3.2 L’encodage des données

Dans le chapitre 3, nous avons brièvement présenté différentes méthodes d’encodage des

données (tableau 4.2.1.1). Ces méthodes sont implémentées par des circuits fixes avec des

portes définies. Un sous-champ récent de recherche explore des circuits où l’encodage des

données est appris [55, 93]. Enquêter sur les différentes méthodes d’encodage, soit fixes ou

par apprentissage, pourrait être intéressant et pourrait tisser des liens entre l’expressivité de

circuits quantiques et la méthode d’encodage de données classiques sur un support quantique.

6.3.3 Le lien entre l’universalité par permutation et l’universalité
des réseaux de neurones

Nous avons présenté plusieurs concepts reliés à l’universalité. Premièrement, nous avons

survolé l’universalité des réseaux de neurones par rapport à certaines familles de fonctions.

Puis, nous avons présenté l’universalité de certaines architectures de circuit qui peuvent

simuler des familles de circuits de taille plus petite. Ce faisant, nous avons construit des

circuits quantiques paramétrés avec des garanties d’universalité par rapport à des familles

de circuits quantiques.

Du côté classique, un lien entre l’universalité des réseaux de neurones et des architectures

de circuits pourrait ouvrir la porte à des théorèmes d’universalité des réseaux de neurones

où la largeur et la profondeur sont bornées. Conceptuellement, les résultats classiques qui

décrivent les capacités des fonctions booléennes d’approximer des fonctions à valeurs réelles

[90] pourraient être reliés à la structure des réseaux de neurones en considérant un réseau

de neurones comme un grand circuit booléen. Les travaux qui explorent l’universalité des

circuits booléens en tant que modèles d’apprentissage sont épars [60, 61, 84] et la discussion

sur la complexité des circuits booléens pour représenter des familles de fonctions booléennes
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[80] dépasse le cadre de ce document, mais leur étude serait intéressante dans le contexte

d’apprentissage de circuits.

6.3.4 Une analyse détaillée de la performance de Rotosolve, de
Baqprop et des modifications possibles de l’algorithme d’es-
calade

Dans la section 4.3.2, nous avons introduit Rotosolve [65], un algorithme d’optimisation

itératif. Cet algorithme calcule l’angle optimal d’une porte quantique de rotation à un qubit

en gardant le reste du circuit fixe. En modifiant un angle, il se peut que les valeurs optimales

des angles des autres portes de rotation dans le circuit changent. Puisque l’optimisation

des paramètres se fait de manière séquentielle, on ne peut pas dire qu’une telle précision

dans le calcul de la modification d’un paramètre est désirable : une analyse détaillée de la

convergence de l’algorithme est nécessaire pour déterminer les avantages et désavantages de

cette méthode.

Dans la section 4.3.3, nous avons brièvement touché sur l’approche baqprop pour l’optimi-

sation des paramètres d’un circuit quantique paramétré. Cette approche prometteuse requiert

un travail supplémentaire pour fournir une analyse plus détaillée du nombre d’opérations de

l’approche.

Plusieurs modifications de l’algorithme d’escalade simple sont présentés dans la section

4.3.4.2. Une analyse plus détaillée de l’impact de ces modifications est reléguée à un travail

ultérieur.
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6.3.5 L’architecture universelle par permutation est asymptoti-
quement optimale à une constante multiplicative près

Un circuit de permutation peut réarranger une séquence de n éléments dans n’importe

laquelle des n! permutations de ces éléments. Cependant, seulement un sous-ensemble de ces

permutations correspond à l’ensemble des combinaisons de paires uniques.

Par exemple, les permutations (1,2,3,4), (2,1,3,4), (1,2,4,3), (2,1,4,3) correspondent toutes

à la même combinaison de paires parce que les permutations des éléments à l’intérieur

des paires {1,2} et {3,4} sont équivalentes pour l’universalité de l’architecture universelle.

Les permutations (3,4,1,2), (4,3,1,2), (3,4,2,1), (4,3,2,1) correspondent également à la même

combinaison de paires : les permutations entre les paires {1,2} et {3,4} n’ont pas d’impact. Il

est donc intéressant de considérer l’existence d’une architecture de circuit capable de générer

des combinaisons de paires uniques et dont la complexité asymptotique de la taille ou de la

profondeur de l’architecture serait inférieure à celle du réseau de permutation de Beneš.

Considérons un ensemble de n éléments. Il existe n! permutations de ces éléments. Pour

chaque ensemble de paires unique des n éléments, il existe 2n/2 permutations où seulement

l’ordre des éléments à l’intérieur des paires est modifié. Il existe aussi (n
2 )! permutations où

l’ordre entre les paires est modifié. Si le but de l’architecture est de pouvoir réarranger les n

éléments en combinaisons de paires uniques, alors le circuit doit pouvoir générer

n!
2n/2(n

2 )! = (n− 1)× (n− 3)× ...× 1 := (n− 1)!!

permutations 16 parce que les autres sont redondantes [43, 34].

16. On suppose que n est pair.
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Un circuit constitué de portes SWAP avec une architecture capable de générer (n− 1)!!

permutations doit avoir une taille d’au moins lg((n− 1)!!).

La complexité asymptotique de la taille d’un circuit avec l’architecture universelle par

permutation de Beneš est dans Θ(n log n). Celle d’un circuit avec lg((n − 1)!!) portes est

aussi dans Θ(n log n) :

lg((n− 1)!!) = lg
(

n!
2n/2(n

2 )!

)

= lg(n!)− lg(2n/2)− lg
(

(n2 )!
)

≤ lg(n!) ∈ O(n lg n)

De plus,

lg((n− 1)!!) = lg(n!)− lg(2n/2)− lg
(

(n2 )!
)

= lg(n!)− lg
(

(n2 )!
)
− n

2

=
n∑

i=1
lg(i)−

n
2∑

i=1
lg(i)− n

2

=
n∑

i= n
2 +1

lg(i)− n

2

≥ n

2 lg
(
n

2

)
− n

2

= n

2 (lg(n)− 2) ∈ Ω(n log n)

Considérant qu’il peut y avoir au plus n
2 portes par couche, la profondeur d’un réseau de

permutation composé de portes SWAP qui peut générer les (n− 1)!! combinaisons de paires

uniques est dans Ω(log(n)) et la profondeur de l’architecture universelle par permutation
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de Beneš est asymptotiquement optimale à une constante multiplicative près pour toute

architecture universelle qui alterne des modules de calcul et de permutation.

Une exploration de différentes architectures quantiques universelles qui ne sont pas à base

de portes SWAP serait une direction de recherche intéressante.
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