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Résumé

Ces vingts dernieres années ont vu le concept d’intrication quantique prendre une place
importante dans I’étude des systémes quantiques a N corps rencontrés par exemple en théorie
de la matiere condensée. L’entropie d’intrication est une mesure de l'intrication entre deux
parties formant un systeme dans un état quantique pur. L’étude de cette entropie permet
d’obtenir des informations cruciales sur les systemes considérés.

Dans ce mémoire, nous étudions I'entropie d’intrication de régions dites squelettiques,
pour un réseau harmonique bidimensionnel correspondant a une version discrete de la théorie
d’un champ scalaire relativiste sans masse. Une région squelettique ne possede pas de volume,
en opposition a une région dite pleine. Au sein d’un réseau a deux dimensions, il s’agira d’une
chaine finie de sites. Nous montrons que le comportement de ’entropie d’intrication d’une
région unidimensionnelle différe de celui de I’entropie d’une région pleine (a deux dimensions).
En particulier, nous montrons qu’il apparait de nouveaux termes universels associés a ces
nouveaux comportements pour des régions squelettiques. Notre étude est principalement
menée a l’aide de calculs numériques, bien que certains résultats soient obtenus de maniere
semi-analytique.

Mots clés: Entropie d’intrication, Loi du périmeétre, Termes universels, Limite
ultraviolette, Bosons libres, Tore bidimensionnel, Conditions aux frontiéres de

Dirichlet, Termes de coins






Abstract

In the last twenty years, the concept of entanglement entropy has taken an important place
in the study of N-body quantum systems seen in condensed matter, among others. Entan-
glement entropy is an entanglement measure between two parts forming a system in a pure
quantum state. The study of this entropy allows one to obtain crucial information about
N-body quantum systems.

In this master’s thesis, we will study the entanglement entropy of so-called skeletal re-
gions, for a harmonic two-dimensional lattice corresponding to a discrete version of a massless
relativistic scalar field theory. A skeletal region doesn’t possess a volume, unlike a region said
to be full. In the case of a two-dimensional lattice, the skeletal region is defined by a finite
chain of sites. We show that the behaviour of entanglement entropy of an unidimensional
region differs from the case of a full region (which is two-dimensional). In particular, we show
the appearance of new universal coefficients linked to skeletal regions. Our study consists
mainly of numerical calculations, although some results are obtained in a semi-analytical
manner.

Keywords: Entanglement entropy, Area law, Universal coefficients, Ultravi-
olet limit, Free bosons, Two-dimensional torus, Dirichlet boundary conditions,

Corner coefficients
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Chapitre 1

Entropie d’intrication

L’entropie d’intrication (EE, de I'anglais entanglement entropy) est une quantité non-locale
de la mécanique quantique. Cette grandeur, introduite pour la premiere fois par von Neu-
mann en 1932 [35], permet de caractériser les systémes quantiques & plusieurs corps et permet
d’avoir un apergu sur leurs propriétés a grandes distances [15, 22, 37]. Une cinquantaine
d’années apres son introduction, I'entropie de von Neumann a refait surface et est utilisée
comme outil dans plusieurs domaines de recherche, tels que les trous noirs [5, 33|, la théorie
holographique [30] et I'informatique quantique [24].

Dans le chapitre présent, la définition et les propriétés de I’'EE seront présentées, ainsi que
la loi du périmetre et les sous-régions squelettiques, qui sont au coeur de ce mémoire. Dans le
deuxiéme chapitre, deux différentes méthodes de calcul de 'EE seront détaillées et la théorie
pour des sous-régions non-squelettiques sera présentée. Finalement, le troisieme chapitre
contient les nouveaux résultats et détaillera les recherches effectuées sur le comportement de
I’EE dans les sous-régions squelettiques.

On prendra ici une théorie des champs quantique (QFT, de l'anglais Quantum field
theory), ou I'on suppose avoir un systéme quantique a température nulle sans dégénérescence
a I'état fondamental. Le systeme est donc décrit par la matrice de densité p = |U) (V] qui
représente un état pur. On sépare ensuite ce systeme en deux sous-régions, A et A° (ou A est
habituellement une petite sous-région du systéme) séparées par une frontiere 0.A. L’espace
d’Hilbert peut donc étre défini comme le produit H = H 4 ® H4e. L’EE de von Neumann
(souvent appelée plus simplement entropie de von Neumann) est définie de la fagon suivante:

Sa=—Tra(palnpa) (1.0.1)
ou pg = Tryep est la matrice de densité réduite, obtenue en tracant sur l'espace d’Hilbert

Hae. On peut également calculer 'EE de Rényi, qui contient plus d’information sur le

systeme [28]:



Saa = = o log Tr4(pa®) (1.0.2)

Cette quantité est caractérisée par un parametre o et permet d’obtenir ’entropie de von

Neumann quand « tend vers 1:

il_)r% Sa,A = SA (103)

1.1. Propriétés de ’entropie d’intrication
1.1.1. Inégalités

Les propriétés de 'EE de von Neumann sont bien connues [29, 27]. On a en premier
lieu I'inégalité S > 0, 'EE étant nulle dans le cas d’un état pur pour un systéme bipartite

fermé. Si on reprend la division de ce systeme entre A et A°, on a la propriété:

Sa =Sy e (1.1.1)
Il faut cependant noter que cette égalité est violée pour une température finie. Si une région

du systéme (supposons la région A) est divisée en deux sous-régions A; et As (incluant le cas

ou ces deux régions se chevauchent), on se retrouve avec une propriété appelée subadditivité:

Sa, +Sa, > Sa (1.1.2)

Il existe également une version plus forte:

SA1 + S.Az Z S.A1U.Az + SA1ﬁA2 (113>

Dans les deux équations, 1’égalité est seulement présente dans le cas ou les deux régions A;
et Aj ne seraient pas corrélées (dans ce cas, pag = pa, ®p4,). Une autre inégalité intéressante
est I'inégalité d’Araki-Lieb:

|SA1 - SA2| < S.A (114)

Si on prend trois sous-régions B, B, et B3 qui ne se chevauchent pas, I'expression pour la

subadditivité est:

SB1+B2+33 + SB2 < SB1+B2 + SBz-l—Bg (1'1°5)
1.1.2. Divergence ultraviolette

Intuitivement, on s’attend a ce que I'EE soit proportionnelle au nombre de paires in-

triquées le long de la frontiere 0.4. Dans une QFT locale, les états ont des corrélations a
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courte portée dans la limite ultraviolette (UV). Cela a pour conséquence la divergence de
I’EE dans la limite ou I'on prend en compte les corrélations trop preés de 0.A. Pour remédier
a ce probléme, on doit donc introduire une coupure UV, qu’on nommera ici €. Dans les

théories de réseaux, cette coupure sera considérée comme le pas du réseau.

1.2. Loi du périmetre

Il est bien connu que le comportement de I’EE suit pour de nombreux systémes ce qu’on
appelle la “loi” du périmetre (area law en anglais) [32, 5, 14, 33|, qui est donnée, pour un
systeme en d dimensions spatiales, par:

Area(0.A)

ol des termes moins divergents ont été omis. € est la coupure ultraviolette définie dans la
sous-section 1.1.2 et le coefficient a dépend de la théorie étudiée.

Il a également été découvert que le comportement de 'EE dépend fortement de la géo-
métrie de la frontiere 0.A. Pour une QFT relativiste, 'EE pour une sous-région définie par

une frontiére lisse a le comportement suivant [27]:

s {adl( )T b agos(B)P 4+ b a l + (—=1)2U4 + O(e), d+1 impair
A p—

R 1.2.2
FS g () P Ualog(£) + O(),  d+1 pair D

‘b‘m\h
‘hm\h

de—l(6 )d_l + ag—3( c

ou L représente la taille de la sous-région A. Le terme U4 est un terme universel, ¢’est-a-dire
un terme ne dépendant que de la géométrie du systeme indépendamment de la coupure UV

et qui contient de 'information non-triviale sur la théorie utilisée.
1.2.1. Systémes en 1+1 dimensions

Pour les systemes en 141 dimensions, le comportement de 'EE a été largement étudié
(34, 7, 23, 21]. Dans notre cas, la frontiere A est constituée des deux points séparant
le segment de la sous-région A du reste du réseau. Pour un systéeme de longueur totale
D avec une sous-région A de longueur L utilisant une théorie conforme des champs (CFT,
de Tanglais conformal field theory) relativiste sans masse, 'EE pour des conditions aux

frontieres périodiques devient:

Sa=(c/3)log((D/me)sin(rL/D)) + ¢ (1.2.3)
Lorsque L < D, on trouve le célebre résultat Sy = (¢/3)log(L/¢€) qui signale une viola-

tion logarithmique de la loi du périmetre pour un systéme en d = 1 sans écart (gap) d’énergie.

Dans le cas ou les conditions aux fronticres sont ouvertes, le comportement de I’'EE devient:
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Su = (c¢/6)log((D/me)sin(wL/D)) + 2g + ¢; (1.2.4)
ou g est ici 'entropie aux frontieres d’Affleck et Ludwig [1]. Dans les deux équations pré-
cédentes, ¢ représente la charge centrale de la CF'T. On peut donc obtenir de I'information
sur la théorie en étudiant le comportement de I’EE pour une dimension spatiale en étudiant

les termes universels.

1.2.2. Systémes en 2+1 dimensions

Il sera question dans ce mémoire d’un réseau en 241 dimensions. Pour une surface lisse,

la loi du périmetre prendra donc la forme:

L
SA:al——UA (1.2.5)
€
La sous-région A sera également bidimensionnelle. La frontiere 0.A sera quant a elle unidi-
mensionnelle.
Dans le cas ou la sous-région A posseéde une géométrie acceptant un ou plusieurs coins,
des termes logarithmiques seront ajoutés a l'expression plus haut [10]. La loi du périmetre

sera donc décrite par la formule suivante:

L
Sa = a— - Zb log )+ so (1.2.6)

oll on a renommeé a; par a par souci de snnph(:lte. On suppose ici que la sous-région A
possede N coins d’angles 6; (i = 1,--- ,N). Les N coefficients logarithmiques b dépendront
de l'angle de chacun des coins [10, 18, 25].

Le coefficient logarithmique, b(f), est symétrique par rapport a 7, ¢’est-a-dire:

b(2m — 6) = b(0) (1.2.7)
On peut donc restreindre les angles dans U'intervalle 0 < 8 < 7. Pour ces angles, les valeurs

de b(#) sont convexes et décroissantes [19]:
v'(0) <0 (1.2.8)

b'(0) >0 (1.2.9)
Finalement, dans la limite ou il n’y a pas de coins (c’est a dire quand 'angle tend vers ),

le terme logarithmique disparait:

b(m) = 0 (1.2.10)
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1.3. Sous-régions squelettiques

Les comportements de 'EE vus dans la section précédente ont été étudiés et observés
généralement pour des sous-régions pleines, c¢’est-a-dire des sous-régions possédant un volume
de méme dimension spatiale que I'environnement dans lequel elles se trouvent (voir I'exemple
dans la figure 1(a)). Les dimensions de ces sous-régions sont pour la plupart beaucoup plus
grandes que la limite UV.

Le but de ce mémoire est d’étudier de maniere systématique le comportement de I’EE dans
des sous-régions dites squelettiques, c¢’est-a-dire une sous-région ne possédant pas de volume
(par exemple une ligne dans un environnement possédant deux dimensions spatiales, voir
I'exemple dans la figure 1(b)) et de potentiellement trouver de nouveaux termes universels.
Ce type de sous-région se trouvant dans la limite UV a été peu étudié et le comportement
de 'EE pour ce cas particulier demeure largement inconnu. Une CFT bidimensionnelle

consistant en un scalaire libre sera discrétisée en réseau afin d’effectuer les calculs.
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(a) Sous-région A pleine dans un environnement bidimensionnel. Ses di-
mensions sont beaucoup plus grandes que la limite UV.

(b) Sous-région A ne possédant pas de volume (unidimensionnelle) dans un
environnement bidimensionnel. Dans ’exemple présent, le plus petit c6té
de A se trouve dans la limite UV.

Fig. 1.1. Exemples de sous-région pleine (a) et sans volume (b).
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Chapitre 2

Méthodes de calcul de ’entropie d’intrication

2.1. Approche Euclidienne

La méthode la plus directe pour calculer 'EE avec un état quantique comportant un
nombre fini de degrés de liberté est d’obtenir les valeurs propres \; de la matrice de densité

réduite et de calculer directement la somme:

Sa=-=> Nlogh (2.1.1)

Malheureusement, pour la plupart des QFTs, cela peut se révéler tres difficile, il faut donc
se tourner vers une procédure connue sous le nom de la méthode replica (de 'anglais replica
trick) [9, 20, 11, 8|. La démarche décrite ici est basée sur celle de Casini et Huerta. On

voit facilement que:

Sa = (111—13 Sa,4 = —;aTrA(pAaﬂal (2.1.2)
ol S, 4 est Uentropie de Rényi (équation 1.0.2). Il faut donc calculer le terme Tr4(pA®), ce
qui sera fait en utilisant le formalisme des intégrales de chemin.
Soit un champ scalaire gg(.fﬂ') utilisant le temps imaginaire 7 avec une base formée par
des vecteurs propres & 7=0 tels que ¢(Z,0)|f) = f(Z)|f), ot f(Z) est une fonction réelle
quelconque. La fonctionnelle d’onde du vide s’écrit:

B(f) = (O|f) = A-1/2 /¢>(£,0)=f(f) D¢ e55() (2.1.3)

¢(Z,—00)=0
oit Sg(¢) est 'action Euclidienne et A='/2 est un facteur de normalisation. La matrice de

densité dans le vide est, dans cette base:

p(f.f") = (F10) OLf") = (f) D (f") (2.1.4)



Pour tracer sur les degrés de liberté de A°, le choix pour les fonctions sera f = g @ f4 et
=g f4, qui sont toutes les deux égales a g dans A°. En utilisant I’équation 2.1.3, la
somme sur toutes les fonctions g est effectuée, deux copies du semi-espaces sont collées sur

A€ et I'intégrale fonctionnelle est prise sur cet espace:

P(Z,01)=fa(Z),zeA
pa(faf) = /Dg (gD fu) (9@ fi) = Afl/ o D¢ e 5e ) (2.1.5)
$(7,07)=F', (7),weA
Pour les fermions, le raisonnement est similaire mais différent, les champs anticommutant a
temps égaux.

Afin d’évaluer Trp%, on utilise la méthode replica, qui consiste a créer o copies du plan
Euclidien coupées le long de la sous-région A. Ensuite, la partie supérieure de la coupure de
la kieme copie (k= 1,--- &) est jointe & la partie inférieure de la coupure de la (k + 1)iéme
copie (en faisant coincider les copies k = a+ 1 et kK = 1). Nous retrouvons alors un espace
Euclidien de d + 1 dimensions avec « plans contenant des singularités coniques d’angles 2mn
situées a la frontiere 0.A (pour les fermions, on assistera & un changement de signe pour

chaque copie lors de la prise de la trace). Finalement, on obtient:

Trp9 = (2.1.6)

ou Z(«a) est 'intégrale fonctionnelle sur 'espace & a plans. Ici, le facteur de normalisation

A = Z(1) est utilisé pour que Trp4 = 1. On peut ensuite en déduire 'entropie de Rényi:

log Z(a) — alog Z(1)
11—«
On utilise ensuite ’équation 1.0.3 afin d’obtenir I’entropie de von Neumann. Généralement,

St = (2.1.7)

une fonction possédant des valeurs entieres ne permet pas de continuation analytique de son
argument. Un bon exemple est la fonction sin(7z) qui devient nulle quand z est un nombre
entier. La résolution de ce probleme est que les fonctions de ce type qui sont non seulement
définies sur des entiers mais qui se comportent proprement quand x — +ioco permettent une
continuation analytique loin des entiers si la fonction ne grandit pas rapidement a l'infini
(théoreme de Carlson).

L’approche euclidienne permet notamment d’obtenir les résultats donnés par la loi du
périmetre décrite dans la section 1.2.

2.2. Approche avec temps réel

Le but de I'approche avec temps réel est de calculer la valeur exacte de I’'EE en calculant
directement la matrice de densité réduite [3, 36]. Cette méthode est largement utilisée afin

d’obtenir des résultats numériques. Les étapes suivantes sont basées sur la description de
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cette approche dans la thése d’Hayward Sierens [17]. Pour commencer, on prend I’'Hamilto-
nien correspondant a un réseau d’oscillateurs harmoniques menant a une théorie de bosons

libres:

H= 2+ m) + 5 3 (0x — b’ (2.2.1)

x (xx')
ou le pas du réseau a été mis a l'unité. x = (x1,r9,...,x4) représente les coordonnées spatiales
des sites du réseau (x; = 1,...,L; ou L; est la longueur du réseau dans la direction i) tandis
que m est 'analogue de la masse des bosons. La somme }° . représente la somme de tous
les sites adjacents les uns aux autres. On posera la masse des bosons comme nulle pour
se retrouver avec une théorie critique sans écart (de l'anglais gapless critical theory). Les

champs ¢4 et les impulsions canoniques 7, obéissent aux relations de commutation:
[P, Tt ] = 10 (2.2.2)

[¢x7¢x’] - [ﬂ-xaﬂ-x’] =0 (223)
Le nombre total de sites dans le réseau est N' = LiL,...L4. Dans cet Hamiltonien, le pas du

réseau € a été mis a I'unité. On peut réécrire cet Hamiltonien:

1 1
H=33 met g 2 OxFwdw (2:24)
x (xx')

ol Ky est une matrice N' x N définie positive. Grace a cette propriété, cette matrice peut
étre diagonalisée par une matrice orthogonale Q et s’écrire K = QDQ”. En introduisant de

nouveaux champs dans l’espace de Fourier:

56(1 = Z Q£X¢x - Z qu¢x ) 7~Tq = Z quﬂ—x (225)
ou q sont les impulsions dans ’espace de Fourier, on peut écrire ’'Hamiltonien de la fagon
suivante:

1 ~2 72
H=g > (72 + Dgqd?) (2.2.6)
q

En posant des opérateurs de création et d’annihilation aIl et aq, on peut écrire H comme

une somme d’oscillateurs harmoniques indépendants:

1
H =Y wq(alaq+ 5) (2.2.7)
q

ou les opérateurs ont la forme:
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1 1

T 1/2 S~ _ 1/2
al = 4 Pq —iTq) , Gq = o Oq 1T, 2.2.8
q \/ﬁDé/zl( q Q) q \/§D(11/4< q q) ( )

et ol le spectre wq est donné par:
2 2 . 2.4
wy=m’+4) sin (5) (2.2.9)
a

Les opérateurs de création et d’annihilation obéissent aux relations de commutation sui-

vantes:
lag,al,] = daq (2.2.10)

[agsaq] = laf,al] =0 (2.2.11)

On peut donc écrire les fonctions de corrélations a deux points de ’état fondamental comme:

1
<¢Q¢Q'>O 2D1/26qq ) (2.2.12)
1/2
<7Tq7TQ’>0 = %5qq’ (2.2.13)
On peut ensuite exprimer ces fonctions de corrélation en fonction des champs originaux:
1
(D)o Zqu 0 Qe = 5 (K ), (2.2.14)
1
ﬂ-xﬂ-x Z qu 1/2 qx’ = §(K1/2)xx’7 (2215)

Pour un champ bosonique libre 1nvar1ant sous translation, on peut également éviter de
diagonaliser la matrice K et trouver chaque élément de (pxdx/), et de (mxmyxs), directement

sous forme de sommes:

(butrer)y — 2L1L21- — cos[ky (z1 — 27)] COS[kz(l’i)k— 73)] -+~ coslha(za — 7)) (2.2.16)
(TxTx)g = ! wi cos[ky (x1 — x})] cos[ka(xe — x))] - - - cos[kq(zq — 2}))] (2.2.17)

2L Ly Lg%

pour un systeme de d + 1 dimensions, ou k différe si les conditions aux frontieres sont
périodiques (PBC de 'anglais periodic boundary conditions) ou anti-périodiques (APBC de

I'anglais antiperiodic boundary conditions):
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um - (PBC)
ko= o b 2.2.18
{(2”;”“ (APBC) (22.18)

oun; =0,1,--- ,L; — 1. Il est a noter que dans le cas ou le réseau est sans masse (m = 0) et
ou on a PBC dans toutes les directions, il existe une valeur de k connue sous le nom de mode
zéro qui fait diverger la fonction de corrélation (px¢x),. En effet, si by =ky = --- =kq =0,
alors le dénominateur wy = 0 fait diverger la fonction 2.2.16.

On introduit ensuite les matrices X 4 et P4 dont les éléments sont donnés par:

(X.A>xx’ = <¢x¢x’>0>
(PA)xx’ = <7Tx7rx’>0
ol les sites x et x’ sont choisis uniquement a l'intérieur de la sous-région A. La matrice de

(2.2.19)

densité peut étre exprimée sous la forme [26]:

pa = Kexp(— Z Tox My Tt 4+ Oxc Ny Oxr) = K exp(— Zelalal (2.2.20)

x,x' €A
ou le terme de droite a été obtenu en diagonalisant. €; est l’energle propre du mode [ et k

est une constante de normalisation. On peut également décrire p4 comme:

pa = ke A (2.2.21)

ou Hy =%, ela;ral est ’'Hamiltonien modulaire (de 'anglais modular Hamiltonian). H 4 est
quadratique et agit seulement sur les sites faisant partie de la région A. On réécrit ensuite

la matrice de densité comme:

pA = me In) (n ® Z e " ny) (ny)) (2.2.22)

ot n est le nombre d’occupation et |n) = |nl) est I'état du systeme. On peut ensuite

prendre la trace de py4 et évaluer la somme pour obtenir:

Trpa = ]] (=) (2.2.23)
l

En appliquant la contrainte selon laquelle Trp4 = 1, on trouve facilement la constante de

normalisation:

k=1 —e) (2.2.24)

!
Nous pouvons également calculer le terme n; en termes des énergies propres ¢;:

n; = <a§al> = Tr(paala) = k 11 (an e‘em"m> Xy me” (2.2.25)
ng

m#l
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1 e ¢ 1
= k(=(]1 = e @ = 2.2.26
K= ) X s = (22.26)

ce qui correspond a la distribution de Bose-Einstein.

On peut maintenant calculer I’'EE en termes des énergies propres ¢; en placant I’expression
2.2.23 dans les équations 1.0.1 et 1.0.2 afin d’obtenir respectivement les entropies de von

Neumann et de Rényi. Pour I’entropie de von Neumann, on trouve:

Sa=) [— log(1 —e™) + eefil] (2.2.27)
l

tandis que pour 'entropie de Rényi, on trouve:

1
San =72 |alog(1 — e) —log(1 — e )] (2.2.28)
-«
1
La prochaine étape est d’établir un lien entre les deux équations précédentes et les fonc-
tions de corrélation qui peuvent étre calculées avec les équations 2.2.16 et 2.2.17. On définit

tout d’abord les matrices X 4 et P4 dont les éléments sont définis par:

(X = (DxPx)g,  (Pa)xx = (TxTx)g (2.2.29)

ol les sites z et 2’ sont situés uniquement dans la sous-région A. Les opérateurs de position
¢, et d'impulsion 7, peuvent étre écrits comme une combinaison linéaire d’opérateurs de

création et d’annihilation a; et a):

bx = Bulal +ar)), = —ivalal —a) (2.2.30)

ol [ et v sont des matrices réelles et § = —%

Cette formulation respecte les relations de commutation vues précédemment. En utilisant

(77)~!. La somme sur les indices [ est implicite.
ces relations, on peut montrer que [11]:

ﬁi(zn +1)’871 = X4 P4 (2.2.31)

ot n est la matrice diagonale du nombre d’occupation. A partir de la forme précédente, on
peut observer que les valeurs propres de Cy = /X 4P, (désignées ici par v;) prennent la

forme:

_2nl+1

2
On peut ensuite utiliser I’équation 2.2.26 pour écrire les valeurs propres v; de C'4 en fonction

7 (2.2.32)

des valeurs propres ¢; de I’Hamiltonien modulaire:

1 €
v = 5 coth (;) (2.2.33)
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et, inversement:

1/2
€, = 2 arccoth(2v;) = log (M) (2.2.34)

En utilisant les équations 2.2.27 et 2.2.28, nous obtenons finalement les expressions de I'EE

en fonction des valeurs propres v;:

Sa= zl: Kl/l + 1) log (m + ;) (V[ — ;) log (yl — ;)} (2.2.35)

SaA = ail ;log Kul + ;)a — (Vl - ;)a} (2.2.36)

2.2.1. Réduction de dimension

Dans le cas ou la sous-région A posséde une symétrie transitionnelle dans au moins une
des directions du réseau, il est possible d’'utiliser un algorithme plus efficace afin de calculer
I’entropie de von Neumann et de Rényi. Supposons que, dans un réseau de d dimensions, la
sous-région A soit invariante sous translation dans la direction x4, avec des conditions aux
bords PBC ou APBC. Dans ce cas, il est possible de décomposer les champs ¢ et 7w de la

facon suivante:

1kdzd
Pk = \/—dZ Oy (Ka) (2.2.37)

kq

thatag  (kq) (2.2.38)

Tx =

e
ﬁd Z
ou les valeurs de kg sont calculées de la méme fagon que 1’équation 2.2.18 et x,;_1 représente

les d — 1 dimensions spatiales restantes. On peut donc écrire I’'Hamiltonien de d dimensions

comme une somme de Ly Hamiltoniens découplés de dimension spatiale d — 1:

H =) Ha1(ka) (2.2.39)
Hy 1 (k) = 5 Coxas [wxd_l (k)T (—kq) + (m? + 4sin?(kq/2))bx,, (ka)dx, , (—k d)}

+% Z(xd,lx’d,1>(¢xd71 (kd> - ¢X’d71(kd))<¢xd71 (_kd) - (bxldfl (_kd))
(2.2.40)

Si ’'on compare cet Hamiltonien avec I’équation 2.2.1, on s’apercoit que chacun de ces Ha-
miltoniens a d — 1 dimensions correspondent a des champs scalaires non-interagissants avec

une masse effective m.;; donnée par:
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Fig. 2.1. Réseau carré torique bidimensionnel avec conditions périodiques (PBC) en z et
conditions anti-périodiques (APBC) en y. La sous-région A (représentée ici en gris) est de
dimension L, x L,.

mls; = m® 4 4sin®(kq/2) (2.2.41)
Etant donné que ces Hamiltoniens de basses dimensions sont indépendants, 'EE total peut
donc étre calculé par la somme de L; EE de dimension d—1 avec masses effectives m.ss. Cela
réduit les dimensions de la matrice a diagonaliser, la faisant passer de dimension N4 x N4

aNg, , XxNa, ,, 00N, , =Na/Ly et ot Ny est le nombre de site dans la sous-région A.

2.3. Théorie pour un tore bidimensionnel

On prend ici un réseau torique bidimensionnel de dimension L, x L, avec conditions
aux frontieres périodiques (PBC) et anti-périodiques (APBC). La sous-région A sera éga-
lement bidimensionnelle et de dimension L,* x L, (voir figure 2.1). Dans le cas d'un tore

bidimensionnel possédant une sous-région avec L7 > 1, 'EE prend la forme [12, 13] :

Saa=0a2L, —so+--- (2.3.1)

ou « est I'indice de Rényi. Les termes dominants sont proportionnels a 2L,;, ce qui représente

la frontiere entre la sous-région A et le reste du réseau. sy est un terme universel dépendant
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des rapports u = LA/L, et b= L,/ L,, ainsi que du parametre de Rényi a. a est un terme
non-universel dépendant de la coupure ultraviolette €.

Comme énoncé plus haut, sg dépend fortement de la forme du tore utilisé. Pour un tore
fin, c’est-a-dire un tore ou b — o0, le terme universel pour un modele de bosons libres se

Comporte comine:

So(u; b — 005 ) = é (1 + ;) log(2sin(mA)) (2.3.2)

ou A représente les conditions aux frontieres dans la direction y de la fagon suivante:

P(zy + Ly) = e p(zy) (2.3.3)

log(2)
3

0.231 . Pour un tore possédant une coupe mince, c’est-a-dire LA — 0, s prend la forme:

~
~

Pour le tore de ce chapitre, A = 1/2. Pour I'entropie de von Neumann (o = 1), so =

so(u — 0;b; ) = % (2.3.4)

ol kK, est un coefficient universel caractérisant la théorie (k; = 0.0397 [11]). Il est & noter

que dans cette limite, on a toujours LA > 1.
2.3.1. Vérification du code pour le cas d’un tore fin

Les mesures sont celles de 'EE d’un tore fin avec conditions aux frontieres PBC-APBC
(périodiques en x et anti-périodiques en y), avec une sous-région A bidimensionnelle en
utilisant I’algorithme de la section 2.2. La grandeur du tore dans la direction z est de
L, = 400 sites, et les dimensions de la sous-région A sont L2 x L,, ou L7 = 150 sites.
En faisant varier L, et en appliquant la méthode des moindres carrés (LSF, de l'anglais
Least Squares Fit) avec la formule 2.3.1, le terme sy converge vers la valeur 0.2310, comme
prédit par la théorie (figure 2.2). Le coefficient linéaire a tend quant a lui vers la valeur
a = 0.0774513 (figure 2.3).

2.4. Termes de coins a la frontiere

Dans le cas ou la sous-région A possede un ou plusieurs coins, un terme variant de facon
logarithmique b dépendant de I'angle 0 s’ajoute a la loi du périmetre, et ce pour chaque coin
de la sous-région A. Il est souvent utile de s’intéresser a ce type de réseau, car les termes
supplémentaires sont universels dans le cas ou A posseéde un volume. Il y a deux facons
d’obtenir des coins, la premiére étant de choisir une sous-région A dont la frontiére 0.A ne
soit pas lisse et possede un ou plusieurs coins. Le probléeme avec cette premiere solution est
qu’on ne peut plus appliquer la réduction de dimension (sous-section 2.2.1) pour simplifier

les calculs, car la sous-région A ne possede plus d’invariance sous translation dans ce cas.
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Fig. 2.2. Terme s, en fonction de L,, obtenu en appliquant un LSF avec 20 valeurs pour
chaque point pour la formule 2.3.1. Le tore fin utilisé ici, avec conditions aux frontieres
PBC-APBC, est de L, = 400 sites dans la direction x et possede une sous-région A de
dimension L2 x L,, ot L7 = 150 sites. La valeur de sy converge dans la limite du tore fin,
c’est-a-dire quand L, < L.

La deuxieme solution, qui sera utilisée dans ce mémoire, consiste a imposer des condi-
tions aux bords PBC-OBC a la place de PBC-APBC, ou OBC, de I'anglais open boun-
dary conditions, sont des conditions aux frontiéres ouvertes (également appelées conditions
aux frontieres de Dirichlet). Ces conditions sont calculées dans la direction ¢ en utilisant
ki = nym/(L; + 1), ou L; est la longueur du réseau dans la direction i et n; = 1,--- | L;.
L’imposition de ces conditions aux frontieres fait en sorte que le systéme se retrouve avec
une frontiére physique. On se retrouve alors avec quatre termes de coins b(mw/2) qui appa-
raissent aux croisements entre la frontiere 0.A et la frontiere physique du réseau, c¢’est-a-dire
les conditions aux bords de Dirichlet (voir figure 2.4)[4].

Une formulation théorique de b(#) provient d’une publication de Fursaev and Solodukhin
[16]. 11 a récemment été montré numériquement que cette formule ne décrit pas bien 1’évo-
lution des termes de coins pour des angles autres que /2 [3]. Pour des angles droits, la
formulation de Fursaev and Solodukhin reste par contre valide. En prenant 6§ = 7/2, cette

formulation du terme de coin donne:

b(m/2) = % (2.4.1)

ou a est la charge centrale aux frontieres dans I’anomalie conforme aux frontieres en 241
dimensions. Dans une théorie scalaire réelle avec des conditions aux frontiéres ouvertes de

Dirichlet, cette charge centrale est égale a 1 [31]. En appliquant cette formule pour le
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Fig. 2.3. Terme a en fonction de L,, obtenu en appliquant un LSF avec 20 valeurs pour
chaque point pour la formule 2.3.1. Le tore utilisé ici, avec conditions aux frontieres PBC-
APBC, est de L, = 400 sites dans la direction = et possede une sous-région A de dimension
L2 x L,, ot L = 150 sites. La valeur de a converge dans la limite du tore fin, c’est-a-dire
quand L, < L,.

cas présent, un terme logarithmique apparait avec un coefficient universel d’une valeur de

4b(7/2) = 4/24 = 0.166666... .
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Fig. 2.4. Réseau bidimensionnel avec conditions périodiques (PBC) en z et conditions ou-
vertes ou Dirichlet (OBC) en y. Les quatre coins de la sous-région squelettique .4 donnent
quatre nouveaux termes de coins b(m/2).
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Chapitre 3

Entropie d’intrication de régions squelettiques

On étudie dans ce chapitre le comportement de 'EE pour des sous-régions squelettiques,
c’est-a-dire une chaine de sites dans un réseau bidimensionnel. Comme précédemment, un
réseau bosonique de 2+1 dimensions sera utilisé comme canevas afin d’observer les différentes
propriétés de la sous-région squelettique. Encore une fois, les conditions aux frontieres seront
périodiques dans la direction x et anti-périodiques dans la direction y. De plus, la sous-région
A sera invariante sous translation dans le sens y et aura les dimensions LA x L, ott L2 =1

dans le cas particulier d’une sous-région squelettique (voir figure 3.1).

3.1. Démarches analytiques

On peut en premier lieu calculer 'EE pour un réseau unidimensionnel avec une sous-
région étant composée d'un seul site. Les matrices de corrélation de ce type de réseau sont

données par:

(X = g7 X - coslhuli = ) (311)
(Pa)s; = 2; Sk coslhli — )] (3.1.2)

Il est également possible de prendre la limite thermodynamique L, — oo (ou % Yk,

L [3™ dk,). Dans ce cas, les équations deviennent [6]:

2 z (i—j—l/Q

2 | 1—22 i—7

270 1 =22 (i—j5—3/2 13 22
Py = Fi(—= 20— 41— 3.1.4
(-A)J D) P ( Z_] >X2 1( 22Z j+ Z2_]_> ( )

o z = j(my, —\/m} +4)% et oF} est la fonction hypergéométrique.
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Fig. 3.1. Réseau carré torique bidimensionnel avec conditions périodiques (PBC) en z et
conditions anti-périodiques (APBC) en y. La sous-région A (représentée ici en gris) est
unidimensionnelle et est composée d’une chaine de sites. Le reste du réseau A€ est également
représenté.

Dans le cas présent, on observe des matrices 1 X 1, on pose donc i = jout—j =0. Le

résultat est:

1 z 11 22
X, = — =1 = 3.1.5
A 2 1_222 1(2727 722_1> ( )
1 /1—22 13 22
Py== A1 — 1.
A 9 > 2 1< 2a27 722_1> (3 6)

en utilisant <_B/ 2) = (_?6/ 2) = 1. En multipliant ces deux expressions, les termes dans les

racines s’annulent:

A 2'9 21 T

Les étapes suivantes sont les mémes que celles vues précédemment:

CAZ\/XAPA:V (318)

1 11 2 13 2
XaPa= —20 ( (h— >2F1< 1-Z> (3.1.7)
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Dans ce cas, la valeur propre v est égale a la seule valeur de la matrice 1 x 1. Pour obtenir

I'entropie d’intrication unidimensionnelle, S%¢ , on applique finalement:

S = (v+1/2)1log(v + 1/2) — (v — 1/2) log(v — 1/2) (3.1.9)

Dans le cas ou les masses sont petites, on obtient par série de Taylor:

Sld _ (m—24/log(8/m)) log(—1/2++/log(8/m)/m)+(m+24/log(8/m)) log(1/2+4+/log(8/m) /=) n O(m)2 (3110)
27

Il est & noter qu’il n'y a pas de terme linéaire. En posant u = 2,/log(8/m) et en faisant
une deuxieme série de Taylor pour grands u, on obtient une simple expression pour petites

masses:

SY = log(u) + 1 — log(2m) + O(1/u)? (3.1.11)
Pour des masses générales, I'invariance de la sous-région A dans la direction y permet

d’utiliser la réduction de dimension de la sous-section 2.2.1:

Sa=> S (mesy) (3.1.12)

ky

ott Si est 'EE unidimensionnelle pour masses générales (pas nécessairement petites) avec
PBC. La sous-région utilisée pour calculer SI¢ est la projection de la sous-région A bidimen-
sionnelle (dans le cas d’une sous-région squelettique, la sous-région A de Si est composée
d'un seul site). La somme se fait sur les masses effectives m2;; = m?* + 4sin*(k/2) ou
=T allant de 0 & L — 1.

Pour L > 1, on peut approximer la somme 3.1.12 comme une intégrale de 0 a L — 1
en utilisant la formule d’Euler-Maclaurin pour observer le comportement général de I'EE
en fonction de L. Soit f une fonction r fois différentiable sur 'intervalle [p,q], la formule

d’Euler-Maclaurin se lit [2]:

q q 17/2]
Ef(i) —/p fa)dz + W +> ég]z';!(f@’“)(p) — U@+ R, (3.1.13)

ou By est le nombre de Bernoulli £ et R, est le reste, qui s’exprime comme:

R, = (—1)*! /p ! f<r>(a;)P7“7ff)dg; (3.1.14)

ou P.(z) = B,(x — |z]), B,(x) étant un polynéme de Bernoulli.
En appliquant la formule d’Euler-Maclaurin pour la somme 3.1.12 (en posant f(i) —
S¥(n),p—0et ¢— L—1), 'EE prend la forme:
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Sp=ap2L 4 —t 2 % (3.1.15)

log(L) = (log(L))* ~ (log(L))?
ce qui est différent de la loi du périmetre pour une sous-région bidimensionnelle. Il est

possible de calculer de fagon semi-analytique le terme a4 en calculant le premier terme a
droite de la formule 3.1.13:

L-1
/ S14(k(n))dn (3.1.16)
0

On peut faire le changement de variable de n vers k = m(n + 1/2)/L et appliquer ensuite

I’approximation L > 1:

L-1 L [reL-1/@L) I
/ S14(n)dn — f/ SU(kydk — = [ S@k)dk+ R, (3.1.17)
0

n—k T Jr/(2L) L>1 1 Jo

ou Ry est le reste de l'intégrale, c’est a dire la soustraction d’intégrales de 0 a «/(2L) et
de (2L — 1)/(2L) a 7. La forme explicite de 'intégrale a résoudre selon k de 0 a 7 est la

suivante:

7/ (o) >log (vl) + ;) ~ (vt - ;) log (v(k) - ;)} dk (3.1.18)

ou

o(k) = \/127\/K (\/m+(—?+cos(k))csc(k/z)) JF, (_H L \/6—2 cos(k)+(~2-+cos(k)) csc(k/2)>
™ 44/1+sin?(k/2) 272 44/1+sin?(k/2)

(3.1.19)
ou K est I'intégrale elliptique complete du premier type et o F} est la fonction hypergéomé-
trique. En évaluant numériquement l'intégrale 3.1.18 de 0 a 7 et en comparant avec 2a4L,
on trouve a;q = 0.0563118, valeur qui peut étre calculée avec une précision arbitraire. Les
termes s;/(log(L))" (i = 1,2,3,...) sont extraits du deuxiéme et troisitme termes du coté droit
de I’'équation 3.1.13:

Fl@)+ ) & By

> T2 eV CE=) (p) — 2D (g)) (3.1.20)

ainsi que du reste de l'intégrale 3.1.18, R;. Comme la somme dans la derniére équation ne

converge pas, un LSF doit étre numériquement appliqué afin de trouver la valeur de s;, qui

est un terme universel.

40



1d
SA

0.7
0.6 e
05 %

0.4F

| I I I I | I I I I | I I I I | m
0.5 1.0 1.5 2.0

Fig. 3.2. Valeurs de 'EE S! en fonction de la masse m d’un réseau 1d périodique de 2 x 10?
sites avec une sous-région composée d’un site unique.

3.2. Résultats numériques pour une sous-région sque-
lettique

Toutes les mesures de 'EE ont été calculées numériquement en utilisant la méthode de
la section 2.2. Des exemples de valeurs de 'EE S dans un réseau unidimensionnel pour
une sous-région d'un seul site ont été donnés dans la figure 3.2 pour différentes masses (les
données numériques sont énumérées dans le tableau A.1).

Passons a présent au cas d’un réseau bidimensionnel possédant une sous-région A sque-
lettique (figure 3.1). Les dimensions du tore sont L, = L, = L. La sous-région est de
dimension LA x L, on LA = 1, afin que la région A soit unidimensionnelle. La loi du péri-
metre classique (c’est-a-dire pour une sous-région possédant un volume) a été hypothétisée
en premier lieu. Les données ont été obtenues en appliquant un LSF sur la formule 2.3.1.
Le terme linéaire a;4 converge vers la valeur a;; = 0.0563118 (figure 3.3), ce qui vérifie la
valeur de a4 trouvée de fagon semi-analytique dans la section 3.1. Ce coefficient peut étre
déterminé numériquement avec une grande précision en résolvant l'intégrale 3.1.18.

Le terme 74, définit par 74 = a142L — S4, a une tres lente convergence lors d’un ajus-
tement LSF avec 'Equation 2.3.1. Des exemples de valeurs de v4 pour grands L ont été
donnés dans la figure 3.4 (les données numériques sont énumérées dans le tableau A.2). En
effet, 74 ne converge toujours pas vers une valeur finie pour L allant jusqu’a L = 10°. Ceci

suggere que 4 tend vers zéro lorsque L tend vers oo, ce qui est en accord avec I'équation
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Fig. 3.3. Terme a4 en fonction de L pour la sous-région A unidimensionnelle, obtenu en
appliquant un LSF avec 40 valeurs pour chaque point.
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Fig. 3.4. Terme 74 en fonction de L pour la sous-région A unidimensionnelle. La valeur
de ai4 étant bien connue, les valeurs de y4 ont été obtenues en faisant v4 = a142L — S4.
L’ajustement LSFE a été réalisé a partir de ’équation 3.2.2 pour n=4.

3.1.15. Une possible interprétation de ces résultats serait d’utiliser la formule 2.3.4 pour une

coupe mince. Selon cette formule, 'EE évoluerait de la maniere suivante:

Sa=a2L — k1/u=(2a — k)L (3.2.1)

42



car u = L/L, = 1/L dans le cas présent. Il n’y aurait donc pas de terme de correction
dominant. Le résultat obtenu, a;4 = 0.0563118 (ou 2a;4 = 0.1126236) se rapproche en effet
de la valeur attendue, 2a — k1 = 2 - 0.0774513 — 0.0397 = 0.115. Il subsiste par contre une
petite différence de 2.1 pourcents, ce qui est tout de méme significatif. La lente convergence
n’est pas non plus expliquée. Il ne faut pas oublier que si la formule 2.3.4 requiert la
condition L < L,, elle n’est plus valide pour une sous-région se trouvant dans la limite UV
(ou sans volume), dont le comportement demeure peu étudié. Le terme 4 posséderait donc
tres probablement une dépendance en L précédemment inconnue, comme constaté dans la
derniere section.

Plusieurs ajustements LSF ont été appliqués sur la formule 3.1.15 afin de trouver la valeur
de s1. Pour chaque valeur de L, le coefficient bien connu a1y = 0.0563118 a été soustrait
afin de mieux isoler les autres coefficients. Les ajustements LSF ont été effectués pour des
valeurs de L allant de 10° a4 107, en utilisant des incréments de 2 x 105 (50 valeurs). La

formule utilisée pour les ajustements LSF est:

e T Toa(D)

En appliquant plusieurs ajustements LSF avec n allant de 2 a 6, il a été déterminé que s;

Sa— a2l = (3.2.2)

possede une valeur de -0.346(5). L’ajustement LSF a été inclus dans la figure 3.4.

3.3. Entropie de Rényi pour une sous-région squelet-
tique

Des mesures de 'EE avec un indice de Rényi o« = 2 (aussi appelée entropie de Rényi)
ont été effectuées pour une sous-région squelettique en utilisant ’équation 2.2.36 a la place
de I’équation 2.2.35. Ces mesures utilisent les mémes conditions aux bords que les sections
précédentes, c’est-a-dire PBC-APBC. En utilisant la méme démarche analytique que celle
de la section 3.1, il a été déterminé que l'entropie de Rényi a le méme comportement que
'entropie de von Neumann (a = 1):

/

s st s
S — CL/ 2L+ 1 + 2 + 3
2AT AT T 0g(L) T (log(L)? ' (log(L))

ou aj, et s, sont les nouveaux coefficients pour 'entropie de Rényi. Comme mentionné

R (3.3.1)

dans la section 3.1, en appliquant ’équation d’Euler-MacLaurin a la somme et en résolvant
I'intégrale numériquement, le coefficient linéaire a},; = 0.0273974 a été trouvé. En appliquant
un LSF d’une manieére similaire & la section 3.2, ¢’est-a-dire en appliquant cette méthode sur

le coté droit de 1’équation:

s s
Soa—a, 20 = —2 4.4 " 3.3.2
2~ a2l = {0 (log(L))" (3:32)
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Fig. 3.5. Valeurs de 'EE S; 4 —a},2L en fonction de L pour un réseau bidimensionnel avec
conditions PBC-APBC pour une sous-région squelettique. L’ajustement LSFE a été réalisé a
partir de I’équation 3.3.2 pour n=4.

pour n de 3 & 7, une valeur de §| = —0.346(3) a été trouvée, ce qui coincide avec s;, ¢’est-a-
dire le coeflicient pour I'entropie de von Neumann. Différentes valeurs de Sy 4 — a),2L ainsi

que l'ajustement LSF de I’équation 3.3.2 avec n = 4 sont affichés dans la figure 3.5.

3.4. Entropie d’intrication pour un systeme PBC-OBC
pour une sous-région squelettique

Des mesures de ’entropie de von Neumann ont cette fois été effectuées en changeant les
conditions aux frontieres de PBC-APBC a PBC-OBC. Pour une sous-région A possédant
un volume (c’est-a-dire avec L7 > 1, comme dans la figure 2.4), & cause de I'intersection
entre la frontiere 0A et la frontiere ouverte du réseau, quatre termes de coins logarithmiques
apparaissent et ’'EE obéit a 1’équation 1.2.6. Dans le cas d’une sous-région squelettique, on
peut s’attendre a également avoir des termes supplémentaires dus aux intersections entre la
frontiére ouverte et la sous-région A (voir figure 3.6).

En utilisant la méme démarche analytique que la section 3.1, il a été déterminé que 'EE

dans ce systeme obéit au comportement suivant:

(D
Sa = ar2L + b log(log(L (D) . %1 52 %3 3.4.1
A = @2l + 0 ogllog (L)) 50+ 10 3 ¥ fog @y T og@p T Y
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Fig. 3.6. Réseau carré bidimensionnel avec conditions périodiques (PBC) en x et condi-
tions ouvertes ou Dirichlet (OBC) en y. La sous-région A (représentée ici en gris) est uni-
dimensionnelle et est composée d'une chaine de sites. Les deux extrémités de la sous-région
squelettique A donnent possiblement de nouveaux termes de coins.

oll S4 est 'entropie de von Neumann mesurée dans le systeme PBC-OBC tandis que b(P) et
stP) (n > 0) sont les nouveaux termes dus aux deux extrémités de la sous-région A. Parmi
ces nouveaux termes, bP) et SE)D) sont des termes universels. Le terme linéaire a4, calculé
encore une fois a 'aide de I'intégrale de la formule d’Euler-MacLaurin, est le méme que pour

le systeme PBC-APBC. En utilisant encore une fois un LSF sur I’équation:

(D) 5(D)

Sa — a1a2L = 8P log(log(L)) + 5§ + —— 44 0 3.4.2
A~ Q1d Og( Og( )) +80 "+ 10g(L) + + (log(L))” ( )
pour n de 1 & 4, on trouve bP) = —0.250(6) et s = 0.17(3). Différentes valeurs de

S — a142L sont affichées dans la figure 3.7. Le comportement de 'EE dans le cas d’une
sous-région squelettique A possédant des coins n’est pas le méme que celui détaillé par
Fursaev et Solodukin pour une sous-région possédant un volume caractérisé par des angles
de 7/2 (équation 2.4.1), ou un coefficient logarithmique 4b = 1/6 apparait. Dans notre
cas, deux nouveaux coefficients universels apparaissent, séD) étant constant et b(P) étant
proportionnel & log(log(L)). A premiére vue, il ne semble pas y avoir de relation claire entre

b?) et b, méme si les deux sont des termes de coins liés & un comportement relatif & log(L).
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Fig. 3.7. Valeurs de S, — a142L en fonction de L pour un réseau bidimensionnel avec
conditions PBC-OBC pour une sous-région squelettique. L’ajustement LSF a été réalisé a
partir de I’équation 3.4.2 pour n=3.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié¢ I'entropie d’intrication de régions dites squelettiques
pour un réseau harmonique en 2 dimensions spatiales, qui est une version discrete de la
théorie d'un champ scalaire relativiste sans masse (une CFT). Nous avons montré que le
comportement de I'EE dans un tore bidimensionnel avec conditions PBC-APBC change
dans le cas d’une sous-région unidimensionnelle par rapport & celui d’une région pleine. A la
place d’une valeur constante pour 74 = S4—2alL trouvée pour une région pleine, on retrouve
dans le cas squelettique une dépendance en puissances négatives de log(L) (équation 3.1.15),
dont le premier coefficient s; est universel (indépendant de la coupure UV). A Tlaide de
calculs numériques sur des réseaux de taille finie, nous avons obtenu s; = —0.346(3). 1l
serait intéressant de déterminer a quelle propriété de la CFT correspond ce coefficient. Le
coefficient de la loi du périmetre a change également lors du passage de la sous-région pleine
a la région squelettique: a;q = 0.0563118. Par comparaison, sa valeur pour une sous-région
bidimensionnelle est a = 0.0774513.

Ensuite, l'entropie de Réyni a été calculée pour une sous-région squelettique. Il a été
constaté que son comportement (équation 3.3.1) est le méme que pour 'EE de von Neumann
avec un coefficient universel s} similaire. Le coefficient linéaire a},; a été calculé de maniere
semi-analytique et est différent de son équivalent pour ’entropie de von Neumann. Il a
également été trouvé, avec des ajustements LSF, que le coefficient s| est identique a s;.

Pour finir, 'EE de von Neumann a été obtenue en remplagant la condition APBC par la
condition OBC afin de potentiellement voir apparaitre de nouveaux coefficients universels.
Dans le comportement observé, un terme constant et un terme proportionnel & log(log(L))
sont en effet observés (équation 3.4.1) et sont universels.

Nous avons montré que I'étude de 'EE pour des régions squelettiques (sans volume)
donne lieu a de nouveaux termes universels. Premierement, il serait pertinent de trouver
quelles quantités physiques sont décrites par ces termes. Une analyse approfondie de la CF'T

du scalaire libre serait nécessaire. Deuxiemement, il serait intéressant d’étudier d’autres



systemes critiques tels que la CFT de fermions de Dirac libres, ou bien la CFT d’Ising,
qui décrit la transition de phase quantique entre un ferro-aimant et un para-aimant en
deux dimensions spatiales. On pourrait alors voir si la structure de I'EE découverte dans
ce mémoire s’applique a d’autres théories. Finalement, une extension a 3 dimensions serait
naturelle. Pour le cas de la CF'T du scalaire libre, I’analyse tridimensionnelle serait simplifiée

grace aux résultats obtenus dans ce mémoire.
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Annexe A

Données numériques

Dans le tableau A.1 sont données les valeurs de 'EE S4 selon la masse dans un réseau
périodique unidimensionnel de 2000 sites avec une sous-région A composée d’un seul site.
Dans le tableau A.2 sont données les valeurs du terme 4 dans un tore avec conditions
PBC et APBC pour le cas d'une sous-région A unidimensionnelle avec dimensions L, =
L, = L. La valeur de a;4 = 0.0563118 étant bien connue, les valeurs de 4 ont été obtenues

en faisant y4 = a142L — S4.



m

S

m

S

m

S

m

S

m

S

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.1
0.11
0.12
0.13
0.14
0.15
0.16
0.17
0.18
0.19
0.2
0.21
0.22
0.23
0.24
0.25
0.26
0.27
0.28
0.29
0.3
0.31
0.32
0.33
0.34
0.35
0.36
0.37
0.38
0.39
0.4

Tableau A.1. Valeurs de 'EE selon la masse d'un réseau unidimensionnel périodique avec

0.735351
0.671286
0.629607
0.597805
0.571709
0.549378
0.529741
0.51214
0.496141
0.481439
0.467814
0.455099
0.443166
0.431913
0.42126
0.411139
0.401495
0.392282
0.38346
0.374995
0.366858
0.359025
0.351472
0.34418
0.337132
0.330313
0.323707
0.317304
0.311091
0.305058
0.299196
0.293496
0.287951
0.282554
0.277297
0.272174
0.26718
0.26231
0.257558
0.25292

0.41
0.42
0.43
0.44
0.45
0.46
0.47
0.48
0.49
0.5
0.51
0.52
0.53
0.54
0.55
0.56
0.57
0.58
0.59
0.6
0.61
0.62
0.63
0.64
0.65
0.66
0.67
0.68
0.69
0.7
0.71
0.72
0.73
0.74
0.75
0.76
0.77
0.78
0.79
0.8

0.248392
0.24397
0.239649
0.235426
0.231299
0.227263
0.223315
0.219454
0.215675
0.211978
0.208358
0.204814
0.201344
0.197945
0.194616
0.191354
0.188158
0.185026
0.181956
0.178947
0.175997
0.173104
0.170268
0.167486
0.164758
0.162082
0.159457
0.156881
0.154354
0.151874
0.149441
0.147053
0.144709
0.142408
0.140149
0.137932
0.135755
0.133618
0.13152
0.129459

0.81
0.82
0.83
0.84
0.85
0.86
0.87
0.88
0.89
0.9
0.91
0.92
0.93
0.94
0.95
0.96
0.97
0.98
0.99
1.
1.01
1.02
1.03
1.04
1.05
1.06
1.07
1.08
1.09
1.1
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.2

0.127436
0.125448
0.123497
0.12158
0.119697
0.117847
0.116031
0.114246
0.112492
0.11077
0.109077
0.107414
0.10578
0.104175
0.102597
0.101046
0.0995226
0.098025
0.0965531
0.0951064
0.0936844
0.0922867
0.0909128
0.0895622
0.0882345
0.0869292
0.085646
0.0843844
0.083144
0.0819245
0.0807253
0.0795463
0.0783868
0.0772467
0.0761256
0.075023
0.0739388
0.0728724
0.0718236
0.0707922

une sous-région composée d’un site unique.
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1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.3
1.31
1.32
1.33
1.34
1.35
1.36
1.37
1.38
1.39
1.4
1.41
1.42
1.43
1.44
1.45
1.46
1.47
1.48
1.49
1.5
1.51
1.52
1.53
1.54
1.55
1.56
1.57
1.58
1.59
1.6

0.0697776
0.0687798
0.0677982
0.0668328
0.0658831
0.0649488
0.0640298
0.0631257
0.0622363
0.0613612
0.0605003
0.0596533
0.0588199
0.0579999
0.0571931
0.0563992
0.055618
0.0548492
0.0540927
0.0533483
0.0526156
0.0518946
0.051185
0.0504866
0.0497992
0.0491227
0.0484567
0.0478013
0.047156
0.0465209
0.0458957
0.0452802
0.0446743
0.0440778
0.0434906
0.0429125
0.0423432
0.0417828
0.041231
0.0406876

1.61
1.62
1.63
1.64
1.65
1.66
1.67
1.68
1.69
1.7
1.71
1.72
1.73
1.74
1.75
1.76
1.77
1.78
1.79
1.8
1.81
1.82
1.83
1.84
1.85
1.86
1.87
1.88
1.89
1.9
1.91
1.92
1.93
1.94
1.95
1.96
1.97
1.98
1.99
2.

0.0401526
0.0396258
0.0391071
0.0385962
0.0380932
0.0375978
0.0371099
0.0366294
0.0361561
0.0356901
0.035231
0.0347788
0.0343335
0.0338948
0.0334627
0.033037
0.0326177
0.0322046
0.0317977
0.0313968
0.0310018
0.0306127
0.0302293
0.0298515
0.0294793
0.0291126
0.0287512
0.0283951
0.0280443
0.0276985
0.0273577
0.0270219
0.026691
0.0263648
0.0260434
0.0257265
0.0254143
0.0251065
0.0248031
0.0245041



L YA
100000 | 0.0265918
200000 | 0.025242
300000 | 0.0245143
400000 | 0.0240231
500000 | 0.0236555
600000 | 0.0233634
700000 | 0.023122
800000 | 0.022917
900000 | 0.0227391
1000000 | 0.0225823

Tableau A.2. Valeurs de 4 selon la longueur du réseau L obtenue a 'aide de I'opération
YA = a142L — Sy, ot a1 = 0.0563118.
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