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Résumé

Ce mémoire révele la structure des représentations des algebres de Temperley-Lieb affines
TLY(B8) sur les espaces propres Cy(q,v,d) (du spin total S*) des chaines de spins XXZ
périodiques. En particulier, on y démontre que ces représentations, introduites dans [35] et
[40], admettent toujours une structure similaire a celle des représentations de Feigin-Fuchs
de 'algebre de Virasoro Uir et que les différentes possibilités, pour la structure d’un Uir-
module de Feigin-Fuchs, sont toutes réalisées par un espace propre donné. On introduit aussi
une pléthore d’applications TL} (5)-linéaires entre différents espaces propres en considérant
une action naturelle de I'extension de Lusztig LU sly sur les chaines XXZ périodiques et on
caractérise entierement le noyau ainsi que I'image de ces applications a l'aide de longues suites
exactes et d’'une décomposition de Clebsch-Gordan généralisée. Finalement, on identifie
I'image du morphisme % (q, v) défini dans [39] et on donne également une nouvelle réalisation

explicite pour les couvertures projectives de la catégorie mod LU, sl,.

Le chapitre 1 introduit les algebres de Temperley-Lieb affines TL(5) et leur théorie de la
représentation a la maniere de [22]. Dans le chapitre 2, on présente les représentations de
TL%(5) sur les chaines de spins XXZ périodiques (définies d’abord dans [41] et [40]) et on
caractérise partiellement la structure de ces représentations en débutant I’étude de I'image du
morphisme i% (g, v) de [39]. Ensuite, dans le chapitre 3, on introduit I'extension de Lusztig
LUysly et on utilise sa théorie de la représentation pour définir et étudier des applications
TL% (B)-linéaires reliant différents espaces propres Cn(q, v, d). Finalement, dans le chapitre
4, on combine les différents résultats de ce mémoire afin d’obtenir une caractérisation explicite
de la structure des espaces propres Cy(q,v,d). On détermine aussi dans ce chapitre I'image

du morphisme d’entrelacement i%(q, v).

Mots clefs : Théorie de la représentation, algebres de Temperley-Lieb affines, modules
cellulaires, chaines XXZ périodiques, groupe quantique, extension de Lusztig LU,sl,, dualité

de Schur-Weyl, couvertures projectives, décomposition de Clebsch-Gordan généralisée.






Abstract

This master’s thesis reveals the structure of the representations of the affine Temperley-Lieb
algebras TLY () on the eigenspaces Cy(q,v,d) (of the total spin S*) of the periodic XXZ
spin chains. In particular, we show that these representations, introduced in [35] and [40],
always admit a structure akin that of the Feigin-Fuchs representations of the Virasoro Uit
algebra and that the different possibilities, for the structure of a Feigin-Fuchs Uir-module,
are all realized by a given eigenspace. We also give a plethora of TL%(5)-linear maps between
different eigenspaces by considering a natural action of the Lusztig extension LU,sl; on the
periodic XXZ chains and we then fully characterize the kernel and image of these morphisms
by means of long exact sequences and a generalized Clebsch-Gordan decomposition. Finally,
we explicitly give the image of the intertwiner i%(q,v) defined in [39] and we also introduce

a new explicit realization for the projective covers in the category mod LU,sl;.

Chapter 1 follows the pioneering work of [22] and introduces the affine Temperley-Lieb alge-
bras TL% (/) with their representation theory. In chapter 2, we present the representations
of TLY(B) on the periodic XXZ spin chains (defined originally in [41] and [40]) and we
partially characterize the structure of these representations by studying the image of the
morphism i%(q,v) of [39]. Then, in chapter 3, we introduce the Lusztig extension LU,sl,
and use its representation theory to define and study TL% (/5)-linear maps relating different
eigenspaces Cy(q,v,d). At last, in chapter 4, we combine the various results of this thesis to
obtain an explicit characterization of the structure of the eigenspaces Cy(q,v,d). We also

determine the image of the intertwiner i%(q,v) in this chapter.

Keywords : Representation theory, affine Temperley-Lieb algebras, cellular modules, peri-
odic XXZ chains, quantum groups, Lusztig’s extension LU,;sly, quantum Schur-Weyl duality,

projective covers, generalized Clebsch-Gordan decomposition.
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Table de notation

On consigne en ces pages quelques notations utilisées abondamment dans le corps du mémoire

qui ne sont pas tout a fait standards dans la littérature mathématique. Ces notations sont

en général définies adéquatement au fil du mémoire et leur signification peut varier selon le

contexte dans lequel elles sont utilisées.

N et id : ensemble des entiers strictement positifs et opérateur ou application identité;
=,, : relation d’équivalence modulo n pour un certain n € N;

TL%(83) : algebres de Temperley-Lieb affines avec 8 = —(q + ¢ ') (voir section 1.1);
TLx(8) : algebres de Temperley-Lieb réguliéres (voir section 1.1);

Yir : algebre de Virasoro (voir introduction);

Mod A ou mod A: catégories des A-modules a gauche de dimension arbitraire ou finie;
rad M, top M et soc M : radical de Jacobson, coiffe et socle d'un A-module M;
2]y, [z],! et mq : g-nombre, g-factoriel et coefficient g-binomial;

Ext!, (M, N) : Groupe d’extension de N par M contenant (& équivalence pres) 1'en-

semble des suites exactes courtes de Mod A de la forme
0—=+N—=>X—=>M-—0;

|| ou |A| : rang du (m, n)-diagramme ou de 1'état a (N, d)-liens p (voir section 1.2)
ou encore cardinalité de ’ensemble A;

T : anti-involution de TL% (/) (voir section 1.1);

A% et A°(N) : ensembles définis dans la section 1.2;

Wi a.-(q) et VE(q,v) : TLY(8)-modules cellulaires (voir section 1.2);

BY 4(q,z) et Bf(q,v) : C-bases de Wi 4..(q) et Vi§(g,v) (voir section 1.2);

Wiy, et vy, vecteurs de BY 4(q, 2) et B (g, v) ot r = (N —d) (voir section 1.2);
beg et v : applications définies dans la section 1.2;

¢,: somme des positions des défauts de 1'état v (voir section 1.2);

¢on.a(v) : isomorphisme de Vi (q,v) sur Wy 4..(q) pour z = v~ (voir section 1.2);
Xd,> €t (—, —)a4;» : morphisme d’algebres et forme bilinéaire de la section 1.2;
R : radical de la forme (—, —)4.. (voir section 1.2);
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Ly 4. : quotient de Wi 4..(q) par Ry q.. (voir section 1.2);

=<, 1 ordre partiel défini dans la section 1.3;

Or.diy.=(IN) €t Oy gy, (N) : monomorphismes de la section 1.3;

hp(q) : fonction rationnelle sous-jacente a I'inclusion 6, 4 .(NN) (voir section 1.3);
t1 et S* : opérateurs de translation et de spin (voir section 2.1)

Cn(g,v) et Cn(q,v,d) : chaine XXZ périodique (vue comme TLY (5)-module) et
espace propre de S? de valeur propre d dans Cy(q,v) (voir section 2.1);

B§(q,v) et By 4(¢,v): bases de Cn(q,v) et Cy(g,v,d) (voir section 2.1);

|z1...xn), ¢ élément de BS(g,v) (voir section 2.1);

nn(q,v) et ny(q,v,d) : retournement de spin et restriction du retournement 7y (g, v)
a lespace propre Cy(q,v,d) (voir section 2.2);

M* : dual du TLY (8)-module par rapport a 'involution t (voir section 2.3);
i%(q,v) et Y, ,: morphisme d’entrelacement et ensemble critique de la section 2.4;
PG4 (g, v) : partie générique du module cellulaire ViE(¢, v) (voir section 2.4);

A : anneau Z[t, t7!] (voir section 3.1);

Uysly et Ussly : groupe quantique associé a sly et forme rationnelle (voir section 3.1);
Uy et LUysl, : forme intégrale de Uysly et extension de Lusztig (voir section 3.1);
Usly et % : algebre universelle enveloppante de sly et sous-algebre de la section 3.1;
PBrpw : base d la Poincaré Birkhoff- Witt pour LU,sly (voir section 3.1);

®,,(t) : n-iéme polynéme cyclotomique;

A et A, : coproduit et coproduit généralisé de LU, sly (voir section 3.1);

M ®¢ N: produit tensoriel des LU,slo-modules M et N sur lequel 'action est définie
via le coproduit A (voir section 3.1);

H : générateur déroulé de LU,sl; (voir section 3.1);

L,(i) et Zs, : LUsl;-modules simples (voir section 3.2);

Ay(7) et Py(i) : LU slp-modules de Weyl et LU, slp-modules projectifs-injectifs indé-
composables (voir section 3.2);

T,-1(v) et J,-1(vy, v,) : bijections LU, slp-linéaires (voir section 3.3 et annexe A);
(Si)%,l . opérateurs représentant l'action des puissances divisées E™ et F(™ sur
'espace propre Cy(q, v, d) via I'isomorphisme 7,-1(v) (voir section 3.3 et annexe A);
Jeala™v,) et g ra(qg™,v,) : applications TLY(3)-linéaires définis au cours de la
section 3.3 et de annexe A (pour ¢? = 1);

TLby (5, 51, B2) : algebre de blob (voir conclusion);

Y : élément central de TL% () définissant TLby (3, 51, B2) (voir conclusion);

L(n) : représentation simple de Usly de dimension n (voir annexe A).

20



A Tommy,

Tout en lui était vieuz, sauf les yeux -
et ils étaient de la méme couleur que

la mer, joyeuz et invincibles.






Remerciements

J’aimerais profiter de cet emplacement pour faire part de ma reconnaissance a quelques
personnes directement reliées a la complétion de ce mémoire et a ma volonté de poursuivre
une carriere académique en mathématiques. Naturellement, j'aimerais remercier en premier
lieu mon superviseur, Yvan Saint-Aubin, pour son soutien indéfectible, son intuition hors-pair
et notre complicité qui ont su rendre mon parcours a la maitrise aussi stimulant qu’agréable.
Je suis infiniment heureux d’avoir pu croiser ta route physico-mathématique et je te suis
tres reconnaissant de m’avoir appris tant de choses sur 'algebre, la musique et la vie. Dans
ce méme ordre d’idée, j'aimerais aussi remercier Patrick Desrosiers, le chef d’orchestre de
ma rencontre avec Yvan et probablement le principal instiguateur de ma passion pour les
mathématiques, qui a toujours su m’éloigner assez du chemin de moindre action pour que
se dessine devant moi la route de la connaissance. Merci également a Paul Fontaine, Alexis
Leroux-Lapierre et Alexis Langlois-Rémillard pour votre écoute et vos commentaires précieux
qui ont certainement contribué a ce que ce mémoire puisse un jour satisfaire a mes attentes.
J’espere que nous demeurerons amis et que nous continuerons a collaborer sur nos projets

scientifiques respectifs dans les années qui viennent.

Merci a mon comité évaluateur, Abraham Broer et Michael Lau, pour votre relecture atten-
tive et vos commentaires constructifs. J'espere que vous avez apprécié lire ce mémoire autant
que j’ai aimé ’écrire. Merci a Jonathan Belletéte et Alexis Morin-Duchesne de m’avoir aidé
a porter ce projet a terme au travers de discussions mathématiques intéressantes et de com-
mentaires éclairants. Je suis particulierement redevable a Jonathan de m’avoir transmis une
copie de son article [7] (conjoint avec Gainutdinov, Jacobsen, Saleur et Tavares) a paraitre.
Merci aussi au Fonds québecois de la recherche sur la nature et les technologies (FRQNT)
et au Conseil de recherches en sciences naturelles et génie (CRSNG) pour leur financement
généreux. Merci enfin & Anne-Sophie; pour ton soutien, ta tendresse et ton sourire. Merci

d’étre ma copine.

23






Introduction

La théorie de la représentation est largement considérée comme l'une des branches les plus
prolifiques des mathématiques fondamentales. Ce domaine a pour objectif la caractérisation
concrete d’entités mathématiques abstraites via leur action sur certains espaces et admet
ainsi naturellement, en raison de cet objectif, des applications physiques et mathématiques
variées. En particulier, la théorie de la représentation des algebres de Lie semisimples de
dimension finie est aujourd’hui présentée comme étant un outil essentiel en mécanique quan-
tique (cf. [11]), en physique des particules (cf. [34]) et en géométrie différentielle, algébrique
et riemannienne (cf. [29], [44]). La recherche actuelle transcende cependant ces applications
en étudiant notamment les représentations issues de certaines familles d’algebres (associa-

tives) non semisimples de dimension infinie. Ce mémoire s’inscrit dans ce contexte.

Un premier exemple important d’algebre non semisimple de dimension infinie est donné par
I’algebre universelle enveloppante de ’algebre de Lie de Virasoro Uir. Cette algebre de Lie
est engendrée par un élément central ¢ (appelé charge centrale) et des éléments { L, },ez avec
Ly L] = (1m0 — 12) L + %5m7_n(m2 “1)e
pour chaque choix de m,n € Z. Elle correspond a l'algebre de symétrie des théories bi-
dimensionnelles en théorie des champs conformes (cf. [16]) de sorte que sa théorie de la
représentation admet un vaste éventail d’applications physiques. En particulier, certaines
représentations remarquables de Uir, appelées modules de Verma, permettent de construire
un grand nombre de modeles fondamentaux en mécanique statistique : les modéles minimaux
de Virasoro (cf. [16], [38]). Les célebres modeles d’Ising et de Potts (a trois états) en deux

dimensions au point critique sont des exemples de modeles de Virasoro minimaux (cf. [16]).

Une seconde famille d’algebres (généralement) non semisimples de dimension infinie possé-
dant une grande importance physico-mathématique est celle des groupes quantiques. Ces
objets sont apparus lors de I’étude par Drinfeld (cf. [13]) et Jimbo (cf. [25]) de certains sys-
temes intégrables quantiques afin de produire systématiquement des solutions aux équations

de Yang-Baxter. Ils ont depuis gagné une importance énorme en théorie de la représentation



(cf. [10]), en géométrie non-commutative (cf. [33]) et en théorie des noeuds (cf. [26]) tout en
favorisant 1’émergence du concept de catégorie monoidale tressée (cf. [3]). Une des raisons
principales justifiant ce gain de notoriété est certainement donnée par le lien entre les groupes
quantiques Uysl, et les algebres de Hecke H,(An) (et donc le groupe de tresse) au travers de
la dualité de Schur-Weyl quantique (cf. [25]) qui généralise la dualité de Schur-Weyl usuelle

entre le groupe général linéaire GL,,(C) et I'algebre du groupe symétrique Sy .

Dans ce mémoire, on s’intéressera surtout aux algebres de Temperley-Lieb affines TLS(5).
Ces algebres, également non semisimples (en général) et de dimension infinie, sont grande-
ment utilisées dans I’étude de modeles statistiques sur réseaux (comme le modele de perco-
lation, voir [37]) et possedent une riche théorie de la représentation intrinsequement liée a la
théorie correspondante pour 'algebre Uir. En particulier, dans une certaine limite, appelée
limite conforme (ou thermodynamique), un élément des algebres TLY (8), appelé matrice de
transfert a boucles, décrirait conjecturalement (cf. [39]) une théorie des champs bidimen-
sionnelle pour laquelle la charge centrale serait identifiée a 'opérateur (1 — ﬂ(%jﬂ)) id (avec
A € [-m,7) tel que B = 2cos())). De méme, dans [18], les auteurs étudient un quotient
de dimension finie de TL%,(0) (pour N pair), appelé algébre de Jones-Temperley-Lieb JTLy,
et trouvent une famille dénombrable de JTL y-modules admettant une structure similaire a
celle de certaines représentations remarquables de Uit : les Vit-modules de Feigin-Fuchs'.

L’objectif de ce mémoire est semblable a ce dernier résultat, quoique plus audacieux.

En effet, ce mémoire étudie de maniere détaillée les représentations Cy(q, v, d) des algebres
TLY(8) définies dans [35] et [40] sur les espaces propres des chaines XXZ périodiques pour
I'opérateur de spin total S*. Le résultat principal obtenu au sein du mémoire est une ca-
ractérisation complete de la structure de ces représentations dans laquelle on obtient que
les espaces Cy(q, v, d) admettent toujours une structure similaire a celle des Uit-modules de
Feigin-Fuchs et que toutes les possibilités pour la structure d’un tel Uir-module sont réalisées
par un de ces espaces. On effectue aussi une analyse systématique des morphismes reliant
entre eux les modules Cy(q,v,d) en introduisant un grand nombre d’applications TLY (5)-
linéaires provenant naturellement d’une représentation de I'extension de Lusztig LU,sl; du
groupe quantique Ugsly sur les chaines XXZ. On obtient ainsi, d'une certaine fagon, ces
applications via une extension de la dualité de Schur-Weyl quantique mentionnée ci-dessus.
Leur noyau et leur image sont contraints par de longues suites exactes de mod TL} (/) et par
une décomposition de Clebsch-Gordan généralisée. D’autres résultats importants présentés
dans ce texte sont une réalisation explicite nouvelle pour les couvertures projectives dans

mod LU,sl; et la caractérisation de I'image du morphisme i% (g, v) défini dans [40].

De fagon précise, les Uir-modules de Feigin-Fuchs ne sont pas des Yir-modules de Verma, mais sont des
modules de Verma pour la copie de 'algébre d’Heisenberg contenue dans Ui (cf. [38]). Ils apparaissent
naturellement dans la réalisation de Uir donnée par le modele du gaz de Coulomb en champ libre.

26



Le corps du mémoire est organisé comme suit :

Le chapitre 1 présente les algebres de Temperley-Lieb affines TL},(5) avec un apergu
de leur théorie de la représentation (étudiée en détail dans [22] par Graham et Lehrer).
On y définit notamment les TLY (/5)-modules cellulaires et on exhibe leur structure
a I'aide de diagrammes de Loewy.

Le chapitre 2 amorce 'étude des représentations des algeébres TL%,(5) sur les espaces
propres Cy(q, v, d) des chaines XXZ périodiques. En particulier, on rappelle dans ce
chapitre la définition du morphisme d’entrelacement i4,(q, v) de [39] et on caractérise
partiellement I'image de cette application via le concept de partie générique.

Le chapitre 3 introduit I'extension de Lusztig LU,sly et étudie en profondeur sa
théorie de la représentation en obtenant notamment une nouvelle réalisation explicite
pour les LU,sly-projectifs indécomposables. On définit également a cet endroit une
représentation naturelle de LU,sly sur les chaines XXZ périodiques et on utilise cette
représentation pour obtenir et caractériser un grand nombre d’applications TL%(5)-
linéaires reliant différents espaces propres Cy(q, v, d).

Le chapitre 4 combine les résultats des chapitres précédents afin d’obtenir la carac-
térisation complete de la structure des espaces propres Cy(q,v,d) comme TLY (5)-
modules. On y obtient aussi 'image du morphisme d’entrelacement % (q,v) et des
applications TL} (f)-linéaires du chapitre 3.

L’annexe A présente certaines propositions analogues a celles présentées dans le cha-
pitre 3, mais pour les cas spécifiques exclus de I'analyse effectuée dans ce chapitre
(c’est-a~dire ¢* = 1 avec 3 = —(q+ ¢~ ') dans TLY(3)).

L’annexe B rappelle quelques résultats standards relatifs aux algebres de Hopf et
utilisent ces résultats pour démontrer une adjonction fonctorielle tres utile.
L’annexe C permet de consigner certains résultats relatifs a une sous-algebre remar-
quable de LU,sly. Ces résultats sont totalement indépendants du reste du mémoire.
L’annexe D présente un exemple de décomposition de Clebsch-Gordan généralisée;
L’annexe E présente rapidement les algebres de blob TLby (3, 51, 52) avec la démons-
tration d’un lemme énoncé dans le chapitre 4 quant aux groupes d’extension dans

mod TL% (). La preuve présentée est presque identique a celle donnée dans [7].

Les résultats originaux dignes de mention dans ce mémoire sont les propositions, corollaires
et théoremes : 1.19, 2.1, 2.5, 2.6, 2.12, 2.13, 3.19, 3.27, 3.28, 3.31, 3.32, 3.41, 3.43, 3.44,
3.45,4.1, 4.2, 4.3, 4.6, 4.8 et A.1. Plusieurs résultats (possiblement) déja publiés sont aussi

présentés avec de nouvelles démonstrations. Notons enfin qu’une table de notation est fournie

avant la dédicace du mémoire afin de faciliter la lecture des différents chapitres.
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Chapitre 1

Les algebres de Temperley-Lieb affines

Ce chapitre est consacré a I'introduction des algebres de Temperley-Lieb affines TL% (5).
Celles-ci correspondent a une généralisation de dimension infinie des algebres de Temperley-
Lieb régulieres TLy (/) et possedent une riche théorie de la représentation telle qu’étudiée
dans [15], [22] et [28]. En particulier, la généralisation naturelle au cas de TL%(5) de
certains TLy(f)-modules (dits cellulaires) produit des représentations de dimension finie
permettant de caractériser, via une forme bilinéaire remarquable, tous les objets irréductibles
de mod TLY (). Les résultats obtenus dans [22] sur la structure de ces TLY (5)-modules

cellulaires correspondent a des outils fondamentaux du point de vue de ce projet.

Dans la section 1.1, on définit les algebres TL} (5) a 'aide de générateurs et relations ainsi
qu’a partir d'une présentation diagrammatique inspirée de celle de TLx (). On introduit
ensuite, dans la section suivante, deux définitions équivalentes pour les TL (f)-modules
cellulaires. Finalement, dans la section 1.3, on utilise la notion de diagramme de Loewy
pour expliciter les résultats présentés dans [22] par rapport a la structure de ces modules

cellulaires et quant a la théorie de la représentation de TL% (/) en général.

1.1. Généraliser les algebres de Temperley-Lieb
Soient N > 3 un entier et § € C. L’algebre de Temperley-Lieb affine TLY}, () est la C-algebre
de générateurs {e; }, U{Q, Q7! id} satisfaisant, avec les indices pris modulo N, les relations
el = Be;, e;e; =eje; si|i— j| > 1, ei€it1€; = €,
Qe =e,_q, QO =010 =1d, (QFen)V ™t = QFV(OFley).

Elle a ét¢ introduite dans [22] par Graham et Lehrer via la notion de catégories de Temperley-
Lieb, puis a été étudiée abondamment par Martin et Saleur (cf. [35]) ainsi que Green, Fan

et Erdmann (cf. [14], [15], [23]). Il s’agit d’une C-algebre de dimension infinie puisqu’elle



contient la sous-algébre (Q,Q71) ~ C[z,z7!]. Elle contient aussi I'algébre de Temperley-
Lieb réguliere TLy(8) = (id,eq,...,eny—_1) et la sous-algebre ﬁN(ﬁ) = (id, ey, ...,enN) qui
est isomorphe & un quotient de I'algébre de Hecke affine H*(Ay_1). Il est intéressant de
noter que, jusqu’a 'ajout des générateurs Q*! (dits de torsion) par Graham et Lehrer, on
appellait en fait algébre de Temperley-Lieb affine cette sous-algebre TLy(8) (cf. [14], [35]).
Cependant, depuis cet ajout, on considere davantage 'algebre TLY () dans la littérature
étant donné qu’elle admet une présentation diagrammatique simple permettant de retrouver

celle apparaissant dans [43] pour TLy (/).

Définition 1.1 ((m, n)-diagramme). Soient m,n € Zsq avec m =5 n. Un (m, n)-diagramme
est un diagramme rectangulaire admettant respectivement m et n points équidistribués sur
ses cOtés verticaux gauche et droit avec ces points reliés deux a deux par des segments
demeurant au sein du diagramme et ne s’intersectant pas. Le rectangle correspondant est
identifié a une section de cylindre de sorte qu’il est possible pour un des segments de traverser
un coté horizontal afin de réapparaitre au niveau du coté opposé. On appelle frontieres
imaginaires les c6tés horizontaux d’'un (m,n)-diagramme et on identifie visuellement ces
frontieres a l'aide de lignes pointillées. Un nombre arbitraire de lacets (c.a.d. de segments
reliant les deux frontiéres imaginaires et aucun point des cotés verticaux) peut aussi étre
ajouté & un (m,n)-diagramme tant que cet ajout se fait sans la création d’intersection de

segments. On ne distingue enfin pas les diagrammes équivalents a isotopie de segments pres.

. T

O\ €
(c) (d)

Fig. 1.1. Des exemples de (5, 5)-diagrammes sans lacet.

Fig. 1.2. Des exemples de (6,2)-diagrammes. Le diagramme (d) possede un lacet.

Un segment joignant les cotés verticaux d'un diagramme est appelé ligne passante. On
note d’ailleurs D,,, , 'ensemble des (m, n)-diagrammes et on définit le rang d'un élément
de D,,, comme le nombre minimal de fois (parmi tous les diagrammes équivalents a u a

isotopie de segments pres) que sa frontiere imaginaire supérieure (ou inférieure) est traversée.
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Par exemple, les (5, 5)-diagrammes présentés dans la figure 1.1 ont respectivement un rang de
0, 0, 2 et 3. La possibilité d’avoir un nombre arbitraire de lacets dans un (m, n)-diagramme
ou de faire passer un nombre quelconque de fois une des lignes passantes d'un tel diagramme

par sa frontiere imaginaire sans créer d’intersection force |D,, ,| = co.

Soient ¢,m,n € Z>, de méme parité avec p; € Dy, et po € D,y . On définit le produit
11 ® 1o comme le diagramme obtenu en concaténant py a gauche de us et en oubliant le
coté vertical commun aux deux rectangles dans la concaténation. Pour que p; @ ps soit un
élément de spang(Dy,,), on remplace aussi toutes les boucles centrales contractiles créées lors

de cette concaténation par un facteur multiplicatif 3.

Fig. 1.3. (a) Produit de deux (6,6)-diagrammes; (b) Produit d'un (6, 8)-diagramme avec
un (8, 4)-diagramme. Les boucles centrales contractiles sont indiquées avec un trait foncé.

Ce produit de diagrammes e est étendu C-linéairement et permet en particulier de donner

une structure d’algebre a l'espace vectoriel spang(Dy y) pour N > 0.

Proposition 1.2 ([23]). Soit N > 3. Les algebres spanc(Dy ) et TLY (5) sont isomorphes.

La forme explicite de cet isomorphisme sur I'ensemble générateur {e;}¥, U {Q, Q7 id} de

TLY (B) est donnée dans la figure 1.4 ci-dessous.

[T A I N I
e~ D q o~ 5 Q1 : id
P42 \ -/
M \\ //— _______

Fig. 1.4. Description explicite de l'isomorphisme entre TLY (5) et spang(Dy y).
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Cette correspondance permet de redéfinir 1'algebre de Temperley-Lieb réguliere TLy([)
comme la sous-algebre de spang(Dy ) ne contenant que des diagrammes de rang nul (cf. [6],
[22]) et généralise donc la réalisation diagrammatique de TLy(/3) considérée dans [43]. Elle
permet aussi d’introduire naturellement une anti-involution 1 : TLY (8) — (TLY(8))°P dé-
finie sur Dy v en envoyant un diagramme g a I’élément uT € Dy ny obtenu en faisant subir
a i une réflexion par rapport a un axe vertical central. La généralisation naturelle de cette

anti-involution produit une application linéaire 1 : spang (D, ) — spang (D m)-

Fig. 1.5. Image d’'un (6, 6)-diagramme sous l’anti-involution f.

On étudiera plus en détail 'effet de 'existence de 'application T sur la théorie de la repré-
sentation de TLR (B) lors de la section 2.3.2. Pour l'instant, on passe a la section suivante
dans laquelle on définit certains TLY (8)-modules remarquables, appelés modules cellulaires
(ou standards). Pour cette section et la suite du mémoire, on évitera d’écrire le symbole o
pour désigner le produit défini a la page précédente et on notera plutot p,ps la multiplica-
tion de p; € spang(Dyy,) et pe € spang(D,, ) pour certains £,m,n € Zso de méme parité.
On notera aussi TLG(5), TL{(B) et TLS(B) les C-algebres engendrées respectivement par
{Qo,ido}, {1, Q7% id1} et {er, eq, 05, idy} avec les relations QF'QF! = id; et

+1 1 _ 2 +1 1 _ _ +2 _ 2
QQ Qg: = ldQ, €1 = ﬁel, QQ GQQ;F = €1 = 6192 = QQ €1

Avec cette définition, I'isomorphisme de la proposition 1.2 peut étre étendu a tous les entiers

non négatifs via la correspondance donnée dans les figures suivantes pour N < 2 (cf. [6]).

Fig. 1.7. Forme diagrammatique des générateurs de TL3(5).
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1.2. Théorie de la représentation et modules cellulaires

Apres sa description dans [21] par Graham et Lehrer, le concept d’algebre cellulaire s’est
rapidement imposé comme une notion fondamentale en théorie de la représentation (cf. [19],
[24], [46]). Par définition, une telle algebre A est de dimension finie et vient avec la donnée
d’une base particuliere qui permet l'introduction d’une famille de modules, appelés modules
cellulaires. Ces modules sont munis d'une forme bilinéaire et permettent notamment de
caractériser, a I'aide de cette forme, toutes les représentations simples de A. Un exemple

d’algebre cellulaire est donné par les algebres de Temperley-Lieb régulieres TLy(/3).

Contrairement a leurs analogues de dimension finie, les algebres de Temperley-Lieb affines
TL% (8) ne sont pas cellulaires, mais correspondent a une instance spécifique d’algébres cellu-
laires affines telles que définies par Koenig et Xi dans [28]. Leur théorie de la représentation
ressemble a celle des algebres TLy () et il est en particulier encore possible de définir des
TL% (8)-modules cellulaires permettant de construire tous les irréductibles de mod TL%,(5).
Dans cette section, on introduit ces modules dans le cas d'une algebre TLY (5) fixée (iden-
tifiée a spang(Dyy) via la correspondance décrite dans les figures 1.4, 1.6 et 1.7) avec

B =—(q+ ¢ ') pour un certain ¢ € C non nul.

1.2.1. Premiére version : les modules Wy 4..(q)

Définissons A* comme le quotient de l’ensemble Z>, x C* par la relation d’équivalence la
plus faible telle que (0, z) ~ (0,271) pour z € C*. Choisissons aussi une paire (d, z) € A® et
remarquons que le produit e de la section précédente permet a l'espace vectoriel spang(Dy q)
d’hériter d'une structure de (TL%(5), TLg(3))-bimodule. Pour cette structure, I’espace vec-
toriel My 4 C spang(Dy 4) engendré par les (N, d)-diagrammes possédant strictement moins

de d lignes passantes est un sous-bimodule (cf. [6]) et on définit

WN,d = spanC(DN,d)/MNyd.

Notons €, et idy le générateur de torsion et l'identité de TLj(3) lors de leur action & droite
sur Wy 4 et posons Q9 = idy. Dans [22], les auteurs introduisent un morphisme d’algebres
Xa.» : TLG(S) — C défini sur D44 par

27 sip=Q) avecd>0et jeZ,
Xaz() =% (24271 sip=Q)avecd=0et j € Zsy,
0 sinon.

Considérons le sous-module V, C Wy 4 engendré par I’ensemble

{1(Qa — xa,-(Qa)ida) | 1 € Wi g}
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Alors, on définit le TL4(3)-module cellulaire! Wy 4..(q) comme le quotient

WNd;z(Q) = WN,d/Vtz-

Une C-base de Wiy 4. (¢) est I'ensemble BY ,(¢,z) des (N, d)-diagrammes standards (cf. [22])>.

Définition 1.3 (Diagramme standard). Un (N, d)-diagramme standard est un diagramme

sans lacet avec d lignes passantes qui ne traversent pas sa frontiere imaginaire.

En particulier, parmi les (6,2)-diagrammes donnés dans la figure 1.2, seul le second est
standard. De plus, Wy 4..(q) =0si N < d ou d #; N puisqu’il est alors impossible pour un
(N, d)-diagramme d’admettre d lignes passantes. Des exemples de 'action de TL% () sur

By 4(¢,%) sont donnés dans la figure 1.8.

Fig. 1.8. Exemples de l'action de TLg(5) sur Bgs(q,z).

Les points disposés sur le coté vertical gauche d'un (N, d)-diagramme standard sont ordonnés
de 1 & N a partir du haut. Si deux de ces points sont reliés par une boucle et sont situés

aux positions 1 < i; < iy < N, la position d’ouverture de cette boucle est définie comme

11 si la boucle ne passe pas par la frontiere imaginaire,
1o  sinon.

Posons r = %(N —d). Alors, il existe une bijection naturelle
beg : B]V\I,fd(q,z) = {(i1,.yip) €271 <4y < ... <ip < N}

qui associe a un diagramme g le sous-ensemble beg(u) de ses positions d’ouverture, ordonné

de maniere croissante. En particulier,

dim Wy q..(q) = ‘B%d(q’z)’ - (JX)

On note w;,. ;. l'image, sous la bijection réciproque beg ™, d’une suite (i, ...,4,) € Z" satis-
faisant 1 < iy < ... < i, < N. Il s’agit de 'unique (NN, d)-diagramme standard admettant
une boucle débutant en i; quelque soit j € {1,...,7}.

ICette définition ne dépend pas du choix de paramétre ¢ tel que 8 = —(g+q ) Aot Wy 4..(q) = Wha..(g71).
20n associe ici un diagramme standard & sa projection sur Wy 4..(q)-
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Fig. 1.9. La base Bgf/l(q,z). Sur la premiere ligne, on a, de gauche a droite, les diagrammes
wio, W13, Wig, Wis €t wog tandis que, sur la seconde, on a plutot woy, was, wss, Wss et wys.

En agissant sur un (N, d)-diagramme standard p, 1’élément QY € TL%,(3) produit un dia-
gramme p' € Dy g4 tel que beg(p') = beg(u), mais pour lequel tous les défauts traversent
exactement une fois la frontiere imaginaire inférieure pour réapparaitre au niveau du coté
opposé. Cependant, ce méme diagramme g’ peut également étre obtenu en multipliant Q¢ &

la droite de p. En d’autres mots, la relation

27 sid >0,

OVp =g’ = pQ§ = (xa,-()) ' = { .
L sid=0

est respectée sur Wy 4..(q) et on peut ainsi y associer Paction de QY & celle de 2~%d.

2

_ 2 _ -
QOwqp = = w1205 = 27 w2

Fig. 1.10. Exemple de l'action de Q° sur Bgvg(q,z).

Les TL% (f)-modules cellulaires sont aussi équipés d’une forme C-bilinéaire remarquable
<_7 _>d;z : WN,d;z(Q) X VVN,d;z’1 (Q) — (C déﬁnieu pour u € BJIG/,d(QaZ) et v e B%d(Qu'Zil)? par

<,LL, V)d;z = Xd,z(VTN)

avec T : spang(Dyq) — spang(Dgn) la généralisation de I'anti-involution de la section 1.1.

X0,z _
wi%wg% = = B — B(z+ 271) = (wase, w125)0;2

Fig. 1.11. Exemple de calcul relatif a la forme bilinéaire (—, —)4., pour (N, d) = (6,0).
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Proposition 1.4 ([22]). La forme (—, —)4, est TL} (/5)-invariante dans le sens que

(ap, V>d;z = (i, aTl/)d;z
si @ € TLY(B), p € By y(q.2) et v € By y(q.27").

En particulier, le radical Ry g, = {pt € Wia:2(q) | (i, —)a.. = 0} de cette forme bilinéaire est
un sous-module de Wi 4..(q) et on peut définir le quotient associé Ly g, = Wn.a.-(q) /RN a.-
Posons

AY(N)={(d,z) e A*|d< Netd=y N}

avec la paire (0, q) retirée si ¢> = —1 et N € 2N. Il s’agit de I’ensemble des paires (d, z) € A®
pour lesquelles le module Ly 4., est non nul (cf. [22]).

Théoréme 1.5 ([22]). Avec les notations précédentes,

(1) Soient (d,z) € A* et (t,y) € A*(N). Soient aussi M C Wy 4..(q) un sous-module et
[ Wniy(q) = Wha.(q)/M un morphisme TLY (3)-linéaire non nul. Alors, ¢t > d.
Par ailleurs, si ¢t = d, on doit avoir (¢,y) = (d, z) et il doit exister un scalaire v € C
tel que f(z) = vz + M pour chaque © € Wi 1, (q).

(2) Soit (d,z) € A*(N). Alors, rad Wn 4..(q) = Rna.. avec rad Wy 4..(q) le radical de
Jacobson de Wy 4..(¢). En particulier, Ly 4., = top W 4..(q)-

(3) La famille {Lyg;:}(4,z)eae(n) est un ensemble complet de TLY (3)-modules simples
distincts de dimension finie.

Le fait que les coiffes simples Ly 4., = top Wy 4..(¢) soient uniquement déterminées par le

choix de la paire (d, z) € A*(IN) admet un corollaire intéressant.

Corollaire 1.6. Soient (d, z), (t,y) € A*(IN). Alors, on a W 4..(q) >~ Wi i,(q) si et seule-

ment si les paires (d, z) et (¢,y) sont équivalentes dans A®.

Nous tenons maintenant a présenter une autre définition pour les TL%, (5)-modules cellulaires.
Celle-ci, provenant de [40], permet en quelque sorte d’uniformiser I'action de Q*! et rend

ainsi les calculs sous-jacents a la démonstration de certains résultats plus faciles a effectuer.

1.2.2. Seconde version : Les modules Vi (q,v)

Soient d € Zsq et v € C non nul. Les modules cellulaires V¢(g,v) sont construits dans [40]
a partir du concept d’état a (N, d)-liens.

Définition 1.7 (Etat a (N, d)-liens). Un état a (N, d)-liens correspond & un patron particu-
lier de liaison de /N points équidistribués sur une ligne verticale et ordonnés de 1 a N a partir

du haut. Dans ce patron, les différents points sont reliés en paires a 1’aide de boucles sauf

d points desquels est dessinée une ligne horizontale, appelée défaut. Les défauts et boucles
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d’un état a (IV, d)-liens doivent étre tracés a droite de sa ligne verticale et sans intersection.
Certaines de ces boucles peuvent aussi passer au dessus du point 1 pour réapparaitre sous
le point NV de sorte que ces états peuvent étre vus comme étant représentés sur un cylindre.

On ne distingue pas deux états si leur patrons de liens sont équivalents a isotopie pres.

On note B%(q,v) 'ensemble des états & (N, d)-liens. Cet ensemble est en bijection naturelle
avec I'ensemble BY ,(¢,z) des (N, d)-diagrammes standards (pour z € C* tel que (d, z) € A%).
La bijection en question envoie un état v a I'unique diagramme standard w possédant le
méme patron de boucles que v sur son c6té gauche (voir la figure 1.12 pour un exemple avec
(N,d) = (4,2)). Elle permet de définir la notion de rang sur B%(q,v) et justifie I'utilisation
de la notation beg v pour désigner ’ensemble (ordonné de maniére croissante) des positions

d’ouverture de boucles d'un état a (N, d)-liens v.

Fig. 1.12. Les ensembles B}(q,v) (haut) et Bj%(q, z) (bas).

Soient r = %(N —d)et 1 <i; <..<1i, <N des entiers. Alors, comme dans la sous-section
précédente, on note v, ; l'unique état a (N, d)-liens tel que begv;, ;. = (i1,...,%,.). Pour
v € B%(q,v), on définit aussi ¢, comme la somme des positions des défauts de v ainsi que
1 (v) comme Iensemble des paires (i,j) avec i € begv et j € {i +1,..., N +i — 1} 'unique
entier correspondant, modulo NV, a la position ou se referme la boucle de v ouverte en 2. On

pose enfin VE(q,v) = spanc(B%(q,v)). 1l s’agit d'un espace vectoriel de dimension (f)

Proposition 1.8 ([40]). Soient v € B%(q,v) et u € Dy n. Dénotons par T, I’état obtenu
a partir du patron de connexion de la frontiere gauche de la concaténation de v a droite de
p. Définissons également A comme le déplacement global des défauts de v vers le haut lors

N

de cette concaténation. Posons o = vV 4+ v™ ainsi que

{ 0 si des défauts de v ont été reliés lors de la concaténation
o =

1 sinon

Finalement, dénotons respectivement par n. et n, le nombre de boucles contractiles et de
lacets créés durant la concaténation au niveau de la ligne verticale de v. Alors, 'opération
définie par u ® v = Ba™v>wY,, et étendue C-linéairement dans les deux arguments a
TLY(8) x V&(q,v) permet de conférer & Vid(g,v) une structure de TL% (3)-module & gauche?®.

3A nouveau, la définition du TL% (5)-module Vi(g,v) ne dépend pas du choix de parameétre complexe ¢ tel
que 8= —(q+ g~ 1) de sorte que I'on a V&(q,v) = Vd (¢~ 1, v).
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® E< = = B2
A (a),,,,
WE

()

Fig. 1.13. Exemple de I'action de TLE(3) sur V@ (q,v) et Vi(q,v). Les boucles non contrac-
tiles associées au parametre o = v® 4+ v=® sont indiquées a 1'aide d'un trait foncé.

Dans la sous-section suivante, on montre que les deux versions de modules cellulaires pré-
sentées dans les pages précédentes sont en fait équivalentes. Pour ce faire, on utilisera le fait
que les éléments QY et vV?id agissent de la méme maniére sur un module ViE(q,v) (cf. [39]).
On omettra aussi désormais d’écrire explicitement le symbole ® et on écrira plutdt pr pour
désigner I'action de u € TL%(8) sur v € Vi(q,v) via la proposition 1.8.

1.2.3. Equivalence entre les deux versions

Soient (d,z) € A*(N) et r = (N — d). La bijection mentionnée dans la sous-section
précédente entre BY(q,v) et By 4(¢,z) peut servir a définir un isomorphisme de TLY(3)-

modules lorsque les parametres z et v sont choisis adéquatement.

Proposition 1.9. Soient v,z € C non nuls satisfaisant v™~ = z. Alors, I'application

ona(v) : Vid(qv) — W a:2(q) définie sur B (q,v) par [pna(v)](viy.i) = Vi Wy, 4, est
un isomorphisme TL}, (f)-linéaire.

DEMONSTRATION. Cette application ¢y 4(v) correspond (& un facteur multiplicatif non nul
prés) & la bijection susmentionnée entre B (q,v) et By 4(q,2). 1 s’agit donc également d’une
bijection. Soient 1 < iy < ... < i, < N et posons ¥(v;, ;) = {(ix, jr)}eeq. Par souci
de concision, dans cette démonstration, on appellera aussi défauts les lignes passantes d’un

diagramme standard. On notera d’ailleurs tw;, ;. le seul élément de B]V\‘,fd(q,z) tel que
(ig-l,...,ir—l,N) si ’ilzl,
(17— 1,4, — 1) sinon

beg(tw;,..s,) = {

ainsi que par ty;, ; 1'unique état satisfaisant beg(tv;, ;) = beg(tw;, ;). En particulier, avec
cette notation, Qu;, ;. = vy, ;. Montrons que [pn.qa(v)](Qvy i) = Qena(v)](viy.a.). 1

y a deux cas a considérer.
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(Cas 1)

(Cas 2)

Supposons que v;, ;. (et donc w;, ;) n'admette pas de défaut en position 1. Alors, en
appliquant Q sur v;, _;, (et sur w;, ;. ), tous les défauts se déplacent d’une position vers
le haut sans passer par la frontiere imaginaire supérieure. Ainsi, ¢y, , = Cu, , +d
et Qu;, ., = tw;, ;. dou

Ct v

[N a0 War..i,) = v lpna(0)])(trsy.q,) = 0" Ty,

= 'Uc'jilmi?“ Qwil,,,ir = Q[@N,d(v)](yilmir)'

Supposons que v;, ;. (et donc wy, . ;) admette un défaut en position 1. Dans ce cas, en
appliquant Q sur v;, ; (et sur wy, ;. ), les défauts situés en j > 2 se déplacent d'une
position vers le haut sans passer par la frontiere imaginaire supérieure. Le défaut en
position 1 traverse cependant cette frontiere et est transporté a la position N. Par
conséquent, on obtient ¢, . = Cu, , +d—N et, en vertu du déplacement du défaut
originellement en position 1, on a également Quw;, ; = (tw;,. ;5 )Q = 27w, ;. Dans
ces circonstances,
[ona(V)](Qiy..0.) = v on.a(V)](tvs,..,) = I T

= % N 2Oy, = 0 Quog, = Qo a(0)] (v,
N _ -1

ol on a utilisé le fait que v z

Comme mentionné dans les sous-sections 1.2.1 et 1.2.2, QO agit respectivement comme v™V4id

et 27%d sur Vid(q,v) et Wi .a..(q). Ainsi, selon les résultats précédents,

[ona(@)(Q vy i) = v N ona ()Y i) = 27N o a(0)] (v,

= IOV i, o= Qi o= Q7 ona(v)] (Vi )-

On consideére désormais plusieurs cas pour démontrer que [eq, pnq(v)] = 0. On pourra ensuite

conclure de ce fait que gy 4(v) est TL%()-linéaire étant donné que e; = Q~0U~Ye; Q91 pour
1 < j < N selon les relations de définition de TL%(3).

(Cas 1)

Supposons que v;, ;. (et donc w;, ;) n’admette aucun défaut aux positions 1 et 2.
Notons vy, x, € B%(qv) Détat tel que ey, 5, = B a™v vy, 1, avec A, n. et ny
définies comme dans la proposition 1.8. Par hypothese, aucun défaut n’est déplacé
lors de la concaténation de v;, ;. a droite de e; (voir la figure 1.4). Ainsi, A = 0
et G, i = Gy, 4, Par ailleurs, étant donné que l'action de e; sur w;,. ;, est aussi
définie par concaténation, on doit également avoir eyw;, ; = (2 + 27 1) ™ wg, k.-

Par conséquent, puisque o = v + v~ = 2z + 271, on obtient

[ona(v)](eriy..i,) = B a™ [ .a(0)] (Vkyoot,) = B (2 + 27 )"0k,

— it e1Wi,.. 4, = 61[<PN,d(U)](Vh-~ir)'
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(Cas 2)

(Cas 3)

(Cas 4)

Supposons que v;, ;. (et donc wy,. ;) admette des défauts en position 1 et 2. Alors,
laction de e; sur v;, ;. et sur w;. ; relie deux défauts. Ainsi, ejv;, ;, = 0 par
définition et, puisque le diagramme obtenu via la concaténation de w;, ;. a droite
de e; admet dans ce cas strictement moins de d lignes passantes, on doit également

avoir eqyw;,. ;. = 0. Par conséquent,

[ona(v)](ewi, . q,) =0= eqvin-vir Wy, ..i, = €1[on,a(V)](Vi.q,)

Supposons que vy, ;. (et donc wy, . ;) admette un défaut en position 1, mais aucun
en position 2. Alors, i1 = 2 < j; < N et, lors de laction de e; sur v, ;. (et
sur wj, ;. ), ce défaut en position 1 se déplace vers le bas, en ne traversant aucune
frontiere imaginaire, jusqu’a la position j;. Des lors, on obtient ejw;, . ;, = w14, 4, €t

1y, ..i, = vy, 4, d’ot, puisque iyt = Gy, — L1,
[gde(”U)](@lVilmir) _ ’Ul_jl [QON,d(Uﬂ(Vlig...ir) — Ul—jI”UCVlz'Q.‘.ir Wiiy. .,
= p&irin erWi, i, = e1[en.a(v)] (i, .,)-

Finalement, supposons que v;, ; (et donc w;, ;) admette un défaut en position 2,
mais aucun en position 1. Dans cette situation, la position 1 doit correspondre (pour
Viy i, et wy,. ;) a la fermeture d’une boucle de sorte que jr, = N + 1 =5 1 pour un
certain k € {1,...,r}. Ainsi, lors de l'action de ey sur v;, ;, (et sur w;, ), le défaut en
position 2 traverse la frontiere imaginaire supérieure pour aboutir en position 7, > 2.
Par conséquent, ce défaut effectue un déplacement global de N+2—1,, positions vers le

1

o o= =Ly ging] o — gy NF2—a,
haut et on a E1Wiy i, = 27 Wiy iy yipss...ip MNSLQUE €104 4, =V Vg oo 1ot ooin

En outre, dans ce cas, C,,Mlmik_liwlujr = Cui, 4 — 2+ et

[ona(W)](ervi. i) = v 2% [N a(0)] (Vi iy iy in)

N+2—ig C“lil ip_qi i
= clk—1%k41tr . . . .
v v + wlll...’bk_llk+1...lr

=1 G .
=2 U Wy gy i

= eyviirw;, = e[ona()] (i)

N _ -1

ou on a encore utilisé la relation v z

L’application ¢y 4(v) correspond donc effectivement a une bijection TLY (/5)-linéaire. O

Ce résultat et le corollaire 1.6 admettent deux conséquences évidentes.

Corollaire 1.10. Soient (d,z) € A*(N), t € Z>o ainsi que v € C non nul. Alors, on a

Vi(qw) ~ Wy a.(q) si et seulement si les paires (d, z) et (£,v™) sont équivalentes dans A®.

Corollaire 1.11. Soient v,w € C non nuls et d,t € Z>q tels que (d,v™") € A%(N). Alors,

Vi(qw) ~ Vi(q,w) si et seulement si (d,v™N) et (t,w™

N) sont équivalentes dans A“.
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1.3. Structure des modules cellulaires

Dans cette section, on utilisera les résultats de [22] pour décrire entierement la structure
des TL% (5)-modules cellulaires ainsi que les morphismes les reliant entre eux. Pour ce faire,
on introduit d’abord la notion de diagrammes de Loewy pour une C-algebre A quelconque

étant donné que ces objets seront utilisés tout au long du présent mémoire.

1.3.1. Diagrammes de Loewy

Soient A une C-algébre, M € mod A et 7T = {I;}}_, 'ensemble des facteurs de composition
de M (avec redondance selon la multiplicité). On définit un ordre <j, sur Z en écrivant

I; <y, I si et seulement s’il existe dans mod A une suite exacte courte non scindée
0— M; - My — M /M; =0

avec M; et M, désignant respectivement les sous-modules de M engendrés par un ensemble

de représentants des classes d’équivalence® appartenant aux facteurs I; et I.

Définition 1.12 (Diagramme de Loewy; [5] et [12]). Le diagramme de Loewy de M est le
graphe orienté représentant 1’organisation de ’ensemble de noeuds Z sous l'ordre <. En
d’autres termes, dans le diagramme de Loewy de M, on dessine une fleche de I; vers I}, si
et seulement si Ij est un successeur direct de I; via I'ordre <y,. Les facteurs de composition

isomorphes d’un diagramme de Loewy sont généralement notés de la méme facon.

Le diagramme de Loewy d'un module M permet de représenter visuellement sa structure
ainsi que celle de tous ses sous-modules et de ses quotients. Des exemples sont donnés dans

la figure suivante pour 'algebre Uir présentée dans l'introduction de ce mémoire.

NN NN
(a) (b) (c)

.

Fig. 1.14. Les diagrammes de Loewy possibles pour un Uit-module de Feigin-Fuchs (voir
I'introduction) avec les facteurs de composition représentés par des cercles pleins (cf. [38]).
Les différents cas présentés sont appelés : semisimple (a), linéaires (b,c) et tressé (d). Chacun
des diagrammes de cette figure peut tronquer a droite a partir d’un facteur donné.

40n rappelle qu'un facteur de composition de M en est un sous-quotient (c-a-d. un quotient d’un sous-
module) d’ot la notion de classes d’équivalence mentionnée ici est non ambigiie. Par ailleurs, un ensemble
de représentants des classes d’équivalence contient par définition un unique représentant de chaque classe.
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Supposons que le diagramme de Loewy d'un module M et que la coiffe d’'un sous-module
N C M soient connus. Alors, le sous-graphe obtenu de ce diagramme en suivant les che-
mins partant des facteurs contenus dans top N donne le diagramme de N (cf. [12]). On
obtient aussi le diagramme du quotient M /N en retirant les facteurs de composition de N
du diagramme de M. En particulier, les diagrammes de top M et de soc M correspondent
aux graphes orientés sans fleche pour lesquels les noeuds sont respectivement les sources
et les puits du diagramme de Loewy de M. Par ailleurs, dans le diagramme de M, il ne
peut exister de fleche ayant pour origine (ou point d’arrivée) un facteur de N (ou de M/N,

respectivement) qui ne se trouve pas dans le diagramme de N (ou de M /N, respectivement).

Fig. 1.15. Le diagramme de Loewy d’un Uit-module de Feigin-Fuchs tressé avec les facteurs
de composition a nouveau représentés par des cercles pleins. Dans cette figure, le diagramme
de Loewy d’un sous-module est identifié a ’aide d’un trait rouge et celui du quotient associé
avec un trait bleu. Ceux de la coiffe et du socle peuvent aussi étre retrouvés respectivement
comme les étages supérieur et inférieur du graphe présenté (qui correspond d’ailleurs a une
version tronquée (a droite) d’un des diagrammes de la figure 1.14).

1.3.2. Monomorphismes de Graham-Lehrer

Les résultats structurels présentés dans [22] par rapport aux modules Wy 4..(¢) s’expriment
de maniere particulierement simple a 1’aide d’un ordre partiel <, sur I'ensemble A“.
Définition 1.13 (Ordre =<,). Soient (d, 2), (t,y) € A% On dit que (¢,y) succede a (d, z) si
t = d + 2k pour un certain k € Zx( et si 'une des conditions suivantes est remplie :

(A) 22 =¢q et y=2q7"

(B) 22=q ety = 2q"
On définit <, comme l'ordre partiel le plus faible sur A* tel que (d,z) <, (¢,y) lorsque la
paire (t,y) succede a la paire (d, z). On note aussi <, I'ordre strict induit de <,. On dit que
(t,y) succede directement a (d, z) si (d, z) <, (t,y) et s’il n’existe pas d’élément (s, w) € A
tel que (d, z) <, (s,w) <4 (t,y).

Le corollaire suivant découle directement de la définition de 'ordre =<,.

Corollaire 1.14. Soient (d, 2), (t,y) € A®. Alors, les énoncés suivants sont équivalents.

d,z) =<, (t,y) directement via la condition A (ou B);
(2) (d,z7)
d,z

<, (t,y!) directement via la condition B (ou A, respectivement);
) =41 (t,y) directement via la condition B (ou A, respectivement).
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Si ¢ n’est pas une racine de 'unité, un élément de A* admet au maximum un successeur non
trivial sous l'ordre =<, (cf. [6]). Cependant, tels que le démontrent les deux résultats pré-
sentés ci-dessous, I'organisation des successeurs d’une paire (d, z) devient bien plus intriquée

lorsqu’il existe un entier positif x satisfaisant ¢** = 1.

Proposition 1.15 ([6]). Soit ¢ une racine de I'unité et soient (d, z), (t,y) € A® tels que

(d,z) <, (t,y). Alors, (d, z) admet une infinité de successeurs distincts sous =,.

Théoréme 1.16 ([6]). Soient ¢ une racine de 'unité et p 'entier positif minimal tel que

¢*? = 1. Soit aussi (d, z) € A* admettant un successeur non trivial sous <,. Notons
s=min{r € Z|r >d,r = det ¢" = 2%}

Soient finalement k = £(s — d) ainsi que &;, 05, € 2pZ les éléments minimaux satisfaisant les
inégalités —s + 6; > d et —d + 5, > max(s, —s + J;). Alors, les successeurs de la paire (d, 2)

sous =, sont, pour a > 0,
(Kas ua) = (d + 2ap, 2q™) (iay Ta) = (=8 + & + 2ap, 2~ ' qPHFH0/2)
(jas Ya) = (s + 2ap, 2g") (hayva) = (—=d + 6y, + 2ap, 2~ 1q*+/?)
et sont organisés de la maniere présentée dans la figure 1.16.

(ko, uo
(JosYo) (40, x0)

(K1, u1) (ho,vo)

| >

(41, 91) (i1,21)

| >

(k'27u2) (hh’/l)

Fig. 1.16. Organisation des successeurs de la paire (d,z) sous =<, pour ¢ une racine de
I'unité. Dans cette figure, certaines paires peuvent coincider et une fleche verticale (ou
diagonale) signifie que la succession est faite via la condition A (ou B, respectivement).
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Dans [6], les auteurs excluent du théoréme précédent la possibilité que ¢*> = 1, mais leur
résultat demeure vrai méme lorsque cette relation est vérifiée. Supposons en effet que ¢ = £1
et que (d, z) admette un successeur non trivial sous <,. Alors, les conditions A et B de la
définition 1.13 sont équivalentes et un calcul rapide montre que les successeurs de (d, z) sous
<, sont les paires (d + 2k, 2¢") avec k > 1. Dans ce cas, le diagramme d’organisation de
ces successeurs correspond a celui donné dans la figure 1.17. On note que ce diagramme est

équivalent a celui obtenu de la figure 1.16 en associant entre elles les paires qui coincident.
(d,z) —— (d+2,2q) —— (d+4,2) —— (d+6,2¢) —— -

Fig. 1.17. Organisation des successeurs de (d, z) sous =, lorsque ¢* = 1.

Si (d,z), (t,y) € A® satisfont (d,z) =, (¢,y), la définition 1.13 impose d < ¢. Ainsi, la
premiere composante des paires apparaissant dans le diagramme de la figure 1.16 augmente a
chaque étage a partir du haut. En particulier, en dessous d’un certain étage, cette composante
dépasse N. Dong, si (d, z) € A*(N) et si ¢ est une racine de I'unité, le diagramme représentant
I'organisation des successeurs de (d, z) sous <, mais restreint & A*(N), peut étre retrouvé
dans le diagramme de la figure 1.16 tronqué a cet étage. Il s’agit notamment d’un diagramme

fini et il s’avere qu’il permet de caractériser les morphismes entre modules cellulaires.

Théoréme 1.17 ([22]). Soient (d, 2), (t,y) € A*(N). Alors,

(1) Comme C-espaces vectoriels,

C si(d, z) =, (L),
HomTL%(B)(WN,t;y(Q),WN,d;z(q))2{ (d.2) =4 (t,y)

0 sinon.

(2) La multiplicité de l'irréductible Ly, dans Wy 4..(q) vaut

{ 1 si(dz) <, (ty),

0 sinon.

Le théoreme précédent stipule en particulier que, si (d, z) et (¢, y) sont deux paires dans A%(NV)
telles que (d,z) =, (t,y), alors il existe (a un facteur multiplicatif global pres) un unique
morphisme de Wy, (¢) dans Wy 4..(¢). Ainsi, pour spécifier entierement les morphismes
entre modules cellulaires, il suffit certainement d’expliciter une inclusion TLY} (3)-linéaire de
Wi y(q) dans Wi 4..(q) pour chaque successeur direct (¢,y) de (d, z) sous =,. Pour ce faire,

on désignera respectivement par

[z]g[z — 1]4...[1], siz >1,
et [z]l=¢1 six=0,
0 sixz <0

_ qm _q—x

(=] q—q !

le g-nombre et le g-factoriel associés a x € Z (une limite est sous-entendue si ¢ = £1).

44



On se servira également du coefficient ¢g-binomial défini, pour z1,zy € Z>¢, par

! .
Tyl [m]q![fjl]‘im]q! Sl xy > Ta;
Z2], 0 sinon.

Théoréme 1.18 ([22]). Soient (d, 2), (t,y) € A* avec (d, z) <, (t,y) directement. Posons

1 si cette succession directe est faite via la condition A,
a =
—1 i elle est plutét faite via la condition B

et k = %(t — d). Alors, une inclusion de TL} (8)-modules 0; 4., »(N) : Wi 1.4(¢) = Wn.a:2(q)
est définie sur v € Wi ., (¢) par

[Qt,d;y,Z(N)](z) = Z qaiuzk_luth(u)(Q)xM

neB(g,2)

Dans cette expression®,
d [k]a!
20, =t(|u| — k) +=(t+1)—C¢ et hpu(qg) = ="
a 2 " (&) Hsebeg(u)[hs]qa
avec (, la somme des positions des lignes passantes de p ainsi que, pour s € beg(u), b, le

nombre de boucles de p comprises dans I’enveloppe convexe de sa boucle commencant en s.

Sous les conditions du théoreme 1.18, notons 0 = 9t7d;y,Z(N ). On a une suite exacte courte
0= Wisy(q) 2 Wi g (q) = Coker 6 — 0

qui est non scindée puisque top Wy 4..(¢) = Ly a.. est simple. Si les paires (d, z) et (t,y)
sont choisies dans A*(N), cette suite est uniquement déterminée (& un facteur multiplicatif
global preés pour les morphismes) en vertu de la partie (1) du théoréeme 1.17. En outre,
ce méme théoréme permet de conclure que le diagramme d’organisation dans A%(N) des
successeurs sous <, de la paire (d, z) (qui est une version tronquée du diagramme présenté
dans la figure 1.14 lorsque ¢ est une racine de I'unité) correspond au diagramme de Loewy du
module cellulaire Wy 4..(¢) (ot on interpréte® une paire (¢,y) de A*(N) comme I'irréductible
Ly ty). Or, puisque le théoreme 1.18 ne se limite pas aux paires de ’ensemble A*(N), on
peut également l'utiliser pour obtenir le diagramme de Loewy de Wi ¢,,(¢) méme lorsque la

paire (0, q) a été retirée de cet ensemble (voir la discussion suivant la proposition 1.4).

Proposition 1.19. Soient N € 2N et g € C tel que ¢> = —1. Alors, le diagramme de Loewy

de Wi 0,4(q) correspond au diagramme donné dans la figure 1.18.

SPuisque i, € Z/2, il existe deux choix de signes pour la racine carrée de ¢ utilisée dans l'expression du
morphisme 6y 4., .(N). Or, choisir un signe ou 'autre multiplie globalement ce morphisme par un signe et
n’a donc pas d’importance du point de vue de I'étude effectuée ici.

60n effectuera toujours cette association en présentant le diagramme de Loewy d’un TL% (5)-module.
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XX

(Nv (_Q)%il) (Nv _(_Q)%il)

Fig. 1.18. Diagramme de Loewy de Wiy o,(q) avec N € 2N et ¢*> = —1. Une fléche verticale
(diagonale) indique que les paires reliées se succedent sous =<, via la condition A (via la
condition B, respectivement). Le diagramme présenté est équivalent a celui de la figure 1.16
apres retrait des paires n’appartenant pas a A*(N).

DEMONSTRATION. Dans les conditions considérées, les paires (2,1) et (2,—1) succedent di-
rectement a (0, ¢) sous <, (via les conditions A et B, respectivement). Ainsi, le théoreme 1.18
produit des inclusions TL} (f)-linéaires 61 : Wy 2.41(¢) — Wao,4(q) et permet de conclure
que les facteurs de composition de Wy o.41(q) sont aussi présents dans le diagramme de
Loewy de Wi ,4(g). On veut montrer qu’il s’agit de tous les facteurs apparaissant dans ce
diagramme et que les facteurs communs a Wy 2.1(q) et Wy o._1(q) n’y apparaissent quune
fois”. Par hypothese, on a (2, £1) € A%(N) d’ou la figure 1.16 peut étre utilisée pour trouver
le diagramme de Loewy des modules Wy 2.41(¢). Un calcul rapide produit les diagrammes
présentés dans la figure 1.19. En particulier, le seul facteur de composition de Wy 2._1(q)

n’étant pas déja présent dans le diagramme de Wy 2.1(q) est sa coiffe Ly o._1.

2.1) 2,-1)
(4, *q) (4, q) (47 q) (4’ 7q)
(¥, (%) (¥, ~(-0*7) (N~ ) (N, (0¥
(a) (b)

Fig. 1.19. Diagrammes de Loewy de : Wy 2.1(q) (a) et Wxa._1(q) (b).

1 était inutile de faire ce genre d’analyse pour trouver le diagramme de Loewy d’un module Wi.a:2(q) avec
(d,z) € A*(N) en raison de la seconde partie du théoréme 1.17.
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(t: )‘Zm)

N

(t + 27 )\Z’m—l) (t + 27 _)\Z’m—l)

(N, )\Zn—l) (N,—)\Zn_l)

Fig. 1.20. Diagramme de Loewy du sous-module de Wy 2,1 (¢) engendré par le facteur Ly .,
avec t = N — 2m et y = Az,,. On retrouve la figure 1.19 si \ est négatif avec m =n — 1.

Affirmation 1: On a dim¢ Wy 0,,(q) = dime Wy 2.1(q) + dime Ly, —1.

Dém. (Affirmation 1). Posons n = % € N et notons, pour 0 <m <n-—1, 2, = (—¢)" ™!
et A = dimc Ly n—om.+,,. Fixons un certain 0 < m < n — 1 avec A € {+, —} tel que A
est négatif si m = n — 1. Alors, le facteur de composition de Wy 2._1(q) associé a la paire
(t,y) = (N — 2m, A\z,,) permet d’obtenir® une copie de Wiy +.,(¢) au sein de Wy o._1(q). Le
diagramme de Loewy de ce sous-module est obtenu en suivant les chemins partant de la
paire (t,y) dans le diagramme de Wy 2._1(q) et correspond donc, selon la figure 1.19 (b), au
diagramme présenté dans la figure 1.20. Puisque la dimension d’un module est la somme des

dimensions de ses facteurs de composition, on a

m—1 m—
dim Ly, = A), = dime Wiz, (q) — D (AF + 4) ( ) Z (A + Ap) (1.1)

k=0

L’expression finale obtenue ne dépend pas du choix du A. Ainsi, on a I’expression simplifiée
N m—1
A = ( ) —2> AL
m k=0

avec A~ = Al (si m # n — 1) et on obtient

m

m—2
A, = (N>—2Am1—2ZA=<N>—< N )—Aml
m =0 m m—1

valide pour 1 < m < n — 1. Pour la condition initiale A; = 1 (provenant de (1.1)), cette

relation de récurrence admet comme unique solution

N m+1 1 N
A = 2 -1 <m<n-—1).
R e

8En effet, puisque cette paire apparait dans le diagramme de la figure 1.19 (b), on a (2, 1) =q (t,y) et le
sous-module voulu peut étre obtenu en composant un certain nombre d’inclusions issues du théoréme 1.18.
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En particulier,

N n N
dim¢ WN,Q;l(Q) + dim¢ LN72;71 = < > + A;—l =9 Z(_1>k+1< )

= dim(C WN,O;q Q)
ol on a respectivement utilisé les identités (2.44) et (2.51) de [20] aux égalités 1 et 2. A

En vertu de 'affirmation précédente et puisque les facteurs de composition de Wy 2.141(q)
doivent étre transportés dans le diagramme de Loewy de Wy o.,(q) par les inclusions 6., on
conclut que les seuls facteurs de composition de Wi o.,,(¢q) sont ceux présentés dans la figure
1.18 (avec multiplicité 1). Dans cette situation, le fait que Wy 2.41(¢q) est un sous-module de
Wn0,4(q) permet de déduire que le diagramme de Wiy o.,(q) doit correspondre exactement a

celui présenté dans cette méme figure® d’ott la fin de cette démonstration. 0

Pour la suite de ce mémoire, on appellera paire problématique la paire (0,q) de A* avec
¢> = —1 et N € 2N. L’étude des modules reliés a cette paire doit toujours étre effectuée avec
davantage de prudence que celle relative aux modules associés a des paires dans A%(N). Par
exemple, la proposition suivante n’aurait pas de sens pour cette paire problématique puisque

le quotient Ly o, = Win0.4(¢)/Rn 0,4 associé est alors nul ([22]).

Proposition 1.20. Soient (d, z) € A*(N) et r = L(N —d). Alors, w_, & rad Wi 4..(¢) d'ot

la classe d’équivalence wy_, + rad Wy 4..(¢q) engendre le simple Ly 4. = top Wi 4..(q).

2r

N
Fig. 1.21. La forme de I'élément w;_, € Wx.4..(q)

9Cela implique en effet qu’aucune floche ayant pour origine un facteur de composition de Wi 2.1(¢) ne peut
étre présente dans le diagramme de Loewy de Wi o.4(q) sans avoir été déja présente dans la figure 1.19.
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wlrwl'r -

T _
Wy, ,W2. r+1 =

T _
Wy, Wr41...N =

= f"idg

=idy

= Oérid()

Fig. 1.22. Produits effectués dans la démonstration de la proposition 1.20. Les sous-figures
(a), (b) et (c) sont respectivement utilisées dans les cas 2, 3 et 4 de cette démonstration.

T _
Wig3W234 =

=idy

Fig. 1.23. Produit représenté dans la partie (b) de la figure 1.22 pour (r,d) = (3,4).

DEMONSTRATION. Puisque (d,2) € A%(N), on a (d, z) # (0,q) si ¢*> = -1 et N € 2N. En
particulier, on a N = 0 ou (8, a,d) # (0,0,0) avec o = 2z + 2~1. On procede par cas.

(Cas 1) Supposons que N = 0 d’ou d = 0 et dim¢c Wy a..(¢) = 1. Dans ces circonstances,

Wi a:2(q) est irréductible et le résultat voulu suit ainsi du fait que rad Wy 4..(¢) = 0.

Notons que I'on interprete dans ce cas wq., comme le diagramme idg de la figure 1.6.
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(Cas 2) Supposons que 3 et N soient non nuls. Alors, comme le montre la figure 1.22, on a

<w1...7"; wl...r>d;z - Xd,z(wi,‘rwl...r) - Ber,zOdd) - BT 7é 0

et wy._, € Rya. =rad Wx 4..(q) selon le théoreme 1.5.
(Cas 3) Supposons que d et N soient non nuls. Dans cette situation, on obtient, encore une

fois en vertu de la figure 1.22,

<w1...7‘7 w2...r+1>d;z - Xd,z(w;,,rwl..r—l—l) - Xd,z(idd) =1 7é 0

d’ou la méme contradiction qu’au cas précédent.
(Cas 4) Supposons que o = z + 2z~ # 0. En vertu des cas 2 et 3, on peut aussi supposer
que B =d=0et que r = %(N —d) = % > 0. Ainsi, on peut conclure de la méme

manieére qu’au cas 2 puisque, a l'aide de la figure 1.22, on obtient
<w1...r7 wr+1...N>0;z = XO;z(ler,,,rwr+l...N) = CVTXO;z(idO) =a" 7£ 0.
Ceci acheve cette démonstration. O

Les résultats présentés dans cette section sont aussi valides (apres modifications évidentes)
pour les modules cellulaires Vi (q,v) en vertu de 'isomorphisme ¢y 4(v) présenté dans la sec-
tion 1.2.3. En particulier, pour (d,v;™), (t,v3") € A® avec (d,v7 ™) =, (t,v5") directement,

le théoreme 1.18 permet d’obtenir une inclusion TLY (5)-linéaire

ét,d;vz,vl (N) = QON,d(Ul)_l ° et,d§22721 (N) © @N,t(v2> : VK](‘]:UQ) — v]%(qml)

olt on a posé 21 = v et 2, = vy~ . De méme, lorsque d =, N et d < N avec ¢ une racine
de 1'unité, le diagramme de Loewy de Vi(q,v1) est encore donné par une version tronquée

de la figure 1.16 ou par la figure 1.18 s’il s’agit de la paire problématique.

On conclut enfin ce chapitre en présentant quelques résultats importants relatifs aux g¢-

nombres, g-factoriels et coefficients ¢-binomials. Dans ces résultats, on utilise implicitement
xr

les relations évidentes [—z|, = —[z], et { } = [%y
q

z } pour chaque z,y € Zg.
. >

Proposition 1.21. Soient x € Z, p > 2 et ¢ € C tel que ¢* est une p-iéme racine primitive

de 'unité. Alors, [z], = 0 si et seulement si p divise x.

DEMONSTRATION. Cela découle directement de la définition du g-nombre [z], et du fait que

¢? est une p-iéme racine primitive de l'unité. O

Proposition 1.22 (g-identité de Pascal). Soient ¢ € C* et k,x € N avec x < k — 1. Alors,

on a la relation remarquable

[ et el
T T r—1
q q q
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DEMONSTRATION. Remarquons que
x —x +1 —2z —2z qk — q_k
¢ k=l + ]y = —— (" — T g - ) = S = [k,
q—dq q—4q
Ainsi, si x = 1, on obtient

[k —1 k=1 ~ k
q:Fx N ] +qi(k ) ] _ q:Fl[/{J _ 1]q + qj:(k: 1) [k?]q _ [ ]
L q L q q

et, si x > 1, on a plutét

k—1] ok —1] [k —1],! ~ [k —1],!
Fx +(k—=x) _ . Fz q +(k—=x) q
! l e ], L:—l_q PRI PSS | e
[k B 1]q' T k
— e[ (k=) —
[:C]q'[k _ $]q' (q [ ]q + q [ ]Q) T .
d’ou le résultat. O

Théoréme 1.23 (g-théoréeme binomial). Soient £ > 0 et ¢ € C non nul. Alors,

Z(mellzﬁlw

=0

DEMONSTRATION. On proceéde par induction sur k. Si k& = 0, le résultat est trivialement
vrai. Si k£ > 1, on obtient

Z(_1> q (k+1) u — 1+ Z (k+1) Lc] + (- 1)qu(k+1)
=0 q =1
.|k = k=1
q

14 Z gk lk ) 1] N i(_l)wq(mﬂ)k[

k—1 k
k—1 k—1
= —1)* zk + —1)* (z4+1)k
U i ] S
k—1 k—1
=0 z q =0 z q
k—1
e arelk—1
Z(Y—f%EX—Dqk[ 1
=0 Z q
k—1 k
=1 =) [0 —¢*) =TI —¢*)
=1 x=1
ou la proposition 1.22 et I’hypothese d’induction ont été utilisées aux égalités 1 et 2. 0]

o1



Proposition 1.24. Soient p > 2 et ¢ € C tel que ¢? est une p-iéme racine primitive de

l'unité. Alors, la relation ¢?* = (=1)PHgP est vérifiée.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que p =, 1. Alors, p = 2m-+1 pour un certain m € N
et p? = (2m+1)p dott ¢7° = ¢*"P¢? = ¢* = (=1)P*1¢?. De la méme facon, si p =, 0, on doit
avoir p = 2m pour un certain m € N. Remarquons que la relation ¢ = ¢*™ = 1 ne peut
étre satisfaite étant donné que ¢? est une p-iéme racine primitive de I'unité. Ainsi, ¢ = —1

et ¢ =@ =1=—¢? = (—1)*"'¢? comme voulu. O

Théoréme 1.25 (de g-Lucas'®, [45]). Soient 2,y € Zso, p > 2 et ¢ € C tel que ¢* est une
p-iéme racine primitive de 'unité. Soient aussi 1,2, y1,y2 € Z>o avec Ta,ys < p tels que

T =x1p+ 2o et y = y1p + yo. Alors, en posant (‘;) =0six <y, ona

PR
Y1q Y1) Y21,

En particulier, m = 0 si et seulement si x1 < y; ou zo < Yo.
q

Proposition 1.26. Considérons 1,z € Z, p > 2 et ¢ € C tel que ¢? est une p-iéme racine

primitive de I'unité. Alors,

[21p £ 23, = £¢" (o] et [21p]g = 214" VP[],

DEMONSTRATION. Remarquons que

[z1p £ 25, =

qxlpzl:azz _ q—(z1p:|:ac2) _ q:(,*lp <q:|:a:2 o q—2x1pq:Fx2
q—q! q—qt

) = q""P[£xa)y = £q" P[22,

A partir de ce résultat et du théoréme 1.25, on obtient aussi

pom) _ |T1P| _ [21plg P (m — Dp + 4, e Dpr-1) [£1P)g
- (ﬁl @, ) i Pl

d’ott [21p], = 1¢°®Vpl, = 21¢° =V [p], comme voulu. O

T1q

10Pour obtenir le résultat présenté ici & partir de la proposition 2.13 de [45], il suffit de remarquer que la
q?-caractéristique (telle qu’introduite dans la définition 1.4 de cette méme référence) de C est p en vertu de
notre proposition 1.21. Par ailleurs, la définition de g-nombre considérée par les auteurs de cet article est

s A . . . alt PPN . s 2 , . .
différente de la notre et leur coefficient g-binomial [Z] est relié a celui utilisé dans ce mémoire via
a

alt
=]
Ylg2 Ylig

pour x,y € Z>g.
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Chapitre 2

La chaine de spin XXZ

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une autre famille de TL% (5)-modules. Ceux-ci, dénotés
Cn(q,v,d), sont intrinsequement reliés au modele XXZ périodique en mécanique statistique
sur réseau et sont équivalents, dans la plupart des cas, aux modules cellulaires Vi (q,v)
présentés dans la section 1.2. Toutefois, lorsque N et d sont choisis dans un ensemble
discret, appelé ensemble critique, 'équivalence entre Cy(q,v,d) et VZ(q,v) ne tient plus et la
structure des représentations Cy(g,v,d) demeure inconnue. La caractérisation explicite de

cette structure est 1'objectif principal de ce mémoire et sera effectuée dans le chapitre 4.

La section 2.1 a pour but d’introduire les représentations Cy(q,v,d) de TL% () sur la chaine
de spin XXZ périodique. Dans les deux sections subséquentes, certaines propriétés de ces
représentations sont obtenues et des outils fondamentaux pour I’étude de leur structure sont
développés. Dans la derniére section, le lien précis entre les TLYL (5)-modules Cy(q,v,d) et
Vi(q,v) est donné avec la définition explicite de 1'ensemble critique. Les résultats obtenus
au cours du chapitre sont aussi combinés au sein de cette section afin d’obtenir certaines

conclusions partielles quant a la structure des représentations Cy(q,v,d) sur cet ensemble.

2.1. Une représentation de TL}(3) sur la chaine XXZ

En physique statistique, le modele XXZ périodique permet de prédire 1’évolution d’une chaine
circulaire de particules & interaction entre plus proches voisins. A un instant donné, chacune
des particules considérées est associée a un état au sens quantique, c¢’est-a-dire a un élément
de C%2. S’il y a N particules, I'’hamiltonien correspondant au modéle XXZ agit ainsi sur
I'espace vectoriel @V C2. Afin d’écrire explicitement cet opérateur, il faut utiliser les matrices
de Pauli



avec leur généralisation

0;-1:idg®"'®id2®0’a®id2®"'®id2
j—1 fois N—j fois
pour 1 < j < N, a € {z,y,2} et idy la matrice identité sur C2. Alors, 'hamiltonien XXZ
est défini comme
1N
Hxxz = 5 > (041(0;”0;”“ +ojol,y) +ax(ojol —ojoi,) +as(oioi,, — id)) (2.1)

j=1
ol les indices sont considérés modulo N et ot oy, g, g € C sont des parametres d’évolution
a fixer (cf. [40]). Notons qu'une autre forme est donnée pour cet opérateur dans [41], mais
qu'un changement de base adéquatement choisi permet de montrer que celle-ci est équivalente
a celle donnée dans I’équation (2.1) (cf. [39]).

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la paramétrisation

o= L7 + ), ay = H07 — 0?) et ag =Yg + )

avec ¢,v € C non-nuls et on dénote Cy(q,v) la chaine XXZ associée. On dénote d’ailleurs
|+),]—) les vecteurs de la base usuelle de C?* et, pour z,..,zy € {+,—}, on écrit
|z1..xn), = |21) ® -+ @ |zy) afin de désigner 1'élément de la base BY(g,v) de Cy(q,v)
induite de {|+),|—)}. Avec cette convention, il est naturel de définir la translation gauche
t € End Cy(q,v) par

t |ZE1...$N>U = |£L‘2...ZL‘NI1>U

lorsque |z;...xx), € B$(g,v). Puisque ¢ = id, cet opérateur est inversible. Son inverse, la

N

translation droite t~! = ¢V ~! est donné explicitement sur B§(g,v) via

t_l |.T1...1’N>v = ’Q?N.I‘l...l’N,ﬁv.

Un autre opérateur sur la chaine de spin XXZ est le spin total S* € End Cy(q,v). Celui-ci

est défini comme

En décidant d’associer un élément de {+,—} a I’élément de méme signe dans {1,—1}, on
obtient que S* agit diagonalement sur |z;...zx), € BY(g,v) avec la valeur propre %Zj.vzl ;.

Le spectre de cet opérateur sur Cy(q,v) est donc donné par
spec2S* = {-N,-N +2,.... N}
={r€Z|x=s N et|z] <N}
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Lorsque 3 = —(q+¢~'), le spin total, avec les translations présentées ci-haut, permet de dé-
finir une représentation pxxz : TLY(8) — End Cx(q,v) donnée implicitement sur 1’ensemble
générateur {ey,...,en, 2, 271} C TLY(B) par

proxz (QF1) = p¥257 41 et

- ) el " . —_ -1
pxxz(ej) = % (041(‘7}0;4-1 +oiof ) +az(ofol,, —ojof,,) +as(ofor,, —id) — T—(0F — UJZ'+1))

pour 1 < 7 < N et ou les indices sont pris modulo N (cf. [39], [41]). Cette représentation

satisfait la relation
N
Z pXXZ(ej) = Hxxz
j=1

Considérons désormais les matrices d’annihilation et de création généralisées

. : : : . If 0o 1+1 .
aj[:1d2®~~®1d2®0i®1d2®---®1d2 ou ai:2<1¢1 0 ) et 1<j <N
— —
j—1 fois N—j fois
ainsi que la matrice
0 0 0 0
0 —q v2 0
e =
0 v™2 —¢g7 0
0 O 0 0
Alors, il est aisé de montrer que
-2 -+ 2 _+ - -1y 4+ -+ - P S
pxxz(e;) =v o505 +viofoi, +(q+q ooy ol 050, —qofo; —q 0j 05,

=idy ® -+ ®idy ®e ®idy ® -+ - @ idy
j—1 fois N—j—1 fois
ou les deux expressions sont respectivement valides pour 1 <j < Net 1 <j < N —1 (avec
les indices pris modulo N dans la premiére expression). Choisissons d € spec 25* et dénotons
Cn(g,v,d) I'espace propre Cn(q,v)|yq:—y4- En vertu de la définition de S*, une base pour cet

espace propre est

BS () = {rxl...mv ¢ B(aw)

N
ij =d
j=1

N
N—d

). Remarquons d’ailleurs que, si |z1...xy), est un
2

d’ot, en particulier, dim Cy(q,v,d) = (

élément de B 4(¢v), on a

1

S%pxxz(Q) |z1...xN), = S* 25t |z1...xN), = 3 (o4 ... + on +21) 0*7 |29 2N
d 25z d z
= 5?] t]a:l...wN>v = §pxxz(Q> ‘.1'1....1']\7)1) = pxxz(Q)S ’1’1...$N>v

et on obtient de méme S%pxxz(Q71) |21...xn), = pxxz(Q71)S% |21...xN),.
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En outre, on a aussi
prcalen) [o1), = (@ ide @ - @ idg) ar-vr), = (e([o2) @ [2) ) ) @ fog) @ -+ @ [a)
—_—
N—j—2 fois

avec, selon la définition de la matrice e,

e(la1) © |w2) ) = Gy, ( (l2) @ [a1) ) = ¢ (|1) © |2) ))

Ainsi, il s’ensuit que

SZpxxz(er) |x1..xN), = Oz, —2,S° (0_211 |zoxr23...N ), — ¢ |x1...xN>v)
d _
= 55951,_332 (v 2z |zox123... N ), — ¢ |x1...xN)v) = pxxz(€1)5% |z1...xN),

et on obtient alors, selon les relations de définition de TL%(5),

S%pxxz(€;) |z1.xn), = S7pxxz ()Y pxxz(en) pxxz ()7 |z,
= pXXZ(ej)SZ |£L'1....I‘N>v

pour 1 < j < N. Par conséquent, la représentation pxxz laisse Cy(q,v,d) invariant et

permet d’obtenir une sous-représentation pg : TLY(8) — End Cn(g,v,d). Au sein de cette

N

sous-représentation, la relation pg(Q)Y = v™V%d est vérifiée étant donné que

pa(QN |z1.n), = VNN |2y an), = oV ),

lorsque |z1...xx), € By 4(¢,v). Dans les sections suivantes, on omettra de désigner explici-
tement la représentation p, (ou pxxz) devant les éléments de TL4 (/) lors de leur action sur
Cn(g,v,d) (ou Cn(g,v)). 1l sera ainsi toujours sous-entendu que TLY (/) agit sur les espaces

propres de la chaine XXZ via cette représentation.

2.2. Retournement des spins

On introduit maintenant un isomorphisme ny(q,v) de TL} (/5)-modules reliant les espaces
propres de S* provenant de deux chaines de spin XXZ. Rappellons que les résultats de la

section précédente permettent d’exprimer 'action de e; sur Cy(q,v) par
e |z1...xn), = Opy a0 (v_%l |zox1 3.2 N),, — ¢ ’$1---$N>U> (2.2)

Proposition 2.1. Soit v € C non nul. L’application nx(q,v) : Cn(q,v) — Cn(g~tv™h)

définie C-linéairement par

v (@0)) (Jer-an)y ) = (=20 (=2n))

est un isomorphisme de TL% (5)-modules tel que [ny(q,v)] (CN(q,v,d)> = Cy(q v t,=d).
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DEMONSTRATION. Soit |21..xx), € B§(qv). Alors, |z1...xn), € Bf 4(q.v) avec la valeur

propre d = Z;V:l xj. De plus, on a

28 (g)] ( Jo1zn), ) = 257 |(=21)-.(—2x)) 1 = —dlny (g:0)] ( |or...2),, )

~1 —d). En outre, nx(q,v) est clairement inver-

de sorte que [y (q,v)] ( |x1...xN>v) € Cn(qgtw
sible et, puisque dim Cy(q,v,d) = AV

= (&) = dim Cy (¢~ ,v™!,—d), on a effectivement
2

v (:0)) (Cw(gv.d)) = Ci(g L0t =d).
Il suffit donc de vérifier la TLY (5)-linéarité de ny(q,v). Pour ce faire, remarquons que

eilnn(q0)](fzran),) = er[(=z1)...(=2n))

Par ailleurs,

Qnn (g0)](|z1xn),) = ()2t |(=21) o (—2n) 1 = 0T (=22). (=2N) (=21)),
= [ (g0)] (0™ [z aner),) = v (g0)]Q |21 an),
Alors, puisque QY = v™%d sur Cy(q,v,d) et sur Cy(q~ v~ t,~d), on a

Q7w (q0)](|l2r-2w),) = v v (g,0)] (J-2x), )

= v (g0)) (0™ NIV [y y),) = (v (o) |2an),)

et le résultat voulu découle du fait que e; = Q~0"Ye; 9~ pour 1 < j < N. O

Pour la suite de ce mémoire, on notera ny(q,v,d) : Cy(q,v,d) = Cy(¢~',v™,—d) I'isomor-

phisme induit de ny(q,v) via la restriction a l'espace propre Cy(q,v,d).

2.3. Dualité

On effectue maintenant un bref interlude & I’étude de la représentation de TL () sur la
chaine de spin XXZ dans le but d’étudier les conséquences de I'existence d’une anti-involution
T : A — A°P pour une algebre unitaire et associative A arbitraire. De maniere plus détaillée,
il est démontré dans cette section qu’une telle anti-involution permet de définir une dualité C-
linéaire * de mod A préservant les suites exactes courtes non scindées. D’autres résultats sont
ensuite obtenus dans le cas ou A = TL(3) avec T : TLY(8) — TLL(5)°P I'anti-involution
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définie dans la section 1.1. En particulier, I'image des TL} (5)-modules irréductibles Ly 4.,

et des espaces propres Cy(q,v,d) sous la dualité induite de cette anti-involution est calculée.

2.3.1. Cas général

Soit A une C-algebre unitaire et associative munie d’une anti-involution t : A — A°. Alors,
pour un A-module & gauche M, on équipe aussi 'espace vectoriel dual M? = Home(M, C)

de la structure d'un A-module a gauche via ’action définie intrinsequement par

(ax f)(m) = (fah)(m) = f(a'm)

sia€ A, fe M et me M. Il sagit effectivement d’'une A-action & gauche puisque, pour
tout choix de a,b€ A, f € MT, m € M, on a!

(ax (bx [))(m) = (b* f)(a'm) = f(bla"'m) = f((ab)'m) = ((ab) x f)(m)
et
(id x f)(m) = f(id'm) = f(m)

On note M* le A-module & gauche M7 associé & cette action et on l'appelle le A-module

dual & M. Pour g : M — N un morphisme de A-modules, on note également
g = Home(g,C) : NT — M7T
la précomposition par g. Remarquons que, par A-linéarité de g,

lg*(ax f)l(m) = [(ax f) o gl(m) = f(alg(m))
= [og(a'm) = [ax(f o g)|(m)
= laxg*(f))(m)
sia€ A fe N etme M. Ainsi, g*(a*x f) = ax g*(f) et g* € Homu(N*, M*). Par

conséquent, on peut conclure de la fonctorialité et de la C-linéarité de Home(—,C) que
la correspondance donnée par M — M* et g — ¢g* définit un endofoncteur contravariant

C-linéaire * : mod A — mod A.

Proposition 2.2. L’endofoncteur * : mod A — mod A est une dualité, c’est-a-dire qu’il

existe un isomorphisme fonctoriel ® : idyoqa — *2.

DEMONSTRATION. Soit M un A-module. Soit aussi {m;}%_, une C-base de M. Alors,
{m;}i_, © M* avec m}(m;) = d;; est une C-base de M, dite duale & {m;}{_;. De la méme
fagon, 'ensemble {(m7)*}i_, avec (m})*(m}) = d;; est une C-base de (M*)*, dite double-
ment duale & {m;}¢_,. Soit ®(M) : M — (M*)* 'application définie C-linéairement par

O(M)(m;) = (m])*. Alors, (M) est clairement un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

IRappellons qu’une anti-involution est en particulier un morphisme d’algebres de sorte que id" = id.
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Il s’agit aussi d’un morphisme de A-modules. En effet, soient a € A et {7;;}1<ij<e € C tels
que am; = Z§:1 vi;m; lorsque i € {1,...,¢}. Alors, pour 1 <i, k </,

(a5 m) (mi) = mj (amy) = (Z %ﬂ"%)

= Vi = (Z %im}f) (m
j=1

de sorte que alxm} = Z§:1 7v;im;;. Notons pour la suite ¢ 'action de A sur (M*)* induite par

le foncteur *. Celle-ci est donnée par la relation intrinséque [bo (my)*](m}) = (m)*(b' xm)

lorsque b € A et i,j € {1,...,£}. Remarquons que, pour 1 < i,k < ¢,

(a o (m})*)(my) = (m})*(al xmj) = (Z Vikmn) )
= Yik = (Z_:l %‘j(mﬁ)*) (mz)

¢
a o ®(M)(m;) = ao(m;)" = ;%j(m )

et il s’ensuit donc que

(Z%ﬂng) = ®(M)(am;)

de sorte que ®(M) est A-linéaire comme annoncé ci-haut et correspond ainsi & un isomor-
phisme de A-modules. 11 suffit alors de démontrer que la correspondance M +— ®(M)
est fonctorielle. Soient donc g : M — N un morphisme de A-modules ainsi que {m;}‘_, et
{n;}3_, des C-bases pour M et N respectivement. Soient aussi {m;}i_,, {ni}s_;, {(m])*}i_,
et {(n})*};_; les bases duales et doublement duales a {m;};_; et {n;}5_,. On veut montrer

la commutativité du diagramme

Soit {aij}i<ij<e © C satisfaisant g(m;) = 37, ayn; lorsque 4, j € {1,...,¢}. Considérons
également 1 < k < /et 1 <i<s. Remarquons que, sir € {1,...,¢},

(i 0 9)( (z%m)— (z%m) )
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Sl * _ 0 *
Ainsi, nj o g = > ajim et

v

[D(N) o g(mu)](n;) =

O(N) ( akjn])] (Zam ) ny) = o

( Qi ) (m)"(nj o g) = [(m)" 0 g7](n7)

mi) )| ) = [(97)" o @D (me)) )

de sorte que ®(N)o g = ®(M). Ceci acheve la démonstration. U

Corollaire 2.3. L’endofoncteur * : mod A — mod A est tel que (x,%) forme une paire

adjointe. En particulier, il s’agit d’un foncteur exact.

DEMONSTRATION. Fixons M, N des A-modules & gauche. Commencons par définir une
application ¢y v : Homy (M*, N) — Homu(N*, M) par ¢y n(g) = (M )og* avec (M)
'inverse de I'isomorphisme ®(M) : M = (M*)* de la démonstration précédente. Notons que,
puisque * est une dualité, il s’agit d’'un foncteur plein, dense et fidele selon le théoreme 6.2
du chapitre IIT de [2]. Par conséquent, I’association g — ¢* est bijective et il en est de méme
pour ¢y n étant donné que @' (M) est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que la
correspondance (M, N) — ¢y n est fonctorielle dans les deux variables. Soient ainsi M, N, L
des A-modules avec g : M — L une application A-linéaire. Alors, puisque ® : idpoqa — *>

est un isomorphisme fonctoriel, si h € Homy(M*, N), on a
(615 0 Homa(g*, N)|(h) = drn(hog*) =@ (L) o (hog") =0 (L)o(g*) oh
=go® (M) oh* =[Homa(N*, g) o ¢rn](h)
d’ott ¢r, v o Homa(g*, N) = Homa(N*, g) o ¢arn. De méme, si f € Homa(N, L), alors
(@10 0 Hom(M*, F)](h) = dpa(foh) =7 (M)o(foh) = (M)oh"o f*
= Hom(f*, M) (®7'(M) o h*) = [Homa(f*, M) o garv](h)

lorsque h € Hom4(M*, N). Par conséquent, ¢,y 0 Homy(M*, f) = Homa(f*, M) o ¢pr n et

les résultats précédents permettent de conclure que les diagrammes suivants sont commutatifs

Homa(M*, N) s Hom,(N*, M) Homa(M*, N) -5 Hom,(N*, M)
HomA(g*,N)l lHomA(N*,g) HomA(M*,f)l lHomA(f*,M)
Homa(L*, N) —2 5 Homu(N*, L) Homa(M*, L) —2“~s Hom(L*, M)

d’out (*,*) est une paire adjointe. La seconde affirmation énoncée dans ce corollaire découle

dans ces circonstances du théoreme 1.6 du chapitre IV de [2]. O
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Un autre corollaire de la proposition 2.2 est donné ci-dessous. Il stipule que, pour un A-
module a gauche M, la structure du A-module (a gauche) dual M* correspond a la structure
réciproque de celle de M. Autrement dit, on obtient le diagramme de Loewy de M* en ren-
versant toutes les fleches du diagramme correspondant pour M et en appliquant le foncteur
x sur chacun des facteurs irréductibles présents dans ce dernier diagramme. Supposons par

exemple que le A-module M admette la structure donnée par

I 1, Ig
J N/ N/
I I3 I
avec I, ..., I des A-modules irréductibles. Alors, le diagramme de Loewy de M* est, en
vertu du corollaire 2.4,
I Iy I
VYN /N
Iy I I

Donc, pour comprendre entierement 'action du foncteur % sur mod A, il est suffisant d’étudier
le dual des A-modules irréductibles (qui seront aussi irréductibles selon le corollaire 2.4). On
effectuera cette étude lors de la section suivante dans le cas de 1'algebre TL} () (ou Ianti-
involution { a été définie dans la section 1.1 et est donnée via une réflexion des diagrammes

par rapport a un axe vertical central).

Corollaire 2.4. Une suite exacte courte 0 — N 25 M % @ — 0 dans mod A est scindée si
et seulement si la suite exacte courte 0 — Q* < M* EANG N 0, induite par exactitude de

I’endofoncteur *, est aussi scindée.
DEMONSTRATION. On démontre la nécéssité et la suffisance séparement.

(=) Si la suite exacte courte 0 — N EN VR @ — 0 de mod A scinde, alors f est
une section. Ainsi, il existe un morphisme f' : M — N tel que f'o f = 1y. Par
conséquent, f*o (f")* = (f o f)* = 1y de sorte que f* est une rétraction et la suite
exacte courte 0 — Q* I pm LS N* =5 0 scinde.

(<) Si la suite exacte courte 0 — Q* LAV AN \ SN scinde, alors g* est une
section et il existe un morphisme ¢’ : M* — @Q* tel que ¢’ o g* = 1g-. Posons
h=®1(M)o(g)* o®(Q). Par fonctorialité de I'isomorphisme ® : idy0q.4 — *2, on
obtient un diagramme commutatif a lignes exactes

0 jg—
WV)J J@(M) P(Q)

0 — (N Y5 (e Y5 0y — 0
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Par conséquent,
goh=go®(M)o(g) 0®(Q)=27(Q)o(g") o (g) 0P(Q)
)

=27 (Q)o (g 0g") 0 P(Q) =2 (Q) oL@ 0 P(Q) = 1q

d’out g est une rétraction et la suite exacte courte 0 — N ERY VEEN Q — 0 scinde.

Ceci conclut cette démonstration. OJ

2.3.2. La dualité pour TL} (5)

On se limite désormais au cas de I'endofoncteur * de mod TLY (/) défini a l'aide de l'anti-
involution t : TLY (8) — TLY(8)°P de la section 1.1. On démontre en particulier 'existence
d’un isomorphisme TL% (f)-linéaire reliant, pour une paire (d,z) € A*(N) arbitraire, les
irréductibles LY ;. et Ly g..-1. A Taide de ce résultat et du corollaire 2.4, il devient alors
possible de déterminer, a partir de la structure d’'un module M quelconque, la structure
du module dual M*. Considérons cependant d’abord l'effet du foncteur * sur les TLY (5)-

modules Cy(q,v,d) introduits a la section 2.1.

Soient donc v € C non nul, d € spec25* = {z € Z|z = N et |z| < N} et |z1..2n),
un élément de B 4(q,v). Dénotons par By 4(q.v) la base duale & B 4(q,v) ainsi que

par (zi..xn|, = |x1xN)Z I'unique élément de cette base duale respectant la relation

{1y, [y1-yn)y =TI 0, , POUT |y1..yn), € BY 4(q,v). Alors, si y1...yn), € BY 4(q,v),
(Q* <=731~~-17va> ly1.-.yn), = (®1..7N], (QT |y1...yN)v) = (z1..7N], (Q_l |y1...yN>v)

=y ¢ (T1..xN]|, lynya-yn—1), = (Ud <.’1}2...JJNSL’1|U) Y1 YN ),
d’oul
Qx (zy..xy], =v7¢ (z9..xnx1], . (2.3)

v

De la méme fagon, selon (2.2),

(el * (xl...:er]U> ly1.-.yn), = (®1...2N], (ei ]yl...yN>U) = (z1..75], (el |y1...yN>v>

= (1w, [y (072 [y, — 0" lyrn), )|

N
— —2y1 — g
= Oyy,—y» (U Ozy 202091 — 4 5m1,y15a:2,y2) H Oz i

=3

N

— 2x1 T1

- 5331,712 (U 51277;1 5961,1/2 —q 53617111 5932,?42) H 5901',1/1‘
=3

1

= 5x1,—:1:2 (,025131 <l'2$1[l?3...$]\]|v —dq <$1--~$N|v) |y1--'yN>v
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Ainsi, il s’ensuit que

X1

e1 % (T1..2N |, = Oy —ap (122“’1 (Tox123...xN |, — ¢ <x1...xN|v). (2.4)

Les équations (2.3) et (2.4) permettent de conclure que les matrices représentant I’action a
gauche de Q et de e, (via x) sur By ;(q,v) correspondent respectivement aux transposées des
matrices représentant I'action de Q71 et de e; sur Bfﬁd(q,v). Ces observations pourraient
servir a prouver une seconde fois le corollaire 2.4 dans le cas particulier ou A = TL%,(5) et

ou M = Cy(q,v,d). Elles simplifient aussi grandement la démonstration suivante.
Proposition 2.5. L’application C-linéaire ¥y (q,v,d) : Ci(q,v,d) — Cn(q,v™",d) définie sur
la base duale By ,(q,v) par

(g0 d)({ral,) = [o1an),

est un isomorphisme de TL% (/5)-modules.

DEMONSTRATION. Clairement, ¥y (q,v,d) est bijective. De plus, selon les équations (2.3) et
(2.4), si (z1..x5], € B}‘\,’d(q,v),

[Wn (g, d)](Qx (z1.an], ) = v v (g0, (@2 aya], ) = v |22eana),
= Qlzran), 1 = Qibn(gu.d)]( (212, )
et, selon I'équation (2.2),

[Un(g0.d)] (1% (@ranl, ) = 0oy o [ (q0,d)] (v (w2125 25, — ¢ (21..2m],, )
= Oy —a (vle |Tox123.. 2N ) o1 — ¢ |1 TN )y )
=e|T1..TN) -1 = el[wN(q,v,d)]((:vl...:vN|U )

En outre, utilisant & nouveau 1’équation (2.3), on obtient,
[n (g0, d)] (2" % (12w, ) = v [Un(go.d)] (2 * Qx (ayaray i, )
= ¢ |TNT . TN_1) o1 = 0t |Z1..2N) y-1
= Q on (g d)( (@1 anl, )

d’ott le résultat souhaité étant donné que e; = Q~U"Ye; (=L pour 1 < j < N selon les
relations de définition de TLY (3). O
Proposition 2.6. Soit (d, z) € A*(N). Alors, L}y ., ~ Ly 4,.-1 comme TLY (3)-modules.

DEMONSTRATION. Posons B = By ,4(q,z) et dénotons par B* la base de W}, ;.. (q) duale & B.
Pour y1 € B, dénotons d’ailleurs par p* I'élément de B* défini via p*v = 4, siv € B. Puisque
(d,z) € A*(N), on doit aussi avoir (d,z~') € A%(N). Ainsi, selon les résultats de la section
1.2, il existe une forme bilinéaire TL} (5)-invariante (—, =) 4.1 : Wy g..-1(¢) X W a..(q) = C
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de radical Ry g1 = rad Wy 4..-1(q). On peut donc définir ¥ : Wy 4.-1(q) — Wy 4..(q)
comme
\I/(ZL") = Z <£E, N>d;z*1/jl*'
neB
Remarquons que la bilinéarité de (—, —)4..—1 force la C-linéarité de U et que
reKerVU < U(z)= > (z,m)g.1p" =0 < (2, pt)q.— = 0 pour chaque u € B
neB

— <I, _>d;271 =0 << z € RN,d;z*1 = rad WN,d;zfl(Q)

de sorte que Ker ¥ = rad Wiy 4.,-1(¢). Considérons maintenant a € TLY(8), x € Wy 4..-1(q)
et 0 € B. Soit aussi {7V, },ep C C tel que a'o = 3,c5y,v. Alors, en vertu de la TLS (3)-

invariance de (—, —)4.,-1, on a

[V (ax)](0) = {Z(am,u)d;zlu*] (0) = (ax,0) 4.1 = <x,aTJ>d;fl = <x, Z %V>
d;z—1

neB veB

veB veB neb veDB

= Z VAT V) g1 = Z<x>’/>d;f1 [V* (Z 7#:“)] = Z<$’V>d;Z‘1V*<aT‘7>

= KZ(%’, V)d;z—1V*> aﬂ (0) = [P(2)a'](0) = [ax T(z)](0)
veB

de sorte que U(az) = ax ¥(x) et ¥ est ainsi TL (5)-linéaire. Dans ce cas, étant donné que

Ker ¥ = rad Wy 4..-1(q) et que Ly 4.-1 = top Wy 4..-1(q), il existe une unique application

TLY (8)-linéaire W : Ly g..-1 — W5 4.(¢) rendant commutatif le diagramme

v
VVN,d;z*1 (CZ) W;{f,d;z(Q)
-1
ﬂ- ///
) =117
LN,d;z‘1

avec m : Wy g.-1(q) = Ly a.-1 la projection. Or?, Ker ¥ = rad Wy 4..-1(q) # Wy.a..-1(q)
dot W # 0. Ainsi, puisque Lyq. est irréductible, on a, selon le lemme de Schur et le
corollaire 2.4,

[JN,d;Zf1 = \I’(LN,d;zfl) C soc W]tﬂd;z(q) = (tOp WN,d;Z(Q))* - L}k\f,d;z‘

Le résultat désiré découle alors de I'irréductibilité de Ly ;... 0

2La proposition 1.20 permet méme d’obtenir explicitement un élément du module W a..-1(q) n’étant pas
contenu dans son radical.
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2.4. Le morphisme d’entrelacement i%(q,v)

Dans cette section, on explicite le lien entre les TL% (3)-modules V&(q,v) et Cn(q,v,d). Ce
lien, discuté d’abord dans [39], est donné via un morphisme 4, (q,v) : Vd(q,v) — Cn(q,v,d)
qui est bijectif sauf si les entiers N et d sont choisis dans un ensemble discret (appelé
ensemble critique). On montre que ce morphisme i% (g, v) admet toujours la partie générique

de V&(q,v) comme quotient de son image.

2.4.1. Définition du morphisme et ensemble critique

Dans [39], Morin-Duchesne et Saint-Aubin démontrent le résultat suivant qui sert aussi de

définition au morphisme d’entrelacement % (¢q,v). On rappelle que, sur Cy(q,v),
spec2S* ={x € Z|x =, N et |z| < N}.

Théoréme 2.7 ([39]). Soient® v € C non nul, u = (—q)/? et d € spec2S5* avec d > 0. Soit
aussi i%(q,v) : Vi(q,v) — Cy(q,v,d) application définie sur B%(q,v) par

[i?v(q,v)](l‘):( 11 Ti,j) 0.,

(i.4)€d(z)
ou |0), est 'unique élément de B y(g,v) et oli, pour une paire (i,7) de I'ensemble ) (z)
introduit dans la section 1.2, T; ; désigne 'opérateur v/ ~*uc; 4+ v'7u~'o; . Dénotons égale-
ment par I (q,v) la matrice représentant i% (q,v) sur les bases B%(q,v) et Bf 4(q,v). Alors,
i%(q,v) est TLY (3)-lindaire et, avec r = (N — d),

det I4 (gv) = ﬁ <<k . ;z>>(#vk)

k=1
ott (y) = ¢“vV — ¢ ¥v=N. En particulier, i%(q,v) est un isomorphisme de TL% (3)-modules

si et seulement s’il n’existe pas d’élément k € {1,...,7} tel que ¢* T4V = 1.

Ainsi, pour ¢,v € C non nuls fixés, ’ensemble
BV, ={(N,d) €Z*|d=y N,0<d< N et Ik € {1, ..., NT_d} tel que ¢?*+ 2N =1},

appelé ensemble critique associé d (q,v), paramétrise le défaut de bijectivité des morphismes
i%(q,v). En d’autres termes, si la paire (N,d) est choisie a I'extérieur de cet ensemble, la
structure de la représentation Cy(q,v,d) correspond a celle de Vi(q,v). 11 suffit donc, pour
comprendre entierement la théorie de la représentation des modules Cy(q,v,d), de caractériser
leur structure sur les différents ensembles critiques. On réalisera cet objectif au chapitre 4.
D’ici la, on considere le lemme 2.8 qui donne une seconde caractérisation de ces ensembles.
3Comme dans le cas du théoréme 1.18, il existe deux possibilités de signe pour la racine carrée u = (—q)l/ 2

qui influencent I'expression du morphisme % (g,v) en la multipliant par un signe global. Ce signe n’a aucune
importance et on choisit donc une valeur de u cohérente avec le choix effectué pour le théoreme 1.18.
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Lemme 2.8. Soient N,d € Z tels que 0 < d < N et d =5 N. Soient aussi ¢,v € C non nuls

et z=v"N. Alors?,

(N,d) € B,, — s=min{r €Z|z>d, x=9det ¢"=2>} <N.

DEMONSTRATION. Soit (N, d) € G, et posons r = 3(N — d). Alors, il existe un élément

1
2
ke {l,..,r} tel que ¢*** N = 1 d’ott ¢***? = v=2¥ = 22, Ainsi, par minimalité de s et
puisque 2k + d > d, on doit avoir s < d + 2k < d+ 2r = N comme voulu. Réciproquement,
supposons s < N. Alors, puisque s > d et que s =5 d, on a s > d+ 2 avec k = %(s —d) eN.

De plus, k = (s —d) < (N —d) =r et ¢**??N = ¢°272 = 1 d’ott le résultat souhaité. [

Corollaire 2.9. Soient N,d € Z>( tels que d < N et d =5 N. Soient aussi ¢,v € C non nuls

tels que (N,d) & B, .. Alors, Vi(q,v) admet au maximum deux facteurs de composition.

DEMONSTRATION. Posons z = v~ et supposons que Vi(q,v) posséde plus de deux facteurs
de composition. Alors, ¢ doit étre une racine de 'unité (voir la section 1.3.2) et il découle du
théoréeme 1.16 (ou de la proposition 1.19 si (d, z) correspond a la paire problématique) que
(o, yo) € A*(N) avec (jo,yo) le successeur direct de la paire (d, z) sous =<, via la condition
A de la définition 1.13. Or, selon ces mémes résultats, on doit avoir (jo,yo) = (s, zq%(d_s))
ol s =min{z € Z|z > d,z =5 d et ¢* = z*} (qui vaut 2 dans le cas problématique). Ainsi,
puisque (jo, %) € A*(N), on a jo=s < N et (N,d) € Y, selon le lemme 2.8. O

Pour N,d € Zsg et v € C* avec d < N et d =, N, on définit la partie générique de Vid(q,v)

comme le quotient
: -N —-N a
J A si (d,v™") 2, (s,w™") dans A
Vi(,0)/Tm Os gz o (N) directement via la condition A;
PGy (q.v) =
si (d,v™) n’admet pas de successeur

d
Vi(q,v) dans A® via la condition A

0l Oy giw o (N) = Vi (q,w) — Vi(g,v) est Iinclusion de la section 1.3.2. En utilisant le théoréme
1.16, la proposition 1.19 et le fait qu’une paire de A* admet au plus un successeur non trivial
sous =, si ¢ n’est pas une racine de 'unité, on peut conclure que PG?V(q, v) admet toujours

au maximum deux facteurs de composition (c-a-d. l'irréductible Ly 4., et possiblement
lirréductible Ly .-~ associé au successeur direct (¢,y) de (d,v) via la condition B il

existe). Par ailleurs, on montre aisément a Iaide de la définition 1.13 et du lemme 2.8 que

les modules Vi(q,v) avec (N, d) ¢ 0,.,, correspondent exactement® a leur partie générique.

4Dans ce mémoire, pour E C R et v € R, on se permettra de comparer a ~ (a laide de la relation usuelle
<) les extremums de E sans montrer préalablement leur existence. En particulier, en écrivant min £ < 7 ou
min F > 7, on sous-entendra toujours que min E existe.

En effet, supposons que Vi(q,v) % PGY(q,v) avec (N,d) & U,,. Alors, (d,o~") doit admettre un
successeur direct (s,w ™) sous la condition A. Or, la définition 1.13 (ou le théoréme 1.16 et la proposition
1.19 si ¢ est une racine de I'unité) avec le lemme 2.8 forcent s = min{zx € Z |z > d,v =, d et ¢* = 22} > N
d’ot on obtient de V3 (¢, w) = 0 la contradiction PG% (q,v) = V& (q,v)/Im és,d;w,v(N) ~ Vi(q,v).
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2.4.2. Caractérisation partielle du noyau de i%(q,v)

Soient N, d € Z> tels que d < N et d =2 N avec ¢,v € C non nuls. On aimerait démontrer
que la partie générique PG% (¢, v) est un quotient de I'image du morphisme % (g,v). Pour ce

faire, on montre d’abord que ce morphisme ne correspond jamais a I'application nulle.
Lemme 2.10. Le morphisme i4,(q,v) est non nul.

DEMONSTRATION. Supposons d = N. Alors, en vertu de la définition de i}(q,v), on a
[N (g,0)](idn) = |0), # O et le résultat voulu est donc vérifié. Si d < N, on considére plutot

Pélément = = vy, € B (qv) avec r = L(N —d) > 1. Alors, () = {(j,2r —j + 1)}_; et

J=1

[z‘]iv(q,v)](x) _ (H <U2(r—j)+1u0.2—747j71 + U—I—Q(r—j)u—lo_j—)) ‘0>v

Soit maintenant |z;...xy), I'unique élément de Bf 4(¢,v) défini par

- Si 1 S ] g T, N
T = _ . ; c-a-d. [z1..an), = | —..— o)y
+ sir+1<73<N ‘j;—’HN:—’

Un calcul rapide montre que le coefficient devant ce vecteur dans [i4(q,v)](z) est

(z1..2n], ([ﬁv(qw)}(x)) — ﬁ (,U—l—2(r—j)u—1> oy

j=1

d’ou le résultat par indépendance linéaire des éléments de B]% 4(q,0) et puisque v # 0 # u. O

Proposition 2.11. Supposons que ¢ soit une racine de 'unité. Soit (d,v™") € A% avec
d < N et d =5 N. Soient aussi p = min{zr € N|¢*® = 1} et (t,y™") le successeur direct de
(d,v™N) via la condition B. Alors, le morphisme % (q,v) © Gy.a4.y»(N) : Vii(q,y) — Cn(q,v,d)
estnonnulsit<d+2pett<N.

DEMONSTRATION. Posons 1y = $(N —t), rg = (N —d) et k = 3(t — d) < p. Considérons

V.r, € Biy(q,y) (interprété comme id, si r, = 0) avec |21..xn), € Bf 4(q,v) o

— sil<j<roul2r+1<j<r +ry
;=
J + sin+1<j<2r,our,+rq+1<j<N.

27} t
TL+1 - N - N\
Vl..r L1 ZN)y = | —— Fod —— )y
o, N—— N——
2ry + 1 Tt k
N.

Fig. 2.1. L'état vy, € Biy(q,y) et Vélément |21..xx) € By 4(q,v) considérés (sir, # 0).
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On s'intéresse au coefficient ¢ devant |z1...zy), dans [i%(q,v) o Or.d:y.0(N)](v1..r,). Par indé-
pendance linéaire des éléments de Bf,vd(q,v), il suffit, pour achever cette démonstration, de

prouver que ce coefficient est non nul. Pour ce faire, on pose z = v et on rappelle que

ét,d;y,v(N) = gp&}d(’v) % et,d;y,Z(N> © @N,t(y)

ol pn.a(v), pni(y) sont les isomorphismes de la section 1.2.3 et ol ;4. .(IV) est le mono-

morphisme défini dans I’énoncé du théoréeme 1.18 (avec a = —1). On a

N

N ()] (V1) = ycul“'” Wi..r, = Z/Z":Q”“jwl...n = y%(sztH)

wl...Tt
d’ou

[et,d;y,z(N) © @N,t(y)](yl...m) = y§(2N7t+1) Z qiiuUN(m'ik)hP(,u) (Q)wl...rtﬂ-
neBY (q,2)
Soit u € B%(q,z). En multipliant g a droite de wy._,,, on obtient un élément de B}@fd(q,z)
ou les défauts de p ont été déplacés de 2r positions vers le bas (les 2r premieres positions
étant déja occupées par les boucles provenant de w;_,,). Soit ji I’élément de B%(q,v) tel
que beg ji = beg(wy. ). Alors, ¢z = Cu, . = Cu + 2r:d et, en vertu de la définition de
I'isomorphisme @y 4(v), on obtient [py q4(v)](2) = v*v*"*%w, ., p. Ainsi,

[i%(0:0) © Oryoo (N (V1..,) = y2 CN D=2 37 gtV "G () [0 (,0)] ()

neBY (q,2)
Pour 1<z <k+1=3(t—d)+1=rq—r+1, on définit
Ap = {1}5io0 U2+ 2}y ULN = s + 1152

et on note i, I'élément de B%(q,v) pour lequel beg 1, = A,.

Tt

re+1

2ry -
2r 41

2r +x—1 ;
2ry + o

2ri+ k .
2ry +k+1

2rg—x+1 ;
2rg —x+2

Noz+1 ¢

N—-z+2
NS

Fig. 2.2. Létat w, € B%(q,v).

68



Affirmation 1 Soit 1 € B%(q,z) tel que le coefficient ¢, devant |z1...xy), dans [i(¢,0)](7)

est non nul. Alors, 7i correspond a 1’état w, pour un certain x entre 1 et k£ + 1.

Dém. (Affirmation 1). On a

[i%(q,0)] ( 11 T]) |0>v=( [I (v uoy +o7ulo; )) 10), .
(i ) (4,

JEP (i 7)€Y (i)

Puisque ¢, # 0, pour chaque (i,5) € ¥ (i), on doit avoir que ¢ ou j correspond a un signe

négatif de |z1...xx), modulo N. En d’autres termes, il doit exister une bijection

fo(p) = {1, r,2r + 1, +7g)
associant a chaque boucle sa position d’ouverture ou de fermeture. On considere deux cas.

(Cas 1) Supposons que, via f,, tous les éléments de {2r, + 1,...,74 + 74} correspondent a
une position de fermeture de boucle. Puisque beg i = beg(wy_ ., pt), les 2r premieéres
positions de i sont occupées par les boucles provenant de w;_,,. Ainsi, puisqu’elle
ne peut pas croiser de défaut, la boucle aboutissant en 2r; 4+ j dans cet état (avec

1<j<k=ry—r) doit avoir été ouverte en N — j + 1. Par conséquent, on a
begii={1,...r, N—k+1,..., N} = beg g,

et il s’ensuit que 1 = wWy1.

(Cas 2) Supposons qu’il existe un élément de {2r;+1, ..., +ry} correspondant, via f,, & une
ouverture de boucle. Soit j. € {2r;+1,...,r;+ 74} I'élément minimal respectant cette
condition et soit j; la position de fermeture de la boucle de ;i débutant en j.. Puisque
fi. est bien définie, j; n’est pas élément de {21, + 1,...,7 + 74}. Ainsi, dans [, les
positions j’ telles que j. < j' < 1, + 74 sont comprises dans I’enveloppe convexe de la
boucle d’extrémités j. et jy. Cette observation et la bijectivité de f, impliquent que
ces positions doivent toutes correspondre a des ouvertures de boucles. De plus, par
minimalité de j., les positions {2r; + 1, ..., j. — 1} doivent quant & elles correspondre
a des fermetures de boucles au sein de . Donc, puisque beg i = beg(w;._,,p1), la
boucle aboutissant en 2r; 4+ ¢ dans i (avec 1 < /¢ < j. — 2r; — 1) doit, comme dans le

cas 1, avoir été ouverte en N — ¢+ 1. On a alors,
begii ={1,....;7¢ ey s Tt + Tay N — Jo + 2r + 2,..., N}
={1,..,r,2ri+x,....ry+re, N—z+2 ... N}
= beg w,
oux=j.—2r, € {1,....k}. Ainsi, p = w, et le résultat d’'intérét est encore vérifié.

Ceci acheve cette démonstration. YA
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Soit 1 <z < k + 1. Considérons 1’élément 0, € B%(q,z) tel que
beg i, = {j1}* = mU{t—]g—i—l}]2 1 ={jeN|j+2r, e A}

Cet élément est représenté dans la figure 2.3 ci-dessous.

%z 1t
2k —x +2

t—z+1
t—z+2

t

Fig. 2.3. Le diagramme standard .

I satisfait, comme le montre un calcul direct, la relation w;_,, @, = w,. Ainsi, puisque
lapplication p +— wy_,,p est clairement injective sur B, (q,%), le coefficient recherché est,

selon les résultats précédents et avec o = y3 2Nty =2red,

¢ = (w1, ([I5(20) © frayo(N)] (1)

=0 > g N (g) (el ([ (g0)) (1)
neB (4,2)
k+1

=0 D q eV b () (], ([ (g0)] ().

r=1

En utilisant la définition de 7;, donnée dans le théoreme 1.18, on obtient

d . .
o = g NI 3 Gt N G (@) (@1, ([i% (g0)] (1))
=1
k+1

= v —NE 1(kt—f t+1)) Z Cs
o, pour 1 <x <k+1, on a posé

Cp = g2 Com—thbe ) Nltoe|~Cag hp(a,)(q) (z1...xN], ([Zflv(q,v)](wx))

Puisque les parametres y, v et ¢ sont tous non nuls, il suffit, pour conclure que ¢ # 0, de
prouver que la somme fo% ¢ ne s’annule pas. Soit donc 1 < z < k£ + 1. En regardant la
forme de 0, présentée ci-haut, on remarque que |0,| = — 1 et que

Cow= > l(=-(t—2k)2k+t—20+3)=-(2t—d+3)—dx.
(=2k—x42 2 2
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Cette forme permet également de déduire que

[H],! _| ok
hp(a,)(q) = k—z+ 1) [z -1, [ L

et de conclure que ¥ (w,) correspond a l’ensemble

{(, 2re = j1+ DY U{@re+ 2, 2ra — G2 + DY, U{(N — s + 1, N + 2r + js) Yo

Ainsi, au sein de w,, les signes négatifs aux positions Ao = {1 Jl LU A{2r + ]2}]2 —
Afer = {21, + jg}fs;ll dans |z;...xn), correspondent respectivement a des ouvertures et a des

fermetures de boucles. Donc, le coefficient devant |z;...xy), dans [i%(q,v)](1,) est

(T1..7N], ([zfv(q,v)](wx)) — (ﬁ UQ(jl—Tt)—lu—l) (H p2(re—ra+iz) -1 —1) (H p2(retis) -1 )

j1=1 Jo=x ja=1

— ,UfrfufrtU(k+1fz)(k+2(rtfrd)+xfl)uxfkflv(zfl)(QrtJr;pfl)uxfl
_ ,U—(k2+7’t2+2r,1)u—(rd+2)U2rdxu2g:
=m U2rd:c 2z
avec y; = v~ (K Frit2ra)y ~(rat2) pe dépendant pas de z. Or, (d,v™N) =, (t,y~) directement

via la condition B de sorte que, selon le théoreme 1.16 (ou la proposition 1.19 si (d, z) est la
paire problématique), onat = —s+d; avec ¢ =22 =v N et ¢® =1 (ou 2t =25 =5 = 4

pour la paire problématique). Par conséquent, puisque u* = —q¢,

L (G —t| Wz | —Cu : :
ey = g2 Coa =tz NlalCon () (], ([Z?V(q,v)](wx))

;(g(2t—d+3)—dx—t(x—1))vN(x—l)—(g(2t—d+3)—dx)[ k 1] " P2y 2
:C J—

Il
<

,qu;(g(ztdw)ﬂ)v(N+§(2td+3))(_1>xq;(t+d)xq%2Nx[ k ]
q

r—1
k

_ 2N —t\x z (k+1)z
- ~1
V(g ) (—1)"q LC .

| = eraren] )

z—1
q

k

— —1)* (k+1)x
1(=1)%q .1
q
ol

v = %q%(%(2t—d+3)+t)v—(N+%(2t—d+3)) — U—(k2+7“t2+27‘d)u—(7“d+2)q%(g(2t—d+3)+t),U—(N+g(2t—d+3))

est non nul (car les parameétres u, v et ¢ le sont tous) et ne dépend pas du choix particulier

de x. Alors, en vertu du théoreme 1.23,

k+1 k+1

Z Cp = Z k—l—l)ml k ] — k—l—l Z k+1)z lk‘| — _,qu—l-l ﬁ(]-
=1 q =1

z—1 T
q
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Puisque v¢“+1 # 0, il suffit de démontrer que [T*_, (1 —¢?*) # 0. Supposons au contraire que
ce produit soit nul de sorte qu’il existe un entier 1 < k < z tel que ¢*®* = 1. Alors, puisque
¢* est une p-itme racine primitive de 1'unité, x doit étre divisible par p. Cependant, par
hypothese, ona 1 <z < k < p—1 et on aboutit ainsi a une contradiction. On conclut donc
que le coefficient ¢ devant |z;...zy), dans [i%(q,v) © 8.4y (N)](v1..r,) doit étre non nul. [
Supposons que (d,v™") =<, (s,w™) directement via la condition A. Alors, & I'aide du théo-
reme 1.16 et de la proposition 1.19, on peut reformuler la proposition précédente, lorsqu’elle

s’applique, par Keri% (q,v) C Im 0, g.»(N). Ainsi,
PG?\/(qﬂ}) = V]%((],U)/ Im ésad;W,U(N) = (V]%(Qﬂ))/ Ker Z?V(qﬂ}))/(lm és,d;w,v(N)/ Ker Z?\/’(qav))

d’ott PG%(q,v) correspond & un quotient de Vi¢(q,v)/ Keri% (¢,v) ~ Imi%(q,v) C Cy(q,v,d).
En d’autres termes, lorsque les hypotheses de la proposition 2.11 sont respectées, le mor-

phisme % (q,v) permet de transporter PG% (q,v) au sein de I'espace propre Cy(q,v,d).

En fait, cette derniére conclusion demeure vraie méme lorsque la proposition 2.11 ne s’ap-

plique pas, c’est-a-dire lorsque

(1) Le parametre ¢ n’est pas une racine de I'unité ou
(2) Le successeur direct (t,5~") de (d,v™") via la condition B n’existe pas ou bien est
tel quet > N out > d—+ 2p.

En effet, dans le cas 1, la paire (d, z) admet au maximum un successeur non-trivial sous =<,
(voir la section 1.3.2). Si ce successeur est obtenu via la condition A, le quotient PG%(q,v)
doit étre irréductible d’ou le résultat découle du lemme 2.10 et du lemme de Schur. Si ce
successeur est plutdt obtenu via la condition B, alors la paire (d, z) n’admet aucun successeur
sous la condition A et une analyse rapide de la définition 1.13 démontre que le minimum
min{z € Z|r > d, z =5 d et ¢° = 2°} n’est pas défini. Ainsi, le lemme 2.8 stipule que

N.,d) €5, et le résultat voulu suit des lors du fait que i%(q,v) est un isomorphisme.
a, N

Pour le cas 2, supposons que ¢ soit une racine de 'unité et que ¢t > min(N + 1, d+ 2p) ou que
le successeur (t,y ) n'existe pas. Alors, la paire (d, z) n’est pas la paire problématique®.
De plus, si t > d + 2p, on doit avoir t = d + 2p puisque la premieére composante des
paires apparaissant dans la figure 1.16 augmente de haut en bas. Dans ce cas, 'organisation
des successeurs de (d,v™") est représentée dans la figure 2.4 et on obtient en particulier
PG4 (qu) =L N.dw-~ - Le résultat voulu découle ainsi encore du lemme de Schur et du lemme
2.8. Ce raisonnement fonctionne d’ailleurs également si ¢ > N ou si le successeur (¢,y~ ")
n’existe pas puisque la relation PG‘JiV(q, v) = Ly 4,-~ est encore trivialement satisfaite dans
ces situations (voir la figure 1.16 si ¢ > N). On a donc démontré le corollaire suivant.

6En effet, pour cette paire, ce successeur existe et la figure 1.18 donne ¢ = 2 < d + 2p = 4 d’ott la relation
t > N force N =0 (mais la paire problématique n’est définie que si N € 2N).
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(d, o) = (s,w™N) > (d+2p, v Ng?) > (s +2p,wNgP) = -

Fig. 2.4. Organisation des successeurs de (d,v™") sous =, dans les conditions considérées.
Le sous-graphe associé au diagramme de Loewy du sous-module 0 4., ,(N), pour (s,w™")
le sucesseur direct de (d,v™") via la condition A, est représenté avec des fleches rouges.

Corollaire 2.12. Soient N,d € Z>( tels que d < N et d =2 N. Soient aussi ¢,v € C non

nuls. Alors, la partie générique PG4 (¢,v) est un quotient de Im % (q,v).

Au chapitre 4, on montrera que I'on a en fait toujours Im i%(q,v) ~ PG%(¢,v). On se contente
pour l'instant de démontrer la proposition suivante qui donne, si ¢? est une p-iéme racine
primitive de I'unité, la structure explicite de Cy(q,v,d) lorsque le diagramme de Loewy de
Vi (q,v) admet au maximum deux étages avec N < d + 2p. Méme si ce résultat est bien
plus faible que ceux qui seront obtenus dans le chapitre 4, sa démonstration indique déja
la puissance des principaux outils développés dans les sections précédentes : notamment les

lemmes, propositions et corollaires 2.4, 2.5, 2.6, 2.8 et 2.12.

Proposition 2.13. Soient ¢,v € C non nuls avec ¢* une p-iéme racine primitive de 1'unité.
Soient aussi N,d € Zsq tels que d < N < d+ 2p et d =5 N. Supposons que (d,v™")
admette un successeur non trivial sous =<, (c-a-d. une infinité selon la proposition 1.15) et
notons (s,w™ ) et (t,47) les successeurs directs de cette paire via les conditions A et B.
Supposons également que (d,v~") ne soit pas la paire problématique et que le diagramme
de Loewy de Vi(q,v) admette au plus deux étages. Alors, la structure de Cy(q,v,d) est celle

présentée dans la figure 2.5 apres le retrait des paires n’appartenant pas a A*(N).

Fig. 2.5. Diagramme de Loewy de Cy(q, v, d) sous les hypotheses de la proposition 2.13.
DEMONSTRATION. On divise cette preuve en ’étude de trois cas.

(Cas 1) Supposons (s,w™) & A%(N). Alors, s > N de sorte que (N,d) ¢ U, en vertu du
lemme 2.8 et du théoréme 1.16. Ainsi, i4,(q,v) est bijectif d’ou, selon la figure 1.16,
les modules Cy(q,v,d) et Vid(q,v) admettent la structure donnée dans la figure 2.6

avec la paire (t,y~") présente si et seulement si (¢,y=) € A%(N).

(ty™) — (d,v™)

Fig. 2.6. Diagramme de Loewy de Cy(q,v,d) dans le cas 1.
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(Cas 2) Supposons (t,y V) & A(N) et (s,w™) € A%N). Alors, s < N < t et, selon le
corollaire 1.14, on a (d,v") =, (t,4") directement sous la condition A étant donné

que (d,v™) <, (t,y~") directement sous la condition B. Ainsi, selon la figure 1.16,
t=min{z € Z|r >d,x = det ¢" = (v )"} >N

et le lemme 2.8 stipule que (N,d) € U, ,-1. Par conséquent, i% (q,0™") est un iso-
morphisme et le théoréme 1.16 avec le corollaire 1.14 permettent de conclure que

Cn(q,v7',d) admet la structure donnée par le diagramme de Loewy de la figure 2.7.

(d,v™)

l

(s, w™)

Fig. 2.7. Diagramme de Loewy de Cy(q,v™!,d) dans le cas 2.

Or, Cn(q,v1,d) ~ C%(q,v,d) en vertu de la proposition 2.5 d’ott on déduit, a I'aide
du corollaire 2.4 et de la proposition 2.6, que la structure de Cx(q,v,d) correspond a

celle donnée dans la figure 2.8.

(d,v™™)

Fig. 2.8. Diagramme de Loewy de Cy(q,v,d) dans le cas 2.

(Cas 3) Posons z = v~ et supposons que (t,y™), (s,w™™) € A*(N). Dans ce cas, s,t < N
et, selon la figure 1.16, on a

w N = zq%(d’s) et (t,y™)= (—S + 5i,zq%(5i’(d+3)))

ol §; = min{l € 2pZ|—s + ¢ > d}. Supposons que (t,yV) = (s,w™). Alors,

(d—s) (%—(d+5)) ge simplifie en

I’égalité t = s implique s = %61- et la relation zq% = zq%
¢¢ = ¢2% = ¢*. Dans ce cas, on doit avoir s — d € 2pZ car ¢* est une p-ieme racine
primitive de I'unité et que d =, s. Or, on a aussi d < s < d + 2p d’ou le résultat
précédent implique s = d + 2p > N et contredit '’hypothése (s,w™) € A(N).
Il s’ensuit donc que les paires (¢,47 V) et (s,w™) sont distinctes de sorte que le
module cellulaire Vi¢(¢,v) et sa partie générique PG% (¢,v) admettent les diagrammes
de Loewy présentés dans la figure 2.9 de la page suivante. A partir de cette figure,
le corollaire 1.14 permet d’obtenir la structure de Vi(q,v™") et de PG% (g0 "). Les

diagrammes de Loewy associés sont consignés dans la figure 2.10.
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(d,v=N) (d,v=N)

I > l

(s,w™™) (t,y= ) (t,y= )

Fig. 2.9. Diagramme de Loewy de Vi(¢,v) (gauche) et de PG% (¢,v) (droite) dans le cas 3.

(d.o") (d.o")
N l
(t.y™) (s, w™) (s, w")

Fig. 2.10. Structure de Vi¢(q,v™") (gauche) et de PG%(g,v™") (droite) dans le cas 3.

A partir de la figure 2.9 et du corollaire 2.12, on peut conclure que les facteurs
(d,v™N) et (t,y~) doivent étre présents dans le diagramme de Loewy de Cy(q, v, d)
et doivent étre reliés par une fleche de (d,v=) vers (t,4~"). De la méme facon, on
déduit de la figure 2.10 I'existence d'une fleche allant de (d, v") vers (s, w") dans le
diagramme de Loewy de Cy(q, v, d). Alors, selon le corollaire 2.4 et les propositions
2.5 et 2.6, on peut conclure que le diagramme de Cy(q, v, d) doit contenir une fleche

allant de (s,w™) vers (d,v™"). Ainsi, puisque
dim Cy(g,v,d) = dim Vi¢(¢q,v) = dim Ly g.,-~ + dim Ly .-~ + dim Ly ., -~

I'unique diagramme de Loewy possible pour Cy(q, v, d) correspond dans ces circons-

tances a celui donné dans la figure 2.5.
Ceci acheve cette démonstration. 0

En interprétant différemment le diagramme de la figure 2.5, on peut affaiblir les hypotheses
de la proposition précédente pour lui permettre de donner la structure de Cy(q, v, d) dans
le cas de toute paire (d,v™) € A%(N) pour laquelle le diagramme de Loewy de Vi(q,v) a
au plus deux étages avec d + 2p > N. En effet, supposons par exemple qu'une telle paire
(d,v™) € A*(N) n’admette pas de successeur non trivial sous <, (avec ¢ une racine de
'unité ou non). Alors, Vi(q,v) est irréductible selon le théoréme 1.17 et il suit directement
du lemme de Schur et du lemme 2.8 que Vi(q,v) ~ Cy(q,v,d). Dans cette situation, la
structure de Cy(q,v,d) peut évidemment encore étre vue comme étant donnée par la figure
2.5 avec les facteurs (t,y V) et (s, w™) interprétés comme ne faisant pas partie de A*(N).
De la méme maniére, si ¢ n’est pas une racine de 'unité, alors la paire (d,v™") admet au
maximum un successeur non trivial sous <,. Si ce successeur existe et est obtenu via la
condition B ou la condition A, alors on a respectivement (N,d) & Uy, ou (N,d) & U,

(voir le corollaire 1.14 et la démarche suivant la démonstration de la proposition 2.11) de sorte
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qu’il est possible d’obtenir la structure de Cy(q,v,d) a 'aide d’un raisonnement analogue
a celui utilisé dans le cas 1 ou le cas 2 de la démonstration précédente. Le diagramme de
Loewy associé a cette structure correspond alors, encore dans ce cas, a celui de la figure 2.5

ou on interpréte le successeur manquant comme n’appartenant pas a A*(N).

Remarque 2.14. Soit d > 0. Alors, le travail fait jusqu’ici permet en particulier de donner
la structure des modules Cy(q,v,d) quand g n’est pas une racine de l'unité ou lorsque
(d,v™) n’admet pas de successeur non trivial sous =<,. Pour cette raison, le symbole ¢
désignera dorénavant toujours une racine de l'unité et il sera désormais sous-entendu que
la paire (d,v™") admet des successeurs non triviaux sous =, (c’est-a-dire une infinité de
tels successeurs selon la proposition 1.15). On réservera ainsi le symbole p pour désigner
'entier positif minimal satisfaisant ¢®” = 1 de sorte que ¢? sera toujours une p-iéme racine
primitive de I'unité. On note d’ailleurs qu’il est suffisant de se concentrer uniquement sur les
modules Cy(q,v,d) avec d > 0 comme on 'a fait jusqu’a maintenant en raison de I'existence

de I'isomorphisme ny(q,v,d) : Cy(q,v,d) — Cyx(¢~ ', v, —=d) de la section 2.2.

On conclut maintenant ce chapitre en calculant explicitement dans l'exemple suivant la

structure de Cy(q,v,d) lorsque (d,v~") correspond & la paire problématique avec N = 2.
Exemple 2.15. On consideére (N,d) = (2,0) avec q,v € C tels que ¢*> = —let g =z = v~ 2.
Alors, les matrices représentant e; et 2 par rapport a la base Bgo(q,v) = { l+—=),, |—+ U}

de Cy(q,v,0) sont respectivement

(=9 —q (01
(D)« e

En considérant plutdt la base B = { =), =)y — =), }, on obtient les matrices

0 0 1 0
le1]s = —¢ (1 O) et Qg = (1 _1>

d’ou I'espace V' = spang (|—+>U - |+—>U) correspond & un sous-module de Cy(q, v,0) iso-
morphe a L, ,._;. En outre, ces dernieres matrices montrent aussi que Cy(q,v,0)/V ~ Lo, .
Si ce quotient correspondait a un sous-module de Cq(q,v,0), il existerait des coefficients

71,72 € C tels que Qu = v # 0 = eyv avec v =y |[+—), + 72 |—+),. Cependant, on a

Q= |+=), +nl—1), et ew=qn+n)(l-+), -+, )

d’ou la seule solution aux relations d’intérét est donnée par 73 = 72 = 0. On peut donc
conclure que le socle de Cy(q,v,0) contient Loo._ 1, mais ne contient pas Lsoq. On a ainsi

une suite exacte courte non-scindée

0 — Log, 1 — Co(q,v,0) = Lypq — 0
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Par conséquent, puisque dim Cy(g,v,0) = 2 = dim Ly 9,1 + dim Ly 5.1, on peut conclure que

le diagramme de Loewy de Cy(q, v,0) correspond a celui donné dans la figure 2.11 ci-dessous.

(2,1)

J

(2a _1)

Fig. 2.11. Diagramme de Loewy de Cy(q,v,0) avec ¢> = —1 et ¢ = v2.

Remarquons qu’on obtient alors également le diagramme de Loewy de Cy(q,v™!,0) a laide

du corollaire 2.4 et des propositions 2.5 et 2.6. Celui-ci est représenté dans la figure 2.12.

<2’ 71)

J

(2,1)

Fig. 2.12. Diagramme de Loewy de Cy(q,v™%,0) avec ¢ = —1 et ¢ = v 2.

En particulier, Cy(q,v,0) 2 Cy(g,v™!,0) méme si, selon le corollaire 1.11 et la définition de
'ensemble A% on a VY(q,v) ~ VP (q,v71).
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Chapitre 3

Groupes quantiques et dualité de Schur-Weyl

Lorsque ¢* # 1, la chaine de spin Cy(g~',v) du chapitre 2 peut naturellement étre considérée
comme une représentation de 'extension de Lusztig LU,sl; du groupe quantique Ugsly. On
utilisera ici cette représentation pour définir des morphismes TLY (3)-linéaires f; 4(¢ !, v)

entre les espaces propres Cy (¢ !,v,d) de différentes chaines XXZ.

Dans les premiéres sections de ce chapitre, on définit I'extension LU,sl; et on étudie en détail
sa théorie de la représentation. On introduit aussi, lors de la section 3.3, la LUsl>-action
considérée pour la chaine Cy(g~ ', v) et on définit les applications f; 4(¢™*, v). On caractérise
enfin dans cette méme section le noyau de ces applications a 1’aide de longues suites exactes
de mod TL% () et d’une décomposition de Cn(q~*,v) a la Clebsch-Gordan.

Dans les pages suivantes, le symbole ¢ désignera toujours un parametre complexe non nul
avec ¢* une p-iéme racine primitive de I'unité. On supposera également en tout temps p > 2

et on réfere a 'annexe A pour 'analyse des cas ou ¢ = +1.

3.1. L’extension de Lusztig LUl

Soient ¢ une indéterminée et A = Z[t,t~']. A la maniere de [10], on définit la forme ration-

nelle Uisly comme la Q(t)-algebre de générateurs {E, F, K*! id} satisfaisant les relations

K—-K!
KEK™!' =#F, KFK™' =t%F, KH¥ KT =id et [E F|= P
On définit aussi les puissances divisées {E™, F(n)}nEZZO par B = F©O) =iq et
o N pe
[n]:! [n]:!

pour n € N. On note U la sous-A-algebre de Uysly ayant ces éléments et K*! comme

générateurs. Cette algebre est généralement appelée la forme intégrale de Lusztig.



Théoréme 3.1 ([10], [31]). La forme intégrale U%® est isomorphe a la A-algebre ayant

comme ensemble générateur {E(T), FO) K+ [Kr CL

r,c e Zour > 0} avec les relations

(1) La sous-algebre engendrée par {K L [KT CL

r,cEe€Zour > 0} est centrale;

(2) KFKF =id, KEW =t*EMK et KF" =t MK (r € Zso);
K;0 K;
(3) (q—ql)[ ) ] ZK—Klet[(SC] =id (c € Z);
t t

[r+s] [K;0 K; 0| |K; —r
4 01 | ’ € Zz0);
w [ HJ [ H 5 ] (5,7 € Zo)
(K — S| K50
LT t s= 0 sl .
_K mln(T‘C) (r—s) ) K, 0
© ] =3 e e T (e e Bl
L t t t
mln K. 2 _ R
(7) E®F® Z F<” s [ » o . " n} B0 (r,n € Zxo);
t
(8) EWE™ = [Ttn] B0+ ot FO p) — [Ttn] Ftn) (r,n € Z0);
t t

K- K: 2 K; K;c—2
(9> [ ) C] E(n) _ E(n) [ ; C + n‘| ot [ 3 C] F(n) — F(n) [ ; C n] (T, n e ZZOJ C € Z)
t t t t

r r T r

Corollaire 3.2 ([10]). Soit r,c € Z avec r > 0. Alors,

K; c B ﬁ Ktc+1fs . Kfltsflfc
. o ts — t—s

r s=1

En particulier, le coté droit de cette égalité appartient! a ULs.

Fixons une racine de l'unité ¢ avec p = min{z € N|¢** = 1} > 2 et notons ev, : A — C le

morphisme d’anneaux donné par ev, () = ¢*!. On définit une A-action & droite sur C via

yeop(t,t™) =yevy [p(t,t™)] = wla.q7")
pour v € Cet p(t,t71) € A. Le foncteur induction C® 4 — : Mod A — Mod C correspondant

a cette action permet alors de conférer a I'espace vectoriel LU sly = C® 4 U'y® une structure

de C-algebre a 'aide de la multiplication naturelle
(71 ®@a21)(72 ®aT2) =172 ®u 2172

pour x, 29 € LUl et 7,7, € C.

LCe résultat hautement non trivial découle essentiellement de la relation 8 du théoreme 3.1.
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Cette algebre, appelée extension de Lusztig, est engendrée par 1@ 4 B, 1@ 4 FM), 1@ 4 K+
et 1 ®4 {Kr CL (pour r,c € Z avec r > 0) et admet les relations obtenues en changeant? la

variable ¢ par la racine ¢ (et les générateurs = de U%® pour 1 ® 4 ) dans le théoreme 3.1.

Proposition 3.3. Larelation 1@ 4 E? = 1® 4 FP = 0 est satisfaite dans LU,sl,. Par ailleurs,
I'élément 1 @ 4 K? y est central et 1 @ 4 K% =1 ®.4id.

DEMONSTRATION. Remarquons que [p]; = P71+ 73+ ... +t'"7 € A et que [p], = 0. Ainsi,
1@ F? =104 [pl/FP = (1 [ply) @4 [p— 1 FP = [ply @4 [p— 1J/FP =0
et on déduit que 1 ® 4 EP = 0 de maniere analogue. Par ailleurs, 1 ® 4 KP commute trivia-
lement avec les générateurs 1 ® 4 K*' et 1 @4 [Kr c]t (pour r,c € Z avec r > 0) en vertu
de la premiere relation du théoreme 3.1. Il s’agit donc bien d'un élément central de LU,sl,
puisque, selon la seconde relation de ce méme théoreme, pour r € Z>, on a
(104 k") (104 BV) =104 KPED =104t EOK?
=" @A EVK? = (10,4 B (104 K7)

et on obtient de méme (1 ®AF(’")) (1®AKT’> = (1®AKP) (1®AF(T)). Considérons finalement
la relation suivante de U%® (voir le corollaire 3.2)

Dans LUysl,, on a
P K; 0 = K; 0
o (16 - 09) [ ==y ou (THo -9 ) [©5] —o
=1 Py t
de sorte que
1 1 p—1 p—1
(14t D K?) (1 @t 3PP [ (H(K2 — t%id))) =1®4 (H(K2 - t”id)) =0.
(=0 £=0

Notons %, l'ensemble des p-itmes racines de 1'unité. Alors, puisque la racine ¢* € %, est

primitive, on a %, = {¢* |0 < ¢ < p — 1} et la factorisation du polynéme 2” — 1 donne
p—1 p—1
1®4 (H(K2 — t%id)) = H ((1 XA K)2 - q%(l XA 1d)>
=0 =0

= I (1@aK)’ =yl @aid)) = (1@ K)” - 1®4id =0

YyEAp

d’ou le résultat voulu. O

2Les coefficients apparaissant dans les relations du théoréme 3.1 appartiennent tous & A (voir le corollaire
6.5.3 de [10]) de sorte que la substitution de ¢ pour ¢ peut étre faite directement.
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3.1.1. Une sous-algebre remarquable

A partir de maintenant, on effectuera un léger abus de notation en omettant le symbole ® 4
lors de l'écriture des éléments de LU,sl,. On écrira ainsi yE) afin de désigner I'élément
v @4 ET ot r € Zsg et v € C. Avec cette notation, on peut donner une C-base (a la
Poincaré-Birkhoff-Witt) pour 'extension LU,sl, via 'ensemble Bppyw défini par (cf. [30])?

oy s 7] o)

ay, ..., 06 € Ly avec ag, a6 < p et ag < Qp} )
Considérons les éléments e, f, h € LU,sl; donnés par
e = KPE®, f= (—1)p+1qu(p) et h=le, f]

On voudrait démontrer que la sous-algebre de LU,sl; engendrée par ces éléments est iso-
morphe a l'algebre universelle enveloppante de I'algebre de Lie sly (que 'on notera Usly).
Cela est fait tres généralement dans [32] a l'aide d’une application appelée morphisme de

Frobenius quantique, mais on propose ici une méthode de démonstration plus directe.

Lemme 3.4. Soient 1 <r,m <pet1<s<p—m avecm # p. Alors, les relations

m m

Fp—m) [K; 2(m — p)] Fr=s) — = g9 [K; 2(m — p)] E-m)
t t

et

K 2(r —p) K;2(r—2p)] ] 2(=1)P*g"KP sir=p,
p ¢ p . 10 sinon
sont satisfaites dans 'algebre LU,sls.

DEMONSTRATION. A l'aide des relations 8 et 9 du théoréme 3.1, on obtient

lp—m) K5 2(m —p)] F—s) — lK; O] Fo—m) plp—s) _ [Zp —(m+ S)] lK; O] F@p—(m+s)) ot
t t q t

m m p—m m

E(—s) [K; 2(m — p)] p—m) _ pp—s) pp—m) [K; 0]
t t

2p — (m+ s) F(2p—(m+5)) K;0
m m . .

p—m m

3Tel que mentionné dans cet article, pour ¢ une f-iéme racine primitive de I'unité, comme C-espaces vectoriels,

K;0
Lo

avec £y, = m et o1, par exemple, C[E]/(E(‘)) désigne le quotient de I’algébre C[E] par I'idéal engendré

CUysly = CIEJ{B) e CIE) e CIK]/(K™ — id) we €|, | Joc CUFFE) se ol o)

par E(=)_ Selon notre convention, £ € {p,2p} et p doit étre impair lorsque ¢ = p. Ainsi, ¢, = p et, puisque
le produit tensoriel sur C est commutatif, on obtient ’isomorphisme C-linéaire

LUsly = C[FP) @c CIF]/(FW) @c C[K]/(K* - id) @c C| {Kp 0] ] ®c C[E™] @¢ C[E]/(E®)

t
qui permet en particulier de conclure que Zppw est une C-base de LUysls.
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Cependant, 0 < p—(m+s) <p—(m+1) <p—m < p—1d’ou le théoréme 1.25 montre que
le coefficient g-binomial [2p_£%+8)] est nul et achéve la démonstration du premier résultat
q

d’intérét. Pour le second, remarquons que, si r = p, les relations 3 et 5 du théoréme 3.1 ainsi

que le théoreme 1.25 permettent d’obtenir

[K; 2(7"—29)] _[K; 2(7“—219)] _ [K; 0] _[K; —2p]

p p p p
_ [K; 0} B Xp: (—1)tg- lQp—l-ﬁ— 1] KelK; o]
P 1y o ¢ q p—t t
. p—1 o .
= (-1 [3p 1] K+ (=)™ [QPM 1] KZ[K’ O]
p q =1 f q p—f t

2 -1
- (_1)p+1qp(172p) <1> lp 0 ] KP — 2(_1)p+1qup_
q

Enfin, si 1 <r < p— 1, on peut réutiliser la relation 5 du théoreme 3.1 pour déduire que

K 2(; N p)L - lK; 2(;— QP)L _ g(_n%ﬂ(@ E{iﬂt

avec, pour 0 < ¢ < p,

e o=+ l—1 e n2@p -y i1
vy = z)[ (p )g 1 L e)[(P 2 1
q q

_ QT‘ (ﬁ[Q(p—T)+j1]q_ ﬁ[Q(Zp—T)+]2]q)

J1=0 J2=0

1 q2r€‘ (1 B quk) (ﬁ[Q(p . T) +ﬂq) _ q2ré(1 . q2p€) |%(p - T')g—l— /— f| _0

J=0

ou 'égalité 1 suit de la proposition 1.26. O
Proposition 3.5. Avec e = KPE®) | f = (—1)P*1gPF®) et h = [e, f], on a
[h,e] = 2e et [h, f] = =2F.
Autrement dit, la sous-algebre de LU,sly engendrée par {e, f,h} est isomorphe a Usl,.
DEMONSTRATION. Puisque KP” est central et que K?” =1, on a
h,e] = (_1)p+1quKpE(p)’ F(p)}’KpE(p)} — (_1)p+1quE(p)’ F(p)},E(p)]

ou, en vertu des relations 3 et 7 du théoreme 3.1,

[E(p)’ F(p)} — zp: =) lK; 2(r — p)] g _ ) pr) — zp: =) lK; 2(r — p)] Elo-r)
t t

r=0 r r=1 r
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Alors, selon les relations 3, 7, 8 et 9 de ce méme théoreme et selon le lemme 3.4,

EO[EW, F0] = Y (B0 Fi-n) [K  2(r = P)] -7

r=1 r
=y (Zi Fo—(r+5) [K P2s—p) T] E(p—s>> [K 20 = p>] B
r=1 \s=0 S t r t
3 P o) [K $2(r = p)l -1
r=1 r t
—1 p—m . .
L pz o= (m+s)) [K $2(s —p) + m] < -9) [K  2(m — p)] E(pm))
m=1 s=1 s t m t
_ i F(p_r) K7 2(71 - 2p) E(p)E(p—’/‘) — i F(p—r) lK7 2(r - 2p)] E(p—'r)E(p)
r=1 r Jt r=1 r t

Ainsi, en réutilisant le lemme 3.4, on obtient

[h,e] = (—1)"¢” ([E(p)’ F(p)}E(p) _ EW 'E(p)7 F(p)D

_ (C1yptigr Ep: P ([KS 2(r — P)] _ lK; 2(r — 2p>1 ) Eo-1 B0 _ 9 pE® _ 9
p t p ¢

r=1

comme voulu. On a aussi
[h, f] = HKPE(P)’ F(p)LF(p)} — KPHE(P),F(P)}’F(P)}
avec, de la méme fagon que précédemment,

(K 2(r — p)]

p
» 0] P _ () (p—r) o (p)
[EP,FP]FP ;Ff’ (E” Fp>

dt

— zp: F(p*r) K; 2(7' - p) (172_5 F(pis) lK; 2(8 - p) + T‘| E(P(?"+S))>
r=1 t t

r = S
= i =) K; 2(r —p) F® g
r=1 L r At
—1 p—m . .
+ pz g (F(p—m) [Kv 2(m - p)] F(p_s)> [Ka 2(8 - p) + m‘| E(p—(m+s))
m=1 s=1 m t s t
= Zp: =) p(p) [K§ 2(r — 2p)] pr-r) — Zp: Fw) pl—r) [K5 2(r = 2p)] pr—r)
r=1 r t r=1 " t
Finalement, en utilisant une derniere fois le lemme 3.4, on obtient
h f] = —KPY FO RO QK; 20r - p)] = lK 2r = 22’)] ) B
r=1 r t r t
_ _2((_1)p+1qu2pF(p)) = —2f
car K?" = id. L’énoncé est donc démontré. 0
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Conformément a la proposition précédente, on se permettra désormais de dénoter par Usly
la sous-algebre de LU sly engendrée par e, f et h. On notera aussi % l'algébre engendrée
par {e, f, h, K} et on désignera par |4 : mod LU,sl; — mod % le foncteur restriction associé
(envoyant un LU,sly-module au %-module obtenu par restriction de l'action). Il s’agit
d'un foncteur exact*. La vraie utilité de ce foncteur par rapport & I'étude effectuée dans ce

mémoire provient cependant de la propriété suivante de la catégorie mod % .
Proposition 3.6. Tout objet de mod % est semisimple.

DEMONSTRATION. Soit M un % -module non nul® de dimension finie. Alors, I'action de K
est diagonalisable® sur M étant donné que K2 = id. Par ailleurs, cette action commute avec

celle des éléments de Usly puisque, par exemple, selon la relation 2 du théoreme 3.1,
Ke = KPKE® = ¢ KPEP K = eK.

Par conséquent, si A est une valeur propre de K sur M, I'espace propre associé M, est un

Usly-module non nul (de dimension finie) étant donné que
K(zm) = z(Km) = Axm

pour tout x € Usly et m € M. Ainsi, le corollaire 1.70 de [27] stipule qu'’il doit exister des

isomorphismes de Usly,-modules
nx
M ~ @ M)\ ~ @ @Mj)\
reS Aes j=1

avec . le spectre de K sur M, {ny}rer C Net {M;\ |\ € .7 et 1 <j < ny} des représen-
tations irréductibles de Usl,. Le résultat voulu découle alors du fait que les représentations

irréductibles M;, C M, sont aussi trivialement des % -modules simples puisque K agit

comme un multiple de l'identité sur ’espace propre M. U
iL/ mod LUysly N
mod Uq5[2 /TL mod %

Fig. 3.1. Foncteurs définis dans la section 3.1 et dans 'annexe C (avec l'algebre U,sly). Ces
foncteurs sont exacts. Par ailleurs, tous les objets de mod % sont semisimples et |~ ainsi
que 1£ préservent respectivement l'injectivité et la projectivité des modules.

40n peut en effet utiliser le théoréme 5.3 du chapitre II de [2] pour obtenir un isomorphisme fonctoriel
lu~ Homy, s, (LUysla, —) et conclure 'exactitude de [ du fait que LUysly est un LUyslp-module libre.
"Le % -module nul est ici considéré comme étant trivialement semisimple.

OEn effet, notons p : % — End M la représentation de % considérée sur le module M et %, Uensemble des
2p-iémes racines de I'unité. Alors, puisque p est une représentation, [p(K)]?P doit étre la matrice identité et
le polynéme p(z) = 2% —1 =[] e, (z—j) doit annuler la matrice p(K). Ainsi, puisque ce polynome scinde
en facteurs linéaires, le théoréeme de Cayley-Hamilton stipule qu’il doit en étre de méme pour le polynéme
minimal de la matrice p(K) de sorte que cette matrice est certainement diagonalisable.
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3.1.2. Structure d’algebre de Hopf

Par définition”, la A-algebre U* est engendrée par {E£ ) 0 K +11 50. Ainsi, un ensemble
générateur naturel® pour la C-algebre LU,sly = C ® 4 U est donné par {E™ FM K}
(avec I'abus de notation discuté au début de la sous-section précédente). Néanmoins, on
considérera aussi dans ce mémoire ’ensemble générateur donné dans la proposition ci-dessous
puisque celui-ci permet de mettre en évidence la sous-algebre % de LU,sl, introduite dans

les pages précédentes.
Proposition 3.7. L’algebre LU,sly est engendré par {E, F, K. e, f}.

DEMONSTRATION. Soient n,ni,ng € Zsq tels que n = nyp + ny avec ny < p. En utilisant le

fait que KP est central avec plusieurs fois la relation 8 du théoreme 3.1, on obtient

n n L2} ]
K-mPem B = (EW) " E™ = [n],|(E™)" E™) = [nz]q!lﬂ (H Bﬂ ) E® =, E™
21q \y=t1 q

avec, selon la proposition 1.21 et le théoréme 1.25,

T = [2]g! [mpn;r ”2L (anljl Kf ] Q>

ni )
= [ng]q!q_pmm (H qu(l—J)j) — 711![ng]q!q_p”1”2q§P2n1(n1—1)
j=1

qui est un nombre complexe non nul. Ainsi, £ € spang (K ~™Pe™ E™) et on montre de la
méme facon que F™ € spang(f™ F"2). L’énoncé voulu découle alors du fait que LU,sly est

engendrée, comme mentionné ci-haut, par I'ensemble {E™, F(") | K Fn>o0- 0

Dans [31], une structure d’algébre de Hopf® est définie sur la Q(t)-algebre Uisly et sur la
forme intégrale U®. Cette structure permet de considérer également 1'extension de Lusztig
comme une C-algebre de Hopf'® avec le coproduit A : LU sly — LU, sl @ LU,sly (qui est un

morphisme d’algebres coassociatif) défini sur 'ensemble générateur {E(™ F™ K}, -, par

A(E) = SO B0 g BO, A(F0) = S g OO @ gD
=0 =0

et A(K) = K ® K. En particulier,

AE)=E®id+K®E e AF)=idoF+FoK

A partir de maintenant, on désigne par ® le produit tensoriel ®c.

80n utilise ici le fait que K% = id au sein de LU,sly en vertu de la proposition 3.3.

9Dans ce mémoire, on utilisera trés peu les notions reliées aux algebres de Hopf et il n’est donc pas nécéssaire
de connaitre la définition de ce concept pour comprendre les pages suivantes. On référe tout de méme a [10)]
pour une introduction de ces notions adaptées a 1’étude des groupes quantiques (voir aussi 'annexe B).
10Voir 1a note 8.11 de [31].
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L’image des éléments e et f sous le coproduit A est donnée dans la proposition suivante.

L’expression obtenue généralise’! celle présentée dans [9] pour le paramétre ¢ = e™/?.

Proposition 3.8. On a

Ale) =id®e+e® K? + (—¢")'E'K @ KPEP

et A(f) =id® f + f ® KP + (_qp>€Fp—€ ® K£+sz

DEMONSTRATION. Soit 1 < s < p — 1. Alors, puisque le coproduit A est un morphisme

d’algebres et que K? est central,

P
Ale) = A(K)pA(E(”)) = (K? @ K?) (Z g PO PO K E(f))
=0

p
= Z qf(p—f)E(p—é)KpH KPEW® — Z q (=0 g0 g2t o P pp—0)
£=0

L ® KPE® + P KP & KP 4+ Z qf(pff)E(f)K—f ® KPE®P-9

=1
. e [P —slg\ per—r —L
:1d®e—|—e®Kp+ 11 E‘K™"® KPE”
_1q =1 [ 1 sl
1 p-l gt=0
ld®e+e®K”+[ i Z q (~¢")' 'E'K ' @ KPE!
b= =1 q

oll on a utilisé le fait que K2 = id & I'égalité 1 et la proposition 1.26 a I’égalité 2. De méme,

A(f) = (—1P A (FO) = (—1pHigp S 0O g K~ pE=D

P p
= (=1)PHigP Z g (PO =0 g gPpO — (=1)PHigp Z g Ot o gHPp©
=0 =0

p—1
=K’ +id® K2pf + (_1)p+1qp Z q—f(p—f)F(p—f) ® KHrp®)
=1

ke pe U (R
= @K’ +id® f + [p_l]q;; [, (Hl [S]qq>F o

(=1)Ptigr b=l g te=h)
[p - 1]q! =1 [g]q

=K' +id® f+ (_qp)f—le—f ® Ktr gt

=id® f+f®@ KPP+ (—¢")'FP~* @ K"PF*

[p—
Ceci acheve cette démonstration. O

HNotons que les auteurs de [9] utilise le coproduit réciproque A°P = 7oA avec T Pautomorphisme C-linéaire
de LUysl; @ LUysly défini par 7¢(z ® y) = y @ @ pour z,y € LUysl,.
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Soient M, N deux LU,sl;-modules. Alors, I'espace vectoriel M ® N est naturellement une

représentation de I'algebre LU,sly @ LU,sl; via I'action définie C-linéairement comme
(a1 ® az)(m®@n) = aym ® asn

ol ay,as € LUsly, m € M et n € N. On peut ainsi utiliser le coproduit A pour considérer
plutot M ® N comme un LU,slp-module (noté M ®° N) avec l'action

ae (m®n)=A(a)(m®n)
oua € LUysly,, m e M et n € N. On démontre la proposition suivante dans I’annexe B.

Proposition 3.9. Soient P, M des LU,sl,-modules avec P projectif. Alors, P ®° M est

également un LU, sl,-module projectif.

Cette proposition sera utilisée dans la section 3.2 afin d’obtenir la décomposition de certains
produits tensoriels dans mod LU,sl,. On y utilisera aussi de fagon intrinseque 1’élément
_ K*—id

H, = Uysl
e T

ol ®,(t) désigne le p-iéme polyndme cyclotomique. Notons que, comme ¢* est une p-iéme
- L
racine primitive de 'unité, ¢ = €*™» pour un certain 1 < ¢ < p avec pged(¢,p) = 1. Ainsi,
on peut utiliser les factorisations des polynomes ¢t — 1 et ®,(¢*) pour conclure que le scalaire
. tQP -1 2 2ink
5q:hm(>: IT (=€)
t—=q \ D, (12) 1\ <hep
pged(k,p)#1

est un nombre complexe non nul bien défini.
Proposition 3.10 ([30]). L’élément H; appartient a la forme intégrale U'®.
La proposition 3.10 permet de déduire que le générateur déroulé

1
H:7®_AHt

€q

est un élément bien défini de LU,sl,. 1l satisfait la relation A(H) = H ®id+id® H (cf. [30]).

3.2. Théorie de la représentation

L’objectif de cette section est de caractériser partiellement les représentations de dimension
finie de 'extension de Lusztig LU,sl,. En particulier, on identifie, dans les sous-sections
3.2.1 et 3.2.2, tous les objets simples et projectifs indécomposables (de type 1) de la catégorie
mod LU,sly tout en donnant une réalisation explicite pour ces objets. On étudie également,
dans la section 3.2.3, la structure de certains produits tensoriels de LU,sl;-modules afin

d’aboutir a des regles partielles de fusion pour mod LUsls.
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3.2.1. Irréductibles

Puisque K = id, I'opérateur représentant K sur un LU,sly-module doit étre diagonalisable
avec un spectre contenu dans I’ensemble des 2p-iemes racines de I'unité. Il est ainsi naturel de
dire qu'un LU,sly-module M est de type 1 si K agit sur M avec des valeurs propres s’écrivant
comme des puissances entieres du nombre complexe q. On exclut donc la possibilité qu'une
puissance non entiére de ¢ (comme —q pour g = ¢*7/3) corresponde & une valeur propre de

K sur un LU sl;-module de type 1. On démontre aisément la proposition suivante.

Proposition 3.11. Soient M et N des LU,sly-modules de type 1. Alors, les quotients et
sous-modules de M (ou N) ainsi que les modules M & N et M ®° N sont aussi de type 1.

Soit i € Zsq et fixons s,7 € N tels que i = (r —1)p+s—1et s < p. On définit le module de

Weyl Ay(7) (cf. [1]) comme le C-espace vectoriel de base {my, ..., m;} avec la LU,sls-action

;  — k k
Kmy, = ¢ %*my, EMmy, = [Z + n] My et FMmy, = l + n} Mitn
n n
q q

pour n € Zso, k € {0,...,i} et ot my est nul si £ < 0 ou £ > i. Ce module est de type 1.
Proposition 3.12 ([1]). La coiffe L (i) = top A,(7) est irréductible. Par ailleurs,
(1) Supposons que i < pou i+ 1=,0. Alors, A, (i) = L,(7).
(2) Supposons que i = (r—1)p+s—1ous,r € Navec s < p et posons j =i+ 2(p—s).
Alors, L,(i) = soc Ay(j) et il existe une suite exacte courte non scindée
0= Lyli) = Ay(j) = Ly(j) = 0
(3) L’ensemble {L,(i) |7 € Z>o} est un ensemble complet de LU sl;-modules simples de

type 1 non isomorphes et de dimension finie.

Posons & nouveau j =i+ 2(p —s) = (r+ 1)p — s — 1 et notons V; le sous-espace de A,(j)
ayant pour base #B; = {map+p|0 <a<r—1letp—s<b<p-—1}. La proposition suivante

(avec la proposition 3.12) montre que V; >~ L,(7).

Proposition 3.13. L’espace vectoriel V; est stable sous I'action de LU,sl,.

DEMONSTRATION. Soient mg,ip € B et n € Zsq. Soient aussi ny,ny € Zsg tels que ny < p

et n = nyp + ng. Alors, la définition de A,(j) permet de conclure que I'élément E™my, .,

de A,(j) appartient a V; lorsque ny < b+ s — p. Par ailleurs, pour ng >b+s—p+1>1,
j—(ap+b)+n=j—(ap+b)+mp+tny=(—at+m)p+y

avec 0 <y=p+mns—(s+b+1) <ny—1<ny <pdot, selon le théoreme 1.25,

| — b
E®mayey = [] (ap+b) + n] o e = 0.
n
q
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De la méme facon, si no < p—b—1, on a trivialement F(”)map+b c€Vjet,sing>p—02>1,

on peut déduire que F (”)map+b = 0 du théoreme 1.25 et du fait que
ap+b+n=ap+b+mp+ny=(a+n +1)p+~

avec 0 < v =b+4+ny —p < ny —1 < ny < p. Le résultat voulu suit alors de la relation
Kmgpip = qj*Q(“erb)maerb € V; et du fait que {E™ FM™ K},-0 engendre LU,sl,. O

Corollaire 3.14. La dimension du simple L, () est dim L, (i) = dim V; = sr-.

Remarque 3.15. Dans [10], les auteurs dénotent par V;*(j) le U*-module défini sur le

A-module libre de base {vp, ..., v;} & partir de 'action

j—k+n

Koy, =t/ EMy, = l Uktn

k
] Uy et F™My, = [ + n]
t t

n

pour n € Zsget ouv, =0sif <0oul > j. L'espace C®4V*(j) est alors aussi muni d'une
structure naturelle de LU,sly-module via I'action définie par (71 ®42)(72@40) = 7172 @42V

res

ouy,v € C,xe U et ve VyS(j). Avec cette action, on a une bijection LU,sly-linéaire
Co4Vy®(j) ~ Ay(j) donnée par 1 ® 4 v — my. Soit k € {0, ...,5}. Alors,

1 1 $2r(G—2k) _ 1 1 £20(j—2k)—1
H(1 g L, (Y D g (T
LOAmIZ L Batin ®*‘< @,(%) ) 2 [31( @,(1?) )h fan

12r(i—2k) _q
lim| ——
t—q t2r — 1
ou I'égalité 2 provient de la définition de g, et ou ’égalité 1 découle du fait que

i i j—2k—1
$2r(G=2k) _q _ 2 — 1\ [2(G-2k) _q _ 2r — 1\ (7 Z 20| e 4
O, (%) Dy (%) 2 —1 Dy (%) =

puisque, selon les propriétés des polyndémes cyclotomiques,

2P — 1

[l

(I®avk) = —2k)(1 @40k

) dpl;[¢p®d(t ) € Z[t"] C A.

En particulier, I'isomorphisme ci-haut donne Hmy, = (j—2k)my, et ¢'my = ¢7=2*my, = Kmy,.

Définition 3.16 (Module de plus haut poids). Soit M un LU,sl,-module. On dit que z € M
est un vecteur de plus haut poids X\ si x est un vecteur propre de H de valeur propre A tel
que E™z = 0 pour chaque n € N. On dit également que M est un module de plus haut
poids A si M est un LU,sl-module cyclique engendré par un vecteur de plus haut poids A.

Selon la remarque 3.15, le module A, (j) est un LU sly-module de plus haut poids j avec my
comme vecteur de plus haut poids. Par ailleurs, cette méme remarque et les propositions 3.12
et 3.13 permettent aisément de montrer que le module V; >~ L(¢) est I'unique LU,sl,-module

simple de type 1 de plus haut poids . Son vecteur de plus haut poids est m,_, € V; C A,(j).
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Lemme 3.17. Soit M un LU,sl;-module de dimension finie de plus haut poids i € Zx¢ et
de type 1. Alors, la coiffe top M est la somme directe de n copies du simple L, (i) pour un

certain n € N. En particulier, top M contient une copie du module irréductible L,(7).

DEMONSTRATION. Notons z le vecteur de plus haut poids de M et fixons un sous-module
simple L C top M. Puisque top M est semisimple, L est aussi un quotient de top M d’ou on
peut supposer que L = M /N pour un certain sous-module N C M contenant rad M. Notons
m: M — L la projection canonique associée et considérons ¢ € L. Remarquons que, puisque
7 est surjective et que M est engendré par x, on doit avoir ¢ = w(ar) = ar(z) pour un
certain a € LU,sly de sorte que L est engendré par m(x). De plus, puisque x est un vecteur
de plus haut poids i, on doit avoir Hz = iz et E™x =0 (pour n € N) d’'ott Hr(z) = in(x)
et E™r(z) = 0 (pour n € N). Ainsi, 7(x) est un vecteur de plus haut poids ¢ pour le
module simple L C top M (qui est de type 1 selon la proposition 3.11) et les commentaires

émis ci-dessus permettent de conclure que L ~ L,(i). Ceci acheve cette démonstration. [

On introduit maintenant une autre réalisation pour les modules simples L,(i). La raison
principale justifiant 'utilisation de cette seconde réalisation est que celle-ci généralise la

définition présentée dans [9] pour les représentations irréductibles de LU, sl lorsque ¢ = eim/p,

Proposition 3.18. Soient o = ¢" VP et . = {(c,b) € Z2|0 < c < set 0 < b < r}. Notons
sy = spanc({acp f(epye.r). Alors, les relations

_ . _ . _ —1-2 .
Eac,b — Q[C]q[S - C}qac—l,ba Fac,b - ac—i—l,ba Kac,b - Qqs cac,ln

€lep = b(r —b)acp1; facy =acpr1 et hacy = (r—1—2b)acy

(o0 ap = 0si (n,m) & &) permettent de définir une action de LU,sly sur Z,. Avec cette

action, on a 25, =~ L,(i) comme LU sl-modules.

DEMONSTRATION. Soit la bijection C-linéaire ¢ : 25, — L,4(i) définie sur {acp}(p)es par
() = Vo.cMbpsctps AVEC Yy = ¢ETPIPgzb D (B[4 — 5] 1) (pour chaque (b, ¢) € £).
Il suffit de prouver que ¢ commute avec les générateurs {E, F, K, e, f} de la proposition 3.7.
Soit donc (¢,b) € .#. Alors, étant donné que j =i +2(p—s)=(r+1)p—s—1,ona

Jj—2(bp+c+p—s) —2pb _s—1-—2c

Kgp(ac,b) = Vb,cq mbp+c+pfs =4dq 0q Sp(ac,b) = @(Kac,b)'

Un calcul direct montre aussi que les éléments

Ep(agp), p(Eaop), Folas—1p), p(Fas—1p), ep(aco), e(€aco), felacr—1) et o(fac,—1)

sont tous nuls. De plus, selon la proposition 1.26, si ¢ > 1, on a

Vb,c
Vb,e—1
= ¢"lc+p — sly[(r — b)p — dop(ac-1) = ¢™0ls — dylc)gplac—1p) = ¢(Eacy)

E(p(aqb) = ’Yb,c[j - (bp +c+p— S) + ]‘]qmbp+0+p—8—1 = [(T - b)p - C]qu(ac—l,b)
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et, pour ¢ < s — 1, on obtient

Vo,c
Fo(acy) = Welbp+c+p— s+ 1mpprerpsi1 = ’Vbb [bp +c+p—s+1p(aci1p)
,c+1
b+ c+p—s+1
e b 1) = Placsrs) = ¢(Facs).

et p—s+1,

En outre, lorsque b > 1, le théoreme 1.25 permet facilement d’obtenir

P(—2((b—1)p+c—s)) l(r —bp+p—(c+1)

€¢<ac,b) = KpE(p)Sp(ac,b) = Vb,cq P M(b—1)p+etp—s

q

o(aoy1) = ﬂquqp(p(lfwb)fwcﬂ)(r — b)p(acy1)

Ve & (r—=bp+p—(c+ 1)1
q Yo—1,c

B Yb—1,c p
B jlwq(bpﬂ_p_s) (r = b)p(acy-1) = b(r — b)p(acs—1) = pleacy)
b—1,c

car 0 <p—s<p—(c+1) <p-—1. Enfin,si b <r—1, on conclut de méme que

(b+1Lp+c+p—s

f@(ac,b> = (_1)p+1qu(p)90(ac,b) = 'Yb,c(_l)erlqp p

M (b+1)p+ctp—s
q

Vb,c s— —c o
= %f(_l)pﬂqp( (b+Dp H)(b + Dp(acpr1) = (—1)p+1qpq P o(acpr1) = @(facy)
+1,c

puisque 0 < p—s<p4+c—s<p—1let g’ = (—1)P*t1gP (voir la proposition 1.24). O

Un dernier fait motivant la proposition 3.18 est que la forme de 'action de la sous-algebre

U C LUysly sur les modules 2, permet de démontrer assez rapidement le résultat suivant.

Proposition 3.19. Soient A une valeur propre de H sur Z;, et n € Z>(. Alors, la multi-
plication a gauche par " f" (ou par f"e") définit un automorphisme C-linéaire de 'espace

propre Z.|,_, lorsque |A — 2np| < |A| (ou lorsque |A 4 2np| < |A|, respectivement).

DEMONSTRATION. Désignons par ¢ : 25, — L,(i) 'isomorphisme introduit dans la preuve
de la proposition 3.18. Alors, pour chaque choix de ¢,b € Z>p avec ¢ < s et b < r, on a

©(acp) = Vo, cMbptetp—s PoUr un certain ;. € C non nul. De plus, selon la remarque 3.15,
H(lc’b = 7b7090_1(Hmbp+c+p_s) = (] — 2(bp +c —|—p — S))ac’b = (l — 2(bp -+ c))aqb.

En particulier, 'espace propre 2 ,|,_, est engendré par a.y avec bp+c = %(z — ) et on doit
notamment avoir A € {—i, —i + 2,...,i}. Supposons |\ — 2np| < |A|. Dans cette situation,
i—2((b+n)p+c)=A=2np>—|\>—-idoni=(r—1)p+s—12>(b+n)p+c Ainsi,
on obtient r — 1 > b+ n et on déduit que

n—1

" fracy = €"ppin = (H b+n—~0)(r—(b+n)+ €)> Aep 7# 0

=0

car, dans notre cas, b+n—¢>b+1>1letr—(b+n)+L>r—(b+n)>1si0 <l <n-—1.
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Par conséquent, lorsque |\ — 2np| < |A[, 'endomorphisme C-linéaire de Z,|,_, donné via
la multiplication a gauche par e” f™ est une application injective et il doit donc s’agir d’un
automorphisme puisque son domaine est de dimension finie. De méme, si |\ 4 2np| < |},
onai—2((b—n)p+c)=A+2np < |\ <idesorte que b—n > 0. On peut alors conclure

le résultat voulu du fait que, dans cette situation,

fretag, = (ﬁ(b—e)(r - b+€)> Fayn = (nl:[l(b—ﬁ)(r - b+€)> oy # 0

(=0 (=0
carb—(>b—n+1>1letr—b+L>r—>b>1lorsque 0 </ <n-—1. O

3.2.2. Couvertures projectives

On s’intéresse maintenant a la structure des couvertures projectives des modules simples L, (7)
introduit dans la sous-section précédente. La structure en question est en général donnée
implicitement au travers d’une suite exacte courte non scindée (voir la proposition 3.20)
faisant intervenir deux modules de Weyl. Dans cette sous-section, ces facteurs de Weyl sont
clairement mis en évidence via une réalisation explicite nouvelle (& notre connaissance) pour
laquelle la non trivialité de la LU sly-action est concentrée en la seule action des puissances
divisées E™ (pour n € N). Comme précédemment, on fixe i,j € Zso s'écrivant comme

j=i+2(p—s)eti=(r—1)p+s—1pour certains r,s € N avec s < p.

Proposition 3.20 ([1]). Désignons par P, (i) la couverture projective du simple L, (7). Alors,
P, (i) est un LU,sly-module indécomposable de type 1 et correspond également a I’enveloppe

injective de L,(i). Par ailleurs,

(1) Supposons i+ 1 =, 0. Alors, P,(i) ~ A,(7) =~ L,(1).

(2) Supposons s # p. Alors, dim P,(i) = 2pr et on a une suite exacte courte non scindée
0— Ay(j) = Py(i) = Ay(i) = 0

(3) Supposons que M soit un objet projectif ou injectif de type 1 de mod LU,sl,. Alors,

pour chaque sommand direct M, de M, il existe un unique i € Zx tel que M, ~ P,(7).

L’extension de Lusztig LU,sl; admet une anti-involution S appelée antipode provenant de sa
structure d’algebre de Hopf (cf. [1], [10]). Les résultats de la section 2.3.1 peuvent ainsi étre
utilisés pour définir une dualité * de mod LU, sly. Dans [1], les auteurs utilisent cette dualité
afin d’étudier les comodules de Weyl V,(¢) = A}(£) (pour £ > 0) et stipulent notamment

I'existence d’une suite exacte courte non scindée de la forme
0— V,(i) = P,(i) > V4() =0

lorsque s # p. Ce résultat et les propositions 3.12 et 3.20 permettent alors de conclure que,

pour 1 < s < p—1, la structure de P,(i) peut étre représentée a l'aide de la figure 3.2.
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Ly ()
7N
Lq(i2) Lq(7)
NS
Lq(2)

Fig. 3.2. Diagramme de Loewy de P,(i) pour s # p avec iy = i — 2s. Dans cette figure,
on doit retirer le facteur L,(is) lorsque iy < 0 et les filtrations 0 C A,(j) € P,(¢) ainsi que
0 C V,(i) C P,(7) sont respectivement représentées a 1'aide de fleches bleues et rouges.

Dans cette sous-section, on supposera toujours s # p. On veut montrer que, sous cette
hypothese, le LU sl;-module projectif P, (i) est, a équivalence pres, 'unique extension indé-
composable de A,(j) par A,(i). Pour ce faire, on caractérise d’abord les endomorphismes

du module de Weyl A, (i) au travers du lemme suivant.
Lemme 3.21. Comme C-espaces vectoriels, Endzy,q, (Aq(7)) ~ C.

DEMONSTRATION. Supposons ¢ < p. Dans ce cas, A,(i) = L,(i) est simple selon la proposi-
tion 3.12 d’ou le résultat voulu découle du lemme de Schur. Si ¢ > p, cette méme proposition

donne plutot une suite exacte courte non scindée
0 — Ly(i2) = Ay(i) = Ly(i) = 0

oltiy =i—25=(r—2)p+p—s—1& Zy. Alors, puisque le foncteur Hom gy, 1, (A4(7), —)
est covariant et exact a gauche, la suite d’espaces vectoriels

0— HomEUq5[2(Aq(i), Lq<22)) — EHdLUq5[2<Aq(i)) — HomLqulg(Aq(i), Lq(l)) (31)

est exacte. Or, tout morphisme LU, sly-linéaire non nul ayant pour origine A, () doit trans-

porter la coiffe L,(i) = top A, (7). Ainsi, puisque i # is, le lemme de Schur donne
Hom c17,s1, (A (), Ly(i2)) = 0.

De la méme fagon, tout morphisme de A, (i) dans L,(i) annule le socle L,(i2) = soc A,(7)

et, encore selon le lemme de Schur,
Hom y7,s1, (Aq(7), Lg (7)) ~ Endzy,e, (Lg(i)) ~ C.
En particulier, la suite exacte de I’équation (3.1) donne
dim End gy, 1, (Ag(7)) < dim Homy g e, (Aq(7), Le(i)) = 1

et on peut alors conclure le résultat voulu du fait que I'application identité de A (i) engendre

un sous-espace vectoriel de dimension 1 au sein de End g, e, (Aq(7))- O

Proposition 3.22. Comme C-espaces vectoriels, ExtEUQE[Q(Aq(i), A,(j)) =~ C. Le projectif

P, (i) est ainsi, a équivalence pres, la seule extension non triviale de A,(j) par A,(7).
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DEMONSTRATION. La proposition 3.20 donne une suite exacte courte non scindée
0— A,(j) = P,(i) = Ay(i) = 0
d’ou dim Ext}:qu[Q (A(1),A4(j)) > 1. Cette suite et le théoreme 3.5 du chapitre IX de [2]
permettent d’ailleurs d’obtenir la suite exacte longue d’espaces vectoriels (en cohomologie)
0 — Homzp,si, (Aq(7), Ag(5)) — Hom ey, (F4(2), Ag(5)) — End e, (Aq(5))
= Ext g e, (84(1), 2g(5)) = Extry,a, (Po(i), A7) = ...
avec Extlﬁqub(Pq(i), A,(7)) = 0 par projectivité de P,(i) (voir le théoréme 3.6 du chapitre

IX de [2]). Le groupe d’extension recherché est donc un quotient de Endy s, (A4(5)) de

sorte que le résultat voulu est une conséquence directe du lemme 3.21. 0

La proposition précédente permet de conclure que, afin de construire une réalisation explicite
de la couverture projective P, (i) quand s # p, il suffit d’introduire une extension non triviale
de A,(j) par A, (7). Cette extension sera définie dans cette section a partir de la spécialisation

de la représentation de la forme rationnelle U;sly; décrite dans la proposition suivante.

Proposition 3.23. Pour des entiers 0 < ¢ <4 et v > 2, définissons les éléments .1 (t) et
Yeo(t) de Q(t) par v, (t) = [p+e;s—1L ot

w,u<t>=[j]t,”zw_u,l<t> (ﬁ[i—€+a]t> ( I [¢+p—s—e+b+ut>.

" u=0 a=1 b=u-+1
Posons aussi 7y, = 0 lorsque ¢ < 0. Alors, le Q(t)-espace vectoriel T;(i) ayant pour base
Br, i) = {mo, ..., mj,Ng, ...,n; } est muni d’une structure de Uysly-module via I'action
Kmy, = t/"%kmy,; Emy =1[j — k+ 1]ymy_1; Fmy, = [k + 1]ymg1;
Kny =ty Eng=1[i — 04+ 11 + 701 ()Mp—sie—1 €t Fng= [0+ 1]ne
ot my, = 0 (ou ny = 0) si my, (ou ny, resp.) n’est pas dans HBr,;). De plus, pour v > 1,

k  —k
Fmy, = [ +U] Moy Emy = [‘7 +U] Mo
v t v t

(+wv 1—Ll+v
F(U)né = [ ] Ny—y et E(U)né = [ ] Ny +’W7v(t)mp—s+€—v-
vl v t
DEMONSTRATION. On montre aisément que 'action donnée ci-dessus respecte les relations
KFK™' = t2F et FO) = ﬁF Y. Par ailleurs, on vérifie aussi facilement les relations
KEK'=#E, (t—t)E F]=K—-K et E® = ﬁE” (pour v € N) sur le sous-espace

spang ({mo, ..., m; }) d’ott il est suffisant d’étudier action de Uysly sur spang,) ({no, ..., i }).

Pour ce faire, fixons ¢ € {0, ...,i} et remarquons que

KEK n, =¥ (ti—W—l)[z‘ — L+ 1me g + tj_z(p_8+é_l)’}/g71(t)mp_8+g_1) = t2Eny.
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Notons également que [¢ + 1]yye41.1(t) — [p — s + €]eye1(t) = 0 de sorte que
B, Flng = B[+ gy = F([i = £+ Ume-y + 700 (mp- o)
= G£+‘Htﬁ—‘ﬂt—'U“f+‘ﬂtwh)”e+'Gf+'HFW+LKt)—[p-—54‘4{W4(U)"%—&M—1

1 ‘ ) ) ) ti72€ _ t2€7i K — K*l
_ tz—2€+1 . tz—%—l o t2£—z+1 + tQZ—z—l n, = — n
(t—t—l)Q( ne t—t1 t—t 1 )

tel que désiré. Enfin, notons que la relation [v]t!E(”)ng = EYn, est trivialement satisfaite si

v = 1. Pour v > 2, une démarche inductive permet d’obtenir

1—04+v—-1
Evng = [U — 1]”[ v—1 ‘| Eng_v+1 + [U — 1]t!’}/[7v_1(t)Emp_5+g_v+1
t
[i — €+ v]¢! i—C+v
= .7'77'6—1; + OMp—stb—v = [U]t! Np—y + OMp—sti—v
[Z — E]t ‘
ou
1—f0+v—1 )
o= o=t (7 T a0+ - (=9 = 0 s
t
v—1
= ’}/g,(vfl)vl(t) <H [Z -+ G]t> + ’Y&vfl(t)[i +p—s— {+ U]t[?] — 1],5'
a=1
v—1 u v—1
=S ) (H i—t+d ) T li4p—s— 04+ 1) = [elhea(t
u=0 =1 b=u+1
comme voulu. Ceci achéve cette démonstration. O

Parmi les relations décrivant la structure de Usly-module de Ti(i) dans la proposition 3.23,
seule celle donnant I'action de E® sur n, (pour v > p et 0 < £ < i) ne se spécialise pas
trivialement en la racine de I'unité ¢q. En effet, les coefficients apparaissant dans les autres
relations présentées au sein de cette proposition sont tous contenus dans A = Z|q, ¢~'] (voir
le corollaire 6.5.3 de [10]) d’ou la substitution de ¢ par ¢ dans ces relations peut étre faite sans
ambiguité. Il suffit ainsi de considérer le lemme suivant afin de démontrer qu’il est possible

de spécialiser les U;sly-modules T3(7) en des représentations de 'extension de Lusztig LU,sl,.

Lemme 3.24. Pour 0 < n <4, posons 7,1 = [’“L”;S_l} . Soit 1 < s </ <i. Alors,
q

Z:: Ve nl(li[@—€+a > (pﬁ [z‘+p—s—£+b+1]q)

b=n+1

est un coefficient bien défini.

DEMONSTRATION. Ecrivons i — ¢ = ¢1p+ {5 pour certains (1, ly € Z> avec ly < p et posons

An = Ye—n,1 (ﬁ[i—€+a]q> (pl:[ [i+p—3—€+b+1]q) (pour 0 <n <p-1)

a=1 b=n+1
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Fixons n dans {0,...,p — 1} et tentons de montrer que ﬁ)‘n est un coefficient bien défini
o

lorsque n # s — (f2 + 1) et n # p — (¢2 + 1). On divise cette étude en trois cas.

(Cas 1) Supposons n > p — ly. Alors, avec a = p — {5, on obtient 1 < a < n et la proposition
1.26 donne [i — €+ a], = [(61 + 1)pl, = (&1 + 1)g~?[p], d’ou @)\n correspond & un
coefficient bien défini.

(Cas 2) Supposons n < s — (¢ +2). Alors, b=s— ({+1) satisfait n+1<b<s—1<p—1
et [i+p—s—C+b+1],= [t +1)p], = ({y + 1)g“?[p], (selon la proposition 1.26)
d’ou le coefficient ﬁq!/\n est encore bien défini.

(Cas 3) Supposons désormais s — (lo + 1) < n < p — (5 + 1). Dans cette situation, puisque

l=i1—(—0)=(r—0li—1)p+s—(ls+1),0na
ptl=n—-s—1 | r=bL—-1p+p—(la+n+2)
Temn {—n (r=6-=2p+p+s—(L+n+1)],
avec 0 <p—(la+n+2) <p+s—(la+n+1) < p—1. Ainsi, le théoréme 1.25 donne
Ye—n,1 = 0 et on doit avoir que ﬁq!)‘n est bien défini puisque le zéro de la fonction

[Pl = tf:tt__lp en t = q est d’ordre 1.

Selon I'analyse précédente, il suffit de montrer que @(Ap,grl + As_¢,—1) est aussi bien défini

en prouvant que \,_s,_1 + As_g,—1 = 0. Pour cela, remarquons que, selon le théoreme 1.25,
Ye—s+ta+1,1 = P bl =2 = (=t =Dp+p=(s+1) = q’p(p*(sH))(rffrl)
T s+t (r—f —1)p )

et

(4l —s 1 _ [(7’ — L —=2)p+p- 11 e Lt [p - 1]
q q

Ve—ptiz+1,1 = [E CpHl+1 (r—0—2)p+s 5

Or, selon la proposition 1.26,

p—= 1 1 > 5 8

" (=) = e

q q: x=1
et Yo—pitgr11 = (—1)P 7y, i1q car ¢7° = (—1)P*gP (voir la proposition 1.24). Posons
s—(l2+1) p—1
c=9sttz11 | J[ [i—C+al, Il i+p—t—s+b+1],].
a=1 b=p—_2

Dans ces circonstances, en vertu des calculs précédents,

p—(f241) p—(L2+1)
Mty 1t Asty1=0 [(—1)1’8+1 ( II i—-¢+ a]q) + ( II li+p—t—s+b+ 1]q)

a=s—{2 b=s—{3

p—(2+1) p—(£2+1)
=0 [(—1)ps+1 ( II [p+6+ a]q) + ( II [(ti+1)p+06—s+b+ 1]q)

a=s—4{o b=s—4{2
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Alors, en effectuant la substitution b — p+s—2¢y —b—1 dans le second produit, on obtient

p—(f241) p—(L2+1)
)\p,gQ,l + AS,gQ,l =0 |:(—1)p—8+1 ( H [glp -+ 62 + CL]q) + ( H [(61 + 2)]) — 52 — b]q)]

a=s—{2 b=s—{2

p—(€2+1) p—(l2+1)
=0 {(—1)”“ ( I [p+6+ a]q) + ( I 206+ 1)p— (bip+ 6o+ b)]qﬂ

a=s—4¥o b=s—4{2
) p—(f2+1)
= o (1)t (mpe =) T [p+ 6+ dlg | =0
a=s—¥o

ou on a utilisé a nouveau la proposition 1.26 a I'égalité 1. 0

Théoréme 3.25. Le C-espace vectoriel T,(i) de base %y, ;) = {mo, ..., m;,ng, ..., n; } est un

LU,sl;-module avec action donnée sur 'ensemble générateur'? {E, F, K, E® F®P} par

Kmy, = ¢~ %my; Emy, = [j — k + 1],mp_1; Fmy = [k + 1] mps1;
Kng = ¢~ ny; Eng = [i =04 1]gne_1 + Yo 1mMp—syo—1; Frg = [0+ 1]gngga;

k | — k
p q p q

14  —{
F(p)ng = l +p] Ny—p et E(p)ng = [Z +p
p q

» Lne—p + YepMo—s-

ot on pose my = 0 (ou ny = 0) si my, (ou ny, respectivement) n’est pas élément de A, ;).
Par ailleurs, le sous-espace spang({mo, ..., m;}) C T,(i) est un LU sly;-module isomorphe au
module de Weyl A, (j) et le quotient correspondant est tel que T,(2)/A,(j) =~ Ay(7).

DEMONSTRATION. Cela suit de la définition des modules de Weyl et du fait que T,(i) est la

spécialisation en ¢ (bien définie selon le lemme 3.24) des modules de la proposition 3.23. [

Le théoreme 3.25 montre que T} (i) est une extension de A,(j) par A,(7) et il suffit ainsi, en
vertu de la proposition 3.22, de démontrer que cette extension est non triviale pour pouvoir
conclure que T, (i) =~ P,(i). A cette fin, notons que, puisque I'action de LU,sly sur T, (i) est

obtenue par spécialisation de I'action de Uysly sur T;(7), on a (voir la remarque 3.15)

1 [ 12r(G—2k) _ 1 _ $2r(i—2k) _q )
S CTC = P

. £2p(i=20) _ _ £2p(i—20)—1 .
()

pour chaque entier 0 < k < j et 0 < ¢ <. En particulier, les générateurs K, F', F ®) ot H

1
H?’Lg = —
€q

agissent dans la base A, ;) de T;(i) comme sur la base naturelle de Ay(j) ® Ay(4).

216 fait que cet ensemble engendre LU,sly suit de la proposition 3.7 et des définitions des éléments e et f.
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Proposition 3.26. Le module 7,(7) est une extension non triviale de A,(z) par A,(j).

DEMONSTRATION. Supposons Uexistence d’un isomorphisme ¢ : A (5) @ A,(¢) — T,(q) et
désignons par {mg, ..., ;B} ainsi que par {ng,...,ny } les bases respectives de A,(j) et A, (i)
par rapport auxquelles l'action de LUzsly est donnée de la maniere décrite au début de
la section 3.2.1. Remarquons que la restriction o] Aq d01t induire un automorphisme de
A,(j). En vertu du lemme 3.21, on peut supposer (a une renormalisation des éléments de
A,(j) ® A, (i) pres) que ¢(my) = my, pour chaque k € {0,...,5}. En outre, en décomposant
¢(ng’) sur la base By, ;) de T,(i), on obtient

J %
= Z ’}/Zn)mgl + Z ’Ylg:)nb

£1=0 lo=0

pour certains v\™, .. ,”y](m), v A e . Or, par LU,slp-linéarité de ¢, on a

0= @(Hng) — Ho(ng) = ip(ng) — (Z ™ Himg, + wa)sz)
l1=0 lo=0

=2 (Z W = (p—s))yme, + 3 ’ygl)@gngg)

£1=0 f5=0

d’ott p(ng) = ylﬁ’fimp,s +’y(()n)n0 par indépendance linéaire de A7, ;). Dans ce cas, on obtient

E¢(n) = 3 2 Emy s+ 76" Eng = (%2215 — (0= 8) + g + 75" 701) mps1

= (’Yz()az‘ [Tp]q + ’Y(gn)) Mp—s—1 = ’Y(gn)mpfsfl = ¢<En89) =0

de sorte que v = 0 et ¢(nd) = ’yl(,mgmp s=0 ('y}gmg ) Par conséquent, on obtient une

contradiction avec I'injectivité de ¢ et le résultat d’intérét est démontré. 0

Corollaire 3.27. Les LU,sl;-modules T,(7) et P,(i) sont isomorphes.

Le fait d’avoir une réalisation explicite de la couverture projective P, (i) des LU,sl,-modules
simples L, (i) a plusieurs conséquences concrétes. En particulier, le fait que les éléments F/(™)
(pour n € Zsq) agissent sur les modules T, (i) comme sur la décomposition A,(7) & A,(7)

permet de démontrer rapidement la proposition suivante.

Proposition 3.28. Soient n,a € Zsp avec 1 < a < p—1. Soient aussi A une valeur propre de
H sur A,(i) et @ € A,(i) tel que Hx = A\x. Supposons que A > np + a. Alors, F"?+9)y = ()
si et seulement s’il existe un élément y € A, (i) tel que Hy = (A +2(p —a))y et x = FP=2y,

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que z = F®~%y pour un certain y € A () tel que
Hy = (A+2(p—a))y. Alors, selon le théoreme 1.25 et la relation 8 du théoreme 3.1,

(n+1)p

Flwta)y — plwta) plo—o), _ [
p—a

] F((”H)p)y = 0.
q
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Réciproquement, supposons F™*%)z = 0 avec  # 0 et notons £ = %(z — A). Alors, puisque
A est une valeur propre de H sur Ay(i), la remarque 3.15 donne A € {—i,—i +2,...,i} d’ou
¢ € {0, ...,1}. Par ailleurs, I'espace propre de H correspondant a A dans A, (i) est engendré

par my et on peut donc trouver p € C non nul pour lequel x = pumy,. Dans ce cas, on obtient

{+np+a

Flopta),
r=h np+a

] mnp+a+g =0. (32)
q

Considérons (1, 0y € Z>o avec by < p et { = {1p + {5. Supposons o < p — (a + 1). Alors,
1<a</l+a<p-—1etselon le théoréeme 1.25,

(+np+al  [(Li+n)p+la+a
np—+a a np+a

|7
q
d’out on contredit ainsi 'équation (3.2) puisque 0 < ¢ < np+a+{¢ < 4+ X = 3(i+)) <i. Par

conséquent, on doit avoir f5 > p — a et on peut ainsi conclure que le coefficient g-binomial
LZGL est non nul. En outre, I'inégalité {5 > p—a implique aussi 0 < lyp < l—p+a < (<

d’ou I'élément my_, 4, € Ay(i) est également non nul. Posons y = wmy_p1q € A, (7) avec

o)

et remarquons qu’on a clairement Hy = (A + 2(p — a))y ainsi que

14
F(p_a)y:wl 1 my = ung = x.
p—a
q
Ceci acheve cette démonstration. O

Corollaire 3.29. Soient A\ une valeur propre de H sur T,(i), 1 < a < p—1,n € Zxg et
x € T,(7) tel que Hx = Ax. Supposons que A > np + a. Alors, F (np+a) o — () si et seulement
s'il existe un élément y € T,(i) tel que Hy = (A +2(p — a))y et x = FP~9y,

DEMONSTRATION. Cela suit directement de la proposition 3.28 et du fait que les éléments

F(Pta) ot P(P=9) agissent sur T,(i) comme sur la décomposition A, (j) @ A, (7). O

Proposition 3.30. L’image de T,(i) sous le foncteur restriction |4 de la section 3.1.1 est
\L%Tq(l) ~ 2 \L% V{m//s,r@ \L% Lgl/l/p—s,r—I—lEB ¢“Z/ %—s,r—l

(avec Zp—sr—1 = 0sir =1). De plus, soient A une valeur propre de H sur T,(i) et n € Zx.
Alors, la multiplication a gauche par e f™ (ou par f"e") définit un automorphisme C-linéaire
de T(i)|;_, quand [A —2np| < |A] (ou |A + 2np| < ||, resp.).

DEMONSTRATION. Le premier énoncé suit de la proposition 3.5, de 'exactitude du foncteur
Lo mod LUysly — mod % et de la figure 3.2. On obtient l'autre énoncé en appliquant la
proposition 3.19 aux sommands de 2 |4 25, ® Lo Zpsri1D Lo Zp—sr-1. O
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3.2.3. Produits tensoriels

Cette section est consacrée a I’étude du LU,sly-module

(Lq(1>>®CN = Lq(l) ®° Lq<1> ®°... ®° Lq<1) :

N fois

Fixons i = (r—1)p+s—1 € Zs avec 1, s € N tels que s < p. Rappellons que dim L,(7) = sr
(voir le corollaire 3.14) et que dim P, (i) = 2pr si s # p (voir la proposition 3.20).

Proposition 3.31. On a L,(i) ®° L,(1) ~ (1 — ds1)My(i — 1) @ (1 — 05,) Ly(i + 1) avec

P,(i—1) sis=p;

L,(i—1) sinon.

Mq(i_ 1) = {

DEMONSTRATION. Identifions le simple L, (i) au sous-module V; C A,(j) ayant pour base
B; = {Mmapp|0 < a <ret p—s <b<p}. Associons aussi L,(1) a A,(1) (voir la proposition
3.12) et désignons par {mél), mgl)} la base de A,(1) présentée au début de la section 3.2.1.
Notons M = Ly(i) ®° Ly(1) et y = my_s ® m{" € M. Alors, puisque les vecteurs My_s €t

m{" sont respectivement de plus haut poids i et 1 dans L,(i) et Ly(1), on a

n
A( E(n))y =Y OB K, @ EOm® = E™m,_, @ m" =0
=0

pour n € N. De plus, A(H) = H®id +id ® H (cf. [30]) d'ou A(H)y = (i + 1)mp—s ® my

et y est donc un vecteur de plus haut poids 7 + 1 dans M. Dans ce cas, selon le lemme 3.17,

la coiffe du sous-module (de type 1) (y) € M engendré par y contient une copie de L,(i+ 1)

de sorte que L,(i + 1) est en particulier un facteur de composition de M. Or, si s = 1,
dim M = (dim L,(i))(dim L,(1)) = 2sr = 2r = (s + 1)r = dim(L,(i + 1))

et M ~ L,(i+1). Supposons ainsi s > 2. Soit x = m,,_ @mi” +¢~ P m, @mi" € M.

On vérifie alors comme ci-haut que A(H )z = (i — 1)x. Remarquons également que, si n > p,

A(E(n)>.7) — ;:Oqé(n—é) (E(n—f)Klmp_s ® E(Z)m(ll) + qs—(p+1)E(n—Z)Kfmp_s+1 ® E(Z)mél))

= E"m, ,® mgl) + ¢ PHIEM gy, ® m(()l) + ¢ 'E"YEm, ,® Emgl) =0
car les éléments E(”_l)mp_s7 E(”)mp_s et E(”)mp_s+1 sont proportionnels aux vecteurs (nuls)

Myp—sin €6 My_gyn_1 avecp—s—n+1<1—s < —1. En outre, A(E(”))x = S AE)z =0

[nlq!
pour 1 <n < p étant donné que, selon la proposition 1.26,

AE)z=(E®id+ K ® E)r = Km,_,® Em{Y + ¢TI Em mi)
= (¢ + ¢~ "D [rp — 1] )my_y @ MY = (¢ — ¢+ "D, @mP =0

d’out z est de plus haut poids ¢ — 1 € Zso dans M et L,(i — 1) C top(z) selon le lemme 3.17.
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Affirmation 1 : On a dim(z) < (s — 1)r.

Dém. (Affirmation 1). Le théoréme 1.25 et le corollaire 3.2 donnent (puisque s > 2)

s[5 (=)= (1= )
_ (fpli= 2
B,

)= =l

— PP2-T)=s+2) <T - 1)1‘ — qu(pHS)(T — 1)z

A
i

1

de sorte que les éléments E™, K et {Kp O]t (avec n > 1) agissent diagonalement sur le vecteur
de plus haut poids x. Par conséquent, on peut utiliser la base Appw de la section 3.1 pour

conclure que le module (x) est C-engendré par {Z,,pin, |11, 12 € Z>o, Ny < p} ol
Tniptny = A(F(p)yhA(F)an

Soient n,ny,ng € Z>o avec nay < p et n = ny1p + ny. Selon la proposition 1.22 et la relation 8

du théoreme 3.1 (voir aussi la preuve de la proposition 3.7),

i~ %A(F(p))mA(F)”Qx ] (H K ) A(FO)o = A(FO)s

=1 LP

q —t(n—0) p(6) ® Kt pn— E)) (mp_s ® mgl) + qs—(P+1)mp_S+1 ® m(()l))

F n) My @ K~ mg ) i qs (p+1) (F(n) @ K™+ qlan(nfl) ® Klan) (mpferl ® m(()l))
( n—1

— s+ n _ —s5+n
q +qr Y [p ] ) My sin @ Mt
q

q alp—s+n+1

n

(1)

+ q87(p+1)q ] mp*ernJrl ® mO
q

1 (Mipesin ®mi 4 ¢, D)
q

_p—=s+n+1l
N n
avec vy, = n%!qp"lnzq%p%l(l_"l). Cependant, lorsque nq > r,
p—s+n=(m+1)p+ne—s>r+1l)p—s+n>r+lp—s—1=j
de sorte que x,, = 0 puisque m,_g1y, = My_sipnt1 = 0 dans L,(7) C Ay(j). De la méme facon,

lorsque ny > s — 1, le théoreme 1.25 permet d’obtenir

=0

q

p—s+n+1
n

B [(n1+1)p+n2—s~l—1
q nip + ng

car 0 <mg—s+1<ny—1<mng <p—1 Ainsi, {Zppin, |0 <y <7r,0<ny <s—1} est

un ensemble C-générateur pour (z) d’ou dim(x) < (s — 1)r comme désiré. A

102



Puisque s > 2, on a dim L,(¢ — 1) = (s — 1)r et 'affirmation 1 permet d’obtenir

dim L,(i — 1) = (s — 1)r > dim(z) > dim top(z) > dim L (i — 1)
d’ou L,(i — 1) ~ (z) C M. Supposons s = p. Alors, i+ 1=, 0 et L,(i) >~ A, (i) >~ P,(i) est
un module projectif de sorte que M est également projectif selon la proposition 3.9. Dans
ce cas, le sommand indécomposable de ce module contenant le simple (z) ~ L,(i — 1) dans

son socle doit correspondre a P,(i — 1) selon la proposition 3.20 et la figure 3.2. Ainsi,
P,(i—1)C Met,puisque i —1=(r—1)p+s—2=rp—2> (r—1)p,

dim P,(i — 1) = 2rp = 2(i + 1) = (dim A, (¢))(dim A, (1)) = (dim L, (i))(dim Ly(1)) = dim M

d’ot M ~ P,(i —1). Supposons enfin 1 < s < p et rappellons que la coiffe du sous-module

de M engendré par le vecteur de plus haut poids y = m,_, ® mél) contient L,(i + 1).

Affirmation 2: dim(y) < (s + 1)r.

Dém. (Affirmation 2). Puisque s < p, le théoréme 1.25 implique

S([57])r= (EEEE)- (M=)
(E[ z’—é;rz )y: V;;l]qy: l(r_lp)erSLy

r—2)—s r—1 T+
= PP(r=2) )< ) )y:qp(p+)(r—1)y

de sorte que le sous-module (y) est C-engendré par {y,}n>o ou y, = A(F(p))mA(F)”Qy si
n = ni1p + Ny avec Ny, Ny € Z>o et ny < p. Fixons n,ny, ne € Zs( satisfaisant n = ni1p + no

et ny < p. Remarquons que, selon la relation 8 du théoreme 3.1,

ni E
N e e
/=1 q

npj, p
= F"m,_ @ K"mg" + ¢ " F" Vm,_, @ K'™"Fm{"

alp—s+n 1 p—s+n—1 1
B G Y S P
q q

ou "y, = n%!qpmmq%p%l(l_"l). Supposons n; > r. Alors, la méthode utilisée dans 'affirmation

1 donne p — s+n > j et y, = 0. De méme, lorsque ny > s + 1, le théoreme 1.25 implique

p—s+n| [(m+1)p+ny—s o= (m+1p+ng—s—11 [p—s+n—1
n q_ nip + ne q_ N np+mne —1 q_ n—1 .

car 0 <mg—s—1<ng—1<p—2. Ainsi, {yn,pin, |0 <y <7 et 0 <ng < s+ 1} est un

ensemble C-générateur pour (y) et dim(y) < (s+ 1)r tel qu’annoncé. A
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Puisque s < p, on a dim L (i + 1) = (s + 1)r et laffirmation précédente implique
dim Ly(i + 1) = (s + 1)r > dim(y) > dimtop(y) > dim L,(i + 1)
d'ou Ly(i +1) ~ (y) C M. Or, on a aussi Ly(i —1) >~ (x) C M et
dimM =2sr=(s—Dr+(s+1)r=dimL,(i — 1) + dim L, (i + 1)
d’ou on peut conclure que M ~ L (i — 1) & L,(i + 1) comme voulu. O
Corollaire 3.32. Supposons s # p. Alors,
Py(i) ®° Ly(1) > (14 05p—1)Pp(i + 1) & (1 — 6,1051) Py(i — 1) @ 051 P, (i +2p — 1)

DEMONSTRATION. Posons M = P,(i) ®° L,(1) et considérons 'endofoncteur — ®@° L,(1) de
mod LU,sly envoyant un module V' a V ®° L,(1). Ce foncteur agit sur les morphismes de la
méme fagon que I'endofoncteur usuel —®@L,(1) : mod C — mod C qui est exact puisque L, (1)
est un C-module plat. Il s’agit donc aussi d’'un foncteur exact. En particulier, en I'appliquant

sur le socle soc P,(i) = L,(i), on peut conclure de la proposition 3.31 que, puisque s # p,
(1 —=0651)Lg(i —1)® Ly(i + 1) ~ L,(i) ®° L,(1) C M.

En outre, selon la proposition 3.9, la projectivité de P, () implique celle de M et la démarche

utilisée dans la démonstration précédente (pour le cas s = p) donne (& isomorphisme pres)
(1-051)P,(i —1)® P,(i+1) C M.
Par conséquent, lorsque 1 # s # p — 1, la suite d’égalités
dim M = 2(2pr) = 2pr + 2pr = dim(P,(i — 1)) + dim(P,(i + 1))

implique M ~ P (i — 1) @ P,(i+ 1). Supposons désormais s = p — 1. Alors, 'application du
foncteur — ®° L, (1) sur top P,(i) ~ L,(i) permet d’obtenir une copie supplémentaire'® du
projectif irréductible L,(i+1) ~ P,(i+1) dans la coiffe de M. Ainsi, puisque cet irréductible
n’est contenu dans aucun autre LU,sl,-module projectif indécomposable (voir la proposition
3.20 et la figure 3.2), on doit avoir 2P,(i + 1) @ P,(i — 1) C M d’ou la suite d’égalités

dim M = 2(2pr) = 2(pr) + 2pr = 2dim(L,(i + 1)) + dim(P,(i — 1))

implique M ~ 2L,(i + 1) ® P,(i — 1) >~ 2P, (i + 1) & P,(i — 1) tel qu’annoncé. Supposons
maintenant s = 1 et posons iy =i — 2s = i — 2. Dans ce cas, en appliquant — ®° L,(1) sur
les facteurs L,(j) et L,(i2) de P,(i) (avec, comme dans la figure 3.2, L,(iy) = 0 si iy < 0),
on conclut que les simples Ly(j + 1) et Ly(i2 + 1) sont aussi des facteurs de M. Par ailleurs,
lg+2=1=,0=,1+2p = j+2 d’oula proposition 3.20 et le raisonnement ci-haut montrent
que L,(j+1) ~ P,(j+1) et L,(i2 + 1) >~ P,(i2 + 1) sont des sous-modules projectifs de M.

13En effet, le foncteur — @° L, (1) distingue cette copie de celle obtenue de L, (i) = soc P,(i) en raison de sa
définition et du fait que ces deux copies sont distinguées par 'endofoncteur — ® Ly (1) de mod C.
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Supposons r = 1. Alors, s =0 et io < 0. De plus, j +1=2p—1 et
dim M = 2(2pr) = 2(2p) = dim(P,(i + 1)) + dim(L,(j + 1))

dou M ~ P,(i+1)® L,(j+1) ~ P(i+1)® P,(i +2p — 1). Enfin, lorsque r > 1, on a
J+1l=rp+p—1=1i+2p+12>3p—1 desorte que

dim M = 2(2pr) =2pr +p(r+ 1) + p(r — 1)
= dim(Fy(i + 1)) + dim(Lg(j + 1)) + dim(Ly(iz + 1))
et M ~P(i+1)®Ly(j+1) D Ly(ia+1)~P(i+1)® FP,(i+2p—1) & P,(i —1). O
Remarque 3.33. Les regles de fusion (c-a-d. les décompositions de produits tensoriels)
obtenues dans la proposition 3.31 et dans le corollaire 3.32 généralisent (via 'isomorphisme
de la proposition 3.18) les regles correspondantes présentées dans [9] pour ¢ = e™/? Notons

cependant que les preuves présentées dans cet article sont tres différentes des démonstrations

originales données dans les pages précédentes et procedent de fagon bien moins directe.

Corollaire 3.34. Soient N € Zs( ainsi que Ay = {n € Z>g|n =2 N et n < N}. Pour

n = mnp+ ng avec ny,ng € Zsp et ng < p,onpose ' =n —2(ny+ 1) =nip —ny — 2 et

(n)—{ Lyn) sin<poung=p—1;
) By(n!) sinon.

Alors, les sommands directs de M = (L,(1))®*" (ot M = L,(0) si N = 0) sont tous
contenus' dans I'ensemble {M,(n)},esn. 11 s’agit donc exclusivement de modules simples

et projectifs indécomposables de type 1.

DEMONSTRATION. L’énoncé est trivialement vrai si N = 0 ou N = 1. Procédons donc par
induction sur N et considérons un sommand direct Qx de M = (L,(1))*" pour N > 2.
Alors, Qu est contenu dans un produit Qn_; ®° L,(1) pour un sommand direct Qn_1 de
(Ly(1))®°W=1_ Par I'hypothese d’induction, il existe un m € Ay _; tel que Qn_; = M,(m).
Posons m = mip + mg avec my,mg € Z>( ainsi que my < p et tentons de montrer que

Qn € {My(n)}nesy - On considere trois cas.

(Cas 1) Supposons m < p — 1. Alors, Qn_1 = My(m) = L,(m) et Qn € {M,(n)}ne.s, €tant
donné que, dans ce cas, la proposition 3.31 implique Qn = Ly(m — 1) = M,(m — 1)
(sim#0)ouQn=Ly(m+1)=M,(m+1).

(Cas 2) Supposons mg = p — 1. Alors, Qn_1 = M,(m) = L,(m) et la proposition 3.31 donne
a nouveau le résultat voulu puisqu’elle force Qn = P;(m — 1) = M,(m + 1).

(Cas 3) Supposons m > p avec mg # p — 1. Dans cette situation, Qn_1 = M,(m) = B,(m/)
avec m' = m —2(mg+ 1) = (my — )p+p — mg — 2 et, selon le corollaire 3.32,

10n peut en fait montrer que {M,(n)}ne sy correspond exactement & ensemble des sommands directs de
M = (L,4(1))®"N lorsque p # 2, mais cela ne sera pas fait ici (voir I'annexe D pour un exemple).
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les trois possibilités pour la forme de Qn sont Py (m’ + 1), P,(m' — 1) (si m' # 0) et
P,(m'+2p—1) (simg = p—2). Si 0 # my # p—2, alors m’ # 0 et on montre aisément
que P,(m' + 1) = M,(m — 1) avec P,(m' — 1) = M,(m + 1). De la méme fagon, si
my = 0et p > 2, alors m’ = m—2 > 0 et on obtient a nouveau P,(m’'—1) = M,(m+1)
avec, selon la proposition 3.20, P,(m'+1) >~ L,(m'+1) = M,(m' +1) = M,(m —1).
Finalement, si my = p— 2, on remarque comme ci-haut que P,(m’+1) = M,(m —1),
que P,(m'+2p—1) = Pyim+1) ~ L,(m+ 1) = M,(m + 1) et que, comme voulu,
P,(m'—1) ~ L,(m'—1) = M,(m'—1) = M,(m—2p+1) sim’ # 0 (car alors my; > 2).

Ceci acheve cette démonstration puisque tous les cas de figure ont été considérés. 0

Le corollaire 3.34 stipule que la décomposition de (L,(1))®" en LU, sly-modules indécompo-
sables (qu’on appellera désormais décomposition de Clebsch-Gordan généralisée®) ne contient
que des facteurs simples ou projectifs de type 1. Ce corollaire ne donne pas les multiplicités
relatives de chaque facteur, mais un exemple complet de décomposition avec multiplicités
est fourni dans I'annexe D. La détermination d’une formule explicite pour ces multiplicités
(qu’on pourrait appeler coefficients de Clebsch-Gordan généralisés) correspond & un pro-
bleme combinatoire complexe et il pourrait étre intéressant de s’y attarder. En attendant,
on conclut cette section avec les résultats suivants qui découlent directement des corollaires
3.29, 3.30 et 3.34 ainsi que des propositions 3.19 et 3.28.

Corollaire 3.35. Soient N,n € Zxq et A une valeur propre de H sur M = (L,(1))*". Alors,
la multiplication a gauche par " f™ (ou par f"e") définit un automorphisme C-linéaire de

I'espace propre M|, _, lorsque |A — 2np| < |A| (ou lorsque |\ 4 2np| < |A|, respectivement).

Corollaire 3.36. Soient N,n,a € Z>o avec 1 < a < p — 1, X une valeur propre de H sur
M = (L,(1))®N et x € M tel que Hx = Ax. Supposons A\ > np + a. Alors, F"*9g = ( si
et seulement s'il existe un élément y € M tel que Hy = (A +2(p — a))y et x = FP~2y,

3.3. Une représentation de LU sl; sur la chaine XXZ

Dans cette section, on poursuit 1’étude des chaines XXZ périodiques Cx(g, v) introduites dans
le chapitre 2 pour un N > 2 fixé. Plus précisément, on introduit d’abord une représentation
de LU,sly sur la chaine Cy(g~*,v) de maniére a ce qu'il existe un isomorphisme LU,sl5-

L v) ~ (L,(1))®N. On utilise ensuite cet isomorphisme pour définir

linéaire naturel Cy (g~
une famille d’applications TL% (/)-linéaires entre les espaces propres (de 25%) provenant
de différentes chaines XXZ. On utilise enfin la décomposition de Clebsch-Gordan généralisée
présentée a la section précédente pour étudier les noyaux de ces applications et les caractériser
implicitement & l'aide de longues suites exactes dans mod TL% (53).

150n choisit cette terminologie étant donné que les régles de fusion données dans la proposition 3.31 et dans
le corollaire 3.32 ressemblent énormément aux regles correspondantes dans Usls.
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3.3.1. Définition de la représentation

Pour n € Zss, on définit A, : LUsly — (LU,s1)®" via Ay = Aet A, = (id,,—2@Ag)0 A,y
(pour n > 3) avec A désignant le coproduit de la section 3.1.2 et id,,_» dénotant 'application
identité de ([,Uq5[2)®("_2). Par la coassociativité de A, on peut supposer que LU,sl, agit
sur (L,(1))®N au travers de Ay. Notons respectivement m, et m_ les vecteurs mq et
my de la base de L,(1) ~ A,(1) donnée dans la section 3.2.1. Désignons également par
My ay = My @ ... @ My, (pour a1,...xxy € {£1}) les éléments de la base de (L,(1))®V

induite de {m,,m_}. Remarquons que K'm, = ¢*m, pour chaque x € {£1}.

Proposition 3.37. Soient n € Zs¢ et {x;}, C {£1}. Alors, avec jo =0 et j,o1 = N +1,

(n) n+1 Je—1
n _ 2 : —(k—1)z;
AN (F )mzlxN — H H q J mxl...zjl_l(—)mjl+1...zN
1<j1<<jn<N k=1 \Jj=jr-1+1
Tjy = =Tjin=

et

) n+l Jr—1

(n _ } : (n—k+1)x;

A]\/' (E mail....TN - H H q / mxl...xj1,1(+)le+1...a:]\r'
1<ji<<jn<N k=1 \J=jr-1+1
Tjy ==, =—1

DEMONSTRATION. On peut aisément montrer par induction (sur N) que

_ N
An (E(n)> — 3 quif &5 (Li—1-45) & Bli-1=6) [t
0<ly_1<<l<n j=1

lo=n, LxN=0

ou le produit tensoriel est développé de sorte que l'indice j € {1,..., N} augmente de la
gauche vers la droite. Par conséquent, pour {z;}¥, C {£1}, on a

AN (E(n))mxlxN = Z F€1...ZN_1

0<lny_1<-<l1<n
Lo=n,LN=0

avec, pour chaque choix de suite décroissante (¢;)~;* dans {1,...,n},
N-1 N
Fél In-1 = qZ]‘:1 Gllh) (® E(Zjlej)KEjmav) .
— J
j=1

Soit (£;)N7' C {1,...,n} une telle suite décroissante. Remarquons que, si ¢;_; — ¢; > 2
pour un j € {1,..., N} (avec o = n et £y = 0), alors E¢-17%) agit comme zéro sur L,(1) et
Iy, ¢y, doit étre nul. On peut ainsi supposer que ¢;_; —¢; < 1 pour 1 < j < N. Ordonnons
{tiei={7e{l,.... N} | {;-1 —{; =1} tel que ji < ja < ... < j, et posons jo = 0 ainsi que
Jni1 = N+ 1. Alors, pour 0 < k < N, il existe un indice i € {0, ..., N} avec j; < k < jiy1 et

n

N
U, =LUn + Z (Ej—l_gj) = Z (gja_l_fja) :n_i:gji'
j=k—+1 a=i+1
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En particulier, on obtient

. N . N
Ty oy, = qu'V:ll € (6j—1—4;5) <® E(ﬁj—réj)Kfjm%_) - qzkzl £y, (® glivi E(fj—l—fj)mzj)
=1

J=1

N n
T (n— Lz
= qZk:l( k) (H q” J) <H (ijk’) m$1~~$]‘1—1(+)$]’1+1m$N
j=1 k=1

n
_ _Inm-1)7P
- q2 Ffl...ZN,1 H 5:Ejk,f majl...l’jl_1(+)£]'l+1...$]\f
k=1

ol on a posé

= N g1l n Je—1 N
FZlmZN?l B (H qejmj) - (H qzjxj) {H ( H qéjxj)} (H qejxj)
=1 i=1 k=2 \j=jk1 =in
gl n Jr—1
( H qnx]) { H ( H Q(n_k—‘rl)xj) }
j=1 k=2 \J=jk—1

n_ n Jr—1
— qzk:;(nfk)zjk {H ( H q(nkJrl)xj)

J=Jk—1+1

n1 n+1 Jr—1
— qzkzl ('fl—k’)a?jk H q(n—k‘-f—l)xj

Par conséquent,

k=1 \j=j_ k=1
n+1 Jr—1 n
_ (n—k+1)x;
- H H q H 59%# Meay.xj) 1 (H)zjy 412N
k=1 \j=jr_1+1 k=1
et il est possible de conclure que
(n) _
A]\/v (E m(El...:EN - Z Ffl...ZN,1
0<Uy-_1<+<li<n
Lo=n,ln=0
n+1 Jr—1
_ (n—k+1)z;
- Z H H q ! My zj 1 (H)zjy 412N
1<j1<..<gn <N k=1 \Jj=jr-1+1
—1

Tj1==Tin=
Jo=0,jn+1=N+1

comme voulu. On peut alors raisonner de maniere similaire afin d’obtenir ’expression cor-

respondante pour I'action de F™ sur I’élément My, 2y Via le coproduit généralisé Ay. O

Fixons v € C* et considérons l'isomorphisme C-linéaire 7,-1(v) : (Ly(1))* — Cy(qg™ ', 0)

déﬁnl par qul(v)m-fl---iUN = Txl...l‘N (q717 U) |x1"'xN>’U Ol\l

Tor o (¢ 0) = 02 2= 0TI GV vee (i) = {k € {1,..., N} |2, = —1}.
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Alors, la chaine Cn (¢!, v) peut étre munie d’une structure de Equ[g—module au travers
de I'isomorphisme 7,-1(v); c’est-a-dire avec l'action pour laquelle EM_ F® et K agissent
respectivement (pour n € Zs() via les opérateurs (‘S”r)z(ffq)_1 = T7,-1(v)0 AN( ) oT-1(v)7L,
(S))s = 71 (v) 0 An(FO) 0 7 (0) 71 et Kyt = 71(v) 0 An(K) 0 71 (v) . Avec
cette action, 7,-1(v) devient trivialement un isomorphisme de LU sl-modules. La structure
ainsi définie fait aussi équivaloir les actions sur Cy (¢!, v) de 'opérateur 257 du chapitre 2

et du générateur H de la section 3.1.2 puisque, pour chaque zy,...,zy € {£1}, on a

(7is@) 0 Av(H) 0 1 (0)) forean), = 7t (470) 71 (0) (A (H) i) |

e

- T:;?._IN(q’l,v) [Tq—1(v) ( (id;1 ® H @ idy_j) (Mg, ® ... ® mmN)>
7j=1

(Z x]) Tt —1’0)(rq1(v)mxl,_w> = (i xj> z1..xNn), = 257 |z1...xN),

j=1
car A(H) = H®id+id® H (d’ot on obtient 'expression de Ay (H) par induction). On peut
donc dorénavant identifier les espaces propres Cy (g, v,d) et (L,(1))®N ‘H:d (pour chaque
d € spec2S57) et utiliser la décomposition de Clebsch-Gordan généralisée de la section 3.2.3
pour décomposer les espaces Cy(q™*,v,d) en espaces propres (de H) de LU,slp-modules
simples et projectifs indécomposables. En particulier, les corollaires 3.35 et 3.36 peuvent

étre appliqués aux espaces Cy(q~', v, d) lorsque les substitutions adéquates sont effectuées.

Proposition 3.38. Soient n € Zso et xq,..xy € {£1}. Alors, Pélément .+ € Cn (¢, v)

défini par x4 = (Si) _1|21...2N), correspond a

n+1 Jr—1

_ o En(N+1 23" g 2 ktl)x;

Ty =0 ( ) Z vt Zk:l Tk H H q(2 )z; ’ml-'-$j171(j:)$j1+1--'xN>v .
1<ji<- <]n<N k=1 \J=jr—1+1
Tj) ==, =F1

DEMONSTRATION. Notons 7 = 7,-1(v) et Ty, _yy = Tyryn (@1 0) POUT Y1, ...,yny € {1}

Notons aussi {i;}7_; = {k € {1,..., N} |2x = =1} pour avoir ¥_)_; 2; = N — 2r. Alors, selon
la proposition 3.37, on a, avec jo =0 et j,.1 = N + 1,

n+1 Jr—1
_ -1 (n—k+1)z;
T = Toyzy Z H H q ! TMyy .. x5 —1(+)Tj +1--2N
1<j1<<gn<N k=1 \Jj=Jjr_1+1
Ty = =T, = -1

= > Dy leeeaa(Hzga.ay),
1<j1 << jn<N

;L'jlz...:mjn:—l
ou, pour une suite strictement croissante (ji);i—; € {1, ..., N} telle que z;, = ... = z;, = —1,
n+1 Jr—1
_ -1 (n—k+1)z;
Fj1-~-jn = ToyayTorxj 1 ()@ 412N H H q ’ .
k=1 \j=jx_1+1
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Remarquons que,
2(22:1 Rt jk) L (r=n) (N+1)

n(N+1) ZZk 1]k —5(N—2r+n)

— ¢ TN =(rm)

TI1---$j1—1(+)Ij1+1---$N
Tm1...xN

de sorte que

n+1 Jr—1
_ -1 (n—k+1)x;
Fjlmjn - Txl...xN7-331~~$j1_1(+)rj1+1m931v H H q J
J

k=1 \Jj=jk-1+1
n+1 Jr—1
— " N+1 —2> 0 1]k Z(N—2r+n) H H qgqu(i—k—i-l)mj
k=1 \j=jr-1+1

n+1 Je—1
— VA =23 Gk m F(N=2rtn) T OIS DT 11 I g3 k+Dz;
k=1 \g=jk—1+1
n+l Jr—1
n(N+1), =230 G I1 11 g3k | L

k=1 \Jj=jr_1+1

Ainsi, on obtient comme voulu

n . |ntl Je—1 N
vy =™ ST Pk ST TT ¢ | g, (R ),
1<j1<-~<jn <N k=1 \d=g1+1

Tjy = =T, =
et on peut montrer de maniere analogue que x_ s’exprime de la facon indiquée dans I’énoncé

de la proposition. Ceci achéve cette démonstration. O

La proposmon 3.38 stipule que les opérateurs (.S jE) s représentant 1’action des puissances
divisées E™ et F™ de LU,sl, sur la chaine Cy (g™, v) correspondent exactement aux opéra-
teurs (S*)™ introduits dans [40]. Ainsi, puisque la définition de la TL%(3)-action considérée
dans ce mémoire pour la chaine Cy(g~*,v) (voir le chapitre 2) provient de cet article, on peut

1)

sous LUysly et TLY (). Cela permet en particulier d’obtenir sans effort le résultat suivant.

utiliser les résultats y étant présentés quant a la compatibilité des structures de Cy (g

Lemme 3 39 ([40]). Soient v € C non nul, n € Net ¢ € {1,...,N — 1}. Alors, les actions
de (54)\) -

_, et de e; sur Cy(¢~',v) commutent 'une avec l'autre.

v,q

Cependant tel que mentionné dans [40] et avec la notation du lemme 3.39, les actions de
(Si) .1 et de ey (ou de QF') ne commutent generalement pas sur Cy (¢!, v). Par exemple,

pour n =1 et N = 2, on calcule aisément que'®, si ¢ # v*,
S yrealt=), = S5 (0P =), —q+=),) = (g2 —vg?) [+,
#0=v"'ges | +4), = 25}, 1 [+-)

160n note ici S* = (SF)™M) et on utilise 'action de ey sur Co(g~1, v) décrite & la section 2.1.
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On termine maintenant cette sous-section en étudiant l'interaction entre les opérateurs

(S*)™ et I'isomorphisme 1y (¢!, v) : Cn(g7t, v) = Cx(g,v™1) de la section 2.2.
Proposition 3.40. Soit n € Zsg. Alors, ny(q~*v) o (Si)ffq)_1 = (S]F)Si)lyq onn(qg ).

DEMONSTRATION. Posons ay = vV +1) [nN(q_l, v)o(Si)itLg,lonN(q,v_l)} |z1...xN),—1 pour

x1,...,xy € {£1} fixés. Alors, un calcul direct a I’aide de la proposition 3.38 permet d’obtenir

ay = pTHNFD [nN(q_l, v) o (Si)(n) } |—21...—xN),

v,g~1
n . [nt1 Jr—1 .
= > vP2ea STL L TT @279 ) bl 1 (F)agiioan)
1<j1<<jn<N k=1 \j=jrk-1+1
_m]l:...:_mjn::':
23 g s = k—2-1)z;
= ) v 2k 11 [T a5 ) b loray, 1 (F)ajaan) o
1< <-<gn<N k=1 \j=jr—1+1
Tjy ==, =
- U:Fn(N+1)(S:F)1()7i)17q |21 ),

de sorte qu'il est possible de conclure que ny(g~*,v)o (Si)gg,l = (Sﬂf}@la ony (g™t v) étant

donné que l'inverse de I'isomorphisme 1y (g, v™!) correspond a ny (¢!, v). O

3.3.2. Morphismes entre espaces propres

Soient v,,v, € C non nuls. Dans la section précédente, on a défini une structure de LU,sls-
module sur les chaines Cn (¢, v,) et Cn(¢ ', v,) en utilisant des isomorphismes C-linéaires
diagonaux notés 7,-1(v,) : (Ly(1))¥Y — Cn(g ™1, v.) et T-1(vy) : (Ly(1))¥N — Cn(g ™t vy).
Par construction, ces applications 7,-1(vy) et 7,-1(v,) sont LU,sly-linéaires de sorte que

I’application composée
Vg1 (vy,v2) = 741 (v5) 0 (thl(vy))il : CN(Q_lavy) - CN<Q_17UZ)
est un isomorphisme de LU, sl;-modules. Cet isomorphisme est défini sur un élément de base

|x1...xN>Uy de Cn(q 1, vy) par Jy-1(vy,v,) |x1...xN>Uy = Dy (U, V2) |21..2N),, O, selon la

définition des isomorphismes 7,-1(vy) et 7,-1(v.),

. 2T 1 o\ VD
ﬁxl...xN(Uyavz) = Txl"'xN<q ’Uz) — <UZ> (1&)

Txq..xn (q,17 Uy) Vy Vy

avec (i) = {k € {1,..., N} |2y = =1} pour r = (N —d) et d = I, z;. Le théoréme
(n)

Vz,q9

d’obtenir des applications TL% (5)-linéaires entre les espaces propres de 25% des chaines

suivant utilise I'isomorphisme LU, sly-linéaire ¥,-1(vy,,v,) et les opérateurs (S—)," _; afin

Cn(qg ' vy) et Cy(¢ ', v,). Dans ce théoréme, on utilise implicitement le fait que 'action

de (S7)™ sur un vecteur |z;..x N),, abaisse de 2n la valeur propre de 25* (comme il est

possible de vérifier facilement a partir de la proposition 3.38).
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Théoréme 3.41. Soient t,d € Z tels que t =5 d et t > d. Considérons aussi vy, v, € C non
nuls et a = (¢t — ) Supposons que q" = v*N et v)Vq* = v)’. Alors, 'application linéaire

fralg ' v.) : Cy(g™ Y vy,t) = Cn(g !, v, d) définie par la composition

[ft,d(q_lvvz)} |$1---1‘N>vy = [(5_)vzq 10U, (vy,vz)} |a:1...mN>U
= [y (0, 02)] (S, [y,

vz,
est TLY (B)-linéaire.

DEMONSTRATION. Fixons xy,...,xy € {£1} et notons {i,};_, = {j € {1,..., N} |z; = -1}

pour t = SN et r = %(N —t). Notons également 0, . = Uy, yx(vy,v,) pour chaque

{y;};, € {£1} et remarquons que, selon I'équation (2.2) et le lemme 3.39, on a

er [ frala™va)| r1ean)y, = Yoy oy et (ST 1 w12y, = Vayay (S ren [o1an),
|: Y 2,4 z
= 53517_5,;219;,;1._1]\,(S_)Sz)’q,l ('UZ_ 1 |x2x1$3...$N>vz — q—m |x1...$N>UZ)

ST i b (Uy_2m1193723311‘3m$N |[Tat123.. N ), = @ ey ey |1’1~-95N>vz>
= 0y —us [ftd(q_l,vz)} (v;ml |$2$1I3...J}N>vy —q " |I1~-~IN>%)

= [ft,d(qiavz)] €1 |x1"'xN>Uy

avec ’égalité 1 vérifiée puisque, lorsque xq, = —x9,

v, 2>, ie—1) v, —r(N+1) '
v 2(D 0y iet1) v, —r(N+1) '
%) () e

N 221 .. _ .
d’ot Vuyryzs..on = Vayan (Z—Z) . Lapplication f; 4(¢!,v,) commute ainsi avec e;. On veut

ToxT1T3...CN

montrer qu’elle respecte aussi 'action de €2. Pour ce faire, remarquons que, d’un coté,

Q [ft’d(qil,"l)z)} |$1...$N>v = 1911.”331\[9(57)1(}&)(171 ‘I’l...LIZ’N)
,a Q
= Vg anU, (N+1) (Fﬁf 10201 + Fﬁ;ﬂ)

avec

e 2300k ) ] - nt (&—k+1)z 0 )

=17 Z Uz H H q? |( ) 'szfl(_)thrl"'xN)UZv

1:j1<j2<...<ja§N kzl j:jk,1+1
Tjo=... =T, =1
J0o=0, ja+1=N+1

PR a+1 Jr—1 o ‘
F.?lj;l — Z UZZkzljk {H ( H q(; k+1)$J> } 0 |x1.._‘]jj171<—)§€j1+1...x]\[>vz
2<j1<. . <Ja <N j=j
Tjy = =T =

Jo=0, ja+1=N+1
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De lautre coté, 'élément [f; 4(¢7*, v,)] Q |21...2N),, s’écrit comme

_ - Q Q
V! 00y anay (S )(a) |z nan) ) = Vg ana VU a(N+1) <P§a=N51'171 + Ffa#\,)

) Vz,q

avec

£ 25 g Joutt [ ! (2—k+1)

Uiy = > v =TT T g7 ™) b leeea (5)g 420 v (),
1<i1<...<Ja—1<ja=N k=1 \J=jr—1+1

T +1= =Ty 411
J0=0,Ja+1=N+1

o) <1 :
et ou I'; °, y correspond a 'expression

a+1 Je—1

2y Lk a_p ) _a
k=1 +1)zj41 1
Z Uz H H ¢ )z q 2 \:r;g...le(—)xj1+2...xNx1)vz.
1<j1 <. <ja<N—1 k=1 \j=jr_1+1
Tj 1= =T 41=1
J0=0, ja+1=N
Remarquons que, si z; = 1,
Qf Qza ]k a+1 jk_l (a, & )
— k=1 5—k+1)x;
It = > Uz I1 II 4" I Q(F)w2 w1 (2) TN,
1=j1<j2<...<ja <N k=1 \j=jg-1+1
Tjo ==L jq =
J0=0,Ja+1=N+1
d 2 g o [ (2—k+1)
— k=17Jk §—k+1)x;
=, Z Vz H H q 2 J ‘l’g...ﬂ?jz_l(—)$j2+1...$N(—)>,UZ
2<j2<...<ja <N k=2 \Jj=ju_1+1
Ty = =Tjq =1
J1=1,ja+1=N+1
dt2 QZafljk a ]k (a k)
— —+2a k=0 a .
=7 Z Uz H H qz ’952---%'1(—)$j1+2---$N(—)>UZ
1<j1<...<ja—1<N—1 k=1 \j=jr_1+2
:Bj1+1=...=$ja71+1=1
j0:07ja:N
QZa—ljk a Jr—1 (2 k)
it k=1 2_k)x;
= v, Z vz H H g'2 VT xg...le(—)xj1+2...xN(—))vz
1<j1< . <ja_1<N—1 k=1 \j=jr_1+1
xj1+1:...:xja71+1:1
Jo=0, ja=N
1. Jr—1
22& 1‘7 a—1__ N a o .
N 2 k=1JF x1+ X 41— T (& —k+1)zj41
=0, Z V2 q Zk,l Jkt 2471 H H g2 )t
1<ii<...<ja—1<N-1 k=1 \J=jr—1+1
$j1+1=...=27]'a_1+1=1
j0:07ja:N
* |zozy (<) 422N (=),
N 220 Jk atd oy (a k )
— yl=2N _a—t k=1 2 _kt1)xi
=", q Z Vz H H q'2 i+
1< < <ja—1<ja=N k=1 \j=jr—1+1
xj1+1:"':$ja—1+1:1

jOZO’ ja+1:N+1

* |zg...xj (—)x) 4228 (=),

z

_ t—2N _a—t1fQ
=v, ¢ N
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En outre,

Qf o2 Lkt I ey (S (&—k+1)
_ k=1 5—k+1)x;
Ljis = Z Uz H H 72 g Qe ()T aN),,
2<51<...<ja<N k=1 \Jj=jr-1t1
Tj1=-=Tjqg =
70=0, ja+1=N+1
d 2k atl [ gkt (2 k1)
_ k=1 5—k+1)x; ) _ )
=Y > Uz 11 [T 4= 7w @i ()T v e),
2<n<...<ja<N k=1 \j=Jjr—1+1
Tj1=--=Tjqg =
70=0, ja+1=N-+1
d 2211 j a+1 ]k (a & )
— pdt2a k=17k &kl
=1, Z Uz H H q2 ! |$2---5Uj1(—)Ij1+2-~-$zv$1>vz
1<j1<...<ja<N—-1 k=1 \j=jk_1+2
Tj 17T 4171

Jjo==1,ja+1=N

o Qza A a+1 Ik (a 5 1)
— t 5 L1 k=1 a__ + T
= 0,q>2 Z (o H q‘2 J [Ty (=) gy 12 TNTL)
1<j1<<ja<N -1 k=1 \j=jr_1+2
Tjy 1= F g1 =1
J0=0, ja+1=N
a o S e
— it y3571 k=1 5s—k+1)x 41 )
= 0,q>2 Z (o H q'2 J Ty j (=) Tj 42 TNT1),
1<j1< 0 <ja<N -1 k=1 \j=jr_1+1

let&-lz---‘:zja-t—l:l
Jo=0, ja+1=N

= vig" Ty

de sorte que, puisque ¢' = v; 2N

Q [ft7d(q_1, UZ)} |$1...$N>U =V, anUs a(N+1) ( C10zy,1 + Fmﬂ)
= Dy vz 00 (07N T G+ 07T )

etvq

= ﬁwl---xsz_a(N+1) g (Ff NOzy1 + F§?¢N>

t
9, v
_ 1.--TN z ax —1
—0.  \y )4 ' [ft,d(q ,vz)}ﬁlxl.--xzv)vy
T2...TNT1 Uy
t—Nx1
Y, v
1.---TN z —1
= g [fralg™ v2)] Qe an),
T2..TNT1 Uy
Or,
v, 23, (ig=1) v, —r(N+1) v, t—N
— — =Vppay | — sizg =1;
Uy Uy Uy
9 =
T2 N T (ic—1)+N —r(N+1 t+N
Z 1
(% (% (% .
— — =Vgy ay | — sizy =-—1
Uy Uy Uy

t—Nxq
d'ot Vuy anes = Vayoon (Zy) et on peut donc conclure que

Q[ fralg " v)] |21an),, = [frala" v:)| Qzran),)
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Enfin, on a également

Q7 [ frala™ )] = Q7 [ fralg ™ 02) | Q07 = Q7Q [ fralg ™ 02)| Q7 = [fralg™v) | Q7

et le résultat voulu découle alors du fait que e; = Q~0~Ve,; (¥~ pour 1 < j < N en vertu
des relations de définition de TLY (/). O

Le théoreme précédent correspond au résultat principal de ce chapitre. Il s’agit d’un résultat
hautement non trivial puisque les morphismes TL%, (3)-linéaires f; 4(¢!,v,) produits par ce

théoreme sont définis comme la composition de deux applications qui ne sont généralement
(a)
UZ7q7

la démonstration précédente et la discussion suivant le lemme 3.39 montrent que J,-1(vy, v;)

pas elles-mémes TL (5)-linéaires. En effet, on a f; 4(¢7',v.) = (S7),” 1 00,-1(v,,v,), mais

et (S7)@ ne commutent pas toujours avec €. Le théoréme 3.41 stipule donc que, lorsque

certaines hypotheses sont respectées au niveau des parametres d, t, v, et v,, le défaut de

TLY (8)-linéarité de 'isomorphisme LU,slp-linéaire ¥,-1(vy, v.) est contrebalancé par celui de
(a) 1

Vz,q

cas particulier de ce théoreme (avec des hypotheses plus restrictives) avait déja été montré

Popérateur (S7)* _, représentant la puissance divisée F'(® sur Cy(g~',v,). Notons qu'un
dans [40] et qu’il est également possible, comme le montre la proposition ci-dessous, d’utiliser

des hypotheses moins strictes dans certaines circonstances particulieres (comme a = 0).

Proposition 3.42. Soient ¢, v, w € C non nuls satisfaisant v = w. Alors, I'isomorphisme

Yy-1(v,w) : Cn(g, v) = Cn(¢7F, w) est TLY (5)-linéaire et commute avec I'opérateur S=.

DEMONSTRATION. Notons ¢ = 9, (v, w) et Oy, = Py (v, w) si{yi}Y, C {£1}. Fixons
71, ...,vy € {£1} avec d = S | x; et rappellons que (voir la preuve du théoréme 3.41)
w d—Nxq w d w T2—T1
1912...11\]:171 - (U) - (’U) ﬁml...mN et 793:217113...@\7 - (’U) 19r1‘..xN-

Remarquons que, selon ces relations, on a [e1, 9] = [, 9] = 0 puisque

QU(|zy..xN),) = Wy, en |zo...xNT),, = V" 4y enas |z1...xN), = H(Q21...2N),)

et
e1d(|zy...xn),) = 5;{;1,7121911...”(10_2:01 |zox123... 2N ), — ¢ |21 N),,)

- 5:1:1,7362 (U72x10x21113...x1\] ’$2$1$3...$N>w - qxlﬁxy..x]\; |£L'1....I'N>w)

= 79(61 |:c1...xN>v)
Ainsi, la démarche présentée a la fin de la preuve du théoreme 3.41 montre que ¥ est TLL (5)-
linéaire. La seconde partie de la proposition est aussi facilement vérifiée. O
Pour (t,y),(d,z) € Z x C*, on appelle (t,y) un successeur de (d, z) si ¢* = 2% et ¢* = z
avec a = % t —d). On note aussi <,-1 la relation d’ordre la plus faible sur Z x C* telle que
(d,z) Q-1 (t,y) lorsque (t,y) est un successeur de (d, ).
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Alors, le théoreme 3.41 devient

fralg " v.) : Cy(g b vy, t) = Cn(g 7, vs, d) est TL4(B)-linéaire si (d,v; ™) <1 (¢,0, V)

) Yz T}

ol fra(qg™', v.) est le morphisme nul lorsque ¢ ou d n’appartient pas a spec 25%. En particulier,
la définition de I'ordre <,-1 montre que, pour chaque succession'” (d, v; V) <1 (¢, v, N dans
A via la condition B de la définition 1.13, on doit aussi avoir (d, v; ™) <1 (t,v, ") de sorte

que Papplication associée f; (¢, v,) est TLY(B)-linéaire.

3.3.3. Noyaux et longues suites exactes

Soient v, € C* et d € Zsg avec d < N et d =, N. Supposons que la paire (d,v; ")
admette une infinité de successeurs dans A® sous l'ordre partiel <,-1. Soit (t,v,") € A®
le successeur direct de (d,v; ") via la condition B de la définition 1.13 et supposons que la
relation ¢ < d+ 2p soit vérifiée. Alors, la figure 1.16 implique que la paire (d+2p, w; ™) € A®
(pour w, € C* satisfaisant w;» = ¢Pv; V) succede egalement dlrectement a (t,v,;N) via
cette condition B de sorte que les applications ft a(@tv.) : Cy(g vy, t) = Cn(g 0., d)
et farope(q~vy) : Cy(¢ we, d+2p) = Cn(g 71, vy, ) sont TLY (5)-linéaires. On peut ainsi

notamment s’intéresser a ’exactitude de la suite

Cn(g" ws, d+ 2p) L2220, @t gy gy @0 6y d). (3.3)
Proposition 3.43. Avec la notation explicitée ci-haut, Ker f; 4(¢7*,v,) = Im fai0,:(¢ ", vy).

En d’autres termes, la suite (3.3) est exacte.

DEMONSTRATION. Posons a = 1(t — d) < p et considérons z € Cn(g ', vy,t). Selon le
(a)

vaq
Y 2’ pour un certain ' € Cy(q !, vy, d+2p). Par conséquent, étant

corollaire 3.36 et la discussion précédant la proposition 3.38, on a (S7)" & = 0 si et

(p—a)
Vy,q
donné que les applications J,-1(vy, v,) et Yy-1(w,,v,) sont des isomorphismes de LU,sl,-

seulement si z = (57)

modules, on obtient la suite d’équivalences

z € Ker ft,d(q_l,vz) — [fud(q_l,vz)} {( ) _1 0V~ (vy,vz)}x =0
(a

[ﬁq_1(vy,vz) o (S~ ) ) }x =0
—\(a) —
(57 )y, g1 =0

T = (S’)f}p P “) 2/ pour un certain z’ € Cn(qg ', vy, d + 2p)

T = {fdﬁp,t(q’ ,vy)} 2 pour un certain 2’ € Cy (¢, w.,d + 2p)

[

xr € Im fd+2p,t(q_17 vy)
et le résultat voulu s’ensuit. |

170n associe ici, comme partout dans le mémoire, une paire (d,z) € A*(N) & un de ses représentants sous
la relation d’équivalence ~ définie au début de la section 1.2.
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En utilisant la proposition précédente pour chacune des successions relatives a la condition

B dans la figure 1.16, on obtient une longue suite exacte de morphismes TL% (/5)-linéaires
0— ... Cn(gHw,d+2p) = Cn(qgt,v,,t) = Cn(g7 ", 0., d)

ou chacun des morphismes sous-entendus correspond a une application issue du théoréme
3.41 via une succession directe dans A® par rapport a la condition B et ou le module nul
obtenu au début de la longue suite exacte est présent puisque les valeurs propres de 257
associé aux espaces apparaissant dans cette suite augmente strictement de la droite vers la

gauche (et dépasse donc N a partir d’'un certain point).

On peut faire appel au théoreme 3.41 pour produire une d’autres morphismes d’intérét. En

particulier, notons que, selon la figure 1.16 (apreés la substitution g <> ¢~ 1), puisque (¢, v, Ny

succede directement & (d,v; ™) sous <,-1 via la condition B, on a USN = 22¢*~%  Ainsi,
N _ ,-N 2N _ —N_2 s—d+6 _ fN 2 —d+s—5; ~N, ~2N,—(t+d) _ ,~N_—d _ , ~N _—(d+a)
v, =vu, v =2 : 2°q =v, v, q =v,q "=v,"q .

ot z = v; Y et ol les parametres s et §; sont définis dans la figure 1.16. Par conséquent,
(—=d,v)) 94 (t,v, ) et Iapplication f; _a(q,v;") : Cn(q, vy, t) = Cn(q,v;", —d) donnée par
fi—a(g,v;Y)] = (S‘)f}djaq) o [V, (vy, v )] est TL“ % (B)-linéaire. 11 doit donc en étre de méme
de lapplication composée g_; 4(¢7*,v,) : Cy(¢71, y_l, ~t) = Cn(q™*, v.,d) donnée par

g-ralg ™t v:) = nn(q, 07" o [foalg, vz )] omvlg™ v, )

avec ny(q,v; 1) et ny (¢!, v, —1) les isomorphismes de la section 2.2. Cependant, afin d’obtenir
I’équivalent de la proposition 3.43 pour cette application g_;4(¢~',v,), on doit considérer le
successeur direct (h,v; ™) de (t,v, ") sous <,-1 via la condition A de la définition 1.13. En
effet, selon le corollaire 1.14, ce successeur satisfait (¢,v, ") =<, (h,v; ") directement via la
condition B d’ou le raisonnement de la fin de la section précédente montre que I'application

fri(q,vy) - Cn(q, vz, h) = Cn(q,vy,t) est TLY (B)-linéaire. On peut donc considérer la suite

Covlg, vy, ) PRI, (gt 0t ) S () (34)
Proposition 3.44. Posons a’ = %(h — 1) et supposons que la relation a’ < p soit vérifiée.

Alors, on a Ker g_; 4(¢~ 1, v,) = Im (nn(q,vy) © fri(g,v,)) d’ol la suite (3.4) est exacte.

DEMONSTRATION. Soient ny,ns € Zsg tels que d+a = nip+ ny avec ny < p et remarquons
que, en vertu de la figure 1.16, h = —d + J;, pour un certain 9, € 2pZ. Dans ce cas,
1 1 1
a = E(h—t) = §(h—d+d—t) = —(d+a)+§5h =, —(d+a)
et a’ = p—ny puisque 1 < a/ < p par hypothese. Alors, selon le corollaire 3.36 et la discussion
précédant la proposition 3.38, on a (S~ )(d+“)y = 0 pour y € Cn(q,vy,t) si et seulement si

y = (S‘)g‘;ljzx’ pour un certain 2’ € Cy(g, vy, h). Par ailleurs, les applications ny(gq,v;?),
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nn (g7t vy, Og(vy, v 1) et U4(vg, vy) sont toutes bijectives. Ainsi, pour z € Cy(¢~, v, !, —1),

on obtient, par LU,slp-linéarité de 0,(vy, v;") et avec y = [nn (¢, v, )]z,

T € Kerg_t,d(qfl, v,) <= {g_t,d(qfl,vz)] z=0

g, 1) 0 [fomala v )] o mvla™ o)) =0
[frala o))y = (578 [0, (0,021 y = 0
Da(vy, 0] (ST)5 50y =0

(S7)iHay =0

y = (S’)gzyzlx pour un certain 2’ € Cy/(g, vy, h)
y = [fnt(q,v,)] 2’ pour un certain ' € Cy(q, v, h)

z = [nn(q,vy) © fni(q,v,)] 2" pour un certain 2’ € Cy(q, vz, h)

IIHHIHHHIH

z € Im[nn(q,vy) o fri(g,vy)]

-1
ou on a utilisé le fait que nn(q,v,) = [nN(q‘l, v, 1)] a la derniere équivalence. O

On veut utiliser la proposition 3.44 afin d’obtenir une suite exacte similaire a celle découlant

de la proposition 3.43. Pour ce faire, notons que, puisque nx(g, v,) est une bijection, on a

Ker(nn(g,vy) o fri(q,vy)) = Ker fr1(q,vy). (3.5)

On peut ainsi utiliser plusieurs fois la proposition 3.43 afin d’obtenir la suite exacte longue

0— ... > Cn(q, vz, h) af, Cn(gh vt —t) L Cn(gh vs, d)

y Yy

ou les morphismes non identifiés correspondent (selon 1’équation (3.5)) & des applications
issues du théoreéme 3.41 via une succession directe relativement a la condition B de la défini-
tion 1.13 (comme dans la longue suite découlant de la proposition 3.43) et ou les morphismes

nf et g désignent respectivement les applications ny(q,v,) o fai(q,v,) et g_ra(q™t, v,).

On termine finalement ce chapitre avec I’étude d’une famille particuliére de morphismes issus
du théoréme 3.41. A cette fin, on fixe v € C non nul et d € Z tels que |d| < N et d =, N.

On fixe aussi £ € Z>q et w, € C satisfaisant w)’ = ¢Pv". Considérons les deux cas suivants.

(Cas 1) Supposons que v—2% = ¢¢. Alors, le théoréme 3.41 permet de conclure que I’applica-

tion faroma(q ', v) : Cy(¢t, we, d+ 20p) — Cn (g™, v, d) est TLY (5)-linéaire.

(Cas 2) Supposons v2¥ = ¢?. Dans ce cas, on utilise encore le théoréme 3.41 pour dé-
duire que application f_4 _(a+26) (¢, w; ') : Cn(q, v, —d) = Cn(q,w; ", —(d+2(p))
est TLY (5)-linéaire. On peut alors considérer le morphisme de TL% (3)-modules
Jaaraep(q@Hwe) @ Cn(¢ 7t v,d) — Cn(qg~ ' we,d + 2€p) défini via la composition

Gaar2ep(q " we) = (g wi ") © foa—(araep) (@ wi ) oy (gt v).
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Proposition 3.45. On conserve la notation utilisée ci-haut sans supposer vV = ¢?. Alors,
I'application C-linéaire fqy20,a(q™", v) est injective (ou surjective) lorsque |d + 2¢p| > |d| (ou
|d + 2¢p| < |d|, respectivement). De méme, lapplication C-linéaire ggai20,(q ', wy) est
injective (ou surjective) lorsque |d| > |d+2¢p| (ou |d| < |d+ 2€p|, respectivement). Enfin, les
applications C-linéaires g4.4126,(¢™", we) © faroepa(q™,v) et faraepa(q™",v) © gaaraep(q, we)
sont bijectives lorsque |d| < |d 4 2¢p| et |d + 2¢p| < |d| (respectivement).

DEMONSTRATION. Par souci de concision, notons ¢ = ga.a120p(q~ ", we), f1 = faraepala ™, v),

f2 = f—d,—(d—i—?fp)(qvwé_l)) 191 = ﬁqfl(wbv)) 192 = 19(1(1}71711};1)’ m = T]N((sz_l) ainsi que
na = nn (gt v). Selon la proposition 3.40 et par LU, sly-linéarité de 9, et 9,

gofi=mofaomofi=mo (Si)ff§)1’q0192 SR/PAS] (Si)ffg)fl o

=1 050 (S_)q(,@’q 01 0 (S—)(Zp) ot =m0ty om0 [(S+)(€p) (S—)(Zp) } oy

v,g—1 v,q—1 v,q—1
= odyomyovo (ST, (S7)P].

De la méme facon,
frog =[S (SH)P ] 0 viom otz om.

Ainsi, en vertu du corollaire'® 3.35 et de la discussion précédant la proposition 3.38, on peut
conclure de la bijectivité de v, v5, m1 et no que les applications C-linéaires composées go f; et
f1 0 g sont respectivement bijectives lorsque |d| < |d + 2¢p| et |d + 2¢p| < |d|. En particulier,
f1 est injective lorsque |d| < |d + 2¢p| et surjective lorsque |d + 2¢p| < |d|. De la méme
maniere, g est injective lorsque |d + 20p| < |d| et surjective lorsque |d| < |d + 2¢p|. Ceci
acheve cette démonstration. O

BOn utilise ici implicitement le fait que K? est central et inversible dans LU4sly de sorte que, puisque
e=KPE® et que f = (—1)Pt1 P F®), la multiplication par e” f* (ou par f™e™) définit un automorphisme
C-linéaire pour un espace propre de Cn(g~!,v) donné si et seulement s’il en de méme pour la multiplication
par EP) F("P) (ou par F("P) E("P) respectivement).
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Chapitre 4

Structure des modules Cy(q, v, d)

sur I’ensemble critique

Dans ce chapitre, on utilise les résultats démontrés précédemment afin d’obtenir la structure
explicite (par rapport a l'algebre TL%(/5)) des espaces propres Cy (g, v,d) de la section 2.1.
En résumé, les théoremes principaux de ce chapitre forcent a constater qu’un espace propre
Cn(q,v,d) fixé admet toujours une structure a la Feigin-Fuchs (voir la figure 1.14) ou les
facteurs de composition sont les mémes que ceux du module cellulaire Vi¢(q,v). Un corollaire
immédiat est alors que I'image du morphisme i%(q,v) : V(q,v) — Cn(q,v,d) de la section

2.4 est toujours isomorphe & la partie générique PG% (¢, v) de V(q,v).

Fixons ¢,v € C* et N,d € Z>o o d < N et d =2 N. Dans les pages suivantes, on supposera
constamment que g2 est une p-iéme racine primitive de I'unité pour un certain p € N et que

la paire (d, z) € A* admet une infinité de successeurs sous 'ordre < de la section 1.3.2.

4.1. Cas spéciaux

Cette section est consacrée a 1’étude des cas particuliers pour lesquels au moins une des deux

2N 2N est satisfaite. La structure obtenue dans ces cas pour

conditions ¢¢ = v?" ou ¢? = v~
les espaces Cy(q,v,d) est analogue a celle des Vir-modules de Feigin-Fuchs semisimples ou
linéaires (voir la figure 1.14) et les outils principaux utilisés pour révéler cette structure sont

les propositions, théoremes et corollaires 2.1, 2.4, 2.5, 2.6, 2.12, 2.13, 3.45 et A.3.

4.1.1. Cas semisimple

Dans cette sous-section, on suppose ¢¢ = v?" avec v*" = 1 et on pose z = v™". Remarquons

que, dans cette situation, si la paire (t,y) € A satisfait (d, z) =<, (¢,y), alors la définition

1.13 donne ¢! = 22 = vV = ¢d ot k = %(t —d) =, 0 étant donné que ¢* est une p-iéme



racine primitive de 'unité et que t =5 N =, d. De plus, cette méme définition force y = z¢™*
de sorte que les successeurs de la paire (d, z) dans A® sont tous de la forme (d + 2(p, z¢*)
avec { € Z>o. En fait, il est facile de démontrer que la figure 1.16 donnant ’'organisation de
ces successeurs (et, de ce fait, la structure du module cellulaire VZ(q,v)) se simplifie, sous

les hypothéses considérées, en la figure 4.1 présentée ci-dessous.

(d,z) — (d +2p,2q"?) — (d +4p,z) — (d + 6p, 2¢P) — - --

2N AN _ 1

Fig. 4.1. Structure de Vi(q,v) lorsque ¢¢ = v* et v

Théoréme 4.1. Notons my = max{{ € Zsq | d+2¢p < N}. Supposons ¢¢ = v?V et v*V = 1.

Alors, comme TLY (f)-modules,

mq

(CN(qa v, d) = @ LN7d+2£p§Zqép'

=0
DEMONSTRATION. Procédons par induction sur mg4 en remarquant que le cas mg = 0 est

déja traité dans la proposition 2.13. Supposons mg > 0 et considérons le module (non nul)

Cn(q,w,d+2p) pour un certain w € C tel que w™ = z¢P. Puisque ¢**% = ¢¢ = v = ¥

et que w*N = v*N =1, I'hypothese d’induction permet de conclure que
mdq+2p mq
CN(Q7 w, d+ 2p) = @ LN,d+2(Z+1)p;zq(“‘1)P - @ LN,d-&—%p;zqu
£=0 =1

car mgiop, = max{l € Zso|d+2({+1)p < N} = myg — 1. Remarquons également que les
discussions présentées a la fin du chapitre 3 (avec ¢ <+ ¢~!) et dans 'annexe A (si ¢*> = 1)
donnent des applications TLY ()-linéaires fyi90,4(q,v) : Cn(q, w,d + 2p) — Cy(q,v,d) et
9a.d+2p(q, w) : Cn(q,v,d) = Cn(g, w,d + 2p) telles que ga,ar2p(q; w) © fa+2pa(q; v) est un au-
tomorphisme de Cy(q, v, d) (voir les propositions 3.45 et A.3). En particulier, le morphisme
fa+op.a(q, v) est une inclusion de Cy(q, w, d+2p) dans Cy(q, v, d) et I'application gg a42,(q, w)
est un épimorphisme de Cy(q,v,d) sur Cx(q, w,d + 2p). En outre, le corollaire 2.12 indique
que la coiffe Ly 4. = top Vit(¢,v) (qui est un quotient de PG% (g, v)) doit étre un facteur de

composition de Cy(q, v, d). Dans ce cas, la suite d’égalités (provenant de la figure 4.1)

mq
dim Cn(g,v,d) = dim Vi§(g,v) = dim Ly 4. + dim @ Ly 41 26p:4er
/=1

=dim Ly 4., + dim Cy(q, w,d + 2p)

donne Cn(q,v,d) ~ Lya. ® Cn(q, w,d + 2p) ~ @y Ly ar20p-q» cOMMe espaces vectoriels.
Cependant, on a Cy(q,w,d + 2p) ~ Im f419,4(q,v) € Cy(q,v,d) et I'absence du facteur
Ly 4., dans Cy(q, w,d + 2p) = Im g4 4+2,(q, w) force Ly 4. C Ker g44+2,(q,w) C Cn(q, v, d).
Ainsi, Ly 4., et Cn(q, w,d+ 2p) sont contenus dans soc Cy(q,v,d) de sorte que la décompo-

sition Cy(q, v, d) >~ @y L aroep-qt» €st aussi valide en tant que TLY (3)-modules. O
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4.1.2. Premier cas linéaire

2N avec v*N #£ 1 et étudions s = min{r € Z|r > d, r = d et ¢" = v 2N}.

2N

Supposons ¢¢ = v~
Remarquons que ¢° = v~V = ¢¢ d’ou s — d € 2pZ étant donné que ¢? est une p-iéme racine
primitive de 'unité et que s =5 d. Dans ce cas, la définition de s force s = d + 2p et, avec la
notation de la figure 1.16, §; = 0, = 2¢p pour ¢ = min{r € Z| (r — 1)p > d}. Ainsi, utilisant

& nouveau la notation de cette figure, on obtient, pour a € Zsg, z = v et k = %(5 —d),
(jaa ya) = (S + 2(1]7, anp—k) = (d + 2(& + ]-)pv Zq(a+1)p) = (ka—i-la U’a—‘rl) et

(haa Va) = (_d + 6h + Qapa Zﬁlqaer&h/z) = (_S + 2(6 +a+ 1)p7 Zﬁlqap+éi/2) = (ia+17 anrl)

avec {(ka,Ua)}aezsy N {(Pas Va) Yaczsy = O car e = q¢ = v £ N = ¢4 = ¢™ pour

a,b € Z>o. Le diagramme de Loewy de Vi(gq,v) correspond donc a la version simplifiée du
diagramme de la figure 1.16 présentée au sein de la figure 4.2. Dans cette figure, on écrit
(t,y) = (ig, v0) = (—=d +2(¢ — 1)p, 2~ 1q"*+YP) pour désigner le successeur direct de (d, z) via
la condition B de la définition 1.13 et on identifie en rouge les fleches joignant les facteurs de
composition de la copie de Vﬁ”p (g, w) (pour un certain w € C tel que w™ = z¢P) réalisée
comme un sous-module de Vi(g,v) via les inclusions de la section 1.3.2. Les facteurs de la

partie générique PG% (¢, v) (voir la section 2.4) sont aussi reliés & I'aide d’une floche bleue.

(d,z) — (t,y) — (d +2p, 2¢?) — (t + 2p,yq?) — -

Fig. 4.2. Structure de Vi(gq,v) si ¢¢ = v72" et v*¥ #£ 1. Dans cette figure, (t,y) = (io, o)
et le sous-module de V& (g, v) isomorphe & Vi (q, w) (avec w € C tel que w™ = zq?) ainsi
que PG‘]iV(q, v) peuvent respectivement étre identifiés a 1’aide des fleches rouges et bleues.

On voudrait aussi connaitre la structure du module Vi (¢7%, 271) pour z € C tel que 27V = 4.
Pour ce faire, remarquons que les inclusions de la section 1.3.2 permettent de conclure que le
diagramme d’organisation des successeurs de (t,y) sous l'ordre <, (ou, de fagon équivalente,
le diagramme de Loewy du module V¥ (g, x)) correspond au diagramme obtenu de la figure
4.2 en y retirant la paire (d, z). On déduit ainsi, a I’aide du corollaire 1.14, que le diagramme
d’organisation des successeurs de (¢,y ') sous <,-1 (qui équivaut au diagramme de Loewy

de Vi (¢!, 271)) correspond au diagramme donné dans la figure 4.3.

(t,y™) — (d+2p,z71qP) — (t+2p,y T¢?) — -

Fig. 4.3. Diagramme de Loewy du module V¥ (¢~!, z71) dans les conditions considérées.

La démonstration du théoréeme suivant est faite par induction sur le nombre n4(q,v) de
facteurs de composition du module cellulaire Vd(g,v). Dans cette preuve, on se permet, a
chaque étape de 'induction, de faire varier les parametres d, q et v tant que ceux-ci satisfont

aux conditions considérées dans 1’énoncé du théoreme et dans la sous-section’.

Notons que 8 = —(g4 ¢~ ") est considéré comme fixé d’oti il n’existe que deux choix pour le paramétre g.
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Théoréme 4.2. Notons my = max{l¢ € Zso|d+2lp < N}. Alors, si ¢ = vV et v £ 1,
la structure du TLY (8)-module Cy(q, v, d) est donnée dans la figure 4.4 avec la notation des

pages précédentes et ou la paire (¢t + 2mgp, yg™) apparait seulement si t + 2mgp < N.

(d, 2) (d + 2p, zqP) (d + 2mgp, 2q™P)
(t+2p,yq”) (t +2(mq — 1)p, yg'™e=1P) (t + 2map, yg™ )

Fig. 4.4. Structure de I'espace propre Cy(q,v,d) lorsque ¢¢ = v=2N et v*V £ 1.

DEMONSTRATION. Procédons par induction sur le nombre n4(g,v) de facteurs de composi-
tion du module cellulaire V¢(q, v). Remarquons que les cas ng(q,v) = 1 et ng(g,v) = 2 sont
déja traités dans la proposition 2.13 (puisqu’alors my = 0 selon la figure 4.2) d’ou on peut
supposer ng(q,v) > 3 (de sorte que my > 1 selon cette méme figure). Soit w € C satisfai-

N = 2¢P et considérons l'espace propre Cy(q,w,d + 2p). Notons que les relations

4N

sant w
g = ¢ = v = w2V ainsi que w*V = v*V £ 1 sont respectées et que, en vertu de la fi-
gure 4.2, le module cellulaire Vit (¢, w) a ngyap(q, w) = n4(q, v) — 2 facteurs de composition
(avec mgt2p, = mgq — 1). L’hypothese d’induction permet par conséquent de conclure que la
structure de Cy(q, w, d+2p) est donnée par le diagramme de Loewy de la figure 4.5 ci-dessous
(avec la paire (t+2mgp, yg"?) présente seulement lorsque t+2mgp < N). En outre, en vertu
de la proposition 3.45 et de la discussion présentée a la fin du chapitre 3 (avec g <> ¢71), il
existe une projection TLY (5)-linéaire gq412,(q, w) : Cn(q,v,d) — Cn(q,w,d + 2p) d’ou ce

diagramme peut aussi étre associé a un quotient @) de I'espace propre Cy(q, v, d).

(d+2p, 2q7) / \ (d + 2mgp, z2q™P)
(t+2p, yg®) (t+ 2(mg — 1)p, yqg'ma=1P) (t + 2map, yq™*®)

Fig. 4.5. Structure de Cy(q,w,d + 2p) dans les conditions considérées.

N

Soit z € C tel que 7" = y et remarquons que l'analyse effectuée au début de cette sous-

(4+1)

section donne t = —d+2(¢—1)p et y = 2z~ 1¢'“TVP pour un certain ¢ € N. De ce fait, on obtient

q—t — qd72(f71)p — qd — 2N — 52 — 22N @’
dant donnent une injection TL{ (8)-linéaire g_, 4(q,v) : Cy(q,27", —t) = Cy(q,v,d). Ainsi,
selon les propositions 2.1 et 2.5, le dual C% (¢!, 274, t) ~ Cn(q¢7 1, 2,t) =~ Cyn(q,z71, 1)

est isomorphe & un sous-module M de Cy(q,v,d). Par ailleurs, (¢71)! = ¢t = (a7 )72V
AN AN

ou la proposition 3.45 et la discussion la précé-

avec (- # 1 de sorte que, puisque le module cellulaire Vi (¢~!, x7!) admet

ne(qg7t, 271 = ng(q,v) — 1 facteurs de composition (voir la figure 4.3), 'hypotheése d’induc-
tion indique que la structure de Cy (g™, 271, ¢) correspond & celle donnée dans la figure 4.6
(avec la paire (t + 2mgp, y~q™P) présente seulement lorsque t + 2mgp < N). Le corol-
laire 2.4 et la proposition 2.6 permettent alors de conclure que la structure du sous-module
M C Cy(q,v,d) avec M ~ Ci (¢ ', 271 t) correspond & celle présentée dans la figure 4.7

(avec a nouveau la paire (t + 2mgp, yg™) présente seulement lorsque ¢ + 2mgp < N).
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(t,y™) (t+2p,y7'¢")  (t+2(mg—1)p,y~tqlme=1p) (t + 2map,y~1qmaP)

(d+2p,z7"¢P) (d + 2mqap, z~1q™P)

Fig. 4.6. Structure de Cy (¢!, 27!, ) dans les conditions considérées.

(d + 2p, zqP) (d+ 2map, zg™?)

D — ~.

(t.y) (t+2p,yg")  (t+2(mg = 1)p,yga=r) (t+ 2map, yq™ ")
Fig. 4.7. Structure de M ~ C% (¢!, 27!, t) dans les conditions considérées.

De plus, en vertu du corollaire 2.12, la partie générique PG?V(q, v) correspond & un sous-
quotient de Cy(q,v,d) de sorte que, selon la figure 4.2, la fleche représentée dans la figure

4.8 doit aussi étre présente dans le diagramme de Loewy de Cx(q, v, d).
(d,2) — (t,y)
Fig. 4.8. Structure de PG%(q,v) dans les conditions considérées.

En particulier, le travail accompli jusqu’ici permet de déduire que les n4(q,v) facteurs de
composition du module cellulaire V¢(q, v) (voir la figure 4.8) doivent tous étre présents dans
le diagramme de Loewy de Cy(q,v,d). Dans ce cas, puisque dim Vi(q, v) = dim Cy(q, v, d),
ces facteurs doivent correspondre a ’ensemble des facteurs de composition de Cy (g, v, d) et
le diagramme de Loewy de cet espace propre doit correspondre a celui de la figure 4.4 avec
possiblement des fleches manquantes. Ce diagramme est reproduit dans la figure 4.9 avec
le sous-module M représenté a l'aide de fleches rouges et avec le quotient @) (isomorphe a
Cn(q,w,d+ 2p)) identifié a I'aide de fleches pointillées. La paire (¢ + 2mgp, yg™*) doit étre
retirée du diagramme si ¢t + 2mgp > N.

(d, z) (d+2p, zq”) (d + 2mgp, 2q™P)

\ / \\\\\ e \\\‘\) e \\\\)
t,y)

(t, (t+2p,yq”) (t + 2(mq — 1)p,yqm*=1P) (t + 2map, yg™ )
Fig. 4.9. Diagramme de Loewy partiel pour Cy(q, v, d) dans les conditions considérées.

Supposons qu'une fleche du diagramme de Loewy de Cy(q,v,d) ait été oubliée dans le
diagramme de la figure 4.9. Remarquons que, puisque M est un sous-module de Cy(q, v, d),
cette fleche manquante ne peut avoir pour origine un facteur de composition présent dans
la figure 4.7 (voir la fin de la section 1.3.1) et a donc pour point de départ le facteur Ly g4...
Dans cette situation, pour que cette fleche soit effectivement absente de la figure 4.9, elle doit
aboutir ailleurs que sur le facteur Ly, et doit ainsi avoir pour point d’arrivée un facteur
de composition du quotient @ ~ Cy(q,w,d + 2p) (voir la figure 4.5). Cependant, ceci
contredit le fait que le module @ est un quotient de Cy(q, v, d) et on doit donc se résoudre a
conclure que le diagramme de la figure 4.9 correspond au diagramme de Loewy (complet) de

Cn(q,v,d) (avec la paire (t 4+ 2mgp, yg"™?) présente seulement lorsque ¢t + 2mgp < N). O
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4.1.3. Second cas linéaire

2N

Supposons désormais ¢¢ = v avec v*" # 1 et étudions a nouveau la structure du module

cellulaire Vi&(q,v). Notons que, avec s = min{r € Z|r > d,r =5 det ¢ = v 2N}, on a
g% =v72N = ¢* de sorte que s+d € 2pZ puisque ¢? est une p-ieme racine primitive de I'unité
et que s =5 —d. Ainsi, la définition de s force s = —d 4 2¢p avec ¢ = min{r € Z>o |d < {p}.
De plus encore avec la notation de la figure 1.16, on a 6; = 2(¢ + 1)p = J;, et, pour a € Z>y,

z=vNetk=3(s—d)=—-d+p,
(hayva) = (=d + 0y + 2ap, 271 /%) = (s + 2(a + 1)p, 2¢"P¢P) = (jusr, Yarn) et
(iaa xa) = (_3 + 57, + 2ap7 1qap+k+6 /2> (d + 2(& + 1)p7 z q dq(a+2€+1) ) = (kaJrla ua+1)-

Le diagramme d’organisation des successeurs de (d, z) sous =, (ou, de facon équivalente, le

Loewy de V&(q,v)) prend donc la forme donnée dans la figure 4.10 avec (s,w) = (jo, yo)-

(d,z) — (s,w) — (d+ 2p, zq?) —> (s + 2p, wq?) —
Fig. 4.10. Structure de V(q,v) si ¢@ = v*V et vV # 1 avec (s,w) = (jo, ¥o)-

Théoréme 4.3. Notons myg = max{f € Zso|d+2lp < N} et supposons ¢ = v?V ainsi que
v £ 1. Alors, la structure du TL$,(3)-module Cy(q,v,d) est donnée par le diagramme

présenté dans la figure 4.11 avec (s + 2mgp, wqg™eP) apparaissant seulement si s +2mgp < N.

(s,w) \ (s + 2p, wqP) (s + 2(mg — 1)p, wq(™e=1)p) (5 + 2mgp, wq™?)
(d,z) (d+2p, 2q") \ / (d+ 2mgp, 2g™4P)

Fig. 4.11. Structure de I’espace propre Cy(q, v, d) lorsque ¢¢ = v?V et vV # 1.

DEMONSTRATION. Notons d’abord que, puisque (d, z) <, (s, w) directement via la condition
A de la définition 1.13, le corollaire 1.14 donne (d,z"') =, (s,w™!) directement via la
condition B de cette méme définition. Ainsi, le théoreme 4.2 stipule que la structure du
TL% (8)-module Cy(q,v™ 1, d) correspond a celle présentée dans la figure 4.12 ci-dessous

(avec la paire (s + 2mgp, w—'¢™) présente seulement lorsque s + 2mgp < N).

(d,z7") (d+2p,27"¢") (d+ 2mgp, 2~ q™P)
(s,w™) (s+2p,w™'g?)  (s+2(mg—1)p,w'qma=DP) (s + 2map, w™"q™)

Fig. 4.12. Structure de Cy(q,v™!,d) dans les conditions considérées.

Alors, puisque Cy(q,v71, d) ~ Ci(q,v,d) (voir la proposition 2.5), on peut utiliser le corol-
laire 2.4 et de la proposition 2.6 pour conclure que le diagramme de Loewy de Cy(q,v,d)
correspond effectivement & celui donné dans la figure 4.11 (avec la paire (s + 2mgp, w™'q™dP)

présente seulement si s + 2mgp < N). O
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4.2. Cas tressé

On finit enfin la caractérisation de la structure des espaces propres Cy(q, v,,d) en s’intéres-
sant aux cas pour lesquels la relation v; 2V # ¢¢ # v2V est vérifie. La structure obtenue
dans ces circonstances est similaire a celle présentée dans la figure 1.14 pour les Uir-modules
de Feigin-Fuchs tressés et les résultats principaux utilisés pour révéler cette structure sont
les propositions, théorémes et corollaires 2.1, 2.4, 2.5, 2.6, 2.12, 2.13, 3.43 et 3.44. On donne
aussi dans cette section I'image du morphisme i4,(q, v,) du chapitre 2 et celle des applications
TL% (8)-linéaires de la section 3.3. Notons d’ailleurs que les résultats obtenus dans les pages
suivantes sont également valides lorsque (d, z) correspond a la paire problématique (0, ¢) avec

> = —1 et N € 2N (voir la discussion précédant la proposition 1.20).

4.2.1. Démonstration du résultat

Dans le lemme suivant, on s’intéresse aux conditions pour lesquelles il y a coincidence de
paires au sein de la figure 1.16 et on utilise donc de fagon essentielle la notation introduite
dans cette figure. Cette notation sera en fait utilisée tout au long de la section d’ou on pose
en particulier z = vV, s =min{r € Z|r > d, r =, d et ¢" = v;*'} ainsi que k = 3(s — d).

Lemme 4.4. 11 y a coincidence de paires dans la figure 1.16 si et seulement si ¢¢ = vV,

DEMONSTRATION. La suffisance suit de I’analyse effectuée au début des sections 4.1.1, 4.1.2
et 4.1.3. Pour la nécessité, notons que la forme des paires apparaissant dans la figure 1.16

permet de conclure que les seules coincidences de paires possibles sont, pour a € Z>,

(Za>$a) — (ka—i-l; ua+1);
(h ) = (ja+1>ya+1)'

L. (]aaya) (iaaxa); 3. (]aaya) - (ka—&-l;ua—i-l);
2. (h a) = (kaJrlvuaJrl); 4. (h a) = (ia+1axa+1>;

Dans les cas 3 et 4, la définition des paires apparaissant dans la figure 1.16 permet d’obtenir

d.
6.

aisément s =, d de sorte qu’on obtient ¢@ = ¢* = v;*¥. De méme, dans les cas 5 et 6, on a
s =g, —d et ¢* = ¢=° = v2N d’ou seuls les cas 1 et 2 ne découlent pas directement de la forme
de la figure 1.16. Pour le cas 1, remarquons que la coincidence en question force 2s = 9; et
qs = 52 — q2k+5i/2 — q2k+s. s—2k

notons que la définition des paires impliquées donne 2d = 8, —2p et v; 2N = 22 = /277 = ¢4

Ainsi, ¢** =1 et ¢ = ¢ = ¢* = v;?Y. Enfin, pour le cas 2,

comme voulu. Ceci achéve cette démonstration. O

Supposons v 2N # ¢ # v?V et posons, avec la notation de la figure 1.16, (s,w) = (jo, ¥o),
(t,y) = (ig, o) et (hg,vp) = (h,x). Alors, le lemme 4.4 indique que le diagramme de Loewy
de Vi(q,v,) correspond au diagramme de la figure 4.13 (a) ott il n’y a aucune coincidence de
paires et ou on doit retirer les facteurs n’appartenant pas a 'ensemble A%(NN). Dans cette
figure, on utilise aussi le corollaire 1.14 pour donner la structure du module Vi (g, v;!) et on

relie les facteurs des parties génériques PG%(q,v,) et PG%(¢,v;') a 'aide de traits rouges.
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(d +2p, zq7) (h, ) (d+2p,z7"q")  (hyz™")
(s +2p,wg?)  (t+ 2p,yqP) (t+2p,y~1qP?) (s+2p,wlgP)
(d+4p,z)  (h+2p,2q) (d+4p,27")  (h+2p,27'¢?)

Fig. 4.13. (a) Diagramme de Loewy de V¥(q,v,); (b) Diagramme de Loewy de Vi(q,v;!).
Dans cette figure, il n’y a aucune coincidence de paires et on doit retirer les facteurs hors de
A*(N). On identifie aussi les quotients PG% (g, v.) et PG% (g, v; ') a I'aide de fleches rouges.

Remarquons que, dans les circonstances considérées dans cette section, la discussion de la fin
du chapitre 3 donne des applications TLY (5)-linéaires f; 4(q,vy) : Cn(q,vy,t) = Cn(q, v,, d),
favopi(q;vy)  Cn(gq, vz, d + 2p) = Cn(q,vy,1), fai(g " vy) : Cn(g vas h) = Cnlg, vy, 1)
et g_ra(q,vs) : Cy(q, vy_l, —t) — Cn(q,vs,d) pour certains vy, v,, v, € C tels que "Uy_N =1,
v; N = z2¢” et v;¥ = x. Ces morphismes, avec les structures des modules V¥ (q,v,) et

V(g v,) obtenues de la figure 4.13 via les inclusions de la section 1.3.2 et le corollaire

1.14, seront utilisés dans la preuve du théoréme principal de cette section (le théoreme 4.6).

(t,y) (t,y)

(h,x) (d+ 2p, 2q") (d+ 2p, 2q") (h,x)
(t+2p,yg”)  (s+2p,weP) (t+2p,ye?)  (s+2p,we?)
(h + 2p, xq”) (d+4p,z) (d+ 4p, 2) (h + 2p, zq?)

Fig. 4.14. (a) Diagramme de Loewy de V¥ (q,v,); (b) Diagramme de Loewy de Vi (¢!, v,).
Il n’y a aucune coincidence de paires et on doit retirer les facteurs hors de A%(N).
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Dans cette preuve, on utilisera aussi le lemme suivant qui caractérise partiellement les groupes
d’extension de mod TLR (8). Ce lemme découle de certains résultats de [7] et on traite sa
démonstration dans I'annexe E. Notons cependant des maintenant que le lemme 4.5 montre

que la figure 4.15 ne peut servir a représenter un diagramme de Loewy dans mod TL%,(5).

(dlazl) - (d2722)
Fig. 4.15. Diagramme de Loewy impossible dans mod TL} (/).

Lemme 4.5. Considérons (dy, z1), (dz, 22) € A*(N) avec ¢ # 272 et |d; — dy| > 2p. Alors,

le groupe d’extension ExtlTL;lv (,8)(LN,d1;zu LN dy:2,) st nul.

Théoréme 4.6. Lorsque v, 2V # ¢? # v?V, le TL%(8)-module Cy(q,v., d) admet la struc-
ture donnée dans la figure 4.16 au sein de laquelle les paires hors de A*(N) doivent étre
retirées et ou les facteurs de composition des sous-modules Im f; 4(¢,v,) et Im g_; 4(q,v,) de

Cn(q,v.,d) sont respectivement reliés par des traits bleus et rouges.

(5,w) (54 2p, wqP)

(d, 2) (h,z) (d+ 2p,zqP) (h+2p,zq?) (d+ 4p,z)

(t,y) (t+2p,yq?)

Fig. 4.16. Diagramme de Loewy de Cy(q, v.,d) pour v; 2V # ¢¢ # v2V et avec la notation
du début de la sous-section. Dans cette figure, les paires hors de A*(N) doivent étre Otées
et Im f; 4(q,v,) ainsi que Im g_; 4(¢, v,) sont respectivement identifiés en bleu et en rouge.

DEMONSTRATION. Procédons par induction sur le nombre ny4(g, v,) de facteurs de compo-
sition de V&(q,v.) et supposons en premier lieu n4(g,v.) < 3. Dans ce cas, la partie (a) de
la figure 4.13 donne min(h,d + 2p) > N d’ou la proposition 2.13 montre que le diagramme
obtenu a partir de la figure 4.16 en retirant les paires n’appartenant pas a A%(N) correspond
effectivement au diagramme de Loewy de Cy(q, v,,d). De plus, les inégalités d+2p > N ainsi
que h > N impliquent que les morphismes fyi9,:(¢,vy) : Cn(q, v, d + 2p) — Cn(q, vy, t)
et fui(gt,vy) : Cn(g  ve, h) = Cn(g vy, t) doivent étre nuls. Alors, selon les proposi-
tions 3.43 et 3.44, les applications TLY (5)-linéaires f; 4(¢,v.) : Cn(q, vy, t) = Cn(q,vs, d) et
9—.a(q,v2) : (CN(q,vy_l, —t) — Cy(q,v.,d) sont injectives®. En outre, lorsque ¢t > N, on a
Cn(g, vy, t) >0 ~ CN(q,vy_l, —t) et, lorsque t < N, selon les propositions 2.1 et 2.13,

CN(‘L Uy, t) = LN,t;y = CN(q_la Vy, t) = (CN(q7 UZ’Tl? _t)
de sorte que, tel qu’annoncé dans la figure 4.16,

LN,t;y sit S N,

0 sinon.

Im f; 4(q,v.) = Img—t,d(%%) = {

2Dans cette preuve, on utilisera plusieurs fois la bijectivité du retournement nn (g™, vy) de la section 2.2.
On utilise notamment ce fait pour conclure 'injectivité de g_¢ 4(g,v.) & partir de la proposition 3.44.
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Supposons désormais ng(q,v,) > 4. Alors, 'hypotheése d’induction et la figure 4.14 montrent
que les structures des espaces propres Cy(gq,v,,t) et CN(q, L —t) ~ Cn(qg vy, t) avec
les images Im fy.9,4(q,v,) € Cy(q,v,,t) et Im [UN( ,Uy) © fh,t( l,vy)] C Cn(gq,v, "', —t)
correspondent a celles données dans les figures 4.17 et 4.18 ou on doit retirer les facteurs
hors de A*(N). Or, selon les propositions 3.43 et 3.44,

Im ft,d((va) ~ CN(Qavyvt)/Ker ft,d(q7 vz) = (CN((Lvyat)/Im fd+2p,t(Q7vy)

et, de la méme facon, Img_, ,(¢,v.) ~ Cn(q,v, ", —t)/Im [nN( vy) © frilq™ vy)] Les
structures de ces sous-modules de Cy(q,v,,d) sont ainsi entlerement déterminées par les
diagrammes de Loewy donnés dans les figures 4.19 et 4.20.

(h,x) (h+2p,2q")
o S
(t,y) (s + 2p, wg”) (¢t + 2p,yq¥)

(d+ 2p, 2q?) (d + 4p, 2)

Fig. 4.17. Diagramme de Loewy de Cy(q, vy, t) avec Im fy19,:(q,v,) C Cn(q, vy, t) identifié
en rouge et ot on doit retirer les paires hors de A*(N).

(d+ 2p, z¢P) (d+4p,2)
(t,y) (s + 2p,wq?) (t + 2p, yq®)
(h, ) (h + 2p, xqP)

Fig. 4.18. Structure de Cy(q, vy_l, —t) avec Im {nN(q_l, vy) o frelq™
identifié en bleu et ot on doit retirer les paires hors de A*(N).

Uy)} c CN(Qa Uy 7_t)

(h,z) (h 4+ 2p, xq?)

(t,y) (t + 2p, yq)

Fig. 4.19. Diagramme de Loewy (complet) pour I'image Im f; 4(¢,v,) € Cy(q,v,,d) dans
lequel on retire les paires n’appartenant pas a I'ensemble A*(N).

(d+2p, zq?) (d+4p, =2)

(t,y) (t + 2p, yq”)

Fig. 4.20. Diagramme de Loewy (complet) pour I'image Im g_¢ 4(¢,v.) € Cn(q,v., d) dans
lequel on retire les paires n’appartenant pas a I'ensemble A*(N).
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Les structures obtenues pour les images Im f; 4(¢,v,) et Img_; 4(q, v.) de Cn(q, v, d) corres-
pondent a celles données dans la figure 4.16. Par ailleurs, le corollaire 2.12 montre que la

fleche de la figure 4.21 ci-dessous doit apparaitre dans le diagramme de Loewy de Cy(q, v,, d).

(d,2) — (t,y)

Fig. 4.21. Structure de la partie générique PG%(q,v,) dans les conditions considérées.

En répétant tout le travail effectué dans cette démonstration pour I’étude du module dual
Cx(q,v.,d) =~ Cy(q,v; !, d) (voir la proposition 2.5), on peut aisément démontrer a I’aide de
la figure 4.13 que Cy(q, v !, d) doit admettre des sous-modules ayant comme diagrammes de
Loewy les diagrammes donnés dans les figures 4.22 et 4.23. Remarquons également que le
corollaire 2.12 permet de conclure que le diagramme de Loewy de ce module dual C} (g, v, d)

doit contenir la fleche donnée dans la figure 4.24.

(h,2™1) (h+2p,z7"q")

(s,w™t) (s+2p,w™iqP)

Fig. 4.22. Diagramme de Loewy (complet) d’un premier sous-module du module dual
Cx(q,v,d) =~ Cy(q,v; ', d) dans lequel on doit retirer les paires hors de A%(N).

(d+2p,z""q) (d+4p, 21)
(s,w™") (s + 2p,w™1gP) \’

Fig. 4.23. Diagramme de Loewy (complet) d'un second sous-module du module dual
Cx(q,v.,d) = Cyn(q,v; 1, d) dans lequel on doit retirer les paires hors de A%(N).

(daz_l) — (57w_1)
Fig. 4.24. Structure de la partie générique PG?\,(q, v, ') dans les conditions considérées.

Par conséquent, selon le corollaire 2.4 et la proposition 2.6, le module Cx(q,v.,d) doit ad-
mettre des quotients possédant la structure donnée dans les figures 4.25 et 4.26 en plus
de contenir, dans son diagramme de Loewy, la fleche représentée dans la figure 4.27. En
particulier, le travail effectué jusqu’ici permet de conclure que les n4(q, v,) facteurs de com-
position du module cellulaire Vi(q,v,) sont aussi présents dans le diagramme de Loewy de
Cn(q,v.,d). Ainsi, puisque dim Cy(q,v.,d) = dim V(q, v.), tous les facteurs de composi-
tion de 'espace propre Cy(q,v,,d) ont déja été trouvés et il s’ensuit que le diagramme de
la figure 4.16 doit correspondre au diagramme de Loewy de cet espace propre avec possible-
ment des fleches manquantes (et ot on doit retirer les paires n’appartenant pas a A*(N)).

Ce diagramme de Loewy possiblement incomplet est reproduit dans la figure 4.28.
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(s,w) (5 +2p,wgP)

(h, ) (h + 2p, zq")

Fig. 4.25. Diagramme de Loewy (complet) d’'un premier quotient de Cy(q,v,,d). Dans
cette figure, on doit retirer les paires n’appartenant pas a A*(NV).

(s,w) (5 +2p,wqP)

. — ~ /

(d+2p, z¢?) (d+4p, z)

Fig. 4.26. Diagramme de Loewy (complet) d'un second quotient de Cy(q, v,,d). Dans cette
figure, on doit retirer les paires n’appartenant pas a A*(N).

(s,w) — (d, z)

Fig. 4.27. Une fleche du diagramme de Loewy de Cy(q,v.,d).

(s,w) (s + 2p, wgP) e
z)

(h,z) (d+ 2p,zq”) (h+2p,zq?) (d+4p,z)

(t,y) (t+2p,yq)

Fig. 4.28. Diagramme de Loewy de l’espace propre Cy(q,v,,d) avec possiblement des
fleches manquantes et ot on doit retirer les paires hors de A%(N). Les traits rouges et bleus
servent respectivement a identifier un sous-module et un quotient de cet espace propre.

La figure 4.28 montre que PG%(q,v,) est isomorphe & I'image du morphisme i%(q,v,) de
la section 2.4. En effet, dans le cas contraire, selon le corollaire 2.12 et la figure 4.13, le
diagramme de Loewy de Cy(q,v., d) devrait contenir une fleche allant de (d, 2) a (s, w) d’ou
on contredirait ’existence de la fleche allant dans le sens opposé au sein de la figure 4.28. En
particulier, ce résultat sur Imi4,(q, v) et les remarques précédentes démontrent que les fleches
rouges de la figure 4.28 correspondent au diagramme de Loewy (complet) d’un sous-module
de Cn(q,v.,d). De méme, en considérant plutot le dual Cy(q,v !, d) ~ Ci(q,v.,d) et le
diagramme obtenu de la figure 4.28 via la dualité * (voir le corollaire 2.4 et la proposition 2.6),
on conclut aisément que les traits bleus de cette figure doivent correspondre au diagramme
de Loewy (complet) d'un quotient de Cy(q,v,,d). On connait donc déja toutes les fleches
du diagramme de Loewy de Cy(q,v,,d) ayant pour origine (ou point d’arrivée) un facteur

touché par un trait rouge (ou bleu, respectivement) dans la figure 4.28.

Supposons qu’une fleche du diagramme de Loewy de I'espace Cy(q, v, d) ait été oubliée dans
la figure 4.28. Alors, cette fleche ne peut avoir pour origine (ou point d’arrivée) un facteur

touché par un trait rouge (ou bleu, respectivement) dans cette figure. Ainsi, la fleche en
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question doit partir d'un facteur de la forme (s + 2mp, wq™?) et aboutir en (¢ + 2np, yq"?)
pour certains m,n € Zsq. Remarquons aussi qu’on doit avoir |m —n| > 2 afin que le chemin

décrit par cette fleche ne soit pas déja présent dans la figure 4.28. Ainsi, si m > n, on a
s+2mp—(t+2np)=s—t+2(m—n)p>s—t+4p>2p
carm—mn=|m—n|>2et s+ 2p>d+2p>t. Dela méme maniére, si n > m, on obtient
s+2mp—(t+2np)=s—t+2(m—n)p<s—t—4p < —2p

carn—m = |m—n|>2et t+2p > d+2p > s. Par conséquent, on doit nécessairement avoir
|s + 2mp — (t + 2np)| > 2p d’ou l'existence d'une fléche manquante comme celle introduite
ci-haut contredit® le lemme 4.5. Il s’ensuit que le diagramme de la figure 4.28 équivaut au

diagramme de Loewy (complet) de 'espace propre Cy(q,v.,d). O

4.2.2. Corollaires directs

On donne désormais deux conséquences des théoremes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.6. La premiere stipule
que les diagrammes de Loewy des modules Vi&(q,v.) et Cn(q,v., d) sont toujours identiques
a un retournement de certaines fleches pres. Cette procédure est illustrée dans la figure 4.29

ci-dessous dans les cas pour lesquels la relation v2V #£ ¢¢ # v 72V est vérifiée.

(d, 2) (d, 2)
\ \
(s,w) (t,) (s, w) (t,y)
(d+ 2p, zq”) (h,z) (d+ 2p, zq”) (h, )
>< ANNNN ><
(s +2p,wq?)  (t+2p,yq®) (s +2p,wq?)  (t+2p,yq)
< >
(d+4p, z) (h + 2p, zq?) (d+4p, 2) (h + 2p, zqP)
< <
Vi (q,v) WCN(q,v,d)

Fig. 4.29. Comparaison entre les diagrammes de Loewy du module Vi(q,v.) et de 'espace
Cn(q,v.,d) lorsque v # ¢? # v72Y. Dans cette figure, on utilise la notation de la section
4.2.1 et il est nécessaire de retirer des diagrammes les paires hors de 1’ensemble A%(NV). Les
fleches changeant d’orientation d’un diagramme a ’autre sont identifiées en rouge.

3En effet, lorsque le diagramme de Loewy d’un module M contient une fleche partant d’un facteur de

composition L; et aboutissant en un facteur Lo, il doit exister un sous-quotient indécomposable ) de M
pour lequel le diagramme de Loewy correspond exclusivement a cette fleche (voir la section 1.3.1.
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Corollaire 4.7. Soient ¢,v, € C non nuls et N,d € Z>, avec d < N ainsi que d =5 N.

Alors, les TL%(8)-modules Cy(q,v.,d) et Vi(q,v,) ont les mémes facteurs de composition.

DEMONSTRATION. Cela découle directement des figures 4.1, 4.2, 4.4, 4.10, 4.11 4.13 et 4.16
ainsi que du théoreme 4.1. En effet, les seuls cas n’ayant pas été étudié dans ce chapitre
surviennent lorsque ¢ n’est pas une racine de 'unité ou lorsque la paire (d, v; ") n’admet pas
de successeur sous <, (voir la proposition 1.15). Dans ces situations, le diagramme de Loewy
des modules VZ(q,v.) et Cn(q,v.,d) contiennent au plus deux facteurs de composition et
sont décrits implicitement dans la discussion suivant la proposition 2.13. On vérifie aisément

que les résultats obtenus dans cette discussion concordent avec I’énoncé du corollaire. 0

Le dernier résultat de ce chapitre concerne I'image du morphisme d’entrelacement i%(q, v.)
de la section 2.4. Sa démonstration repose sur la méme astuce que celle qui a été utilisée a

la fin de la preuve du théoreme 4.6.

Corollaire 4.8. Soient ¢,v, € Cnonnulset N,d € Z>y avec d < N ainsi que d =9 N. Alors,

comme TL (3)-modules, I'image Im i% (¢, v.) est isomorphe & la partie générique PG% (g, v.).

DEMONSTRATION. Supposons le contraire et désignons par (s,w) le successeur direct de
la paire (d, z) sous <, via la condition A de la définition 1.13. Notons aussi que, lorsque
(s,w) ¢ A%(N), la définition de PG%(q,v.), le corollaire 2.12 et la figure 1.16 donnent
Imi¢ (q,v,) ~ PG%(q,v.) ~ Cy(q,v.,d) d’ot on contredit notre hypothése. Ainsi, on doit
avoir (s,w) € A%N) et, puisque Imi%(q,v,) % PG%(g,v.), on peut utiliser les mémes
résultats que précédemment pour conclure que le diagramme de Loewy de Cy(q,v,, d) doit
contenir une fleche allant de la paire (d, z) a la paire (s, w). Or, ce dernier résultat contredit
la proposition 2.13 et les théoremes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.6 (dépendamment des parametres

considérés) de sorte que on doit avoir Imi% (g, v.) ~ PG%(q,v.) comme voulu. O
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié en détail les représentations des algebres de Temperley-Lieb
affines TLY (8) sur les espaces propres Cy(q,v,d) des chaines de spins XXZ périodiques.
On a notamment démontré (voir les théoremes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.6 avec la proposition 2.13)
que ces TL} (8)-modules possedent toujours une structure similaire a celle des Uit-modules
de Feigin-Fuchs (voir la figure 1.14) et que les différentes possibilités pour la structure d'un
tel Yir-module (c-a-d. les cas semisimples, linéaires et tressés) sont toutes réalisées par un
espace propre donné. Ce résultat s’inscrit donc dans I’étude des analogies entre les algebres
TLY(8) et Wir dont il a été question dans l'introduction du mémoire. Pour le démontrer, il
a fallu obtenir une nouvelle réalisation pour les couvertures projectives de mod LU,sly (voir
le corollaire 3.27) et caractériser 'image du morphisme d’entrelacement i4,(q, v) reliant les
espaces propres Cy(q,v,d) aux modules cellulaires Vi¢(q,v). Il a également été nécessaire
d’utiliser une représentation naturelle de LUysl, sur les chaines XXZ afin d’introduire et
de caractériser une nouvelle famille d’applications TL} (/)-linéaires entre espaces propres

Cn(q,v,d) (voir le théoreme 3.41 avec les propositions 3.43, 3.44 et 3.45). Ces applications
(n)

sont définies & I'aide d’isomorphismes LUsly-linéaires ¥q-1(vy,v.) et d’opérateurs (S*)," -

reliés a la représentation de LU sly considérée sur les chaines XXZ.

Les résultats de ce mémoire ont permis de prouver les corollaires 4.7, 4.8 et E.5. Ces résul-
tats pourraient aussi servir a caractériser entierement les morphismes TLY, (3)-linéaires entre
espaces propres Cy(q,v,d). En effet, 'image Im f d’un morphisme de TL} (3)-modules
f:Cn(q,v,d) = Cn(q,w,t) doit étre a la fois isomorphe & un sous-module de Cy(q,w,t) et
a un quotient de Cy(q,v,d) (selon le premier théoreme d’isomorphisme). L’existence d'un
tel morphisme implique ainsi une certaine compatibilité entre les diagrammes de Loewy de
Cn(q,v,d) et Cy(q,w,t) d’ou les théorémes 4.1, 4.2, 4.3 et 4.6 avec la proposition 2.13 pour-
raient servir a montrer que Homrre (5)(Cn(q,v,d), Cn(q, w,t)) = 0 dans un grand nombre

de cas. La question ci-dessous semble alors tout a fait naturelle.

Question. Les morphismes TL} (f)-linéaires non nuls entre espaces propres Cy(q,v,d)
peuvent-ils tous étre obtenus de maniere analogue a ceux de la section 3.3.2 a partir de

la représentation de LU,sly sur les chaines XXZ?



Une réponse positive a cette question correspondraient a un résultat mathématiquement
tres important puisqu’une telle découverte pourrait servir a étendre la dualité de Schur-
Weyl quantique (entre le groupe quantique Uysl, et I'algebre de Temperley-Lieb réguliere
TLy(5), voir [25] et [42]) a LU,sly et TLY () sur certaines chaines XXZ.
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Annexe A

Le cas ¢° =1

Dans cette annexe, pour n € Zsg, on désigne par L(n) l'unique représentation irréductible
de dimension n de 'algebre universelle enveloppante Usly (cf. [27]). Ce module admet une

C-base {vg, ..., v,_1} pour laquelle la Usly-action de 1'ensemble générateur {e, f,h} est
ev; =i(n—i+ 1)v;_q, fui=wvi1, et hu; = (n—20)y;

avec v_1 = v; = 0. Fixons ¢ = +1. Ecrivons aussi A : Usly, — Usly, @ Usly afin de désigner

le morphisme d’algebres défini sur {e, f, h} via (voir la remarque A.4)
Ale) =e®id+qid ® e, A(f)=fid+qid® f et A(h)=h®id+id h.

Notons respectivement v, et v_ les vecteurs vy et v; de la base de L(1) donnée ci-haut et
dénotons par vy,. ., le vecteur vy, ®...®v,, (avec z1,...,xx € {£1}) de la base de (L(1))®V
induite de {v,,v_}. Sur le Usly-module (L(1))®N (voir la section 3.1.2), le morphisme A
induit 'action donnée par

i1, -1,
€Vzi.any = Z QZ‘:1 lvxl...xj,1(+)xj+1...x1\m fvzcl...a:N = Z QZlil val...xjfl(—)ijrl...xN

1<j<N 1<Gj<N
Tj=— CEjzl

et hug, oy = (Zj-v:l :cz) Vgy..on- Fixons v € C* et considérons 7,(v) : (L(1))®N — Cn(gq,v)

I'isomorphisme C-linéaire défini via 7,(v)my,  on = Tay..on (¢, V) |T1...2N), O1
Tora (@, 0) = 02 25m 0y TONVFDGENDqvee (47 = {k € {1,..., N} |z, = ~1}.

On montre alors (voir la proposition 3.38) que l'action de Usly induite de 7 sur Cy(q, v) est

elry..an), = Sf, |v1..an),, [lri..an), = Sy, |T1..08), et h|z..xn), = 257 |z1...08), Ol

1 . j—1

Svi’q |'T1---'TN>1, = Ui(N+1)q$§(di1) Z U¥2jqzizl Te |$1...Z‘j,1(:l:>l’j+1...$]v>v
1<j<N
sziFl

avec d = Y0, 4. Sous cette action, 7,(v) devient un isomorphisme de Usly-modules.



Soient v,w € C non nuls et J,(w,v) : Cy(¢,w) — Cn(q,v) 'isomorphisme Usly-linéaire
défini via la composition Jq(w,v) = 74(v) o 7, (w). Alors, comme lors de la section 3.3.2, on
obtient aisément ¥,(w,v) |r1...2N),, = Vuy..ay (W, V) |21...2N), OU
ON\22 1\ TN+
ﬁxl...xN (UJ,U) = <w> ’ <w>
avec {i;}i_; ={k € {l,.., N} |z = —1}.

2N — g% et que vNg = w”. Alors, I'application C-linéaire

fd$2,d(Q7 U) : CN(Q7 w, d + 2) — (CN(Q7 v, d) donnée par

Théoreme A.1. Supposons que v

[faz2.4(q,v)] |21..2N), = [S,fq o ﬁq(w,v)} |T1...2N),,
= [Vay .o (0, 0)] S5, 21 n),
est un morphisme de TL} (f)-modules.

DEMONSTRATION. Soient x1,..xy € {1} et {i;};_, = {k € {1,..., N} |z, = —1}. Posons
Dy uw = r.yn (W, v) pour chaque yy, ..., yy € {£1} et remarquons que, puisque ¢* = 1,
[(fare,d(g,v)ler|x1..xn),, = Ozy,—as (wileﬂx2£1x3...$]v81:)t7q |Toz 23, 2N ), — qﬂxl...stiq |1..xN),)
. j—1
= (53617_3;21}:‘:(N+1)q:':%(d:‘:1) |\w2x119x2x1x3me Z 5%;11):':2](]2@:1 o |Qj‘2f£1:173...£17j_1(:t)l‘j+1...17N>v
3<G<N
+ (’U.)72$1191211m3...m1\7 (Uq:2§:62,$1 + U:F4qw2511,¥1) - qﬁmy»»l’N (vq:25I17$1 + ,U:F4q$1(‘)’x27$1)) |(i)(i)x3$N>U

. j—1
— qﬂxl...xzv Z 5wj71lvq:2jqzizl T |I1...Ij_1(:t)l‘j+1...IN>v))

3<j<N

1 1
= G0y, -0y 0" NV, [v”(q = (0 00, 51 — Gay 51) |(E) (E)as.20),,

. j—1
+ Z §$J7$1U:F2jq2g: Ty (U72:1:1 |:p2x1x3...xj_1(:I:)xj+1...xN>v —q |{E1...$j_1(:|:)£17j+1...l']v>v )]
3<j<N

+(N+1) . FL(dF1 25 Sy
= T+ F2(dF )1911“.:13N Z 0o, 107 ]qu:l ‘er|zr.xj_1(£)Tjp1.aN),
3<j<N

2 +(N+1), F1(dF1 25 SV ay,
P ) (N+1) F3 (dF1) Z g, 7107 Jquzlm |21 2 1 (£)T g1 TN),
1<N

= 61(1911...@51,%(1 |z1...2N),) = e1[far2,d(q, V)] |z1...oN),,

ou les égalités 1 et 2 suivent de Vypuyzy. an = (%)23:1 Vs, wy (voir le théoréme 3.41) et de
e1(0ay 110F2 |(2) 2202 ), + Org 2107 4G7 |21 (L) 5. 78, )
= da 10,1 (P22 | (F)(B)sn), — ¢ [(E)(F)asan),)
+ 0T (0 (&) (Fag.an), — | (F) (E)ra.an),)

= Sar10n 21 (0741 = 0T (D)), +072(g7 = 0) () (Fasan), ) =0.
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N
Remarquons aussi que, en vertu des relations ¢¢ = vV, ¢ = (%) et > =1,0na

[fd:FZ,d(Q7U)]Q |$1...$N>w = wd¥27‘9w2...a:1vzlsvi’q |$2~--$N~r1>v

N-1 . j—1
= wd$2’l9m2“.w1\ra:1 (6w1,:F1U¥2NqZ£_1 e |x2xN(i)>'u + Z ’U¥2]q26:1 e ‘/I:Q""/I:j(i)x.j+2"'x]vx1>v

1<j<N-1
ZTj+1=F

. ji—2
= wd$2191:24..w1vw1 <6w17:!:1q_dqd¥1 |$21‘N(I|:)>v + UiQ Z U$2]qzz=l pe $2"'$j—1(i)xj+1"'xNx1>v>

25N
r;=F1
1 v —le ) -1
= (—) qu:‘:27‘9$1---mN (5951,11 |3§2...£BN(:E)>U + o2 Z U:F2Jqu:1 zy |1'2~~$j—l(i)xj+1~~~$Nx1>v)
v 2<G<N
I]‘::Fl

v 7NCD1 . j—1 P
= (7) q’l}dﬁajlmzN (5:”1’;1152 |.’172....’17N(i)>v + Z 1}$2jq22:1 e xQ....’I}j1(i)$j+1...$]\/’$1>v>

w
2<j<N
r;=F1
N] %1 j—1
v 2 =l +
= [q (E) :| ﬁml...wN E 1}$ Jquzl ‘Q \xl...xj_l(i)xj+1...xN>v = 19$1~<-ZNQSU,I] ‘.’L‘l....’EN>,U
1<j<N
r;=F1

= Q[fd:FQ,d(q) 'U)] ‘xl"'xN>w

ou l'égalité 1 suit de la relation ¥4, 442, = (3

d¥2—N{B1
2

sy xn (voir la démonstration du
théoreme 3.41). Il s’ensuit ainsi que l'application fy24(q,v) commute avec e; et €. On peut
alors montrer qu’elle est TLS,(3)-linéaire en montrant qu’elle commute avec 27! de la méme

fagon que dans la preuve du théoreme 3.41. Ceci acheve cette démonstration. 0

Les applications fyz2.4(¢, v) du théoreme A.1 s’écrivent comme la composition d'un isomor-
phisme Usly-linéaire avec un opérateur représentant un élément de Usly sur Cy(g,v). On
aimerait effectuer une analyse similaire a celle effectuée dans la section 3.3.2 afin de déter-
miner le noyau et 'image de ces applications. Pour ce faire, remarquons que la définition

des Usly-modules irréductibles L(n) permet aisément de montrer le résultat ci-dessous.

Lemme A.2. Soient m,n € Zsq et A une valeur propre de h sur L(n). Alors, e”f™ (ou
f™e™) induit un automorphisme C-linéaire de I’espace propre L(n)|,_, lorsque [A—2m| < |)|

(ou |[A 4 2m| < |A|, respectivement).

Puisque les objets de mod Usly sont semisimples (voir le corollaire 1.70 de [27]), on peut ob-
tenir un résultat analogue au lemme A.2 pour le Usly,-module (L(1))®N. Ainsi, étant donné
que Pisomorphisme Usly-linéaire 7,(v) : (L(¢))*"" — Cn(q,v) fait correspondre 1'élément h
avec I'opérateur 25%, on peut aisément obtenir le lemme suivant a 'aide d’'une démonstration
similaire & celle utilisée pour la proposition 3.45 (sans méme utiliser de retournement de spin
nn(g,v,d)). Dans ce lemme, on note fyzoma(q,v) : Cn(q, W, d F2m) — Cn(q, v, d) Pappli-
cation firom.a(q,v) = faz2.4(q, o) © ... © faromaram-1)(q, Wm—1) ot m € N et ol on choisit

un nombre complexe non nul w, pour chaque ¢ € {0, ...,m} avec wy = v. On utilise aussi le
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fait que, par définition des isomorphismes Usly-linéaires ¥, (w;, w;—1) (pour 1 <i <m), on a

fazoma(q,v) = ngg” o Yy(wy,wp) 0 ... 0 Vy(Wpyy Wip—1) = Sﬂf;” 0 Yy (W, Wo).

Proposition A.3. Soient m € N et v, w,, € C non nuls. Alors, les applications C-linéaires

Jadatom (¢ wWm) © faroma(q,v) et faroma(q,v) © faarom(q, wm) sont respectivement bijectives
lorsque |d| < |d+2m| et |d+2m| < |d|. En particulier, 'application C-linéaire fgiom.4(q,v)

est injective (ou surjective) lorsque |d £+ 2m| > |d| (ou |d £ 2m| < |d|, respectivement).

Dans le chapitre 4, on écrira g4 a42m(q, Wm) = fa,d+2m(q, wy,) afin d’obtenir une notation plus

cohérente avec celle utilisée dans le chapitre 3.

Remarque A.4. L’application A : Usly — Usly ® Usly utilisée dans cette annexe ne cor-
respond pas au coproduit usuellement considéré pour l'algebre universelle enveloppante Usl,
quand ¢ = —1. On montre ci-dessous qu’il s’agit effectivement d’un morphisme d’algebres?
en vérifiant que A (qui est défini multiplicativement et linéairement) préserve les relations
de l'algebre de Lie sly. Puisque ¢*> = 1, on a
A(le, f]) = Ale)A(f) — A(f)Ale)
= (e®id+qid®e)(f@id+qid® f) — (f ®id + ¢id ® f)(e ®id + qid ® €)
=efRid+¢eR f+qfRe+idRef — fe®Rid—qe®@ f —qf ®e —id® fe
=le, fl®id+id® e, f]=h®id+id ® h = A(h).
Par ailleurs,
A([h,e]) = A(h)A(e) — A(e)A(h)
=(h®id+id®h)(e®id+qid®e) — (e®id+qid®e)(h®id +id ® h)
=he®id+e®h+qgh®e+qid®@he —eh®id—qgh®e—e®h —qid ® eh
=[h,e] ®id+ qid ® [h,e] =2(e ® id + ¢id ® e) = 2A(e)
et, de la méme facon, A([h, f]) = —2A(f). Remarquons que, contrairement au coproduit
introduit dans la section 3.1.2, A n’est pas un morphisme coassociatif puisque
(A®id)oAle) =Ale) ®id+¢A(ld)®@e=e®id®id+qid®e®id+¢Rid®id® e
#e® A(id) + qid @ A(e) = (id ®@ A) o A(e)
si ¢ # 1. 1l est donc nécessaire de spécifier que la structure de Usl,-module considérée dans
cette annexe pour (L(1))®V est obtenue a partir du morphisme Ay défini récursivement
pour n € N par Ay = A et A, = (id,_2 ® As) 0 A,,_; avec id,_o Papplication identité

de Uslg?(n_% (une autre structure, possiblement non équivalente, pourrait étre obtenue du

morphisme A/, donné inductivement par les relations A, = A et Al = (A, ®id, )0 Al ;).

Ml s’agit de la seule propriété utilisée dans la définition de la Usly-action considérée sur (L(1))®°N.

142



Annexe B

Algebres de Hopf.

Cette annexe sert principalement & démontrer la proposition 3.9. La preuve présentée est
inspirée de celle pouvant étre trouvée dans [8] et utilise de fagon essentielle la notation de
Sweedler. Elle utilise aussi certaines notions et identités relatives aux algebres de Hopf qui
n’ont pas été introduites dans le corps du mémoire. Ces concepts sont introduits sommaire-
ment ci-dessous, mais on réfere a [8] et [10] pour plus de détails. Pour toute cette annexe, on
fixe une algebre de Hopf H sur un anneau R. On note aussi respectivement A : H - H®RrH,
V:H®RgH - H,e:H— R, n:R— HetS:H — H son coproduit, sa multiplication,

sa counité, son unité et son antipode. Rappellons les identités (cf. [10])
Vo(S®gidy)oA=noe=vVo(idg ®rS)oA et (idyg®re)oA=1 (B.1)
avec t : H - H ®p R l'isomorphisme canonique. La notation de Sweedler consiste a écrire
A(h) =) h1 ®g hs (pour h € H)
(h)
ou (h) est un ensemble indi¢ant qui dépend du choix de h. Par coassociativité du coproduit,

si une expression utilisant cette notation contient des composantes hi, ho et hs, on peut

respectivement interpréter ces composantes comme

hiy, hi, et hy d’ott A(h)y= Y (b, ®rh1,) ®rho =Y hi @r hy @p hs
(h),(h1) (h)
ou, de fagon équivalente, comme

hi, ha, et ha, d’ou A(h) = Z hi ®g (ha, ®r ha,) = Z hy @r ha ®@g hs.
(h),(h2) (R)
Soient M, L des H-module a gauche. Alors, on peut utiliser la notation ci-haut et 'antipode

S pour définir implicitement une H-action a gauche sur I'espace vectoriel Homg (M, L) via

(hf)(m) =Y hif(S(ha)m) (pour h € H, f € Homg(M, L) et m € M).
(h)



On note Hom®%(M, L) le H-module résultant et Hom7j (M, —) I'endofoncteur contravariant
de mod H envoyant un H-module L sur Hom3 (M, L). Ce foncteur envoit un morphisme de
H-modules f : L; — Lo vers la composition a gauche par f. Cette post-composition est

bien H-linéaire puisque
[Hom$(M, £)(hg))(m) = [f o (hg)] (z hg(S ) = 3 [ 0 9)(S(ha)m)
(h)
= [h(f 0 g)](m) = [h( Hom3 (M, £)(g))](m)
pour chaque h € H, g € Hom3(M, Ly) et m € M.

Proposition B.1. Soient M, N des H-modules. Alors, il existe un isomorphisme fonctoriel
Hompy (M ®@° N, —) = Homp (M, Hom3(N, —))
avec M ®°N le H-module défini sur le R-module M ®g N via le coproduit A: H - H®Qr H.

DEMONSTRATION. Soit L un H-module. Définissons
o1, - Homy (M ®@° N, L) — Homy (M, Hom%(N, L))

via la relation implicite ([gpL(f)](m)) (n) = f(m®gn) pour f € Homy(M ®°N,L), m € M
et n € N. Fixons une application H-linéaire f : M ®° N — L. On veut montrer que ¢ (f)

est également H-linéaire. Fixons donc aussi h € H et remarquons que
h@ridy = (idg ®p1)(h ®r 1) = ((idg ®r ) 0 t)(h) = ((idy @rn) o (idy @r €) 0 A)(h)
= (lidy @r (noe) o A)(h) = ([idH @p (Vo (idy ®r §) 0 A)] o A)(h)

= Zhl ®R VO(IdH ®RS Zhl ®R (Z th h22 )

(h) (h2)

Z hi ®p hgls(hgz) = Z hi, ®r h12S(h2)
(h),(h2) (h),(h1)

ol on a notamment utilisé la coassociativité de A, I'équation (B.1) et la relation n(1g) = idg
provenant de la définition de 'unité n : R — H. Alors, a partir de ’action naturelle de
H®pg H sur M @° N (voir la section 3.1.2) et de celle (que I'on notera o) de H sur ce méme
module via A, on obtient, pour m € M et n € N,

hm @rn = (h®ridg)(m Qg n) = [ > hi, @g h1,S(he)| (m®pn)
(h

);(h1)

Z hllm ®R h125(h2)n = Z (Z hll ®R h12> (m ®R S(hg)n)

(h)(h1) (h) \(h)

=Y A(h)(m @g S(ha)n) = hy o (m @p S(he)n)
(h) (h)
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Ainsi, puisque f est H-linéaire par rapport a ’action e et a celle sur L, on a
(ler(N)(hm)) (n) = f(hm @pn) =3 hy f(m @g S(ha)n) = (h[lpr(H)I(m)])(n)
(h)

de sorte que ¢, (f) est aussi H-linéaire. Considérons désormais 1’application
¢y, - Homy (M, Hom3,(N, L)) — Hompy (M ®° N, L)

définie par [¢1(g)](m®gn) = [g(m)](n) pour g € Homp (M, Hom3(N, L)), m € Metn € N.

Remarquons que

(1 0 o) (N)(m @k 1) = (lpr(H)](m))(n) = f(m @rn) et
([(pr 0 ) (@)(m)) (n) = [r(9)](m @ 1) = [g(m)](n)
pour chaque f € Homy (M @° N, L), g € Homy (M, Hom%(N, L)), m € M et n € N. Ainsi,

Yy, est I'inverse de ¢ d’ou ¢, est un isomorphisme H-linéaire. Il suffit donc, pour achever

cette démonstration, de démontrer la commutativité du diagramme
Homp (M ®° N, L) — Homy (M, Hom$(N, L))
HOIHH(M(X)CN,M)J( J{HomH(M7 Homls_-t(N,,u.))
Homp (M ©° N, Ly) —;— Hompy (M, Homp(N, L))

ou Ly, Ly sont des H-modules et ou p : Ly — Lo est une application H-linéaire. Considérons
donc f € Homyg(M ®° N, L), m € M et n € N. Alors, on obtient

Y = ([Hom g (M, Hom$(N, p)) 0 o1, ](f)) (m) = [ Homp (M, Hom§(N, 1)) (o1, (f) )| (m)
= [Hom3(N, ) o (1, (£))|(m) = Hom3(N, ) ([, (£)](m)) = o (L, ()] (m))
de sorte que
() = [ (le (M) ()] = (o Fm @rn) = ([pr, (o Hl(m))(n)
= ([(pr, o Hompu(M &° N, ) (f)|(m)) (n)
et Homy (M, Hom®% (N, 1)) o or, = ¢r, o Homy (M &° N, 11). O

Corollaire B.2. Soient P, M des H-modules avec P projectif. Alors, si R est un corps,
P ®° M est aussi un H-module projectif.

DEMONSTRATION. Selon la proposition B.1, on a un isomorphisme fonctoriel
¢ : Homp (P ®° M, —) = Homy (P, Hom%(N, —)) = Homy(P, —) o Hom®%(N, —).

Or, le foncteur Hom®(N, —) agit comme le foncteur Hompg(N, —) sur les morphismes et
il s’agit donc d'un foncteur exact étant donné que N est trivialement un R-module libre

(puisque tout R-espace vectoriel a une base). On conclut alors avec la projectivité de P. [
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Annexe C

Le groupe quantique restreint U sl,

Le groupe quantique restreint U sly est défini comme la sous-algebre de LU,sly engendrée
par K E et F. C’est une algebre de dimension finie qui admet pour C-base (cf. [30], [31])

By = {F“‘*K%E%’ a4, G5, 06 € L>p, avec a4, a6 < D et as < Qp}.

On peut retrouver % dans la base de LU,sl, donnée par 'ensemble %, défini comme!

a
F(P) @ lK7 O] E(P) aSFa Ka Ea
{GON A RCORT

ay, ..., ag € ZL>p, avec a4, a6 < p et as < 2p}.

Proposition C.1. Soient z1, o, 23 des indéterminées. Comme U sls-modules & droite,

£Uq5[2 ~ qu[z[l’l, Za, .’173]

avec 'action du groupe quantique restreint sur LU,sl, donnée par multiplication. En parti-

culier, I'extension de Lusztig LU,sl; est un U sly-module (a droite) libre.

DEMONSTRATION. Soit W : LU,sly — Usl[x1, 22, 73] I'application définie sur Bieq par

p

Il est clair que W est bien définie et bijective puisque H,est est une C-base de LU,sly et que

ai K:0 = as . W :
(F(p)> [ ’ ] (E(p)) Fo K5 oo 2y oa[C05 Fa g1 02 08
t

{U(x)|x € Bresi} est trivialement une C-base de U sla[z1, T2, z3]. 11 suffit ainsi de montrer
qu’il s’agit également d’une application U ,sly-linéaire a droite.

IRappellons que, tel que mentionné dans [30] et au cours de la section 3.1, pour ¢ une ¢-iéme racine primitive
de 'unité, on a un isomorphisme C-linéaire

LU,sly = C[E]/(B®) g C[BC)] @ CK]/ (K - id) @ C| [fj 0} | @c CIFI/(F) @ CIFE)

avec o, = p et otl, par exemple, C[E]/(E“~)) désigne le quotient de 1’algebre C[E] par I'idéal engendré par
E)  Ainsi, puisque le produit tensoriel sur C est commutatif, on conclut comme lors de la section 3.1 que
PBrest est bien une C-base de LU sls.



Soient donc z € qulg et ai,...,a6 € Z>o avec ayq,a6 < p et ay < 2p. Soient également un
entier positif n, {y;}7; C C et {FPi K% E%i}1n | C B tels que
(Fa4 K% EaG)J,' — i ,yinM K bsi bei

=1

Alors, pour ya, g, = (F)" [550) (B®)™ pasgos oo, on a

b 1t

(( FoY" [K; 0} j2 ( E<p>)a3> (Fo Ko E%)] N
(

O lK : 0] t ( E(p))“3> (P ko B

p
— zn:fy K(F@))‘“ [K? O] N (mm)‘“) (Fb‘”be"Ebﬁ")]

i=1 p t
:n . (™ K;O]az (p)\*3 1bai 1bsi bi)
;%<(Fp> [p t(Ep) [bai f(bsi prbe

Par conséquent,

yal 4L Z Y |:Fb4z Kb5zEbmx I2 I3 :| (Z ,yzszuKbsz Ebﬁz) ,I x2 $3

=1 =1

= [(F‘“K%E%) ]xl r32ag® = [F““K%E%x‘flxg%gﬂx
= O(Yar...a5)T

d’ou le premier énoncé de la proposition. Le second découle alors directement du fait que

U sla[z1, 22, 3] admet pour U sly-base ensemble {42525 | a,b, ¢ € Zso}. O

Une conséquence directe de la proposition C.1 est que LU,sly est un U, slp-module (a droite)
plat de sorte que le foncteur d’induction LUysly @ o, — : mod U,sly, — mod LU,sl, est
exact. Notons ce foncteur 1% et considérons également le foncteur de restriction associé
5 mod LU,sly, — mod Uysly qui envoie un LU, sly-module au U, sly-module sous-jacent
(via restriction de l'action). Le théoreme 5.3 du chapitre II de [2] permet de déduire un
isomorphisme fonctoriel |“~ Hom e, (LUyslo, —) d’'ott le foncteur de restriction est lui
aussi exact puisque LUysly est trivialement un LU,sly-module projectif. Par ailleurs, on
peut également utiliser le théoreme 2.1 du chapitre V de cette méme référence pour conclure

que (1%, 1%) est une paire adjointe et pour obtenir la propriété remarquable suivante.

Lemme C.2. 1% et |* préservent respectivement la projectivité et 'injectivité des modules.

DEMONSTRATION. Soit I un LU,sly-module injectif. Alors, puisque (1%, /%) est une paire
adjointe, on a un isomorphisme fonctoriel Homﬁqﬁb(—,¢£ I) ~ Homgy, g, (—, I)o t*. Alinsi,
I'exactitude de 1* et I'injectivité de I permette de conclure I'injectivité de [“1. Le résultat

correspondant pour le foncteur [* est obtenu par le raisonnement dual. U
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Annexe D

Exemple de décomposition de

Clebsch-(Gordan généralisée

(\‘ :O) Lq(U)
N
(V=1 L,(1)
SN
(N=2) Lq(o) Lq(2)
NN
(N =3) Ly(1) Lq(3)
JON N
(N =4) ]q(U) Lq(2) Lq(4)
NV N N
(N =15) Lq(l) Lq(3) Pq(3)
sON Y NN
(N=6)  L4(0) Ly(2) Ly(4) Py(2)
N N NN
(N=T7) Lq(l) Lq(e‘) Pq(3) Pq(l)
ON Y NN YN
(N=8) Lq(o) Lq(2) Lq(4) Pq(Z) Pq(o)
N VN N O N N
(N=9) Ly(1) Ly(3) Py(3) Py(1) Lq(9)
vONX VN VYN N N
(N =10) Ly(0) Ly(2) Lq(4) Py(2) P,(0) Py(8)
N Y N N VN U NN
(N=11) Ly(1) Ly(3) Py(3) Py(1) Lg(9) Py(7)
vVON VN YN YN NN
(N=12)  L4(0) Ly(2) Ly(4) Fy(2) Fy(0) Fy(8) F4(6)
N VN NN VNN N
(V=13 Ly(1) Ly(3) Fy(3) Fy(1) Lq(9) By(7) Fy(5)
vVoONT VO YN YN N
(N=14)  Ly(0) Ly(2) Ly(4) Fy(2) Fy(0) Fy(8) Fy(6) Ly(14)
NVON NN N N N
(V =15) Ly(1) Ly(3) Fy(3) Fy(1) Lq(9) Py(7) Fy(5) Fy(13)
vOON Y N N Y AR VN VN SN
(N=16)  L4(0) Ly(2) Ly(4) Fy(2) Fy(0) Fy(8) Fy(6) Ly(14) Fy(12)
NN Nt NN N YN NN
NV =17) Ly(1) Ly(3) Fy(3) Fy(1) Lqy(9) Py(7) Fy(5) F,(13) Fy(11)
NV N N YN YN N N
(N =18)  Ly(0) Ly(2) Ly(4) Fy(2) Fy(0) Fy(8) F4(6) : F,(10)
\l?’l? zN/ V’W \;umr tny \“j” my \um ::y \zm ny / \:
(N =19) L,(1) L,(3) Py(3) Py(1) L4(9) Py(7) Py(5) Py(13) P,(11) Ly(19)

Fig. D.1. Décomposition de (L,(1))®N pour 0 < N < 19 avec p = 5. Dans cette figure, la
multiplicité d’un facteur au sein de (L,(1))®" (pour un N fixé) peut étre lue sur les fleches
ayant pour origine ce facteur sur la ligne associée a N. Ce nombre correspondra toujours a
la somme des entiers apparaissant sur les fleches aboutissant au facteur en question (sur la

ligne associée a N) avec un poids double pour les fleches rouges. Par exemple, la ligne 19
indique que la multiplicité de L,(4) dans (L,(1))®"!® est de 13260 = 2(6085) + 987 + 103.






Annexe E

Algebres de blob TLby(8, 1, 52)

Fixons (di, z1) € A%(N) et considérons le N-diagramme Y (appelé opérateur d’arceau) pré-
senté dans la figure E.1 ot chaque croisement correspond a une combinaison linéaire de la
forme donnée dans la figure E.2. Tl s’agit d’un élément central de TLL () (cf. [4]) d’ou la
multiplication a gauche par cet élément définit un endomorphisme de tout TLY} (8)-module.
En particulier, la proposition E.1 montre que l'opérateur d’arceau Y agit sur le module

cellulaire Wy 4,.., (¢) comme y(dy, z1)id pour une certaine valeur propre y(dy, z;) € C.

Fig. E.1. L’opérateur d’arceau Y de TLL (/).

Dt X

Fig. E.2. La signification des tresses dans TL% (5

Proposition E.1. Soit M un TL% (8)-module indécomposable tel que, pour chaque sous-
module simple L C top M, la multiplicité de L dans M est 1. Alors, dim Endrpg (5)(M) = 1

d’ou chaque endomorphisme TLY (5)-linéaire de M est un multiple de I'identité.



DEMONSTRATION. Notons top M = @}, L; ou les L; sont des TL} (5)-modules simples et

posons & = {L;}" ;. Alors, il existe un sous-module N C M et une suite exacte courte
0O>N—-M-—L;—0
Dans ce cas, I'application du foncteur Hom(M, —) = Homrya (5 (M, —) produit la suite
0 — Hom(M, N) — End M — Hom(M, L) (E.1)

Une démarche analogue a celle de la preuve du lemme 3.21 donne Hom(M, L;) ~ C. On veut
montrer que Hom(M, N) = 0. Supposons le contraire et fixons f € Hom(M, N) non nul.
Pour chaque facteur simple L C top M, notons (L) le sous-module de M engendré (voir la
section 1.3.1) par un ensemble de représentants des classes d’équivalence de L. Remarquons

que, puisque Lj n’est pas un facteur de composition de N, on doit avoir (L;) C Ker f.

Affirmation 1: Il n’y a pas de sous-modules simples L, L' C top M satisfaisant (L) Z Ker f,

(L") C Ker f et tels que (L) et (L') admettent un facteur de composition en commun®.

Dém. (Affirmation 1). Supposons le contraire et notons K un facteur de composition
commun a (L) et (L) avec L,L' C top M des sous-modules simples. Alors, puisque K
est un facteur de (L) C Ker f, K ne peut pas étre un facteur de composition de I'image
Im f ~ M/Ker f. Or, puisque le module (L) a coiffe simple L et satisfait (L) € Ker f,
on peut déduire que L n’est pas un facteur de Ker f d’ou il s’agit d'un facteur de I'image
Im f ~ M/ Ker f. Ainsi, puisque cette image est un sous-module de M (car Im f C N C M),
et que L a multiplicité 1 dans M, on doit avoir (L) C Im f d’ou K doit notamment étre un

facteur de composition de Im f. Cette contradiction évidente achéve la preuve. A

L’affirmation précédente contredit I'indécomposabilité de M. En effet, dans le cas contraire,
notons . = {K € & | (K) C Ker f}, o = {K € & |(K) € Ker f}, My = Y ge (K) et
My =Y ke (K). Alors,ona Ly € o # (0 et oy # () car f # 0 de sorte que les sous-modules
M; et M; sont non nuls. De plus, M = M; + M, (puisque tous les facteurs de top M sont
contenus dans M; + Ms) et l'affirmation 1 montre que les facteurs de composition de M; et
M, doivent étre distincts®. En d’autres termes, M = M; @ M, et on obtient effectivement
une contradiction avec 'indécomposabilité de M. Il s’ensuit donc que le morphisme f doit
étre nul de sorte que Hom(M, N) = 0 comme voulu. Par conséquent, la suite (E.1) identifie
End M a un sous-espace de Hom (M, L;) ~ C et on peut conclure la démonstration de cette

proposition en notant que I’application identité de M est un élément non nul de End M. [

Notons I I'idéal bilatere de TL%(5) engendré par Y — y(dy, z1)id. Alors, I'algebre quotient
TLY(B)/1 est appelée algébre de blob et est habituellement désignée par TLby(3, 81, B2)

1On distingue ici les facteurs de composition isomorphes de M.
2En effet, si My et M, partagent un facteur de composition K, leur définition montre qu’il doit exister
L' € oA et L € o tels que K est un facteur de composition commun & (L) et (L').
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avec 51 et By des parametres complexes dépendant du choix de la valeur propre y(dy, z1).
Cette algebre a été étudiée abondamment (cf. [4], [7], [36]) et est tres utilisée en physique
mathématique (voir [17]). Notons 7 la projection canonique de TL%,(5) sur TLby (8, 51, fB2)-
Notons aussi Ann(7) la sous-catégorie pleine de mod TL%,(5) ayant pour objets la classe

{M € mod TL%(B) | IM = 0}

et appellons cette sous-catégorie l'annihilateur de I'idéal I. Sur un TLby (5, 81, 52)-module

M, on peut définir une TL} (5)-action e a I'aide de la projection 7, c’est-a-dire
aem =m(a)m

pour a € TLE(5) et m € M. Ce procédé donne lieu a un foncteur .# de mod TLby (S, 51, B2)
a Ann(7) qui agit sur les morphismes comme l'identité. De méme, si M € Ann(I), on peut

utiliser la surjectivité de m afin de définir une TLby (53, 51, B2)-action ¢ sur M via
bom =am

pour b € TLby(f, 1, 02) et m € M avec b = w(a). Cette action est bien définie puisque
Kerm =TI et M € Ann(I). Elle permet ainsi de définir un foncteur ¢ de la catégorie Ann(7) a
mod TLby (S, 1, 52) qui agit comme 'identité sur les morphismes. On montre aisément qu’il
s’agit d'un foncteur quasi-inverse a .% d’ou les catégories Ann(7) et mod TLby (8, f1, B2) sont
équivalentes. En particulier, la sous-catégorie pleine Ann(/) contient tous les quotients et
les sous-modules de ses objets de sorte que les suites exactes courtes de mod TLby (S, 51, B2)
sont exactement les suites exactes courtes de mod TL} () avec un objet de Ann(7) au centre.
La notion de TLby (3, 51, 82)-module simple coincide ainsi notamment avec celle de TLY, (5)-

module simple contenu dans Ann(7).

Tentons maintenant de démontrer le lemme 4.5. Pour cela, supposons ¢ # zi2 et fixons
(da, z0) € A*(N) avec |dy —dg| > 2p. Notons Ly = Ly g2y, Lo = Lnayzy €6 W1 = Wiy, (q).
Remarquons que, puisque Wi € Ann(7) et que L est un quotient de Wy, on a L; € Ann([)
d’ou les TL (5)-modules Ly et W; peuvent étre vus comme des TLby (5, 51, f2)-modules.

Lemme E.2. Supposons Ext}rL%(ﬂ)(Ll, L) # 0. Alors, Ly € Ann([).

DEMONSTRATION. Soit M un TLY (8)-module pour lequel il existe une suite exacte courte

non scindée dans mod TL%, ()
0—=Ly,—>M-—=>L—0

Alors, M admet deux facteurs de composition et doit étre indécomposable. Ainsi, selon la
proposition E.1, puisque top M = Ly # Lo, Uopérateur Y doit agir comme un multiple de
Iidentité sur M. Or, Y doit agir avec la méme valeur propre sur le quotient L; de M et sur
le sous-module Ly € M d’ot on déduit le résultat voulu de la définition de Ann(7) . O
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Le lemme 4.5 est donc vérifié si Ly ¢ Ann(/). Pour I'analyse des autres cas, on considere le

lemme suivant qui est démontré dans [7] et pour lequel on note TLby = TLby (3, 1, 52).

Lemme E.3 ([7]). Supposons L, € Ann([). Alors, Extyy, (L1, L) = 0.

La démonstration du lemme 4.5 est complétée via le lemme ci-dessous.

Lemme E.4. Supposons Ly € Ann(]). Alors, ExtlTL?v(ﬁ)(Ll, Ly) = 0.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire et soit M une extension non triviale de Lo par L;.

Alors, M est indécomposable et on a une suite exacte courte (non scindée) dans mod TLR (5)
0—=Ly—>M— L —0

Or, L, et Ly sont des objets distincts de Ann (/) d’out M € Ann([) par une démarche analogue
a celle considérée dans la preuve du lemme E.2. Ainsi, M équivaut a une extension non

triviale® de Ly par L; dans mod TLby d’ott on contredit un de nos résultats précédents. [

Pour finir cette annexe, on montre le résultat suivant qui permet de conclure qu’il existe des

TLby-modules possédant une structure analogue a celle des Uir-modules de Feigin-Fuchs.

Corollaire E.5. Soit d € Z>( satisfaisant d; < N et dy =, N. Fixons aussi ¢,v;,2 € C
avec v;Y = 2, et notons y(dy, z) la valeur propre de I'opérateur d’arceau Y sur le module
cellulaire Wiy 4,..,(¢) ainsi que I l'idéal bilatere de TLY (/) engendré par Y — y(dy, z1)id.
Alors, Cy(q,v1,d;) € Ann(]) d’ou cet espace propre peut étre vu comme un TLby (53, 51, B2)-

module pour certains parametres 5y, fo € C.

DEMONSTRATION. Supposons que Cy(g,v1, d1) soit indécomposable?. Dans cette situation,
les propositions et théoremes 2.13, 4.2, 4.3, 4.6 et E.1 montrent que 'opérateur d’arceau Y
doit agir comme un multiple de l'identité sur I'espace propre Cx (g, v1,d;). Le résultat voulu
découle alors du fait que, selon le corollaire 4.7, cet espace propre admet les mémes facteurs
de composition que le module cellulaire Wy 4,..,. Supposons maintenant Cy(q, vy, d;) dé-
composable. Alors, les résultats du chapitre 4 indiquent que I'espace propre Cy(q,v1,d;)
est semisimple. Dans ce cas, le théoreme 4.1 montre que cet espace propre correspond a la
somme directe des facteurs de composition du module cellulaire Wy 4,..,. Ainsi, puisque ces
facteurs de composition appartiennent & Ann(7) (étant donné qu’il s’agit de sous-quotients de

W dy:2 ), on doit encore avoir Cy(q, vy, dy) € Ann(I). Ceci achéve cette démonstration. [

3Cette extension doit étre non triviale puisque Ann(I) est une sous-catégorie pleine de mod TL% ().
4Rappellons qu’un module simple est indécomposable.
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