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Résume

Ce mémoire étudie la théorie de la représentation des algébres de Temperley-Lieb a couture
b, x(B) et plus particulierement la famille exceptionnelle des algébres a couture b, ,(3). Les
algébres a couture sont paramétrées par deux entiers positifs et un paramétre complexe
g € C* tel que B8 =g+ g~ '. La famille b, ,(8) fait intervenir un entier positif £ satisfaisant
g** = 1. Les algébres & couture ont été introduites par Morin-Duchesne, Rasmussen et
Ridout [MDRR15] et elles ont été étudiés par Langlois-Rémillard et Saint-Aubin [LRSA20]
lorsqu’elles ne font pas partie d'une certaine famille dite exceptionnelle. Il a été souligné par
Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout que la famille manquante nécessiterait probablement
une analyse particuliere. Ce mémoire a comme objectif d'introduire des outils servant au
traitement de la famille manquante. Plus particulierement, en réinterprétant les relations
définissant les algebres a couture, I'algébre b, ,(3) est identifiée a un quotient de I'algébre a
une frontiére par un idéal nilpotent engendré par un élément généralisant les projecteurs de

Wenzl-Jones.

Le premier chapitre introduit les algébres de Temperley-Lieb classiques ainsi que certaines
de leurs variantes, c'est-a-dire I'analogue affine et I'analogue a une frontiére. Les propriétés
élémentaires de ces algebres sont présentées de maniéere concise pour offrir au lecteur une
revue des éléments utiles aux prochains chapitres. Le second chapitre définit et étudie des
éléments centraux, idempotents et nilpotents des algébres de Temperley-Lieb et des algebres
a une frontiére. Plusieurs théorémes donnant la structure des modules cellulaires sont aussi
présentés. Finalement, une derniére section passe en revue les caractéristiques du quotient
d'une algebre par un idéal d'un point de vue catégorique. Le troisieme chapitre fait la théorie
de la représentation des algébres a une frontiére lorsqu’elles ne sont pas semisimples. Le
calcul de la matrice de Cartan est fait et la structure des modules projectifs est explicitée
pour les blocs de I'algébre ayant un nombre suffisamment petit de classes d'isomorphisme
de modules simples. Le quatrieme chapitre présente finalement les algébres a couture et
la famille exceptionnelle des algebres a couture. La théorie de la représentation de deux
familles infinies membres du cas exceptionnel est faite et le cas général est discuté. Plusieurs



techniques servant a construire les modules projectifs indécomposables du cas exceptionnel
sont données.

Mots clés : Théorie de la représentation, algebres cellulaires, idéaux nilpotents, algébres de
Temperley-Lieb a une frontiere, algebres a coutures, projecteurs de Wenzl-Jones.



Abstract

This thesis studies the representation theory of the Temperley-Lieb seam algebras b, «(3),
more specifically the exceptionnal family of seam algebras b, ,(3). The seam algebras are
parametrized by two positive integers and one complex parameter g € C* such that 8 =
g+q~1. The family b, ; involves a positive integer £ satisfying g% = 1. The seam algebras were
introduced by Morin-Duchesne, Rasmussen and Ridout [MDRR15] and they were studied by
Langlois-Rémillard and Saint-Aubin [LRSA20] when they are not part of a particular case
which is called exceptionnal. It was highlighted by Morin-Duchesne, Rasmussen and Ridout
that the missing cases would probably need a separate analysis. This thesis has the objective
of introducing tools which render the study of those missing cases possible. More specifically,
by reinterpreting the defining relations of the seam algebras, the algebras b, ,(3) are redefined
as a quotient of the one boundary algebras by a nilpotent ideal generated by an element which

generalises the Wenzl-Jones projectors.

The first chapter introduces the Temperley-Lieb algebras and some of its generalized
counterparts, including the affine analog and the one boundary analog. The elementary prop-
erties of those algebras are exposed in a concise manner as to offer the reader a review of the
useful tools needed in the upcoming chapters. The second chapter defines and studies central,
idempotent and nilpotent elements of the Temperley-Lieb algebras and the one boundary al-
gebras. Many theorems giving the structure of the cell modules are also stated. A last section
reviews key points concerning the category of an algebra quotiented by a two sided ideal. The
third chapter does the representation theory of the one boundary algebras when they are not
semisimple. The computation of the Cartan matrix is made and the structure of projective
modules is uncovered for the blocks of the algebra having a small enough collection of simple
modules. The fourth and last chapter presents the seam algebras and the exceptionnal family.
The representation theory of two infinite cases part of the exceptionnal family is done and
the general case is discussed. Many techniques useful for computing the projective modules
of the exceptionnal case are given.

Keywords : Representation theory, cellular algebras, nilpotent ideals, one boundary Temperley-

Lieb algebras, seam algebras, Wenzl-Jones projectors.
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Introduction

Certains problemes importants de la théorie des nceuds et d'autres de la physique ma-
thématique ont su trouver leurs solutions surprenamment au méme endroit. Ce sont les
algebres de Temperley-Lieb, introduites en 1971 par Lieb et Temperley [TL71], qui ont per-
mis d’attaquer ces énigmes en apparence distinctes. Elles sont aujourd’hui bien connues de la
communauté mathématique ainsi que de la communauté physique. Sans en faire une liste ex-
haustive, ces algebres ont joué un rdle important dans un contexte de mécanique statistique,
par exemple dans |'étude de la théorie conforme des champs. Les modéle d'Ising et de Potts
[Mar91] sont en effet souvent formulés en terme des algébres de Temperley-Lieb et de leurs
représentations. Du c6té mathématique, elles ont servi a Graham et Lehrer [GL96] lors de
I'élaboration d'un ensemble d'axiomes définissant une certaine classe d'algébres, nommeées les
algebres cellulaires. De 13, plusieurs problémes physiques intéressants ont été énoncés a |'aide
des généralisations des algebres de Temperley-Lieb, a savoir : les algébres de Temperley-Lieb
affines [GL97], a une frontiére [MS94], a deux frontieres [DGNO09], diluées [BRSA17] et a
couture [MDRR15]. Chacune de ces généralisations s'est avérée utile dans un contexte de

mécanique statistique et il est naturel d'étudier la théorie de la représentation de ces algéebres.

Ce mémoire s'intéresse plus précisément aux algébres a couture. Celles-ci ont été intro-
duites par Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout [MDRR15] avec pour objectif d'offrir un
contexte algébrique a certains modeles physiques bidimensionnels avec des conditions limites.
Elles ont ensuite été étudiées par Langlois-Rémillard et Saint-Aubin [LRSA20] de maniére
systématique, a I'exception d'un cas bien particulier qui avait d'ailleurs é&té mentionné comme

manquant a |I'analyse par Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout.

L'objectif de ce mémoire est de comprendre tout d’abord ce qui distingue le cas manquant
et ensuite d'identifier avec quels outils I'analyser. L'idée guidant ce mémoire consiste en
une généralisation des projecteurs de Wenzl-Jones pour I'algébre a une frontiére servant a
définir les algébres a couture comme un quotient des algébres a une frontiére par I'idéal
engendré par ce nouveau pseudo-projecteur. Ainsi, il est démontré qu'en faisant la théorie
de la représentation des algébres a une frontiére, il est possible grace a plusieurs détours de



nature catégorique de déduire la théorie de la représentation du cas manquant des algébres a

couture.

Le premier chapitre offre une revue concise des variantes des algebres de Temperley-
Lieb utiles au cours du texte. Toutes les propriétés présentées sont connues depuis plusieurs
années. Une revue de la théorie des algebres cellulaires est aussi faite pour permettre au texte

d'étre autoportant. Le chapitre 1 ne contient aucun élément mathématique original.

Le deuxiéme chapitre est quant a lui concu comme une « boite a outils des algébres de
Temperley-Lieb ». Dans celui-ci, des éléments centraux, idempotents et nilpotents sont dé-
finis. Une formule par récurrence permettant de générer des éléments centraux de |'algebre
de Temperley-Lieb est donnée. Cette formule permet entre autres de construire un élément
central analogue pour les algébres a une frontiere. De plus, les projecteurs de Wenzl-Jones
classiques y sont définis a I'aide d'une présentation permettant a la section suivante de dé-
finir un analogue de ces projecteurs pour les algébres a une frontiére. Il est démontré que
ces nouveaux éléments, appelés projecteurs de Wenzl-Jones généralisés, sont idempotents ou
nilpotents tout dépendant de la valeur des paramétres définissant I'algébre. L'avant-derniére
section rappelle certains théorémes concernant les modules cellulaires des trois familles d'al-
gebres introduites au chapitre 1 et la derniére section présente un interlude catégorique s'avé-
rant utile au chapitre 4. Le chapitre 2 contient des éléments mathématiques qui sont, a ma

connaissance, nouveaux. Ceci comprend :
— la formule par récurrence de I'élément f,,
— la construction de I'élément £, a 'aide de f,,,

— tous les théoremes et définitions relatifs aux nouvelles familles de pseudo-projecteurs

B,y et By,

Le chapitre 3 débute en introduisant quelques notions algébriques bien connues. Les deux
sections suivantes attaquent le probléme de la théorie de la représentation des algébres a une
frontiére lorsqu’elles ne sont pas semisimples. La structure des modules standards de I'algebre
a une frontiére est déduite grace aux théorémes déja connus de Graham et Lehrer donnant
la structure des modules standards de |'algebre de Temperley-Lieb affine. La construction
des diagrammes de Loewy ainsi que le calcul des matrices de Cartan des blocs de I'algébre
a une frontiére sont faits. La derniere section calcule les diagrammes de Loewy des modules
projectifs indécomposables des blocs non critiques de I'algébre a une frontiere ayant un nombre
suffisamment petit de classes d'isomorphismes de modules simples. Le chapitre 3 contient

des éléments mathématiques qui sont, a ma connaissance, nouveaux. Ceci comprend :

— le critére arithmétique permettant de déterminer la présence d'un morphisme entre

deux modules standards de |'algéebre a une frontiere,
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— l'interprétation géométrique des morphismes entre les modules standards,
— le calcul de la matrice de Cartan de I'algébre a une frontieére,

— le calcul des modules projectifs indécomposables pour les blocs non critiques de I'al-
gébre a une frontiére ayant un nombre suffisamment petit de classes d’isomorphismes

de modules simples.

En ce qui concerne le dernier point de cette liste, j'ai eu |'occasion de discuter a plusieurs
reprises avec Jonathan Belletéte qui publiera avec ses collaborateurs dans un futur rapproché

des résultats généralisant ceux présents dans ce mémoire.

Le chapitre 4 est le point culminant de ce mémoire étant donné qu'il attaque au moyen
des premiers chapitres le probléeme de la famille exceptionnelle des algeébres a couture. La
premiére section présente la définition originale des algébres a couture et il est démontré
que tous les cas n'étant pas exceptionnels sont des algebres cellulaires. Cette preuve est due
a Langlois-Rémillard et Saint-Aubin [LRSA20]. La deuxiéme section calcule les patrons de
morphismes et les modules projectifs indécomposables de certaines familles infinies d'algébres
a une frontiére qui serviront ensuite a étudier le cas exceptionnel des algébres a couture.
La troisieme section réinterpréte le cas exceptionnel comme un quotient des algebres a une
frontiére par I'idéal engendré par la généralisation des projecteurs de Wenzl-Jones donnée
au chapitre 2. Une base de l'idéal est donnée et sa dimension est calculée. |l est démontré
que dans le cas exceptionnel, et seulement dans celui-ci, cet idéal est nilpotent. La derniére
section fait la théorie de la représentation de deux familles infinies et discute le cas général.
Le chapitre 4 contient des éléments mathématiques qui sont, 4 ma connaissance, nouveaux.

Ceci comprend :
— l'interprétation de b, , comme un quotient de TLb,, par un idéal nilpotent,
— tous les calculs relatifs aux familles infinies b, ,_e,
— le calcul d’une base et de la dimension de I'idéal jg,

— la théorie de la représentation de b, ,.
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Notation

— Les produits : La définition suivante sera sous-entendue a plusieurs reprises dans le
texte.

Définition 0.1. Pour A une algébre n'étant pas nécessairement commutative, si
ai,...,a, € A la convention

n
Ha,-:alag...an
=1

est utilisée. Ainsi, les produits sont définis de gauche a droite.

Le produit vide d'éléments de A est défini comme valant id, ou id est I'identité de A.
Lorsque I'ensemble indexant un produit, par exemple Hfzm est tel que m > n, alors
le produit est défini comme étant vide.

— K et K : La notation K désigne un anneau commutatif tandis que K est utilisée pour
un corps (peut-étre gauche).

— Catégories de modules : La notation mod A est utilisée pour dénoter la catégorie des
A-modules gauches de dimension finie.

— Les coefficients binomiaux : Si k > n, le coefficient binomial (Z) est défini comme

valant 0.

— Relations de congruence : Lorsque deux entiers m;, m, sont congruents modulo n,

cette relation est dénotée par m; =, mo.

— Parameétres génériques : Plusieurs définitions font intervenir un parameétre complexe
g € C*. Celui-ci est dit générique lorsqu'il n'est pas une racine de I'unité. Formelle-
ment, un parameétre générique correspond a une variable formelle g et les expressions

comprenant des puissances de g et g~! sont définies comme des éléments de C[q, g71].

— Racines de l'unité : La lettre £ est utilisée pour dénoter, s'il existe, I'entier positif
minimal tel que g% = 1.

18



Chapitre 1

Les algébres de Temperley-Lieb
et leurs généralisations

Ce chapitre introduit les algebres de Temperley-Lieb et leurs généralisations. Ce sont des
familles d'algébres associatives unitaires jouant un réle important tant en mathématiques
qu'en physique. Les familles introduites dans ce chapitre sont

— les algebres de Temperley-Lieb classiques TL,(3),
— les algebres de Temperley-Lieb affines aTL,(B3) et
— les algebres de Temperley-Lieb a une frontiére TLb,(3, 61, B2).

La définition ainsi que quelques propriétés élémentaires de chacune sont données. Elles seront
utilisées ultérieurement dans ce mémoire.

L'objectif est d'étudier au chapitre suivant les représentations de TLb,, pour certains para-
meétres exceptionnels. Les familles citées ci-dessus jouent un réle crucial dans |'établissement
de ces résultats. Les différentes sections présentent de maniére analogue chacune de ces
familles d'algébres.

Tout d'abord, une courte revue des algébres cellulaires est donnée. Cette introduction
permet de souligner les similitudes entre les différentes familles d'algebres de Temperley-
Lieb. La synthése de la théorie des algébres cellulaires présentée n'est pas compléte, mais les
propriétés essentielles a ce mémoire sont données sans preuve. L'article de Graham et Lehrer
[GL96], qui a défini et établi les fondements des algebres cellulaires, sert de canevas pour
cette présentation. Le texte de Mathas [Mat99] est aussi une référence utile.

La seconde section explore les algebres de Temperley-Lieb classiques en s'inspirant du
travail de Ridout et Saint-Aubin [RSA14]. Le contexte plus général des (m, n)-diagrammes

est utilisé ici pour faciliter I'introduction des modules standards par la suite.



Le troisieme section couvre les algebres de Temperley-Lieb affines. La publication présen-
tant originalement les différents résultats exposés ici est celle de Graham et Lehrer [GL97].
L'article de Belletéte et Saint-Aubin [BSA18] présente ces mémes résultats de maniére
concise et surtout adaptée au formalisme utilisé dans ce mémoire. Les théorémes nécessaires
aux prochains chapitres s'y trouvent.

La quatrieme section introduit les algebres de Temperley-Lieb a une frontiére. Cette famille
a été introduite par Martin et Saleur [MS94]. Plusieurs des théoremes concernant les algébres
a une frontiére ont été reformulés par Houde Therrien [HT18]. C'est cette présentation qui
sera suivie.

1.1. Les algebres cellulaires

1.1.1. Deéfinition

Les sections suivantes montreront I'importance de la prochaine définition. En effet, les
algébres de Temperley-Lieb seront un exemple d'algébres cellulaires.

Définition 1.1 (Algébre cellulaire). Soit une K-algebre A. Elle est dite cellulaire s'il existe un
tuplet (A, M, ¢, %) ou

— (A, <) est un ensemble fini ' partiellement ordonné,

— pour tout A € A, M(X) est un ensemble fini,

— c est une application ¢ : [[,cp M(A) x M(X) = A,

— * est une application * : A — A,
respectant les trois propriétés suivantes :

(1) I'application c est injective et Im ¢ est une base de A,

(2) I'application * est une anti-involution et pour A € A, s, t € M(X\), c(s,t)* = c(t,s),

(3) pour A e Aets, t € M(XN), tout éléement de a € A respecte

a-c(s, t) = Z ra(s’.s)c(s’, t) mod A=,

s'eM(X)

ol r,(s’,s) € K est une constante indépendante de t et A=* est le sous-K-module
engendré par {c(5,t);5,t € M(u) et u < A}

1.1. Cette condition n'est pas spécifiée dans [GL96], mais elle I'est dans [Mat99]. Elle est spécifiée ici pour
simplifier certains résultats.
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Intuitivement, la propriété (1) demande qu'il soit possible de diviser (possiblement de
maniére non canonique) en deux copies un élément de A de maniére unique. La propriété (2)
demande a ce que cette division soit symétrique par rapport a I'anti-involution. La propriété
(3) est plus restrictive. Elle stipule que I'action de A ne peut que faire diminuer I'ordre
cellulaire. Ceci sert a fabriquer des modules sur A. C'est cette propriété qui est soulignée
dans la prochaine définition.

Définition 1.2 (Modules cellulaires ). Pour chaque X € A, le module a gauche W, est le
K-module libre ayant pour base I'ensemble formel {d(s);s € M(X\)} de méme cardinalité que
M(X). L'action de A sur Wy, est définie sur cette base par

a-d(s)= > r(s.s)d(s)
s'eEM(N)

ou ry(s’, s) provient de la propriété (3) de la définition 1.1.

Les modules standards ont la propriété de posséder une forme bilinéaire symétrique. La
construction de cette application est la suivante. Pour A € A et s, t1, 5,2 € M(X), en
appliquant directement la propriété (3) de la définition 1.1, un calcul direct montre que

c(s1, t1)c(s, ) = Z reso) (8’ 82)¢(s’, t2)  mod A
s’eM(N)
et

c(t, $5)c(ty, 51) = Z Fe(trs)(S' t1)c(s', s1) mod A=,
s'eM(X)

La compatibilité avec I'anti-involution issue de la propriété (2) de la définition 1.1 donne

(c(s1, t1)c(s2, t2))" = c(s2, t2)"c(s1, t1)" = c(t2, s2)c(t1, 51).

Puisque Im ¢ est une base de A, il s'ensuit que

Z rC(Sl,tl)(S/l S2)C(S/, t2) — Z rC(tz,SQ)(Sli tl)C(Slv 5/)
)

SEM(A SEM(N)

et I'indépendance linéaire garantit que les sommes ci-dessus ne fassent intervenir qu'un seul

terme :

rC(Sl,tl)(Slv 52) - rC(tQ,SQ)(t21 tl),

Vs'# s resn)(s52) =0 et Vs'# bt riss) (s t1)=0.

1.2. Les modules cellulaires sont parfois appelés modules standards. L'appellation standard sera utilisée pour
les algebres de Temperley-Lieb et le terme cellulaire sera réservé pour la théorie des algebres cellulaires.
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Ainsi, le seul coefficient intervenant dans cette somme ne peut dépendre que de t; et s, car
il est uniqguement dépendant de sy, t;, s, du c6té gauche de I'égalité et de s, t1, tr du coté
droit. Il faut donc

rC(Sl,T_'l)(Sli 52) — rC(tz,SQ)(t21 tl)
pour tout s;, t,. Cette remarque permet de définir la fonction ¢y : M(A) x M(\) — K par

Ox(t1,51) = regs, 1) (51, 52) pour un s, € M(X) quelconque.

Proposition 1.3. [’application ¢ s'étend (bi)linéairement sur les modules Wy, et elle est
symétrique. De plus, ¢x(ax,y) = ¢x(x, a*y).

L'étude de la forme bilinéaire ¢, se ramene donc dans plusieurs cas a I'étude de la matrice
suivante.

Définition 1.4 (Matrice de Gram). Pour A € A, la matrice de Gram associée a X\ est définie
par

Gy = (qbk(s, t))(s,t)eM(A)XM()\)

et cette matrice est symétrique.

1.1.2. Propriétés élémentaires

Au cours de cette section, K est un corps et A une algebre cellulaire. La notation suivante
sera utilisée :

—rad X = {x e W,; dr(x,y) =0, Vy € Wy} C W,
— Ao ={\: rad X £ Wh} C Aet
— pour A € Ng, Ly =W, /rad .

Les propositions suivantes sont démontrées dans [GL96] et [Mat99].

Proposition 1.5 (Radical). L'ensemble rad \ est un sous-module de Wy. De plus, si X\ € Mg,

rad \ est le radical de Jacobson de W,,.

Proposition 1.6 (Coiffe). Pour A € Ny, la coiffe du module W5, est simple. Conséquemment,
W est indécomposable.

Proposition 1.7 (Modules simples). L'ensemble des modules Ly pour X € Ny forme un en-
semble complet de A-modules simples a isomorphisme prés. De plus, pour X\, 4 € N\ distincts,

Ly L,
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Proposition 1.8 (Semisimplicité). L’algébre A est semisimple si et seulement si det &, # 0
pour tout \ € A.

Pour A € A et u € Ny, soit dy, I'entier défini comme le nombre de facteurs de composition

isomorphes a L, dans W,. Ce nombre est bien défini puisque L, est un module simple.

Proposition 1.9 (Filtration des projectifs). Soit P un A-module projectif. Alors, P admet une
filtration (P;)1<i<m telle que chaque quotient P;/P,_; est isomorphe a un module cellulaire.
De plus, si P est un projectif indécomposable, alors la filtration respecte |'ordre cellulaire,
c'est-a-dire sii < j, Pi/Pi—1 ~ W, et Pj/Pi_y ~W,, alors si \ et u sont comparables, A < L.

Proposition 1.10 (Matrice de Cartan). La matrice D = (dy ) u)enxn, €St telle que sip < X,
dry, =0, etd,, =1. Deplus, Cx = DTD. ot Cx est la matrice de Cartan de A.

1.2. Algébres de Temperley-Lieb

Les algebres de Temperley-Lieb sont une famille de C-algébres dépendant de deux para-
metres. L'un est un parametre de taille, noté n € Z>,, et I'autre un nombre complexe non
nul, noté g € C*. Il est commode de définir 3 = g + g~ *. Dans la majeure partie de la
littérature, la notation utilisée pour ces algebres est TL,(3). Cette section sera consacrée a

définir et a établir des propriétés élémentaires de ces algebres.
1.2.1. Définition

Il est possible de définir les algebres de Temperley-Lieb de deux maniéres différentes qui
s'avéreront équivalentes. Ces deux définitions sont présentées ici et I'article de Ridout et

Saint-Aubin [RSA14] donne une preuve de |'équivalence.

Définition 1.11 (Algebres de Temperley-Lieb définies par générateurs et relations). Pour
n € Z~o, la C-algébre TL,(B) est engendrée par les générateurs ey, e, . . ., en,—1 et id assujettis
aux relations suivantes :

e’ =0Be pourl<i<n-—1,
eerie=¢ pouri,itle{l,...,n—1},

ee=ee pourl<ijj<n—1let]i—j|>1,

et ou id est I'identité de I'algébre.
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Cette définition souligne le fait que les générateurs agissent localement, au sens ou les re-
lations de commutation ne sont non triviales que si deux générateurs sont adjacents dans
la liste. De plus, la définition montre que la famille {TL,(8)}ncz., pPossede une structure de
tour, c'est-a-dire que pour m < n, il existe une inclusion d'algébres ¢, : TL,(B) — TL,(B)
définie par v, m(e) =€ pour 1 <ji<m-—1.

La seconde maniere de définir les algébres de Temperley-Lieb est a partir de diagrammes.
Cette définition permet de visualiser la multiplication entre les éléments, de produire le tuple
(N, M, c, %) de la définition 1.1 et donc de montrer que TL, est une algébre cellulaire.

Définition 1.12 ((m, n)-diagramme). Etant donné deux entiers m, n € Z>o de méme parité,
un (m, n)-diagramme est obtenu par la construction géométrique suivante : Soient deux
segments verticaux face a face, le gauche portant m points équidistribués > et le droit en
portant n. Tous ces points sont liés deux a deux par des courbes tracées a l'intérieur de la
région formée par les deux segments verticaux et ne s'intersectant pas. Deux diagrammes sont
considérés équivalents s'ils le sont a isotopie prés. Le résultat est appelé un (m, n)-diagramme.

D'apreés la définition 1.12, la condition que m et n soient de méme parité est redondante étant

donné que chaque lien posséde deux extrémités. La construction force ainsi cette condition.
Lorsqu'un (m, n)-diagramme sera illustré, la terminologie suivante sera utilisée :

— un lien est un segment présent dans le diagramme,

— un site est un point étant sur I'une des deux droites verticales,

— une boucle est un lien passant d'une droite verticale vers elle méme,

— un lien transversal est un lien passant d'un site de gauche a un site de droite,

— si un (n,j)-diagramme, pour n > j, possede exactement j liens transversaux, ceux-ci

sont appelés des défauts et
— un (n, n)-diagramme est appelé un n-diagramme.

Pour clarifier la construction de la définition 1.12, voici un exemple de (6, 2)-diagramme et

un de (3, 5)-diagramme :

Dans la figure précédente, le (6, 2)-diagramme a 2 boucles et 2 liens transversaux tandis que
le (3,5)-diagramme a 3 boucles et 1 lien transversal. Le (6, 2)-diagramme posséde 2 défauts.

1.3. La disposition des points est purement esthétique.
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Soit le C-espace vectoriel engendré par I'ensemble des (m, n)-diagrammes. Sur cet es-
pace, la multiplication de deux diagrammes est définie comme suit. Etant donné un (my, n;)-
diagramme et un (my, ny)-diagramme, le résultat de la multiplication est défini comme étant
nul si ny # my. Si np = my, alors le résultat de la multiplication est le (my, ny)-diagramme
résultant de la concaténation des deux diagrammes et du retrait du segment central. La conca-
ténation est faite en disposant le (my, n;)-diagramme a gauche et le (ms, ny)-diagramme a
droite. Dans I'éventualité ou des bulles sont formées lors de la concaténation, chacune de ces
bulles est retirée et est remplacée par un facteur multiplicatif 3 = g + g~ *. Cette définition

s'étend linéairement aux sommes de diagrammes.

Voici un exemple de multiplication d'un (6, 4)-diagramme et d'un (4, 0)-diagramme :

RIS

Définition 1.13 (Algébres de Temperley-Lieb définies par diagrammes). La C-algébre TL,(G3)
est définie comme le sous-espace vectoriel des n-diagrammes muni du produit par concaté-

nation décrit précédemment.

L'isomorphisme entre les algebres de la définition 1.11 et 1.13 est donné par

id— | : |, e—D (

ou, comme l'indique la figure ci-dessus, id est envoyée au diagramme ayant n liens transversaux
tandis que ¢; est envoyé au diagramme ayant une boucle aux sites / et / + 1. Une preuve que
cette application est un isomorphisme est donnée dans [RSA14] (théoreme 2.4). La preuve

originale provient de [Kau90].

Les données cellulaires (A, M, c, ) pour TL, sont les suivantes. Tout d'abord, I'ensemble

partiellement ordonné A est donné par
AN={meZso; 0<m<netm=;,n}

muni de I'ordre total induit par Z. Pour j € A, I'ensemble M(j) est I'ensemble des (n,)-
diagrammes ayant exactement j liens transversaux (tous les sites de droite sont donc occupés
par un lien transversal). L'application ¢ prend deux (n,j)-diagrammes ayant j liens transver-
saux, les combinent en laissant le premier a la gauche, en effectuant une réflexion par un

miroir vertical du second et finalement en les concaténant. L'anti-involution * consiste en la
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réflexion selon un axe vertical d'un diagramme et elle est étendue linéairement aux sommes
de diagrammes.

Voici un exemple montrant le recollement des (n, j)-diagrammes a I'aide de I'application
c pour TLs. Les ensembles M(j) sont

I\/I(l):{L,F} et /\/1(3):{E}

(L)t (nr)=n dre)-N
(FF)-H {EE)-H

Dans les équations précédentes, il est possible d'observer la compatibilité entre la fonction
c et I'anti-involution, c'est-a-dire que c(s, t)* = c(t, s) pour tout s, t. La seule équation a

(b 5) =<(Fk)

ce qui est vral. De plus, Im ¢ forme une base de TL3 puisque cette algebre est de dimension

vérifier est

5 (la formule générale de la dimension des algébres de Temperley-Lieb sera donnée dans la
prochaine section).

Proposition 1.14. [ 'algebre TL,, munie du tuplet (A, M, c, %) décrit ci-dessus est cellulaire.

La vérification des propriétés de la définition 1.1 repose sur le fait que |'action par TL, a
gauche ne peut que diminuer le nombre de liens transversaux d'un diagramme. La preuve de
la proposition précédente est donnée dans [GL96)].

1.2.2. Propriétés élémentaires

Les résultats au sujet de TL,(B) donnés ci-dessous ne sont pas liés & son caracteére
cellulaire.

Définition 1.15 (Mot). Un mot de TL, est défini comme étant une concaténation des géné-
rateurs ot 1 <i<n-—1.

Proposition 1.16 (Forme normale de Jones, [Jon83]). Un mot m € TL, peut s'écrire uni-
guement sous la forme

m=(€e,6,-1...6x)(€,6,-1...6k)...(€66-1...€)
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o< 1< <4 <n,0< kg <+ <k <nety <k. Deplus, la taille de ce mot est
minimale.

Proposition 1.17 (Dimension de TL,, [Jon83]). Les algébres de Temperley-Lieb ont dimen-

1 /2n
dimTL, =
m e n+1(n)'

soit le n-ieme nombre de Catalan.

sion

Les éléments de TL, qui jouissent de la propriété d'étre invariants sous I'anti-involution
x sont dits auto-adjoints. Plusieurs exemples de tels éléments seront présentés au chapitre
suivant.

1.2.3. Les modules standards

La construction des modules standards de la définition 1.2 dans le cas de TL,, est clarifiée
ici. Le module S,; est le sous-espace vectoriel engendré par les (n,j)-diagrammes ayant
J liens transversaux muni de la TL,-action a gauche de concaténation diagrammatique, le
tout modulo les diagrammes ayant moins de j défauts. Comme souligné plus tét, I'action

d'un diagramme de TL, fait diminuer ou garde constant le nombre de liens transversaux. La

2 2

pour j < n. Le prochain chapitre décrira leur structure en fonction du paramétre g € C*. La

dimension de ce module est

notation B, sera utilisée pour dénoter la base des (n, j)-diagrammes du module S, ;.

Voici une description des modules standards de TLs. Les bases de ceux-ci sont

~




et un exemple de I'action de TLg sur ceux-ci est

.F:%:o,
b

1.3. Algebres de Temperley-Lieb affines

Le seconde famille de C-algébres étudiée est celle des algebres de Temperley-Lieb affines
aTL,(B). Elles sont une généralisation de dimension infinie des algebres de Temperley-Lieb.

1.3.1. Deéfinition

Tout comme pour TL,(B), il est possible de les définir de deux maniéres, soit a I'aide de

générateurs et relations, soit a I'aide de diagrammes.

Définition 1.18 (Algébres de Temperley-Lieb affines définies par générateurs et relations).

Pour n > 2, la C-algébre aTL, () est engendrée par les générateurs e;, &, ..., €,_1, €y, U, U "

et id assujettis aux relations suivantes '* :
e? =Be pourl<i<n,
ee+16 =¢ pourl<j<n,
ee=¢€e pourl<ij<n—1letl|i—j|>1,
enej = eje, pourj#1,n—1,
uei =¢eiyu pourl<i;<n-—1,

2
ueé,-1=61...6h-1,

et ou id est I'identité de I'algébre. Pour n = 2, I'algébre est engendrée par e;, u, u=" et id et

les relations sont

e = Bey, Ve =eu’=e, uut=uvltlu=id

avec encore une fois id I'identité de I'algébre. Pour n = 1, 'algébre est engendrée par u, u™*

et id et est isomorphe a C[u*?].

1.4. Ici e = ej4p, c'est-a-dire les indices des générateurs sont définis modulo n.

28



[l existe un monomorphisme de C-algebres

L:TL,(B) — aTL,(B)

défini par t(e)) = e et t(id) = id. Ainsi, aTL, généralise en un certain sens TL, puisque
TL, est une sous-algebre de aTL,. Cette généralisation transparait au niveau des diagrammes

comme l'indique la construction suivante.

Tout comme pour TL,, aTL, est liée a une notion étendue de (m, n)-diagrammes, appelés

les (m, n)-diagrammes affines. La construction de ces diagrammes est la suivante et est ana-
logue au cas de TL,. Les diagrammes considérés sont des (m, n)-diagrammes avec |'omission
d'une contrainte. Précédemment, les liens étaient contenus a I'intérieur de la région créée par
les deux droites horizontales. Dans le cas affine, les diagrammes sont dessinés sur un cylindre.
Conséquemment, le haut et le bas des (m, n)-diagrammes sont identifiés. Ceci permet de
visuellement représenter le cylindre par un diagramme planaire. Cette frontiére est appelée
frontiére imaginaire. Il est important de noter qu'un (m, n)-diagramme affine ne posséde pas

nécessairement de liens traversant la frontiere imaginaire.

Pour clarifier la construction précédente, la figure suivante présente des exemples de
(3,5)-diagramme affine et de 5-diagramme affine :

2

L'isomorphisme d'algébres entre la version diagrammatique et la version avec générateurs
et relations de aTL, est défini sur sa sous-algebre isomorphe a TL, de la méme maniére que
pour TL,, soit en envoyant e; sur le diagramme ayant une boucle aux sites / et 1 + 1 pour
1 </ <n-—1etidsurle diagramme ayant n liens transversaux droits. Les éléments e, et u
sont envoyés aux diagrammes suivants :

AN

O __/]

Le diagramme correspondant a u~?! est le diagramme de u ayant été réfléchi selon un miroir
vertical. Cette construction diagrammatique est due a Green [Gre98|.

1.3.2. Les modules standards

L'algebre aTL, n'est pas cellulaire, car elle est de dimension infinie. Conséquemment, celle-
ci n'admet pas de modules cellulaires au sens de la définition 1.2. Par contre, il est possible
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de produire une famille de modules (appelés aussi modules standards par abus de langage)
similaires aux modules définis précédemment sur TL,. La construction est plus complexe,
mais la structure de ces modules est bien comprise. Cette construction a été introduite par
Graham et Lehrer [GL97] et elle est décrite ci-dessous en suivant |'article de Belletéte et
Saint-Aubin [BSA18].

Pour j de méme parité que n, |'espace vectoriel engendré par les (n, j)-diagrammes affines
ayant exactement j liens transversaux posseéde canoniquement une structure de aTL,-module
a gauche en identifiant le résultat d'une multiplication ayant moins de j liens transversaux
avec 0. Ce module est noté W, ; et il est de dimension infinie. Le quotient suivant permet de
définir un module de dimension finie.

Pour j > 0 et z € C*, I'application f, : W, ; = W,,; définie par f,(x) = x - (u — zid) est
un endomorphisme de aTL,-modules gauches. Pour j = 0 et z € C*, I'application f,(x) =
x-(g—(z+z1)id) ot g est 'application définie par I'ajout d’une boucle non contractile
autour du cylindre est aussi un endomorphisme de module. Dans ces deux cas, le module
W, ., = Coker f, est le module recherché, appelé module standard. Ces modules sont bel et
bien de dimension finie et leur dimension est

dimW, ., = (,,'ZJ.).
2

Au chapitre 2, il sera démontré que cette construction donne le résultat souhaité, a savoir
que les modules standards de aTL,, se comportent d'une maniére analogue aux standards de
TL,.

1.4. Algébres de Temperley-Lieb a une frontiére

La troisieme famille de C-algébres présentée est celle des algébres de Temperley-Lieb a
une frontiére (parfois appelées les algébres blob). Elle est aussi indexée par un paramétre de
taille n € Z~o comme les familles précédentes. Contrairement a celles-ci, les algébres a une

1

frontiére ont trois paramétres complexes 3,81,0. € C avec B = q + g~ +. Elles sont notées

TLb, (B, B4, B>).

1.4.1. Deéfinition

Définition 1.19 (Algebres de Temperley-Lieb a une frontiére définies par générateurs et
relations °). La C-algébre TLb,(B, 81, 5,) est engendrée par les générateurs ey, ..., e, et id

1.5. Certains auteurs utilisent la convention identifiant le dernier générateur comme eg.

30



assujettis aux relations suivantes :

e =Be pourl<i<n-—1,
eexrie,=¢ pouri,itled{l,. .., n—1},
eieg=e¢ee pourl<ij<netl|i—j >1,

€n—1€n€p—1 = P1€n-1,

2
en - BZeny

et ou id est I'identité de I'algébre.

Comme pour aTL,, il existe une inclusion de TL, vers TLb,. De plus, TLb, posséde le
méme genre de structure de tour que TL,. En effet, pour m < n, l'inclusion d’algébres
tnm : TLb, — TLb, est définie par ¢y m(€) = €,—m+i. Les paramétres 3,61, B> € C doivent
demeurer fixés.

La présentation diagrammatique de ces algébres est encore une fois calquée sur celle
de TL,. Cette fois, la variation est faite en apposant des décorations aux diagrammes. Un

(m, n)-diagramme décoré est défini comme étant un (m, n)-diagramme ayant la propriété

que tout lien exposé a I'ouverture au bas du diagramme peut étre décoré d'un e. L'exemple

suivant indique plus précisément quels liens peuvent étre décorés en les identifiant en bleu :

q

(

De plus, les diagrammes ne portent pas obligatoirement de décorations sur les liens exposés.

Les (m, n)-diagrammes de TL, sont donc aussi des (m, n)-diagrammes de TLb,. Voici deux
exemples de 6 et de (9, 7)-diagrammes décorés :

A\

L'isomorphisme entre la version diagrammatique de TLb, et la version avec générateurs et
relations est le méme que celui de TL, pour les générateurs ¢;, 1 = 1,...,n—1. Le générateur
e, est envoyé sur le n-diagramme décoré ayant n liens transversaux mais dont le dernier lien
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est décoré, soit

Quelques regles diagrammatiques doivent étre ajoutées pour que I'application décrite ci-dessus
soit un isomorphisme. Lors de la concaténation de deux diagrammes, les liens (respectivement
bulles) doublement décorés sont remplacés par des liens (respectivement bulles) simplement
décorés et un facteur multiplicatif 3, est ajouté. Les bulles portant une décoration sont retirées
et un facteur multiplicatif 3, est ajouté. L'exemple de calcul suivant illustre les nouvelles regles

diagrammatiques :

R0 snh

Les données cellulaires (A, M, ¢, *) pour TLb, sont les suivantes. L'ensemble partiellement
ordonné A est

N={meZ, |m <n m=,n}
muni de |'ordre total
i =<4 s al <lal ou (Lal = lal et i < k).

L'ensemble M(j) est défini comme I'ensemble des (n, j)-diagrammes ayant j liens transversaux
avec ou sans décoration sur les liens n'étant pas transversaux et tel que le lien transversal
inférieur n'est décoré que si j < 0. L'application * est définie comme pour TL,. L'application
¢ recolle les diagrammes tout comme pour TL, mais en ne dédoublant pas la décoration e

lors du recollement si elle est présente sur les liens transversaux.

L'exemple suivant illustre le recollement de deux diagrammes possédant une décoration :

(EE)-E

Proposition 1.20 (L. Houde Therrien, [HT18]). L algebre TLb,(B, B1,6>) munie du tuplet
décrit ci-dessus est cellulaire.

1.4.2. Propriétés élémentaires

Voici quelques résultats au sujet de TLb, qui ne sont pas liés a son caractére cellulaire.

Proposition 1.21. Les isomorphismes d’algebres suivants sont Vérifiés :
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— pour A € C*, TLb,(B, B1,B2) =~ TLb, (B, \B1, A\B>) et plus particulierement, si3, # 0,
TLbn(B, B1.B2) = TLb,(B,61/B2. 1),

— TLb,(B,B1,B2) ~ TLb,(B,B8082 — B1,6).

Démonstration. Le premier isomorphisme est donné par I'application définie sur les généra-
teursparid —id, g —~ e pour 1 <i<n—1et Xe,— €,.

Le second isomorphisme est donné par |'application définie sur les générateurs par id — id,
eg—~epourl<i<n—1letBid—e,— e,

La vérification que ces applications s'étendent linéairement et qu’elles sont bel et bien des
morphismes d'algebres est directe. [l

La proposition 1.21 montre entre autres que lorsque B; = 0 et B, # 0, il est possible de fixer
B> a n'importe quelle valeur non nulle.

Tout comme pour TL,, les mots de TLb, (c’est-a-dire la concaténation des générateurs)

admettent une expression minimale (& comparer avec la proposition 1.16).

Proposition 1.22 (Forme normale de Jones généralisée [HT18]). Un mot m € TLb, peut
s'écrire uniquement sous la forme

m=m'(e,en1...6,)(€n€n_1...€)...(€n€0_1...6),
ou m' est un mot de la sous-algebre TL,, sous forme de Jones

m = (e,€,-1.. €)(€,€,-1...€k)...(€6_1...6€)
avec

1 <p<... 0 <n,
ki <k < - <k <ly<lr<...ls<n,

et k,' Sj, Vi.
De plus, la taille de ce mot est minimale.

Proposition 1.23 (Dimension de TLb,, [MS94]). Les algébres a une frontiére ont dimension
dim TLb, = (2”).
n
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1.4.3. Les modules standards

Etant donné que I'algébre TLb, est cellulaire, elle posséde des modules standards per-
mettant de produire une famille compléte (a isomorphisme prés) de modules simples. La
construction des modules standards de TLb, est quasiment identique a TL,, a I'exception des
décorations. Ces modules sont notés §,,,j, ol |j| compte le nombre de défauts et ou le signe de
J détermine si le dernier défaut est décoré ou non. Leurs bases en termes de (n, j)-diagrammes
sont notées @,U'. Dans le cas ou le dernier défaut n’est pas décoré, I'action de le décorer est
comprise comme valant zéro, c'est-a-dire si v € @,,J avec j > 0 est un diagramme ayant un
défaut au n-ieme site, alors e,v = 0. La dimension de §n,j est

dim/S\nJ = (n?[jl)-
T2

Voici un exemple pour clarifier cette construction. Les bases des modules standards de
TLbs sont

Pgw
(€]
I
[T
W—/

U@)

w
/—’H/—/&\/—/L/—’H

= HIT

. H’_/

1]

|71

Ml

il

—

3 P L = = =

B5,—3: — )_ D —— _._}
—0—,—0—7—0—,) 7)

By, — ; D PP D D > > >
—7—7) 7) ) ’ 7) a) a)

@5,_1:{; S S B
—°—a—'—7) 7) ) ) 7:) 7) 7)

et les calculs suivants illustrent I'action de TLbs sur ces modules :

SEEE s
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Chapitre 2

Eléements centraux, projecteurs
et modules standards

Ce chapitre développe plusieurs outils qui seront utiles pour les prochains chapitres.

La premiére section définit rapidement les g-nombres et leurs propriétés. Ces constantes

apparaftront tout au long de ce mémoire.

La seconde section explore le centre des algébres de Temperley-Lieb et des algébres a une
frontiére. Un élément central est défini pour ces deux familles. La plupart des résultats présen-
tés proviennent de Morin-Duchesne, Saint-Aubin [MDSA11], Ridout, Saint-Aubin [RSA14]
et de Houde Therrien [HT18].

La troisieme section discute des projecteurs de Wenzl-Jones et de leurs généralisations
pour les algebres a une frontiére. Ces projecteurs ont été d'abord définis dans le cas de TL,
par Wenzl [Wen90] et Jones [Jon83]. L'objectif est de montrer qu'il est possible de définir ces
éléments pour tout g, mais que dans certains cas, la spécialisation pour une valeur de g bien
précise rend cette généralisation nilpotente. Un critére permettant de savoir si le projecteur
peut étre renormalisé pour étre idempotent est donné. Deux familles de projecteurs analogues
aux projecteurs de Wenzl-Jones de TL, sont introduites. La présentation tente de montrer
que ces nouveaux projecteurs sont naturels et que leur construction est trés similaire aux
projecteurs de TL,. Il est a noter que le terme projecteur sera utilisé malgré le fait que ces

familles d’éléments ne seront pas idempotents pour tout q.

La quatrieme section expose des résultats connus au sujet des morphismes entre les
modules standards des algéebres aTL, ainsi que le calcul des déterminants de Gram pour les
algébres TL, et TLb,. Les résultats exposés sont dis a Graham et Lehrer [GL97], Ridout
et Saint-Aubin [RSA14] ainsi qu'a Belletéte et Saint-Aubin [BSA18]. Cette section sera

particulierement utile pour le chapitre 3.



La derniére section s'intéresse a la relation entre la catégorie mod A et la catégorie
mod A//. Le chapitre 4 utilisera ces résultats pour donner la structure des projectifs indé-
composables d'un quotient des algebres a une frontiére. Les résultats de cette section sont
bien connus des algébristes, voir par exemple |. Assem [Ass97] ou plusieurs de ces résultats
se retrouvent en exercice. lls sont exposés étant donné leur réle central dans ce mémoire.

2.1. Propriétés des g-nombres

La théorie développée dans les prochaines sections et chapitres fera intervenir des
constantes appelées g-nombres. Comme noté dans le chapitre précédent, les différentes fa-
milles d'algébres de Temperley-Lieb font intervenir un paramétre 8 = g + g~ pour g € C*.

Ce paramétre est un exemple particulier de g-nombre.

Définition 2.1 (g-nombre). Soient g € C* et m € Z. Si g # 1, —1 le g-nombre m est défini
comme
q" —q "
qg—q*t
De plus, sig=1, [mlg=metsi g=—1, [m],=(-1)"m.

[m]g =

Le facteur B correspond ainsi a [2],. Ces constantes respectent plusieurs propriétés et la

prochaine proposition présente une liste de celles qui s'avéreront utiles dans ce mémoire.

Proposition 2.2. Les g-nombres respectent les propriétés suivantes :
(1) [=mlg = —[mlq,
(2) [mlg =a™ "+ g7+ + g "+ g7
(3) [m+1]g = [2]4[m]qg — [m — 1] et [m+ k + 1]4]k]q = [m + Klglk + 1]q — [M]q,
(4) [m]y = 0 si et seulement si ¢°™ = 1,

(5) si q est une racine 24-iéme primitive de I'unité, alors [mf+ my], = £q™*¢[m.], ; ainsi,

I'application m — [m], a période 2¢.

Démonstration. Les propriétés (1), (2), (3) et (4) découlent d'un calcul direct. Pour démon-
trer (5), il suffit de remarquer que si g est une racine 2£-iéme primitive, alors
qmlé:tmg _ q—mléq:mg _ qimle qm2 _ q—m2
g g
qg—aq qg—4q

Ainsi, la période de I'application m — [m], est égale a 24.

[mil &+ my], = = qimlz[mﬂq-
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2.2. Eléments centraux

Etant donné une K-algébre A, le calcul d’éléments centraux z € A permet de simplifier
I'étude de la catégorie mod A. En effet, pour un A-module M, chaque élément central z
donne lieu a un endomorphisme f, : M — M défini par f,(x) = zx. Cet endomorphisme
permet de décomposer M en une somme directe. Cette décomposition simplifie d'ailleurs
le calcul des blocs de I'algébre A, puisque deux sous-modules a gauche indécomposables
de aA ne possédant pas la méme valeur propre sous f, ne peuvent pas étre dans le méme
bloc. Plus particulierement, f, facilite la décomposition du module a gauche 5A en projectifs

indécomposables.

Cette section présente le calculs d'éléments centraux pour TL, et pour TLb,.

2.2.1. Un élément central de TL,

L’élément central f, € TL, a été défini®* et étudié par Morin-Duchesne et Saint-Aubin
[MDSA11]. Dans cet article, les valeurs propres prises par cet élément sur les modules stan-
dards ont été calculées. La description de celui-ci est faite a I'aide de diagrammes. Ces
résultats sont rappelés dans cette section et une formule récursive de f, est donnée.

Définition 2.3 (Tuiles tressées). Les tuiles tressées sont définies par
AR N I RN B )

Lorsque les tuiles tressées sont présentes dans un dessin, celui-ci s'exprime comme une com-
binaison linéaire de n-diagrammes. Ces tuiles permettent ainsi d'étendre la définition originale
de n-diagramme pour inclure les diagrammes possédant des croisements. Ces nouveaux dia-

grammes seront tout de méme appelés n-diagrammes comme précédemment.

Définition 2.4. L'élément f, est défini par le n-diagramme

Proposition 2.5 ([MDSA11], [RSA14]). f, est un élément central, auto-adjoint et invariant

sous I'automorphisme d’algébres induit par g — q~'. De plus, f, agit sur S,; comme le

2.1. Cet élément était connu dans la littérature physique, mais I'identification de ses propriétés dans le contexte

des algébres de Temperley-Lieb est due a Morin-Duchesne et Saint-Aubin.
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scalaire
N = ¢4 g0 = [ +2] = [,

Cette proposition sera en partie démontrée grace a la formule récursive présentée ci-
dessous. Une analyse a posteriori permet de montrer que f, distingue les blocs de I'algebre TL,,.
C’est cette caractéristique qui justifie en partie son introduction. Sa définition diagrammatique
rend son calcul plutét long étant donné que f,, est la combinaison linéaire de 22" n-diagrammes.

L'introduction d'une formule récursive permet de raccourcir ce calcul.

Soient les éléments f?, f9 f¢ € TL, définis par les n-diagrammes

Solent m< netiy,m,: TLy — TL, I'inclusion canonique. Jusqu'a la fin de cette section, les

éléments v € TL,, sont identifiés avec leurs images ¢, m(v) € TL,.

Lemme 2.6. Les égalités suivantes sont vérifiées :

(¢ -D)f =f,—q ' f, 1, (2.1)
(¢ —1)f) =ep1fr1—q e foo, (2.2)
(@ -1Dff=f, 16,0 —q "enafns. (2.3)

Démonstration. Premierement, en remarquant que les tuiles tressées respectent

FHHH = abAN — P — KRS + 0 Ry 24

le développement diagrammatique de la derniére rangée de I'élément f, donne
fn = (ﬁq - 2) fﬁ +q71 fn—l - qil I:n—l +(q2 - 1) fz

ce qui démontre I'équation (2.1). En multipliant cette équation a gauche par e, ; et en
effectuant le changement d’'indice n+— n — 1, il s’ensuit que

€n—1 fn—1 - q_len—l fn—2 +(q2 - 1)en—1 fﬁ_l

R TaTTa

N O N R O O O T
enaf, = |:|=|:|:|=f,

—g

mais,
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et donc,
€n—1 fnfl = qilenfl fn72 +(q2 - 1) fg -

Ceci démontre I'équation (2.2). Cette méme manipulation a I'aide de la multiplication a droite

par e,_; démontre |'équation (2.3). O

Proposition 2.7. L 'élément central £, vérifie la relation de récurrence
f,=0f_1—¢e1f1—f1e,1+Be1frn—Fo

avec les conditions initiales

fi=(*+qgd)id e Ff=(+q?id-(q—q")%.

Démonstration. Soit n > 3. A I'aide de I'équation (2.4), le développement de I'avant-derniére
ligne de I'élément f¢ donne

c c d -1
fn = an_l _fn —fg +q “én_1 fn_2
Selon les équations données dans le lemme,

fo=q ' f1+(q° - 1)F;
=q 'f1+(g®—1) (Cl fo o —f—fI+q e,y fn—z)
=q o1 +q(for—q o) — (en—1 o1 —g Ten1frn)
— (Frc1en1— g teprfr) +(g— g Hen1fro
=Bfp1—en1fp1—Fr1e1+0Beafro—Fo

ce qui démontre la relation de récurrence. Un développement diagrammatique montre que
les conditions initiales a cette récurrence sont celles énoncées dans la proposition 2.7. Ceci
termine la preuve. 0

L'élément f, est donc maintenant défini sans |'usage de diagrammes. Par induction, il est
possible de remarquer que f, est auto-adjoint et invariant sous |'automorphisme induit par
g +— g~ . De plus, la formule par récurrence permet de fournir une preuve du fait que f, est
central. Cette preuve est trés similaire a la preuve présentée a la prochaine section au sujet
d'un élément central de TLb,. Elle est donc omise.
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2.2.2. Un élément central des algébres a une frontiére

Cette section s'intéresse a I'introduction d'un élément central pour les algébres a une fron-
tiere ne provenant pas d'une définition diagrammatique. Encore une fois dans cette section,
les éléments provenant de sous-algebres sont identifiées a leur image par I'inclusion.

Proposition 2.8. L 'élément ?,, € TLb, défini par

i:\n = ﬁ2 fn —€n fn - fn €n + ﬁen fn—l _,61 fn—l

est central.

Démonstration. Puisque I'élément f, est central dans TL,, les générateurs e, commutent
avec f,, f,_ et e, présents dans |'expression de f, pour i < n— 2. |l reste donc a montrer
que e,_; et e, commutent avec f,,.

Etant donné que |'expression de f,_; ne fait intervenir que des générateurs e; pour i < n— 2,

un calcul direct montre que

~

€n fn = —6p fn €n + ,8,826’,7 fn—l _51 €n fn—l

et

~

fn € = —6p fn €n +662en fn—l _51617 l:n—l .
Donc, e, commute avec f,.

Pour montrer que e,_; commute avec f,, il suffit de développer I'expression de f, a I'aide de
la relation de récurrence de la proposition 2.7. Le calcul est routinier malgré sa longueur. La

multiplication a gauche par e,_; donne

€n—1 fn = ,626’,7_1 fn —€n—16n fn - fn €n—16€n + ,6€n—1 €n fn—l _,6,len—l fn—l

et a droite, celui-ci donne

~

fn €n—1 = ﬁZen—l fn —€n€p—1 fn—1 - fn €n€n—1 + 5 fn—1 €n€p—1 — 51 fn—1 €n—1-

Le commutateur s'écrit donc comme

~

€n—1 fn - fn €n—1 = \(enen—l - en—len) fn _fn(en—len - enen—l)J

-~

@) )
+ (6en—1 €n — ﬁl en—l) fn—l/ - fn—l(,Benen—l - ﬁl en—l)-

@)
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En substituant la relation de récurrence de f,, I'expression (a) se réduit a

(a) = (enen—l - en—len)(L3 fn—l —€h-1 fr1—1 - fn—l €n—1 +5€,~,_1 fn—2 - fn—2)
= enen—1< —fr1e1t0e 1 fo— fn—2) +fr e 16,

- \(,Benfl €n — 5lenfl) I:nfll"i' (Gn,1 €n fnfl €h—1 — ,6616an fnf2 ),

TV NV
(a') auto-adjoint

et pour calculer (b), il suffit de remarquer que
(a)* = ((enen—l - en—len) fn)* = fn(en—len - enen—l) = (b)
ce qui donne

en1fn—Ffre, 1 =een s ( —fie 1t Ben-1 fro—2F, > )

J/

-~

()
- ( — €p—1 fn—1 +Ben—l fn—2 -2 fn—2 ) €n—16€n.

N J/
-~

(d)

Un dernier développement a I'aide de la relation de récurrence (avec un peu de courage)

permet de remarquer que

(C) = _(6 fn—2 —€p—2 fn—2 - fn—2 €n—2 + ,Ben—2 fn—3 - fn—S)en—l + 6en—1 fn—2 -2 fn—2

=ep o1t o+t 06, 06,1 — ,66,,,2 €n—1 fnf3 +en-1 fnf3 —2f,
et donc, e,_1 - (c) = 0. Encore une fois, I'expression (d) est I'adjointe de I'expression (c) et

ceci démontre que ¢, f,—f,e,_1 = 0.

Conséquemment, f, est un élément central puisqu'il commute avec tous les générateurs. [

Voici le résultat du calculs des éléments f,, pour n =2 :

fo=(—(P+a B+ (P +a)B)id+((2—-¢*—q2)B) &
+(-P+9+a - ) e+ (@ —-2+qg e+ (" —2+q )ee
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et pour n=3:
fs = ( (P +q3)B+ (q" + q‘4)[32) id

+ ((—q‘3 +q'+g-@)Bi+ (@7 —-2+ q2)52> e
+(—q¢+ ¢ +9-¢*)Bie
+ (=g *+ a2+ ¢ —qYes
+ (g2 =2+ ¢)Baere+ (72— 2+ ¢*)Bacaey
+(@P-gt'—g+P)ee+ (P —g'—g+P)ee+ (@ —qg - g+ e
+(—g 2+ 1-Peaees+ (—g 2 +1-¢°)erese
+ (_q_2 + 1-— q2)€3eleg + (_q_2 + 1-— q2)€3€2€1

Houde Therrien [HT18] a construit un élément central £, € TLb, défini a I'aide de

diagrammes.

Conjecture 2.9. A une constante multiplicative non nulle A € C* prés, F, = A?,,.

Il est démontré dans [HT18] que I'élément central F, distingue les blocs de I'algébre TLb,
lorsque celle-ci est semisimple. Le résultat n'a pas été démontré pour le cas général, mais les

expériences numériques semblent indiquer que ceci est vrai.

De plus, I'élément /fn ne génére pas le centre de I'algebre pour tout n et tous parameétres
B, Bi. Bo. En effet, il est possible de vérifier que pour n =5, g = e™® B, =0et B = —1,
le centre a dimension 5 tandis que le polyndme minimal de ?5 est de degré 3.

2.3. Projecteurs de Wenzl-Jones et leur généralisation

Les projecteurs de Wenzl-Jones sont des éléments de TL, ayant été introduits par Wenzl
[Wen90] et Jones [Jon83]. Lorsqu'ils existent, ceux-ci sont idempotents. L'objectif de cette
section est d’'introduire les projecteurs de Wenzl-Jones ainsi que leurs généralisations aux
algébres TLb,,.

2.3.1. Les projecteurs de Wenzl-Jones pour TL,

La définition usuelle des projecteurs de Wenzl-Jones demande certaines conditions sur
g, soit qu'il ne soit pas une racine 2£-ieme de I'unité pour £ < n. Cette restriction permet
d'éviter que certains g-nombres présents au dénominateur ne s'annulent. La définition de

la renormalisation des projecteurs de Wenzl-Jones présentée ici n'impose aucune condition
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sur q. Elle est présentée puisque cette technique est au cceur de la section suivante sur la
généralisation de ces projecteurs pour |'algebre TLb,,.

Définition 2.10 (Projecteurs de Wenzl-Jones). Si g n'est pas une racine 2¢-ieme de |'unité

pour un certain £ < n, les projecteurs de Wenzl-Jones sont définis par la relation de récurrence
'Dl =id et Pm = Mm-1— ﬁ m—len—m+le—l
q

pour m < n.

Les premiers projecteurs de Wenzl-Jones sont donnés par :

P =id,
P2 = id—ﬁen,l,

P =id —%enq - %&772 + ﬁenflean + ﬁenf2enfl-

Proposition 2.11 ([KLL94]). Lorsqu'il est défini, le projecteur de Wenzl-Jones P, est I'unique
élément de TL,, respectant les relations

(P)?=PR, et Pe=¢eP,=0 pourtout 1<j<n.

De plus, pour m < n, PP, = PPy, = P,.

Les projecteurs de Wenzl-Jones sont des éléments remarquables entre autres puisque, si g
n'est pas une racine de |'unité, le module a gauche engendré par P, au sein de 1, TL, est

isomorphe a S, .

Puisque les g-nombres sont des polynémes en g et g1, la définition 2.10 introduit des
singularités au niveau des coefficients des différents mots présents dans I'expression des £,.
L'objectif du reste de cette section est de calculer une fonction non identiquement nulle
An(q) € Clq, g71] telle que \,P, soit défini pour tout g. Ce calcul permet entre autres de

définir un analogue de P, méme lorsque ces singularités apparaissent.

Définition 2.12 (Projecteurs de Wenzl-Jones non singuliers). Les projecteurs de Wenzl-Jones
non singuliers sont les éléments de TL, définis par

Pm = (H(_l)iJrl[/]q) Pm

i=1

pour 1 < m<n.
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Les premiers projecteurs de Wenzl-Jones non singuliers sont données par

p, = id,

P> = (—[1ql2]q) (id — - en-1) = en—1 — [2]qid,

ps = (—[114[2]4[3]q )( —en 1 — Blen 2+ gren16n 2+ Foen2601)
= —[2q[3lqid +[2]5en-1 + [215en-2 — [2]qen-180-2 — [2]g€n-2€n-1.

Ceux-ci respectent des propriétés analogues aux propriétés de la proposition 2.11 étant donné
qu'ils ne sont qu'un multiple des projecteurs classiques. Il est aussi possible de les définir a
|"aide d'une formule par récurrence.

Proposition 2.13. Pour m > 2, les projecteurs de Wenzl-Jones non singuliers respectent les

relations de récurrence

m—2

Pm= (—1)m+1[m]q Pm1+ (H (—Tlﬂ[/]q) Pm—1€r—m+1Pm—1 -

Démonstration. Cette proposition découle de la définition des projecteurs de Wenzl-Jones
non singuliers. En effet,

m-—1
Pm: mfl_[ [ ] ]qu 1€n— m+1Pm71
q
et ainsi,
(H( 1) ]q> m
=1
(I e ) P — (TT0*0, ) 2T, ey Py
i=1 i=1 [m ]‘7
= (- 1)m+1[m]q Pm-1 —(_1)m+1[m - 1]q Pm_1 €n—m+1Pm-1
m—2 1
= (=)™ m]gppm_1 + (H m) Pm—1€—-m+1Pm-1
i=1 q
ce qui est la relation attendue. O

[l ne reste maintenant qu'a montrer que la formule par récurrence de la proposition 2.13

n'introduit en réalité aucune singularité méme s'il y a des divisions par des g-nombres.
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Définition 2.14 (Facteurs de Wenzl-Jones). Les facteurs de Wenzl-Jones sont les éléments
de TL, définis par

t—1 t t—1
ug = H €n_i + Z(—l)iJrl[/]q (H e,,j> .
i=1 i=2 j=i
pour 1 <t <n-—1oul'ordre dans les produits est le méme qu’'a la définition 0.1.

Ces éléments respectent trivialement la relation de récurrence
Ury1 = Urenr + (—1) [t + 1], id
et les premiers facteurs de Wenzl-Jones sont donnés par
u; = id,
Uy = e,—1 — [2]4id,
U3 = ep_1€p—2 — [2]qen— + [3]qid.

Les facteurs de Wenzl-Jones offrent, comme le vocabulaire I'indique, une factorisation des
Pm-

Proposition 2.15. Les projecteurs de Wenzl-Jones non singuliers vérifient
m—1
= H Um—i.
i=0

Démonstration. Cette proposition est vraie pour m =1 car u; = id et p; = id. En procédant
par induction, grace a la proposition 2.13, il s’ensuit que

m—2
m 1
Pn=(-1) +1[m]q Pm1+ (H m) Pm—1€r—m+1Pm—1

3
M\

1
W Pm-1 en—m+1> Pm-1

+1 1 i
= (_1)m [m]q + ( 1)/+1[] (H Umi> enm+1) Pm-1

i=1

m—1
’*1[/] Un—1€n—m+1 (H Um—i)) Pm-1
i=2

mais, pour t < m, Uy p,, = (—1)““1[15]0,pm car seul le terme en id de u; n'est pas annulé par
P,,. Ainsi,

<]f[ Um—i> Pm—1= (]f[(_l)m_i+l[m - I']q> Pn-1= (1__‘[(_1)/—"_1[/](7) Pm-1

= [ (=)™ [m]q +

[y

3
N

= [ (=)™ m]q +

||EM )

45



et donc, I'équation précédente devient
m—1
Pm = ((_1)m+1[m]q + Um—len—f-i-l) Pm-1= H Um—i
i=0
ce qui est le résultat attendu. ]
Corollaire 2.16. Les projecteurs de Wenzl-Jones non singuliers peuvent étre évalués pour

tout g € C*.

Démonstration. L'expression de p,,, en terme des u; de la proposition 2.15 n'a aucune division

par un g-nombre. ]

2.3.2. Les projecteurs de Wenzl-Jones pour TLb,

Cette section présente deux familles d'éléments analogues aux projecteurs de Wenzl-

Jones. Ceux-ci font intervenir plusieurs constantes :

Jj—1
6j = UleB1 — U — 1]4Bo, pj = H(—l)’é,
i=0
. J—3 1
d=(-1", d= L1y,

Elles respectent plusieurs identités remarquables qui seront utiles pour les démonstrations de
cette section. De plus, les paramétres G, 31, B> et g sont considérés comme étant génériques
jusqu’a ce que leur spécialisation soit étudiée plus loin dans cette section. L'utilisation du

terme projecteur sera justifiée plus loin dans cette section.

Lemme 2.17. Les coefficients respectent les relations suivantes :

(1) cipi-1=pj,
(2) dpii=d ",
(3) Spi2 =1,

(4) Bel +c ' ="
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Démonstration. Les identités (1), (2) et (3) sont faciles a vérifier. L'identité (4) découle de
la propriété (3) de la proposition 2.2. En effet,
Bel+c = (~1Y B + (~1) %0
= (_1)j71(([2]q[/' - 1]q - U - 2]q)ﬁl - ([Q]qU - 2]q - [/ - 3]6/)132)
= (_1)1_1([/]#31 —- - 1]52)
= —(-1Y§; = -

ce qui est le résultat attendu. O

Définition 2.18 (Projecteurs de Wenzl-Jones généralisés). Pour TLb,, les projecteurs de
WenzI-Jones généralisés de type gn,,n sont les éléments p, avec 1 < m < n définis par la
relation de récurrence

~ e e ~
Pr =€, Pn=CPn11TC&Pn18-mt1Pm-1-

Les projecteurs de Wenzl-Jones généralisés de type S, , sont les éléments p; définis par la
méme relation de récurrence, mais avec la condition initiale ﬁf =06 id —e,.

Il suffit d'étudier les projecteurs de type /S\n,_,, puisque les projecteurs p;| correspondent aux
projecteurs de type §n,,n pour I'algebre TLb,(8, 86> — B1,B2) par I'isomorphisme de la pro-
position 1.21. En effet, I'élément e, = B,id —e, est tel que e, = Bye], et e,_1€,6,-1 =
(BB> — B1)es—1. Lorsque ce n'est pas spécifié et que le contexte est clair, les éléments p,,
sont nommés projecteurs.

Proposition 2.19. Les projecteurs respectent les propriétés suivantes :
(1) ep, =pPrei=0pourn—m+1<i<n-1,
(2) €y = Prmen = B2Pp,
(3) (Pr)" = Prm
(4) pour k < m, P, P, = P,P; = PxP,, €t
(5) P, € IMipm 00 Lym: TLb, — TLb, est I'inclusion décrite au chapitre 1.

La propriété (5) montre que ep,, = P& pour 1 << n—m— 1. La seule propriété étant
modifiée pour p est la seconde propriété. Celle-ci devient

(2,) en/ﬁ; = ﬁ;en =0

puisque I'élément €/, décrit précédemment est tel que e e/, = ele, = 0.
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Pour démontrer cette proposition, il suffit de procéder par induction généreuse sur |'en-
semble des propriétés. Pour m < 2, la proposition précédente est vraie. En effet,

~_

p; = e, et p, =-0ie,+ e 16

et ces deux éléments respectent les propriétés annoncées. Soit m > 2 fixé et soit p,,. Par
induction, les propriétés (2), (3) et (5) de p,,, découlent immédiatement de la définition et la
propriété (4) est vraie lorsque k < m. Il suffit de montrer que

€-mi1P, =0 et (6;)2 = PmP -
Lemme 2.20. Pour2 < k < m,

~_ . k_;’_]_/\_
en—kpk €n—k = —C pk_len—k-

Démonstration. Il suffit de développer I'expression de p, en remarquant que e,_x et p,_,
commutent :
€n—kPy En—k = En—k(C1Py_1 + Py 1En—k+1Px_1)En—k
k K ~
= (B + & Prk—1)Py_16n—k

_ kfla—
=G Pr-16n—k-

Lemme 2.21. Les projecteurs respectent (p,.)? = pmP,,.

Démonstration. Tout d'abord, par calcul direct a I'aide de la définition, il s'ensuit que
(ﬁ;)Q =(a"Pp1 + CQmﬁ;vflen*m+1i5;171)2
= (C{n)zpm—lﬁ;q—l + 261"y Pm-1Pm-—1€n-m11Pm_1
+ (C2m)2pm716;1—1enfm+16;1—1enfm+1§;7—1-
En utilisant le lemme précédent, le troisieme terme de cette somme vaut
ﬁ;_len—mﬂﬁfn_len—mﬂﬁ;_l = _C{npm—2/|5;_1en—m+16r_n_1

ce qui donne

(ﬁ;)z = (C{n)2pm—1 D1 +S2C{nc2mpm—1 - C{n(czm)zpm—ﬂ?m—l)6;7—1en—m+16;—1-
1) @)

Il ne reste qu'a calculer les coefficients (1) et (2) pour conclure. En utilisant le lemme 2.17,
Il s'en suit que

(1) = (¢")?Pm-1 = Pmcy”

483



et
(2) = 2¢" S Pm-1 — "(5")? Pm—2Pm-1
= 2Céﬂpm - Ciﬂ(czm)2pm—2pm—l
= 2¢3"pm — (&) Pr—2Pm
:2C2mpm—C2m/9m=C2um

ce qui démontre le lemme. O

Lemme 2.22. Les projecteurs respectent €, m+1P,, = 0.

Démonstration. Par calcul direct et a I'aide du lemme 2.17,
~ e~ e~ A_
En—m+1Pm = En—m+1 (C1 Pn_1+ & pmlen—m+1pm1>
_ m “_~— m _~— “_~—
= {"en-mi1Pm_1 + 5 (en-m+1Pm_1€0-m+1) P2
=" €-m+1Pp_1 — 1 G €n—m+1Ppm_oPpy_1

m m -
= ¢"(1 = ¢&"Pm-—2) €n-mi1Pm_1

=0

ce qui termine la preuve. ]

La proposition 2.19 est ainsi établie.

Les coefficients apparaissant dans la définition des projecteurs font intervenir des divisions
par les constantes ¢;. Il est donc naturel d’étudier le comportement des projecteurs lorsque
ces constantes s'annulent. La prochaine définition s'intéresse a factoriser les projecteurs.

Définition 2.23 (Facteurs de Wenzl-Jones généralisés). Les facteurs de Wenzl-Jones géné-
ralisés sont les éléments de TLb, donnés par

m—1 m m—1
T ( H en_,-> + ZC{( H en_j>
i=0 i=2 j=i
pour 1 < m < nou l'ordre dans les produits est le méme qu’a la définition 0.1.

Ceux-ci peuvent aussi étre batis a I'aide de la relation de récurrence

A~

~ m
Un = Un—1€n—m+1 + Cy .

De plus, il est utile de remarquer que les {, ne contiennent dans leur expression que les
générateurs e pour n—m+1 </ < n. Conséquemment, i, = €, pourl <i<n—m-—1.
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Proposition 2.24. Les projecteurs admettent la factorisation p,, = [~y Om—it1-

Démonstration. La démonstration est faite par induction. Pour m = 1, elle est vraie. Un

calcul direct montre que

o Mo me— ~
P = (" + &'Pp1€r-mt1) Prms

e SN
= (" + & Om—1€n-m+1Pm_2) Pm1

<C{” + &"Pm—2 Um_len_mH)p;_l
1

(am—l €n—m+1 + C{n) ﬁ;_l

m
= Ump;_l = H Umn—j+1
i=1

ce qui est la formule annoncée. O

Corollaire 2.25. Les projecteurs sont non singuliers, c'est-a-dire qu'ils peuvent étre évalués
pour 3,81, 8> et g quelconques.

Démonstration. La factorisation des projecteurs de la proposition 2.24 ne fait intervenir au-

cune division. O

S'il existe 0 < j < n—1 tel que §; = 0 et que cet entier est minimal, alors, pour m < J, les
éléments p;, peuvent étre renormalisés pour étre des idempotents, c'est-a-dire de véritables
projecteurs. Dans le cas ou m > J, ils sont nilpotents d'ordre 2. L'étude du cas nilpotent sera
faite au chapitre 4.

Il est aussi naturel de s'intéresser a I'unicité de des projecteurs.

Proposition 2.26. Lorsque les paramétres 3,81, B> sont génériques, les propriétés (1), (2)
et (5) de la proposition 2.19 ainsi que la condition (p,,)? # 0 déterminent complétement les

projecteurs p,,, a une constante multiplicative preés.

Démonstration. Pour m = 1, la proposition est claire. Soit m > 2 et soient P et Q deux
éléments de TLb, non nuls, au carré non nul et respectant les propriétés (1), (2) et (5).
Tous les produits de e; étant présents dans I'expression de P et Q possédent au moins un
générateur e,. En effet, puisque e,P = B.P, il faut que P € (e,) car si un mot m présent
dans I'expression de P ne posséde pas de e, dans son expression, e,m est C-linéairement
indépendant de m. Aussi, puisque le carré de P et @ est non nul, ces éléments doivent
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posséder une composante non nulle en e, car tout mot apparaissant dans I'expression de P

et Q possédant aussi un générateur e; pour i # n est annulé par P et Q.

[l est donc possible d'écrire P = A\pe, + P et Q = Xgen+ @ ou P et @ sont des sommes de
produits de générateurs contenant au moins un ¢; pour n—m+1<i<n—1, 00 Ap, Ag # 0.
De plus, PQ=PQR=0 puisque P =¢Q@ =0pour n—m+1<;<n-1. Donc,

1 1

~ 1 ~ 1 -
P=P+ PQ = —Pe, + PQ = P (Xgen + Q@
B2Aa ~ B2 BaAq BaAq (o )
1 1 ~ Ap 1 = Ap
= ——PQ=—"—(re,+P)Q=T"Q+——PQ="Q
B2Aq ,52>\Q( g ) AQ B2Aq AQ
ce qui montre que les deux éléments P et Q sont proportionnels. [

Intuitivement, la proposition 2.24 montre que le projecteur p,, est défini sous la forme
renormalisée la plus naturelle. En effet, il est possible de remarquer que les mots présents dans
le facteur de Wenzl-Jones i,, ont toujours une taille inférieure ou égale a m. Le seul mot de
taille m provient du développement du produit H?;Bl en,—;. Il s'en suit que dans |'expression
du projecteur p;,,, le mot

(en€n_1...€nmr1)(€n€n1...€—mi2)...(€n€n_1)eN

apparait avec coefficient 1. Ce mot est sous la forme de Jones généralisée 1.22 et il est
le mot le plus long (strictement) présent dans |'expression du projecteur. Ainsi, aucun zéro
n'est commun a tous les coefficients des mots présents dans |'expression de p.. Donc, toute
tentative de diviser par une fonction complexe introduira nécessairement une singularité. I
est donc impossible de trouver une fonction complexe non constante A\(q, 31, 32) ayant au

moins un zéro telle que %ﬁ; puisse étre évalué pour toute valeur des parametres.

2.4. Morphismes de Graham-Lehrer

Les familles d'algébres présentées au chapitre précédent possedent des modules standards.
Comme I'ont démontré les propositions de la section 1.1.2, la structure de ces modules donne
de l'information non triviale au sujet de I'algébre dont ils proviennent. Il est donc naturel
d'étudier les morphismes entre les modules standards.

Graham et Lehrer ont présenté dans [GL97] une construction des morphismes entre les
standards de aTL,. C'est ce procédé qui est utilisé par Belletéte et Saint-Aubin [BSA18] pour
déterminer plus explicitement la structure des modules standards de aTL,,.
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Cette section présente quelques résultats au sujet des morphismes entre les modules
standards de TL,, aTL, et TLb,. Les preuves ne sont pas données. Ces résultats seront

utilisés au chapitre suivant.

2.4.1. Structure des modules standards de TL,

Par souci d'exhaustivité, quelques résultats au sujet de I'algébre TL, sont présentés.

i
Voici un exemple de morphisme entre deux modules standards de TL,. Soit ¢ = e5, et
donc B = %ﬁ Le morphisme entre Sg 5 et Sg 3 est donné sur la base Bs s par I'application

E H% —ﬁE +(62—1)E +(25—63)F
= % _[Q]QE +[3]qE _[4]qF

et celui-ci s'étend linéairement. Comme cet exemple l'illustre bien, la valeur de B contrdle

I'existence de morphisme entre les modules standards.

Théoréme 2.27. Lorsque q n'est pas une 2¢-ieme racine de I'unité pour un certain £ < n,

I'algebre TL,(B) est semisimple.

Ridout et Saint-Aubin [RSA14] démontrent ce théoréeme a I'aide d'un calcul des matrices
de Gram et de leur déterminant. Belletéte, Ridout et Saint-Aubin [BRSA17] déterminent
explicitement la structure des modules standards, simples, projectifs et injectifs de TL, lorsque

g est une racine de l'unité.

2.4.2. Structure des modules standards de aTL,

Cette section suit le traitement de [BSA18]. Les résultats originaux proviennent de
[GLI7].

Comme cela a été souligné précédemment, I'algebre aTL, n’est pas cellulaire. Ainsi, il
est impossible de définir de modules cellulaires au sens de la définition 1.2. Par contre, les
morphismes entre les modules W, ;.. définis a la section 1.3.2 sont bien compris. Les pro-
chains résultats donnant la structure des modules standards peuvent étre comparés avec les
propositions 1.6 et 1.7.

Soient j € Zso et z € C*. Soit A* I'ensemble des paires (j, z) ou les paires (0, z) et
(0, z71) sont identifiées (étant donné qu’elles donnent lieu au méme module W, ;.,). De plus,
sig+qgt=0etn=,0, lapaire (0, q) est retirée de A°.
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Théoréme 2.28 (Résultat de [GLI7], théoréme 3.1 [BSA18]). Les aTL,-modules W, j., ont
coiffe simple et I'ensemble des L., :==W, ., /radW,, ., pour (j, z) € N* forme un ensemble

complet de représentants non isomorphes des aTL,-modules simples de dimension finie.

Ce dernier théoreme montre qu’en effet, les modules standards W, ., sont une générali-
sation naturelle des modules cellulaires. Le prochain théoréme s'intéresse a leur structure.

Soit g € C* et soit |'ordre partiel < sur A? (dépendant de la valeur de g) défini comme suit.
Pour (J,y), (k, z) € A\, la paire (J, y) succéde (k, z) s'il existe m € Z>q tel que j = k+2m

et I'une des deux conditions suivantes est respectée :

(GL1) z22=(—qY ety = z(—q)™ ",

(GL2) 22 =(—q) 7 ety = z(—q)".
Ainsi, = est défini comme I'ordre partiel le plus faible sur A? tel que (k,z) < (J,y) dés que
(J,y) succede (k, z).

Pour qu’une paire (k, z) posséde des solutions aux conditions de (GL1) ou (GL2), il faut
que z s'écrive comme (—q)’”/2 ol m est un entier. L'entier m sera appelé un entier critique

lorsque m+1 =, 0. La paire (k, z) est appelée critique lorsque z = (—q)™? avec m un entier
critique.

Théoréme 2.29 (Résultat de [GL97], théoréme 3.2 [BSA18]). Soient k,j, n € Z>q tels que
0<k<j<netqgeC*.

(1) Hom(W, .y, Wy k.z) =~ C si (k,z) < (J,y) et ~ 0 sinon.
(2) La multiplicité du simple L, ., dans W, x., est 1 si (k,z) < (J,y) et zéro sinon.

(3) Pour n, k,z fixés, 3 scromw, ., w, ) IMY = rad Wy k...

njyr

L'exemple suivant donne explicitement le morphisme entre deux modules standards de
aTL,. Soit g une 6-ieme racine de I'unité primitive. Alors, les modules Wy .43 et Wy .2
sont liés par un morphisme (la paire (2, g73) et (0, —g?) vérifie la condition (GL2)). Celui-ci
est donné sur les bases de ces modules par

=np -l EeD g
SR ESC
En plus de donner la structure des modules cellulaires, Graham et Lehrer [GL97] décrivent

une technique explicite permettant de calculer les morphismes entre les modules standards.
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Théoréme 2.30 (Proposition 3.3 [BSA18]). Les diagrammes de Loewy des modules W, .,

sont donnés par une troncature des patrons

AN
X<
X

A 7
AN

ol le diagramme de gauche représente le cas ou la paire (j, z) est non critique tandis que le
diagramme de droite représente le cas ot (J, z) est critique. De plus, pour le diagramme de
droite, les lignes verticales sont des morphismes issus de la condition (GL1) tandis que les
lignes diagonales sont des morphismes issus de le condition (GL2) données précédemment.

Le théoreme précédent sera grandement utile au chapitre 3. Les diagrammes de Loewy seront

définis a la section 3.1.1.

2.4.3. Structure des modules standards de TLb,

Le prochain chapitre étudiera en détails la théorie de la représentation de |'algébre TLb,,
plus particulierement lorsqu'elle n'est pas semisimple. Cette section présente le résultat du

calcul des déterminants de Gram.

La structure de TLb, est liée au comportement des constantes
ax = Balk + 1]q — Bak]q
pour k € Z ainsi qu'au paramétre g. La prochaine proposition illustre partiellement ce fait.

Proposition 2.31 (Déterminant de Gram, [MD17] et [HT18]). Le déterminant de Gram des
modules standards de TLb,(G, 81, B2) est donné par

n—|k| n—lk|
2 dimS 2 dimS
_ ACnk IM Sp | k|+2/ IM Sy | k|+2/
det @, = 65" [ aursomien 11 A semnior
j=1 j=1

ol C,x correspond au nombre de décorations présentes dans la base B, _ .

Corollaire 2.32. S/ TLb,(B, 81, 8>) n'est pas semisimple, alors B, = 0 ou il existe un k € Z

tel que a, = 0.
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Démonstration. Ce corollaire est une application directe de la proposition 1.8 U]

2.5. La catégorie mod(A//)

Dans les prochains chapitres, il sera question de la catégorie mod(A//) des modules a
gauches de type fini sur I'algebre A/l pour | un idéal bilatére. Cette section étudie cette
catégorie, ses projectifs indécomposables et ses modules simples. Etant donné un A-module
a gauche M, celui-ci est associé au A//-module a gauche M/IM.

Tout d'abord, il est utile de remarquer que la catégorie mod(A//) est équivalente a I'an-
nulateur anny(/), la sous-catégorie pleine de mod(A) ayant comme objets les A-modules a

gauches M tels que IM = 0.

L'équivalence de catégories est définie sur les objets comme suit : Un A-module M tel que
IM = 0 posséde canoniquement une structure de A//-module. Inversement, tout A//-module
possede une structure de A-module en définissant im = 0 pour tout / € | et m € M (et donc

IM = 0) et ou I'action de a € A est donnée par a- m= (a+ /)m.

Sur les morphismes, le foncteur est donné par |'application suivante. Pour f : M — N un
morphisme de A-modules avec M, N deux A-modules tels que IM = IN = 0, f est un
morphismes de A/I-modules car f(im) = 0 et if(m) = 0 pour tout m € M et i € | par
définition. Inversement, un morphisme de A//-modules f : M — N s’étend a un morphisme

de A-modules pour les mémes raisons.
La vérification que les foncteurs décrits ci-dessus sont des quasi-inverses est directe. Cette

équivalence de catégories a plusieurs conséquences.

Lemme 2.33. Soient A une algebre artinienne et M un A-module indécomposable de type

fini. Si IM = 0, alors M est indécomposable en tant que A/l-module.

Démonstration. Puisque la catégorie ann(/) est une sous-catégorie pleine de mod(A),
EndA//(M) ~ EndA(M)

et Enda(M) est un K-module local si et seulement si M est indécomposable puisque M est
de type fini et A est artinienne. O

Lemme 2.34. S/ P est un A-module projectif, alors le module P/IP est un A/l-module
projectif.

Démonstration. Il est bien connu que pour tout A-module a gauche, A/l @4 M ~ M/IM,
ou I'isomorphisme est donné par (a+ /) ® x — ax + IM pour m € M et a € A. Puisque le
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foncteur A/l ®4 _ et le foncteur Hompu,(A/1, _) sont adjoints, il suit que
Homy, (P/IP, _) ~ Homa, (A/l @4 P,_) ~ Homa(P, Homua, (A/l,_)).

Or, étant donné que A/l est un A/I-module projectif, ceci est la composition de deux fonc-
teurs exacts, ce qui est un foncteur exact.

O

Une partie de I'étude de la catégorie mod(A//) sera faite dans le cas ou / est un idéal
nilpotent. Les prochains résultats s'intéressent a ce cas particulier.

Lemme 2.35. Soit | un idéal bilatére nilpotent de A. Pour un A-module M # 0, le A/I-module
M/IM est non nul.

Démonstration. Soit n tel que /" ~ 0. Si M/IM ~ 0, alors M ~ [ M. Ainsi,
M~ I(M)~I(IM)~ .. ~["M~Q0
ce qui est une contradiction. ]

Lemme 2.36. Soit | un idéal bilatére nilpotent de A. Si M a coiffe simple, alors M/IM a
coiffe simple et conséquemment, est indécomposable.

Démonstration. Soit n tel que /" ~ 0. Alors, | C rad A et donc, IM C rad M. La projection
f: M — M/IM induit un isomorphisme top f : M/rad M — (M/IM)/rad(M/IM) et ainsi,
la coiffe de M/IM est simple. O

Les lemmes précédents ameénent donc a conclure le résultat suivant que si {Ae; } est un en-
semble complet de représentants non isomorphes des A-modules projectifs indécomposables,
alors {Ae;/IAe;} est un ensemble complet de représentants non isomorphes des A//-modules
projectifs indécomposables. De plus, les A//-modules simples sont isomorphes en tant que
A-modules aux A-modules simples.

L'objectif de I'étude du chapitre 4 sera d'étudier les A-modules a gauches /P pour P un
A-module projectif indécomposable dans le cas de A = TLb,.
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Chapitre 3

Représentations des algébres
de Temperley-Lieb a une frontiere

Les algebres de Temperley-Lieb a une frontiére ont été introduites au chapitre 1. L'objectif
de ce chapitre est d'étudier la théorie de la représentation de ces algebres en fonction des
paramétres complexes 3, B1 et B>. Au chapitre 2, le résultat du calcul des déterminants de
Gram de TLb, a été donné a la proposition 2.31. Or, ce calcul permet seulement de déterminer
si I'algeébre est semisimple ou non. Dans le cas ou I'algébre n'est pas semisimple, beaucoup

de travail reste a faire.

La premiére section présente d'abord quelques résultats élémentaires de la théorie de la
représentation des algebres. lls proviennent tous de [Ass97]. Celle-ci se termine en donnant
un morphisme d'algebres surjectif de aTL, vers TLb, provenant de [GLO4].

La seconde section présente un test numérique permettant de déterminer si deux modules
standards de TLb, sont liés par un morphisme. Ce travaille s'inspire des résultats de Graham
et Lehrer [GLO4].

La derniére section définit une construction géométrique, appelée patron de morphismes,
qui permet de visualiser les différents morphismes de la section 2. Les matrices de Cartan des

blocs de I'algebre TLb, sont données.

[l faut rappeler la définition des constantes a, définies plus tot dans ce mémoire puisqu'elles
Jouent un réle crucial ici. Lors du calcul du déterminant de Gram des modules standards S, ;,

les constantes a, € C ont été définies comme

ak = ak(q,B1,B2) := Bolk + 1]q — BilK]q (3.1)

et le corollaire 2.32 montre que si ax # 0 pour tout k, (le cas B, = 0 étant compris comme

ap = 0), alors I'algebre TLb,, est semisimple.



Puisque I'objectif de ce chapitre est de comprendre |'algebre TLb, lorsqu’elle n'est pas
semisimple, il sera nécessaire d'imposer |'existence d'un k € Z tel que a, = 0 lors de I'étude
des morphismes entre les modules cellulaires. Le lemme suivant sera utile lors de ce chapitre

et il n'implique que la manipulation de g-nombres.

Lemme 3.1. Soit 31,3, tels que 81 # 0 ou B> # 0. Si ay = 0, alors ax.m = 0 si et seulement
si [m]y = 0. Conséquemment, si q est une racine 2¢-iéme primitive et que 31 ou B> est non
nul, alors une constante a, s'annule si et seulement les seules constantes a, s'annulant sont

de la forme ayyme pour m € Z.

Démonstration. Si ax = ax.m = 0, alors

Balm + k + 14[klq = Bi[m + Klg[klq = Balk + 1]g[m + K]4

et

Bilm + Klglk + 1]q = Bo[m + k + 1]gk + 1]g = Bilm + k + 1]4[K]q.

Ainsi, grace a la propriété (3) de la proposition 2.2, les deux équations précédentes sont
équivalentes aux deux suivantes :

Ba[mlg =0 et Bi[m],=0.
Puisque B; ou B, est non nul, il faut que [m], = 0.

Inversement, si ax = 0 et [m], = 0, alors les propriétés (4) et (5) de la proposition 2.2
garantissent que g est une racine 2£-iéme primitive o m = pf pour p € Z. Donc, la fonction
J > [lq est telle que [p€ + j], = qP*[j]4 et

amik = Bao[m+ (k+ 1)]q — Brlm + klq = ¢”*a = 0.

Enfin, le dernier énoncé découle du fait que si g est une racine 2¢-iéme primitive, alors [m], = 0
implique que £ | m par la propriété (4) de la proposition 2.2. d

Corollaire 3.2. Si 51 ou B> est non nul et g n'est pas une racine de I'unité, alors s'il existe
un k € 7 tel que a, = 0, ce k est unique.

3.1. Notions algébriques

Cette section présente les diagrammes de Loewy, le foncteur changement des scalaires et
la décomposition en blocs d'une algébre.
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3.1.1. Diagrammes de Loewy

Soit A une K-algebre et M un A-module a gauche de dimension finie. Un
diagramme de Loewy de M est un graphe dont les sommets sont les facteurs de composition

de M. Puisque M est de dimension finie, il existe n € Z>q tel que rad” M = 0. De plus,
les quotients successifs rad'M/ radt M sont des modules semisimples. Les sommets du
diagrammes de Loewy positionnés a la rangée i sont définis comme étant les modules simples
présents dans rad’ M/ rad™* M. Si les modules simples /1, /> apparaissent comme sommets
dans le diagramme de Loewy de M, ceux-ci sont liés par une aréte s'il existe trois A-modules
a gauches My M, et N tels que :

(1) N est un sous-module de M,,
(2) N est indécomposable et

(3) les suites courtes suivantes sont exactes :
0 > My > M > M, > 0,
0 > g > N > s > 0.

A I'aide d'un diagramme de Loewy, il est facile de déterminer la coiffe et le socle d'un module.
La coiffe apparait comme la collection de simples au sommet du diagramme puisque ceux-ci
correspondent a M/rad M selon la construction décrite précédemment. Si / est un sous-
module simple de M, alors aucune aréte ne lie le sommet correspondant a / a un autre
sommet se trouvant plus bas dans le diagramme. Donc, le socle de M est I'ensemble des
sommets du diagramme de Loewy n'ayant aucune aréte descendante.

Voici un exemple de construction du diagramme de Loewy du standard W5 ;.(_q)32 pour
g une racine sixieme de I'unité. Selon le théoréme 2.30, le diagramme de Loewy du standard
est

I5.1: (-2

|5’3;(7q)1/2 . [ |5,3;(7q)5/2

. |5,5;(*q)3/2
ou I ., est la coiffe de W, ... Et donc, la suite des radicaux est

l5,1;(~q)2r2
°

l5.3:—q)2  ls3(-q)er2

|5,3:(7q)1/2 oso |5,3;(7q)5/2 D \

. |5,5;(—Q)3/2

D |55:(—q)3/2

[ |5’5;(_q)3/2
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et I'information contenue dans le diagramme de Loewy implique que

dim EXt1(|5v1;(_q)3/2, |5,3;(—q)1/2) Z ]., dim EXt1(|5v1;(_q)3/2, |5,3;(—q)5/2) Z ].,

dim EXt1(|5y3;(_q)5/2, |5,5;(—q)3/2) Z 1, dim EXt1(|5y3;(_q)1/2, |5,5;(—q)3/2) Z 1,

et il est possible de remarquer que top W 1.(_gy22 = l5 1.(_qy3/2 €L SOCW5 1. (_gy32 = l5 5.(_gy3/2-

3.1.2. Changement des scalaires

Cette section traite d'une construction élémentaire, mais centrale a ce chapitre. Ces

résultats proviennent de Assem [Ass97].

Soient deux K-algebres A, B et ¢ : A — B un morphisme d’algebres. Le foncteur chan-
gement des scalaires est le foncteur covariant

F¢ : Mod B — Mod A

construit comme suit. Pour un B-module M, le A-module Fs(M) est le K-module M muni de
I'action a-m = ¢(a)mpour a€ Aet me M.Sif : M — N est un morphisme de B-modules,
alors f est un morphisme de K-modules. Ainsi, Fy(f) : F(M) — F(N) est donné par la méme
application que f et Fy(f) commute avec I'action de A définie précédemment puisque que f

commute avec l'action des b € B.

Lemme 3.3 ([Ass97]). Si ¢ est surjectif, alors le foncteur F, induit une bijection
Homg(M, N) =~ Homa(Fys(M), Fs(N)). Dans un tel cas, le foncteur changement des
scalaires est plein et fidéle.

Démonstration. Soit f : Fg(M) — F4(N) un morphisme de A-modules. Alors, f : M — N
est un morphisme de K-modules. De plus, si b € B, alors il existe a € A tel que ¢(a) = b.
Donc, pour m € M,

bf(m) = ¢(a)f(m) = f(¢(a)m) = f(bm).
Ainsi, f est aussi un morphisme de B-modules. Ceci montre qu'il existe une surjection de
Homa(Fy(M), Fs(N)) sur Homg(M, N). La définition de Homa(Fg(M), Fp(N)) implique que
cette surjection est aussi injective. O]

3.1.3. Décomposition en blocs

La notion de blocs d'une algébre sera utilisée dans ce chapitre a plusieurs reprises. Cette
section cite quelques résultats élémentaires de la théorie de la représentation des algébres a
ce sujet. Ceux-ci proviennent de [Ass97].
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Définition 3.4. Une K-algébre A non-nulle est connexe si, pour A;, A, des K-algebres, A=
A1 X Ay implique A; =0 ou A, = 0.

Théoréme 3.5. Soit A une K-algebre noethérienne ou artinienne. Alors, A est isomorphe a

un produit fini d’algébres connexes uniquement déterminées.

Un bloc d'une algébre A est une de ces algebres connexes donnée dans le théoréme
précédent. De plus, pour une K-algébre A de dimension finie, il suit directement que les blocs
de A sont en correspondance biunivoque avec les blocs de la matrice de Cartan Cy4. Ainsi, si A
est une algebre cellulaire, les blocs de la matrice D = (d,,) sont eux aussi en correspondance

biunivoque avec les blocs de A puisque DTD = Ca.

3.2. Les morphismes entre modules standards

3.2.1. Un morphisme d’algébres

Pour W un groupe de Coxeter, I'algébre de Hecke > associée a W est notée H,(W).

Originalement, les algebres de Temperley-Lieb ont été définies comme des quotients des
I'algébres de Hecke H,(A,). L'algébre a une frontiére TLb, a d'abord été présentée comme
une généralisation de I'algébre de Temperley-Lieb [MS94]. Or, il est aussi possible de définir
TLb, comme un quotient de #,(B,), tel que présenté dans I'article de Graham et Lehrer
[GLO4].

Surprenamment, cette perspective permet d’exprimer TLb, comme un quotient de I'al-
gébre de Temperley-Lieb affine. Voici une courte description de la démarche de Graham et
Lehrer. Tout d'abord, ceux-ci montrent que |'algébre aTL, se réalise comme un quotient de
I'algébre de Hecke affine ’Hq(An). Ensuite, il est démontré que |'algébre de Hecke de type
B, s'exprime comme un quotient de |'algebre de Hecke de type A,. Finalement, ils arrivent a
factoriser un morphisme surjectif (unique par rapport a certaines conditions) entre |'algébre
aTL, et TLb,. Tous les détails et les définitions sont donnés dans [GL04]. Cette section donne
explicitement le morphisme d'algébres entre aTL,, et TLb, sans introduire toute la machinerie
des algébres de Hecke.

Dans [GL04], Graham et Lehrer introduisent une version de TLb, ayant des paramétres
différents de ceux présentés au chapitre 1. Hélas, il est trés facile de confondre les deux

3.1. Cette section présente des résultats provenant des algébres de Hecke et ils peuvent étre énoncés sans ce
contexte. Ces notions n'apparaissent que dans cette section et elles ne sont pas centrales a la compréhension
des résultats.
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versions de ces algebres. La notation suivante est introduite pour clarifier le contexte. Pour
q,Q € C*, I'algébre a une frontiere de Graham et Lehrer est définie comme

T (4. Q) = Tlby (—(a+97) & +2.-(@+ Q7).
M
o =01 =02

Malgré que ces paramétres aient une apparence tres peu naturelle par rapport au formalisme
introduit ici, ils apparaissent canoniquement dans le contexte des algébres de Hecke H4(B,)
et du quotient permettant d'obtenir TLb,.

Puisque la famille d'algébres TLbSL ne dépend que de trois paramétres, il est naturel de penser

que certaines algébres TLb,(B, B1,6-) ne correspondent a aucune algébre TLbSL.

Théoréme 3.6 ([GL04]). Soient q,Q € C*, n € Z>; et X € C tel que \> = —q" 2.
L’application

graTly(—q— ¢ ") = TLby (4. Q)

définie sur les générateurs par gx(ej) = e pouri =1, ..., n—1et
™) =A-e,—QN(~er1—qg ... (—e1—q7})
est un morphisme d’algébre surjectif.

Le calcul du noyau de ce morphisme surjectif a été fait dans [BGJ'18] en termes de
diagrammes. Il est démontré que le noyau est généré par un élément central et ses valeurs

propres sur les modules standards sont calculées.

Il suffit maintenant de traduire ces résultats en termes des paramétres 3, 51, B> introduits
au chapitre 1. Le lemme 3.3 permet de connaftre explicitement les morphismes entre les
modules cellulaires de I'algébre a une frontiére.

Lemme 3.7. Soit 3,61, 8> € C quelconques et g € C* tel que 3 = q+ q~*.
— SiB#0, gb1 — B2 #0 et g6, —B1 # 0, alors

NI

).

qqﬁz - ﬁl)
ab1 — Bo

— SiB#0etqBr—PB1=qB1 —B>=0alors > =1 et

TLbS" (=g, 1) ~ TLba(2q, q, 1) ( =~ TLb,(B.B1.B2)).

TLby(8.B1.52) ~ TLbS- ( — g, (

— SiB, =0, alors

TLbSH(—q, i) ~ TLb, (B, £i(g"* — q),0)
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et si g # +1, alors

TLb,(B, B1,0) =~ TLbS (—gq, £i).

Démonstration. Soit I'algébre TLb, (B, B:,8,) aux paramétres quelconques avec 3 = g+q L.

Dans le cas B, # 0, cette algébre est isomorphe a TLb,(8,61/8., 1) par la proposition 1.21.
De plus, si Q # +/, le méme isomorphisme donne

vq+qQ21

Pour retrouver I'algébre TLb,(8,B1,8,) a partir de la version de Graham et Lehrer, il faut

2 2
TLbS (—q, Q) ~ TLb, (q Lt T 1) .

choisir Q? tel que

B _ @+
B q+qQ?
Cette équation se réécrit
Q*(gBr — B2) = q(gB> — Br). (3.2)

Ainsi, puisque @ # 0, il y a deux cas de figure admettant une solution. Dans le premier cas,
il faut que les deux quantités gB; — Bo et gB> — B; soient non nulles. Dans le second cas, il

faut que ces deux quantités soient nulles simultanément.

Si les deux quantités sont non nulles, le résultat est tel qu'annoncé. Si les deux quantités sont
nulles, alors, puisque B> # 0,

b1 —B>=qB, —B1 =0

implique que g®> = 1. Donc, B1/B> = 1/qg = g et (¢°> + Q%) /(g + gQ?) = g ce qui montre le
résultat annoncé.

Le cas ou B, = 0 est direct puisqu'il suffit de poser Q = =£i/. Dans un tel cas,
TLb,(B,i(g7" = q),0) ~ TLbS"(—q. /)
et si g° # 1, la proposition 1.21 donne lieu a I'isomorphisme

TLb,(B,B1,0) ~ TLb,(B,i(g"* — q),0)

ce qui achéve la démonstration. O

Il'y a plusieurs remarques nécessaires a faire sur le lemme précédent concernant la liste

des algebres TLb, pouvant étre réalisées comme la version paramétrée de Graham et Lehrer.

— Seule la valeur de Q? importe puisque les deux algébres TLbSL(q, Q) et TLbSL(q, -Q)

sont isomorphes via la proposition 1.21.
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— A I'aide de la proposition 1.21, I'isomorphisme

TLb,(B,B1,B2) ~ TLb,(B, BB> — B, B)

transforme les paramétres de telle sorte que

qB1 — Bo— q(BB2 — B1) — B2 = q(aB> — Br),
GB2 — Br + qB2 — BB2 +B1 = q 1 (gB1 — Ba).

Donc, I'équation (3.2) devient, sous ce changement paramétrique,

Q*(aB2 — B1) = g (4B — B2)
et elle admet des solutions sous les mémes conditions.

— Si gB, — B1 =0, alors les constantes a, de I'équation (3.1) deviennent
—k+1 _ k-1

ak(q, 4B2,B2) = (lk + 1]q — qlk]q)B2 = (q

Et, si g3, — B> = 0, alors

g1 )52 = q "B

k+2 _ -k
ak(q,B1, aB1) = (qlk + 1]q — [k]q)B1 = (%) B, = qB,.

Ainsi, si B>, # 0, et que g8, —B1 = 0 ou gB; — B> = 0, alors I'algebre est semisimple
car les a, sont différents de zéro.

— Si B, =0, les ax deviennent

ak(q.B1,0) = _.Bl[k]q

et cette quantité s'annule si B8; = 0 ou si [k], = 0.

Corollaire 3.8 (Liste des cas traités). Si l'algébre TLb, (3,81, 82) n’est pas semisimple, alors

elle est isomorphe a la version paramétrée de Graham et Lehrer si B> # 0 ou B; # 0. Les
seuls cas non traités sont By = B> =0 et g € C*\ {—1,1}.

Démonstration. Soit I'algébre TLb,(B,B1,82). Si elle n'est pas semisimple, alors il y a les

quatre cas suivants a considérer :

Si B> # 0 et By #0, il faut étudier les constantes gB, — B1 et gB1 — B>. Comme I'a montré
la démarche précédente, si I'une d’elles s'annule, alors I'algebre est semisimple. Donc, ces

deux constantes sont non nulles et le lemme 3.7 détermine la version de Graham et Lehrer a

considérer.

SiB> # 0 et By =0, alors les deux constantes gB, — 31 et gB1 — B> sont non nulles et ce cas

correspond encore au premier cas du lemme 3.7.
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SiB, = 0etB; # 0, pour que I'algébre ne soit pas semisimple, il faut que g2 # 1. Donc, le troi-
siéeme cas du lemme 3.7 permet de conclure que cette algébre est isomorphe a TLbfL(—q, 0.

Dans le cas B; = B> = 0, les paramétres g et Q doivent étre respectivement +1 et £/, ce qui
n'est possible que pour B = £2. Ainsi, TLb®-(£1, £/) est isomorphe a TLb,(F2,0,0) (qui
n'est pas semisimple). Cependant, si B # £2, alors TLb,(3,0,0) n'est isomorphe a aucune
algébre de la forme TLbSL(q, Q). O

3.2.2. Application aux modules standards

Cette section travaille uniquement avec les algebres TLb, respectant les premiéres condi-
tions du corollaire 3.8.

L'objectif est maintenant d’'identifier a quels modules de aTL,, correspondent les modules
ng(g,w-) issus du changement des scalaires. Soit I'algébre TLbS(q, Q) et soit j € Z tel que
—n <j < n. Les paramétres A, zi € C et ¢; € {—1, 1} sont définis par

1 j=0,

. 1 .
N=—q"2 z=(-1YAQ g 2" et ¢ = (3.3)
-1 j<0.

Proposition 3.9 ([GL04]). Avec les paramétres de I'équation (3.3), le module Fy, (g,w-) est
iIsomorphe au module cellulaire Wn 29 de I'algebre aTL,(—q — g 1).

La proposition précédente permet aussi de déterminer explicitement le C-espace vectoriel
Hom pour deux modules standards de TLb, puisque ceux-ci sont connus pour |'algebre de
Temperley-Lieb affine. Comme I'indique le théoréme 2.29, s'il existe un morphisme non nul
entre deux modules standards de aTL,, alors celui-ci est injectif et unique a constante multi-
plicative prés. Le prochain théoréme donne un critére arithmétique pour déterminer I'existence
d'un tel morphisme.

Théoréme 3.10. Soit I'algebre TLb,(B, B1,B8.) dans un cas non semisimple traité par le co-
rollaire 3.8. et soit k € Z tel que a, = 0%2. Si q est une racine 2¢-iéme primitive de I'unité,
alors il existe un morphisme (injectif) non nul 0 : /S\n'j — §,,,,' si et seulement s'il existe une
suite
J=h>h> = Jm=1

ou < est I'ordre cellulaire de TLb, telle que, pour chaque paire ji, jri1,

Je tien1

2

3.2. Selon le lemme 3.1 et le corollaire 3.2, ce k est unique si g n'est pas une racine de I'unité. Si g est une

=y k

racine de I'unité, alors ax = 0 implique que k =, k'.
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Si g n'est pas une racine de I'unité, alors il existe un morphisme (injectif) non nul si et

seulement si L = k.

Démonstration. Ce théoréme correspond au calcul des groupes Hom pour les modules stan-
dards de TLb, a I'aide du foncteur changement des scalaires. Il est a remarquer que les
modules standards de aTL, sont indécomposables et que |'existence d'un morphisme non nul
entre deux de ces modules implique que |'algébre aTL, est non semisimple. Ainsi, puisque
pour aTL,, Hom(W,.,, W, «..) # O si et seulement si (k, z) < (J, y) (voir le théoréme 2.29),
il suffit de calculer dans le cas de TLb,, I'ordre partiel induit sur les modules §,w- par le foncteur
changement des scalaires. En effet, il est possible de définir un ordre partiel sur les entiers
J = navec —n < j < n grace a l'ordre partiel sur les paires de A? en posant kK < J si
(lkl,z) = (lj|,y) ou ng(gn,k) ~ W, .- et ng(gn,j) ~ W, |j.y. Selon le lemme 3.3, ceci
permet de décrire tous les morphismes entre les modules standards de TLb,. Il suffit donc
de caractériser ce nouvel ordre partiel seulement pour les conditions (GL1) et (GL2) pour

conclure car celles-ci engendrent |'ordre partiel sur A?.

La premiére partie de cette preuve calcule le paramétre fo de la proposition 3.9 pour
I"algebre TLb, lorsqu’elle n'est pas semisimple. Il faut donc déterminer les paramétres X\ et Q

définis précédemment.

Le cas B> # 0 : Directement,
0= ax =Bolk + 1]qg — B[kl  donc [k]q% = [k + 1]

Mais, si [k], = 0, alors [k + 1], = 0, ce qui implique par la proposition 2.2 que ¢ = 1 et
q2k+2

+(k+1). Or, ces deux entiers ne peuvent étre nuls simultanément. Donc, [k], # 0. Puisque

= 1. Dans un tel cas, ¢ = 1 ce qui, par définition, donne [k], = +k et [k + 1] =

B> # 0, le corollaire 3.8 montre qu'il existe une algebre TLbSL iIsomorphe a I'algébre non
semisimple TLb, considérée ici. Soit I'algebre TLb,(8,B1,06.) ~ TLbS"(—q,Q) et soit le
module §,w-. Les commentaires suivant le lemme 3.7 rappellent que puisque I'algebre n’est pas
semisimple, gB1 — B> # 0 et gB>—B1 # 0. La proposition 3.9 montre que ng(g,w-) ~ W
Le parametre z; se calcule de la maniere suivante :

y
e
nlilz

— Le parameétre Q a choisir pour le changement de variable du lemme 3.7 doit respecter

o aBBe _ alMe-[ktly_ qPogt
= Q51/52—1_q Cl[k+1]q_[k]q_q gkt2 — gk -

Il suffit ainsi de prendre Q@ = i(—q)~*.

)n—2

— Le paramétre X\ du théoréme 3.6 doit respecter \> = —(—q et il peut étre choisi

1
comme A = i(—q)2""?.

66



Les parameétres de I'équation (3.3) deviennent alors

S ) Y : Ll
7= (1Y - i(=q)2"? . —i(=q)f (=q) 2" = (1) - (—q) 2V
=\ _Q_l
Conséquemment,
v . 1o .
z = (=1) - (—q) 20, (34)

Le cas B> = 0 : Comme le lemme 3.7 I'indique,
TLb,(B,B1,0) =~ TLbS(—q, i).

[l donc possible de poser le méme X que dans la démarche précédente et le choix Q = |
correspond au Q de la démarche précédente ot k = 0. Le cas B, = 0 se réalise ainsi comme
le cas k = 0 dans I'équation (3.4).

Il suffit maintenant d'appliquer les conditions de Graham et Lehrer (GL1) et (GL2) de la
section 2.4.2 pour les paires (|j1], y) et (|j»], z) avec les paramétres y = y;“ et z = ZJ-€2J2. Soit
m € Zxo tel que |j1] = |j2| + 2m. L'existence d'un morphisme de Graham et Lehrer

nlily Wn,\jz\;ZJZZ
est régie par les deux conditions suivantes.
— La condition (GL1) demande
Z2=(-q" et y=2z(-q)"
ce qui devient
2¢;, —(lir]—2ke. ) (GL1) ;
72 = z, o (_q) (L2l—2kej,) ‘2= (_q)U1|
et
y =y = (21 (—q) 2o (B Ly (g aezeensam,
Puisque |ji| = |ja| +2m et j; =5 j», ces deux équations se réécrivent comme
1= (_q)UlH‘UQl_QkEJg et 1= (_q)k(ejz_ejl)_ (35)
— La condition (GL2) demande
Z2=(-q) " et y=2z(-q)"
ce qui devient
(_q)—(Uz\—2k612) — (_q)—Ul\

et
(_1)11 . (_q)*%(\hlﬂk@l) — (_1)1'2 . (_q)*%(Uzlﬂkéjf?m).
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Ces deux équations se réécrivent comme

1 = (_q)—Ull-irUzl—?ksz et 1= (_q)%(\Jll*\]2|+2m)+k(612*€jl)

ce qui est équivalent a
1= (_q)—\j1|+\J2|—2k€j2 et 1= (_q)k(fj‘z"l‘fjl). (3.6)

Quelques manipulations montrent que ces conditions se simplifient grandement. Les cas

ol k # 0 et k = 0 sont traités séparément.

Le cas k # 0 : Comme cela a été remarqué au début de la preuve, il est nécessaire que
[k]4 # 0. Ceci est équivalent a demander g% # 1 par la proposition 2.2. Donc, si j; et j, sont
de signes contraires, I'équation (3.5) implique que g?* = 1, ce qui est une contradiction. De
méme, si j; et j» sont du méme signe, la condition (3.6) implique aussi que g = 1. Dong, la
condition (GL1) n'admet une solution que si j; et j» sont du méme signe et (GL2) n'admet
une solution que si les signes sont distincts. Sachant que j; + j» est pair, les conditions (GL1)
et (GL2) se simplifient et donnent toutes les deux I'unique condition

1= gt 2k (3.7)
Le cas k =0 : Les équation (3.5) et (3.6) se simplifient respectivement a
1 = (_q)Ul|+Uz| et 1= (_q)—\11|+\12|.
Ces deux équations seront dans tous les cas équivalentes a
1= q/1+jz ou 1= qjl—jz_
Ces deux conditions peuvent étre reformulées comme
St _ =)
5 = 0 ou

La seconde équation indique que pour tout J, §,U- ~ §n,_j. Ce morphisme est un isomorphisme

=y 0.

puisqu'il est injectif et que les dimensions de ces deux modules sont les mémes. Ainsi, si deux
entiers Ji, jo respectent la seconde condition, alors celle-ci peut simplement se réécrire
i+ (=)
2

Or, puisque §ng ~ S,_j,, au niveau des modules, j, et —j, sont indistinguables. Donc, la

=y 0.

vérification de la premiére condition pour tous les j; et j, suffit pour déterminer I'ensemble

des solutions.

Si g est une 2£-iéme racine primitive, I'équation (3.7) est vérifiée si et seulement si j; + o —
2k =5, 0. Ceci se réécrit de maniére équivalente comme
it
2

=y k.
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Si g n'est pas une racine de I'unité, alors I'équation(3.7) est équivalente a
1+

2
Comme le souligne la note en bas de page 3.2, si a, = 0 et ax = 0, alors k =, k. Donc, le

= k.

résultat annoncé ne dépend pas du choix du représentant de la classe de k modulo £. Dans le
cas ol g n'est pas une racine de I'unité, I'entier k est unique et I'équation donnant |'existence

d’'un morphisme est la seule condition a vérifier.

L'injectivité du morphisme découle du fait que tous les morphismes entre modules standards
de aTL, sont des injections. Ces morphismes sont d'ailleurs uniques a scalaire prés puisque la

dimension du C-espace vectoriel Hom(W,, j.,, W, «.,) est au plus 1. 0J
Avec la notation du théoréme précédent, il est utile de formuler la définition suivante.

Définition 3.11 (Morphisme de Graham-Lehrer (pour TLb,)). Un morphisme non nul 6 :
/S\,,J- — §,,,,- est appelé un morphisme de Graham-Lehrer si % =, k (ou % = k lorsque ¢

n'est pas une racine de 'unité).

Ainsi, le théoréme précédent peut étre reformulé comme suit : tout morphisme non nul entre
modules cellulaires s'écrit comme la composition de morphismes de Graham-Lehrer.

Il est a noter que la preuve du théoréeme précédent n'indique pas comment calculer ex-
plicitement les morphismes entre les modules standards de TLb,. Par exemple, si g est une
6-ieme racine de I'unité primitive (£ = 3) et By, B> # 0 sont des paramétres tels que a; = 0, il
existe un morphisme 6 : §4,2 — §4,0 car (24 0)/2 =3 1. Selon le théoreme précédent, celui-ci
provient du morphisme ¥ : Wy 2.1 — W4 0._4. Sur la base usuelle, le morphisme % est donné

B R

par

S I S R S

Les bases usuelles des modules S4, et Sy sont

(L L )
R RS

Il est naturel de penser que le foncteur changement des scalaire F, fait correspondre les bases

U

Ml

N

B4 et By g avec les bases des modules standards de I'algebre aTL, a I'aide d’'une certaine
loi diagrammatique. Ce n'est pas le cas. L'isomorphisme explicite requiert habituellement un
calcul utilisant entre autres |'expression de gy (v). Heureusement, il n'est pas nécessaire pour

le travail fait ici de décrire explicitement les morphismes.
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3.3. Les patrons de morphismes

3.3.1. Définitions

Encore une fois dans cette section, il est nécessaire d'exclure le cas B; = B> = 0 pour se
placer dans un des cas traités par I'isomorphisme d'algebres entre TLb, et TLbfL (voir le
corollaire 3.8).

Le théoréme 3.10 a une interprétation géométrique semblable a celle de TL, [BRSA17]

ol les paires jointes par les morphismes sont liées par des réflexions le long de lignes critiques.

Définition 3.12 (Patron de morphismes). Pour n € Z>1, un patron de morphismes (de taille
n) est un graphe dont les sommets sont les entiers j tels que —n < j < netj =5 n,
équidistribués sur une droite horizontale dans I'ordre croissant.

A chaque algébre TLb,, il est possible d'associer un patron de morphismes de taille n. Deux
entiers i, j sont liés par une aréte >? s'il existe un morphisme de Graham et Lehrer entre §,,J
et §n,,'. Le théoréeme 3.10 montre comment construire explicitement ce patron lorsque TLb,
n'est pas semisimple.

Une ligne critique est une droite verticale en k € Z et telle que ax = 0. La construction du
patron de morphismes de TLb,, se fait donc en effectuant la réflexion des entiers par rapport
aux lignes critiques. L'ensemble des points atteints a partir d'un entier j fixé par des réflexions
successives est appelé I'orbite de j. Par exemple, pour I'algebre TLbs avec £ = 3 et ax—» = 0,
le patron de morphismes est :

L'entier k = 2 correspond au positionnement de la ligne critique positive la plus prés de 0 et
I'entier £ = 3 correspond a la distance entre les lignes critiques. Il est possible de voir que
cette algebre posséde deux blocs représentés par les orbites {—5, —3,1,3} et {—1,5}.

3.3. Le terme aréte est utilisé puisqu'un patron de morphismes est un graphe.
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Théoréeme 3.13. Le patron de morphismes de taille n associé a TLb,, se construit en reliant

deux entiers i et j si i etj sont obtenus I'un de I'autre par réflexion le long d’une ligne critique.

Démonstration. Dans le cas ol g est une racine de I'unité, la signification géométrique de la
condition % =, k du théoréme 3.10 est que le point médian entre / et h repose sur une droite
critique en k 4+ £m pour un certain m € Z. Ainsi i est la réflexion de j par rapport a la droite
en mf + k. Les lignes critiques sont positionnées sur les éléments ayant la méme classe de
congruence modulo £ que k. Dans le cas ot g n'est pas une racine de I'unité, I'interprétation

est analogue. O

Le théoreme 3.13 permet d'identifier les composantes connexes du patron de morphismes
et donc les blocs de I'algebre. De plus, si un entier j est tel que j =, k, alors cet entier
est appelé un entier critique (au sens de TLb,). Un entier est donc critique s'il est situé sur
une ligne critique. Il s'ensuit que si / est lié par une aréte a j et que J est critique, alors
I +J =4 2k ce qui implique que I =; k. Donc, 1 aussi est critique. Il est ainsi possible de
partitionner I'algébre en deux types de blocs : les blocs critiques et les blocs non critiques. |l
sera démontré dans les prochaines sections qu'ils correspondent aux deux types de patrons
des modules standards de aTL, donnés dans le théoreme 2.30.

Dans la section 2.4.2, pour n =, 0 et g + g~ = 0, les paires (0, q) et (0,g7 1) sont
exclues de A?. Un calcul direct montre que z° = (—q)* mais, (—i)k = i si et seulement si
k =4 3 et (=) = —i si et seulement si k =, 1. Ce cas est a éviter pour les prochaines
sections. Cette omission ne cause aucune conséquence pour les cas traités au chapitre 4.

L'analyse des deux prochaines sections se base sur la structure des modules standards
de aTL, appliquée a celle des modules standards de TLb, par I'isomorphisme de K-espaces

vectoriels issu du foncteur changement des scalaires du théoreme 3.6.

3.3.2. Le cas critique

La construction du patron d'un bloc critique est décrite a I'aide d'un procédé récursif. Soit
un patron bati a partir des paramétres n, £ et k. Pour une composante connexe correspondant
a un bloc critique de ce patron, soit j un entier de cette composante connexe tel que j est
le plus petit entier dans |'ordre cellulaire de TLb,. Puisque j est membre d'un bloc critique,
il est situé sur une ligne critique. S'il existe, le voisin par réflexion a droite (respectivement a

gauche) le long de la ligne critique la plus proche a droite (a gauche) de j est noté j; (J_) :
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O

J- J Jr

Le dessin précédent montre que j_ et j, sont liés puisqu'ils sont obtenus par la réflexion le long
de la ligne critique en j. Ce procédé peut étre répété pour construire I'ensemble des entiers
membres de ce bloc. lls sont notés jyv et j_yv pour N € Z>; ou (+)V et (—)N représentent
respectivement le symbole + ou — répété N fois. Donc, j,yv correspond a I'entier j auquel
N réflexions vers la droite ont été effectuées. Cette notation est aussi utilisée pour dénoter

le voisin immédiat d'un entier quelconque du patron.

Dans un bloc critique, tous les entiers sont liés par une aréte. En effet, si j; et » sont liés

et que j, et j3 sont liés, alors

AWt o+ _ it

+ + )
2 2 2 ~
=,k =,k =tk
==¢ =

et donc, 432 =, k.

Lorsque k =, 0 ou k = O, il est possible que certains entiers du bloc soient égaux en valeur
absolue. Dans un tel cas, leurs modules standards associés sont isomorphes, car |'action du
générateur e, (ainsi que celle de tous les autres générateurs) est identique sur ceux-ci. L'étude
du patron de morphismes peut alors étre faite de la méme maniére pour ensuite remplacer

tous les entiers j par |J].

Grace a la discussion précédente, dans le cas critique >#, le patron de morphismes sera de

la forme :

Soit j un entier membre du bloc critique et j/ le voisin immédiat de j par réflexion tel
que j < J dans l'ordre cellulaire. Par les théorémes 2.29 et 3.10, puisque toutes les paires

d’entiers sont liées par une aréte, le morphisme 6 : S,y — S, ; correspond a l'injection telle

3.4. Les cas exclus de cette analyse sont 1 =8> =0et n=,0, g =%/, k =, 1.
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que Im 6 = rad /S\n’j. Donc, en termes de diagrammes de Loewy, cette injection correspond a

I'inclusion des diagrammes suivante :

o)

) )

Les indices j et j/ correspondent au module simple associé a leur module standard respectif.
Les autres facteurs de composition de ces deux diagrammes de Loewy coincident deux-a-deux
(le bas du diagramme est donc identique). Comme noté précédemment, lorsque |j| = |J/| et
B> = 0, l'inclusion des diagrammes de Loewy est une identification bijective.

Voici un exemple du calcul d'un tel bloc. Pour £ = 6, k = 2 et n = 14, le patron de

morphismes est de la forme

.

. . : . . . .
-14 -12 -10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10 12 14

ou les blocs critiques sont les blocs {—4, 8} de couleur rouge et {10, 2, 14} de couleur bleu.
Les diagrammes de Loewy des modules standards (placés dans I'ordre cellulaire) sont donc

e 2
e —10 e —10 o —4
e 14 e 14 e 14 e 38 e 8

ce qui donne grace a la proposition 1.10 les matrices D et les matrices de Cartan C = DD

sulvantes :
1 11 1 11
D 01 1 C 1 2 2 D 11 t C L1
eu — eu — rouge — € rouge — .
bl bl g 0 1 g 1 2
0 01 1 2 3
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ol I'indice notant couleur fait référence au bloc correspondant.

Comme I'a indiqué I'exemple précédent, a I'aide de la proposition 1.10, il est possible de
calculer inductivement la matrice de Cartan d'un bloc critique. Celle-ci s'écrit Cpoe = DTD.
La matrice D encodant l'ordre cellulaire est donnée par la matrice triangulaire supérieure
n'ayant que des 1 aux positions d;; ot / < j. Donc, la matrice de Cartan d'un bloc critique

s'écrit comme

Cbloc =

e
N NN =
w W N =
A W N =

ce qui correspond au produit des matrices D décrites ci-haut. Lorsque B, = 0, comme cela
a été indiqué plus haut, il suffit de prendre un seul représentant de la classe d'isomorphisme

des différents simples. Le calcul de la matrice D se fait alors de la méme maniére.

3.3.3. Le cas non critique

Le cas non critique est un peu plus complexe. Encore une fois, la construction d'un tel
patron se fait récursivement. Pour n, k et £ fixés, soit un bloc non critique quelconque et soit
J I'entier minimal selon |'ordre cellulaire étant membre de ce bloc. Les deux entiers voisins de
J par réflexion sont notés j_ et j, comme précédemment. L'allure du patron de morphismes

est donc

J- J J+

ol, par définition, les deux lignes critiques indiquées dans le dessin sont les lignes critiques
les plus proches de j. Si j,+ ou j__ sont toujours contenus dans le patron de morphismes

(c'est-a-dire compris entre —n et n), alors le patron prend la forme

ou
J- Jo g - J— Jo s

ce qui donne le patron suivant lorsque ces deux entiers sont présents :
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J— VA Jr+

Soient deux entier distincts j; < j» membres d'un méme bloc non critique. Soit N &€
Z>1 le nombre de réflexions nécessaires pour obtenir j, de j; en ne passant que par des
voisins immédiats par réflexion, c'est-a-dire (_jl)(+)N. Alors j; est lié a j» par une réflexion si
et seulement N est impair. En effet, la ligne critique entre (_j]_)(+)(N—1)/2 et (jl)(+)(N+1)/2 est
la droite recherchée. Lorsque N est pair, si j; et j» sont liés, alors (jl)(+)N/2 est critique ou
possede un voisin par réflexion qui n'est pas (Ji) w2+ OU (J1)4ywe-1. Ainsi, dans le cas non

critique >°, il est possible de remarquer que le patron de morphismes sera de la forme :

Celui-ci peut se terminer a droite ou a gauche soit par une paire ou par un seul point.

En reprenant I'exemple de la section précédente (n = 14, £ = 6 et k = 2), mais cette
fois-ci avec n = 16, le patron de morphismes des blocs non critiques est de la forme

A O V| |

-6 -14 -12 -10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

ou les blocs non critiques sont dessinés en rouge en bleu. Les diagrammes de Loewy des
modules standards (placés dans I'ordre cellulaire) sont donc

3.5. Les cas exclus de cette analyse sont 1 =8> =0et n=,0, g =%/, k =, 1.
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/'

10 o —14 10 « 14 10 o —14

et
0 e

AN
N AN
N A

16 16 « 16

o—12 12

ce qui donne les matrices de Cartan et les matrices D suivantes :

1 1111 11111
0 1 0 1 1 121 22
Dpeu=10 01 1 1|, Cheu=1]11 2 2 2},
000 10 1 2 2 4 3
0 00 01 1 2 2 3 4
111 1 11 1 111 11
01 0111 121222
e R N
000011 1 2 2 3 4 4
0 00O0O0°1 1 2 2 4 4 6

Comme le suggeére I'exemple précédent, la matrice D d'un bloc non critique est telle que
dj=0si[i<joul[i=,0etj=i+1]]etd;=1sinon. Tout d'abord, il est possible de
remarquer par la construction des modules standards de I'algebre aTL,, que chaque module
simple apparait avec multiplicité inférieure ou égale a 1 dans tous les modules cellulaires. Soit
m la taille du bloc non critique considéré. Lorsque m = 1, la matrice D a bel et bien la forme
annoncée. Si la matrice D a la forme annoncée pour un bloc non critique de taille m, alors

deux situations sont possibles selon la parité de m.

Si m est pair, le bloc non critique ne posséde qu'un seul module simple car le module
standard associé au plus petit entier selon |'ordre cellulaire posséde exactement m facteurs
(et donc un socle simple car m est pair). Le patron de taille m+ 1 ajoute a chaque module
cellulaire du patron précédent un facteur de composition dans le socle, excepté pour le nouveau
module cellulaire qui, lui, est un module simple. Donc, la matrice D du bloc de taille m+ 1
correspond a la matrice D du bloc de taille m a laquelle a été ajouté une colonne et une ligne
telle que dj py1 =1sii# met dyp1;, =0sii<m+1.
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Si m est impair, le bloc non critique possede deux modules simples par le méme argument
que ci-dessus. Le patron de taille m+1 ajoute a chaque module cellulaire du patron précédent
un facteur de composition dans le socle. Donc, la matrice D du bloc de taille m+1 correspond
a la matrice D du bloc de taille m a laquelle a été ajouté une colonne et une ligne telle que
dmp=1letdy;=0si/i<m+1

Ainsi, la matrice de Cartan et la matrice D de ce bloc de I'algébre ont la forme :

Dbloc = et Cbloc =

O O O O O O O =
O O O O O O V=
O O O O O+~ O
O O O O B =B = =
O O O B O = = =
O O~ H FH Rk Rk R
O B O R B = = =
i e e e i e e
L e e
N NN NDN =N -
N NN N NN MR-
B R O I
B . T “ I O R O R
SO NN
O S~ BN
0 OO0 A~

3.3.4. Algeébres quasi-héréditaires et catégories de plus haut poids

Les prochains résultats sont inclus dans ce mémoire pour fournir un apercu historique de
plusieurs travaux ayant guidé la théorie de la représentation des algebres cellulaires. lls ne

seront pas utilisés par la suite.

L'étude des algebres cellulaires dans un contexte algébrique a été mené par plusieurs
groupes de recherche distincts. Le travail de Cline, Parshall et Scott (voir par exemple
[CPS88]) a permis de définir les catégories de plus haut poids ainsi que les algébres quasi-
héréditaires (définies dans [Sco87]). Ces notions ont été étudiées par Dlab et Ringel (voir
[DR89] et [DR92]). Graham et Lehrer [GL96] ont défini les algebres cellulaires et en ont éta-
bli les bases. Konig et Xi [KX96] se sont intéressés a I'élaboration d’une définition d’algébre
cellulaire basée sur certains type d'idéaux invariant sous I'anti-involution (_)*. Leurs travaux

ont abouti a I'article [KX99] ol le théoréme suivant est démontré.
Théoréme 3.14 ([KX99]). Soit A une K-algebre cellulaire. Les énoncés suivants sont équi-
valent :

(1) I'algébre A est quasi-héréditaire>® ;

(2) A a dimension globale®" finie;

3.6. Voir Scott [Sco87] pour la définition.
3.7. La dimension globale a gauche de A, notée dim.gl.g. A, peut étre définie comme le suprémum des dimen-

sion projectives des A-modules a gauche. La dimension projective d'un A-module a gauche est définie comme
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(3) le déterminant de la matrice de Cartan de A est égal a 1.

Dans les deux sections précédentes, les blocs critiques et non critiques partageaient toujours la
propriété que tous les modules cellulaires aient coiffe simple. Ainsi, pour chacun de ces blocs,
la diagonale de la matrice D est telle que dj; = 1. Donc, comme DTD = C, le déterminant
de la matrice de Cartan de chacun de ces blocs est 1 et il s’ensuit que det Crpp, = 1. Il est
nécessaire de rappeler que ceci n'inclut pas deux cas bien précis, c'est-a-direlecas 8; =3, =0

etlecasn=,0,g==+iet k=5 1.

Corollaire 3.15. [ 'algebre TLb, est quasi-héréditaire et, de maniére équivalente, a dimension

globale finie.

De plus, ce corollaire inscrit I'algebre a une frontiére dans un contexte catégorique plus
général. En effet, Cline, Parshall et Scott [CPS88] ont montré le théoréme suivant.

Théoréme 3.16. Soit A une K-algébre de dimension finie. L’algébre A est quasi-héréditaire

si et seulement la catégorie mod A est une catégorie de plus haut poids>S.

Corollaire 3.17. La catégorie mod TLb,, est une catégorie de plus haut poids.

3.4. Modules projectifs

A I'aide des propriétés présentées précédemment, il est possible de calculer les modules
projectifs des blocs de I'algébre TLb,, dans les cas ou la taille de ces blocs est relativement
petite. Etant donné un entier j de méme parité que n avec —n < j < n, le module simple
top /S\n'j est noté TnJ et la couverture projective de T,,,J- est notée ﬁ,,,j. Lorsque les calculs se
concentrent sur un bloc de I'algébre, pour simplifier la notation, les modules standards de ce

bloc sont notés Sy, ...,S,, ou ceux-ci sont placés dans I'ordre cellulaire croissant. De méme,

les modules simples et projectifs associés a S; sont notés respectivement |; et P;.

3.4.1. Remarques sur la catégorie mod TLb,,

La proposition suivante, due a Xi [Xi06], permet de déterminer plus facilement la structure
des modules d'une algébre cellulaire. Elle repose sur le fait que I'anti-involution (_)* donne lieu
a une auto-dualité sur mod TLb,. En effet, en définissant le A-module a gauche MY = D(M*)

dp M = inf{n ; Ext"t (M, _) = 0}. Donc, dim.gl.g A = sup,, dp M. Un fait remarquable est que lorsque A est
de dimension finie sur K, la dimension globale a droite et & gauche de A coincident (voir [ASS06] pour plus de
détails). Cela justifie I'utilisation de la phrase «la dimension globale de A».

3.8. Voir Cline, Parshall et Scott [CPS88] pour la définition.
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ol M* est le A-module a droite pour I'action m-a = a*m et D = Hom¢(_, C) est la dualité

standard, les propriétés suivantes sont vérifiées.

Proposition 3.18 ([Xi06]). Soit A une K-algébre cellulaire et soient |1, 1, des A-modules

simples. Alors,
(1) I =1,
(2) Eti(/l, /2) ~ Eti(/Q, /1)

La dualité standard D est tres bien étudiée (voir par exemple Assem [ASS06]) et elle renverse
les suites exactes, car elle est contravariante. De plus, le foncteur covariant (_)* est lui aussi
une dualité, au sens ou I'isomorphisme fonctoriel ((_)*)* ~ idyoqa est trivialement vérifié.
Donc, (_)* est exact. Le foncteur (_)Y est ainsi une auto-dualité et il est contravariant.
Conséquemment, si P est un A-module projectif, P est un A module injectif par les propriétés
de D.

La proposition 3.18 montre que le diagramme de Loewy de M"Y correspond au diagramme de
Loewy de M renversé (de haut en bas). En effet, si N est un A-module indécomposable tel
que la suite exacte courte

00—/, - N— 1, — 0 estvérifitealors 0 — I, —- NV — [, — 0

en appliquant le foncteur (_)Y. Le renversement des diagrammes de Loewy suit de ce fait par
induction sur le nombre de facteurs de composition et sachant que pour tout A-module M,
top(M") ~ soc M.

Des développement récents en théorie de la représentation ont mis en évidence les liens
unissant les algebres de Hecke cyclotomiques, les algebres de Khovanov-Lauda-Rouquier
(KLR) et les algebres de Temperley-Lieb (dans [BK09], les liens entre les algebres de Hecke
cyclotomiques et les algebres KLR sont exposés tandis que dans [PRH14], la théorie des
algébres KLR est utilisée pour construire une structure d'algébre Z-graduée sur TLb,). Ceci a
permis a Hazi, Martin et Parker [HMP18] de construire une famille de modules appelés mo-
dules inclinants *° pour I'algebre TLb,. Cette construction, ainsi que I'application de plusieurs
résultats de la théorie des recollements [CMPXO06] ont permis a Hazi, Martin et Parker de

démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.19 ([HMP18], théoréme 5.2). Soit ﬁ,u- un TLb,-module projectif indécom-

posable et i € Z I'entier minimal selon |'ordre cellulaire tel que i et j soient dans la méme

3.9. Les modules incliants sont connus sous le nom de tilting modules en anglais. Voir [ASS06] pour une défini-
tion générale et [KK99] pour une définition de modules inclinants pour les algébres cellulaires (plus généralement
pour les catégories de plus haut poids).
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composante connexe du patron de morphismes. Alors,

socP,; ~socS,;.

Cette proposition est nécessaire pour déterminer uniquement la structure des modules pro-
Jjectifs dans I'une des cas considérés.

Tout au long de la prochaine section, le lemme de Schur et les suites exactes longues du
foncteur d'extension sont utilisés.

3.4.2. Les projectifs indécomposables des blocs non critiques

L'objectif de cette section est de dessiner pour certains cas les diagrammes de Loewy des
modules projectifs pour les blocs de TLb, étant non critiques. Les quatre pictogrammes

.,n,rﬂetﬂ

seront utilisés pour illustrer un bloc de l'algébre TLb, ayant respectivement 1, 2, 3 ou 4
modules standards et dont les liens illustrés dans le pictogramme correspondent a |I'ensemble
de tous les liens présents dans le patron de morphismes liant les points de ces blocs. Ainsi,
~ et @ sont des blocs non critiques tandis que . et ~ peuvent étre critique ou non.

Les cas traités dans cette section sont ceux ou les blocs sont de la forme A, ~ ou
ﬂ. Les deux premiers cas sont particulierement simples tandis que le troisiéme nécessite
une analyse plus délicate. Les propriétés de filtration des modules projectifs s'appuient dans
chacun des trois cas sur la proposition 1.9.

Cas 1 : Pour un bloc du type m, la matrice de Cartan est

o _(r1
~T N 2)

Donc, le module standard §1 est projectif et ﬁz admet un filtration,
O—>§1—>§2—>§2:TQ—>O.
et de plus, le module projectif §1 = 51 est caractérisé par
0 — §2:T2 —>§1:§1 —>T1 — 0.

Puisque §2 a coiffe simple par définition, les diagrammes de Loewy de ces deux projectifs
sont :
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go)
—
I
wn)
~
Il
-
N
I
N — = — N

La suite exacte courte définissant /P\2 et la structure de §1 = /P\l induisent les suites exactes

longues

0 — Hom(ls, ) — Hom(Ps, ) — Hom(S1, ) — Extl(ls, ) — Extl!(P», ) =0

0 — Hom(ly, ) — Hom(P1, ) — Hom(ls, ) — Extl(ly, ) — Ext}(P1, ) =0

et il s'ensuit que
Ext'(li, 1) ~ Ext'(l, 1) ~ C et Ext'(l;,1;) ~ Ext!(l», 1) ~ 0.

Cas 2 : Pour un bloc non critique du type ~, la matrice de Cartan est

CA =

e
=N e
N = =

Il est facile de remarquer que les modules S, et S; sont des modules simples. Les suites
exactes courtes suivantes sont vérifiés

O—>§1—>§2—>§2—>O et O—>§1—>§3—>§3—>0

et les diagrammes de Loewy des projectifs sont uniquement déterminés car ceux-ci ont coiffe
simple. lls sont donnés par :

B < 1

I:)1:51: 2/ \3 P, = 1
PN PN

2 3 2 3

Les suites exactes courtes définissant §2 et §3 et la structure de §1 = ﬁl induisent les suites

exactes longues

0 — Hom(l», ) — Hom(P2, ) — Hom(Sq, ) — Extl(lr, ) — Ext!(P», ) =0,

0 — Hom(l3, ) — Hom(P3, ) — Hom(S:, ) — Extl(l3, ) — Ext!(P3, ) =0,

0 — Hom(l1, ) — Hom(P1, ) — Hom(bh @13, ) — Extl(l;, ) — Ext!(P;, ) =0,
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et il s'ensuit que

Ext!(l1, 1) ~ Ext (o, 1) ~ Ext'(I;, 15) ~ Ext'(Is, 1) ~ C,

Eth(Tl,Tl) ~ Eth(TQ,T2) ~ Eth(T3,T3) ~ 0.

Cas 3 : Pour un bloc non critique du type @ la matrice de Cartan est

111 1
1 21 2

C o~ —

AN 112 2
1 2 2 4

Le module projectif ﬁl est isomorphe au module standard §1 et son diagramme de Loewy est

2/1\3
N

Celui-ci est la couverture projective du simple Iy, ce qui donne lieu a la suite exacte courte

/|51:/S\1:

O—>L—>/S\1:|/51—>T1—>O,

ou le module L est caractérisé par
top L :Tz @Tg et radl ~soclL :TA,.
Celle-ci donne lieu a la suite exacte longue
0 — Hom(ly, ) — Hom(Pi, ) — Hom(L, ) — Extl(l;, ) — Ext!(Py, )=0.  (3.8)
En appliquant celle-ci aux modulesTl,Tg,Tg etT4, Il s'ensuit que
Ext'(11, 1) ~ Ext'(I;,15) ~ C et Ext*(l;, 1) ~ Ext!(l;, 1) ~ 0.
Les modules projectifs §2 et /|53 sont caractérisés par les suites exactes

O—>§1—>§2—>§2—>0 et 0—>§1—>§3—>§3—>O.

oll S, et S3 ne sont pas simples. Les diagrammes de Loewy ont donc sommairement la forme
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A ,/\ -
N N

ou les secteurs pointillés représentent les standards. Plusieurs liens restent a tracer pour

compléter ceux-ci (ce qui est indiqué par la courbe reliant les deux secteurs pointillés).

Les deux suites exactes courtes caractérisant les projectifs induisent les suites exactes longues

suivantes :

0 — Hom(S,, ) — Hom(P», ) — Hom(S:, ) — Ext}(Ss, ) — Ext!(P», ) =0, (3.9)

0 — Hom(Ss, ) — Hom(Ps, ) — Hom(S:, ) — Ext}(Ss, ) — Ext}(Ps, )=0. (3.10)

Puisque §2, §3 ont socle simple par la proposition 3.19, il suit que
soc §2 ~ s0C §3 ~ soc§1 2T4.
De plus, puisque 52 et §3 sont respectivement les couvertures projectives deTQ etTg, les suites
exactes courtes
0—>rad§2—>§2—>T2—>0 et O—>rad§3—>§3—>T3—>O
sont vérifiées. Donc, celles-ci impliquent les suites exactes longues suivantes :

0 — Hom(Tg,i) — Hom(ﬁg,i) — Hom(radﬁz,i) — Extl(Tg,i) — Extl(ﬁg,i) =0,
(3.11)

0 — Hom(Tg,i) — Hom(ﬁg,i) — Hom(radﬁg,i) — Eth(Tg,i) — Eth(/|53,7) =0.
(3.12)

En appliquant ces deux suites pour le moduIeTl, par la proposition 3.18, il s'ensuit que

Hom(rad Py, 1) ~ Ext(I», 1;) ~ Ext!(l1,1») ~ C
Hom(rad Ps, I;) ~ Ext*(I5,1;) ~ E

et ainsi, Tl est un facteur direct de toprad /P\g et toprad 53. De plus, puisque §2 et §3 sont
des quotients de ﬁg et |/53 respectivement, T4 se doit d'étre un facteur direct de toprad ﬁz et
top rad ﬁ3. Il en découle que

top rad /P\z ~ top rad §3 :Tl @T4 .
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En appliquant les suites (3.11) et (3.12) aux modulest,T3 etT4, il suit que

Ext!(lo, 1) ~ Ext'(I3,1;) ~ C et Ext'(l», 1) ~ Ext'(13, 13) ~ Ext!(I», 13) ~ 0.

Pour ce qui en est du projectif §4, les propriétés de filtration des modules projectifs impliquent

qu'il est caractérisé par les suites exactes courtes suivantes :
O—>M—>§4—>§4—>O,
O—>N3—>/\/I—>§2—>O, O—>N2—>/\/I—>§3—>O,
0—>§1—>N2—>§2—>0, O—>§1—>N3—>§3—>O.

La forme du patron de morphismes implique que le standard §4 est un module simple et donc,
M ~ rad §4. Puisque §4 a socle simple, les modules Ny, N3 — ﬁ4 doivent avoir socle simple.

Donc, N, et N3 sont indécomposables.

En appliqguant la suite exacte longue (3.9) au module S, puisque End(gl) ~ C et

~

Hom(§2,§1) ~ C, il s'ensuit que dim Hom(ﬁz,gl) est égale & 1 ou 2. Mais, topﬁg ~ |y
et donc, dim Hom(ﬁz,gl) < 1. Conséquemment, dim Extl(gz,gl) =1cet ﬁz est I'unique
extension non triviale de §2 par §1. La méme démarche mais avec la suite (3.10) montre que
ﬁg, est I'unique extension non triviale de §3 par §1. Donc, N, ~ /F;2 et N3 ~ /P\3 ce qui montre

que ﬁz, §3 sont des sous-modules de §4.

La suite exacte courte ayant P, comme terme central donne lieu a la suite exacte longue

suivante :
0 — Hom(Ss, ) — Hom(Pa, ) — Hom(M, ) — Ext}(Ss, ) — Ext}(Ps, )=0 . (3.13)
En appliquant celle-ci aux modulesTl,TQ etTg,, par la proposition 3.18, il s'ensuit que
Hom(M,Tl) >~ Eth(T4,T1) ~ Eth(Tl,T4) ~ 0,
Hom(/\//,Tg) ~ Eth(T4,T2) ~ Eth(TQ,T4), ~ (C,
Hom(M,15) ~ Ext!(l4, 13) ~ Ext (I3, 1), ~ C,

Hom(M, 14) ~ Ext'(ls, 1s).

Mais, les suites exactes courtes ayant M comme terme central permettent de conclure que
Hom(M,T4) ~ 0. Donc, il est possible de déduire que

Eth (T4,T4) ~0 et top M ’XTQ EBT;D, .

A~ o~

En somme, les extensions Ext!(l;, /) sont donnés par le tableau suivant :
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N1 2 3 4
j

1 |0 CC o0
> |lc o0 C
3 /c o0 C
4 o CC o

Il ne manque maintenant que quelques calculs pour déterminer les diagrammes de Loewy
des projectifs indécomposables. Pour déterminer le diagramme de Loewy de P, et Ps, il est
nécessaire de comprendre comment le module simple I4 qui n'est pas dans le socle se relie

aux facteurs de composition.

Soit 34 I'enveloppe injective deT4. PuisqueTA, est le socle de §4, il existe une injectionT4 — §4.
Puisque L est injectif, il existe un morphisme u : §4 — j4. Celui-ci est injectif car sa
restriction au socle est un isomorphisme. Mais, puisque dim §4 = dimj4, ce morphisme est
un isomorphisme. Ainsi, ﬁZ ~ j; i /P\4. Donc, le diagramme de Loewy de §4 demeure inchangé

s'il est renversé de bas en haut.

Ainsi, puisque §2 et §3 sont des sous-modules de §4, Il n'existe que deux diagrammes de

VN N\,
SN\ NN,
N N\ N\ N\
NS NS

Les deux diagrammes possibles pour §4 respectent |'ensemble des conditions demandées par
rapport au socle et par rapport aux filtrations. Cette indétermination n'a aucun impact sur la

théorie développée au chapitre suivant.

Dans le premier cas, les diagrammes de Loewy des projectifs ﬁz, /|53 sont :
2 3
4/ \1 1/ \4
N N
N/ N/
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Dans le deuxiéeme cas, les les diagrammes de Loewy des projectifs ﬁg, /P\3 sont :

N N
A SN
.,/ .,/

Pour j = 2,3, en appliquant la suite suite exacte (3.13) au module §j, il est possible de
déduire que dim Extl(T4,§J-) = 1. Soit l'unique extension indécomposable de §j par T4. En
observant les diagrammes de Loewy ci-dessus, il est possible de remarquer que le calcul de
la dimension de I'espace vectoriel Hom(E;, /P\j) permet de déterminer uniquement la structure
des projectifs de ce bloc. Malgré cette indétermination, la suite des quotients de radicaux
rad’' P; / rad’*! P, est uniquement déterminée pour tout J.

Conjecture 3.20. Soient 'algebre TLb, et j un entier tel que —n < j < n etj =, n ou j est
membre d’un bloc non critique ayant exactement 4 points. Si j est le plus grand entier de son
bloc selon I'ordre cellulaire, alors le diagramme de Loewy du module /P\,L j est déterminé par la
structure des modules projectifs ﬁn_ld-_l et ﬁ,,_ly i+1 (en considérant seulement les modules
étant définis, c'est-a-dire —n+1<j;+1<n-1).
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Chapitre 4

Les algébres a couture

Ce chapitre définit et étudie les algébres a couture. Celles-ci ont été introduites dans
un article de Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout [MDRR15] pour aborder de maniére
rigoureuse certains modéles bidimensionnels en physique statistique avec des conditions aux
bords. Elles ont été étudiées par Langlois-Rémillard et Saint-Aubin [LRSA20] dans les cas ou
elles peuvent étre définies comme un sous-ensemble des algebres de Temperley-Lieb.

Le travail des derniers chapitres permet d’attaquer le probléeme de la famille exceptionnelle
des algebres a couture en la redéfinissant comme un quotient de TLb, par I'idéal engendré
par un projecteur de Wenzl-Jones généralisé. Plusieurs techniques permettant de déterminer
la structure du cas exceptionnel sont données.

4.1. Définitions

La famille des algebres a couture est indexée par deux paramétres de taille n, k € Z~q et un
paramétre complexe B = g + g~ avec g € C*. Ceux-ci sont soumis a certaines restrictions.

Ces algebres sont notées b, «(8).

Définition 4.1 (Algebres a couture définies par un sous-ensemble de TL,). Soit ¢ € C*,
n, k € Z> tels que g n’est pas une racine 2¢-ieme de I'unité pour £ < k. Dans un tel cas*!,
le projecteur de Wenzl-Jones P, € TL,.« existe (et est idempotent). L'algebre a couture est

définie par

bpk(B) = Pe TLpk(B) Pr.

4.1. Voir la définition 2.10 et la proposition 2.11.



[l est naturel de s'intéresser au caratere cellulaire de cette algébre ainsi qu'a |'existence
d'un ensemble générateur analogue aux ensembles générateurs des algebres de Temperley-
Lieb. D"abord, puisque la relation de récurrence pour P,, (voir la définition 2.10) est invariante
sous I'anti-involution (_)* et que P; = Py, il s'en suit que P! = P,. L'application de la
proposition suivante dans le cas des algébres a couture a été faite dans [LRSA20].

Proposition 4.2 ([KX96]). Soit A une algebre cellulaire et e € A un idempotent. Si e* = e,
alors eAe est cellulaire.

Conséquemment, b, est cellulaire. Dans leur article, Langlois-Rémillard et Saint-Aubin ont
entre autres calculé les bases naturelles pour les modules cellulaires et les déterminants de
Gram dans ces bases.

Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout [MDRR15] ont démontré que la définition suivante
des algebres a couture est équivalente a la définition 4.1.

Définition 4.3 (Algébres a couture définies par générateurs et relations). Soit g € C*, n, k €
Z>1 tels que g n'est pas une racine 2¢-ieme de I'unité pour £ < k. La C-algébre b, «(B)
engendrée par les générateurs ey, ..., e, et id assujettis aux relations suivantes :
e?=0B¢ pourl<i<n-—1,
eexriei=¢ pouri,itle{l,...,n—1},
eeg=e¢e pourl<ij<n-—1let|i—j|>1, (4.1)
€n—1€n€n—1 = [k]qen—l

e2 = [k + 1]qe,
ou id est I'identité. Si n > k, la relation supplémentaire
k k—t k—t—1 _ k—t
11 ((Hen;> + ) (D) k - /]q( 1T e,,j)> —0 (4.2)
t=0 i=0 i=0 j=i+2

est ajoutée, ou 'ordre des termes dans les produits est le méme qu’'a la définition 0.1.

Les générateurs e pour 1 </ < n—1 et e, de la définition précédente correspondent
respectivement aux éléments Pye Py et [k],PxenP« de la définition 4.1. Morin-Duchesne,
Rasmussen et Ridout ont aussi construit une interprétation diagrammatique des éléments de
b, x permettant de plus facilement calculer la dimension de I'algebre.

Proposition 4.4 ([MDRR15]). Lorsque q n'est pas une racine de I'unité, la dimension de

b”vk est (2’7”) o (n—2kn—1>'
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En comparant les deux définitions des algébres a couture, il est possible de remarquer
que la définition 4.3 est plus générale que la définition 4.1. En effet, lorsque que g est une
racine 24-ieme primitive de I'unité, les différentes relations définissant I'algebre n’'imposent
aucune restriction entre k et £, tandis que 4.1 nécessite que £ > k pour permettre de définir
Pr. Ceci a été remarqué par Morin-Duchesne, Rasmussen et Ridout. Or, ceux-ci soutiennent
que la famille permise par la définition 4.3 mais interdite par 4.1 posséde tout de méme une
interprétation physique pertinente et qu'il est nécessaire d'investiguer cette famille. L'objectif
de ce chapitre est de construire sur les résultats des chapitres précédents pour permettre de
faire la théorie de la représentation de cette famille manquante qui sera nommée dans ce

mémoire la famille exceptionnelle des algébres a couture.

Il faut tout d'abord modifier partiellement la définition 4.3 pour permettre £ < k.

Définition 4.5 (Algebres a couture définies par générateurs et relations, version ajustée).
Soit g € C*, n,k € Z>;1. Si q est une racine 2¢-ieme primitive de I'unité, soit k le plus petit
entier tel que 1 < k < £ avec k =, k. Si g n'est pas une racine de I'unité, soit k = k. La
C-algebre b, «(B) engendrée par les générateurs ey, . . ., e, et id assujettis aux relations (4.1)
ol id est I'identité. Si n > k, la relation supplémentaire

f[ (ﬁe > kil( 1)+ [k - (_ﬁ2en_j) =0 (4.3)

est ajoutée, ou |'ordre des termes dans les produits est le méme qu’'a la définition 0.1.
Avec cette modification (et en conservant la méme notation), la dimension de b,y et
donnée par la proposition suivante.

Proposition 4.6 ([MDRR15]). Lorsque k # ¢, la dimension de b, x est (*7) — (., 20 ,).

La prochaine proposition réduit considérablement I'étude a effectuer.

Proposition 4.7 ([MDRR15]). Soient les différentes constantes suivantes :
— g une racine 24-iéme primitive de I'unité telle que g = e*™/* o a € Z, pgcd(a, £) =1,
— k € Z>1,
— k le plus petit entier positif tel que k =, k et k = mé+ k pour m € Z.

Si k < n, alors, suivant la définition ajustée 4.5, |'application

d) : bnk(ﬁ) — bni(ﬁ)

définie par ¢(id) = id et ¢(e)) = € pour i < n et ¢p(e,) = (—1)?Me, est un isomorphisme
d’algebres.
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Ainsi, si g est une racine 24-iéme de 'unité et £ < k, alors k < £. Le seul cas n'étant pas traité
par I'analyse est donc le cas oll k = £ puisque sinon, les projecteurs de Wenzl-Jones Py sont
définis et il est possible d'étudier b, a l'aide de b, z. Il est donc possible de se concentrer

sur la famille exceptionnelle des algebres a couture b, ,.

Tout au long de ce chapitre, plusieurs entiers serviront a définir et a étudier les algébres
a couture. La liste suivante s'avérera utile pour ne pas confondre les différents paramétres.

g : le paramétre complexe inversible tel que 8 =g+ g1,

¢ : I'entier positif minimal tel que ¢* =1,
k : I'entier positif fixant le paramétre B; = [k],,
k : I'entier positif minimal tel que k =, k, (4.4)
€ : la valeur de n — k,
n : le paramétre de taille de I'algébre,

m : un entier quelconque.

Lorsque g n'est pas une racine de l'unité, k = k.

4.2. b, comme un quotient de TLb,,

Pour tous les parameétres g, k et n, la définition 4.5 montre que b, «(B) peut étre définie

comme un quotient de |'algébre TLb,. Plus précisément, si
TLb, x(B) = TLb,(B, [k]q. [k + 1]4),

alors b, x est un quotient de TLb,, x par la relation (4.3). La proposition 4.6 montre que lorsque
k < n, I'idéal engendré par la relation (4.3) est de dimension (, %" ) puisque dim TLb, = (*7).
L'analyse de I'idéal par lequel il faut quotienter pour obtenir b, x sera fait dans les prochaines
sections. Cette section a comme objectif de calculer les patrons de morphisme de TLb, x
(sans imposer de condition sur k) et d'en déduire la structure des TLb, x-modules projectifs

(lorsque n et k sont restreints a certaines conditions précises).

4.2.1. Les patrons de morphismes de TLb,

Pour TLb, «, les coefficients a,, de I'équation (3.1) deviennent alors

am(q. 81 = [klq. B2 = [k + 1]q) = [k + Llg[m + 1] — [K]g[mlq
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et la propriété (3) de la proposition 2.2 montre que

[(m+k+1)+(—k—1)+1] [(=k - 1)],
=[(m+k+1)+(—k=1)] [(=k=1)+ 1], = [(m+k+1)]
ce qui se réduit a
—[m+ 14[k + 1]y = —[m]g[k]lqg — M+ k + 1],
et conséquemment,
am(q, [Klg. [k +1]g) = [m+ k+1],. (4.5)

Donc, pour tout g € C*, a_x_; = 0. Si g n'est pas une racine de |'unité, a, s'annule
uniquement lorsque m = —k = 1. Si g est une racine 2£-ieme primitive, alors les coefficients

am S'annulant sont de la forme apy_x—1 pour p € Z.

Le théoreme 3.13 montre comment construire le patron de morphismes de TLb, x. Plus
précisément, il faut étudier ici le nombre d'entiers m = pl — k — 1, p € Z étant compris entre
—n et n.

Soit € € Z>;. Il sera tres utile de poser k = n — € et d'observer le comportement
des algebres TLb, ,_ pour € fixé. Dans un tel cas, il faut étudier les entiers de la forme
m=pn—e)—1lou—n<m<netavecpeZ.

Lemme 4.8. Sin > 2c+2 et £ = k = n—¢, alors le patron de morphismes de TLb,, p—_

posséde exactement trois lignes critiques positionnées en m = —1, m=n—¢€ —1 et m =
—n+e—1.

Démonstration. Sin>¢€, p— m = p(n—¢€) — 1 est croissante. Lorsque p = —1,0,1, il est
clairque —=n<m<n.Sin>2+2, alors2(n—¢e)—1>net —2(n—e€)—1< —n. O

Les pictogrammes définis a la section 3.4.2 sont réutilisés dans les prochains résultats.
Lemme 4.9. Sin=2¢+2 et = k = n— ¢, alors les composantes connexes du patron de
morphismes de TLb, 4—,_. sont les suivantes :

— Sie =, 0, ily a€/2 composantes connexes de la formeﬂ et 1 composante connexe
de la forme ~ M.

— Sie =51, ilya(e—1)/2 composantes connexes de la forme @ 1 composante

connexe de la forme ~ "\ et 1 composante connexe de la forme .

Démonstration. Lorsque n = 2¢ + 2, les lignes critiques du patron de morphismes sont posi-
tionnéesen m=—€—3, m=—-1let m=¢€¢+ 1.
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Si € est pair, aucun entier du patron de morphismes n'est critique. De plus, il y a exactement
€/2 + 1 entiers pairs entre € + 1 et 2¢ + 2. Si un entier pair j € Z est tel que e +2 < j < 2,
il est possible d'appliquer successivement les réflexions par rapport aux trois lignes critiques
de cet entier j. Un calcul direct montre que I'orbite de j est j, 2e +2—J, j—2e —4, —) — 2.
Etant donné que € + 2 < j < 2¢, il s’en suit que

2<2+4+2—-—j<¢ —€—2<j—-2—-4< -4 | 2c-2<——-—2<—€e—4.

Donc, chacun des entiers pairs entre € + 2 et 2¢ correspond a une composante connexe de
type @ Les seuls entiers n'ayant pas été atteints par ces réflexions sont 0, —2 et 2¢ + 2.
Or, (0—2)/2 = —1et (0+2e¢+2)/2 = e+ 1. Ceux-ci forment donc une composante connexe
de type ~ M\,

Si € est impair, —e — 3 est pair et € + 1 aussi. De plus, ((—e —3) + (e +1))/2 = —1 et ces
deux entiers sont liés par un morphisme. Donc, ils correspondent a une composante connexe
de type ~. Le méme traitement que précédemment permet de montrer que les (e — 1)/2
entiers pairs compris entre € + 3 et 2¢ correspondent a des composantes connexes de type
ﬂ tandis que —2, 0, 2¢ + 2 forme une composante connexe de type ~ . O

Lemme 4.10. Sin > 2¢+2 et £ = n—¢, le patron de morphismes de TLb, y—,_. correspond
au patron de morphismes de TLboc s 4—c1o dans lequel ont été imbriquées des composantes
connexes de type m ou .. Plus précisément, sin=2e¢+ 2+ ¢ avece > 0, alors :

— Si € est pair, il y a un ajout de € /2 composantes connexes de type ~ empilées autour

du point —1 dans le patron de morphisme.

— Si €' est impair, il y a un ajout de (€' —1)/2 composantes connexes de type n empilées

autour du point —1 et 1 composante connexe de type . au point —1.

Démonstration. Lorsque n = 2¢ + 2 + €', le lemme 4.8 montre que les lignes critiques du
patron de morphismes sont situéesen m=—-1, m=e+¢e¢ +1let m=—e—€ —3. La méme
analyse qu’au lemme 4.9 permet que les entiers j tels que e +€¢' +1 < j < 2¢ +2+¢’ donnent
lieu aux composantes connexes identiques a celles du patron de morphismes de n = 2¢ + 2.
Les seuls entiers n'étant pas touchés par ces orbites sont les j tels que —¢’ < j < €.

Si €' est pair, alors n est pair et il y a exactement €' entiers pairs Jj tels que —¢’ < j < €. Si
0<j<¢e—2 lorbitede jestj,—j—2ete <—j—2< -2 Donc, il y a €/2 composantes
connexes du type m ayant comme point central —1 a imbriquer pour former le patron de
morphismes de TLboeio p—cio.
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Si €’ est impair, alors n est impair et il y a exactement €’ entiers impairs J tels que —¢’ < j < €.
L'entier j = —1 correspond a un bloc critique et il n'est lié a aucun autre entier. Les ¢ — 1

entiers restants sont traités exactement comme dans le cas précédent. O

Définition 4.11 (Patron stationnaire). Le patron de morphismes associé & TLboeyo g—c12 €st
appelé un patron de morphismes stationnaire.

Les lemmes précédents montrent que, lorsque n est suffisamment grand par rapport a e,
le patron de morphismes de TLb, ,—,_. est facile a construire. Il suffit de construire le patron

stationnaire et d'y ajouter les composantes connexes du type m ou . nécessaires.

Voici un exemple de la construction du patron de morphismes pour TLb, -y . Sie =7
est fixé, le patron stationnaire apparait pour n =2 -7 + 2 = 16. Celui est donné par

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

et donc, les patrons de morphismes pour les cas suivants sont de la forme

Zn —n+14 -1 n—16 n

ou la région ombragée est de la forme

93



celle-ci se terminant en un point ou en un couple, dépendant de la parité de n.
4.2.2. Modules projectifs des patrons stationnaires

Plusieurs calculs concernant I'algebre quotient b,, seront réalisés grace a un argument
dimensionnel. Le théoréme suivant sera crucial a cette approche.

Théoréme 4.12 (Décomposition de Peirce). Soit A une K-algébre de dimension finie. Alors,

la décomposition du A-module a gauche A en sous-modules indécomposables est donnée par
AA ~ @ P/@dimtopP,v.

ou les P. forment un ensemble complet de A-modules projectifs indécomposables non iso-

morphes.

La section 3.4.2 a déterminé explicitement la structure des TLb,, modules projectifs dans
le cas ou les blocs non critiques étaient de taille suffisamment petite. Dans le cas des patrons
stationnaires, ceux-ci possédent des blocs ayant au maximum 4 sommets. Donc, lorsque n
est suffisamment grand et € est fixé, la théorie de la représentation de I'algebre TLb, p—_
est déterminée par les patrons stationnaires (dont les modules projectifs ont été décrits a la
section 3.4.2).

De plus, lorsque n = 2¢ + 2 + €' avec € € Z-q, chaque entier j de la méme parité que n
tel que —¢’ < j < € donne lieu a un bloc de taille au plus 2. Si j > —1, alors le bloc est formé
des deux entiers j et —j — 2 (et ils coincident seulement lorsque j = —1). Donc, pour j > 0
et puisque |j| < | —Jj — 2|, les modules standards, simples et projectifs de ce bloc respectent
les équations suivantes :
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Il est possible d'écrire

() = (1) =557 (57 )
ni) " \mi-1) T T\t

et conséquemment, puisque |, _;_» est le socle de ces deux projectifs,

. 2
.~ : =~ n+j+2 n
diml,;-d P,i=——— ,
iml,;-dimsocP,; P (n; B 1)

2
DN _ ~ n
diml,_;_»-dimsocP, _;_» = ( ) :

n=j _
5> —1

4.3. L’idéal engendré par p,

La présentation qui suit vaut pour g quelconque et, quand une condition faisant intervenir

£ est invoquée, le traitement est fait pour g racine de l'unité.

L'objectif de cette section est d'analyser la relation (4.3) présente dans la définition
ajustée des algébres a couture. Au chapitre 2, une famille d'éléments de TLb, appelés les
projecteurs de Wenzl-Jones généralisés (de type §,,,,,,) ont été définis. Ceux-ci sont notés p.,
(voir définition 2.18) et ils sont construits a partir des facteurs de Wenzl-Jones généralisés
0m (voir la définition 2.23). Les projecteurs p, sont définis a partir des constantes ¢, ¢} et

d; données par

(..
I
w

o =W —U=Uz ol =(V0 et a=]]5

Il
o

/
Les constantes §; sont liées aux constantes a; apparaissant dans le déterminant de Gram des
algébres TLb, (voir I'équation (3.1)) par la relation §; = a_;. Donc, par (4.5), il suit que dans
TLbp k,

6 = [k —j + 1], implique que ™' = (=1Y[k —j + 1],

et conséquemment, les facteurs de Wenzl-Jones généralisés deviennent
m—1 m m—1
lm = (H en—i) + Z(_l)i_l[k —i+2]q (H en—])
i=0 i=2 j=i
m—1 m—2 m—1
- (H e) + (=1 k= g (H en_f)
i=0 i=0 '

=i+2

et les projecteurs p,,, s'écrivent grace a la proposition 2.24 comme

ﬁ;q = Hﬁm—i+1 = H (( H en—/) + Z (_1)i+1[k_ /]q ( H en—i)) :

t=0 J=i+2
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Ainsi, lorsque m = k + 1, la relation (4.3) prend la forme trés simple

P, =0

La prochaine étape détermine quand I'élément p;, est réellement (a une constante prés) un
projecteur. La proposition 2.19, permet de calculer le coefficient reliant p;,, € TLb, x et son
carré :

[y

m—

()% = pubry = ([T (~1)'[k =i+ 115,

i—
ce quis'annulesim> k+2ous'ilexiste javec0<j<m—1etj=, k+ 1. Les algébres a
couture sont définies comme un quotient de TLb, x par I'idéal engendré par ﬁirl. Donc, dans
le cas ot m = k + 1, puisque 0 < k < £, le calcul ci-dessus montre que le coefficient pg, ,
s'annule seulement si k = £. En effet, si m < k + 1, les g-nombres présents dans |'expression
du carré s’annulent seulement s'il existe i avec 1 < i < k + 1 tel que [i]4 = 0. Donc, dans

le cas m = k + 1, le projecteur peut-&tre renormalisé pour étre idempotent si et seulement
k #4.

De plus, le lemme 2.20 montre que

en—ma;qen—m = —Cf7+1ﬁ;7_1€n—m = (_1)m[k —m+ 1]qa;_1en—m

et cette expression s'annule sim =k + 1 ousi m=, k+ 1. Donc, dans le cas m = k+1,le
coefficient c52 s'annule.

Comme cela a été indiqué dans la définition 4.5, la relation (4.3) n'est ajoutée que dans le
cas oll k < n. De plus, la définition 4.1 requiert que £ # k. Le zéro apparaissant au coefficient
du carré du projecteur généralisé témoigne en un certain sens du fait que la définition 4.1

n'est pas valide lorsque k = ¢.

Pour tout m € Z~o, I'idéal bilatére de TLb, s engendré par ﬁ;H est noté

L'étude de I'algebre b, x peut donc étre ramenée a I'étude de I'algebre quotient TLb,, « /];.

De plus, puisque dm41P;,, = Pp1. il existe une chaine d'idéaux
jn—l C jn_2 c---C ]1 C jo = (en> C TLbnyk

2n
n—k—1

Cette formule vaut aussi lorsque g est une racine de 'unité.

La proposition 4.4 montre que dim jk = ( ) lorsque g n'est pas une racine de ['unité.
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Lemme 4.13 (Argument adapté de [MDRR15]). Pour tout g € C* et pour tout 0 < m <
n— 1, une base de /’idéa/jm C TLb, est donnée par

Wo  Ppy1 - WA
ol wq, Wo € TLb, ont comme expression

441 ::(en—m—len—m—2---e&)(en—men—m—l---eb)---(en—nH6—2en—m+s—3---e&)
wo = (€,€,-1---€m) ... (€,6,-1...€m)
avec

m<m << m <€ <lr<---<¥l;,<n,
J1<jp < <Jp, (4.6)
s<m+1 et m; <.

2n
—m—1

Comme il se doit, cette base est de taille (n ) Elle peut étre dualisée en appliquant (_)*

a chaque élément de la base.

Démonstration. A la suite de la proposition 2.26, une remarque démontre que le mot le plus

long présent dans |'expression de ﬁ;ﬂ est

w=(eren1...€rm)(€nen1...€n—mr1)...(€n€n_1)€n

et son coefficient est 1. La multiplication par I'élément w; transforme celui-ci en le mot

wwy = (epep_1...€y)(€nen-1...€5)...(€n€n-1...6p)

Si ws respecte les conditions des équations (4.6), alors woww; est écrit sous la forme de
Jones généralisée de la proposition 1.22. Donc, les éléments s'écrivant wrww; donnés sont
tous linéairement indépendants car leur mot le plus long posseéde un coefficient égal a 1, sont
sous la forme de Jones généralisée et sont distincts. Ainsi, les éléments de la forme wop,, wy
proposés dans |'énoncé sont linéairement indépendants. Dans [MDRR15], il est démontré a

la proposition B.3 qu'un tel ensemble a taille (, 2" ,). Donc, il s'en suit que pour tout g,

dimjmz( 2n )
n—m-—1

Lorsque g n'est pas une racine de l'unité, en posant kK = m et en spécialisant B; et B3>
aux valeurs [k], et [k + 1], respectivement, I'idéal Jy—m C TLb, x—m donne lieu a I'algebre
bnk = TLb, « /jk. Dans un tel cas la formule

~ 2
dim 3y = (n_ . 1)
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est valide. Puisque les relations de dépendances linéaires sont polynomiales en g, g~ %, (3; et
B2, il s'en suit que la spécialisation en B; = [k],, B2 = [k + 1]4 ne peut que faire diminuer
la dimension de I'espace vectoriel engendré par ces éléments. Ceci est aussi vrai pour la
spécialisation en g racine de 'unité. Donc,

dim]mg( 2n )
n—m-—1

et ceci démontre la formule annoncée.

O

Soit I'algebre TLb,, y—,_ avec n = 2e+2+€’ et € > 0. La dimension de I'idéal est donnée

~ 2
dimJp—n-c = (E _”1).

La décomposition de Peirce donne

~@diml,;
TLbnepe~@DP, "

comme TLb,—,_-modules a gauche. Il s’en suit que, comme modules a gauche,

jn—e ~ @(jn—e ﬁnyj)EBdian,J

par

et alors
dmJ,_e >diml,;-dmJ,_P,;.

Si le projectif ﬁm a socle simple, I'inégalité précédente devient

dim jn_e > dianJ- -dim soc ﬁ,u- )

Corollaire 4.14. Soit I'algebre TLb, y—p_c o n =2e+2+¢€" et € > 0. Sij est un élément du
patron de morphismes qui ne fait pas partie du patron stationnaire (c'est-a-dire —e¢’ < j < €/,
alors ],,,e ﬁn,j =0).

Démonstration. Ce corollaire découle du calcul fait a la section 4.2.2 qui montre que sij > 0
et j fait partie d'un bloc du type A~ ou ., alors

o~ ~ n+j+2( n >2
diml,;-dimsocP,; = ————| ,_;
" " n—j \H-1

2

oo~ _ ~ n

diml,_j_»-dimsocP, _;_» = (nj 1) .
2

Mais, étant donné que 0 < j < n— 2, I'expression % est supérieure a 1. Conséquemment,

" 2> 21 _ dim3
i e—1) " m

98

il suffit de montrer



pour conclure le résultat souhaité. Soit /, /" deux entiers de méme parité que n tels que
0< i,/ <n Sii</, alors

et donc, puisque j + 2 < €,

De plus,

<€j1)><6f1)

Qi¥>:jd+etéﬁije+2(€j£>>(OTJ_

Le résultat sera démontré si, pour m, t € Z~g, m> 2 et t > 0, I'inégalité

Gy = (0m)

est vérifiée car il suffit de poser m =€ + 2 et t = €’ pour retrouver I'expression souhaitée.

car

L'approximation de Stirling donne les bornes
V2m-/n-e"-n"<n <e-/n-e"n"

valides pour tout n. En appliquant celles-ci au coefficient binomial (Z) il est possible de
trouver les bornes

V2 n" n < e n n"
6‘2 (n — k) kk(n— k)(n— 9 < \k 2w\ k(n—k) kk(n—k)r=h)
valides pour tout n et k. Conséquemment,
2m + t . V2 2m+t (2m + t)m+o)
m—2 (m=2)(m+t+2) (m=2)"m2(m+ t+ 2)mtt+2)

2m -+t
(m=2)(m+t+2)

(<m_(§§’2$3§+2>)m- (iesa) (aee)
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et

(2(2m+ t)) < ° \/ 2(2m+t) (2(2m + t))2@m+D)

m—2 o \[(m=2)Bm+2t+2) (m—2)m2(3m+ 2t 4 2)Em+2t+2)
e 22m+t)
“or \{(m=2)Bm+2t+2)
(22m + t))* T 2m4+ )2 \' m—2 \°
((m—2)(3m+2t+2)3> '<(3m+2t+2)2) '<3m+2t+2>
e

B 2(2m+t)
o V(m=2)Bm+2t+2)

24m+2t( (m-2) >’”< m+t+2 )2”’_
(Bm+2t+2) 3m+2t+2

( m4t+2 )”'( m+t+2 )2_

3m+2t+2 3m+2t+2

( (2m+ t)? )2"{( o2m+ t )2{( m—2 )2

(m—2)(m+t+2) m+t+2 m+t+2/)
Ainsi, pour montrer I'inégalité souhaitée, il suffit de démontrer que

2T 2m+t e 22m+t)
=C > _ . .
e*(m—-2)(m+t+2) — 2w (m—=2)(3m+2t+2)

. (m=2) \" [ m+t+2 "
(3m + 2t +2) 3m+ 2t + 2
m+t+2 \* m+t+2 \?
3m+2t+2 3m+2t+2

ou, de maniére équivalente, il suffit de démontrer que

472 (m+t+2)3(m—2)1/2 16(m—2)(m+t+2)2\" [2(m+t+2)\**
V2e5 = (2m 4 t)V2(3m + 2t + 2)5/2 (3m+2t+2)3 3m+2t+2

Etant donné que t > 1, I'expression ci-dessus est décroissante en fonction de t. Ainsi, par

calcul numérique, la fonction réelle

(M A3P3(m =22 16(m—2)(m+3)2\" [2(m+3)\?
f(m)_(2m+1)1/2(3m+4)5/2< (3m + 4)2 > (3m+4)

admet un maximum global compris entre 3 et 4 puisqu’elle est décroissante a partir de celui-ci.

Ce maximum vérifie I'inégalité demandée, c’est-a-dire f(m) < max f(m) ~ 0.0026 < \g; ~

0.188. B
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Puisque I'idéal jm est engendré par ﬁ;ﬂ, chaque élément de celui-ci s'écrit toujours sous
la forme ap,,,,b pour a, b € TLb,. L'idéal (Jm)? est formé des éléments
1P 41 b132P 1 b2

ol chaque mot présent dans |'expression de bja, peut étre mis sous la forme normale de
Jones généralisée 1.22.

Lemme 4.15. L’idéal (p,, ;) = 13 C TLb,, est nilpotent.

Démonstration. La proposition 2.19 rappelle comment manipuler les générateurs e; ainsi que
les projecteurs généralisés p,,,. Dans le cas m = £+ 1, p,,; est annulé par e; pour n — (£ +
1)+1<i<n—1etilcommute avec ¢ pour1 <j;<n—(£+1)—1. De plus, les constantes

p;j dans TLb,, sont données par
Jj—1
pi=[(-D'—j+1l,
i=0

et ainsi, p; = [£+ 1], et pj = 0 pour j > 2. Ces propriétés ainsi que la factorisation des
projecteurs a |'aide des facteurs de Wenzl-Jones (voir la proposition 2.24) seront utilisés dans

cette preuve.

Il est possible de factoriser §Z+1 comme

-1
P = (H U(¢+1)fi+1>55-
=1

Ainsi, si a € TLb, ne contient pas les générateurs e,_», e,_1 et e,, alors a commute avec p;

et
-1

ﬁZHaBZH = (H 0(l+1)—i+1> 355ﬁ2+1-
i=1
Mais, P, P,.; = pP2P,.; = 0. Conséquemment, p,;ap,,; s'annule.
Pour j;1 > j», la notation
EJJ; = €,6,-1--€,+1€)
est utilisée pour simplifier la manipulation des générateurs.

Soit N > 2. Une base de I'idéal (L)N est donnée par
AP, WN—-1Pp i WN—2 - - - Pgyg Wibgy 1 b (4.7)

ou a, b € TLb, et les w; € TLb,, sont des mots sous la forme normale de Jones généralisée

1.22, c'est-a-dire
J'([) fr(l) n n
w,=FE*' ... E"L N BT
= B BBl B
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avec

Jl(/) J(/) J(/)

KD < kD << KD < eﬁ’) <ty <<t
et kt(i) Sfr(i) vt.

Pour que I'expression (4.7) ne s'annule pas, il est nécessaire de supposer que chaque mot w;
contienne au moins un générateur e; avec i = n—2,n— 1, n. Le dernier générateur du mot
w; est défini comme étant e4. Ainsi, d; = kr(,.") oud, = Z('f) tout dépendant si s; = 0 ou non.
Pour que |'expression soit non nulle, il faut supposer que pour tout /, jl() <n—(£+1)etque
d<n—({+1).

Sachant que les générateurs e; a droite de wy avec i < n— (£+ 1) peuvent étre commutés
a droite de 6fz_+1 et concaténés a b, sans perte de généralité, d; = n—(£+1). Dans |'expression
de wy, le premier générateur e; a gauche de g4, tel que 1 < d; peut étre supposé comme étant
I = di — 1 puisque sinon, il est possible de le commuter a droite et de le concaténer avec
b. De plus, si J(l) > _](1) +1=n—(£+1)+1, il est possible de commuter e avec les
générateurs a sa gauche pour annuler p,, ;. Cet argument peut &tre répété et il montre que

j/(l) =n—({+1)+i—1. Donc, le mot wy a la forme
(6+1) (e4+1)+n—1
E: (+1)+1—(ri+s1) E: (£+1)— ; E. (£+1)+1— sl"'ng(Hl)'

Ainsi, le dernier générateur de w, respecte d» < n— (£+ 1) — 1, car selon le lemme 2.20,

+1
€En— (e+1)Pg+1€n (e+1) = —C1( BN Py €n—(e+1)

mais,
2 = (1) =0 —(L+1)+1],=0.

Il est possible de supposer sans perte de généralité que d» > k(l) — 1 puisque sinon, eq, peut
étre commuté complétement a droite. Donc, sachant que d» <_/1 , Sl do > k( ) , alors

Jfl) 12(1) 13(1) J(l) > J J( ) Jr(ll)
edQE 1)E E ...E (E E Jr3)6’C/2+2:’:_(1)E . FE
2

P KV K
d> J1 dr+2 J2 J 1) Jr(ll)
= (E <1)E +3)(E 0 Ed2+5)edz+4E O E e

_ > 11 do+2 Jz h+2n—2 Jf1
—(Eku)E +3)(Ek(1) E; +5) (E kD) Ed2+2r+1)ed2+2r1'

Puisque kk =n—(£+1)+1—(rn+s1), alors o +2rn >n—(¢+1)+1+nr —s. Donc,
si s; =0, alors e4, 12, annule p, (¢+1)- Si sy # 0, alors d> + 2, > £;. En effectuant les mémes
manipulations que ci-dessus mais avec les termes restants dans |'expression de wq, il est

possible de montrer qu'il n'y a que deux cas possibles :
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—Sin—(U+1)+14+nrn+s <n-—1, alors eg2r+2s Sera le terme résultant a droite
lorsque les manipulations analogues a ci-dessus seront terminés. Ce générateur annule
Pri1:

— Sin—({(+1)+14+n+s >n—1, alors les manipulations comme ci-dessus feront
apparaitre une expression de la forme e,_1e,e,-1 = Bi1€,-1 = [£]gen—1 = 0 (ce qui
annule I'expression) ou une expression de la forme e,e, = Boe, (ce qui permet de
recommencer le procédé avec le prochain générateur).

kM Kk

Donc, sans perte de généralité, d» = k(l) — 1. Ainsi, kfz) < — 1. De plus, les entiers

et £ doivent respecter k'~ +1 = k7 et £ + 1= ¢

La preuve suivante montre par induction que si I'expression est non nulle, alors d; 1 = kl(i)—
1. Le cas de base correspond au cas traité précédemment. Soit d;; I'entier correspondant
au générateur le plus a droite du mot w; ;. Sans perte de généralité, di 1 > kf’) — 1. Si

dit1 > kl(’), alors, avec les mémes manipulations que précédemment,

i il Jiy e
1 —_— 1
€, E, :>E - E T (E o E ,+1+3)(E
1

di1+2 EJ2

i(0)
dip14+2r—2 =r;
k(’ /+1+5) (E

d;+1+2f;+1)edr+l+2rr
Etant donné que k(') k(' Y _letqueki=n—(L+1)—1—(n+s), alors
K'=n—(t+1)—(n+s)—i

ce qui montre que

dip1 + 26 > K + 2 > K'Y + 2,

Si s; =0, alors r; > 0 et par induction,

€012, Per1Wi-1Pgi1 -+ PypiWiPyiq = 0,

(i-1)

car diyi42r, > Ky —1.Sis; #0, il y a deux cas possibles.

— Sin—={+1)+1+r+s<n—1, alors eq,, 12,425 Sera le terme résultant a droite
lorsque les manipulations analogues a ci-dessus seront terminés. Ce générateur annule

I"'expression
Prr1Wi-1Pgi - - - Poy1WiPgiq

par induction, car dit142r42s > kl(f—l) 1

— Sin—(L+1)4+1+r+s >n—1, alors les manipulations comme ci-dessus feront
apparaitre une expression de la forme e,_1e,e,-1 = Bien—1 = [£]gen—1 = 0, (ce qui
annule I'expression) ou une expression de la forme e,e, = Bse, (ce qui permet de

recommencer le procédé avec le prochain générateur).
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Donc, pour que I'expression soit non nulle, il faut supposer que d;y 1 = kl(') —1.

Puisque kl(’) < d;, pour que I'expression (4.7) soit non nulle, il est nécessaire que les
entiers k£’) forment une suite strictement décroissante. Si I'expression (4.7) est non nulle, il

est nécessaire que
KO <k —it1=n—(L+1)—i+1

et donc, si N > n— £, alors ka_l) < kl(l) — (n—£) =0 ce qui est une contradiction puisque
kf’) > 1 pour tout /. Il existe un N a partir duquel tous les mots de la forme 4.7 sont nuls.

Donc, I'idéal est nilpotent.

U

Corollaire 4.16. L 'idéal j; est nilpotent si k = £ et il est idempotent sinon.

Démonstration. Puisque k < £, lorsque k # 4, le coefficient Pr41 €st non nul et le projecteur

1o~ ; T1-)2 — -
B Pryy st idempotent. Donc, (J¢)* = Jr. O

4.4. Structure de I'ideal J,

Puisque I'idéal ]g est nilpotent selon le lemme 4.15, la section 2.5 détermine exactement
comment faire |'étude de I'algeébre b, , = TLbn'e//je pour £ < n. En effet, selon les résultats
développés dans cette section, tous les TLb,,~-modules simples sont aussi des b, , modules
simples et inversement. Plus généralement, pour déterminer les b, ,-modules projectifs indé-
composables, il suffit de calculer j@ ﬁ,w- et de calculer le quotient ﬁ,w-/jg ﬁ,u- pour chaque
TLb, ;-module projectif /P\nJ.

Bien que cette tache soit suffisamment circonscrite, elle est arbitrairement difficile étant
donné que la taille de la base de I'idéal ./J\g devient arbitrairement grande lorsque £ est petit
par rapport a n. Ceci est aussi dii au fait que les blocs de I'algebre TLb, , ont une complexité
relative au nombre de lignes critiques présentes dans le patron de morphismes. Pour beau-
coup d'applications en physique, le comportement asymptotique d'une famille d'algébres est
suffisant pour pouvoir tirer des conclusions non triviales au sujet du modéle. Or, la valeur du
paramétre g € C* doit étre fixée pour permettre I'étude d’'un modéle physique particulier.
Ainsi, I'étude des algébres de b,,—,_. pour € fixé ne permet pas de tirer des conclusions
physiques dans plusieurs contextes puisque la valeur de g change lorsque n grandit. Tout de
méme, les conclusions qu'il est possible de tirer de cette étude montrent que le cas général
b, ¢ est non trivial.
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4.4.1. L’algébre b, ,—, 1

Selon le lemme 4.10, le patron stationnaire de cette algebre apparait pour TLby 3. Celui-ci
a la forme

et ainsi, le patron de morphismes de TLb,,—,_1 est toujours bati a partir de celui-ci. La
structure des projectifs ﬁ,u- pour j = —n,—n+2,n—4,n—2,n est donc construite selon ce
patron.

L'idéal J,_; est de dimension (20”) = 1. Une base de celui-ci est {p,, }. Puisque e,p, =

B2p, = [n]4P;, et que les deux seuls simples (non isomorphes) de dimension 1 sont §n,n et
§,,,_,7, Il s'en suit que jn_l ~ §n,_n.

Par la décomposition de Peirce, il est nécessaire que jn_l ﬁ,u- soit nul excepté possiblement
Si soc/P\,,J ~ /S\n,,,, et dimtop /P\,,,J- = 1 étant donné que l'idéal :l\,,,l a dimension 1. Par les
résultats de la section 3.4.2, le seul projectif respectant ces deux conditions est 5,7,_”. Ceci
donne donc, par le travail effectué a la section 2.5, une description compléte des b, ,—1-
modules projectifs. En effet, les b, ,_1-modules projectifs sont donnés par /P\n’j/:in_]_ ﬁ,u» et
le seul terme étant changé par le quotient est ﬁn,,n. Les diagrammes de Loewy des projectifs
du bloc —n, n— 2 sont

o—n
”|5 on—2 5 , jn71
— = N — ~—~—~
n,n—2 n—n-— 5. .
e —N
e —N"

La matrice de Cartan de cette algebre correspond a la matrice de Cartan de I'algebre

TLb, s—,—1 a I'exception du bloc 2 x 2 associé aux projectifs ﬁn,,,, et ﬁn,n,g qui devient

1 1 1 1
C TLbn,nfl = ~> C bnynfl == .
bloc affecté 1 2 bloc affecté 11

Cette algébre ne peut pas étre cellulaire car la matrice D de ce bloc 2 x 2 aurait la forme

1 dio
d1 1 2 n o n
DTD — 1 dor d1 ... dm dy de | — L+dy +5d7 dio + dor + 3 il dindio
do 1 di ... dp dho + doy + Y L5 dindyo 1+dph+ s dy
dnl dn2
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et pour qu’elle soit égale au bloc voulu, il est nécessaire d'imposer 1+ d3 + > 1, d3 =1, ce
qui est vrai si et seulement si d;; = 0 pour tout / # 1. De méme, 1+ d2, + 27:3 d3 =1 si

et seulement si di» = 0 pour tout / # 2. Donc,
1 0 11
D™D =

Au chapitre 3, plusieurs théorémes ont présentés des liens entre les différentes caracté-

et I'algébre n'est pas cellulaire.

ristiques partagées par les familles d'algébres venant de contextes physiques, c'est-a-dire les
algebres cellulaires, les algebres quasi-héréditaires et les catégories de plus haut poids. L'une
des caractéristiques reliées a ces différentes familles est celle de la dimension globale de I'al-
gébre. |l est facile de remarquer que la dimension globale de I'algebre b, ,—,_1 est infinie. En
effet, le déterminant de la matrice de Cartan est nul (ce qui implique que la dimension globale

est infinie, voir [Ass97]) et le simple |,, _, admet comme résolution projective minimale
. — Ppno — P,_,/socP,_, — Py, o — P, ,/socP,_,—1,_, — 0,

et celle-ci ne se stabilise jamais a 0. Il s’en suit que dpl,_, = +o0o et conséquemment,

dim.gl. b, g—p_1 = +00.

Corollaire 4.17. Pour n > 4, les algebres b, —,—1 ne sont pas cellulaires, ont dimension
globale infinie et leurs projectifs indécomposables sont donnés par ﬁ,u- pour | # —n et

P,_n/socP, _,.

4.4.2. L’algébre b, ,—,_»

Le patron de stationnaire de cette algebre apparait pour TLbg 4. Celui-ci a la forme

-6 -4 =2 0 2 4 6

et la dimension de l'idéal ],7_2 est (21”) = 2n. Selon le lemme 4.13, une base de I'idéal ],7_2
est

P,1 (e)p, 1. (e2e1)p, 1. (e3e2e1)p, 1. ... (en-1...€e1)P, 1, (enro1...€€1)P, 1,

i)\;_l(el), i)\;_l(eleg) ..... i)\;_l(e:LeQ . en_l).

106



et par le lemme 2.20,
ep, 161 =—¢p, .61 =0
car, selon la définition des constantes ¢}, §; et a;,
c=(-1)"1%,1=(-1)a_,1=0
étant donné qu'il y a une ligne critique en —n + 1. Donc, sur I'ensemble des vecteurs

Pri(e), Pri(ae), ..., P, (6. ep 1),

tous les e pour 1 </ < n—1 agissent par I'action a gauche comme 0 et e, agit comme la
multiplication par B3,. De plus, il est impossible d’agir a gauche sur p,_; avec les générateurs
pour obtenir un élément de la forme p,_;e;. Conséquemment, le TLb, ,_o>-module a gauche

~bn—1 . o~
S est un facteur direct de J,_».

n,—n
Les vecteurs
P, 1. (e)p, 1, (e2€1)P, 1, (e3&1)P, 1, .., (en_1...€6e1)P, 1, (€n€r1...€61)P, 1

forment donc un sous-module. De plus, lorsque e; est multiplié a gauche de p,_,, il est
impossible de concaténer des générateurs a gauche de e;p,_; pour éliminer e;. Donc,

(el)i)\;_l, (6261)6;_1, (e3ezel)a;_1, Cy (en_l AN 6261)6;_1, (ene,,_l C ezel)ﬁ;_l

~

forme aussi un sous-module. Celui-ci est isomorphe a S, _(,—2) et I'isomorphisme est donné
par

elp;_l —

IS

~ ~®n-1 . :

Donc, en tant que module a gauche, J,_5 =~ Snin @V, ou V vérifie la suite exacte
0 — §n,_(n_2) —V — gn,_n — 0

puisque e, agit comme la multiplication par B, sur p,,_;.

Pour identifier les b, ,—,_>-modules projectifs, il faut déterminer les TLb,, s—,_>-modules
projectifs ayant §,7,_(,7_2) ou gn,,n dans leur radical ainsi que la multiplicité avec laquelle ces
modules projectifs apparaissent dans la représentation réguliere. Le module §,,,,(n,2) n'est
pas simple et il posséde deux facteurs de composition, a savoirT,,,_n etTn,_(n_z). Donc, il faut
déterminer la dimension des modules simples /I\n,_,, et /I\,,,_(,,_Q). Selon la structure du patron
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stationnaire,

dim/l\n,,,,Q =n-1,
dim 1, s = (n® —5n+2),
dimT,,,,,,JrQ =n-—1,

diml,_, = 1.

~

Par la décomposition de Peirce de I'algebre, les projectifs ﬁn,,n, ﬁn,,nﬁ, Pon_g et ﬁn,n,g

apparaissent avec la multiplicité correspondant a la dimension de leur coiffe.

Puisque qu'il n'apparait qu'une seul fois, qu'il soit indécomposable ou non, le module V
doit étre un sous-module de /P\,,,_,,. Les n— 1 copies du modules §n,_,, doivent étre des sous-
modules d'un des deux projectifs ayant multiplicité n — 1, c'est-a-dire qu'ils seront tous des
sous-modules de ﬁ,,,_,ﬂrz ou de ﬁn,n_z. L'argument dimensionnel ne permet pas de conclure
exactement dans lequel de ces deux modules se situe gn,_,,. D’un point de vue de la matrice
de Cartan de I'algebre, les deux simples T,,,,,prg et /I\,,,n,g sont interchangeables (tout comme
leurs couvertures projectives). Donc, il est possible de supposer sans perte de généralité que
I'idéal jn_g se trouve dans le radical de ﬁn,_,ﬁz. Par exemple, si la structure des projectifs
d'un bloc non critique ayant 4 modules simples respecte le premier cas de la section 3.4.2,

alors les deux projectifs affectés sont :

—n—+2

S\
n—n+2 — o \/\ A_ qubn 1@\/
—n+2 \/ \/—’

AN
LSS sy

)

n, n n.. o n—4

/ Dl

—n+ é
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La matrice de Cartan du bloc affecté par le quotient est donc

1 1 11
1 21 2
C Tilbpos
bloc affecté 11 2 2
1 2 2 4
et lors du passage au quotient, elle devient
1 1 11
1 211
C bn,n—Q =
bloc affecté 11 2 2
11 2 2

Si D s'écrit
1 dip diz dis
31 din 1 day

D= |ds dap daz 1
dsy dsp  ds3  dsg

dn1 dn2 dpz dpg
alors, si pour le bloc problématique I'équation DTD = Cy,, ., est respectée, le fait que I'élé-
ment (Cy,, ,)11 = 1 force la condition dj; = 0 pour tout i # 1. Ainsi, puisque (Cp,, ,)1i = 1
pour i = 1,2, 3,4, il est nécessaire que di» = di3 = disa = 1. De plus, puisque (Cy,, ,)22 = 2,
alors di = 0 pour tout i # 1,2. Cette méme condition, mais pour (Cy,, ,)33 = 2, force
diz = 0 pour i # 1,3. Donc, dos = 0 et d3g = 1 car (Cy,, ,)os = 1 et (Cp,, ,)34 = 2. Dans

un tel cas,
n
(DTD)as =3+ df>2
i=5
ce qui est impossible puisque (Cy,, ,)ss = 2. Donc, I'algébre b, ,_> n'est pas cellulaire.

Le déterminant du bloc affecté de b, ,_» est O et conséquemment, det Cp,,,, = 0. Il s’en
suit que b, ,_» n'a pas dimension globale finie car sinon, le déterminant de sa matrice de
Cartan serait +1 (voir [Ass97]).

Corollaire 4.18. Pour n > 6, les algebres b, ,—, > ne sont pas cellulaires et n'ont pas dimen-

sion globale finie.
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4.5. Conclusion : Le cas général b,

Les sections précédentes ont utilisé la plupart des résultats ayant été démontrés dans
ce mémoire. Le chapitre 2 a permis de définir les projecteurs de Wenzl-Jones généralisés
(voir la définition 2.18) et d’étudier leurs propriétés. Ceux-ci ont ensuite servi a redéfinir les
algébres a couture et a mieux comprendre la relation de fermeture permettant d'obtenir les
algébres a couture comme un quotient des algébres a une frontiére. Le chapitre 2 a aussi
étudié les éléments centraux des algébres TLb,. Méme s'ils n'ont pas eu de conséquences
théoriques directes sur |'étude de b,,, ceux-ci se sont avérés utiles lors de |'établissement
de certaines conjectures (qui plus tard sont devenues des théorémes) puisqu'ils ont facilité la
décomposition de la représentation réguliere de TLb, et de b, , lors d’expériences numériques.

Comme les derniers résultats ont su l'illustrer, la théorie de la représentation des algebres a
couture exceptionnelles est intimement liée a la théorie de la représentation des algebres a une
frontiére. Les résultats du chapitre 3 sont donc d'une importance capitale pour ce mémoire
puisque qu'ils ont permis de déterminer plus en détails la théorie de la représentation des
algebres TLb,,. Entre autres, le calcul des patrons de morphismes et de la structure des
projectifs indécomposables (pour certains cas) s'est révélée comme étant une étape cruciale

de la résolution du probléme initial.

En somme, le quatrieme chapitre consiste en une application directe des deux chapitres
précédents, mais un contexte catégorique bien particulier. En effet, I'interprétation de la
catégorie mod(A//) comme la sous-catégorie pleine des modules étant annulés par / a été la
remarque ayant permis d’'étudier les algebres a couture exceptionnelles puisque I'idéal je s'est
révélé particulierement facile a étudier. Le fait qu'il soit nilpotent a permis de distinguer le cas
exceptionnel des autres cas et de faire |'étude des projectifs indécomposables et des simples

aisément. Or, la structure de cet idéal s’avere toujours mal comprise dans le cas général.

Ce mémoire ne présente pas la résolution totale du probleme de la théorie de la représen-
tation de b, 4. Par contre, I'ensemble des résultats qui y ont été présentés peuvent servir a la
résolution du probléeme général. Quelques commentaires sont tout de méme nécessaires pour

clore cet ouvrage.

Puisque qu'ill a été démontré que I'idéal jg est nilpotent au lemme 4.15, il est possible de
décrire tous les b, ;-modules simples étant donné le travail fait a la section 2.5.

Théoréme 4.19. Une collection complete des classes d'isomorphismes des b, ,-modules

simples est donnée par les TLbnvg—modu/es/I\nJ- pour —n<j<netj=,n.
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L'une des grandes obstructions au probléme général est la description de la base de
I'idéal b,,. Le lemme 4.13 n'offre pas un étiquetage prenant en compte la structure de
module de I'idéal. Des récents développements a ce sujet semblent indiquer qu'il est possible
d'organiser la base de jg de telle sorte que la décomposition de :Ig en modules indécomposables
soit directement visible par I'étiquetage. L'une des conséquences de cet étiquetage est qu'll
apparait évident que le module :i[ possede une filtration telle que les quotients sont cellulaires.

Conjecture 4.20. Soit jg C TLb,,. Il existe une suite de TLb, ;-modules a gauche
0O=MyCM C---CM =1,

telle que pour chaque quotient successif, M;/M;_; ~ /S\n, j, pour un certain Jj;.

De plus, les expériences récentes semblent indiquer que les facteurs directs indécompo-
sables de ]g se comportent selon un certain produit de fusion (voir [RSA14] pour la définition
de restriction et d'induction et [Bell5]|, [BSA18] pour des exemples de fusion). En effet,

puisque si m < n, p,, C Imv, , et
TLnfm ®(C Sm,fm

possede une structure de TLb, ,.-module a gauche ou ¢ agit sur TL,_p,si1 </ <n—m-—1
et agit sur §m,_m sin—m+1 < < n.L'action de e,_, est définie comme agissant librement.
Le TLb,,-module a gauche

TLbpe @TL, 441y @c Tlbyrre TLn—(e+1) ®c Set1,—(e41)

partage des propriétés analogues a I'idéal jg.

L'analyse dimensionnelle utilisée pour les deux cas b, 4—,-1 €t b,s—p_> ne permet pas de
conclure dans le second cas ol se situe explicitement I'idéal jg. Ceci est dii au fait que ﬁn,_nﬁ
et /P\n'n_g possédent une coiffe de méme dimension et un radical similaire. Comme le permet
de voir le patron de morphismes, cet obstacle apparait dans tous les cas de la forme b, ,_2¢
pour € € Z>1. Par contre, les autres cas sont plus propices a une analyse dimensionnelle.

Dans tous les cas ayant été analysés ici et dans toutes les expériences numériques qui ont

été menées, la conjecture suivante a été vérifiée.

Conjecture 4.21. La famille exceptionnelle des algebres a couture b, , n'est pas cellulaire et

a dimension globale infinie.
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Cette conjecture explique partiellement les difficultés encourues par Morin-Duchesne, Ras-
mussen, Ridout [MDRR15] lors du traitement des algébres b, , puisque les techniques em-
ployées pour analyser celles-ci se fondaient majoritairement sur la théorie des algebres cellu-
laires. Ainsi, ce mémoire démontre que, dans plusieurs cas (et possiblement tous si la conjec-
ture précédente est vraie), la famille exceptionnelle b,, ne sera pas une famille d'algébres

cellulaires.
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