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Résumé

Le but principal de ce mémoire est de calculer la mesure de Mahler logarithmique dune
famille de polynémes & trois variables 2™ + 1 + (2" ' + 1)y + (z — 1)z. Pour réaliser cet
objectif, on integre des régulateurs définis sur des complexes motiviques polylogarithmiques.
Pour comprendre ces régulateurs, on explore les propriétés des polylogarithmes et démontre
quelques identités polylogarithmiques. Ensuite, on utilise les régulateurs afin de simplifier
I'intégrante. Notre résultat est une formule qui relie la mesure de Mahler de la famille de
polyndémes susmentionnée au dilogarithme de Bloch—Wigner et a la fonction zéta de Riemann.

Mots-clés : mesure de Mahler, polylogarithme, dilogarithme, regulateur, complexe mo-

tivique polylogarithmique






Abstract

The main purpose of this thesis is to compute the logarithmic Mahler measure of the
three variable polynomial family 2" + 1 + (2" ' + 1)y + (z — 1)z. In order to accomplish
this, we integrate regulators defined on polylogarithmic motivic complexes. To understand
these regulators, we explore the properties of polylogarithms and show some polylogarithmic
identities. The regulators are then applied to simplify the integrand. Our result is a formula
relating the Mahler measure of the family of polynomials to the Bloch-Wigner Dilogarithm
and the Riemann zeta function.

Keywords. Mahler measure, polylogarithm, dilogarithm, regulator, polylogarithmic

motivic complex
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Introduction

La mesure de Mahler des polynémes a variable unique est une fonction de hauteur qui
est reliée aux racines du polynéme donné. Elle fut étudiée pour la premiere fois par Lehmer
dans [Leh33] sous le contexte de la recherche de grands nombres premiers. On trouve avec
la formule de Jensen dans ’analyse complexe que la mesure de Mahler peut étre exprimée
par une intégration. Il semble tres naturel de se demander si I'on peut étendre la mesure de
Mahler aux polynémes a plusieurs variables ou aux fonctions rationnelles nonnulles. Mahler
a défini dans [Mah62] que
Définition. Soit f € C(xy,- - ,x,) une fonction rationnelle nonnulle a n variables. Alors la

mesure de Mahler logarithmique de f est

dt;  dt,
1 (t )| —= - =2
m(f (271'2) / Og’f 1, ) ) tl tn
ou T" = {(zl, s zZp) € C”“zﬂ = =z,| = 1} est le n-tore.

Dans [Smy81b] et dans [Boy81], Smyth et Boyd ont respectivement constaté que les
formules explicites de la mesure de Mahler a plusieurs variables peuvent étre liées a la fonc-
tion zéta de Riemann et a la fonction L de Dirichlet. Deninger a découvert dans [Den97] que
I’on peut évaluer la mesure de Mahler avec des régulateurs. Il a prédit ’apparition de valeurs
spéciales des fonctions L apres avoir appliqué des conjectures de Beilinson sur les régulateurs.
Boyd a ensuite trouvé numériquement dans [Boy98] que ’on peut exprimer des valeurs expli-
cites de la mesure de Mahler avec la fonction L associée aux objets algébriques-géométriques
comme les courbes elliptiques. Goncharov, dans [Gon02], a construit les régulateurs qui
coincident avec ceux utilisés par Deninger et a étudié leur propriétés. Dans ce mémoire nous
allons trouver une famille en trois variables de formules explicites de la mesure de Mahler.
Notre but principal est d’utiliser les régulateurs pour montrer

Théoréme 1.

m(w" +1+ (x"_l + 1)y + (z — l)z)

72 2k—nD<exp<<2k;L__11>7ri>> (n—l ézk—n—l)Dpr((?’f—lW))

mrkl n

17



1o (12 _ n<n3_1)>g(3),

ou ((-) dénote la fonction zéta de Riemann.

Pour comprendre cette formule, il faut savoir ce qu’est le dilogarithme de Bloch—Wigner,
dénoté par D(-). Cette fonction vient du polylogarithme, qui est une famille de fonctions
définies par

Li; (2) = —log (1 — 2)

et
Li, (t)

Lipyq <Z> = /% p

pour n € N, ot 7, est un parcours de 0 a z qui ne traverse pas la coupure du logarithme. En

dt,

raison du fait que le logarithme n’est pas une fonction continue, on trouve qu’une modification
par Zagier des polylogarithmes
n 9k

£:) = e (3 2P0 0wt L 2)).

k=0
ol By est le k-iéme nombre de Bernoulli et Re,, dénote Re si n est impair et Im si n est pair,

est tres utile. Le dilogarithme de Bloch-Wigner est la fonction
D(z) = Z4(2).

Dans le premier chapitre de ce mémoire, on va explorer les propriétés du polylogarithme.
Ce chapitre peut étre divisé en trois parties. La premiere partie se compose des sections 1.1
a 1.4, ou on démontre
Théoréme 2. Soit z € C avec z # 0 ni 1. Alors

Li(2)+ L1 - 2) + L1 27") = H(1) = ¢B).

par une méthode élémentaire. Cette égalité a été proposée par Goncharov dans [Gon95], et
démontrée avec la configuration de géométrie. On vérifie ici ses travaux par la computation
fondamentale.

La section 1.5 est la deuxieme partie du chapitre 1, ou on démontre la relation de cingq
termes avec le dilogarithme de Bloch—Wigner.

La troisieme partie, composée de la section 1.6, comprend la démonstration d'une égalité

sur le dilogarithme de Bloch-Wigner dans les triangles du plan. Pour un triangle du plan
T = (Al,AQ,Ag) tel que |A2A3| = aq, |A3A1| = Qa9 et |A1A2| = das et que A3A1A2 = ¥1,

18



Al/AQ\Ag = @9 et AQ/A;;\Al = (3, cette section vise a prouver que

D(%ew ) = 5 (D(e##) + D(e#%) + (=),

On va introduire les régulateurs qui seront utilisés dans le chapitre 2. On suit ce que
Goncharov a fait dans [Gon94], [Gon95] et [Gon02], et fournit les propriétés utiles de ces
régulateurs susmentionnées.

On définira la mesure de Mahler pour les polyndmes a variable unique, pour les polynomes
a plusieurs variables et pour les fonctions rationnelles dans le troisieme chapitre. On va
aussi donner quelques valeurs explicites de la mesure de Mahler des polynémes a plusieurs
variables, et calculer

m(a1x1 + asxs + azrs)
d’une maniere élémentaire.

Le dernier chapitre s’agit de I'intégration a ’aide du régulateur pour la computation de
la mesure de Mahler. On s’occupe de la théorie et de I'application de cette méthode sur
deux variables a la section 4.1. Dans la section 4.2 on va calculer encore une fois la mesure
m(a1x; + agws + azxrs) en montrant la simplicité de lintégration avec les régulateurs. La
théorie de I'intégration sur trois variables sera présentée dans la section 4.3, et on va enfin

faire la computation de
m(x” +1+ (m”_l + 1)y + (z — 1)z>

dans la section 4.4.
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Chapitre 1

Le polylogarithme et ses propriétés de base

Dans ce chapitre, on introduit le polylogarithme et démontre ses propriétés principales.
On se concentrera sur les équations fonctionnelles que le polylogarithme satisfait. Ces équa-

tions fonctionnelles seront tres utiles en calculant des valeurs explicites de la mesure de
Mahler.

1.1. Introduction au polylogarithme

Pour n € Z>q et z € C tel que |z| < 1, considérons les séries

ooZk

fa(2) = (1.1.1)

k=1 k

Notamment, si n = 1, on sait de la théorie des séries de Taylor que

fi(z) = —log (1 — 2). (1.1.2)
On a aussi la relation d’intégration pour tout n > 1 :
z n t

Fair(2) = /0 ft()dt. (1.1.3)

Les fonctions {f,} sont définies dans la région |z| < 1, mais (1.1.2) nous suggere que
I'on peut prendre —log (1 — z) comme une extension analytique de f;. Rappelons-nous que
le logarithme est une fonction multivaluée dans C, alors, pour que —log (1 — z) soit bien

définie, il faut en choisir une branche. On prend ici la branche principale, ¢’est-a-dire
log (rei‘p> =log(r)+ippourr>0et —m < p < 7.

De plus, pour tout n > 1, on peut garder les relations d’intégration, a condition que ’on fixe
un parcours d’intégration pour chaque z € C.
Définition 1.1.1. Pour n € N et z € C, z # 1, définissons

Lij (2) = —log (1 — 2),
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ol le logarithme prend la branche principale, et pour z € C, soit

Lipy1 (2) = /% L ()

t
ou 7, représente le parcours de 0 a z suivant

dt,

— lecercle 1 — ¢ de =0 a 6 = ¢, puis
— laligne 1 —te* det=1at=r,
sil'on écrit z =1 —re? avecr > 0 et —7 < o < 7.
Au cas ou z = 1, on prend directement le segment de 0 a 1 comme le parcours d’intégra-

tion.

AN
Im

z=1—re?¥

~

Figure 1.1. Le parcours d’intégration ,.

La fonction Li, (2) est appelée le polylogarithme d’ordre n. Quand n = 2 et n = 3 la
fonction est aussi appelée le dilogarithme et le trilogarithme, respectivement.
Remarque 1.1.2. A cause de la coupure du logarithme, on voit que Lij (2) n’est pas continue
sur Ry, puis Li, (z) n’y est pas continue pour tout n € N. Néanmoins, on peut toujours
prendre un autre parcours d’intégration tant que le parcours ne traverse pas R-;.

On voit que Li, (z) préserve les égalités (1.1.2) et (1.1.3), donc on a

Li, (2) = i

k=1

z

: (1.1.4)

o



pour tout n € Zs et tout z € C, |z| < 1. Alors pour tout n > 2, on a

Li, (1) =lim Li, (2)

ou ((+) dénote la fonction zéta de Riemann.
De plus, I’égalité (1.1.4) nous garantit aussi 'identité suivante des polylogarithmes.
Théoréme 1.1.3. Soient n € N avecn > 2, m € Net z € C avec |z] < 1. Alors

Li, (z) =m™" > Li, ().

M=z

DEMONSTRATION. Soit |z| < 1, et soit y une m-iéme racine de z. Alors

> Li, (z) = mz— Li, (yffz)
M=z =0

Ici &, dénote la n-iéme racine primitive d’unité. Puisque |z| < 1, on a |y| < 1. Ainsi on peut

prendre ici

Donc,

Mais
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Ainsi, en écrivant k = ms, on a

o yms
Li, (z) = -m
fL“mZ=Z ! s=1 (ms)”
m X 2°
=

Pour le cas ou |z| = 1, on prend la limite de la norme de z :

Li, (z) = lim Li, (r2)

r—1-
T n—1 .
= rliril_ m Imzzr Li, (x)
=m"' > Li, ().

M=z

O

Puisque Li,(z) n’est pas une fonction continue, Don Zagier, un des fondateurs du polylo-
garithme, a créé deux modifications de cette fonction. Pour définir ces modifications, on a

besoin de quelques concepts.
Définition 1.1.4. Soit {a,} -, une suite. La série génératrice ordinaire de {a,} est

flx) = i anx”,
n=0

et sa série génératrice exponentielle est

xn

g(x) = i}an.

n!

Définition 1.1.5. Les nombres de Bernoulli {B,}, -, font une suite dont la série génératrice

exponentielle est
x

et —1°

Remarque 1.1.6. Il y a beaucoup d’autres constructions équivalentes des nombres de Ber-
n
noulli, soit par la fonction zéta de Riemann, soit par les coefficients de la somme Y k¢. Nous
k=1

b(x) =

ne les expliquons pas ici parce que nous n’utiliserons que sa série génératrice.

Notamment, les premiers nombres de Bernoulli sont comme suit :
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S
(@]
—
[\
w
W~
(@3
D
~J
0]
Nej
—_
)

D=
D=

Tableau 1.1. Les premiers nombres de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli portent la propriété suivante :
Théoréme 1.1.7. Soit n € N, n > 1. Alors By, 11 = 0.

DEMONSTRATION. Notons que By = —1, et

T r  xe®+1 x x
—:7( +1) = — coth —
e*—1 2 2er—-1) 2 2
est une fonction paire, parce que 3 et coth 7 les deux sont des fonctions impaires. Il suit
que le coefficient du terme z*"*! de == est 0 pour tout n > 1. Alors Ba,41 = 0 pour tout

n > 1. U

On définit maintenant les fonctions liées au polylogarithme.
Définition 1.1.8. Pour z € C on écrit

Du(2) = Re, (f) CO ok o L (z)>,

[
- k!

et on prend
n k

Z.(2) = Re, (Z 2Bk 1ot 2] L, (z)),

k!
k=0
ol By est le k-ieme nombre de Bernoulli et Re,, dénote Re si n est impair et Im si n est pair.
Ici on fixe Lip (2) = —3 par convention.

Remarque 1.1.9. Bien que Li; (2) ne soit pas définie & z = 1, on peut encore calculer D,,(1)

et .£,(1) en prenant les limites. On a

lim log |z| Liy (2) = lim —log z log (1—=2)

. log z
=lim ———

=l log (1—2)

1

—lim-———*

=l (1—2)log? (1—2)

log” (1 —

iy log" (1= 2)

z—1 z

1—2

25



=lim —
z—1 5
(1-2)

=lim2(z—1)=0.

z—1

Alors Dy(1) = 0 = Z(1). Il y a aussi un argument analogue qui prouve que D;(0) =0 =
Z1(0).

On va explorer les propriétés du dilogarithme et du trilogarithme afin de montrer le
théoreme qui suit :
Théoréme 1.1.10. Soit z € C avec z # 0 ni 1. Alors

Li(2)+ L1 - 2)+ L(1-27") = L) = (B3).

On note que quand n = 3, on a

Z(2) = Re (Lig (2) — log || Lis (=) + ;logQ 12| Li, (z)).

1.2. Equations fonctionnelles pour D, (z) et .Z,(2)

Dans [Zag90] Zagier a démontré que D,,(z) est une fonction analytique sur C\ {0,1}, et

satisfait I’équation fonctionnelle
1
Dn<) — (=)™ D, (2) (1.2.1)
z

dans cette région pour toute n € N. On part d’ici et montrera que la méme équation fonc-
tionnelle est aussi satisfaite par .2, (z), c’est-a-dire
Théoréme 1.2.1. Pour tout n € N et tout z € C\ {0,1},

xn(1> — (—1)"L ().

z

DEMONSTRATION. D’abord, construisons 1’ansatz

Zn(2) = ki crlog” | 2| Dy_i(2) (1.2.2)
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pour une suite {c¢x},-,. Nous essayons de trouver une série {¢;} qui fait (1.2.2) une égalité.

On a

Xn: crlogh 2| Dp_i(2) = zn: ¢ log" |2 (Ren_k (nz_: (=1 (logj |2| Lijp—k—; (z))))

k=0 k=0 =0 J!
n—k (_1)jck; ) .
= Y  Re, (Z — log”™ |2| Lip_(j1x) (2)
0<k<n = J
k pair
n—k J
—1)c ~ .
+ > Ren (Z ()lk log”™* | 2| Lin_(j1a) (z))
1<k<n = J
k impair
(=) ex, .
=Re, | > > = log”™* [2] Lin- () (2)
0<j+k<n 0<k<j+k :
k pair

~1)Ye¢ . .
tRet | X 8 S R g L ()

0<j+k<n 1<k<j+k

k impair
" —1)"*e )
= Ren Z Z W logl |Z| Lln—l (Z)
=0 \ 0<k<I :
k pair
n (_1)l7k‘ck

+Renr [ D D l log' |2| Lin_; (2)
=0 |\ 1<ksl (
impair

—k)!
Pour que (1.2.2) soit satisfaite, on voit que ¢, = 0 pour tout k impair et

2.

0<k<l (l
k pair

(—1)l_kck . QIBZ
— k)l

pour tout [ € N,
Rappelons-nous que la fonction génératrice des nombres de Bernoulli est

< Bt T
I ez — 1
= ! et —1

alors
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Ainsi

e =1 3| o5 (L —k)!
k pair

- (—1)"Falk k
2 ( =) )

1=0 0<k<I

k pair
0 -k |

o Z (_1> Lk c :L’k
a (—ky

0<k 1—k=0

k pair

© (1] J g
(Z cpa® ( ( ,>x>:ex > gt
— 7!
0<k §=0 0<k
k pair k pair
Donc,
Qe 0 (2 _ ZQZ)BQl
k 2l
cpr” = =2z csch(z) =) ~—F—a”.
2 1 2
k pair
Il suit que {cx} avec
0 si k est impair,
Cp = (2-2+)B (1.2.3)

N si k est pair,

fait (1.2.2) une égalité, c’est-a-dire
2 —2)B,
k
Ln(z) = Z (k!)bg 2| D1 (2).
0<k<n
k pair
En conséquence,

()= B et ()

k! z

2 — 2F) B,
=¥ ! log® |2|(=1)" " ' D, _i(2) comme k est toujours pair

0<k<n k!
k pair
2 — 28\ B,
=" X (k:') log® |2| Dy _1(2) idem
0<k<n '
k pair

28



=(—1)""'Z.(2).
U

Remarque 1.2.2. On peut toujours fusionner les deux cas de ¢; dans (1.2.3) en suivant le

théoréme 1.1.7 et que 2 — 28 = 0 si k = 1. C’est-a-dire en fait on a que
(2-2%)By
Ch ="
pour tout k € Zxg, et
- (2 B Qk) Bk,
22 =3 L gt 1D, (2).
k=0 :
Remarque 1.2.3. On peut étendre D, (z) et Z,(2) a Pespace projectif P(C) = C U {oo}
en utilisant (1.2.1) et le théoréme 1.2.1, ot on a
Dy (00) = (—1)""" Dy (0)
et
Zo(00) = (=1)"1.Z,(0).

On va démontrer aussi une équation fonctionnelle que D, (z) et £, (z) satisfont, a savoir
Théoréme 1.2.4. Soient z € C\ {0,1} et n € N. Alors

Zu(2) = ()" Z(2),
et
Dn(2) = (=1)""'D,(2).
Ici, z dénote le conjugué complexe de z.
Cette fois, on démontre les égalités avec la définition de .Z,(2) et D, (z). Ainsi, on com-

mence en démontrant une relation que Li, () satisfait.
Lemme 1.2.5. Pour z € C\R et n € N, on a

Li, (%) = Li, (2).

DEMONSTRATION. Ecrivons z =1 —re®® ot r > 0 et —1 < ¢ < 7. Alors

Z=1—re¥=1—re¥ =1—re '’
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Nous procédons par récurrence sur n. Pour n = 1,
Li; (2) = —log (1 — (1 — re_w)) = —logre ™ = —log (r) +ip = Li; (2).
Supposons maintenant que 1’égalité est vraie pour quelque n € N. Alors pour n+ 1, on a

o=—¢ Li, (1 — ei9>

-0 1 — et

v Li, (1 — te™ %)
1 —te—i

Ling1 () = |
0
Dans la premiere partie de I'intégration, il suit que

—O0=¢p Lln (1 — 610)

0=—¢ Li, (1 — " y
/9:0 ) 1(— et ) ' (—ze 0>d0 :/_9:0

. (—ieie)dﬁ + . (—e’i“’)dt.

t=1

- (ie)d(-0)

1 — e
o= Lin (1—¢)
~ Jo=o 1—e 0 (26 )d9
_ [ lin(—e) (=ie)do
=0 1 — et
0=¢ Li, (1 — %) -
= — - (—1e?)dl
6=0 1 — e (=ie)
0=—¢ Li, (1 — €) -
- BT (ieio)ae.
/9:0 1—e (=ie’)

Pour la deuxiéme partie,

/w Li, (1 — te=*)
t

-1 1 —te ¥

Donc,

O

1 — teww
r Li, (1 — tei®) ,
= — . (—e)dt
t=1 1 — tew (=e%)
r Li, (1 — te®) ,
= — . (—e)dt.
t=1 1 —tew (=e%)

Liy i1 (2) :/

0=—¢ Li, (1 — €)

r Li, (1 — tet®)

) (—iei®)dg 7 (—eiv)at
0=0 1 — e (—iet?)dd + =1 1 — tet (=)
0=—¢ Li, (1 — e?) - r Li, (1 — tet®) .
- e LT ) (Lein)an TR (eiv)at
/6:0 1 — e (—iet?)dd + =1 1 —te® (=)

:Lin+1 (Z)

Ainsi le lemme tient.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.4. Soit z € C\R. Alors

n

Zu(z) =Re, | Y X log™ |z| Li,_k (2)

k=0
n 9okp
=3 22 ogh 2] - Rey, (Lin_y (2)),
i K

parce que log®|z| € R. Selon le lemme 1.2.5 et la définition de Re, (-), on a

_ " 2" By ko= : _
Z(2) =) o log"” |z] - Re,, (Lip—k (2))
k=0
= o log® | 2| - Re, (Lln_k (Z))
k=0
n 2kB e ]
=3 5 log 2l (=1)" " Rey (Lini (2))

Soit x € R\ {0,1}. Alors
g@@g:ﬂg%izCEiza::q%<_n”4ﬁz@p+a):(-Q”ng@a
comme %, (z) est une fonction continue.

La démonstration pour D, (2) = (=1)"""D, () est similaire. O

Remarque 1.2.6. Puisque .Z,(z) = £,(Z) = =%, (z) pour x € R\ {0,1}, et n pair, on voit
que .Z,(z) =0six € R\ {0,1} et n est pair.

1.3. Quelques identités du dilogarithme et du triloga-
rithme

Dans cette partie, on démontrera quelques lemmes essentiels pour le théoreme 1.1.10.
On suppose dans cette section que z = 1 — re® avec r > 0 et —7 < ¢ < 7, et on vise a
démontrer que
Théoréme 1.3.1. Soit z € C\R. Alors

Lis (2) + Lis (1__22) 4 Lig (1 2)

=Lig (1) + Lip (1) log (1 — 2) — ;log (2)log? (1 — 2) + élog?’ (1—2).
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On démontre maintenant quelques lemmes dont on a besoin pour le théoreme 1.3.1.
Lemme 1.3.2.

/Osoilog (1 - ¢”)d0 = Lia (1) — Liy (¢%)
pourvu que z ¢ R.

DEMONSTRATION. D’abord on vérifie la relation de différentiation :

d (b log (1 B eie) 0

@(—Lu(e )): 7, e’

=i log (1 — ew).

Pour que I'on puisse appliquer le théoreme fondamental de I'analyse, il reste a démontrer
que 7 log (1 — ew) est continue. Puisque z ¢ R, soit 0 < ¢ < 7, soit —7 < ¢ < 0. A partir
de la trigonométrie :

1 —e" =(1—cosh) —isind

2tang < 0 9)
= sin — — i cos —

Ainsi log (1 — eie) est continue dans les intervalles |—m,0[ et |0,7[ respectivement. Donc, pour

tout € > 0, log (1 — ew) est continue dans l'intervalle fermé entre £ et p, ou le signe de
+¢e est pris tel que +e et ¢ sont les deux positifs ou négatifs. Alors on voit du théoreme

fondamental de ’analyse

/i w ilog (1 - ¢”)df = Liy () — Liy (¢%).

En prenant € — 0 on obtient

/(;Dilog (1 - ¢”)dd = Liy (1) - Liy (¢%). (1.3.1)
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Remarque 1.3.3. Comme le signe de tan g change a 6 = 0, log (1 — eie) n’y est pas continue.
Ainsi, il faut prendre les limites afin d’obtenir I’égalité (1.3.1).
Lemme 1.3.4. Siz ¢ R, on a

[ B 4 iy (o) — L (1),

t

DEMONSTRATION. On voit que

Li, ( 'w)) _ log (1 —te') o _ log (1 — tew)‘

dt( t-ei¥ t

log (171587'@)
t

tout r > 0, on a

De plus, est continue sur ]0,00[ si l'on fixe ¢ avec ¢ # 0 ni ¢ # +m. Donc, pour

rlog (1—te¥) . . /. _ i
/1 fdt—ng (e ) — Liy (re )
Pour le cas ot » = 0, on peut prendre la limite. O

Lemme 1.3.5. Soit z € C\R. Alors

Lis (2) + Lis (1 — 2) = Lis (1) — log (2) log (1 — 2).

DEMONSTRATION. On voit de la définition du polylogarithme, du lemme 1.3.2 et du lemme
1.3.4 que

Liy (2) = — A bg(lt_t)dt

—0 1 —e¢i? =1 1—tew
= — eio log (ew)dlog (1 — eie) — /t; log (tei )dlog ( —te w)
— log (ew) log (1 — eie) ‘:_0 — log (tew) log (1 — tew) ‘::1
+/ log — 16 dlog( )+/trllog (1 —té%@)dlog (teiw)
— log (e“") log (1 — e“") + log ( w) log (1 — ew) — log (rei‘p) log (1 — rei“’)
+ Lip (1) — Liy ( ) + Lis (ew) — Lis (rei‘p)
—log (1 — 2)log (2) 4+ Lis (1) — Lis (1 — 2).
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On utilise encore une fois le théoreme fondamental de 1'analyse pour démontrer
Théoréme 1.3.6. Pour n > 2 et 2 ¢ R, on a

dLi, (_t> :Lin< — )
. 1—¢ 1— -

DEMONSTRATION. Pourvu que z ¢ R, soit 0 < ¢ < , soit —7 < ¢ < 0, et r # 0.

Selon la définition de 7., le parcours d’intégration de 0 & z pour Li,(2) (voir la figure

_ 0 _ 1 r W _ 1
/ dLi, (Z): Tar, (o) 4 [ an, [
. 1—2z =0 et t=1 teiy

— [T aLi, (1-e )+ [ dLi, (1- e ).

0=0 t=1

1.1), on a

Dans la partie de
@ )
dLi,(1 —e ™),
6=0
on a
, Li,_ 1 (1 —e " ,
dLi, (1—¢) = 22 ( _ ). iedo.
1—e

Lin_1 (17e—i9)
Tl w

la singularité a § = 0 est en fait amovible. Donc, on peut appliquer le théoreme fondamental

Rappelons-nous que -ie~ "% est continue dans |—,0[ et ]0,7[ respectivement, et

de l'analyse :

" dLis (1= ) = Liy (1- %) ~ Li, (0) (13.2)

D’autre part, pour
.,

dLi, (1 —tte %),
= A0 ( )
on a
: 1, —i o T 1
iLin (1 —t_le_i‘p> _ Lin (1—t e 7)) e _ e ¥Lin, (1 —'t e S")7
dt 1 —t-le v 2 12 —te i

qui est continue a ]0,00[. Ainsi

| dLi, (117 ) = Li, (1—r e ) — Li, (1 — e 7). (1.3.3)

t=1
En prenant la somme de (1.3.2) et (1.3.3) on obtient

/% dLi, (1_Z ) =Li, (1 =€) = Li, (0) + Li, (1= r7"e™) = Li, (1 - ¢7%)

—z
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—Li, (1 — r*le*“") — Li, (0) = Li, ( = )

1—=z2

D’une maniere analogue, on peut aussi démontrer
Théoréme 1.3.7. Soient n > 3 et z ¢ R. Alors
dLi, (1 —t) = Li, (1 — 2) — Li, (1).

Vz

Pour z ¢ R, on a

et

:_10g<1iz>z(11—z)

—10g(1—z)<1+ ! )

z 1—=z

En ajoutant les lignes (1.3.4) et (1.3.5), on voit que

ddz (Li? (2) + Li; (1_—22)> - logl(l_—z 2

Dong, il découle du théoreme 1.3.6 que
Lemme 1.3.8.

. . —z 1
Lis (2) + Lis (1 = Z) = log* (1-2)

pour tout z ¢ R.
On répete le processus sur le trilogarithme. Soit z ¢ R. Alors

() = (72) 5 ()

= —<L12(z)—|—;log2(1—z)> : <1+ ! >,

z 1—=z

et
Lis (1 — 2)
11—z
_ log (2)log (1 — z) + Liy (2) — Lia (1)
1—-=2

d .
&ng(l—z):
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Prenons la somme de (1.3.7) et (1.3.8), et nous obtenons que

ddz <L1‘°’ (1_—2 ) +Lia (1 - Z))
=~ 2 (Liz () + 5 log? (1= 2)) + —— (log (=) log (1 — 2) = S log? (1 = 2) — Lip 1)),

Donc,

(i(Lig( )—}—L13<1_ >+L13(1—z)>
g (212_ 9, L (108 (2)1og (1 - 2) - Jlog? (1— 2) — Lip ). (13.9)

Il découle du théoreme 1.3.6 et du théoréme 1.3.7 que l'on peut intégrer les deux cotés de

(1.3.9) sur le parcours v,. Notons que quand z = 0, on a
Lis (2) + Lis (1 : ) + Lig (1 — 2) = Liz (0) + Lis (0) + Liz (1) = Lis (1).

Ainsi, on voit que le théoreme 1.3.1 est vrai.
Théoréme 1.3.1. Soit z € C\R. Alors

Lig()—l—ng(l >+L13(1—z)

=Liz (1) + Liz (1) log (1 — 2) — ;log (2)log? (1 — 2) + élogg (1—2).

1.4. La démonstration du théoréeme 1.1.10

Soit z € C\R. On essaye de calculer directement la somme

L(2) + L1 — 2) +33( —z )

11—z

selon sa définition.

(2 )+.,%(1—z)+$3(1 ZZ)

—Re (Lig () ~ log |#| Liz () - L 1og? 2] log (1 — z))

1
+ Re (Lig (1= 2) — log |1 = 2| Lia (1 - 2) — 5 log?|1 - 2| log (z))

— — 1 1
+ Re <L13( : )—log L12< : >—log log< ))
1—=z 11—

1—=z2 3

Vu que Re(:) est préservée sous I'addition, on peut d’abord calculer la somme, puis

1—=2

prendre la partie réelle. Il suit du théoreme 1.3.1 que
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L) + L1 - 2) +.§f3< —z )

1—-2
=Re (Lig (1) + Liz (1) log (1 — 2) — ;log (2)log? (1 — 2) + élog3 (1—2) (1.4.1)
“log |7 (Liz (2) + Liy (1‘_22» “log |1 — 2| <L12 (1—2)—Li (1__22)) (1.4.2)
— ;(log2 2] log (1 — 2) +log® |1 — z|log (2)) (1.4.3)

1
—i—g(log2 |z|log (1 — 2) — 2log |z|log |1 — z|log (1 — 2) + log® |1 — z|log (1 — z))) ,
(1.4.4)

si z € C\R.
Pour la simplification des lignes (1.4.3) et (1.4.4), on note que log |z| et log|1 — z| sont

déja réels, alors on a
Re <log2 |z| log (1 — z)) = log”®|z| Re (log (1 — 2)) = log® | 2| log |1 — 2|,
etc. Ainsi, on peut remplacer les deux lignes avec
_;(log2 |z|log |1 — z| 4+ 1og?®|1 — z|log \z\)

et
1
+§<1og2 |z|log |1 — 2| — 2log | 2| log® |1 — 2| + log® |1 — z|)

respectivement. Leur somme est
2 Lo 3
—log |1—z|log\z|+§log 11— z|. (1.4.5)

On simplifie la ligne (1.4.2) avec le lemme 1.3.5 et le lemme 1.3.8 :

—10g|ZI<Liz (2) + Li, (f_i)) —1og|1—z|<L12(1—z)—L12< — >)

1—=z2

1 1
=3 log |z|log® (1 — 2) — log |1 — 2| <L12 (1) —log (2)log (1 — 2) + 5 log® (1 — z)> (1.4.6)

Puisque
2

Lis (1) = 5 e R,
on voit que

Re (Liy (1)log (1 — z) — Lis (1) log |1 — 2|) = Re(Liz (1) - ¢ Im (log(1 — 2))) = 0.
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Donc,

A+ 501 -2+ 4 ()
—Re <L13 (1) + Lis (1) log (1 — 2) — ;log (2)log? (1 — 2) + élog3 (1—2)
+ ; log |z|log® (1 — z) — log |1 — 2| (L12 (1) —log (2)log (1 — 2) + ;log2 (1-— z))

1
— log? |1 — z|log || + glog3 I1— z|>

1 1 1
:R6<Li3 (1) + 8 log” (1 — 2) — ilog2 (1—2)log|l — 2| + glog?’ 11— 2] (1.4.7)
1 1
— 5 log (2)log® (1 — 2) + 5 log | 2| log? (1 — 2) (1.4.8)
+log |1 — 2|log (2)log (1 — 2) — log? |1 — | log |z|) (1.4.9)

On factorise la partie de ligne (1.4.7) sauf Liz (1) :
1
=1
3
(log (1 —z) —log|1 — z[)(log2 (1—2)—2log (1 — 2)log |1 — z| — 2log®|1 — z\)

1 1
élog?’(l—z)—§log2(1—z)log|1—z|+ og? |1 — 2|

1

6
1

6
__ éz’([m (105 (1~ 2)))" ~ 5T (log (1 — =) log? |1 — 2|

1
(log (1 — z) —log |1 — z|)* — i(log(l —2) —log |1 — z|)log? |1 — 2|

Ainsi
Re (610g (1—-2)— 5 log” (1 — z)log |1 — 2| + 3 log” |1 — z|> = 0. (1.4.10)
De la méme maniere, pour les lignes (1.4.8) et (1.4.9), on a
1 1
b log (2)log® (1 — 2) + 5 log |z|log® (1 — 2)
+log |1 — z|log (2)log (1 — z) — log® |1 — 2| log | 2|

1
— §(log (z) —log |z|)(10g2 (1 —-2)—2log(1—2)log|l— z|)
+log |z|log |1 — z|(log (1 — 2z) — log |1 — z|)

1 1
= — 5 (log (2) —log |2[)(log (1 — 2) — log [1 — 2|)" + - (log (=) — log |2[) log® [1 — 2|

+ log |z| log |1 — z|(log (1 — z) — log |1 — z])
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:;i Im (log (2))(Im (log (1 — 2)))* + ;z Im (log (2)) log? |1 — z|
+iIm (log (1 — z)) log |z|log |1 — z|.

Dong, la somme des lignes (1.4.8) et (1.4.9) est aussi 0. I1 découle que
Théoréme 1.4.1. Soit z € C\R. Alors

Li(z)+ L1 - 2) + B(1-27") = (),

étant donné que

Re (Lis (1)) = Re (¢(3)) = ¢(3),

A7) = 4(2) - 40-)

Corollaire 1.4.2. Soit z € C\ {0,1}. Alors

et que

Li(z)+ L1 -2+ B(1-271) = (B3).
DEMONSTRATION. On a déja vu que P'égalité est vraie pour z € C\R. Notons que %3(z) est
une fonction continue. Ainsi pour x € R\ {0,1}, on a
Ls(x)+ L1 —x) + Zg(l - :171)
=lim (Z((x +¢i) + B — (@ + i) + (1 (@ +ei) 7))

=lim ((3)
=((3).
0
1.5. La relation des cinq termes
Considérons
Dy(z) =1 (L (2) — log 2| Li (=) + 5 log? |2/ L (=)

= Tm (Liz (2) + log |2| log (1 — 2))
—Tm (Lis (2)) + log | 2] arg (1 — 2), (1.5.1)

ou arg (+) dénote l'argument d’un nombre complexe qui tombe dans | — 7, 7. Cette fonction

est aussi appelée le dilogarithme de Bloch—-Wigner, et est dénotée D(z). On remarque que

D(z) = Z(2),
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selon la définition de .2, ().

Le dilogarithme de Bloch-Wigner est une fonction analytique réelle sur C\ {0,1}. Il peut
étre étendu comme une fonction continue & P'(C) = CU{oo}, I'espace projectif, en utilisant
le théoreme 1.2.1, ou D(o0) = (—1)D(0) = 0. Dans cette section, on veut démontrer la
relation des cing termes de D(z) :

Théoréme 1.5.1. Soient z,y € P'(C). Alors
D(a:)+D(y)+D(1—a:y)+D< 1_”’2) +D< 1=y ) =0

1—x 1 -2y

La relation entre les cinq termes x, y, 1 — zy, f_‘fy et ll%fy provient du birapport des cing
points. Elle est utile dans la K-théorie algébrique.

On commence la démonstration par une identité du dilogarithme de Bloch—-Wigner :
Lemme 1.5.2. Soit z € P}(C). Alors D(z) = —D(1 — 2).

DEMONSTRATION. Soit z € C\R. On sait du lemme 1.3.5 que
D(z) 4+ D(1 — z) =Im (Liy (2)) + log |z| arg (1 — 2)
+Im (Liy (1 — 2)) + log |1 — z|arg (2)
=1Im (Liz (2) 4+ Liz (1 — 2)) + log |z| arg (1 — z) + log |1 — z] arg (2)
— T (Lis (1) — log (2) log (1  ))
+ Im (log |z]log (1 — z)) + log |1 — z|arg (2)
=1Im (log|z|log (1 — z) —log (z)log (1 — z)) + log |1 — z|arg (z)
=Im (—iarg(z)log (1 —z)) + log|l — z| arg (2)
= —arg(z)log|l — z| +log |1 — z| arg ()
=0.
Ainsi D(z) = —D(1 — z) pour tout z € C\R. Puisque D(z) est une fonction continue, on
voit que D(z) = —D(1 — 2) pour tout z € P}(C). O

Proposition 1.5.3. Soient u,v € C avec |u| < 3, |v] < 5. Alors

L12<(1_u1;1<}1_v>) Lu(lﬁ >+L12(1ﬁ )—LiQ(u)—Lig(v)
—log (1 —u)log (1 —v).

40



DEMONSTRATION. Observons que si A est une variable indépendant de u, on aura

dLiQ(A“>: log (1 - %) 4
du 1—u Av (1—wu)’
_1Og<1—u—Au). 1
1—u u(l—u)
—log(l_u_Au) (1+ )
1—u u 1—u
10g(1—u(1+A) log(l—u) Clog(1—u(l+A4))  log(l—w)
= - - +
1—u 1—u
10g(1—u(1+A)) log(l—u) log (1 — u)
T U * U * 1—u
Clog(1- ) log((1—w)- (1+4))
1—u 1—u
__10g(1—u(1+A))+10g(1—u)_10g<1—1+A ) log(1+A4)
U U 1—u l—u
et que
o Liz(u(1-+ ) == 2EC MR 1y )
log (1 — u(1+4 A))
- - ,
;ULMU): log(z v)
d A1y lg(l-gii5) a4 1
du (1+A'1—u> R S 1+ A (1—u)?
10g(1—1%1 ﬁ)
T 1—u
Donc,

el (725) = (e - )~ 1 (75 1)

+ ;u(log (1+ A)-log (1 —u)).
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Prenons A = -, alors

(fuL12 ((1 —ul)bz}l —v)) :(iCL(LiQ (131)) ~ Lia (u) +Lig <1Eu>>

d
— —(log (1 —v) -log (1 —u)). (1.5.2)
du
Posons |u| < 3, [v] < 3. Il suit que
u |ul
= <1
'1 —vl 1=y ’
et d’'une manieére similaire,
v
<1
‘1 - U‘
Ainsi
uw -1
(1—u)(1—v) '

Puisque log (1 — z) est une fonction analytique sur |z| < 1, on ne se soucie plus du parcours

d’intégration, et prend l'intégration sur les deux cotés de (1.5.2) :

Li, <(1 — Ui;?l — v)) = Li, (1:}) — Liy (u) + Li (1Eu) —log (1 —wv)-log(1—u)+C.

Ici C' est une constante qui ne dépend pas sur u.

En prenant v = 0, on voit que
Donc, C' = — Li, (v). Ainsi pour u,v € C, |u| < 3, et [v| < 3, on a

Lis <(1 - ul)i)l - U>> = Li, (1:) + Li, (1fu> — Liy (1) — Lip (v)
—log (1 —u)log (1 —v).

Corollaire 1.5.4. Soient 2,y € C avec |z] < 1, |y| < 5. Alors

Lis (zy) = Liy (x) + Lis (y) — Liy (1 — xi) — Liy <Zi - xi)

—lo Lo lo 1=y
& 11—y & 1—ay/)
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DEMONSTRATION. Puisque |z| < 3, |y| < 3, on a

x—xy_|x||1—y|<§-1_3 1
= <EB —=-<
1—ay 11— xy| 5 8 2
et |§’:£g| < % Prenons u = f:ig, v = Zl/:iz Alors © = %=, y = 1. L’égalité suit de la
proposition 1.5.3. 0

Théoréme 1.5.5. Soient .y € C avec |z| < 3, |y| < 3. Alors

D(zy) =D(z) + D(y) — D(‘T - “’y) - D(y - “””y>.

1—ay 1—ay

DEMONSTRATION. Puisque

Liz (zy)) + log |zy| arg (1 — zy),
)+ log |z|arg (1 — z),
) +log |y|arg (1 — y),

p(E=) — Liy — —i—logm_xy arg ,
1 -2y 1—=zy 1—ay 1 —xzy
Li, ] —|—logy_xy arg R — ,

11—y 11—y 1—2y

et que |z| < 3, |y| < 3, il suffit de montrer que

1— 1—
log |zy|arg (1 — zy) =Im <log (1 — ;;) -log (1 — jy)) (1.5.3)
+ log |z| arg (1 — x) + log |y|arg (1 — y) (1.5.4)
T — 1y 1—2z y—xy 1—vy
—1 —1 1.5.5
Og|1—xy arg(l—xy) Og'l—xy arg(l—a:y)’ ( )

suivant le corollaire 1.5.4. On calcule le coté droit. On décompose d’abord la ligne (1.5.5).
y -z y—y l—y
arg — log arg
xy 11—y 11—y 1—2xy

1—
= —log|z|arg (1 — z) + log |x| arg (1 — xy) — log arg(l ’ >

— log

1—

1—ay

—log |y| arg (1 — y) + log |y| arg (1 — xy) — log
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Ainsi la somme des lignes (1.5.4) et (1.5.5) est égale a

1 1 — -1 —1 1.5.6
og |ry|arg ( zy) — log 1—zy arg<1_xy> og|1_$y arg(l—acy) ( )
Comme
| — 1—2 (1 — l—x
0 a = 1m O
gl—x & 1 —xy gl ° L—ay))
on a

lo Lo lo 1=y —lo !
& 1—xy & 1—ay gl—
> ) 1
. 0

1—=x

1—x
(1=5)
=log arg .
1—ay
Donc, en ajoutant les lignes (1.5.3) et (1.5.6), on obtient
1— 1-—
Im <log < ‘ ) -log < Y >> + log |zy| arg (1 — zy)
1—ay 1—ay
11— | 1—x
ar —lo
& 1—xy & 11—y

x 1—y 11—z
arg — log
Y 11—y 1 —a2y

1—ay

1—ay

— log

=log |ry|arg (1 — xy) + log :

=log |ry|arg (1 — zy),

qui est égal au coté gauche. Ainsi

D(zy) = D(z) + D(y) — D(f — ig) - D<y - xy)

pour tout z,y € C ol |z| < 3, |y| < 3. O

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.5.1. Vu que D(z) est une fonction analytique réelle sur
C\ {0,1}, et que

D(zy) = D(z) + D(y) — D(f:ig) N D<z1/ : ii)
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pour tout |z| < é, ly| < %, on déduit que pour tout z,y € C\ {0,1}, I’égalité tient aussi. La
continuité de D(z) étend I'égalité & P'(C). On voit du lemme 1.5.2 que

D(zy) = —D(1 — zy),

n) e =0) - ols)
(=)

(Y= _pl v _p( Loy
11—y 1—2ay 1—2y
Ainsi
1—2 1—vy
D D D(1 — D D =
@)+ D)+ D1 =)+ D =2 )4 D({ 1) =0
pour tout z,y € P!(C). O

1.6. Une égalité des dilogarithmes associée a un triangle
du plan

Dans cette section, on va démontrer une relation du dilogarithme de Bloch-Wigner as-
sociée a un triangle du plan :
Théoréme 1.6.1. Soient aj,as,a3 € Ryg avec a, + a5 > a; pour tout {r,s,t} = {1,2,3}.
Soient @1, w2 et @3 les mesures principales non orientées des angles aux sommets Ay, A, et
Az d’un triangle du plan T = (A;, Ag, A3) tel que |AyAs| = a1, |A3A1| = ag et |41 As] = as.

Alors .
Ar g — = 2i1 2i 2
D(ase‘p) = 2(D(e ? ) —I—D(e “"2) + D(e “"3))
pour tout {r,s,t} = {1,2,3}, ou D(-) dénote le dilogarithme de Bloch-Wigner.
A

A, la; | Az

Figure 1.2. Une illustration du triangle 7 = (A;, A, A3) donné dans le théoreme 1.6.1.
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On commence en démontrant quelques égalités sur le dilogarithme de Bloch-Wigner.
Lemme 1.6.2.

D(ew) =— /09 log (2 sin g)dgo. (1.6.1)

DEMONSTRATION. On a
D(eie) = Im (Lig (ew» + log arg (1 — eie) = Im (Lig (ew)).

Supposons que 0 € | — 7, 7| . Il provient du lemme 1.3.2 quesif € | —x,0{ U |0,7],

0
Lis () = Liy (1 —i/ log (1 — ¢¥)dy.
2 () =Liz (1) =i | log (1 ¢¥)dyp
Mais la démonstration du méme lemme nous dit que
| it — 2tan £
(1 + tan? %) cos £

—Lln v 61;(%7%)

P
COS 5

619

SIS

)

vl

il

in P ©
:2s1n 5 COS 3 Z(

(S

cos & K
=2sin fei(g_g)_
Ainsi pour 0 € | —7,0[ U |0,
. 6 )
Li, (ew> =Liy (1) — z/o log (1 _ ew)dgo
=Liy (1) — 2'/09 log <2 sin gei(§_3)>dgp

0 )
=Li, (1) — 2/ log <2 sin g0>dgp —|—/ <(‘0 _ 7T>d90'
0 2 0 \2 2

Dong, pour § € | —7,0[ U ]0,7[, on a
D(ew) =Im (Lig (ew))
0 0
=Im (Liz (1) — Z/ log (2 sin SD)dgp _|_/ (gp _ W)d(p)
0 2 0 \2 2
0
=— / log <2 sin S0>ng.
0 2
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Le cas ot 6 = 0 est trivial. Ainsi I’égalité (1.6.1) est vraie pour tout € | — 7,7 [ . On prend

les limites sur € en obtenant

D(-1) = —/07r log (28111 i)dcp = —/0_7r log <QSin i)dgp.

/ log (2 sin (g)dgo = 0.

On voit de la périodicité des sinus que (1.6.1) est vraie pour tout 6 € R. O

Alors

Lemme 1.6.3. Soit 0 < r < 1, alors,

ED (621(9+w)) :

Im (LiQ (reie)) =wlogr + ;D(e%e) + ;D(e%”) ~ 3

< rsin 6 )
w=arctan | ———— |.

1 —17rcost

ou

0

DEMONSTRATION. Puisque 0 < r < 1, on peut prendre le segment de 0 & re? comme le

parcours d’intégration pour Lisy (rew). Alors

Li, (frew) = /OT loa{l—ter) (1 _ tei0> d(teia)

tew

r log (1 — te®
- o)
0 t
Pour 0 <t < 1,ona
1 —te' = (1 —tcosf) —itsinf.

Alors Re (1 — tei9> > 0, et arg (1 — tei9> € ]— 3,5 [ Notons que

12
‘1—15620 =1+t —2tcosé,
et que
- —tsin 6
t 1—te?) = ————
anarg( ¢ ) 1 —tcosf’
alors /
) —tsin
1 —te?) = arct — .
arg( e ) arc an(l—tcos@)
Donc,

Li, (rei9> :/OT _Mdt

t
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1 ndt tsinf \dt
:—5/0 10g(1—2tcos€+t)7+2/0 arctan (1—75(:039)75'

Ainsi
, r tsinf \dt
: 10 _ _
Im (ng (re )) = /0 arctan (1 — t6089> = (1.6.2)
On prend la substitution
tsin 6
U=-——,:
1 —tcosd
Alors
B u
~ sinf +wucosf’
et
d — sin 6 "
(sin 6 + u cos 0)
Il suit de I'égalité (1.6.2) que
7 sin 0 . .
~ T-rcosd 0 0 0
Im (L12 (Teug» :/1 ? arctan iy - sin b6 + u cos - sin _du
0 u (sind + wu cos @)
7 sin 0 .
:/l—rcosﬁ arctanu . Sln9
0 u(sin @ + u cos 6)

7 sin 0

1—7rcos6 ta’n 9
:/ arctanu - ——— du
0 u(tan @ + u)

rsin @
1—rcosf 1 1
:/ arctan v - < - >du.
0 w u-+tand

Prenons v = arctan u et soit w = arctan (&99) Alors

1—rcos
Im (Lig (rew)) :/wv- ( 1 — 1 ) . (1 + tan? v)dv

0 tanv tanwv 4+ tanf
w 1 + tan?

:/ v - (30tv+ta111)——+ an v dv
0 tanv + tan 8
w tanvtanf — 1

:/ v- (cotv+ dv
0 tanv + tan 6
w 1

:/ v-|cotv — —— |dv
0 tan (v + 0)

:/wv-(cotv—cot(v-i—e))dv

= vd(logsinv — logsin (v + 6))
v=0

=0 - (logsinv — logsin (v + 0))[;_,
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- /w (logsinv — logsin (v + 6))dv

’ sin w

sin (w + 0)

— /w (log (2sinv) — log (2sin (v + 0)))dv
O sin w 1

—w - logm + §<D(€2iw) . D(GQi(w—I—H)) +D(€2i6))’

=w - log

selon le lemme 1.6.2. Puisque w = arctan (lrsm9 ), on voit que
—rcosf

rsind

sinw = )
V1+712—2rcosf

et que
1—17rcosf

V14712 =2rcosf

COSW =

Alors

sin (f 4+ w) =sinf cosw + cos fsinw

_sinf — rsinf cos 6 rsinf cos 6
V1472 —=2rcosf * V1412 —2rcosf
B sin 6

V1472 2rcosf

_sinw

r
Ainsi
sin w
= —.
sin (0 + w)

Il suit que

Im (L12 (rew)) =wlogr + ;(D (62@) — D(62i(w+9)) + D(em)),

< rsin 6 )
w=arctan| —— |].

ou

1—rcost

Proposition 1.6.4. Soit 0 <r < 1. Alors

D<r6i9) _ ;D(em) n ;D(emw) _ ;D(€2i(0+w)>’
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ou

; rsin 6
w = arctan | ———— |.
1 —17rcosf

DEMONSTRATION. Puisque 0 <7 < 1, on a

. in 0
arg (1 — re’g) = —arctan (%) = —w.

Alors, il suit du lemme 1.6.3 que

D(reie) =Im (Lig (rew)) + log ’rew

arg (1 — 7’6“9)

=wlogr + ;D(em) + ;D<e2i‘”) — ;D<e2i(9+w)) —wlogr
:;D(em) + ;D(e%“) _ ;D(e%(““)).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6.1. Il suffit de démontrer que
ar e\ _ L 2ip1 2ipn 2ips
D(%et) = 5(D(e¥) + D) + D(e2)).
Supposons que a; < az. On a

a1 sin @3 aq sin @3 . )
= selon la loi des cosinus

a2 — ay COS Y3 a2_a1.m

a1 sin @3
 aj+ai—af
2a2
. singps

a3
a3+a3—af

2a2-a3
bl . singg
= o selon les lois des sinus et des cosinus

COS Y1

a1

=tan ;.

Ainsi la proposition 1.6.4 nous suggere que

D(?L;eiw:s) :;D(e%‘%) + D<€2iso1) _ D(Q%(%er))

N~ N -
N~ N~

=5 D(e#%) + 3D() — Jp(eer-2e)
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=5 D(e%%) + L D) + S D(%e2).

Si a; > as, on répete le processus pour %2¢%3, et on obtient
al

D@?M)Z;D(wq+p(wg+p@m§)

Mais selon les théoremes 1.2.1 et 1.2.4, on a
D<a16i<p3> — —D( L up3> - D(%ei%).
(05} CL2 aq
ay ip _ 1 2@@ 2ip 2ip
D(aze ) = 5(D(e#1) + D(e¥92) + D(2)),

Au cas ou a; = ao,
ay .
D(eWS) = D(ew‘"’).
a2

Puisque a; = aq, on a ¢ = w9 = ==22. Considérons la relation des cinq termes
J 2

D(6i<p3) + D<€z’<,03) + D(l 21803) + D(f::;f;) —+ D(:t;ﬁ) =0.

Donc,

On a
] L—e
1 — e2ivs (1 —es)(1 + eivs)
1
D)
1+ eivs
S D(l + ei‘”’) selon le théoreme 1.2.1
:D(—e"“’S) selon le lemme 1.5.2
S D(—e*i%) selon le théoreme 1.2.1
= D(e"(”ﬂ%)),
et
D(l — 62“"3) = —D(eQi‘p?’).
Ainsi

2D<a1€i<ﬂ3> :D<62w3> + D(ei(ﬂ—sog)) + D(ei(ﬂ—sa:s))

a2

=D(e%%*) + D(e¥%') + D(e%%?).
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Chapitre 2

Complexes motiviques polylogarithmiques et

régulateurs

Dans ce chapitre, on décrira ce que c’est le régulateur, qui peut étre vu comme une
forme différentielle définie dans une complexe. Le régulateur fournit une facon de calculer

les mesures de Mahler qui est tres efficace.

2.1. Complexes motiviques polylogarithmiques

Soit F' un corps. Considérons Z [P*(F)] le groupe abélien libre engendré par les éléments
de P!(F). On voudrait explorer les propriétés de ce groupe modulo les équations fonction-
nelles du polylogarithme de 1'ordre n. Mais malheureusement, on ne sait pas explicitement
les équations fonctionnelles du polylogarithme de hauts ordres.

Dans [Gon94], [Gon95] et [Gon02] Goncharov a construit des groupes qui corres-
pondent aux groupes du paragraphe dernier. On suit les idées de Goncharov. On définira

récursivement des sous-groupes %, (F') et prendra
Bo(F) =L [P(F)| | Zn(F).

Les classes d’équivalence de z dans Z [P!(F)] et dans %,,(F) sont dénotées par {z} et {z} ,
respectivement. On laisse d’abord
P (F)=F",

et procede a construire une famille des morphismes :

B 1(F)@ F* sin >3,

On: Z [PY(F)] =
F* N F* sin =2,
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ol
0 si {z} ={0},{1} ou {oo},
on({r}) = {2}, @2 sin>3,
(I1—z)ANzx sin=2.
D’apres, définissons
oy (F) = ker 6,,.
Chaque élément
a(t) = Yon; {£,(t)} € Z[P'(F(1))]
a une spécialisation ]

alto) = > n; {fi(te)} € Z [P'(F)]

pour tout ty € P}(F). Ainsi, on peut faire la définition qui suit :
Définition 2.1.1. Soit F' un corps. On définit que

In(F) = ({0} 5 {oc}; a(0) — a(1) : a(t) € Z(F(1))).
Proposition 2.1.2. §,(%,(F)) = 0.

DEMONSTRATION. La proposition suit du lemme 1.16 de [Gon95].
Lemme 2.1.3. Soit z € F. Alors 1 Az =0, et (—1) Az =0.

DEMONSTRATION. Rappelons-nous que

INe=(1-1)ANz=1Az+1Ax,

ainsl
1Nz =0.
De méme,
O=1Az=(-1)-(-1)Az=(-1)Az+ (-1 Ax
Donc,

Proposition 2.1.4. Soit x € P}(F). Alors

{x} +{z7'} € (P,
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et
{z} + {1 —z} € %(F).

DEMONSTRATION. Soit # € F. Considérons «a(t) = {xt} + {(xt)fl} € Z[P'(F(t))]. Nous

remarquons que

o(1) = a(0) = {} + {2} — {0} - {oc}.

Ainsi il suffit de démontrer que «(t) € kerd,,. On a
1

So({ath + {(xt)}) =L = at) A (at) + (1= (@t) ) A (at) !
=(1—at) A (at) = (1= () ") A (at)
=(1—at) Aw— (1= (at) ') A (at) + (at) A (t)
=(1 —xt) A (wt) — (wt — 1) A (at)
=(1 —zt) A (wt) — (wt — 1) A (2t) — (=1) A (at)
=(1 —xt) A (zt) — (1 — xt) A (xt)

D’une maniere similaire, prenons
B(t) = {at™} + {1 -t} € ZP'(F(1))).
Comme
B(1) = B(0) = {x} + {1 — a} — 2{oc},
il reste & démontrer que () € ker d5. On voit que
52({xt_1} + {1 — xt_l}) :(1 — mt_l) N (a:t_l) + (:L‘t_l) A (1 — xt_1> = 0.

Au cas ou {z} = {o0}, on a
{x} + {27} € Za(F)
et
{2} +{1 -z} € Za(F)
selon la définition de % (F). O

Proposition 2.1.5. Soit x € P!(F) et soit n > 2. Alors

{z} + (-1)" {27} € Zu(F).
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DEMONSTRATION. Si {z} = {o0},

{e} + (1" {27} € Z(F)

selon la définition de Z,(F).
Soit z € F'. On procede par récurrence sur n. Le cas ou n = 2 suit de la proposition 2.1.4.

Supposons que
{z} + (1" {a7'} € Zu(F)

pour quelque n > 2. Considérons

oft) = {at} + (-1)" {(at) "}

Alors
Snia(@(t)) =0na ({ot} + (=1)" ™ {(2t)"'})
= {at}, @ (et) + (=1)"" { (@)} @ (at)”!
= {at}, @ (et) + (=1)" {(=t) '} @ (xt)
=({zt}, + ()" {@) "} J@u.
Puisque

{at}+ (=1)" {(@t) '} € Zu(F(1)),
on voit que
{wt}, + (=1)"{(zt)'} =0.
Donc,
Sna ({wt} + (=) {(@t)"}) =0,
et a(t) € kerd,+1. On a
a(1) = a(0) = {z} + (1) {z7'} = {0} — {o0},
{w} + (=) {7} € Bua(F).
Il suit que
{e} + (1" {27} € Zu(F)

pour tout n > 2.
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La proposition 2.1.2 nous permet d’introduire des morphismes
On : Bo(F) — B 1(F),
oun >3, et
52:%2(}?) — F*NF™.
Alors on obtient la complexe
T(Fin): Bo(F) 2 B, 1(F)®@ F* % B, o(F) ® (F* A F¥)
n—2 n
5 S B(F) e N\ S N\ F
ou
n—p n—p
o {ah, @ N\ w0 ({zh,) A A w
j=1 j=1

Goncharov a proposé dans [Gon95] que

Bo(F) = ZIP'(F)]/{{0} ; {00} ; Ra(2.y)).

ou

1
qui est la relation de cinq termes du dilogarithme. Ainsi on a
Proposition 2.1.6. Soit z,y € P(F). Alors

R (e e A Eeri A

Ty 1—ay

Fata) = ) + o+ 01—y + {12 (0L

On peut définir un homomorphisme basé sur la fonction réelle .Z,(z) :
%, ZP'(C)] - R
{z} = Z.(2).

Théoréme 2.1.7. %, (%,(C)) = 0.

DEMONSTRATION. On peut se référer au théoreme 1.15 de [Gon94] pour une démonstration.
U
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2.2. Régulateur de Goncharov

Goncharov a construit un régulateur qui se léve a un homomorphisme des complexes
dans [Gon02]. Deninger a trouvé dans [Den97| que I'on peut évaluer la mesure de Mahler
de certains polynomes en utilisant le régulateur qui coincide avec celui de Goncharov. Dans
cette section, on expliquera la construction du régulateur sur la complexe motivique polylo-
garithmique que 1'on appliquera a la mesure de Mahler. On commence par la construction
d’une série By, qui sera utilisée dans la définition du régulateur.

Soit [ > 1 et soit & > 0. Définissions

1
[—1)! E E+1+1 ,
(g D }j MU .
Bk,l ( ) (k’"‘l—"l = ( 2j+1 ) k+1—2j

Ici B,, dénote les numéros de Bernoulli. Alors on a

__2k+1
-~ B
2k+2
=~ B
B — _ok+4 5 _9ok+2 5
3!2k+4 2k+2
Bra =

P B4 B
T R ) e

Plus généralement, on voit les relations de récurrence

2k+1
21 - =— — B 2.2.1
Brr1,21 Br.2141 I )0k £ 1)1 oF ( )
et
(20 = 1) Bry1,2-1 = =B (2.2.2)
Proposition 2.2.1. Soit m > 1. Alors
Bozm = Foams = —
02m = Po2m+l = oo~
1

Pram1 = =G T Gm 1)’

et
BLQm =0
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DEMONSTRATION. Considérons la suite c,, ol

1 2m+1 <2m +1

mtl = om 1 1) 2 !

o9m41-1
)2 " Bomt1-1,
S

et
Com — 0

pour tout m > 0. On calcule sa série génératrice :

[e's) %)

n __ 2m—+1
E CnX = E Com41T
n=0 m=0

_ i .]}'2m+1 2n§1 om + 1 22m+1_lB2 L
Ao @m 41N l mHe
oo 2m+1 22m+1 lBQm _ll,2m+1

_Z Z N2m—+1-1)!

2m+1 2]B‘x2m+l

—J)!

m=0 j=0

o QJBjxj 2m+1=y
:jz:(:)m%:jzlj j! '(Zm—l—l—j)

> 2Bz R
:jgo j! m:LZ2 | 2m+1—j)

X 2Bl et — (—1)e®
=2ri 2

Puisque
= Bja’ x
d == !
= ! er — 1

on voit que

j=0 ]' e2r — 1’
et que
s J! e~ —1
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Donc,

[e o] T —T

n 2xe L 2xe
Cpx" =
0 2(e?r —1)  2(e 2 —1)

T

n=
xe ze®
e2r —1 1 —e2=

Alors ¢,,11 = 0 pour tout m > 0. Rappelons-nous que Bs,,; = 0 pour tout n > 1, ainsi,

selon la définition de Sy, on voit que
Qm@m—1ﬂ§f<%n+1
m+1)! =\ 2j+1
2m—¢ﬂm*< 2m + 1
2m+1)—(2j+1)
%n—llzw4<mn+1
!

Boom =(—1) > 22" By o

)2<2m+1>—<2j+1>B(2m+1>—<2j+1>

) 22m+17lB2m+1fl

1=0
2m+1
- ;Z - 1 : < g <2ml—i— 1) ¥, i —(2m+1)-2B;, — B())
1 1
2m (2m)(2m+1)
_ 1
2m+ 1

D’autre part, on a

m 2m)l &N 2m 4 2\ oo
Bogm1 =(—1)* H()Z( )22 % Boy1-9;

2m+2) g\ 2 +1
_ (2m)! .(%n+2>‘23
2m+2)! \2m+1 !
1
“om+ 1

parce que tout les termes sauf By sont égaux a 0.
Pour la computation de (3; 2, et de (1 2,m—1, On se réfere aux égalités (2.2.1) et (2.2.2) :
on a
(2m) - Brom = — Bo2ms1 — __z
’ ’ (2m+1)- 1!
1 1
Tl 2mol

B,
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et
(2m 1) 8 :
m—1)-Prom-1= —Poom = — )
1,2m—1 0,2 o+ 1
O
Définition 2.2.2. Soit n > 1 et soit z € C. On prend
— Z,(z)  sin est impair,

Z(2) =
i-Z,(z) sin est pair.

De plus, on définit les formes différentielles de degré un sur P!(C)\ {0,1,00} pour p,g > 1 :
zl(z) =Z(2)1og" " |2| - dlog 7| sik>2 et
gl(z) =(log |z|dlog |1 — z| — log |1 — z|dlog|z|) - log' ™" |2].

Rappelons-nous que

Alt F(C(Zl, SN ,ZEm) = Z (—1)‘U‘F(IL‘J(1), PN ,mo(n)),
oESm
ou S, est le groupe symétrique de degré m. On peut désormais définir les régulateurs.

Définition 2.2.3. Soit X une variété complexe et soient z, z; des fonctions rationnelles.

Définissons les formes différentielles pour m,n € N

Nnam(m+1) {z}, @1 A~ Ay,

- 1 21
—.Z,(x) Alt,, (Z oI )im = 20! /\ dlog |z;| A /\ di arng)

>0 j=21+1

o0 m 1
+<ZZBkl$n k() A Alt,, ((l_fﬁ(’:| /\dlog|$]’/\ /\ dzargm))

k=11=1 j=I+1
et

n (m) 1 N\ N Ty Alt E 1 |.T1‘ 2l/\l dlog |fL’ | N /\ ds argx;
m L1 e m m
>0 (2l -+ 1)'(m — 20 — J J=21+42 J

Exemple 2.2.4. Si m = 1, on a pour tout n > 2,

— . 2By
Tan(2) - (o}, ® 21 > Zo(a)dianga, — 3 o Dk

L 1
~ (k+1>‘ k}k(l‘) Og|l’1|,

61



et
n2(2) : 21 Az = log |xq1|di arg x5 — log |xo|di arg 2.

Exemple 2.2.5. Aucasoum=2,n> 2, on a
- 1
Nnt2(3) = {z}, @ 11 A xg =2, (2) (di arg x; A diarg xs + gdlog |z1| A dlog |x2|>

n—1 2k+1Bk+1 -
-y Wiﬂn_kk(x) A (log |z1|di arg z9 — log |zo|di arg xq)
k=1 -

n—1 2k+QBk+2 -
+> Wiﬂn—k,k(ﬂf) A (log |z1]d log |z2] — log |x2|d log |x1]),
k=1 :

et

773(3) X1 A X9 N\ X3

— log |z1|di arg o A diarg z3 + log |zo|di arg 3 A di arg z; + log |z3|di arg zq A diarg
1
+ 5 (log|aa|dlog |2z| Alog |z3] + log |22|d log|as| A log |21 + log |ws|d log |21| A log )

Pour expliquer le théoreme qui démontre les propriétés des régulateurs définis par Gon-
charov, on fournit ici une définition de plus.

Définition 2.2.6. Soit Y un sous-ensemble ouvert de C™. Une distribution sur Y est une
forme linéaire u sur C§° qui est aussi continue dans le sens que
lim u(ep) = ulyp) st lim p; = ¢ dans C5°(Y).

Soit X une variété complexe et dénotons I’ensemble des sous-variétés irréductibles fermées
de codimension un par X, Soit .&77(X)(k) I'espace des j-formes lisses avec valeurs dans
(271)*R. Dénotons aussi par d le différentiel de de Rham sur 77 (X), et 2 le différentiel de
de Rham sur les distributions. Alors on a

d(dargx) =0,

et

P(dargx) = 27 (x).
2 — d, la différence entre Z et d, est appelée la homomorphisme de résidu de de Rham.
Théoréme 2.2.7 ([Gon02], théoremes 2.2 et 2.5). Soit X une variété complexe. Les 1, (m)

définis dans la définition 2.2.3 induisent un homomorphisme des complexes
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B, (C(X)) —>— Z,1(C(X)) ® C(X)" —°

Jnn(l) Jnn@)

V(X)) (n—1) —4— F(X)(n—1) —2
qui satisfait que R
(a) 7 (1)({2},) = Za(2),

(b) drgn(n) (w1 A+ Ap) = (22 Ao A28 i

1
, a sin est impair,
T, (a+ bi) =

bi  sin est pair.

(¢) mn(m)(*) définit une distribution sur X (C).
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Chapitre 3

La mesure de Mahler

Dans ce chapitre, on définira la mesure de Mahler et discutera de ses propriétés fonda-

mentales.

3.1. La mesure de Mahler des polynémes a une variable

En 1933, Lehmer essaya de trouver des grands nombres premiers en factorisant des po-

lynémes cyclotomiques dans [Leh33]. Pour un polynéme unitaire a coefficients entiers

flx)=2a" +a,_12" '+ a1z + ag € Z[a]

dont les racines sont 71, ...,7., et n un entier positif, on considere
r
j=1

Puisque A, (f) s’agit de facteurs conjugués galoisiens qui sont des entiers algébriques, on

voit que A, (f) € Z. Dénotons par ®,, le n-ieme polynéme cyclotomique. Alors on a

" —1 =[] ®u(x).

mln
Donc,
mln j=1
Il suit que

Proposition 3.1.1. Soit f(x) € Z[z] un polynéme unitaire, et soient m,n des entiers positifs
avec m | n. Alors A, (f) | An(f).

Pour que A, (f) soit un nombre premier, il faut que n soit un nombre premier lui-méme.
De plus, si I'une des racines de f est une k-iéme racine d’'unité pour quelque k£ € N, on
voit que Ag(f) = 0, et puis A,x(f) = 0 pour tout n € N. Donc, on aimerait étudier A, (f)
seulement pour les polynomes f dont aucune racine est I'une d’unité.
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Lehmer a trouvé dans sa recherche que pour g(z) = 2° — x — 1,

Aq13(g) = 63088004 325217

et
A127(g) =3233514251032733

sont des nombres premiers. Il était particulierement intéressé par les polyndémes f pour

lesquels AA"IE}{ ) ost petit, c’est-a-dire la croissance de A, (f) est lente par rapport a n, parce

qu’il est plus probable que ces polynémes produisent un A, (f) premier. La proposition
suivante provient directement de la définition de A, (f).

Proposition 3.1.2. Soit f(z) € Z[x] un polynéme unitaire tel qu’aucune racine n’est de

Jim T = a1,

norme 1. Alors

ol V1, ..., sont les racines de f.
On peut définir une propriété des polynémes selon la proposition 3.1.2.
Définition 3.1.3. Soit

fx) = aa” +apq2” M+ arz + ag = ap [[ (¢ — ;) € Cla]
j=1

un polynéme non-nul. La mesure de Mahler de f est
M(f) = la,| [T max {1, |},
j=1
et la mesure de Mahler logarithmique de f est

m(f) =log M(f) =log|a,| +>_ max{0,log |y}
j=1
Ici, log 0 est traité comme —oo, alors max {0,log 0} = 0.
Remarque 3.1.4. Il suit directement de la définition de la mesure de Mahler que cette

mesure préserve la multiplication. Pour f(z), g(x) € Clz] des polynémes non-nuls, on a

M(fg) = M(f)- M(g),
et
m(fg) =m(f)+m(g).

66



La mesure de Mahler doit son nom a Kurt Mahler, qui I’a introduite dans ses études sur
la transcendance dans [Mah60] et dans [Mah62]. Il appela M(f) une « mesure » afin de la
distinguer des fonctions d’hauteur des polyndémes.

On revient ici aux études de Lehmer. On démontre d’abord un théoréeme de Kronecker.
Théoreme 3.1.5. Soit

f@)=2"+a 12" " 4+ + a1z + ag € Zlz]
un polynéme unitaire irréductible dont les racines sont vy, ...,7,. Sil'on a |y;| < 1 pour tout
1 <75 <r,alors f est un polynéme cyclotomique.
DEMONSTRATION. Soit n € N. Considérons

fule) = H (z—2).

Ecrivons
T
fn(x) = Zan,jxj'
j=0
Alors selon le théoréme de Viete on a

anj = (—=1)"" > Vi Vi Vi,

1<k <ko<--<kp_;<r
Puisque |y;| < 1 pour tout 1 < ¢ < r, on voit que
r
s ¥ r=(])
1<k <hg<-<kp_;<r J

De plus, f,(z) fait de facteurs conjugués qui sont des entiers algébriques dont le polynéme

minimal est f, alors a, ; € Z. Ainsi il n’y a que des choix finis de a, ; pour tout 1 < j <.

{falz)|n e N} C {ébﬂ;ﬂ' b € Z, |b;| < @}

est un ensemble fini. Dongc, il existe ny,ny € N avec n; # no, tels que f,, = f,,. Ainsi les

Il suit que

ensembles de racines de f,, et de f,, coincident, c’est-a-dire,

(st = A

Supposons que ;" = ’ygfj) pour tout 1 < 7 < r. Alors o est une permutation sur {1,2,...,7},

ainsi o!(1) = 1 pour quelque [ € N. II suit que

n ni=t e nl nk
n= (70'(11>> == Yl =N
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Donc, 7; est une racine d'unité. Puisque f est un polyndéme unitaire irréductible, f est le

polynome minimal de ;. Ainsi f est un polynoéme cyclotomique. U

Le théoreme précédent accompagné de la remarque 3.1.4 démontrent que si un polynoéme
unitaire a coefficients entiers a 1 comme sa mesure de Mahler, toutes ses racines non-nulles
seront des racines d’unité. Alors ce polynéme est un produit de = et des polynémes cycloto-

miques. Il semble naturel de demander si
inf { M(f)|f € Z[z] unitaire, M(f) > 1} = 1.

En fait, Lehmer a trouvé dans [Leh33] qu’il n’a pas pu obtenir un polynéme unitaire a

coefficients entiers dont la mesure de Mahler est plus grande que 1, mais plus petite que
M(2" 42" 2" —a% = 2" —a' —2® + 24+ 1) = 1,176 280818 ...

La question reste ouverte jusqu’aujourd’hui.
Conjecture 3.1.6. Soit f(x) € Z[z| un polynéme unitaire dont la mesure de Mahler est

strictement plus grand que 1. Alors
M(f) ZM(x10+x9—x7—x6—x5—x4—x3+x+1).
Définition 3.1.7. Soit f(x) € C[z| un polynéme de dégré n. f(z) est réciproque si
nefl
fa)=anf(5).
Breusch [Bre51] a démontré le théoréme suivant. Dans [Smy71], Smyth a prouvé le

méme résultat indépendamment.
Théoréme 3.1.8. Soit f(x) € Z[x] un polynéme unitaire irréductible non-réciproque. Alors
9 69 9 — /69

M(f)>M(2* -z —1) :\3/ +1;;/_+\3/ T

Un autre cas ou le probleme de Lehmer est résolu est quand le polynéme n’a que des

=1,324717957 ...

racines réelles.

Théoréme 3.1.9 ([Sch73]). Soit f(x) € Z[z] un polyndme unitaire dont toutes les racines

sont réelles. Alors

1+V5
2

En 1979, Dobrowlski a proposé dans [Dob79] un minorant pour la mesure de Mahler.

M(f)>M(z*—z-1) = =1,618033988. ..
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Théoréme 3.1.10. Soit f(x) € Z[x] un polyndéme unitaire, irréductible et cyclotomique de

degré d. Alors il existe un constant ¢ tel que

log log d) s

M(f)>1+c< e d

La mesure de Mahler porte une autre forme. Pour la introduire, on rappelle d’abord un
théoreme de I'analyse complexe
Théoréme 3.1.11 (Formule de Jensen). Soit a € C. Alors on a

1 )
/ log ’627”0 — a‘ df = max {0, log ||} .
0

DEMONSTRATION. Le cas ou |a| = 0 est trivial.

Supposons que |a| = 1. Alors écrivons a = € ot ¢ € [ 0,27 [. On a

1 ) 1 2 ) )
/ log ‘627”6 — a‘ de :—/ log [ — ¢'?| do
0 21 Jo
1 2m . )
:—/ log [e| + log |¢?=®) — 1’d0
21 Jo

1 21 .
/ log [¢*~) — 1] df
0

“or

1 2r—¢p )
:—/ log e — 1‘ de
21 —p

1 0 2m—p
5 ([

27 —p 0

1 2m 2T—p
5 (L)

21 \Jor—¢ 0

1 /271‘1 ’1 0
=— ogl|l—e
2m Jo s
Puisque log |z| = Re (log(z)) pour tout z € C, on voit que
2 . 2 .
/ log [1 — €| df = Re </ log(l—ew)dﬁ) (3.1.1)
0 0

Pour évaluer le coté droit, on rappelle que le dilogarithme est une fonction continue sur
C\Rs1.

ei9—1\d0

ei9—1\d9

dé.

Re (/0% log(l — ew)d9> =Re (}pi_r% /jww log(l — ew)d9>
e (11/)1% (Liz (ic) |§”;ﬁ))

R
= Re (i(Lis(1) — Lis(1))) = 0.



Ainsi )
/0 log ‘62”9 — a‘ dé = 0.

Si |a| > 1, on voit que
1 , 1 .
/ log ‘627”9 — a‘ do :/ log || + log ‘a‘leQ’”e — 1’ do
0 0
1 )
=log || —|—/ log ’oz_le%“g - 1’ de,
0

ot 0 < |a™!| < 1. Donc, il nous reste & démontrer que pour tout o € C avec 0 < |a| < 1, on

a
1 .
/ log ’04627”6 — 1‘ df = 0.
0
Mais
! 2mif _ ! . 2mi6
log ‘ae 1‘ df =Re log(l e )d9
0 0
=Re L Li (ae%w)‘l =0
o 2 6=0 ’
Cela conclut la démonstration de la formule de Jensen. O

Corollaire 3.1.12. Soit

fx)=a2" +a, 12"+ +ar+ag = a, II (= — ;) € Cla]
j=1

un polynoéme non-nul. Alors
1 . 1 dt
_ 21160 - e
m(f) = [ 1og|#(e)|a0 = o [ 1081 £(0)] T

211

ou T! = {z € (C"‘ |z| = 1} est le 1-tore.

DEMONSTRATION. Le corollaire suit directement de la remarque 3.1.4 et de la formule de

Jensen. O

3.2. La mesure de Mahler des polynomes a plusieurs
variables

Apres que 'on a défini la mesure de Mahler sur les polyndémes a une variable, il est
naturel de trouver une fagon pour étendre la mesure de Mahler aux polynémes a plusieurs
variables. La définition 3.1.3 s’agit des zéros des polyndémes a variable unique. Heureusement,

la formule de Jensen nous a fourni une extension intuitive de la mesure de Mahler.
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Définition 3.2.1. Soit f € Clzy, -, z,] un polynéme non-nul a n variables. Alors la mesure
de Mahler (logarithmique) de f est

:/1/110g‘f €2ﬂi01,"' 271'10)

dt;,  dt,
(27’(’2) / Oglf 1, ) ) t t, )

ouT" = {(zl,~-~ ,2n) € (C"‘|zl| ==z, = 1} est la n-tore.

On peut toujours prendre la mesure de Mahler (réguliere) de f avec

|d6; - - - o,

M(f) = e,

La multiplication est encore préservée par la mesure de Mahler pour les polynomes a

plusieurs variables selon sa définition. Nous avons les égalités

M(fg) = M(f)M(g)

et
m(fg) =m(f) +m(g)

pour tous les polynoémes f et g.
Remarque 3.2.2. Cette intégration est toujours bien-définie au sens d’une intégration
impropre. On peut trouver une démonstration dans [EW99|. De plus, pour tout f €
Zlxy, - ,x,], onam(f) >0
Remarque 3.2.3. On peut ensuite étendre cette définition de la mesure de Mahler aux
fonctions rationnelles, c’est-a-dire pour une fonction rationnelle f € C(xy, -+ ,x,), f £ 0,
on laisse ) )
m(f):/o /O log | f(e27, ... | ¢2mifn)|dg, - - - df,,

etc.

Dans [Boy81], Boyd a posé un lien entre la mesure de Mahler des polynémes a une
variable et celle des polynomes a plusieurs variables. Cette proposition a été démontrée par
Lawton dans [Law83].

Théoréme 3.2.4. Soit f € Clzy, 23] un polyndme & deux variables. Alors

m(f(a1,a2)) = lim m(f(wa").

Avec le théoreme pour 2 variables, il est naturel de se demander si I'on peut étendre ce

théoreme au cas général.
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Corollaire 3.2.5. Soit f € Clzy,--- ,xx]. Alors
m(f(er, - w)) = lm o limom(f( e, ™).
Remarque 3.2.6. Les limites dans le corollaire 3.2.5 doivent étre prises indépendamment
pour chaque variable.
On fournit ici quelques valeurs explicites de la mesure de Mahler des polyndémes a plu-
sieurs variables.

Exemple 3.2.7. Soient a1, ay € C. Alors

m(ayy + azra) = log(max {|a1, |az[}).

DEMONSTRATION. Si |az| = 0 on a directement
m(a1x1 + agxs) = m(ajxy) = log |a;| = log(max {|a;|,|az|}).
Sinon,

df,db,

1 1 . .
m (alxl + a2gj2) :/ / 10g ’04627”91 + a2€27r192
0 JO

1 1
:// (log\a2|+log
0 Jo
11
=log!a2!+/ / log
0 Jo

1
=log |as| —I—/ max {O,log
0

) d40,d6;

aq . .
76271'101 4 627r102
az

df,d6y

ai p2mify 4 2mif
Qg

ﬂ627”‘91 } dé, selon la formule de Jensen
a

2
=log |as| +/ max {0,10g — }d@l
0 a9

=log |as| + max {0, log |a;| — log |as|}

=max {log |a|,log |as|}

=log(max {|a], |as|}).

Exemple 3.2.8 ([Mai00], proposition 7.3.1). Soient ay,as, a3 € C avec ay, ag, az # 0. Alors

“Llog |a1| + 22 log |ag| + 2 log |as| + %D(

az
ai

ei“’S) si A\,

m(alxl + asxo + agﬂcg) = .
log(max {|ai|, |as|, |as|}) sinon.
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Ici, A dénote que |a4], |as| et |as| peuvent former un triangle du plan, c’est-a-dire ils vérifient
les égalités |a,|+|as| > |a¢| pour tous {r,s,t} = {1,2,3}. D(-) dénote le dilogarithme de Bloch—
Wigner défini dans (1.5.1). @1, @2 et @3 sont les mesures principales non orientées des angles
aux sommets Ay, Ay et A3 d'un triangle du plan 7 = (Ay, Aa, A3) tel que |A2As] = |a4],
|A3Aq| = |as| et |A1 As| = |as].

Figure 3.1. Une illustration du triangle 7 = (A, As, A3)

DEMONSTRATION. On voit de la définition de la mesure de Mahler que

1 1 1 . . .
m(alg;l + asxo + a3x3) :/ / / lOg ’a1627r191 4 a2627r192 4 a3627r193 d93d92d91
0o Jo JO

1 3 21 27 p2m ” ” "
:(271> /0 /0 /0 log ’ale’ U4 age™? + aze'”

Ecrivons a; = |a;|e'™, as = |as|e’™ et az = |az|e’™. Puisque a1+ asz2+azxs est une fonction

homogene, on peut prendre un change de variable 0y <— 05 — 01 + 75 et 03 < 05 — 0 + 73, en

d05d6,d0;. (3.2.1)

éliminant la variable 6, et en prenant la partie réelle de as et az respectivement. C’est-a-dire

2w 2w 27 » ” "
/ / / log ’alel L+ age™? + aze'™?
o Jo Jo

2 2w X .
:27r/ / log ‘|a1| + |asle™® + |az|e™
02=0 JO3=0

d6,df,dbs

d05d0s. (3.2.2)

73



Selon la formule de Jensen, on a

2m 2 .
/ / log ‘|a1| + |ag|e™ + |as|e™s |dO3d6y
02=0 JO03=0

27 .
:27r/ max {log las|, log ‘|a1| + |ag|e™®
02=0

} do,

2w .
=27 /92:0 log(max{|a3|, |a1| + |ag|e™®? })dOQ.
Ainsi
1 o i0
m(a1x1 + aswy + azxrs) = <27r> /0 log (max {|a3|, lay| + |az|e™? }) db,. (3.2.3)

Supposons que |ay|, |as| et |as| peuvent étre les longueurs des trois cotés d'un triangle du
plan T = (A, Ay, A3), ou |AyAs| = |ai|, |AsA1| = |az| et |A1As| = |as]. Sans perte de
généralité, on suppose que |a1| > |az| > |as|. Soient i, s et @3 les mesures principales non
orientées des angles aux sommets A;, Ay et As respectivement, et soit ¢y = m — 3. Alors
Y1 = @2 = 3. Puisque ¢1 + @2 + 3 = 7, on voit que g3 < %, et que ¢ > 2% Selon la loi

des cosinus, on a

2
’|a1| + |a2|ew :|a1|2 + |a2|200521/) + 2|aq] - |ag| cosp + |a2|2 sin%/;

=la1|* + |az]* — 2]a1] - az| cos 3

=las|".
Donc, ||a1| + |az|e??| > |as| si et seulement si cos 6, > cos 1), c’est-a-dire
0y € [0, 9] U [2m — 4, 2m].
Il suit que
2m
log (max {|as|,||ai| + |az|e®®|}) do
| 105 (max {Jasl,flas| + fazle™[}) a6

P 2w o
:(/ +/ >log“al|—|—|a2|ez2

0 2w —1)

P 0 ”
:(/ +/ >log‘|a1|—i-|a2|e22

0 -y

_ ¥ 1 102
=), 8 |aa| + |ag|e

P
= / log
-

2m—)
6, + / log |as|dfs
P

dfy + (27 — 2¢) log |as|

dfy + 23 log |as|

21df, + 29 log |ay| + 23 log |as|.

1+'a2
a1
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On a

a2 Q2

a1

(4
=Re </ log(l—i— &
—

ai

6192

P
/ log
-

1+

P
a0, = [ Re <10g<1 +
-

6202))(162
€i02)d92>
Y

ey — Z—f e suivant le cercle z = —

5]

ol v dénote le parcours de z = —|%

ei@

az
ai

AN

Im ag

e~

Figure 3.2. Le parcours d’intégration -y

Puisque le parcours v ne traverse pas la coupure du logarithme, on peut prendre ici le
dilogarithme.

/_i log o
=Re </ i_logil_z)dz>
— o m ( / —1g<1—>d>

Qs |
14| —|e

dés

1)



ag

) i (]2

ai

Q2

a1

s )

o () - (o (20)
aq a
—2m (Li2 <_ o ew>) selon le lemme 1.2.5.
a
Notons que
| B = | D2 gitr—w) | D2 gies
ainsi
log ’1 +|—|e”|dfy =2Im ( ( —zd)))
=2Im ( ( ))
_ZD( 2] ip > — 210g ¢ | arg (1 (a2 €i<p3>
aq ay @
_2D(a2 ip ) —QIOg’ arg (]_ a26ig03)‘
aq .
Comme
P (1 B ‘@ 008903) — [ 22isin 5,
aq a, a
on a
tan (arg (1 _|%2 eim)) _ —|as| sin @3
a1 |a1| — |CL2| COS (P3
—|az|sin ¢

= — selon la loi des cosinus
|a | _ |a | . laa["+]az|"—|as|
! 2 2[a1|-|az|

_ —|as| sin @3
la|*+las|*—|as|
2|a1|
_‘ ‘ . singps
_ |as]
la1]*+|as|*—|az|®
2|a1]-|as]
—lasf - 55 . . .
= selon les lois des sinus et des cosinus
COS Vg

= — tan ;.
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Puisque Im (1 — |2 eW’?’) < 0, on voit que sin (arg (1 — |2 ei*"?’)) < 0. Etant donné que

sin(—ys) < 0, on conclut que

arg (1 _ | ei‘pS) = —s.
3]
Donc,
/ log |1 + |—|e™|d6, —2D< ) — 210g arg (1 _ |2 ei%)
- ay (11 ay ai
:2D< a2 e“""’) + 2¢5 log a2 ,
ay aq
et

(&1%1 “+ agxo + ag.’L'g)

(ﬂ) log max{
() ([ s

() ({2
(A

comme ¢ =T — @3 = 1 + Po.
Au cas ou |ay|, |as| et |ag| ne peuvent pas former un triangle du plan, on peut réécrire

102

s

d6, + 24 log |ai| + 2¢3 log \%I)

292

1+

) + 2, log ‘ + 29 log |a1| + 2¢3 log |a3])

) + 1 log |a1| + 2 log |as| + ¢3log !%!)

(3.2.3) sous la forme

m(a1zy + agws + azrs) = <217r) /027T log (max {|a,,|, }) dé;,

ou |a,| = max {|ai|,|az|, |as|}, et {r, s,t} = {1,2,3}, parce que le choix de ay, as et de a3 dans
(3.2.3) est arbitraire. Alors

jas| + laele™

z@t

jar| > |aa| + [ar] > [Jas] + lasle

et on a

e

pan

1 27
m(ayz1 + aswy + azrs) :<27r> /0 log (max {|ar|7 lag| + |ale

1 27
:(> / log |a,|d6,
27/ Jo

:1Og |a7’|

= log(max {|a1], |az|, |as|}).
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Remarque 3.2.9. L’égalité (3.2.2) indique que
m(a1z1 + agrz + azzs) = m(|ai| + |az|rz + |ag|zs).
Une opération analogue nous donne aussi que

m(a1x1 + asws + azxrs) = m(ay + asrs + azxs).

ar
as

Remarque 3.2.10. Selon le théoreme 1.6.1, la valeur D(
pour tout {r,s,t} = {1,2,3}.

Le prochain exemple a été calculé par Smyth et publié par Boyd dans [Boy81].
Exemple 3.2.11.

eiﬂ"f> est en fait une constante

m(l+zx+y+z)= 2;2((3),

ou ¢ dénote la fonction zéta de Riemann.
On donne ici un autre exemple calculé par Lalin dans [Lal03], qui est relié a ((5).
Exemple 3.2.12.

(14 0)(1 )1+ 2) + (1= 0)(1 = w)ly +2)) = 5¢(5).

On voudrait aussi classifier les polynémes a coefficients entiers a plusieurs variables dont
la mesure de Mahler logarithmique est 0, comme ce que 'on a fait pour les polynémes a
variable unique. En fait, Smyth a démontré le théoréeme suivant dans [Smy81a].
Théoréme 3.2.13. Soit f € Z[z{',---, 2] un polynoéme primitif. Alors m(f) = 0 si et

seulement si f est un produit de monomes et de polynomes cyclotomiques évalués en des

monomes.
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Chapitre 4

La computation de la mesure de Mahler a

l’aide de régulateur

Nous expliquerons dans ce chapitre comment nous pouvons calculer la mesure de Mahler
en utilisant le régulateur, et démontrerons le théoreme principal de ce mémoire en appliquant

cette méthode.

4.1. Le cas a deux variables

Soit f(z,y) € Clz,y] un polynéme a deux variables. On peut le considérer comme un

polynéme d’un variable y dont les coefficients sont des polynémes de x, c’est-a-dire
d .
=2 pi@)y,
j=0

ou d est le degré de f par rapport a y. Alors on peut écrire davantage f(x,y) sous la forme

d

flzy) = pa(x) T (v — y;(x)), (4.1.1)

j=1
ou y;(x) sont des fonctions algébriques de z. On calcule la mesure de Mahler de f en utilisant
(4.1.1).

=

m(f)zm(pd(y) (y —y;(x )))

1

J

M&

m(y —y;(z))

=m(pq) +

J

=m(pq —i—Z/ / log‘ i _ ( 27”“)
0+ 3 o)

dvdu
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dx
=m(pa) Z 108§+ |y;(z )’?
Ici log" |2] = log (max {|z|, 1}). Prenons la région

v ={(@y) € C|f(xy) =0, ]z = 1,|y| > 1},

et définissons le régulateur dans la région C' = {(x,y) € (CQ‘ flzy) = 0} moins I'ensemble Z

des zéros et des poles de z et de y :

n(xy) = —in2(2)(z A y) = log |x|dargy — log |y|d arg x, (4.1.2)

ou 72(2) est la forme différentielle définie dans la définition 2.2.3.
Remarque 4.1.1. Le coefficient —i est pris dans (4.1.2) pour que I'on puisse éliminer le
coefficient i dans 72(2)(z A y).

On note que la frontiere de 7y est

07 = {(z.y) € C|f(xy) =0, 12| = 1,|y| = 1}.

Alors
1 d dx
m(f) = (pd)+7/ > log™ Jy;(z)|—
2mi i !
1 dx
= — /1 —
m(pd)—l—zm,/7 og |y|

Puisque |z| = 1 sur 7, on a
Donc,

Ainsi
1 dx
— [ =
m(f) =m(pa) + M/7 og |y| "

1
=m(pa) + %Alog ly|dargz

1

o n(fv,y), (4.1.3)

m(pa) —

comme log |z| = 0 sur .
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Le théoreme 2.2.7 nous dit que

dz d
dn(z,y) = Im (m A y>,

z Yy
alors n(x,y) est habituellement fermé dans la région C\Z. Donc, si I'on sait que 7 est exact,
on peut faire I'intégration en utilisant le théoreme de Stokes. Le méme théoreme nous dit
que

77(95,1 - .1') = dD(iL‘),

ou D(+) est le dilogarithme de Bloch-Wigner. Ainsi 1 est exact si

:L‘/\y:erxj/\(l—xj)
J

dans A? (C(C)") ® Q. Dans cette situation, on voit que
n(xy) = erdD(xj) =dD (Z T {xj}2> :
j j

4.2. Un exemple au cas a deux variables

L’intégration avec le régulateur peut parfois simplifier la computation de la mesure de
Mahler. On va le montrer en évaluant encore une fois le cas de 'exemple 3.2.8 ou |ay|, |as]

et |as| peuvent former un triangle du plan.

Soit
f(zy) = lai] + |az|z + |asly
le polynéme simplifié d’apres (3.2.2), ou a1, as, az # 0. Soit by = o, et soit by = |92|. Alors
f(z.y) = las| (b1 + bz + y),
et selon la ligne (4.1.3),
1
m(f) = mllas)) = 5 [ na),
ol
v = {(:my) e C? ’ by +bex +y=0,|z| =1,|by + box| > 1}.
Dans ce cas, on a sur vy
Ay =z A (=b — byx)
=x A (—=1) +x A (by + bax)
b
=x Ab+xA (1 + [)232) selon le lemme 2.1.3
1
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~

Re

Figure 4.1. z € C avec (z, —b; — byx) € v

Donc,
n(z.y) = —in(2)(z Ay)

b
=log|z|dargb; — log|bi|dargx + dD <_b2x)
1

by
1+ 2
—i—blx

b
+ log darg L
by

1
2 1

b b
2 darg (1 + be> — log
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Puisque b et Z—f sont des constantes, on voit que

dargb; =0,
et que
darg 2 = 0
ar .
g~ by
Ainsi
by by bo
n(z,y) =log|—~|darg [ 1+ 2z | —log|bi|dargz + dD| — 2
b2 bl b1
Il suit que

2rm(f) =2rm(|as]) — /vn(x,y)
by by
—9rl] — 1 d 14 —= log |b;|d — [ dD|—+
mlog |as| /og arg< I) / og |b|darg z / ( 1‘75)

1 b2 bg
b2‘ (arg <1 + b1$>> + log [b1] arg x|y, — D(—blx>

=27 log |as| — log

Y

oy Oy
selon le théoreme de Stokes. On voudrais alors étudier
07 = {(z, — by = byz) € C||z| = 1 = [by + boa[}
On voit que si (z, —b; — byx) € Jy pour quelque z € C, on a |z| =1 et ‘m + bl = 12 Donc,
z, 0 et — b1 forment un triangle du plan dont les cotés ont les longueurs Zl = IZ;I, b12 %,

et 1 = % respectivement. Ce triangle est similaire au triangle avec longueurs des cotés |a|,

las| et |as]. Ainsi

oy = {(e“”‘“’”, — b — bgei(”_‘p:”)),(ei(_”’L‘p?’ — by — bye'™ ”+‘p3))} :

by b b
arg (1 + bla:) =arg (b; <1 + bj:c))

Puisque b1, € R, on a

Alors

De plus, on a

arg |y, = (1 — 3) — (=7 + p3) = 2(7 — p3) = 201 + 2,
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Figure 4.2. Le triangle avec des sommets z, 0 et —Z—;

et

-D (_bQGi(W%)) _ D(_eri(ﬂ’+@3)>
oy bl bl
|as| —i ) < |as| ' )
=D —e s — D == (etes
(et C) = )

- _ D<|a2|€%¢3> _ D<’6L2|ei@3>
|ai] |as|

selon le théoréeme 1.2.4. Ainsi

2em(f) =2m log |az| — log

bl‘ (arg (1 + bZz))
b by .

‘ (2¢1+2¢2)+2D<}a2: m)
1

b
+10g|b1|argx|87— ( bj)

Ay

=27 log |as| — log ‘ (2¢2) + log
a

ao| -
=2¢p31og |as| + 2¢1 log |a1| + 2, log [as| + 2D (:GQ:GW?’)
1

Le résultat se conforme avec la computation dans le chapitre dernier.
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4.3. Le cas a trois variables

On voudrait alors étendre cette computation au cas a trois variables. On va suivre dans
cette section ce que Lalin a fait dans [Lal07]. Soit f € C|x,y,z] un polynéme a trois variables.

Prenons le régulateur défini sur S\ Z ou

S = {(xy,2) € C*|f(w.y,2) = 0}
et Z est 'ensemble des zéros et des poles de x, de y et de z
n(@,y.2) =n3(3)(x Ay A 2)
1
=log |z| (3d10g ly| Adlog |z| —dargy A darg z>
1
+ log |y| <3d10g |z] Adlog|z| — dargz A darg x)
1
+ log | 2| (Bdlog |z| A dlog |y| — dargx A darg y)
Alors avec un processus qui est similaire a ce que 1’on a fait au cas a deux variables, on peut
écrire
1 2
= )= =— ) 4.3.1
m(f) =mif) = (52) [ty (13.1)

Ici f* est le coefficient principal du polynéme f € C[z,y][z] vu comme un polyndme a variable
unique de z, et I' dénote la région

D=Sn{(zyz) e Cla| =yl =1,]2| > 1}

Le théoréme 2.2.7 indique que dn(z,y,z) = Re (%‘ A ‘;—y A %), alors 7 est fermé dans S\Z.
Ainsi si n est exact, on peut accomplir 'intégration avec le théoréeme de Stokes. Selon le

théoreme 2.2.7, on voit que
n(x,1—zy) =dns(2)({z}, ®y).
Rappelons-nous de la définition 2.2.3 que
1
m3(2)({z}, ®y) = - D(z)dargy + 7 log |yl (log |1 — z|dlog |z| — log|z|dlog |1 — z]).

Donc, si l'on a

T AyANz=Y riz; A1l —x;) Ay
J

85



dans A* (C(S)") ® Q, n est exact et on peut utiliser le théoréme de Stokes. Dans ce cas, on a
/ﬁ(x,%z) :/ > (sl — x,y;)
r L
= 1 — s
Z/FU(%» 5, Yj)
= Z/ drs(2 {%}2 ® y])
— 2 , .
/(.3F %:773( ({3}, @ v5)

—/ 13(2 ( {%}2@9%)

Selon la définition de I', on a
or =S50 {(zyz2) € Clle| =yl = |o| = 1}.
On voit aussi du théoreme 2.2.7 que

13(2)({z} ® x) = dZ5(x).

4.4. L’exemple de 2" + 1+ (2" 1+ 1)y + (z — 1)z

Dans cette section, on va démontrer
Théoreme 4.4.1.

m(x" +1+ (x"’l + 1)y + (z — 1)2)

R R (Y ) B A (A =)

n— D 2 n
+ 4; (12 _ nm?’_l)>g(3),

par la méthode susmentionnée. Dénotons f(z,y,2) = 2" + 1+ (2" 1 + 1)y + (z — 1)z.
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4.4.1. L’exactitude de f

On commence en transformant x Ay A z en une forme exacte. Puisque I'on fait 'opération

sur S = {(x,y,z) € C?”f(a:,y,z) = O}, on a

A"+ 14 (@ Dy
r—1 '

Donc,

n 1 n—1 1
x/\y/\z:x/\y/\<—x + +(x1 + )y)
:L‘_

2"+ 1+ (2" + 1)y

—e Ay A (=) +zAyA
cAyA(=1)+z Ny ]

"+ 1+ (" 4+ 1)y
r—1

n 1 n—1 1
:x/\y/\x +1 +I/\y/\<1+<$+>y>. (4.4.1)
T

=z Ay A

" +1

Pour le premier terme dans (4.4.1), on a

"4+1 1
T =——a"N@"+ D) Ay+zA(z—1)Ay

VAN TIVAN
rz—1 n

::L’/\(l—x)/\y—i(—x”)/\(l—l—at”)/\y

=z AN(l—z)ANy— :L(—x") A1 = (=2")) Ay.

Pour le deuxieme, on voit que
o o (S o (o (222
—en A (1 (S )
:<_x;:++11>y " (1 * <$Z;1++11>y> he
—x A (a" T+ 1) A <1 + (m;nljll)y
+aA(l+2")A <1—|— (T)y)

N | 41
- ynf1- |- —T= A
( "+ 1 Y "+ 1 4 o
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Ainsi on veut faire I'intégration

[ m@), (442)

ou

1 n A |
A:{m}2®y—ﬁ{—x }2®y+{<—xn+1 )y} R
2

1 41 1 X 41
Rl I e ) - 1+ (0.
+n{$}2®<+<$n+1>y> e }2®<+<$n+1 y

4.4.2. La frontiére OI'

Avant de calculer I'intégration (4.4.2), il faut savoir ce qu’est dT". Notons que f € R[z,y,z]

est un polynéme non-réciproque, et on voit que
flayz) = f(2,9,2)
pour tout (z,y,2) € C3. Puisque
Or = {(2.y,2) € C*|f(z,,2) = 0, |2 = [y| = |2| = 1},

on a pour tout (z,y,z) € " que

Dong, pour tout (z,y,2) € dT,
111
f<7 e ) = f(xayvz) = 0.
xy z

Soit (x,y,z) € OI'. Alors f(z,y,2) = 0, qui implique que

A"+ 14+ @+ )y
x—1 '

De plus, f(i, i, %) = 0, qui nous dit que

|

Z:_x—n+1+<x1—n+1)y—1'
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Ainsi
11 _x”+1+(:1c”*1—|—1)y
1+ (el 4 Dyt r—1 '

1l suit que
(=D =1) = (" +1+ (@ "+ 1)y ) @+ 1+ (2" +1)y).
On fait la multiplication et obtient
—r 42—z ' =l+a "+ ly+a Ty + 2"+ 1+ 2"y +y
I o T e B A T e VI SE A o
Donc,
O=z4+a '+ "+ ly+tas"y+a"+2" lyty
T o TR, R L A L |
=y(z 2" )y (T 2 1)
+(@ e+ )+ (2T 2" 4 )
=+ D(z "+ +2" 1)+ (v 1) (z T 2"+ 1)
y( ' a2 )+ (y H )e(l+ a2 )
y+a)(zt+a a4 1)
y+a) (2 +1) (2" + 1),

Ainsi OI" est un union des 4 ensembles, nommément

4

or =,
ol

(,y,2) € Collz| =1,y =—1,2 =

"1+ @+ )y
z—1 }

2"+ 1+ (2" 4+ 1)y
r—1

_at 414 (@ 4 Dy
r—1

(r,y,2) € CPla" = 1, |yl =1,2 = —

&3
I

(r,y,2) € C3|lz" 1t = —1, lyl=1,2=

=
I

' €<C3 - :17 = —Ycr=—
(,9,2) lz| =yl =12 =—y,=2 P

o3
Il
—N— —— ——

"+ 1 4 (2" + 1)y}
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x"+1+(z”_1+1)y

Puisque pour tout (z,y,z) € 0I' on a z = — pa ey |x] = |yl = 1, on peut se
concentrer sur les arguments de x et de y. On a
Ensemble arg argy
(h ] - mT ] ™
2k—1)7 n— n
T2 ( n)’_T1<k§%l ]—7T,7T]
2k—1)m n— n
T3 (n—l)’_T2<k§§ ]—77',77']
T, | —mm] (argx + m) mod 27

Tableau 4.1. Les arguments de x et de y sur les portions de OI'

Le théoreme de Stokes nous suggere 1'orientation d’intégration comme ce qui suit :

Ensemble arg x arg y
2 —=0,—2—-0
2k—1)7 2k—1)m n
e B 1<k o
T . L R E m
(2k+)7 N (2k—11)7r 1<k< {L—lJ
n n— ’ — — 2
(2k+1)w (2k—1)w n—
n - n—1 7 1 S k S |Tl‘
(2k71)7r, 1<k< nTH (2k—n—1)w — (2k—n—1)w S
P (21:1)”’ 1< nTH _(2k—z—1)7r o _(2k—Z—1)7r -
(2k—11)7r 1 < % T (2k—n) T — (2k—n)m
T. n— ) — n—1 7 n—1
: —— L<k<y | mo -G ono B
0—=
(2k—1)7 N (2k—1)7 1<k< \‘%J
(22:11)71* (2]4)11)71" 1<k< [L—lJ argr —m
T4 n—1 - n ’ — — 2
0—-=
_@k=Dm o @k=DT o << {QJ
(22:11)7r (2k-l731)7r7 o nil argx + m
—UE o - 1<k < [

Tableau 4.2. L’orientation d’intégration sur oI’
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On peut se référer aux figures des cas ou n = 3 et ou n = 4 pour visualiser I'orientation
des parcours d’intégration. On remarque que I'on peut toujours échanger les arguments de

7 et de —7 librement.

arg ]

-

—T 0 T arga’

Figure 4.3. Le parcours d’intégration ou n = 3
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arg y]

-

(4
- 0 T argxw

Figure 4.4. Le parcours d’intégration ou n =4

4.4.3. L’analyse de A sur OI'

Dans cette sous-section, on va simplifier 13(2)(A) sur les quatre sous-ensembles T, T,
Ty, et Ty de 9. Ecrivons

A=) A,

Jj=1



ol
AJ’ — A’Tj
pour tout j € {1,2,3,4}.

4.4.3.1. Sur T : y = —1. Dans cette partie on a

A ={2),® (-1) = 2"}, @ (1) + {2:11} o

een () e ()

x4+ 1 n " — gl 1 el " — gl
_{:c"—l—l }2®x+n{_x}2®<x"+1 )—n_l{—x }2® i1 )

(4.4.3)

4.4.3.2. Sur Ty : 2" + 1 = 0. Cet ensemble comprend n segments, nommément argx =
@e=D)m oy —”T_l <k< ”T“ On voit que

n

1. 241
A2:{$}2®y—ﬁ{—$ }2®y+{<—xn+1>y} R
2

1 A | 1 A |
~f_n 1 v - o _ n—1 1 v =
+n{w}2®<+<x”+1>y) n—l{ ‘ }2®<+<x"+1 Y

—{z}, @y + { (—“)y}2 ®z— — {7 @ (@ + 1)+ (2" +1)y)

n—1
(4.4.4)
+ i {=2"}, @ (@ + 1)+ (& +1)y) - i {-2"},®y (4.4.5)
- 711 {=2"h©@@" +1) + ni {—" '}, @@ +1). (4.4.6)

On calcule maintenant la ligne (4.4.6). La définition 2.2.3 nous suggere que

n3(2)({u}, ®v) = — D(u)dargv — ;log |v|(log |uldlog |1 — u| —log [1 — u|dlog |ul),
donc,
n3(2)({1 —u}, ®v) =— D(1 —u)dargv — Z{)log |v|(log |1 — u|dlog |u| — log |u|dlog |1 — ul)

= —n3(2)({u}t, ®v). (4.4.7)
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Ainsi pour chaque =251 < k < 2 et chaque argz = @2k=V)m

—=,ona

—n3(2)<n {—a" @ (" + 1) =1+ 27, © (1 +2)

n

1
:ﬁd,%(O)

=0.

On voit aussi
1

(L ot 1)
_ 1D(—x”_1>darg (1+2")

n —

+ 3(n1_1)10g |1+ 2"|log ‘1 - x”_l’dlog ‘—x”_l‘

1 n n—1 n—1
_mlogﬂ—kx |log‘—x ’dlog‘1+x ‘
Méme si log |1 + 2| n’est pas bien définie ot 2™ = —1, on peut prendre les limites

lim logll+u"|log‘1—i—u"’l‘dlog‘—u"’l’ =0,

u—rexp ( (zk—nl)m' )

et
lim log|1+u"|log‘—u”_1‘dlog’1—|—u”_1’ =0,

u—sexp ( (2k:—n1)7ri>

et obtient que
1

0 ), o) -
=0.

1

1D(—x”_1)darg(1 +2") =0

Dong, sur la ligne (4.4.6), on a

n3(2) <—711 {—=2"}, @ @"+1)+ 11 { x”_1}2 ® (2" + 1)) = 0.

Similairement, pour (4.4.5) on a
773(2)<1 {-2"}, @ ((@"+ 1)+ (2" + 1)y) - 711 {-2"},® y>
*773( J({—2"h o ((a" ' +1)y) = {-2"}, @)
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L@ (=) @ (2 1))

=— iD(—x”)d arg (x”_l + 1)

1
+ I log ‘x"‘l + 1‘(103; |1+ 2"|dlog|—z"| — log |—2"|dlog |1 4+ z"|)
=0.

Puisque x est une constante qui est une racine d’unité pour chaque —%1 < k < "TH et

2
(2k—1)7
==t
—E Tyt ez =0
"+ 1 5

dans cette section. Alors il nous reste seulement la ligne (4.4.4)

w20 =m@(feh ey - — (-}, 0 (@ + )+ (1)) @y

1
1)
u

chaque argx = , on a

On a pour tout u,v

({1, 0) = o{2) oo+ i

1
=D(u)argv + 3 log |v|(— log |u — 1|dlog |u| + log |u|d log |u|)

1 1
1—‘dlog ‘ ~log
u u

|
’dlog
u

1
~3 log |v|(—log |u|d log |u — 1| + log |u|d log |u|)

1
=D(u)argv — 3 log |v|(log |1 — u|dlog |u| — log |1 — u|dlog |ul)
= —13(2)({u}, ® ), (4.4.9)

et on voit que —z™ ' = 1 comme 2" = —1. Ainsi

w@ (g (=8 (@ 0+ (1))
— L@ ({e ), e (1))
(@8 () 0@ {3 0)

I (@ {1+, @ (1+2"7")) +m(2)({z}, ® ). (4.4.10)

Mais

ns(2)({1+2""}, @ (1+2"")) =dg(1+2"), (4.4.11)
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ol Z5(1 + 2™!) est une constante pour chaque —"51 < k < ™ et chaque argz = @

Donc,
dZ(1+2") =0

dans I'ensemble T5. On conclut selon les lignes (4.4.8), (4.4.10) et (4.4.11) que

1
m(@)(8e) =m()({a}hy @y + — {3}, ©)
n
= — )z}, ®y), (4.4.12)
4.4.3.3. Sur Ty : 2" 1 +1 = 0. Dans cette section de 9I', on a 2"~ = —1, alors 2" = —z.

Il suit que
1 .Z'n_l—l-l
A3:{$}2®y—n{m}2®y+{<—M)yh@x

1 0 1 0

o (o)~
+n{x}2®< +<xn+1>y) n—l{ e (1+ )
ey [

n 2 @Y "+ 1 y 9

+ rlz {z}, ®1+ L {—m"‘l}Q ®1

n—1
n—1 g1 +1
= T 1 . 4.4.13
" {w}2®y+{< $"+1>y}2®x (4.4.13)
Puisque pour tout —”T’Q < k < 3 et tout argw = (22:11)”, x est une constante qui est une
racine d'unité, on a
"+ 1
)] R [ ~0.

w{( 252

Donc,
n—1
13(2)(As) = ?73(2)< —{«}, @ y). (4.4.14)

4.4.3.4. Sur Ty : x +y = 0. Dans cette partie on a

Ay ={r},® (~2) — {2}, ® (~) + {(“ﬂ%h ®a
o) ()
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* 711 {_xn}2 @ ( o ) o}, © (:cln;ﬁ)

"+ 1 n —
={zh®r—— Lo x”}2®x+{ "11} (4.4.15)
* i =), @ (:cln_+x1> n—1 {_xn 1}2 ® (:3%1931) (4.4.16)

4.4.3.5. La combinaison des ensembles 77 et Tj. Le tableau 4.2 nous suggere que les
parcours d’intégration (par rapport a x) ne different que par la direction sur 7 et sur 7Tj.

Ainsi on peut combiner les deux ensembles de parcours en prenant
A=A = Ay,

avec laquelle on aura

= [ @)@ - [ m@)
= [ m(@)(a1 - &)

On simplifie maintenant 73(2)(A14) selon les lignes (4.4.3), (4.4.15) et (4.4.16) :

A=A — Ay
[k | 1 . " — gl 1 - "t — gl
_{ "+ 1 }2®x+n{_$ }2®< " +1 >_n—1{_x }2® "+ 1
1 n "+
_{x}2®x—|—g{—x }2®m—{xn+1}2®x

1 n 11—z 1 el 11—
_ﬁ{_x }2®(x”+1)+n—1{ o }2®<x”+1)

"1 1 "+
:{} ®x—{x}2®x+n{—x"}2®x—{ } ®
9 2

" + 1

Frtene () - ke (655)

1 e no_ gn-l 1 - 1 —
ool 1}2®<$x”—f1 >+n—1{_$ 1}2®(:cn+x1>
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1 n "+
}2®x—{x}2®x+n{—x }2®x—{xn+1}2®x

Ak |
" +1

1 1 1 n—1 n—1
e () - e ()

n—1
B l.nfl_‘_l
| oz 41

1 n " +x
}2®x—{x}2®m+n{—x }2®x—{xn+1}2®x

1 _1 1 n—1 n—1
‘f‘ﬁ{_mn}Q@(‘rn )—n_l{—x }2®(x )

41 1 . "+
_{:1:”—1—1 }2®$—{x}2®x+n{—x o @ — {x"+1}2®x
n—1 n n—
- {-2"}, @2 — {—IE 1}2®x
41 n "+ 1
:{W}2®x—{x}2®x+{—x b ®x — {xn+1}2®x— {—:c }2®x.
(4.4.17)
La proposition 2.1.6 nous dit que pour tout w,v, on a
1—u 1—v
1- — 0 =0
{ufy +{v}, +{ uv}2+{1—uv}2+{1—uv}2
Prenons u = 9”;::{1 et v = ;Zi}g Alors
n—1 1 n 1 1 n 1
S N
"+ 1, v+ ), )9 v+ 1)9 a1+ 1),
Donc, on voit des lignes (4.4.17) et (4.4.18) que
"+ 1 1 x" 1
do=- (b U ah ek ) 19
H "+ 2+ x2+ "+ 1 2+ a4 1), o ( )
n "+ n—1
_ ({x}Z —{—2"}, + {xn - }2 +{-z }2) ® 1. (4.4.20)
On a déja démontré dans (4.4.7) et dans (4.4.9) que pour tout u,v,
1
m@({u}, ©v) = —m@{1 - )y 0) = —m@) ({1} @),
Il suit que
@(fi-2},00) =-me({},24)
- — x)=-— — x
3 25 13 Y
=n3(2)({z}, @ z), (4.4.21)
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que

7s(2) ({:f: :}2 @ “”) = —m(2) ({i: :3}2 ® x) (4.4.22)
que
() 00) --m((52), 00
——n({i-(=5)}, )
=13(2) —xln}Q ® x)
=—m2)({-2"}, @), (4.4.23)
et que

=n3(2)({~ x"_1}2 @), (4.4.24)
En substituant les égalités (4.4.21) a (4.4.24) dans la ligne (4.4.19), on obtient

n5(2)(A1s) = — g )(({z i;} +{1—;}2+{ fi }2+{xn_11+1}2>®x)

T 1
({1~ {20+ () o)

o
( >( +1)2
({555}, + 6 o o)) o)
773(2)(<{96}2 (mamy+ { ) e, ea)
—2ns(2)({—2"}, @ 1) — 2s(2) ({21}, @ 7) — 2m(2) (o}, © )

(
=2 @) (="} ® (") - @) ({1}, © (7)) - 2(2) ({2}, @ 0)
in?,(z)({ "} (<o) = @) ({1}, @ (<)) - (D ({a), ©

n n —

-3

[\

1d,,%<—x”_1) — 2d.%(x). (4.4.25)
4.4.4. L’intégration sur OI'

Apres avoir simplifié la formule a intégrer, on peut enfin calculer l'intégration

Jor m13(2)(A). On va faire la computation partie & partie.
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4.4.4.1. Sur T et Ty. On remarque que les provenances des parcours de l'intégration sur

T forment ’ensemble

g {exp ((% ;1)m>

et les destinations de ces parcours sont

E:{exp<(2’€_w>‘_”_2<k§g}u{1}.

n—1 2

— <k<
9 .

n—1 n—i—l}

Il y a exactement 2 segments de parcours a intégrer de chaque provenance et a chaque

destination. Dénotons
E' = E\{1}.
On voit que
S = {ze@‘z":—l},
et que
E = {z € (C‘z”’l = —1}.
Alors, il suit de (4.4.25) que

[ m2)

= [ m((aw)

-/ idgg(—xn) - &d,%(—xnl) 2% (x)

- (G - I a () 2aw) |

=23 (333(—95”) - 2 () - 22(2)
2y <ig@,(_:¢n) - nir’%(_””n_l) ~24(1)

=23 (233(93) — 2z - 244(2)) + L) - g1 —1m0)
G () -mo

=23 (233(3;) — 2z - 24,(x)) ~ 14(1) - n(n4_ D
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2
L H(a) — 244(x) )

23 (240 -

zE€S

—- Y ) Y ) - 240 -

n zeR’! z€eS

Z3(—1).

n—1
Puisque |z| = 1 sur T}, on a
#4(w) =Re (Lis (2) — log la| L (2) + 5 log? || iy ()
= Re (Li3 (2)).
Le théoreme 1.1.3 nous suggere que

> #(x) = > Re(Liz(2))

zeE’ ek’

:Re< > Lig(x))

e (Be0)

- #y(x) = 3 Re (Lis (1))

TES z€S

:Re( > Li (:z:))

zh=—1

—Re (Lig (2_1)>,

Liz (1) = 4(Liz (1) + Lis (—1)).

que

et que

L’égalité (4.4.29) nous dit que

Lig (—1) = _i Lis (1) = _jf(?’) ER.

En substituant les égalités (4.4.27), (4.4.28) et (4.4.30) dans (4.4.26), on obtient

/T1UT4 773(2)<A) T 4(nn_ 1) Z,XS(:E) + 7744—711 ZS"%(:B) B 1235(1) - 71(7/’14_1)
_ 4(n—1) 3 n 3
T n . <_4(n — 1)2<(3)> * n—1 ( 4n2<(3)>
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(4.4.27)

(4.4.28)

(4.4.29)

(4.4.30)
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- 12(3) ~ s (-3¢0

3
:<_12 + n(n—1)>4(3)' (4.4.31)

4.4.4.2. Sur Ty. On voit de (4.4.12) que

n
1(2)(A2) = —ms(2) {1z}, ® y)
1
o (—D(m)d arg y —  logy|(1og |dlog |1 — | —log|1 — z|dlog |x\)>
—
= — - D(x)dargy,
comme |y| = 1. Alors
RGN
T>
= [ m2)a
T>
=/, _nﬁ 1D(:z:)dargy
i B (o o o (-5 Jawe
n—1 1§k<nT+1 argy:—(%_z_l)7r argy——(% n—l)m n &

" o (2k — )i
/ (2k—n—1)m + (2k—n—1)=w > D <6Xp ( d argy
argy="———— Jargy="—— —— n

4 (o) 42, 2k —n — 1)7T>D exp (_(Qk: ;1)7?2'))

. ((Qk - l)m'))

1<k ngt

Mais on voit du théoreme 1.2.1 que

D(e) = D(;ﬁ) — —p(et).
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”T“ n’existe que pour n qui est impair, et on a dans ce cas

2(2k—n—1)7r_2(n+1—n—1)7r_0
n—1 B n—1 o

De plus, le terme k£ =

Ainsi

_ A (2k —n — 1)D<exp <M>> (4.4.32)
4.4.4.3. Sur T3. Dans cette section on a
n—1
13(2)(Az) = n3(2)({z}, ®y)
n—1

— " D(x)dargy,
n

selon la ligne (4.4.14). Alors

[ @) = [ m@)()

n—1

= - / D(z)dargy
-1 @k—njm (21;%)77 ok — 1)ri
__n (/ ' >D<exp (—( K )m>>dargy
1<k< arg y=m argy—fﬂ' n—1
(2h—n)n @k—n)r .
pryen 2k —1
(/ ' )D(exp <( )m>>dargy
argy=m argy——ﬁ n—1
__n—1 3 (2 < (2k —n)m )—7T+7T>D<€Xp<—(2k_1)7”>>
1<k<Z n—1 n—1
el ( <2k—n )_W+W>D<exp<(2k—1)w>>
1<hen n—1 n—1
_ 2(2k )7rD<eXp<(2k—1)m>>
1<he n n—1

- 2(21@; n)7rD<eXp ((21;—_11)m'>>

n—l

1<k<3

IN

—~
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Néanmoins, quand k = 7, on a
2(2k —
(2k —n)m _o
n
Donc,
212k —n)m 2k — 1)m
fmee) = 3 HETp o (BEZT)
Ty 1<hen n n —
2(2k — 2k —1
_y (2k —n)m <exp<( k )m))
1<ken n n—1
4 L2 (2k — 1)mi
=—— ) (2k-— n)D(exp <>> (4.4.33)
n o= n—1

4.4.5. Le résultat de I’intégration

On combine les résultats de I'intégration sur les différents sections de OI' dans les lignes
(4.4.31), (4.4.32) et (4.4.33), et on obtient

J m@1@)
W {2t o (227

+ (—12 + n(ng—1)><(3)'

On voit de 'égalité (4.3.1) que
m(f) =m(r) = (52) [ @2 (1.434)
w/) Jr
ou f* est le coefficient principal du polynéme f € C[z,y|[z]. Dans ce cas de

flayz) =a"+1+ (" + 1)y + (= 1)z,

on a

ff=x—-1.
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)«3).

n(n —1)
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Conclusion

On trouve que la mesure de Mahler logarithmique de 2 + 1+ ("' 4+ 1)y + (x — 1)z est

m(z" + 14 (2" + 1)y + (& — 1)2)

:1%(%_@1}(@@ <<2’“—1>m>>_(1élj (Qk—n—l)D<exp <(2’f—1>m>>

nT = n—1 n— 1) n

1 3
+ 47T2<12 T 1)><(3).

D’autre part, une modification du corollaire 3.2.5 de Boyd et de Lawton dans [Law83]

nous suggere que
Tim m (o™ + 14 (2" + 1)y + (v = 1)z) = m(zw + 1+ (w+ Dy + (z - 1)2).
Mais on a
rw+l+(w+1y+(z—Dz=1+w)(1+y)— (1 —z)(w+ 2),
et il est trouvé dans [DLO7] par D’Andrea et Lalin que
m((1+w)(1+y) — (1 - 2)(w + 2))
=m((1 —z)(1-y) = (1 —-w)(l-2)
=5 25((3).

Ainsi, nous attendons ici la formule du dilogarithme

i ( 5 0k ) s (217

_(n_lm k: (2 —n — 1)D<eXp (M)))
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On est aussi curieux de penser au polyndéme
"+ 1+ (m"_l + 1)y—|— (x—1)z
comme un cas spécial du polynéme
1+ () + (- 1)z,
oul =n—1. On se demande si 'on peut calculer la mesure de Mahler
m(z"+ 1+ (2 + 1)y + (x — 1)2)
pour une paire générale des entiers positifs (n,l), et au cas d’un oui, si le coefficient de ((3)

1 3 3
= (1242 - 2).
47T2< +l n)

dans 'expression sera
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