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Sommaire

L’article A systematic search for nonrelativistic systems with dynamical symetries, Part
I publié il y a a peu prés 50 ans a commencé une classification de ce qui est maintenant
appelé les systémes superintégrables. Il était dévoué aux systémes dans l'espace Euclidien
ayant plus d’intégrales de mouvement que de degrés de liberté. Les intégrales étaient toutes
supposées de second ordre en quantité de mouvement. Dans ce mémoire, sont présentés de
nouveaux résultats sur la superintégrabilité de second ordre qui sont pertinents a I’étude
de la superintégrabilité d’ordre supérieur et de la superintégrabilité de systémes ayant des
potentiels vecteurs ou des particules avec spin.
Mots-clés : Hamiltonien, Intégrabilité, Classification, Quantité conservée, Inté-
grale de mouvement, Potentiel scalaire, Classique, Quantique, 3D, Espace eucli-

dien, Séparation de variables, Crochet de Poisson, Symétrie.






Summary

The article A systematic search for nonrelativistic systems with dynamical symetries, Part
I published about 50 years ago started the classification of what is now called superintegrable
systems. It was devoted to systems in Euclidean space with more integrals of motion than
degrees of freedom. The integrals were all assumed to be second order polynomials in the
particle momentum. Here we present some further results on second order superintegrability
that are relevant for studies of higher order superintegrability and for superintegrability for
systems with vector potentials or for particles with spin.
Keywords : Hamiltonian, Integrability, Classification, Conserved quantity, In-
tegrals of motion, Scalar potential, Classical, Quantum, 3D, Euclidean space,

Separation of variables, Poisson bracket, Symmetry.
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Introduction

Ce mémoire expose les systémes intégrables quadratiques dans ’espace Euclidien tridi-
mensionel. Dans le premier chapitre les notions d’intégrabilité et de superintégrabilité qua-
dratiques sont introduites dans le cas d’une particule soumise a un potentiel scalaire. Une
méthode systématique de classification de ces systémes est revue, et est par la suite appliquée
au cas présent. Cette méthode consiste a supposer 'existance de deux intégrales de mou-
vement de forme quadratique dans la quantité de mouvement qui commutent entre elles et
avec I’Hamiltonien du systéme associé a un potentiel scalaire arbitraire. Le systéme d’équa-
tions, appelé équations déterminantes, obtenu de cette contrainte permet alors de spécifier
les formes exactes des intégrales du mouvement, ainsi que celle du potentiel tridimensionel.
La classification de ces systémes revient alors & une résolution de systémes d’équations aux
dérivées partielles.

Un article dévoué a la superintégrabilité en mécanique quantique en trois dimensions a
été publié en 1967 et, avec deux articles le précédant, a débuté une classification de systémes
superintégrables en mécaniques classique et quantique. Cet article était supposé étre écrit
en deux parties, cependant, pour des raisons de politique de la Guerre Froide de 1968, la
deuxiéme partie n’a jamais été écrite. L’objectif du présent mémoire est de compléter son
écriture. La premiére partie de ’article en question notait ’existence de onze classes de paires
d’intégrales de mouvement, ainsi que le potentiel scalaire y correspondant. Chacune de ces
classes est associée a un systéme de coordonnées qui permet la séparation de I’équation de
Schroedinger.

Ce mémoire a donné naissance a un article scientifique destiné a la publication dans un
journal de physique mathématique, et qui y est inclu. Pour cette raison, une partie de sa ré-
daction (le chapitre 2, qui contient entre-autres, des calculs et des méthodes mathématiques)

a été faite en anglais.






Chapitre 1

Systémes intégrables et superintégrables en mécaniques

classique et quantique

1.1. Systémes intégrables et superintégrables

1.1.1. Mise en contexte

Une méthode commune et efficace pour comprendre les systémes physiques est d’en conce-
voir des modéles mathématiques, et d’utiliser ces modéles afin de faire des prédictions qui
seront par la suite comparées a des observations. Cependant, les équations différentielles
aux dérivées partielles et ordinaires provenant de ces modéles peuvent rapidement devenir
complexes, et ne peuvent dans la plupart des cas pas étre résolues analytiquement, mais uni-
quement de maniére numérique. En effet, il existe trés peu de systémes pouvant étre résolus
de manieére explicite et donner des solutions exactes pouvant prédire le comportement d’un
systéme en tout temps. Ceux-ci sont appelés des systémes Hamiltoniens classiques ou quan-
tiques intégrables, et c’est ’existence de symétries et de quantités conservées, les intégrales du
mouvement, dans ces systémes qui en font un sujet intéressant a étudier. Contrairement aux
symétries géométriques, qui sont connectées a l'invariance spatio-temporelle, les symétries
d’intérét dans cette étude sont les groupes d’invariance dynamiques concernant certains types
d’interactions. Ils impliquent I'invariance de certaines lois physiques (i.e. des Lagrangiens,
des éléments matriciels, etc.) par rapport aux transformations d’un groupe correspondant.

Le formalisme Hamiltonien décrit la dynamique d’un systéme physique de n dimensions
en mettant en relation la dérivée temporelle de la position z; ainsi que celle de la quantité

de mouvement p; qui s’y conjugue, a une seule fonction, I’Hamiltonien H. Dans sa forme



la plus simple, I’'Hamiltonien peut étre considéré comme étant 1'énergie totale du systéme,
H=T+V,ouT et V sont respectivement 1’énergie cinétique et l’énergie potentielle. La

dynamique d’un systéme est alors décrite par les équations de Hamilton, a savoir

de; OH  dp, oH .
-~ B =1...n. 1.1.1
dt dp;” dt Ox;’ J el ( )

Les solutions de ces équations donnent les trajectoires du systéme. Une propriété X du
systéme est par définition une intégrale du mouvement si elle Poisson-commute avec 1’'Ha-

miltonien. Autrement dit, elle doit satisfaire a la relation {#,X} = 0, ou

(Ap)— 0A0B 0408

5z 3p. ~ O, O (1.1.2)

est le crochet de Poisson. En effet, en utilisant les équations de Hamilton, dans les crochets

de Poisson, on a
OHOX OHOX = dX

X1 Ztox  onox  dx 1.1.

En termes du crochet de Poisson, les équations de Hamilton peuvent étre réécrites sous la

forme
dl’j

dt

dp; .
= {H.a;}, %:{%,pj}, j=1,.n (1.1.4)

1.1.2. Intégrabilité et superintégrabilité

Un systéme Hamiltonien & n dimensions est dit intégrable s’il existe n fonctions X; =

X;(7,p), (ot Xy = H) définies sur au moins un ouvert fini de 'espace des phases, telles que

{H,Xi} =0, (1.1.5)
{X:, X5} =0, (1.1.6)
rang( UCSHIERTY ) =n. (1.1.7)

8(x17"'7xn7p17"’7pn)

Un systéme est alors intégrable s’il posséde autant d’intégrales du mouvement que de degrés
de liberté. S’il posséde plus d’intégrales du mouvement que de degrés de liberté, on parle de
systéeme superintégrable. Un systéme superintégrable est dit minimalement superintégrable
s’il posséde n + 1 intégrales du mouvement, incluant le Hamiltonien, et maximalement su-

perintégrable s’il en posséde 2n — 1 [1].



1.2. Particule soumise & un potentiel scalaire tridimensionel

Un article dévoué a la superintégrabilité en mécanique quantique en trois dimensions a
été publié en 1967 [2]. Cet article, ainsi que deux autres le précédant [3] [4], a débuté une
classification systématique de systémes superintégrables en mécaniques classique et quan-
tique (voir par exemple [1] pour une revue, et 5], [6] et [7]). Les problémes addressés dans

[2] incluaient les suivants. On considére un Hamiltonien non-relativiste

1
H= 5;52 + V(7 (1.2.1)
ol en mécanique quantique, on a
L d
p; = —Zh%, L; = €jrzip (1.2.2)

J

et en mécanique classique p; est la composante de la quantité de mouvement conjuguée a
la coordonnée x;. Le moment cinétique L est introduit pour usage ultérieur. Les questions

suivantes sont alors considérées :

1. Quelles sont les conditions sur le potentiel V' (7) qui assurent 'existence de deux inté-

grales de mouvement en involution de la forme

X = O4(Mpipe + f7(F)pi + ¢*(7), a = 1,2 (1.2.3)

et quelle est la forme spécifique de ces intégrales 7 Un tel systéme Hamiltonien est de deuxiéme
ordre intégrable a la fois en mécanique classique et en mécanique quantique. Une somma-
tion selon les indices répétés est sous-entendue dans cette équation et dans les équations

subséquentes.

2. Quelles conditions supplémentaires devraient étre imposées sur le potentiel afin que le
systéme soit de deuxiéme ordre superintégrable, ie. qu'une ou deux intégrales de mouvement
supplémentaires de la forme (1.2.3) puissent exister ?

En termes mathématiques, ces questions sont traduites par les conditions

[H, X,] =0, (1.2.4)
(X1, Xo] =0, (1.2.5)
[H,Y,] =0, (1.2.6)



ot a = 1,2 et les crochets sont des commutateurs de Lie, [A,B] = AB — BA. En mécanique
classique, ils sont des crochets de Poisson. On remarque que Y] et Y5 ne commutent pas

nécessairement, et de méme pour X, et Y. Les résultats obtenus étaient les suivants :

1. Toutes les intégrales X, et Y, doivent avoir la forme
X = a5 Ly Lg + bys(prLs + Lipy) + Crsprps + g(7) (1.2.7)

oll a, b et c sont des matrices 3 * 3 & termes constants, telles que a = a € R3*3, b € R?>*3,
et ¢ = ¢I' € R*3. Autrement dit, le terme principal se trouve dans ’algébre enveloppante
de l'algebre e(3) de Lie Euclidienne. De plus, les termes pairs et impairs dans X commutent
séparément, et alors l’expression de X ne contient pas de termes de premier ordre en p;.
Ces deux caractéristiques ont par la suite été démontrées universelles, ie. valides pour des
intégrales d’un ordre arbitraire N et dans des espaces beaucoup plus généraux que F3 [8].
Pour des développements plus approfondis de la théorie de superintégrabilité, voir (9], [10],

[11], et [12].

2. Les équations (1.2.3) a (1.2.6) impliquent que le potentiel doive satisfaire a la condition

de compatibilité
oV (1)

Rir
ox,

=0 (1.2.8)
ol R est une matrice définie par

R, = @5, — 5,9y, (1.2.9)
Comme R est antisymétrique, son rang peut étre soit 7(R) = 0 ou 7(R) = 2. Dans la référence
[2], le seul cas considéré est celui ot 7(R) = 0, i.e. R =0 (tous les éléments de R sont nuls).

3. L’intégrabilité de deuxiéme ordre avec R = 0 est liée a la séparation des variables de

I’équation de Schrodinger

ou ¢, n, et & sont les systémes de coordonnées pour lesquelles I’équation de Helmholtz, (en
posant V(7) = 0 dans le Hamiltonien de ’équation de Schrédinger) permet la séparation des
variables dans F/(3). De maniére plus spécifique, des triplets H, X, et Xy, d’opérateurs com-

mutatifs étaient classifiés selon des orbites sous I'action du groupe Euclidien £(3). Chacune



de ces orbites correspond précisément a I'un des onze potentiels séparables de E(3) trouvés

plus tot par Eisenhart [13].

4. La superintégrabilité de deuxiéme ordre, quant a elle, était liée a la multiséparabilité,
ie. avec des potentiels permettant la séparation des variables dans au moins deux systéemes de
coordonnées. Spécifiquement, chaque systéme superintégrable permettait la séparation des

variables en coordonnées sphériques, en plus d’au moins un autre systéme de coordonnées.

L’article [2] était supposé étre le premier de deux articles ; cependant, la deuxiéme partie
n’a jamais été écrite suite a des problémes politiques de la Guerre Froide de 1968. Cette
partie devait considérer le cas ot le rang de la matrice R est r(R) = 2, et trouver tous les
systémes superintégrables de 'espace E(3), et non seulement ceux se séparant en coordon-
nées sphériques. Cette derniére tache fut complétée par Evans [14] (en mécanique classique).
Les résultats sont essentiellement les mémes dans le cas quantique. De maniére plus spéci-
fique, les potentiels intégrables et superintégrables en mécaniques classique et quantique sont
exactement les mémes. Les intégrales sont les mémes a une symétrisation prés dans le cas
quantique.

Le but de ce mémoire est alors de compléter les étapes manquantes et de cloturer I’analyse
de I'intégrabilité quadratique dans F'(3). Autrement dit, les problémes 1,2,3 et 4 seront résolus
dans le cas manquant, c’est a dire celui ou la matrice R est de rang r(R) = 2. Les étapes du
travail sont comme suit. Premiérement, seulement les parties principales (ie. pour lesquelles
on pose g1 = go = 0) des intégrales de mouvement sont considérées. Les commutateurs de
Lie sont calculés pour chacune des conditions (1.2.4)-(1.2.6), et donnent des polynémes de
troisiéme ordre en L; et p;. En égalant ces polyndmes a zero, des systémes d’équations mettant
en relation les coefficients a;;, b;;, et ¢;; sont obtenus, et leur résolution, ainsi que 1'utilisation
de symétries de rotation et de translation, permet de spécifier davantage les intégrales de
mouvement. Afin de spécifier le potentiel et les fonctions g; et go, ’équation aux dérivées
partielles (1.2.8) est résolue. Cette résolution impose aussi des contraintes supplémentaires
sur les constantes a;j, b;; et ¢;;, et donne la forme finale des intégrales de mouvement.

La section suivante est I'article résultant du travail fait dans le cadre de cette maitrise
et donne la plupart des détails de calcul pour les étapes mentionnées dans le paragraphe

précédant.






Chapitre 2

Second order integrability and superintegrability in

three-dimensional Euclidean space revisited

Ce chapitre est une version plus détaillée de I'article rédigé par I'auteur de ce mémoire
ainsi que son superviseur, Pavel Winternitz. La premiére section introduit le sujet et résume

ce qui a été dit dans le premier chapitre.

2.1. Introduction

An article devoted to superintegrability in quantum mechanics in the three-dimensional
Euclidean space E3 was published in 1967 [2], (though the term superintegrability had not
yet been coined). This article, together with two earlier ones on the same problem in FEs
[3], [4] had a considerable impact (316, 272, 172 citations, respectively, according to Web of
Science as of August 2019) and started a systematic search for superintegrable systems in
clasical and quantum mechanics (see e.g. [1] for a review). The problems addressed in [2]

included the following. Consider a nonrelativistic Hamiltonian

1
H= 5132+V(F’) (2.1.1)
where in quantum mechanics we have
. d
p; = —zh%, L; = €jrzip (2.1.2)

J

and in classical mechanics p; are the components of the linar momentum canonically conju-

gate to the coordinate x;. The angular momentum L is introduced for use below.



1. What are the conditions n the potential V' (7) for two integrals of motion in involution

of the form
X =04 (Ppipk + 7 (F)pi + g°(7),a = 1,2 (2.1.3)

to exist and what is the form of these integrals? Such an Hamiltonian system is "second or-
der" integrable, both in classical and quantum mechanics. Summation over repeated indices
is to be understood in this equation and below. The real smooth functions ®¢, f;, and g are
arbitrary and to be determined from the commutativity conditions (2.1.4), (2.1.5) below.

2. What further conditions must be imposed on the potential to make the system "second
order superintegrable", ie. for one or two more independant integrals of the form (2.1.3) to
exist?

Thus, in quantum mechanics we must impose the conditions

[H,X,] =0,a=1,2 (2.1.4)
(X1, X5] =0 (2.1.5)
[H,Ya] =0 (2.1.6)

where the brackets are Lie commutators. In classical mechanics they are Poisson brackets.
Notice that Y} and Y5 do ot necessarily commute, neither do X, and Y;,. The results obtained
were the following

1. All the integrals X, and Y, must have the form
X = arsLTLs + brs(prLs + Lspr) + CrsPrps + g(F)a a = aT eR (217>

That is, the leading term lies in the enveloping algebra of the Euclidean Lie algebra e(3).
Further, even and odd terms in X commute separately, so (2.1.7) contains no first order
terms in p;. These two features were later shown to be universal, i.e. valid for integrals of
arbitrary order N and in much more general spaces than F3 [8]. For further development of
superintegrability theory, see [9], [10], [11], and [12].
2. Eq. (2.1.5) implies that the potential V() must satisfy the compatibility condition

ov
R,— =0 2.1.8
o (2.1.8)
where R is a matrix defined as

10



Since R is antisymmetric, its rank can be r(R) = 0 or r(R) = 2. In ref. [2] it was assumed
that r(R) =0, ie. R=0.
3. Second order integrabiliy with R = 0 was linked with separation of variables in the

Schrodinger equation

HY = BV, ¥(r,y,2) = W1 () Wa(n) ¥s() (2.1.10)

where (, 7,  are coordinates for which the Helmholtz equation (eq. (2.1.10) with V' (#) = 0)
allows the separation of variables in E(3). More specifically triplets of commuting operators
X1, Xy, H were classified into eleven orbits under the action of the Euclidean group E(3).
Each orbit was shown to correspond precisely to one of the eleven separable potentials in
E(3) found earlier by Eisenhart [13].

4. Second order superintegrability was linked with multiseparability, i.e. with potentials
allowing the separation in at least two coordinate systems. All superintegrable systems were
found hat allow separation in spherical coordinates plus at least one system.

The article |2] was supposed to be the first of two, however Part I was never written
(for reasons that had nothing to do wih science but everything to do with Cold War politics
of 1968). It was supposed to deal with the case where the rank of R is 7(R) = 2 and to
find all superintegrable systems in E5 (not only those separating in spherical coordinates).
This second task was completed by Evans [14] (in classical mechanics, but the results are
the same in the quantum case).

The purpose of this article is to fill in the gap and to complete the analysis of quadratic
integrability in £5. Thus we will find all solutions of the questions 1, 2, 3 and 4 for r(R) = 2
in (2.1.8).

2.2. Formulation of the problem

We will consider the two second order operators

Xl - arsL’/‘Ls + brs(pTLs + Lspr) + CrsPrPs + g1 (F)v (221)

X2 = arerLs + ﬁrs(prLs + Lspr) + YrsPrPs + 92(7_’}) (222)

11



They both commute with the Hamiltonian H if the functions ¢, g», and V satisfy the

equation

09,

a+¢

“fa 0, a=1.2. (2.2.3)

The functions ®¢, of (2.1.3) are now restricted to ¢, which are quite specific second order

polynomials in x1,z9, and x3. For a = 1, they have the form

1 2 2

¢11 = a33x2 =+ a22x3 — 2a23x2x3 — 2()121‘3 + C11,
1 = 2 2_2 2b

G99 = 1175 + A33%] — 20312371 — 2092371 + €22,

1 2 2
(g5 = Q2277 + A1175 — 20120179 — 203179 + €33,

(2.2.4)
1 2
1o = —Q12T5 — A33T1T + A31T9T3 + 230371 + bi3Ty — bagwa + (beg — bi1)xs + 12,
1 2
B3 = —Q23T] — A11T2%3 + Q122371 + A3171%2 + by To — b3y w3 + (bsg — bao)xy + o3,
1 2
P31 = —a31T5 — A2T3%1 + Ao3T1T2 + A12T2%3 + oz — biawy + (b1 — bsz)xa + 31,

specified in [2] (they are also used in equations (2.1.3) and (2.1.9) above.) When a = 2,
they have the same form with a;; — «;;, b;; = B85, and ¢;; — 7;;. The operators X; and X,
must commute with each other. First of all, we consider their leading parts, X; ; and X, 1,
obtained by putting g; = go = 0 in (2.2.1) and (2.2.2), and classify the leading parts under
the action of the Euclidean group F(3) and linear combinations of the type AX; +BX,+CH,
where A, B, and C' are constants. First we divide the pairs {X;,X5} into six types.

From equations (2.2.1) and (2.2.2) we see that the matrices a, «, ¢, and 7 can be chosen to
be symmetric whereas b and 3 are not necessarily so. Each of these six cases will be treated
separately. The determining equations for the matrices in (2.2.4) are obtained by setting the
coefficients of all independant terms of the form L;L.L;, L;Lip;, L;pxp;, and p;pep; in the
commutator [X,X5] equal to zero. Since a = a”, rotations can be used to diagonalise a,.,
i.e. we can put a,, = a,0,5.

The six cases are the following, where in all cases e.g. a;; # 0 means that at least one

component of the matrix a does not vanish:
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I. Cli?é0,0éi#O
II. a; # 0,0 = 0, Bip, # 0
II. a; # 0,0 = 0, Bir. = 0,7y # 0

IV.a; =0,0; = 0,0y # 0, B, # 0

(2.2.5)

V. a; = 0,0éi = O,blk = O,ﬁlk 7é O,Cik 7£ 0

VI a; =0,0; = 0,bi =0, B = 0, cirs # 0,y # 0.

The condition [X7,X5] = 0, in which the terms proportional to L;L;L; are separated,

implies that o, is also diagonal, a,.; = a,.0,, and also that

oq(ag — a3) + Oég(@g — (11) + Oég(al — CLQ) = 0 (226)

Equating the terms proportional to L;L.p; to zero gives the system

a131 — arbz; =0

a1P21 — arby; =0

ar(—Pa2 + Pa3) — c1(baz — b33) =0 (2.2.7)
(a1 — az)(Bis + PB31) — (o1 — az)(big — bs1) =0

(al - a2)(523 + 532) - (al - 052)(623 — bgg) =0

to which all equations obtained by a cyclic permutation of the indices must be added.

The coefficients of L;pip; give the system
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(b12 + ba1)Biz — (bs1 + bi3)Brz — bisfar + b12fB31 = 0

—a1y31 + arczr + (—bix + ba2)(Biz + Ba1) + (biz + bs1)(Bur — Baz)+
+(b12 + b21) B2z — ba3(B12 + Pa1) = 0

—a1Y12 + aiciz + (=bi1 + bs3) (B2 + Ba1) + (b2 + ba1) (Bin — Bss)+
+(b1z + b31) B2 — b32(B13 + B31) = 0

—a1723 + 123 + (=11 + ba2)fs — ba1 P31+
+b310821 + b23(B11 — Ba2) = 0

b11(Bs2 — Ba3) + b2 23 — bazBsa — 2ba1 851 + 2031 81+
+(baz — ba2) P11 — b2s 22 + b32 333 = 0

a1 (22 — v33) — cu(ca2 — ¢33) + b11 (P22 — Baz) + baa(B33 — Pu1)+

+b33(B11 — Baz) + bsafag + bagflza = 0

+ all cyclic permutations.

The coefficients of p;prp; give the system

bi2v31 — bi3m12 — Pracs1 + Piscia =0
(=b11 + ba2)v31 + biz(111 — Y22) + brav2s — bagYia+
+(B11 — Baz)esr — Pis(cir — ca2) — Pracas + Pascia = 0
bia(y11 — ¥33) + (D11 — b33) V12 — bizyas + bsaysr + (—Bi1 + Bsz)ciat
+B12(e11 — e33) + Biacas — Pacz = 0
br1(22 — 33) + baz(33 — Y11) + b33 (V11 — Y22) + (a1 — bi2) V1ot
+(bz2 — ba3)y23 + (b13 — ba1)va1 — Bua(caz — c33) — Baalcaz — c11)—

—533(011 - 022) - (521 - 512)012 - (532 - 523)023 - (513 - 531)031 =0

+ all cyclic permutations.

(2.2.8)

(2.2.9)

In the next section the determining equations will be solved for the constant matrices a,

a, b, B ¢, and v for each of the six cases (2.2.5).
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2.3. Leading terms in X; and X5

2.3.1. CaseL: a #0, a # 0
This case can be separated into the three subcases, a; = as = a3z # 0, a1 = ay # ag and
a1 # as # as # a; with the last two subcases leading to the same result as the first one. If

a; = ay = az # 0, equation (2.2.6) gives two different possibilities for the operators X; and

X

Xl = L% + L% + L?), + brs<prLs + Lspr) + CrsPrPs + g1 (F)

(2.3.1)
Xy = L3 4 Brs(prLs 4 Lopr) + rsDrps + g2(F)
or
Xy = L3+ L3 + L3 + bys(pr Ls + Lapy) + Craprps + 91(F)
Xo = L3+ L} + Brs(prLs + Lspr) + Yosprps + ga(7), (2.3.2)

O<a<la#l

The systems (2.2.7)-(2.2.9) can be used to further specify these expressions. The pair
(2.3.1) becomes

Xy =L+ L3+ Lj + bss(psLs + Laps) + casp3 + g1(7)

(2.3.3)
Xo = L + go(7)
and (2.3.2) leads to the two following cases
Xy =Li+Lj+ L3+ a(p—% + p—%) + g1(7)
c b (2.3.4)
Xy =Li+cLi—ap;+ g(7),0<c< 1
and
ac a?(b — 2¢ a?(2b — ¢ .
Xy =Li+ Ly + Ly + - (p2Le + Lopz) + ( ; 4 ; i+ 0,(7)
(2.3.5)

a*c(b—c) a*c

b b

X5 :bL% + ch — ac(psLs + Lsps) + pg + go(7)

The last pair however, only satisfies the commutation relation if b = g, or if ¢ = 1, both
of which are equivalent to one of the first two cases by rotations, translations and linear

combinations of the type X' = uX; + vXs + A\H.
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2.3.2. Case II: a; #0, a; =0, By #0

X = CLTLE + brs(prLs + Lspr) + Crsprps + g(F)

(2.3.6)
Xo = Brs(prLs + Lpr) + Yesprps + 9(7)
The system (2.2.5) is reduced to
a1 831 =0
a1f21 =0
a1(B33 — Paz) =0
(a1 — a2)(Biz + B51) = 0
(a1 — a2)(B2s + P32) = 0
a2 =0
azfz2 =0
az(B11 — Bs3) =0 (2.3.7)

(a2 — a3)(Ba1 + P12) = 0
(a2 — a3)(B31 + P13) =0
asfaz =0

asfis =0

az(f22 — Pu) =0

(a3 — a1)(Bs2 + Pa3) = 0
(as — a1)(Biz2 + Pa1) = 0

As in the previous case, we distinguish three separate cases namely, a; = as = a3 #

0,a1 # as # a3z # a1, and a; = as # az. The first two lead to

X2 :Bll(prL’r + Lrpr) + YrsPrPs + gQ(F) (238>

which is equivalent to setting ;; = 0, because (py L1+ L1p1)+ (pa Lo+ Lap2) + (ps L3+ Laps) =

0. Since this is contrary to the hypothesis, this case is not to be considered. In the case
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a1 = ag # as, the operators X; and X, are reduced to

Xl :a3L§ + brs (prLs + Lspr) + CrsPrPs + g1 (F)
Xy =Pra(p1La + Lopr — paly — Lips) + Bss3(psLs + Lsps)+ (2.3.9)

+ YrsPrPs + 92(7:}>

The coefficients b, ¢,s and 7,5 can be specified using the systems (2.2.6) and (2.2.7).
(2.2.6) then becomes

—b31 =0
cr1op =0
120y — (b1 + b21) B33 =0
—b3y + cozr; =0
—2b31 + b3a833 =0
—(C22 — e33)y — b11 333 + bao 333 = 0
—b3s =0
Cro0ry — (b1 + b21) B33 =0
Coz3ry = 0 (2.3.10)
—bgy + cz1a2 — b31 833 = 0
—(—c11 + c33)an — b11 B33 + baaflz3 = 0
0=0
b1z + b1 + cazaz + (ba3 + b3) B33 — azyez = 0
—bag — bz + cz1az + (D13 + b31) B3z — azyz =0
bi1 — bzz + craaz + b12f833 — azy12 = 0
i1 + bag — 2b33 + (b12 — ba1) 333 = 0

bia + bay — (c11) — c22)as — b11 B33 + baafBss + as(y11 — y33) =0

To solve this system, we consider three cases: 1. 15 # 0, O33 # 0; 2. f12 = 0, f33 # 0 and
3. B2 # 0,833 = 0, and using the solutions into the system (2.2.7) we find respectively for
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each case
X1 :a3L§ + 91(77)

Xy =Pra(p1La + Lopy — paly — Lips) + Bss(psLs + Lsps)+

+ V33p3p3 + g2(7), B2 # 0, Bs3 # 0

X1 =a3L3 + csspsps + 91(7)

Xy =Bs3(psLs + Laps) + V33psps + ga(7), Baz # 0
Xy =L3 — abp; + a(psLy + Lips) — b(p1 Ly + Lapy) + g1(7)

Xy =poLy + Lips — p1Ly — Lopy — a(p3 + p3) — a(p} + p3) + g2(7)

2.3.3. Case III: a; #0, a; =0, Bir =0, v # 0

Xl - aqu% —'I— brs(p'r[/s + Lspr) + CT‘SprS + _'—91(7:‘)

XQ = YrsPrDPs + g2 (7:‘)
The system (2.2.5) is trivially satisfied. (2.2.6) becomes

—aiy3 =0
—a1y12 =0
—a17y23 =0

ai(y22 —v33) =0

—agy12 =0
—ag7y23 = 0
—agy3 =0

az(y3s —v11) =0

—agy2s =0
—azy3 =0
—azyi2 =0

ag(yi1 —Y22) =0
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If a; = ay = az # 0, then ~; = 7, and v, = 0,7 # k. By a linear combination between X,
and the Hamiltonian, this is equivalent to setting v = 0, which contradicts the hypothesis
v # 0. If a; = as # as, then either a; # 0 or ag # 0. The first possibility gives the same
result as the case a3 = as = az # 0. If az # 0, then v, # 0,7 # k and y1; = 792 = 0. The

operators X; and X5 become

Xl = Gng + brs(prLs + Lspr) + CrsPrPs + +gl (F)

(2.3.16)
Xo = v33p3p3 + ga(7)
With a translation, (x,y,2) — (z + o1,y + 02,2 + 03), with 01 = —by3, 093 = bag, and o3 = 0,
the system (2.2.7) becomes
bi2733 = 0
—b21733 =10
bsayss = 0 (2.3.17)
bs1y33 =0
(boz — b11)y33 =0
The operators X; and X, are then reduced to
X1 = agL3 + bss(psLs + Lsps) + ¢rsprps + +91(7)
(2.3.18)
Xy = 33p3p3 + ga(7)
2.3.4. Case IV: a; =0, a; =0, by, #0, Bip #0
Xl - brs (prLs + Lspr) + CrsPrPs + g1 (7?)
(2.3.19)

Xo = Bik(piLk + Lipi) + vikpipr + 92(7)
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The matrix b can be written as the sum of a symmetric and an anti-symmetric matrix. We

therefore have by; = —bya, b31 = —b13, b3s = —baes. The system (2.2.6) becomes

—b13821 + b12f31 = 0
—ba3 (P12 + Pa1) + (—bu1 + ba2) (P13 + f31) =0
(=b11 + b33)(Br2 + Ba1) + bas(B13 + B31) = 0
—bi3fa1 + ba3(B11 — Poz) + (=11 + b22) P + bi2f31 = 0
2ba3 511 — 2b13821 — basBaa + baofag + 2b12831 — b3 P32+
+b11(—P23 + B32) — bazBs3 = 0
b3a(Bi1 — B22) — bazBaz — bazBaz + bi1(Baz — B33)+
+boo(—P11 + PB33) =0

(2.3.20)

+ all cyclic permutations.

Morever, we have by1 + bay + b33 = 0, and 11 + S22 + B33 = 0. Solving these equations, we

find that 3 is also the sum of a symmetric and an anti-symmetric matrix, with 3;; = %bij.

The linear combination, X; — —22X, + X, implies that b=0, which is contrary to the

23
ba3

hypothesis, so this case leads to no possible integrals of motion.

2.3.5. Case V:a; =0, a; =0, bjp =0, Bir. #0, cir. # 0

¢rs can be diagonalised,

Xi = cuupt + coops + 033]?3 + g1(7)
(2.3.21)

Xo = Bin(piLr + Lipi) + vikpipr + 92(7)
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The systems (2.2.5) and (14) are trivially satisfied. The system (2.2.7) becomes

(2.3.22)

As in the previous cases, we can separate the possibilities into three using system (2.2.7):
C11 = C92 = C33 7é 0, C11 = C92 7& C33, and C11 7é C292 7é C33. The first 1mphes that Crg = 0 with a
linear combination with the Hamiltonian, and this case is to be rejected. If ¢17 = co9 # ¢33,

we find that,
X1 =p3 + 01(7)

Xo =P13(p1Ls + Lsp1) + Pag(paLls + Lsps) + Bas(psLs + Laps)+ (2.3.23)

+ YikDiPk + g2(7)

With a rotation around the z-axis, we can put 13 = 0, and the integrals become

X =i+ (2.3.24)

Xo =Pa3(p2Ls + Laps) + Bs3(psLs + Lsps) + Yikpivk + g2(7)

If c11 # c99 # ¢33, we consider the cases where 317 = (22, which leads to 5 =0, or B11 # (a2,
and we find
X1 =cupi + coaps + caaps + a1 (7),
C22(Bs3 — P11) + c33(B11 — Poz) + c11(Paz — P33) =0

Xo =B11(p1Ly + Lipr) + Pao(pala + Lops) + Bss(psLs + Laps)+

(2.3.25)

+ YikDiPk + G2(7T)
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With a linear combination X; — —c33H and using the fact that psls + Lsps = —p1 L1 —

Lip1 — paLlo — Lops, these expressions are reduced to,

X1 = 01129? + 022193 + g1(7), —c22P11 + 11822 = 0

(2.3.26)
Xo = Bri(pr1Ly + Lipr) + Baa(p2La + Lops) + vikpipk + 92(7)
2.3.6. Case VI: ¢, =0, a; =0, b, =0, Bix =0, ¢ # 0, Yir # 0
Xl = CrsPrPs + 91(7#)
(2.3.27)
Xo = Yikpipr + 92(7)
¢rs can be diagonalised. We find
X1 = ci1pi + coaps + caaps + 91 (7)
(2.3.28)

Xy = Yyirpik + g2(7)
2.4. The matrix R,, and the potential

As stated in the Introduction the potential must satisfy the condition (2.1.8). In [2] it was
assumed that R satisfied R = 0 and the equation Rir%was satisfied trivially. The potential
was then determined from further determining equations obtained from lower order terms in
the commutation [X7,X5]. We shall not reproduce these results here. Instead we concentrate
on the case when R # 0 and (2.1.8) imposes additional constaints on the potential. Since
R = —RT and R # 0, it always satisfies rank(R) < 2. In this section the functions ¢%
are computed for each of the six cases and their subcases found in the previous section,
along with the matrix R, and the equation (2.1.8) is solved for the potentials. We are only
interested in the case rank(R) = 2, since rank(R) = 0 was treated exhaustively in [2], and
rank(R) = 1 is impossible (R is anti-symmetric). As will be seen in this section, for the

present case, we distinguished two main possibilities for the matrix R. First, R was found

to have the form

0 0o S
R=10 0 T
-S =T 0

where S and T are functions of x, y, and z, and such that ST # 0. In that case the equation

for the potential is
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or

TV, =0
SV, =0 (2.4.1)
TV, =SV, =0
The second possible form of R is
o U S
R=|-U 0 T
=S =T 0

with U also a function of z, y and z, and UST # 0, and the equation for the potential is

o U S| |v 0
~U o T||V,|=]0
—S -T 0| |V 0
or
UV, +SV. =0
—UV, +TV. =0 (2.4.2)
~TV, =TV, =0

In each case we will present the matrix R and are only interested in cases with R # 0.

2.4.1. Case Ia: (2.3.3)

Xy = L+ L3+ L3 + bss(psLs + Laps) + cssp3 + g1(F)

(2.4.3)
Xy = L3 + g2(F)
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The functions ®;; are given by
q)h = (92 + 752)
3, = (2 + 2%
Dy5 = 33 + (27 + )
<I>%2 = -2y

@53 = by3r — Yz

@%3 = —b33 — Iz
(2.4.4)
2 2
1, =y
03, = °
035 =0
o, = 2y
2, =0
P, =0

The coefficients R;,. are computed using the formula R;. = ®}, ®% — &2 ®;  and we find
Ris =0
Ri3 = bsgy(2® + y?) (2.4.5)
Ro3 = —b33$($2 + y2)

And so the matrix R, is

0 0 basy(z? + y?)
R= 0 0 —bszw(2* + 3%)
—b33y<x2 + yQ) bggl’(l’Q + y2) 0

If b33 = 0, R is indentically zero and the potential resulting from this case gives the separation

of variables in spherical coordinates, which was already found in [2]:

1
72 sin?(0)

with the usual definitions of the spherical coodinates {r, 6, ¢}. The case that interests us is

V=/f(r)+ %g(é’) + h(9), (2.4.6)

then bss # 0 and we can divide R by bss(2? +?). Using the equation R; 2" = 0 to compute

W dr,
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the potential

0 0 wy Ve 0
0 0 —z| |V,]| =10
—y x 0 V., 0

The potential V' (z,y,2z) only depends on the variables x and y and satisfies the equations

V.=0
(2.4.7)
—yVe+ 2V, =0

The solution of this system is easily found using the method of characteristics. The potential
depends on a single variable p = (/22 4+ y2. This potential allows two first order integrals

(the second order ones are their squares),

V=V(p), p= a2ty

0

ps= - (2.4.8)
B

L3 = a—¢

The presence of p3 as an integral of motion reduces the problem to one in two dimensions
(Es).

2.4.2. Case Ib: (2.3.4)

p} P
X, =L+ L2+ 1%+ a(;l + f) + g1(7)
X5 :L% + CL% — apg + g2(7), (2.4.9)

with 0 <c<1
For this case we obtain R = 0 and hence the results of |2], that is, the separation in sphero-

conical coordinates for a = 0:

V= , 2.4.10
f(r) + 7'2(@2 . )\2) ( )
with the coordinates defined by

r2(02_b2)(h2—)\2

ZE2 — _(6b2(£)2)_(£2) )

r2(2—02)(c2—)\2
y? = ( 0282)_(172) A?) (2.4.11)

22 = TN
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and ellipsoidal coordinates for a # 0:

(t —w)f(s) + (u—s)g(t) + (s — t)r(u)

V = 2.4.12
(s—=t)(t —u)(u—s) ( )
2 _ (s—a®)(t—a?)(u—a?)
T~ = a2 (a2 —b?)
S—b2) (1—b2) (u—b2
y2 _ bb)Q((thb—(zg) b%) (2.4.13)
22 = aSQt;Q

Using the linear combinations X’ = uX; + vXs + AH, this case can be re-written as

Xy =L3 + L3 + L3 + c(p} + ap3) + g1 (7)
(2.4.14)
Xy =12+ al? + ca(ps + p2) + go(7)

When ¢ # 0 we find the integrals found in the case Ia. When ¢ = 0, if a > 0, we find the

separation in the prolate spheroidal coordinates:

f(coshn) + g(cos ) N h(¢)

V= , 2.4.15
sinh? 7 + sin”® a sinh® 7 sin? o ( )
2?2 = asinh 7 sin a cos ¢
y* = asinhnsin asin ¢ (2.4.16)
2% = acoshn cos
and if o < 0, the separation in oblate spheroidal coordinates:
inh h
y - {inhn) Fgleosa) | hlg) (2.4.17)
cosh®n — sin” « cosh” nsin” «
x? = a cosh 7 sin a cos ¢
y? = a coshnsin asin ¢ (2.4.18)
2% = asinh 7 cos a
2.4.3. Case IIa: (2.3.11)
Xi=Li+q(7)
Xy = Bra(prLo + Lop1t — paliy — Lipa) + Ba3(psLs + Laps)+ ( )
2.4.19

—
Y

+ Y33p3p3 + g2(T)
with 312 # 0,33 # 0
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The functions ®;; are given by

(bh = ?JQ
®3, = 2
Pl =0

@%2 =Y
Py, =0

P, =0

(2.4.20)

P2 = 28192
2, = 28192
‘1)33 =33
P2, =0

<I>§3 = — B2y + B3z
@%3 = — P12 — B33y

And the matrix R, is given by

0 0 —Bs3y(z? + y?)
R = 0 0 B33I<1]2 —+ y2>
Basy(x® +y*) —Basx(z® 4+ y?) 0

Once again, we can divide the matrix by Bs3(2? + 3?) and the equation Rir% = 0 for the
potential is,
0 0 —y| Vo
0 0 =z Vol =
y —x 0] |V,

o O O

The potential V(z,y,z) and the integrals of motion are as in (2.4.8).

2.4.4. Case IIb: (2.3.12)

X = L§ + C33p§ + ¢1(7)
(2.4.21)
Xy = (psL3 + L3ps) + v33p3 + g2(7)
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The functions ®;; are given by

(I)h = y2
q’%z = 1
B35 = c33
(I)%Q = -1y
(I)%:s =
‘1’13 =
(2.4.22)
2
1 =
(I)gz =
q):%,g = 733
%, =0
P =2z
(I)%s =Y
And the matrix R;, is given by
0 0 y(css — (27 +¢?))
R = 0 0 z(—cs3 + (22 + 9?))
—y(es3 — (22 +9?) —x(—c33 + (22 + y?)) 0
Dividing by ¢33 — (#? + y?) and using the equation Rw% = 0 to compute the potential, we
get
0 0 —y| |Va 0
0 0 = Vyl = |0
y —x 0 V., 0

We obtain once again the case (2.4.8).

2.4.5. Case IIc: (2.3.13)

Xy = L — abp; + a(p2 Ly + Lipa) — b(p1 Lo + Lopr) + g1(7) (2.4.23)
Xy = poLy + Lipa — p1La — Lapy — a(p3 + p3) — a(p} + p3) + ga(7)
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This is already exactly the same as the case XI in [2], which separates in paraboloidal

coordinates:
W =Nf() + A = pg(v) + (p = v)h(N)

v =)= N1 2420
T = (u—a)(zzz)(/\—a)
y = % (2.4.25)
z=1(p+v+A—a—0>)
2.4.6. Case III: (2.3.18)
Xy = L3 4 bsz(psLs + Laps) + craprps + 91(7)
(2.4.26)
Xz = + 6a(7)
The functions &, are given by
d1, =v* +cn
gy = 2% + oo
O35 = Ca3
‘biz = —TY + Ci2
@53 = b33x + Co3
Diy = —bszy + 13
(2.4.27)
P2 =0
2, =0
3 =1
%, =0
®3, =0
®L, =0
And the matrix R;,. is given by
0 0 —bssy + c13
R = 0 0 bssx + Ca3
b33y — c13 —bszx — c23 0
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When b33 # 0 we can translate along x and y to obtain ¢;3 = co3 = 0 and dividing by b33
we again arrive to the potential and integrals (2.4.8). When b33 = 0, the equation for the
potential is reduced to

0 0 cs| | Ve 0

0 0 el |Vy| = |0

—ci3 —c3 0] |V 0
which are two equations with constant coefficients for V. A rotation about the z-axis can
be made so that c;3 — 0 and co3 — ¢ # 0, with ¢2; + ¢33 = ¢ # 0. The potential must then
satisfy the equations
—cV, =0

(2.4.28)
cV,=0

In other words the potential depends on a single cartesian coordinate, z. It allows two first

order integrals

V =V(x)
e =0, (2.4.29)
p3s = az

For b33 = ¢13 = c93 = 0, the matrix is identically zero and we obtain the separation in circular

cylindrical coordinates:

1
V= Fo)+ 59(a) + hiz), (2:4.30)
T = pcosa
Yy = psina (2.4.31)
2=z

or elliptic cylindrical coordinates:

f(cosh i) + g(cos @)

V= + h(2). 2.4.32
cosh? ;1 — cos? o (2) ( )

x = acosh pcos a
y = asinh ysin o (2.4.33)

Z =2z
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2.4.7. Case Va: (2.3.24)

X1 =p;+ a(P

Xz = Pas(p2Ls + Lapz) + Bas(psLs + Laps) + Yrsprps + 62(7) 2430
The functions ®;; are given by
(Ph =0
(I)§2 =0
(I):IJ,S =1
@iz =0
(I)%?, =0
(I)i:s =0
(2.4.35)
(I)%l =T

D3, = 20037 + Y22
D33 = V33

DTy = —Basy + M2
D3y = Ba3x + 723

@%3 = —[33y + V13

Using the equation RW% = 0 to compute the potential, we get

0 0 (B3sy — 7113) Ve 0
0 0 —(Bssx +723)| [Vy| = |0
—(Bs3y —m3)  (Bssz + v23) 0 V. 0

When 33 = 0, the matrix becomes analogous to the case I1I, and we get the same integrals of
motion and potential as (2.4.24). When 33 # 0, a translation y — y + 72, and v — o — 2,
gives the matrix a form analogous to the case I.a. and we get the same potential and integrals

of motion as (2.4.8).
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2.4.8. Case Vb: (2.3.25)

X| = c1up} + caops + c33ps + g1 (7)

Xy = Bui(piLy + Lip1) + Boa(poLo + Lops) + Bas(psLs + Laps) + vijpip; + 92(7), (2.4.36)

with c11(0833 — fa2) + c22(P11 — Ps3) + c33(P22 — P11) =0

Making a linear combination X; —cs3H and setting (py L1+ Lip1) + (pa Lo+ Laps) = —(psLs+

L3ps), this can be re-written as

X = 011]?% + 022273 + g1(7)

Xo = Bu1(p1Lr + Lipr) + Paa(paLe + Lops) + YijPil; + ga(7), (2.4.37)

with —cq1822 + €22811 =0

The functions @, are given by

O}y = cn
By = o9
P3, =0
1, =0
Dy =0
P, =0
(2.4.38)
(I)% = T
CI>§2 = 22
(I):Qz,g = 733

q)%z = (Bo2 — P11)z + 712
<I>§3 = — 22T + Y23

DI, = Buy + 713
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And the matrix R;,. is given by

0 (c11 — €22)((Boz — B11)z +712)  cu1(By + ms3)
R = —(c11 — 22) (B2 — B11)z + 712) 0 —Coa (B + 723)
—ci(Buy + m3) 22(B22% + 723) 0

However, the commutation relation [X;,H| = 0, implies that

g1z +c11Vy =0
Gy + c22Vy =0 (2.4.39)

glz:O

and it can easily be seen that the compatibility condition g, = gi1y. leads to c11 = ca2 # 0,
which, using the condition —fyc11 + B11c00 = 0, implies that 11 = Pog # 0. The matrix is

then reduced to

0 0 c11Buy
R = 0 0 —c11P11x
—cuPuy cnfux 0

where the constants 7;; were set to zero by translations of x and y, and we obtain the same

potential and integrals of motion as (2.4.8).

2.4.9. Case VI: (2.3.28)

X1 = ciupt + caops + c33p§ + g1(7)
(2.4.40)

Xo = vikpipr + 92(T)
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The functions ®;; are given by

Oy, =cn
Dy = Ca2
Q33 = c3
1, =0
Py, =0
P, =0
(2.4.41)
% =
@32 = 722
<1>§3 =33
By = ma
q)%g = 723
@%3 = 713
And the matrix R;, is given by
0 (011 - 022)712 (011 - 033)713
R=|—(c11 — c2)n2 0 (coa — c33)723
—(c11 — e33)n13 —(C22 — €33) 723 0
For R =0, i.e. when ~,;; =0, ¢ # j, we get separation in cartesian coordinates,
V= f(z)+g(y) + h(z). (2.4.42)

When R # 0, making the linear combination X; — X;—c33H we can see that the determining

equations issued from [X,H]| = 0 give once again the system
g1z T c1Ve =0
Gy + 22V = 0 (2.4.43)
g1 =0

and gizy = g1y, implies that ¢;1 = cp2. The matrix becomes as the case V-a, and the potential

and integrals of motion are the same as (2.4.24).
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2.5. Conclusion

The problem addressed in the present article was formulated in sections 2.1 and 2.2 and
was solved in sections 2.3 and 2.4. In physical terms, the problem was to find all completely
integrable classical and quantum Hamiltonian systems in Euclidean space E3 of the form
(2.1.1). Integrability implies the existence of two well defined integrals of motion {X;,X5}
in involution. In the paper, X; and X, were restricted to being second order polynomials in
the momenta p;, j = 1,2,3 as in (2.1.3).

The task was thus to obtain a complete solution of the determining equations, i.e. a
system of partial differential equations following from equations (2.1.4), (2.1.5) and (2.1.6).
The solution involves an analysis of a matrix R defined in (2.1.9) and used in (2.1.8). The
matrix R is antisymmetric R = —RT € R3*® and can thus have rank 7(R) = r, with r = 0
or r = 2. The case r = 0 was completely solved in [2]. The case r = 2 was left open and its
analysis constitutes the original part of this paper. The main result can be summed up as a
theorem.

Théoréme 2.5.1. If the rank of the matriz R satisfies r = 2 then the potential V (z.,y,z) is
invariant under a two dimensional Abelian subgroup of the Euclidean Lie group E(3) and

allows two first order integrals of motion {Y1,Ya}. Two inequivalent cases occur:

LV =V(p),p=vVaz*+y* ;Y1 =ps, Yo = Ls, (2.5.1)
2. V=V(z);Y1 =p1, Yo =po. (2.5.2)

Comment: The second order integrals {X;,X5} postulated in the formulation of the
problem are in this case second order polynomials in Y; and Y5, (and thus are elements of
the enveloping algebra of the Lie algebra e(3)).

The proof of the theorem is given in section 2.4 of the paper. The essence of the proof is
that if the matrix R in (2.1.5) has rank 2, then R can (up to nonzero multipliers) be reduced

to one of two forms

or
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0 0 0
Re=10 0 1
0 -1 0

The "polar case" R, occurs in cases La, IL.a, IL.b, III (b33 # 0), V.a (b33 # 0), and V.b.
The "Cartesian case" R, occurs in cases III (b33 = 0) and VL.

A further result established in this thesis concerns the case rank r = 0 treated in [2].
Namely the classification of the triplets of commuting integrals { H,X;,X5} depends crucially
on the fact the pontential V(7) in (2.1.1) is a scalar one, depending on position 7 only. In
the presence of velocity dependant potentials, e.g. in a magnetic field, a quadratic integral
(2.1.3) will not necessarily have the form (2.1.1).

The situation here is similar to the one that occurs in the study of superintegrability with
higher integrals of motion in Ey and more generally in E,, . Linear compatibility conditions
occur that can either be solved trivially (all coefficients vanish), or they provide ODEs for
the potential. These ODEs are compatibility conditions for the existence of higher order
integrals, together with the separability of the potential in V5 . These additional ODEs are
non linear and lead to “exotic” potentials in terms of elliptic functions, Painlevé transcendents

or new functions having the Painlevé property [15], [16], [17], [18] and [19].
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Chapitre 3

Applications de la théorie de l'intégrabilité a des

situations physiques connues

Dans ce chapitre, qui est facultatif a la compréhension de ce mémoire, différents exemples
d’applications physiques et concrétes de la théorie de l'intégrabilité seront donnés. Les
exemples suivants sont des exemples connus et qui ont été étudiés et sortent du cadre de la
recherche originale de ce mémoire. Ils sont mis ici pour donner un exemple plus concret et
physique de systémes intégrables, et ne fait que énoncer les intégrales de mouvement. Plus
précisément, trois exemples seront abordés, dont un en mécanique classique sur trois situa-
tions particuliéres dans lesquelles la precession d’un corps rigide est un probléme intégrable,
un systéme d’équations aux dérivées partielles & (1 4 1)-dimensions, I’équation de Korteweg-
de Vries, qui ménera a parler de la théorie des solitons, et finalement, un dans la théorie des

modeéles de cristaux ou des réseaux (lattice), a savoir le réseau de Toda.

3.1. Les toupies d’Euler, de Lagrange et de Kovalevskaya

Un exemple de probléme d’intégrabilité important en génie mécanique et aérospatiale,
notament pour la conception des turbomachines |20], est la précession des corps rigides.
En mécanique classique, la précession d’un corps rigide tel qu'une toupie sous l'influence de
la gravitation n’est généralement pas considéré comme un probléme intégrable. Cependant,
trois exemples célébres le sont, a savoir les toupies d’Euler, de Lagrange et de Kovalevskaya.
En plus du Hamiltonien de ces systémes, ces corps rigides possédent trois intégrales de

mouvement desquelles surgissent 'intégrabilité.



Formulation Hamiltonienne des toupies

Une toupie classique est caractérisée par trois axes principaux, définis par les trois vec-
teurs orthogonaux é', 2 and, €3, auxquels correspondent les moments d’inertie I;, I, and,
I3. Dans une formulation Hamiltonienne des toupies, les variables dynamiques conjuguées

sont les composantes du vecteur moment cinétique L le long des axes principaux

(Ilo,ls) = (L-&',L-&* L - &%) (3.1.1)

et les composantes selon z des trois axes principaux

(nl,ng,ng) = (ZA’ . él,é . éZ,f . ég) (312)

L’algebre de Poisson de ces variables est donnée par

{laalb} = eabclc; {laanb} = €abcllcs {navnb} =0 (313)
Si la position du centre de masse est donné par R, = (aé' +bé2 + cé3), le Hamiltonien d’une
toupie est donné par
)? | )* | ()?

H = b 3.14
3, + 2, + 21, + mg(any + bny + cng), ( )

et les équations du mouvement sont déterminées par

lo ={H]l,},1q = {Hng}. (3.1.5)

Toupie d’Euler

La toupie d’Euler est une toupie sur laquelle aucun moment de force n’est appliqué. Le

Hamiltonien de ce systéme est donné par

(L), (l)* | (13)?
Hp = . 1.
2= 91 T o T (3.1.6)

Les quatre constantes de mouvement sont alors ’énergie Hp et les trois composantes du

moment cinétique dans le référentiel du laboratoire,

(Ly,Lo,L3) = 116" + 156* + 136°. (3.1.7)
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Toupie de Lagrange

La toupie de Lagrange est une toupie symétrique dont le centre de masse le long de I'axe

de symétrie est au point R = hé®. Son Hamiltonien est donné par

H =

(L) + (12)* | (I3)?
of o

et ses quatre constantes de mouvement sont 1’énergie H,, la composante du moment cinétique

+ mghns, (3.1.8)

le long de I'axe de symétrie I3, le moment cinétique le long de I'axe z,

Lz = llnl —+ l2n2 + l3n3, (319)

et enfin la norme de son vecteur n,

n® = ni +nj + n3, (3.1.10)

Toupie de Kovalevskaya

La toupie de Kovalevskaya est une toupie symétrique pour laquelle [y = I, =1, I3 = é,
et le centre de masse est dans le plan perpendiculaire a 'axe de symétrie, Rem = hé'. Le

Hamiltonien est donné par

(1) + (12)* + 2(13)°
21

Les quatre constantes de mouvement sont 1’énergie H, 'invariant de Kovalevskaya,

H= + mghn,. (3.1.11)

K=¢,6, (3.1.12)

ou les variables &4 sont définies par
&x = (Iy £ ily)* — 2mghl(n, £ iny), (3.1.13)
la composante du moment cinétique dans la direction z,
L, = liny + lang + l3n3, (3.1.14)
et enfin la norme de son vecteur n,

n? =n? +nj +ns, (3.1.15)
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3.2. L’équation de Korteweg-de Vries

Un lien fondammental entre la superintégrabilité des systémes quantiques et la théorie des
groupes de Lie permet de voir la théorie de la superintégrabilité comme une intégrabilité non-
abélienne [21]. Dans cette optique, les systémes intégrables de dimension infinie (les sytémes
de solitons), décrits par exemple par 1’équation de Kadomstev-Petviashvili ou par I’équation
de Schrédinger non-linéaire, sont superintégrables [22], [23], [24]. En effet, les symétries
de ces équations forment des algébres non-abéliennes ayant des sous-algébres abéliennes
(les symétries de Orlov-Shulman) de dimension infinies de flots commutatifs. Un exemple
de ces systéemes est I’équation de Korteweg-de Vries, qui est un modéle mathématique des
ondes se propageant sur la surfaces des eaux peu profondes. Elle est considérée comme
I’exemple typique de modéles exactement résolubles d’équations aux dérivées partielles. C’est
un systéme d’équations nonlinéaires dispersives pour une fonction ¢ de deux variables réelles
x, et t,

O1p + 2p — 60,0 = 0. (3.2.1)

Solutions d’ondes solitaires ou solitons

Considérons les solutions pour lesquelles une onde de forme fixe donnée par f(z) maintient
sa forme pendant sont voyage vers la droite avec une vitesse de phase ¢ [25]. Une telle solution
est donnée par ¢(z,t) = f(r —ct—a) = f(X) ot on a posé X = x — ¢t — a. Substituant cette
solution dans I’équation de Korteweg-de Vries donne I’équation différentielle

af  df a
—Cd—X+m—6 d—X—O, (322)

ou encore, en intégrant par rapport a X,
—cf+i—3f2:A (3.2.3)
X7 , 2.
ou A est une constante d’intégration. Si la variable X est interprétée comme étant une
variable de temps virtuelle, alors f satisfait a I’équation de mouvement Newtonienne d’une

particule soumise & un potentiel cubique de la forme
1
V() = =(f" +5ef* + Af). (3.2.4)

En posant A =0, et ¢ > 0, la fonction potentiel V(f) posséde un maximum local en f =0,

et il existe une solution pour laquelle f(x) commence & ce point au temps virtuel —oo, se
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rend & un minimum local, et ensuite se rend & un maximum local au temps +oc. En d’autres
termes, f(x) approche 0 quand X — 4o00. Cette forme est caractéristique de I’'onde solitaire
ou soliton. Plus précisément, la solution est donnée par
c e
rt)=——5|—(@x—ct—a 3.2.5
Blat) = —— 2 ) (325)

Intégrales de mouvement

L’équation de Korteweg-de Vries posséde une infinité d’intégrales de mouvement inva-

riables dans le temps [26]. Elles sont données explicitement par

+oo
/ Pon1(6:006, 026,...)d, (3.2.6)
ol les polynomes P, sont définis par récurrence par
Pr=¢ (3.2.7)
dP n—2
p,=——21 PP,y 2.
) - +;; | (3.2.8)

Les premicres intégrales de mouvement sont la masse [ ¢dz, la quantité de mouvement

[ ¢*dx, et Dénergie [2¢* — (0,¢)*dx |27].

Paires de Lax

Pour la section suivante, il est nécessaire de réécrire I’équation de Korteweg-de Vries sous
la forme de I'équation de Lax, L, = [L,A], ot L est un opérateur de Sturm-Liouville, en

écrivant,
O = 600, — 030, (3.2.9)

et en posant,

L=—09*+¢
(3.2.10)
A =487 — 3[¢0, + 9,¢]

3.3. Le réseau de Toda

Le réseau de Toda [28] est d’un intéret considérable pour les physiciens car il sert
d’exemple pour les systémes de réseaux nonlinéaires dans lesquels certaines ondes peuvent
se propager sans déformation. Dans la limite du continu, le réseau de Toda est décrit par

I’équation de Korteweg-de Vries nonlinéaire, ce qui permet de lier la théorie de ces réseaux

41



avec la théorie du soliton. Le réseau de Toda est un modéle simple pour un cristal unidimen-
sionel en physique de ’état solide. Il est donné par une chaine de particules exhibant des

interaction du type Plus-Proche-Voisin et décrit par les équations du mouvement,

L ont) = e~ann=a=1.0) _ (a1 -a(n)
di (3.3.1)

d
EQ(nut) - p(nat)7

ot q(n,t) est le déplacement de la n-iéme particule de sa position d’équilibre, et p(n,t) est sa
quantité de mouvement. C’est un exemple type de systéme complétement intégrable ayant

des solutions en ondes solitaires. Pour le voir, on pose

a(nt) = %em(nﬂ,t)q(n»t»m

] (3.3.2)
b(n,t) = —§p(n,t),
Alors le réseau devient
alnt) = a(md)(b(n + 1,t) — b(nt))
. (3.3.3)
b(n,t) = 2(a(n,t)? —a(n — 1,t)%)
Dans ce cas, le réseau de Toda est équivalent & I’équation de Lax
d
S L&) = [P(8).L(t)] (3.3.4)
ou les opérateurs L et P, sont donnés par
L(t)f(n) =a(n.t) f(n+1) +a(n —1t)f(n = 1) +b(n,t) f(n)
(3.3.5)

P(t)f(n) =a(n,t)f(n +1) —a(n = 1t)f(n—1).
La matrice L(t) a la propriété que toutes ses valeurs propres sont invariantes dans le temps,

ce qui en fait des constantes de mouvement indépendantes et fait du réseau de Toda un

systéme complétement intégrable.
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Chapitre 4

Conclusion et suite

4.1. Résumé

Le probléeme adressé dans ce mémoire de maitrise présent a été formulé dans les sections
2.1 et 2.2 et a été résolu dans les section 2.3 et 2.4. Dans des termes physiques, le probléme
était de trouver tous les systéemes Hamiltoniens classique et quantique complétement inté-
grables dans l'espace Euclidien E3 de la forme (2.1.1). L’intégrabilité implique 'existence
d’intégrales de mouvement X; et Xy bien définies et en involution. Dans la thése, X et X,
ont été restreintes a étre des polynomes de second ordre en quantité de mouvement p;, ou
j=123.

La tache était alors d’obtenir une solution compléte des équations déterminantes, i.e.,
un system d’equations differentielles qui suivent des equations (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.6). La
resolution comprends l'analyse d’une matrice R définie dans (2.1.9) et utilisée dans (2.1.8).
La matrice R est anti-symétrique R = —RT € R3*? et peut alors avoir un rang 7(R) = r, ol
r=0our =2 Lecasr =0 a été complétement résolu dans [2|. Le cas r = 2 était laissé
ouvert et son analyse constitue la partie originale de ce mémoire. Le résultat principal de
cette analyse est le théoréme suivant
Théoréme 4.1.1. Si le rang de la matrice R satisfait r = 2 alors le potentiel V(x,y,z) est
invariant sous un sous-groupe Abelien de deuzx dimensions du groupe de Lie Fuclidien E(3)

et permet l’existence de deux intégrales de mouvement de premier ordre {Y1,Ya}. Deux cas



méquivalents surviennent :

LV =V(p),p=va2+y? ;Y1 =ps Yo= Ls, (4.1.1)
2. V=V(z);Y1=p, Yo =po. (4.1.2)

Commentaire : Les intégrales de deuxiéme ordre {X;,X5} postulées dans la formulation
du probléme sont dans ce cas des polynoémes de second ordre en Y) et Y3, (et sont alors des
éléments de l'algebre de Lie enveloppante e(3)).

La preuve du théoréme est donnée dans la section 2.4 de ce mémoire. L’essence de la
preuve est que si la matrice R dans (2.1.5) posséde un rang de 2, alors R peut (a des

multiples non-nuls prés) étre réduite a une des deux formes suivantes,

0 0 y
Ro=10 0 —x
—y x 0
or
0 0 0
Re=10 0 1
0 -1 0

Le "cas polaire" R, survient dans les cas La, IL.a, ILb, III (b33 # 0), V.a (bss # 0), et
V.b. Le "cas cartésien" R. survient dans les cas III (b33 = 0) et VL.

Un résultat supplémentaire établi dans ce mémoire concerne le cas de rang r = 0 traité
dans [2]. Spécifiquement, la classification des triplets d’intégrales commutatives { H, X7, X5}
depend crucialement du fait que le potentiel V() dans (2.1.1) soit scalaire, i.e., qu'il ne
dépende que de la position 7. Dans la présence de potentiels dépendants de la vitesse, e.g.,
dans un champ magnétique, une intégrale quadratique dela forme (2.1.3) n’aurait pas néces-
sairement la forme (2.1.1).

La situation est similaire a celle de I'étude de la superintégrabilité avec des intégrales
de mouvement d’ordre supérieur dans FEs, et plus généralement dans F,,. Des conditions de
compatibilité linéaires en ressortent, qui peuvent étre résolues trivialement (tous les coeffi-
cients sont nuls), ou bien donnent naissance a des équations différentielles ordinaires pour le

potentiel. Ces équations différentielles sont des conditions de compatibilité pour 'existence
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d’intégrales de mouvement d’ordre supérieur ainsi que pour la séparabilité du potentiel. Elles
sont non linéaires et donnent lieu a des potentiels "exotiques" en termes de fonctions ellip-

tiques, de transcendants de Painlevé, ou de nouvelles fonctions ayant la propriété de Painlevé

[15], [16], [17], [18] et [19].

4.2. Projets futurs

Le projet ayant été cloturé dans ce mémoire a donné naissance a deux autres projets
sur lesquels travaillent en collaboration ’auteur, le superviseur ainsi que le professeur Libor
Snobl de I"Université Tchéque Technique. Le premier aborde la supérintégrabilité dans le
méme cadre que ce mémoire, a savoir I'espace Euclidien £F3 muni d’un potentiel scalaire, et

le second y ajoute un potentiel vecteur pour donner un Hamiltonien de la forme

H = —%ﬁz +V(7) + A7) (4.2.1)

ou ff(f'), est le potentiel vecteur représentant le champ magnétique.

Supérintégrabilité dans F3; avec un potentiel scalaire

L’article |2] combiné au travail fait dans ce mémoire, prouve que dans I’espace F3, I'in-
tégrabilité est une condition suffisante et nécéssaire pour la séparation des variables du
potentiel. De plus ce méme article a tenté de lier la superintégrabilité maximale dans Fj
(i.e. lexistence d'une autre paire d’intégrales de mouvement de second ordre {Y7,Y2}, qui
commutent entre elles et avec I’'Hamiltonien, sans nécessairement commuter avec { X1,X5}) a
la multi-séparabilité, i.e. la séparation des variables dans plusieurs systémes de coordonnées.
Spécifiquement, il énonce tous les systémes superintégrables qui admettent la séparation des
variables en coordonnées sphériques, plus dans au moins un autre systéme. C’est N.W. Evans
dans [14] qui a complété cette tache dans tous les autres systémes de coordonnées. La ques-
tion qui manque pour cloturer le probléme de la superintégrabilité est le cas ou le systéme
est superintégrable sans étre maximalement superintégrable. Autrement dit, il faudrait qu’il
existe une seule intégrale de mouvement suplémentaire Y.

Afin que le systéme considéré soit superintégrable de second ordre, il faut qu’il existe des

intégrales de mouvement supplémentaires de second ordre de la forme

Y = aT’SLTLS + b?"S(p’/’LS + LSpT‘) _I_ CT‘SpT’pS + ¢(F) (4'2’2)
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tel que [H,Y] =0, avec

H= s + V() (4.2.3)
et le potentiel V() est un des onze potentiels trouvés dans [2]. La condition [H,Y] = 0 dans
laquelle les termes proportionnels aux puissances de p; sont mis a zero donne un systéme
de quatre équations différentielles générales déterminantes couplées pour V(7) et ¢(r). Au

premier ordre, le coefficient de p,,, les trois équations suivantes sont obtenues (pour m =

1,2,3) :

ov oV
- a'rsxjxl_(erjkeslm + Erjmeslk) - 2brs€slm$l - 2bms€sl7’xl__
oxy, ox, ox, (4.2.4)
b V6, ’ -
—2Cmr - T 5 —
ox, Oz,

ol €;;; est le symbole de Levi-Civita, ou le tenseur complétement anti-symétrique, et le terme
0;1 est le delta de Kroenecker. Encore une fois, une sommation sur les indices répétés est

sous-entendue. A I'ordre zéro, I’équation suivante est obtenue :

oV oV ov oV
- ars€rjk€slm(5klxj% + ijﬂflm) - brs€slm(5lr% + 2xlm)+
V. 19 ’
O0r,,0r, 20x2

dont la dérivée divisée par deux s’avére étre simplement une conséquence différentielle des

(4.2.5)

+ Cmr

trois premiéres. Au second ordre, les coéfficients s’annulent et alors la relation [H,Y] = 0
donne trois équations au total. Le but de ce deuxiéme projet est de contraintre davantage
les potentiels, les paramétres et la fonction ¢(7), en utilisant les potentiels dans |2| dans les

équations (4.2.4).
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