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Sommaire

Ce mémoire a pour but de donner une introduction simple et bréeve a la mesure de
Mahler et ses liens avec les fonctions-L de courbes elliptiques. Le point culminant de cette
théorie se cache dans les conjectures de Bloch-Beilinson que nous tentons d’expliquer
a la fin du chapitre 2, les deux premiers chapitres servant principalement a développer
la matiere nécessaire a leur compréhension et a introduire le probleme principal de ce
mémoire qui est de trouver une relation entre la mesure de Mahler de y? + 4zy + 2y — 23

et la fonction-L de la courbe elliptique associée.

A cet effet, nous remarquons que la relation conjecturée par D. Boyd [1] est en fait
fausse mais étudions tout de méme les cycles d’homologie et les chemins d’intégration

associés aux courbes elliptiques y% +4zy +2y — 23 = 0 et (1+2)(1+y)(z+y)+22y = 0.

Mots-clés : Mesure de Mahler, courbes elliptiques, valeurs spéciales de fonctions-L,

polynome tempéré, polygone de Newton, régulateur elliptique



Summary

This master’s thesis goal is to give a simple and brief introduction about Mahler
measure and its connections with elliptic curves L-functions. This theory culminates
with the Bloch-Beilinson conjectures which we try to explain at the end of chapter 2,
the first two chapters serving to introduce the necessary requirements to understand
them and as a stepping stone to this master’s main question which is to find a link

between the Mahler measure of 4% + 4xy + 2y — 2% and the L-function associated to it.

For this purpose, we see that the conjectured relation given by D. Boyd [1] is false
but we still study the homology cycles and integration paths associated to the elliptic
curves y% + dxy + 2y — 23 = 0 and (1 + 2)(1 + y)(z +y) + 22y = 0.

Mots-clés : Mahler measure, elliptic curve, special values of L-functions, tempered

polynomial, Newton polygon, elliptic regulator
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Introduction

La mesure de Mahler a connu un essor assez important a la fin des années 90 avec
Particle Mahler’s Measure and Special Values of L-functions de David Boyd [1]. Plu-
sieurs résultats numériques ont été présentés reliant la mesure de Mahler de polynomes
avec la fonction-L d’une courbe elliptique associée. Une théorie riche et surprenante a
été développée autour de ces calculs numériques, mais peu de formules s’avéraient étre
prouvées. Plusieurs de ces conjectures ont été démontrées au cours des années suivantes

sans toujours avoir une preuve de la théorie dans son ensemble.

La mesure de Mahler se trouve étre en lien avec une panoplie de domaines mathématiques
dépendamment du type de polynéme. Ce mémoire se concentre principalement sur les re-
lations entre la mesure de Mahler et les courbes elliptiques lorsque le polynéome considéré

est a deux variables.

A cet effet, le premier chapitre se divise en deux parties. En premier lieu, une in-
troduction sommaire a la géométrie algébrique classique est donnée avec les théoremes
importants associés. Méme si notre objet d’étude ne représente qu’'un cas particulier
de l'introduction (les courbes), nous présentons tout de méme les concepts dans leur

généralité puisque la théorie se veut en fait plus simple lorsque vue de maniere générale.

La deuxieme partie du premier chapitre se veut une introduction aux courbes el-
liptiques sur Q et C principalement. Il se trouve que sur ces deux corps, les courbes
elliptiques se veulent débordantes de propriétés intéressantes et leur structure relative-
ment simple. Encore une fois, nous avons du faire un choix afin de ne pas alourdir ce
mémoire, mais nous référons les plus curieux.se a l'excellent livre de Silverman [2] pour

une introduction plus générale aux courbes elliptique sur d’autres corps (corps finis ou

Qp par exemple).

Le deuxieme chapitre offre une initiation a la mesure de Mahler et ses liens avec les
courbes elliptiques. Une approche plutot historique est tout d’abord donnée pour ensuite
completement définir la mesure de Mahler et ses propriétés. Sans surprises, 1’accent

est principalement mis sur la mesure de Mahler de polynomes a deux variables. Une



Introduction aux courbes elliptiques 2

intuition des conjectures de Bloch-Beilinson est ensuite donnée, établissant clairement

le lien fondamental de ce mémoire.

Le troisieme chapitre a pour but d’étudier le probleme de maitrise donné qui était de
donner une relation conjecturée par Boyd entre la mesure de Mahler de y?+4zy+ 2y — 23
et la fonction-L du polyndme associé. Il se trouve que la relation s’avere fausse, mais
cela n’empéche pas ’étude du polyndome et des propriétés de sa mesure de Mahler. Les
étapes importantes a I’étude de la relation seront données ce qui permettra avec un peu
de chance d’obtenir un théoreme sur la forme de la mesure de Mahler de y?+4xy+2y— a3

et ses liens avec la fonction-L associée (si ils existent).

Les sources principales utilisées sont [2] pour le chapitre 1 et [3] , [4] pour le chapitre



Chapitre 1

Introduction aux courbes

elliptiques

Die Mathematik ist die Konigin der
Wissenschaften und die Zahlentheorie
ist die Konigin der Mathematik.

Les mathématiques sont la reine des
sciences et la théorie des nombres est

la reine des mathématiques.

Carl Friedrich Gauss

Avant de nous attaquer a la mesure de Mahler, il est primordial d’introduire un
minimum la théorie reliée aux courbes elliptiques. A cet effet, la premiere section étudie
de facon générale certains concepts fondamentaux des variétés et des courbes algébriques.
Ceci aura l'avantage de donner une vision plus claire et plus naturelle a I’étude des
courbes elliptiques. La deuxieme section se concentre sur les propriétés propres aux

courbes elliptiques et des concepts nécessaires a ’étude de la mesure de Mahler.

Ce chapitre suit en majorité [2]. Les preuves des théoremes peuvent donc se trouver

dans cette référence.
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1.1 Géométrie algébrique : Variétés

1.1.1 Définitions
1.1.1.1 Le cas affine

Les variétés algébriques se divisent en deux grandes catégories interreliées : les variétés

affines et les variétés projectives. Nous commencerons par définir les variétés affines.

Définition 1. On définit le n-espace affine (sur K un corps) comme
A" = A"(K) :={(21,...,xn) : 7 € K},

ot K est la cloture algébrique de K. De méme, I’ensemble des points K-rationnels de

A(K) est
AYK) :={(z1,....,xpn) : z; € K}.

Les plus perspicaces diront que ces ensembles ressemblent énormément & K™ et K"
respectivement, et ils auraient totalement raison. Le probleme ici est que nous n’allons
pas voir A"(K) comme un anneau (ce qui est le cas de K™) mais comme une variété
affine (ou plus généralement un schéma affine, mais nous n’entrerons pas dans le détails
ici). Par exemple, les morphismes entre espaces affines ne seront pas des morphismes
d’anneau. Comme nous nous intéressons a d’autres propriétés algébriques du méme en-

semble, nous utilisons la notation A™.

Petite remarque en passant : Si G = Gal(K /K) est le groupe de Galois absolu de K,
alors on a une action naturelle de G sur A™ qui consiste a appliquer 0 € G a chaque
composante, i.e.

g

= (27, ...,z7).

(1, ey Tp) o

On remarque que A™(K) est exactement I'ensemble des points fixes de A™ sous cette
action, i.e.

A"(K)={PecA" : P°=P , YoeG}.

La géométrie algébrique étudie principalement les zéros de polyndémes sur un cer-
tain anneau polynomial. Nous considérons donc K[X] = K[Xj,..., X,,] Panneau des

polynomes a n-variables sur K.
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Définition 2. (i) Soit I C K[X] un idéal de K[X]. On lui associe I"ensemble
Vi:i={PeA"(K) : f(P)=0, Vf eI},

i.e. 'ensemble des points s’annulant sur I. On dit que V' C A"(K) est un ensemble
algébrique affine si V' = V7 pour un certain idéal I.
(i) Soit V C A"(K) un sous-ensemble. Alors I'idéal de V' est

I(V):={f € K[X] : f(P)=0, VP € V}.

(7i7) On dit que V est défini sur K si I[(V') = (f1, ..., fr) avec f; € K[X] et on note V/K.

Si V est défini sur K, on dénote I’ensemble des points K-rationnels de V' comme
V(K):=VNA"(K).
De méme on définit

I(V/K) = {f € K[X] : f(P)=0, VP eV} =I(V)nK[X].

Nous avons passé sous le tapis une petite subtilité concernant la définition de I(V).
En effet, par le théoreme de la base d’Hilbert, K[X] est noethérien et donc tout idéal
est de type fini, d’ou le fait que I(V') = (f1, ..., fx)-

Notons aussi que P € Vj si et seulement si P s’annule sur un ensemble de générateurs
de I. Cela permet entre autres de simplifier I’étude V7 et de I(V') en ne considérant qu’un
nombre fini de possibilités. Aussi, si I(V) = (f1,..., fx), étudier I(V) revient a étudier

les solutions a

Lorsque K = Q, ceci revient a un systeme d’équations diophantiennes, sujet extrémement

étudié en théorie des nombres.

Il est tres fréquent en mathématiques de vouloir étudier un certain ensemble par ses

< parties irréductibles ». Ceci méne naturellement & la définition suivante.

Définition 3. Soit V' un ensemble algébrique affine. On dit que V est une variété affine

si I(V) est un idéal premier de K[X]. Si de plus V est défini sur K, 'anneau des
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coordonnées affines est X
K[X

KV]i= ————.

V1= 1))

Le corps de fractions de cet anneau est dénoté par K (V') et appelé le corps de fonctions

sur V/K.

Intuitivement, un ensemble algébrique affine est une variété si elle ne peut pas étre

séparée en deux ensembles algébriques non-triviaux.

Définition 4. Soit V' une variété algébrique affine. La dimension de V', notée dim(V)

est le degré de transcendance de K (V) sur K.

Dans le cas le plus simple, nous avons que A" est de dimension n puisque K(A") =

K(Xj,...,X,). Notre objet d’étude, les courbes elliptiques, sont des variétés de dimen-

sion 1. En général, une courbe est une variété de dimension 1.

Comme en géométrie différentielle, la géométrie algébrique s’intéresse au concept de
variétés lisses. Nous voulons donc une définition qui semble une extension naturelle de

cette notion.

Définition 5. Soit V une variété, P € V et I(V) = (f1, ..., fm). Alors on dit que V est

lisse en P si la matrice de dimension m X n

Ofi
(an (P)> 1<i<m

1Zj<n

est de rang n — dim(V). Si ce n’est pas le cas, on dit que P est un point singulier de V.

Si V est lisse en tout point, on dit que V est lisse.

Dans la majorité de nos cas d’intérét, nous étudierons des variétés définies par un
unique polynéme non-constant f(Xi,..., X,). On remarque que dans ce cas V est de
dimension n — 1 et que la <« matrice Jacobienne > associée & P est de rang 1 si et

seulement si
EJ — — EJ —

Par exemple, considérons la variété définie par

0.

Vi: Y?2=X3—1.
Un point P € V] est singulier si et seulment si

3X?=2Y =0,
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et donc Vj est lisse. Par contraste, la variété
Vo: YV?=X° - X7

a (0,0) comme point singulier. Cette singularité se voit géométriquement en tragant le

graphe de cette courbe, puisque l'origine possede deux tangentes distinctes.

Soit V' une variété affine et P € V. On définit 'idéal
Mp:={f € K[V] : f(P)=0}.
On remarque que Mp est un idéal maximal de K[V] puisque I'on a un isomorphisme

¢: K[V]/Mp — K
f= f(P).

Définition 6. L’anneau local de V en P, noté K[V]p est la localisation de K[V] en
lidéal Mp, i.e.

K[Vlp:={F e K(V) : Nlexiste f,g € K[V] tels que F = f/g et g(P) # 0}.

Ceci nous donne toutes les fonctions F' € K (V') définiesen P : Si F = f/g € K[V]p,
on définit P)
F(P
F(P)=—.
)= 9p)

Ceci est bien défini puisque g(P) # 0.

1.1.1.2 Le cas projectif

Intuitivement, I’espace projectif peut étre vu comme un < collage > de plusieurs
espaces affines et ici nos points seront les lignes de A™T!. Les espaces projectifs nous
permettent de formaliser le concept de point a l'infini. L’idée de tels espaces a commencé

historiquement par I’étude de la perspective en peinture (Voir [5]).

Définition 7. On définit le plan projectif P" par

P" = P"(K) := (A""\{0})/ ~,
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ot deux points (zo, ..., Zn), (Y0, ---, Yn) sont équivalents s’il existe ¢ € K* tel que
(20 ooy Tn) = (Y0, -y Yn)-

On dénote la classe d’équivalence
{c(z0,....zn) : c€ K*}

par [xo, ..., Tn]. Les xg, ..., x, sont appelés les coordonnées homogenes du point.

De la méme fagon, on définit

P"(K) = {[zo,...,xn] € P" : z,...,2p € K.}

Comme dans le cas affine, si on pose G = Gal(K/K) on remarque que
P"K)={PecP" : P°=P , YoecG)

Définition 8. Un polynéme f € K[X7, ..., X,;] est dit homogene de degré d si pour tout
ce Kona

f(C$0, ) an) = Cdf(.ib(), 7$n)

Unidéal I C K[X1, ..., X,,] est homogene sil est engendré par des polynomes homogenes.
Plus intuitivement, un polynome est homogene de degré d s’il est la somme de monomes
de degré d.

Si f est un polynéme homogene, on peut se demander pour quels P € P" on a
f(P) = 0 (puisque f est homogene, on peut considérer n’importe quel point dans la

classe d’équivalence de P). L’approche est similaire au cas affine.

Définition 9. (i) Soit I C K[X] un idéal homogene de K[X]. On lui associe I'ensemble

Vi:={PeP" : f(P)=0VYf e K[X] f homogene},

On dit que V' C P"(K) est un ensemble algébrique projectif si V' = V7 pour un certain

idéal homogene I.

(7i) Soit V' C P"(K) un sous-ensemble. Alors 'idéal (homogene) I(V) de V est I'idéal

engendré par

I(V):={feK[X] : f(P)=0, VP €V, fhomogene}.

(7i7) On dit que V est défini sur K si I(V) = (f1,..., fx) avec f; € K[X] homogeénes et
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on note V/K. Si V est défini sur K, on dénote I’ensemble des points K-rationnels de V'

comime

V(K) =V NP"(K).

De méme, I(V/K) est 'idéal engendré par
{feK[X] : f(P)=0, VP eV, fhomogene} =I1(V)N K[X].

Tout comme le cas affine, nous avons une notion de < partie irréductible > d’un

ensemble algébrique projectif.

Définition 10. Un ensemble algébrique projectif est une variété projective si I(V') est

un idéal premier homogene de K[X].

Comme mentionné au début de cette section, il y a un lien fondamental entre les
ensembles affines et ceux projectifs, notamment puisque P" est obtenu en < collant > n+1

A"™ entre eux. Plus rigoureusement, on a des inclusions pour 0 < i < n,

¢ A" — P"

(T1y ooy ) = [T1y ey Tim1, L, Ty oo, T
L’image de ¢; est le complémentaire de 'hyperplan
H; :={[zo,....,xn) € P" : z; =0}.
On obtient donc une bijection

(T1y ooy @) ¥ [0y ey Tim1, L, Ty oo, T
avec inverse donné par

o7t PM\H; — A"

To Ti 1 Tit1 T
[0y ooy Tn] = | —, sy , ey — |

Si V est un ensemble algébrique projectif, par V' N A™ nous faisons référence a
¢;1(V N U;) pour un certain i fixé (trés souvent ce sera i = n). Donc V N A" per-

met de passer d’un ensemble algébrique projectif vers un ensemble affine.
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Il se trouve que ¥V N A™ est un ensemble algébrique affine avec idéal
I(V N An) = {f(Yo, wnYii, 1,Yi, 0 Y o f(Xo, Xn> € [(V)}
En fait, le processus d’ajouter un 1 a la i-eme variable de f est appelé la déhomogénéisation
de f par rapport a la variable X;. Ceci permet donc de passer d’un polynome a n + 1

variables & un polynéme & n variables. On remarque que I(V N A™) n’est nul autre que

I'idéal des polynomes déhomogénéisés de I(V).

Le processus inverse appelé 'homogénéisation de f par rapport & X; est donné par

Xo Xio1 Xin Xn

(X0 ooy Xp) 1= X2 [ sy —
f( 05 9 TL) zf(Xi7 ) Xz ) Xz ) 7Xi 9

ou d = deg(f). De fagon plus pratique, 'homogénéisation de f prend le polynéme f et

ajoute la variable X; a chaque monome de f jusqu’a temps que chaque monome soit de

degré d. Par exemple, 'homogénéisation de
V?P=X*-X -1

est
Y27 = X3 - x7% - 73

Avec ce point de vue, chaque ensemble algébrique projectif V' est un < collage > des
ensembles algébriques affines ¢~ 1(V N Uy),...,6~ 1 (V N U,).

Nous avons vu que nous pouvons passer d’un ensemble algébrique projectif vers un

ensemble algébrique affine grace a ¢; 1 Le processus inverse est aussi possible.

Définition 11. Soit V' un ensemble algébrique affine avec idéal I(V') et identifions V' &
I’ensemble projectif ¢;(V). Alors la fermeture projective V de V est I’ensemble algébrique

projectif associé a 'idéal homogene (V') engendré par

{r(X) = fel(V)}

Proposition 12. (i) Soit V une variété affine. Alors V est une variété projetive et
V=VnA"
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17) Soit V une variété projective. Alors V N A™ est une variété affine et soit
proj

VNA"=0 ou VNAr=V.

(iii) Soit V une variété affine. Alors V est définie sur K si et seulement si V l'est.
(iv) Soit V' une variété projective. Alors V est définie sur K si et seulement si V N A"

Pest.

Nous terminons cette section en utilisant V' N A™ pour définir certaines propriétés sur

les variétés projectives.

Définition 13. Soit V/K une variété projective et soit A™ C P tel que V N A™ £ ().
(7) La dimension de V, notée dim(V'), est la dimension de V N A".

(7i) Le corps de fonctions de V', noté K (V') , est le corps de fonctions de V' N A™. Notons
que cette définition ne dépend pas de la carte affine A™ C P" choisie puisque tous les
corps de fonctions résultants seront isomorphes.

(7i1) Soit P € V tel que P € A™ (P est élément de la carte affine choisie). Alors on dit
que V est lisse en P si V N A™ est lisse en P et on dit que V est singulier en P dans le
cas contraire.

(iv) Soit P € V tel que P € A™. L’anneau local de V en P, noté K|[V]p, est 'anneau
local de V. N A™ en P. On dit que F € K(V) est définie en P si F' € K[V]p.

Lorsque V = C' est une courbe et que P est un point lisse, il se trouve que K[C]p est

un anneau de valuation discrete. Sa valuation normalisée est définie comme

ordp: K[C]p — {0,1,2,...} U{c0}
fresup{deZ : fe MZ}).

On étend cette valuation & tout K(C) en posant ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g).

Un fonction t € K(C) avec ordp(t) = 1 est appelée une uniformisante de C' en P.

Dans les sections suivantes, nous allons nous concentrer sur les variétés affines et
projectives puisqu’elles représentent les « ensembles irréductibles > de la géométrie

algébrique.



Introduction aux courbes elliptiques 12

1.1.2 Fonctions entre variétés

Dans cette section nous mentionnons brievement les fonctions rationnelles entre variétés
et leurs propriétés. Ce mémoire utilise seulement un cas particulier de ces fonctions, celles
sur les courbes, ou plus précisément les isogénies entre courbes elliptiques. Nous tenons
toutefois a définir les concepts dans leur généralité pour avoir une vue d’ensemble plus

claire.

Définition 14. Soit Vi, Vo C P" des variétés projectives. Une application rationnelle

entre V7 et V5 est une application de la forme

¢ : V1_>Vv27 ¢:[f077fn]

telle que si les fonctions fo, ..., fn € K(V1) sont toutes définies en P € V3, alors

[fo(P), ..., fu(P)] € Va.
S’il existe A € K* tel que
Moy ooy AMfn € K(V1),

alors on dit que ¢ est définie sur K.

Remarquons que cette définition ne mentionne rien sur ce qu’il se passe si fo, ..., fn
ne sont pas définies en un point P € Vj. Or, puisque nous travaillons dans un espace
projectif, nous pouvons multiplier toutes nos fonctions fy, ..., f, par un méme scalaire

sans ne rien changer. Nous utilisons ce concept pour définir ¢ en plus de points.

Définition 15. Une application rationnelle

¢ Vi—=Va, ¢=[fo,. fnl]

est définie (ou réguliere) en P € V] s'il existe g € K(V4) tel que gfo, ..., gfn sont définies
en P et

[ng(P)v vgfn(P)] 7& 0.

On pose alors

¢(P) = [ng(P)7"'>gfn(P)]'

Une application rationnelle définie en tout point est appelé en morphisme.

Les applications rationnelles auront la méme utilité que les morphismes des structures

algébriques. Il est donc naturel de considérer des isomorphismes entre variétés.



Introduction aux courbes elliptiques 13

Notons que si V1 /K, Vo/K sont deux variétés et si ¢ : Vi — Vo est un morphisme,

alors ¢ induit un morphisme d’anneau

¢*: K[Vo] — K[V4]
frfog.

Cette correspondance est méme fonctorielle. A partir de maintenant, lorsque ¢ est un

morphisme de variétés, ¢* dénote le morphisme d’anneau associé.

Définition 16. Soient V1, V5 des variétés projectives. On dit que V; est isomorphe a V5,

noté Vi =2 Vs, s’il existe des morphismes
o Vi=Vo , Y V=W

tels que ¢ o 1) et Y o ¢ sont respectivement l'identité sur Vo et identité sur Vi. On dit
que Vi /K et Vo /K sont isomorphes sur K si ¢ et 1) peuvent étre définies sur K.

Heureusement, il se trouve que dans notre cas d’étude, i.e. les courbes, nous n’avons
pas a nous préoccuper des points ou ¢ n’est pas définie.

Proposition 17. Soit C' une courbe, V C P" une variété projective, ¢ : C — V une
application rationnelle et P € C un point ou C est lisse. Alors ¢ est réguliére en P. En

particulier si C' est lisse, ¢ est un morphisme.

1.1.3 Diviseurs

La notion de diviseurs d’une courbe est un concept surprenemment puissant qui
permet d’étudier de maniere générale la géométrie des points sur celle-ci. Etant donné
une certaine courbe C, on considere le groupe abélien libre sur les points de C, i.e. on

considere ’ensemble des sommes formelles

Div(C) = {Z npP : n, € Z et np = 0 pour presque tout P}.

Ici < pour presque tout P > signifie pour tout P € C sauf un nombre fini. La somme

formelle est donc une somme finie.

Si D=} pconpP, on définit le degré de D comme

deg(D) = Z np.

pPeC
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Deux sous-groupes de Div(C') seront importants pour nous. Premiérement, ’ensemble

des diviseurs de C' de degré 0, noté Div’(C), i.e.
Div?(C) = {D € Div(C) : deg(D) =0}

forme un sous-groupe de Div(C). On remarque que si C est définie sur K, Gal(K/K)
agit de fagon naturelle sur Div(C) et Div?(C) :

D? = Z npP? , pour o € Gal(K/K).
peC

Deuxiémement, supposons que C est lisse et soit f € K(C)*. Alors, on définit

div(f) = Z ordp(f)P.

pPeC

On peut montrer que cette somme est finie et donc que div(f) € Div(C). En fait, il se

trouve méme que div(f) € Div?(C).

Définition 18. On dit quun diviseur D € Div(C) est principal s'il existe f € K(C)* tel
que D = div(f). Deux diviseurs D1, Dy sont dits linéairement équivalents, noté Dy ~ Do,
si D1 — D5 est principal.

Le groupe de Picard de C, noté Pic(C'), est Div(C') modulo le sous-groupe des diviseurs

principaux. On définit aussi
Pick (C) := {D € Pic(C) : D’ = D pour tout o € Gal(K/K)}.

Pic?(C) est définit comme Div’(C) modulo le sous-groupe des diviseurs principaux et

de méme on définit

Pic% (C) := {D € Pic’(C) : D’ = D pour tout o € Gal(K/K)}.

Nous pouvons aussi définir un ordre partiel sur Div(C). Pour ce faire, on dit qu’un
diviseur D = Y p.npP est effectif (ou positif) si np > 0 pour tout P € C. Le cas

échéant, on note D > 0.

Si 'on a deux diviseurs, on dit que D7 > Dg si D1 — Dy > 0. Ceci établit un ordre
partiel sur Div(C).

Définition 19. Soit D € Div(C). On associe a D l'’ensemble de fonctions

L(D)={f e K(C)" : div(f) > —D}U{0}.
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Il se trouve que £(D) est un espace vectoriel de dimension finie sur K. On dénote sa

dimension par (D).

1.1.4 Différentielle

Nous introduisons ici ’espace vectoriel des formes différentielles sur une courbe C.
Le concept de différentielle et plus précisément la différentielle invariante d’une courbe
elliptique (Voir 1.2.4) est extrémement important dans I’étude de la mesure de Mahler

et de ses rapports avec la théorie des nombres.

Définition 20. Soit C une courbe. L’espace des formes différentielles sur C, noté Qc¢,
est le K(C)-espace vectoriel généré par les symboles de la forme dx ot z € K(C) avec

les relations

(1) d(z +y) = dz + dy,
(ii) d(zy) = xdy + ydx,
(iii) da = 0 pour a € K.

Si ¢ : C1 — Cs est un morphisme de courbes et si ¢* est le morphisme d’anneau

associé, on remarque que ¢* induit une fonction sur les différentielles

gb*: QCQ — ch
> fidwi =Y ¢ fid (6 ).

Proposition 21. Soit C' une courbe, P € C et t € K(C) une uniformisante en P. Alors
(i) Q¢ est un K (C)-espace vectoriel de dimension 1.

(ii) Soit x € K(C). Alors dz est une base de Q¢ si et seulement si K (C)/K () est une
extension séparable finie.

(iii) Pour tout w € Q¢ il existe une unique fonction g € K(C) qui dépend de w et t telle
que

w = gdt.

On dénote g par w/dt.

(iv) Soit f € K(C) réguliere en P. Alors df /dt est aussi réguliere en P.

(v) Soit w € Q¢ avec w # 0. Alors ordp(w/dt) dépend seulement de w et P et non de
P'uniformisante t. Cette valeur est appelée 'ordre de w en P et est noté ordp(w).

(vi) Soit x, f € K(C) et supposons que K est de caractéristique nulle. Alors

ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(z) — 1.
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(vii) Soit 0 # w € Q¢. Alors ordp(w) # 0 pour seulement un nombre fini de P € C.

Il semble naturel apres la derniere proposition de définir pour w € Q¢
div(w) = Z ordp(w)P.

On a div(w) € Div(C) par (vii) de la derniére proposition.

On dit que w est réguliere (ou holomorphe) en P si ordp(w) > 0. Si ordp(w) < 0, on

dit que w ne s’annule pas en P.

Définition 22. La classe des diviseurs canoniques est I'image des div(w) dans Pic(C)
pour 0 # w € Q¢. Tout diviseur dans la classe des diviseurs canoniques est appelé un

diviseur canonique.

Théoréme 23 (Riemann-Roch). Soit C' une courbe lisse et soit K¢ un diviseur cano-
nique. Alors il existe un entier g > 0, appelé le genre de C, tel que pour tout D € Div(C)
on a

I(D)—1l(Kc—D)=degD — g+ 1.

1.2 Courbes elliptiques

Nous nous intéressons maintenant plus particuliement aux courbes elliptiques qui sont
les objets principaux de ce mémoire et leur étude est fondamentale a la mesure de Mah-
ler. Les prochaines sections survoleront les concepts essentiels des courbes elliptiques,

principalement sur Q ou sur un corps de nombres.

1.2.1 Equation de Weierstrass

Définition 24. Une courbe elliptique est une paire (F, O) ou E est une courbe lisse de
genre 1 et O € E. On dit que la courbe elliptique E est définie sur K si E est définie

sur K en tant que courbe.

Cette définition peut sembler assez abstraite (le genre d’'une courbe est définie de
fagon extrémement non-intuitive), mais il se trouve qu’a isomorphisme pres, les courbes

elliptiques sont des objets tres concrets, ce qui facilite grandement leur étude.
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Proposition 25. Soit F une courbe elliptique définie sur K.

(7) 1l existe deux fonctions x,y € K(FE) telles que application
¢ E—=P" ¢=|x,y,l]
donne un isomorphisme de E/K vers une courbe avec une équation de la forme
C Y Z+aXYZ+asYZ%= X3+ axX?Z 4+ anXZ? + agZ°,

ou ay,...,as € K et ¢(0) = [0, 1,0]. La courbe C est appelée une forme de Weierstrass
de F et z,y sont des coordonnées de Weierstrass. On appelle [0,1,0] le point & 'infini
de C.
(74) Deux formes de Weierstrass de F sont reliées par un changement de variables de la
forme

X =u’X"4+r, Y=Y +su’X +t,

ohue K etr,s,teK.
(7i7) Inversement, toute courbe lisse C' donnée par une forme de Weierstrass est une

courbe elliptique définie sur K avec point de base O = [0, 1,0].

Par la suite, nous étudierons souvent les courbes elliptiques dans la carte affine Z = 1.

Il existe d’autres formes que la forme de Weierstrass pour une courbe elliptique, mais
nous allons continuer a utiliser cette derniere pour le reste du mémoire. Donc lorsqu’une
courbe elliptique sera définie a partir d’une équation, celle-ci sera toujours une forme de

Weierstrass, sauf si spécifié autrement.

Associé & une forme de Weierstrass

E : Y?+a XY +a3Y = X3+ aeX? + auX + ag,



Introduction aux courbes elliptiques 18

on définit les quantités

by = a3 + 4ag,

by = 2a4 + aras,

be = a% + 4ag,

bg = a%a(; + 4asag — ajazayg + agag — a?l,
cy = b3 — 24by,

ce = —bi + 36byby — 216D,

A = —blbg — 8b — 27b3 + bbb,
j=ci/A, lorsque A # 0.

On peut montrer que F est non-singuliere si et seulement si A # 0 et donc j est
défini seulement dans ces cas. Méme si ces quantités semblent extrémement arbitraires,
elles sont couramment utilisées dans 1’étude des courbes elliptiques. A est appelé le
discriminant de E et j est le j-invariant. Par exemple, deux courbes elliptiques sont

isomorphes sur K si et seulement si elles ont le méme j-invariant.

Définition 26. Soit F/K une courbe donnée par une équation de Weierstrass de la
forme

E : Y24+ u XY +a3Y = X3+ auX? + au X + ag,

soit P = (Xo, Yp) un point singulier de F et soit

flz,y) = Y2+ a1 XY +azy — X% —apsX? — as X — ag.

Comme %(Xg, Yo) = g—{;(Xo, Yy) = 0, on peut écrire avec le développement de Taylor

Fla,y) = f(@o,90) = [(Y — ¥o) — (X — Xo)][(Y — ¥p) — B(X — Xo)] — (X — Xo)?,

pour certains o, 8 € K.

On dit que P est un point de rebroussement si o = § et dans ce cas il y a une unique
tangente en P. Si a # 3, on dit que P est un noeud.

Si P est un noeud, on dit que E/K a réduction multiplicative divisée en P si o, § € K.

Sinon on dit que F/K a réduction multiplicative non-divisée en P.

La proposition suivante nous permet d’utiliser la derniere définition de maniere arithmétique.

Proposition 27. Soit E/K une courbe donnée par une équation de Weierstrass et P
un point singulier de E. P est un point de rebroussement si et seulement si ¢y =0 et P

est un noeud si et seulement si ¢4 # 0.
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Définition 28. Soit E/Q une courbe elliptique définie sur Q. Le discriminant minimal
de E est le discriminant ou |A| est minimisé parmi toutes les équations de Weierstrass
de E de la forme

E : Y24+ a XY +a3Y = X3+ aX? + auX + ag

ou ay,az,as,aq,as € Z. Une équation de Weierstrass de E ou |A| est minimisé est

appelée une équation minimale de Weierstrass.

Cette définition est bien str plus générale que les courbes elliptiques sur @, mais

développer la théorie nous meénerait trop loin.

Nous mentionnons aussi que pour toute courbe elliptique E/Q il existe une forme de

Weierstrass ou az, ..., ag € Z et donc la définition ci-dessus a du sens.

Théoréme 29. Soit F/Q une courbe elliptique.
(i) Une équation minimale de Weierstrass est unique & un changement de coordonnées

entieres pres, i.e. & un changement de coordonnées de la forme
/ / /
r=u’z + 7, y:ugy +u?sz + 1,

ounu==l1,r11steZ.

1.2.2 Loi du groupe

La principale caractéristique des courbes elliptiques est qu’elles forment des groupes

et l'opération associée peut étre définie de facon géométrique.

Soit E C P? une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass avec point
de base [0, 1,0]. On peut donc voir E comme 'ensemble des points P = (z, y) satisfaisant
I'équation de Weierstrass avec le point & I'infini O. Soit D C P? une droite, i.e. D est de
la forme

D : aX+bY +c¢Z=0, ab,ccK, a,b,cpas tous nuls.

Comme FE est donné par un polynoéme de degré 3, par le théoreme de Bézout, D N E

contient exactement 3 points en comptant les multiplicités.

Définition 30. Soit F une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass,
P,Q € E, D la droite passant par P et () et ©R le troisieme point d’intersection de D
avec F (la notation ©R sera claire dans un moment). Soit D’ la droite passant par &R

et O et R le troisieme point d’intersection de D" avec E. Alors on définit

P®Q=R.
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F1GUrE 1.1: Addition de points sur une courbe elliptique.

Géométriquement, si I’on regarde dans la carte affine Z = 1, la droite entre un point
R et O est la droite verticale passant par R. La figure 1.1 montre visuellement comment

additionner des points de FE.

Proposition 31. La loi d’addition & a les propriétés suivantes :

(7) Si une droite D intersecte E en les points P, Q, R, alors

PHQaR=0.

(ii) P ® O = P pour tout P € E.

(iii) P® Q = Q & P pour tout P,Q € E.

(iv) Soit P € E. Alors il existe un point, dénoté par &P tel que P& (SP) = O. De plus
OP est le troisieme point de E se trouvant sur la droite passant par P et O.

(v)Ona (P®Q)DR=P®(Q@R) pour tout P,Q,R € E.

La derniére proposition donne a E la structure d’un groupe abélien avec identité O.

De plus, ’ensemble des points K-rationnels de E, i.e.
B(K)={(z,y) € K* : y* + a1zy + azy = 2° + apx® + ayzx + ag} U {O}
est un sous-groupe de E puisque les droites entre deux point sur K peuvent s’écrire avec

coefficients dans K.

La prochaine proposition donne un algorithme pour additionner deux points sur FE.
On utilise maintenant les signe + et — pour signifier @ et © respectivement et [m|P

signifie m additions successives de P avec lui-méme.
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Proposition 32. Soit £ une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass
E : v’ 4 asxy + agy = 2° + asx® + asx + ag.
(7) Soit Py = (x0,y0) € E. Alors

—Py = (20, —yo — a120 — a3).

(ii) Soit Py, Py, P3 € E, P; = (x;,y;) tels que
P+ P, = P;s.

Sixy =x9 et y1 +y2 + aizs + az = 0, alors

P+ P,=0.
Sinon, définissons
— To — Yo
)\:?Jz ylj V:y12 Y2 1’ si @9 # @1,
To — I o — I
31‘% + 2a921 4+ a4 — a1y1 _lea + aqx1 + 206 — a3y1 .
A= , V= Sl X9 = 1.
2y1 + a1x1 +as 2y1 + a1z +as

Alors y = Az 4 v est la ligne passant par P; et P et on a

P = (:Bg,yg) = ()\2 +aA—ay—x1 —x9,—(A+a1)rs —v— ag) .

Puisque 'addition et la soustraction utilisent des fonctions rationnelles, il est possible

de montrer que

+ExXE—E
(P,Q) = P+Q,

et

P— —P,

sont des morphismes.
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1.2.3 Isogénies

Nous avons mentionné plus to6t que les morphismes entre variétés étaient 1’équivalent
des morphismes en algebre. Ici, nos courbes elliptiques sont en fait des couples (E,O)
ol F est une courbe et O est un point distingué. Donc, comme les fonctions continues
entre espaces topologiques pointés, un morphisme entre deux courbes elliptiques devrait

envoyer le premier point distingué vers le deuxieme.

Définition 33. Soit (E1, O1), (F2, O2) deux courbes elliptiques. Une isogénie de courbes
elliptiques est un morphisme
gf) : E1 — E2

tel que ¢(O1) = Oq. E; et Ey sont isogenes si ¢p(E1) # Oa.

Il est possible de montrer que la relation définie par £ ~ Es si E; est isogene & Fo

est une relation d’équivalence, et que si
(;5 : By — By

est une isogénie non-nulle, alors ¢(FE;) = E3. Regle générale, nous allons considérer les
courbes elliptiques & isogénie non-nulle pres puisque les propriétés entre deux courbes

elliptiques isogenes sont souvent les mémes.

Les isogénies sont donc vues comme les morphismes entre courbes elliptiques. On a

meéme la propriété suivante qui va dans ce sens.

Théoréme 34. Soit
¢ : E1 — E2

une isogénie. Alors

o(P+Q)=9(P)+¢(Q), VPQE E.
Si E4, E5 sont deux courbes elliptiques, on définit donc
Hom(E,, E2) = {isogénies E1 — FEs}.
Ceci forme un groupe sous I'addition usuelle. De méme, on définit
End(F) = Hom(E, E).

C’est un anneau sous ’addition et la composition.
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Par exemple le morphisme

[m]: E— FE
P — [m|P,

ou m € Zx>g, est un élément de End(E).

Définition 35. Soit E une courbe elliptique et m € Z, m > 1. On définit
E[m|:={P € FE : [m|P =0},

et E[m] est appelé le sous-groupe de m-torsion. On remarque donc que le sous-groupe

de torsion de E est

Etors = U E[m],

m=1
i.e. I'union de tous les points d’ordre fini.
Si E est définie sur K, on note Fios(K) Pensemble des points d’ordre fini de E(K).

1.2.4 Différentielle invariante

Soit une E une courbe elliptique avec forme de Weierstrass
E y2 + ar1xy + azy = x® + a2$2 + asx + ag.

On définit
dzx

w=-———""—"-/—+—¢€Qg.
2y+a1:c+a3 E

(Voir Section 1.1.4 pour les différentielles sur les courbes) w est une différentielle sur £

appelée la différentielle invariante de E.

Avant d’introduire le prochain théoreme, on définit I'isomorphisme 75 comme
79 : E—-E, 719(P)=P+Q.

Théoreme 36. Soit E une courbe elliptique avec différentielle invariante w.
(i) w est holomorphe et n’a pas de zéros.
(79) Soit P,Q € E. Alors
TH(Ww) = w.
Cette condition est la raison pour laquelle w est appelée la différentielle invariante,

puisqu’elle est invariante par translation.
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(7i7) Soit ¢, € Hom(E1, Es). Alors

(@ +¢) (W) = ¢"(w) + " (w).

1.2.5 Mordell-Weil

Soit K un corps de nombres. Nous avons vu que F(K) est un groupe abélien mais
nous ne savons pas grand chose encore sur sa structure. Il se trouve que le groupe associé

a une courbe elliptique est surprenamment simple.

Théoréme 37 (Mordell-Weil). Soit K un corps de nombres. Alors E(K) est un groupe

de type fini, i.e. E(K) a un nombre fini de générateurs.

Ce théoréme est en fait plus général et s’applique & toute variété abélienne (Voir [6]).

Le théoréme fondamental des groupes abéliens de type fini nous dit que E(K) a la
forme
E(K)~7Z" x Eyous(K),

ol n est un entier uniquement déterminé par E et K. n est appelé le rang algébrique de

Le rang algébrique d’une courbe elliptique est un invariant (sous isogénie) extrémement
étudié en théorie des nombres. La conjecture de Birch et Swynnerton-Dyer s’intéresse

particulierement a cette quantité (Voir Section 1.2.7).

Maintenant que nous connaissons un peu plus la structure de F(K), nous nous
intéressons & Fios(K). Les prochains théorémes nous donnent certaines informations

sur ce sous-groupe.

Théoréme 38 (Mazur). Soit E/Q une courbe elliptique. Alors Fios(Q) est isomorphe

a un des groupes suivants :

Z/NZ, 1< N <10ou N =12,
ZJ2Z x Z/NZ, 1< N <A4.

Réciproquement, tous ces groupes apparaissent comme sous-groupe de torsion d’une

certaine courbe elliptique E/Q.
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Théoréme 39 (Merel). Pour tout entier d > 1 il existe une constante N(d) tel que
pour tout corps de nombres K/Q de degré < d et pour toute courbe elliptique E/K on
a

| Etors(K)| < N(d).

Nous mentionnons un dernier théoréeme qui s’avere étre extrémement utile pour cal-

culer Eios(Q).

Théoréme 40 (Lutz-Nagell). Soit E/Q une courbe elliptique avec équation de Weiers-
trass
E :y»=2+Ac+B, ABeLZ.

Soit O # (x,y) € Fiors(Q).
(i) 2,y € Z,
(ii) Soit [2]P = O ou y? divise 443 + 27B2.

1.2.6 Conducteur

Le conducteur d’une courbe elliptique est un nombre (ou plus généralement un idéal)
encodant la complexité arithmétique locale de la courbe, i.e. si la courbe se comporte
bien modulo certains idéaux premiers. Le conducteur est donc une quantité globale ob-
tenue en rattachant plusieurs quantités locales. La définition exacte du conducteur nous
demanderait de développer trop de théorie et ne sera donc pas donnée mais suffira pour

la plupart des cas.

Nous commencons tout d’abord par définir des propriétés locales d’une courbe ellip-

tique.

Définition 41. Soit F/Q une courbe elliptique sur Q, soit £’ une équation minimale
de Weierstrass de F et p € Z un nombre premier. Comme les coefficients définissant E’

sont tous entiers, on peut considérer la courbe modulo p,
E]/D : y2 + a2y + asy = x> + a2x2 + a4 + ag,

ou at, ...,as € Fp.
(1) E a bonne réduction (ou réduction stable) en p si Ej, est non-singuliere.
(4i) E a réduction multiplicative (ou semistable) en p si E, possede un noeud.

(iii) E a réduction additive en p si £, possede un point de rebroussement.

On remarque avec cette définition que le discriminant minimal de F/Q est un produit

de premiers ou E a mauvaise réduction, i.e. réduction multiplicative ou additive. C’est



Introduction aux courbes elliptiques 26

aussi le cas du conducteur, mais les exposants des premiers seront souvent différents de

ceux du discriminant minimal.

Définition 42. Soit £/Q une courbe elliptique. Le conducteur d’une courbe elliptique

est ’entier

H(E/Q) = ]]»"",

le produit étant sur tous les premiers et ou

(7) fp(F) =0si E a bonne réduction en p,

(79) fp(E) =1 si E a réduction multiplicative en p,

(14i) fp(E) = 2+ 0p(F) si E a réduction additive en p et 0,(E) est un entier non-négatif
valant 0 si p > 5.

FE a bonne réduction pour presque tous les premiers, i.e. pour tous les premiers sauf un
nombre fini, et donc la définition ci-dessus a du sens. Nous ne définirons pas la quantité
dp(E) puisqu’elle ne sera pas utilisée au cours de ce mémoire, mais mentionnons qu’elle
mesure le degré de < ramification sauvage > des points de E d’ordre p* pour un certain
k e N (Voir [7]).

1.2.7 Fonctions-L

Dans la méme veine que le conducteur d’une courbe elliptique, la fonction-L permet
d’emmagasiner I'information locale (information modulo p pour p un nombre premier)
d’une courbe elliptique donnée. L’étude de l'ordre de ses zéros est centrale en théorie
des nombres et meéne méme a la conjecture de Birch et Swynnerton-Dyer, probléme no-

tamment céleébre pour la récompense de 1 000 000$ qui lui est associé.

La théorie des fonctions-L associées aux courbes elliptiques sur Q est beaucoup plus
développée que celle sur un corps de nombres arbitraire K et c’est celle que nous allons
développer dans cette section.

Définition 43. Soit p un nombre premier et E/Q une courbe elliptique définie sur Q.
Définissons L,(T) :=1—a,T +pT? ot ap, =p+ 1+ #EI’) si £ a bonne réduction en p
(Ici #Ej, est le nombre de points de £’ modulo p ot E’ est une équation minimale de

Si E' a mauvaise réduction en p, on définit

1-T si E a réduction multiplicative divisée en p,

Ly(T)=q1+T si I/ a réduction multiplicative non-divisée en p,

1 si E a réduction additive en p.
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La fonction-L attachée a E est définie par

Lijo(s) = [ Lo(p™) 7",

p

ou le produit est sur tous les nombre premiers p.

On remarque que dans tous les cas on a l'identité

Lyp(1/p) = #E, ns/p,

ou #Ej,

L comme une fonction englobant le nombre de points de £ modulo p® ou p est n’importe

s est Uensemble des points non-singuliers de £,. On peut donc voir la fonction-

quel nombre premier et s n’importe quel naturel.

Comme dans le cas des fonctions zétas et de leurs généralisations, Lp/qg(s) s'étend

analytiquement et satisfait une équation fonctionnelle. Tout d’abord, on définit
2 _
Ep(s) = §°(2m) T (s)Li(s),

ou fg est le conducteur défini & la section précédente et I'(s) est la fonction gamma, i.e.

I‘(S):/ t5 e tdt.
0

Théoréme 44. Soit E/Q. La fonction £g(s) peut étre étendue analytiquement sur tout

le plan complexe et satisfait I’équation fonctionnelle

{e(s) = wép(2 — s),

ou w = =+1.
w est appelé le signe de I’équation fonctionnelle et détermine si I'ordre d’annulation de

Lg(s) en s =1 est pair ou impair.

L’ordre du zéro de Lg(s) en s = 1, i.e. le plus petit entier r tel que

LE(S) 750

;
1 (s—1)

est appelé le rang analytique de E. La conjecture de Birch et Swynnerton-Dyer affirme

que le rang analytique d’une courbe elliptique E/Q est égal a son rang algébrique.
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1.2.8 Courbes elliptiques sur C

La théorie des courbes elliptiques sur C est surprenamment riche et devrait avoir un
chapitre complet qui lui est consacré. Or, par soucis de concision, nous ne développerons
que le nécessaire a ’étude de la mesure de Mahler. Pour une compréhension plus appro-

fondie de la matiere, nous vous référons au chapitre VI de [2].

Soit £//C une courbe elliptique sur C. Il se trouve que E est isomorphe a une équation

de Weirstrass de la forme
E :y?>=423—ax—0b, abeC.

De plus E = E(C) C P?(C) ayant une opération de groupe donnée par des fonctions
partout localement analytiques, F posseéde naturellement une structure de groupe (com-
pact) de Lie complexe, i.e. une variété différentiable avec une opération de groupe lisse.

On peut rendre cette remarque encore plus explicite.

Définition 45. Soit A C C une lattice, i.e. A = {njw; + ngwy : ni,ne € Z} avec

w1, wg € C linéairements indépendants sur R. Alors la fonction p de Weierstrass (relative

p(Z;A)=;+Z<(le)2—;).

wEA
w#0

a A) est définie par

La somme associée a p converge absolument et uniformément pour tout sous-ensemble
compact de C\A, et donc la définition ci-dessus a du sens. p est une fontion méromorphe

ayant come seuls poles (doubles) les points de A avec résidu 0. Sa dérivée satisfait

o' (2)? = 4p(2)" — gap(2) — g,

ou gs,93 € C. Les quantités go = ¢2(A),g3 = g3(A) reviendront dans le prochain

théoréme.

De plus, comme A est un sous-groupe du groupe additif de C, on a
o(z;A) = p(z+w; A), VYweA.

p est donc une fonction sur C/A, le plan complexe modulo la lattice A. C/A possede
naturellement une structure de groupe de Lie et est en fait équivalent a un tore. C’est
cette association qui nous permet de rapprocher la topologie différentielle et les courbes

elliptiques. Avant d’entrer dans le coeur de cette équivalence, rappelons que deux lattices



Introduction aux courbes elliptiques 29

A1, As C C sont homothétiques §’il existe a € C* tel que A1 = aAs. 11 s’agit clairement

d’une relation d’équivalence.

Proposition 46. Soient g = g2(A), g3 = g3(A) les quantités définies plus haut associées
a une lattice A € C. Alors
E : y*=42° — gz — g3

est une courbe elliptique sur C et I'association

¢ : C/A— E(C) C P*C),
2= [p(2), 0'(2), 1],

est un isomorphisme analytique de groupes de Lie, i.e. ¢’est un isomorphisme de surface

de Riemann compatible avec 'opération de groupe.

La proposition précédente nous dit qu’a chaque lattice sur C nous pouvons associer

une courbe elliptique sur C. En fait, cette correspondance est méme une bijection.

Théoréme 47. (i) Soit Aj, A2 C C deux lattices. Alors I’association

{aeC : ali C A2} —{¢p : C/A;1 — C/Ay : ¢ est holomorphe et ¢(0) = 0}

O[quaa

ol ¢q(z) = az(mod Ay), est une bijection.
(ii) Soient E1, F5 deux courbes elliptiques sur C associées a des lattices A1, Ay respecti-

vement. Alors 'inclusion
{isogénies ¢ : E; — Eo} — {¢ : C/A1 — C/As : ¢ est holomorphe et ¢(0) = 0}

est une bijection.
(7i1) Soit E/C une courbe elliptique. Alors il existe une lattive A C C, unique & ho-

mothétie pres, telle que

¢ : C/AN— E(C),
z= [p(z; A), 0’ (2 A),1],

est un isomorphisme analytique de groupes de Lie.

On peut interpréter les résultats précédents de fagon catégorique en disant qu’il y a
équivalence entre les catégories suivantes :
(a) Objets : Courbes elliptiques sur C.

Morphismes : Isogénies.
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(a) Objets : Courbes elliptiques sur C.

Morphismes : Fonctions analytiques envoyant O sur O.
(a) Objets : Lattices A C C, a homothétie pres.
Morphismes : Fonctions(Aj,A2) = {a € C : aA; C As}.

1.2.9 Premier groupe d’homologie

Nous avons vu dans la derniére section que si ’on a une courbe elliptique E/C, alors
E(C) est une surface de Riemann compacte, plus précisément homéomorphe & un tore
plat de dimension 2. Nous pouvons donc définir les groupes d’homologie de FE(C) ainsi

qu'une théorie de I'intégration sur cette surface.

Soient R une surface de Riemann et 7 une triangulation orientée de celle-ci. On définit
Cy comme 'ensemble des sommes formelles de points de la triangulation 7T, i.e. Cy est
le groupe abélien libre sur les points P; de la triangulation. De méme C; est le groupe
abélien libre sur les arétes orientées et Ca est le groupe abélien libre sur les triangles
orientés. Les ensembles Cy, C1,Cy sont appelés des 0-chaines, 1-chaines et 2-chaines
respectivement. On dénote par —~; l'aréte ; avec orientation inverse et similairement

pour D; un triangle.

Par (P;, P») nous voulons dire P’aréte orientée commengant par P; et finissant par P.
De méme, (P, P, P3) signifie le triangle orienté d’arétes (Py, P2), (Pa, P3) et (Ps, P).

On définit les opérateurs frontieres § par

01(P1, P2) = P, — P1, 02(Pr1, Po, P3) = (P, P2) + (P2, P3) + (Ps, Pr).

Nous étendons la définition de d a tout Cq et Cy par Z-linéarité. Nous obtenons donc

deux homomorphismes de groupes
(51 : Cl—>C'0, (52 : CQ—>01.

Il se trouve que 1 0 62 = 0 et donc que Im(dz) C ker(dy).

Définition 48. Soient Z = ker(d;) et B = Im(d2). Alors le premier groupe d’homologie
(simpliciale) est
Hi(R,Z) = Z/B.

On peut montrer que H;(R,Z) ne dépend pas de la triangulation.
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Il se trouve que toute courbe orientée fermée et continue 7’ sur R est homotope a un
élément de Z et donc & un élément de Z/B. Nous pouvons donc avoir une théorie de

Iintégration sur R. A cet effet on définit

Définition 49. Soit R une surface de Riemann. Alors H' (R, R) est le dual de H1(R,Z),
ie.

HYR,R):={f : HY(R,Z) =R : f est linéaire et continue}.

Si 'on a une forme différentielle w sur R, alors la fonction

f i Hi(R,Z) >R

M%Lw

est un élément de H'(R,R). C’est principalement ces éléments que nous étudierons dans

ce mémoire.

Notons aussi ce fait intéressant. Si R est connexe par arcs, on peut considérer son
groupe d’homotopie m(R), i.e. I’ensemble des lacets autour d’un point fixé = modulo
la relation d’équivalence donnée par I’homotopie et ou l'opération est donnée par la
concaténation des lacets. Alors, on a un isomorphisme canonique entre H;(R,Z) et

I’abélianisation de m(R), i.e.
Hy(R,Z) = 7(R), [, 7.

ou [m, ] est le commutateur de w(R).



Chapitre 2

La Mesure de Mahler

La mesure de Mahler ? Ca Mahler
intéressant !
HAHAHAHAHAHAHA!!!

La majorité de mon entourage

Le but ultime de ce mémoire est d’étudier la mesure de Mahler d’un polynéme a
deux variables représenté par une courbe elliptique et ses rapports avec la fonction-L
associée. Nous pourrions donc directement définir la mesure de Mahler dans le cas plus
général, or il semble plus naturel de commencer par le début, c’est-a-dire de définir la
mesure de Mahler tout d’abord pour un polynéme & une variable puis de monter dans

la <« hiérarchie > des définitions.

2.1 Le cas a une variable

L’étude de la mesure de Mahler débute en 1933 avec D.H. Lehmer dans Factoriza-
tion of certain cyclotomic functions [8]. Cet article mentionne dans son introduction
les différentes manieres d’obtenir de grands nombres premiers. Bien stir, les techniques
d’aujourd’hui sont beaucoup plus raffinées avec 'arrivée de 1'ordinateur.

La méthode principale de l'article est de trouver des nombres premiers comme valeurs

spéciales de fonctions numériques. A cet effet, Lehmer définit pour un polynome unitaire
Fz)=2z"+a, 12" "+ ...+ a1z + ap € Z[z]

la quantité
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ou n est un entier positif et a; sont les racines de F'(x) sur C.

Le rapport ici avec les polynomes cyclotomiques est que si I’on définit
T
Q= Q(F) = [] Qualaw).
i=1

ot Quu(z) est le m-ieme polynéme cyclotomique, i.e. le polynéme minimal de €27/
alors on a

An(F) =] o
mln
puisque Hm‘n Qm(x) = 2™ — 1. Notons que A, (F) € Z puisqu'il s’agit d’un produit de

tous les conjugués algébriques de F'. De plus, nous allons nous intéresser au cas ou F' ne
N

contient pas de racines de I'unité puisque sinon a;' = 1 pour un certain N et Aps(F) =0
pour tout M divisible par N.
A la fin de son article, Lehmer étudie certains polynémes F' pour lesquels la suite A, (F)

augmente lentement, i.e. pour lesquels

est petit. Il montre que dans ces cas, A, (F) a plus de chances de produire des nombres
premiers, ou des nombres avec peu de facteurs premiers. Par exemple, en prenant F'(z) =

3

z° — x — 1, Lehmer montre que

Aq13 = 63 088 004 325 217 et Ajgr =3 233 514 251 032 733

sont premiers. Ceci nous meéne donc a étudier le ratio de la suite A,,.

Proposition 50. Soit F'(x) € Z[x] unitaire tel qu’aucune racine n’est de norme 1. Alors
(i) T
. An-‘rl(F)

ou «; sont les racine de F' sur C.
(73) Si n|m, alors Ay (F)| A, (F).

Pour produire des nombres premiers a l’aide de A,,, la proposition précédente nous

dit donc que n doit étre premier.

oA (F . . .
Il se trouve que la suite ’ g*gfm) )‘ converge si et seulement si aucune racine de F' ne
n

se trouve sur le cercle unité.
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La proposition précédente mene naurellement a la définition suivante.

Définition 51. Soit un polynéme non-nul
T
F(z)=a2"+ ...+ a1x+ a9 = aq H(a: — ;)
i=1

sur C[z]. Alors la mesure de Mahler de F est

M(F) = |ay| ] [ max{1, |ev(}.
=1

Il est de convention de poser
m(F) = log M(F),

et m(F') est appelé la mesure de Mahler logarithmique. Il se trouve que m(F’) possede
de belles propriétés et donc les généralisations subséquentes de la mesure de Mahler
généraliseront m(F’) et non M (F). Dans les sections précédentes, nous appelerons donc

m(F) la mesure de Mahler tout simplement.

La mesure de Mahler tient son nom de Kurt Mahler qui étudia la quantité M (F') dans

deux articles [9], [10] et ses relations avec d’autres < hauteurs > de polynémes comme

L(F)=> lal, H(F)= ,max {lai]}.
=0

=U,...,

L(F) et H(F) sont souvent appelées la longueur et la hauteur de F' respectivement.

Mahler prouva que ces trois mesures ont le méme ordre de grandeur, i.e.

H(F) < M(F) < L(F),
L(F) < M(F) < H(F).

L’intérét d’étudier la mesure de Mahler est qu’elle est multiplicative, i.e. M(FyFy) =

M(Fy)M(Fy). Ceci permet entre autres de comparer L(FyFy) avec L(Fy) et L(Fy) et

similairement pour H (F} F5).

Pour en revenir au taux de croissance de la suite A, (F'), il semble intéressant de
chercher des polynémes F(z) € Zx] tel que M(F) est minimale et strictement plus

grande que 1. C’est dans cette optique que Lehmer [8] considéra le polynéme

Gz)=29+2% —a" —ab —2® -2t — 234241
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qui a mesure de Mahler M(G) = 1,176280818.... Ce polynome a la plus petite me-
sure de Mahler connue a ce jour. L’existence d’une constante absolue p > 1 telle que
M(P) > p lorsque M(P) # 1 pour P € Z[z] est appelée la conjecture de Lehmer. On
estime que p = 1,176280818. .. satisfait cette conjecture.

Comme mentionné plus haut, m(F') possede certaines propriétés qui avantagent son
étude, la plus connue prouvée par Mahler [9]. Nous prouvons tout d’abord un lemme

important.

Théoréme 52 (Formule de Jensen). Pour tout o € C on a
1 .
/ log | — €™ |df = log max{1, |o|}.
0

Démonstration. Si o = 0 le résultat est trivial. Supposons donc que a # 0. Supposons

aussi pour le moment que |a| # 1. Si |a| < 1, on écrit

1 1 1
/ log | — 2™ |dh = / log |1 — ae2™?|dh = / log |1 — ae?™?|dg.
0 0 0

Si |a| > 1, on écrit

1 1
/ log |a _ 627”9‘610 = log |a’ _|-/ log |1 _ a7162m€‘d0.
0 0

11 suffit donc de prouver que pour 5 € C avec |f| < 1 on a

1
/ log |1 — Be*™|dp = 0
0

On remarque que log |z| = R(log z). On obtient donc

/ log |1 — 3e2™|do = R / log(1 — Be*™?)dp
0

_ /( Zﬁ 27r10n>d0
&e( 3 % /0 2””%9)

n=1

=0.

Ici on a pu rentrer 'intégrale dans la somme puisqu’elle converge uniformément.
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Maintenant si |o| = 1, on écrit

1 . 1 27 )
/ log |a — €™ |df = / log|1 — €%|de.
0 27 Jo

Posons o
J = / log |1 — €%|d#.
0

On remarque que |1 — | = 2sin(6/2) et donc
J =2rmlog2+ 2/ log sin xdx.
0

sinz

Cette intégrale existe puisque lim;_,o ** = 1. On note aussi que sinx = 2sin 5 cos § et

donc
s ) T T T T
/ log sin xdx = mlog 2 + / log sin —dx + / log cos —dx
0 0 2 0 2
w/2 w/2
=mrlog2+2 / log sin xdx + 2 / log cos xdx
0 0
s
=rlog2+ 2/ log sin xdx.
0
On en conclut donc que foﬁ log sin xdx = —mlog2 et donc J = 0. O

Théoréme 53 (Mahler). Pour tout polynéme F' € C[z] non-nul, on a
1 .
m(F) = / log | F(e271%)|do.
0
Démonstration. Soit o« € C. La formule de Jensen nous donne
1 .
/ log |2 — a|df = log max{1, |o|}.
0

En factorisant F' de la forme

et en appliquant la formule de Jensen sur chaque facteur, on obtient le résultat. O

Nous connaissons des bornes assez précises sur la mesure de Mahler de certaines fa-

milles de polynémes. La plus connue d’entre elles est la famille des polynoémes réciproques.

Définition 54. Soit F € C[z] de degré r. Posons F*(z) := 2" F(x~1). On dit que F est

réciproque si F' = £F*. Dans le cas inverse, on dit que F' est non-réciproque.
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La définition usuelle d’un polynéme réciproque demande que F' = F™*, mais comme
M(F) = M(—F), la définition ci-dessus semble plus naturelle dans notre cas d’étude.
Un polynéme réciproque est en fait un polynéme qui est symétrique par rapport a ses
coefficients. Il se trouve que les polynomes non-réciproques ont généralement une mesure

de Mahler plus grande que ceux réciproques.

Théoréme 55 (Smyth). Soit F' € Z[x] non-réciproque avec F(1)F'(0) # 0. Alors

m(F) > m(z® —z —1) = 0.281....

On remarque que multiplier n’importe quel polynéme réciproque par x—1 le rend non-
réciproque et ne change pas sa mesure de Mahler. Il est donc naturel d’avoir la condition
F(1) # 0. Ce théoreme nous dit donc que 2 — 2 — 1 est le polynome non-réciproque

ayant la plus petite mesure de Mahler sous les conditions mentionnées.

Un autre cas particulier ot une borne inférieure sur la mesure de Mahler est connue

est celui ou toutes les racines du polynome sont réelles.

Théoréme 56 (Schinzel). Soit F' € Z[x] avec toutes ses racines réelles. Alors

m(F) > log (1 +2\/5) = 0.481....

Maintenant, comme expliqué plus tot dans cette section, il est important de connaitre
les cas o M (F') # 1 ou similairement les cas ot m(F') # 0. 1l se trouve que si F' € Z[z]
est tel que F(0) # 0 et F est primitif, i.e. que le pged de ses coefficients est 1, alors
m(F) = 0 si et seulement si tous les zéros de F sont racines de l'unité. Nous aurons

besoin d’un résultat important avant de prouver ce théoreme.

Théoréme 57 (Kronecker). Soit @ # 0 un entier algébrique et supposons que ses
conjugués aq, ..., (avec a; = «) sont tous de norme < 1. Alors « est une racine de

l'unité.

Démonstration. Considérons les polynomes

T

Fo(z) = [J(z — o).
i=1
Comme les conjugués de " sont tous de la forme o7, on remarque que les F, sont des
polynémes unitaires a coefficients entiers. Comme || < 1, les coefficients des F}, sont
bornés uniformément par r et donc 'ensemble {F,, : n € N} est fini. Il existe donc
ng > nq tel que
F,, = F,,.
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Nous avons alors I’égalité des deux ensembles
ni niy ng ng
{o*, oty ={a]?, ..., a2}

Il existe donc une permutation 7 € S, telle que

ny _ N2
aZ— = OZT(Z)

En élevant le tout a la nj-iéme puissance, on obtient

2 na 2
ny __ ni _ 2
Oéz- = <Odq_(z)> = a‘rQ(i)'

De méme, on a

et alors
oM (a?g_ni — 1) =0.

Comme «; # 0, on en conclut que «; est une racine de I'unité. ]

Nous pouvons maintenant nous attaquer au théoreme mentionné plus haut.

Théoréme 58. Soit 0 # F € Z[x] primitif et tel que F(0) # 0. Alors m(F) = 0 si et

seulement si toutes les racines de F' sont des racines de 'unité.

Démonstration. Si toutes les racines de F' sont des racines de l'unité, alors F' divise
N — 1 pour un certain N non-négatif et on en conclut que le premier coefficient de F

est £1. Par la définition de m(F’), on voit directement que m(F') = 0.

Réciproquement, supposons que m(F') = 0. Encore par la définition de m(F") on voit
que le premier coefficient de F' doit étre +1 et donc les racines de F' sont des entiers
algébriques. Comme m(F) = 0, on doit avoir |a;| < 1 pour toute racine «; de F. Par le

théoreme de Kronecker, les racines de F' sont toutes des racines de I'unité. O
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2.2 Le cas a plusieurs variables

Nous avons vu dans la section précédente que si 0 # F' € C[z], alors
1 .
m(F) = / log | F/(e271%)|do.
0

Ceci nous donne une maniere naturelle de généraliser la mesure de Mahler pour les

polynémes a plusieurs variables.

Définition 59. Soit F' € Clzy, ..., z,] non-nul. Alors la mesure de Mahler de F est

1 1
m(F) = /0 /0 log |[F(e*™, ..., &™) df; . ... db,.

En d’autres termes, si on pose M(P) = ™), alors M(P) est la moyenne géométrique

de |P| sur le n-tore T".

11 se trouve que cette intégrale existe toujours en tant qu’intégrale impropre et m(F") >
0si FeZxi,..., o).

Il est aussi naturel d’étendre cette définition aux polynémes de Laurent

FeClztl,... ot

n

en notant que la mesure de Mahler de tout monome est nulle et que m(FG) = m(F) +

m(G).

Meéme si a premiere vue la définition de la mesure de Mahler donnée ci-haut ne semble
pas reliée a la théorie des nombres, certaines valeurs spéciales peuvent étre exprimées

en termes de concepts fondamentaux de cette théorie.

Proposition 60. On a les identités suivantes :

(i) m(2 + z1 + 22) = log 2,

(13) m(14+z1+22) = %L(X, 2), ot L(x,s) ==Y o % est la fonction-L de Dirichlet
de x ou x(n) = <%) est le symbole de Legendre,

(1ii) m(1 4+ x1 + 22+ x3) = #C(i%) ou ((s) est la fonction zéta de Riemann.

La mesure de Mahler peut donc étre mise en relation avec la fonction zéta de Riemann
classique et sa torsion avec un caractere de Dirichlet. Dans le cas qui nous intéresse, la

mesure de Mahler sera reliée a la fonction-L d’une courbe elliptique.
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Comme dans le cas a une variable, les cas ot m(F') = 0 peuvent étre completement

caractérisés lorsque F est a coeflicients entiers.

Théoréme 61 (Smyth). Soit F € Z[z}?, ..., ;7] primitif. Alors m(F) = 0 si et seule-
ment si F' est un produit de monomes et de polynoémes cyclotomiques évalués en des

monomes.

Un concept fondamental a ’étude de la mesure de Mahler de polynémes a coefficients
entiers est celui du polygone de Newton. Historiquement, le polygone de Newton était
un outil pour étudier les polynémes dans les corps locaux, principalement K((X)) le
corps de fractions de I'anneau des séries formelles avec indéterminé X ou K est le corps
réel ou complexe, mais aussi dans Q, le corps p-adique et ses extensions finies. Pour plus
d’informations, voir [11].

Nous définissons ici seulement le cas a deux variables puisque nous n’utiliserons pas les

généalisations.

Définition 62. Soit F' € C[z*!,y*!] non-nul avec développement

F((L’,y) = Z ai,jxiyja
(i,4) €22
ol a; ; = 0 pour presque tous les couples (i, j). Alors, le polygone de Newton de F', noté
C(F), est I'enveloppe convexe des (i, j) € Z? tels que a; ; # 0.
On dit que F' est extréme-unitaire si les coefficients associés aux sommets de C(F") sont

de norme 1, i.e. si (4, ) est un sommet de C(F'), alors |a; ;| = 1.

Les pentes et les longueurs des cotés du polygone de Newton nous donnent beaucoup
d’informations sur la valuation (p-adique) des racines de F'. La propriété < logarith-

mique > de la valuation présage une propriété similaire pour les polygones de Newton.

Proposition 63. Soit F,G € C[z,y]. Alors,

(1) C(FG) =C(F) +C(@Q),

(77) tout sommet de C(F'G) est une unique somme d’un sommet de C(F") avec un sommet
de C(G),

(7i7) si deux de F, G et F'G sont extréme-unitaires, alors 'autre 1’est aussi.

Ici C(F) + C(G) est la somme de Minkowski, i.e.
C(F)+C(G)={a+b : aeC(F),beC(G)}.

Un résultat similaire au théoreme 58 existe pour les polynomes extréme-unitaires. Avant

de I’énoncer, nous aurons besoin d’une définition.
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Définition 64. Un polyndéme non-nul F' € Clz] est dit unité-unitaire si
F=a2" +..4+ax+ ag,

avec |a,| = |ag| = 1.

Théoréme 65. Soit F' € C[z*!, y*!] extréme-unitaire. Alors m(F) = 0 si et seulement

si F' est un produit de monomes et de polynémes unité-unitaires évalués en des monomes.
Nous finissons cette section avec une définition qui sera utilisée maintes fois dans les

sections suivantes.

Définition 66. Soit C(F') le polygone de Newton d’un polynome

F(Ql’,y) = Z ai,jwiyja

(i,9)€2?

et orientons C(F') dans le sens horaire. A chaque coté 7 de C(F) on associe le polynéme
FT(t) = Z a‘r(k)tk7
k

ot 7(k) parcoure dans le sens horaire tous les points de Z? se trouvant sur 7 (clairement
il n’y a qu’un nombre fini de tels points, donc la somme ci-dessus est finie). On dit que
F est tempéré si les racines de P;(t) ne sont que des racines de 1'unité pour tout coté =
de C(F). Si F est unitaire a coefficients entiers, par le théoréme de Kronecker, ceci est

équivalent a ce que m(P;) = 0 pour tout coté .

2.3 Relations avec la théorie des nombres et les courbes

elliptiques

A Dorigine, la mesure de Mahler a été introduite par Mahler [10] en 1962 pour donner
une preuve plus simple de I'inégalité de Gel’fond-Mahler qui stipule que pour Py, ..., P, €

Clx1, ..., x,] des polyndomes multivariés de degré respectif ¢i, ..., ¢, alors
Pl .. ||Pull| S CH|Py... P, oug=q1+...+qn,
ou C,, est une constante ne dépendant possiblement que de n et

|1PIl = sup |[P(t)].
lt]=1
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Gel’fond [12] prouva cette inégalité avec C;, = e et Mahler [9] avec C,, = 2. David Boyd

[13] prouva ce résultat avec les meilleures constantes possibles, ol

Cp = exp (%I (%)) , oul(f) = /0 log (2 cos ;) dt.
0

La mesure de Mahler était aussi utilisée pour décrire ’entropie de certains systemes
dynamiques [|. Ce n’est que dans les années 90 que ses liens avec la théorie des nombres
commencerent a devenir apparents. Plus précisément, Deninger [14] et Boyd [1] trouverent
de nombreux rapports avec les fonctions-L de courbes elliptiques et les conjectures
de Bloch-Beilinson. Nous donnons ici une bréve introduction (ou plutét une intuition)

derriére ces conjectures fondamentales.

Soit K/Q un corps de nombres et Ok son anneau des entiers. Nous définissons la

1
CK(S) = Z (Na)sv

Oyéag(’)K

fonction zéta de K comme

ou la somme parcourt tous les idéaux non-nuls de Ok et Na = |Og/a|. Remarquons

que lorsque K = Q, (x(s) est la fonction zéta de Riemann classique.

Cr (s) converge absoluement pour f(s) > 1 et possede une extension méromorphe sur
tout le plan complexe avec un unique poéle simple en s = 1. La formule du nombre de

classes nous dit que le résidu est

2" . (2m)" - Regg - hi
WK |DK|

lim(s — 1)Ce(s) =

ou r1 est le nombre de plongements de K dans R, ro est le nombre de plongement de K
dans C a conjugaison pres, Regy est le régulateur de K, hi est la cardinalité du groupe
de classes de K, wg est le nombre de racines de 'unité contenu dans K et Dy est le

discriminant de l'extension K/Q (Pour plus d’informations sur ces définitions, consultez

[11]).

En particulier, on peut montrer que lorsque F' C R est une extension réelle quadra-

tique de Q, alors O7, est un Z-module de rang 1 et
Che(0) ~ge Toglel, € € O, €+ 1.

Ici a ~q-+ b signifie que a/b € Q*, ou a,b € C*.

Les conjectures de Bloch-Beilinson généralisent ce résultat. Les composantes sont :

(1) un objet géométrique / arithmétique O (Op dans notre exemple),
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(2) un groupe abélien K(O) de type fini de rang 1 associé (O}, dans notre exemple),
(3) une fonction-L associée L(O,s) avec un zéro simple en s = 0 ({p(s) dans notre
exemple), et

(4) un morphisme non-nul r : K(O)/K(O)iors — R (la fonction log(] - |) dans notre
exemple).

Dans ce contexte, l'identité ci-dessus devient
L'(0,0) ~g+ r(a), o€ K(0)/K(O)tors.

Dans le cas de courbes elliptiques F/Q, les composantes seront :
(1) £ un modele de Néron de F,

(2) K2(E), le groupe K de la courbe,

(3) la fonction-L de E, i.e. L(E,s), et

(4) r le régulateur de E.

Avec ces conditions, 'identité
L'(E,0) ~g r(a), «a€ Ka(E)/Ka(E)tors-

constitue les conjectures de Bloch-Beilinson.

Nous ne définirons pas le modele de Néron £ d’une courbe elliptique E puisque cela
nous menerait trop loin du sujet principal (et 'auteur ne comprend pas a la perfection
la théorie). Par contre, nous définissons brievement le régulateur r et nous donnons une
idée du groupe K2(FE). Pour les besoins de la cause, £ peut étre vue comme une bonne
approximation entiere de E, un peu comme ’anneau des entiers O est une approxima-

tion entiere du corps de nombres K. Pour plus d’informations, voir [15].

Soit F' un corps. Alors le théoréeme de Matsumoto nous dit que

Ky(F)2F'@z F'/{x®(1—z) : z€ Fz#0,1}.

Lorsque E/Q est une courbe elliptique définie par un polynéme tempéré P(x,y) = 0,
on peut considérer Ks(E) ® Q C K2(Q(E)) ® Q (voir [4]). Si £ désigne le modele de
Néron de F, K2(€) ® Q est un sous-groupe de Ks(E) ® Q défini par un nombre fini de

conditions.

Soient x,y € Q(F). On considére la forme différentielle

n(z,y) :=log |x|dargy — log|y|dargx, dargx :=Im(dz/x).
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On remarque que 7 est fermée (sa dérivée extérieure est nulle) sur son domaine de

définition, antisymétrique et multiplicative et
n(z,1—xz) = dD(z),
ou
D(z) := Im(Liz(z)) + arg(1 — x) log |x|

est appelé le dilogarithme de Bloch-Wigner et

Lig(z) = — /093 Mdz.

z

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour définir le régulateur de Bloch-Beilinson.

Définition 67. Le régulateur de Bloch [16] et Beilinson [17] est défini par

rg: Ko(E)®Q — HY(E,R)

{ry) o {hm/wnm)}.

(Voir section 1.2.9 pour la définition de H'(E,R)).

En étudiant comment la conjugaison complexe agit sur 7, on remarque que le régulateur
est trivial sur Hy(F,Z)", les classes invariantes par conjugaison complexe. Donc le
régulateur peut étre vu comme une fonction sur Hy(E,Z), les classes non-invariantes

sous conjugaison.

Il se trouve que la mesure de Mahler peut étre reliée au régulateur et donc, si 'on en
croit les conjectures de Bloch-Beilinson, la mesure de Mahler d’un polynéme P(z,y) =0
associé a une courbe elliptique E est reliée a certaines valeurs spéciales de la fonction-L

L(E, s). Plus spécifiquement, rappelons-nous que nous avons la suite d’isomorphismes

E(C) = C/(Z+7Z) — C*/¢"
T = (p(u), ' (u) u mod A 2= 2™

ou p est la fonction de Weierstrass, A est la lattice Z 4+ 7Z avec 7 € H = {z € C
S(x) > 0} et g = €27,
Définition 68. (Voir [16]) Le dilogarithme elliptique est défini par

DF¥ E(C)—=C
PHZD(q”z),

nel



La Mesure de Mahler 45

oi1 D est le dilogarithme de Bloch-Wigner et z € C*/¢% est donné par la correspondance

ci-dessus.

Nous définissons aussi 'opérateur diamant d’une courbe elliptique.

Définition 69. Soit Div(E(C)) le groupe des diviseurs de E et posons
Div(E(C))” = Div(E(C))/{(P)+ (—=P) : P E(C)}.
Soient z,y € C(EF)*. L'opérateur diamant est donné par

o : C(E)* @z C(E)* — Div(E(C))"
{z,yt = (x) o (y) = mej(si = 1T;),

ou

@) =3 milS). () =D ny(T).

Ceci mene au résultat suivant.

Théoréme 70 (Bloch). Le dilogarithme elliptique s’étend par linéarité & une fonction
de Div(E(C))~ a C. Soient z,y € Q(E) et {z,y} € K2(FE). Alors

re({z,y}) = DP((z) © (v)),

ou [y] est un générateur de Hy(E,Z)".
En particulier, on a
DE((z)o(1—-x)) =0, VzecQ(E).

Des formules du type

1
m(P) = o—re({z,y})[] (2.1)
ont d’abord été prédites par Deninger [14] puis intensivement étudiées par Boyd [1].

Par exemple, soit P(z,y) € C[x,y] un polynéme de degré 2 en y, i.e. de la forme

Pz, y) = P*(x)(y — 11 (2))(y — y2(2)),

ou 1, y2 sont des fonctions algébrique en x.
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En utilisant la formule de Jensen, on obtient

1 dx dy
P)—m(P*) = log |P — = —m(P*
m(P)=m(P") = g [ x| Pl L —m(P)
1 dx dy
= [ (logly— log |y — e
ez L, Goely = (@) + lozly () 5
1 dx 1 dx
= 5= log |y (2)|— + 5— log |ya(x)|—.
270 Jja|=1, ys (o) |21 T2 )= fya(a) 21 z

Dans certaines situations, |y2(x)| < 1 lorsque |z| = 1. Dans ce cas, on peut écrire

1 dx
m(P) —m(P*) = — log |y1 (x)|—
270 Jjz|=1,|y1 (z)|>1 x
1
n(xayl)'

27 Jja|=1 s ()21
Lorsque P = 0 définie une courbe elliptique et si ensemble {|z| = 1, |y1(z)| > 1}
peut étre vu comme un cycle dans H; (F,Z), alors on obtient des formules du type (2.1).
Par exemple, Boyd étudia les familles de polynémes
Ry(z,y) = (1 +2)(1+y)(z +y) — kay, (2.2)
Pyy(a,y) = y* + kay + by — 2, (2.3)
ou k, b sont considérées comme des parametres fixes.

Pour la premieére famille, Boyd conjectura pour |k| < 100

m(Re(z,9)) = re L' (Enry, 0),

olt Enp est la courbe elliptique définie par Ry(x,y) =0, N(k) est le conducteur et ry

est un nombre rationnel avec une petite hauteur, i.e. 7, = a/b avec max(a, b) petit.

Certaines formules ont été prouvées. Par exemple, Rogers et Zudilin [18] prouverent

15
m(R_2(z,y)) = ﬁL(Ezoj 2) = 3L'(E2,0),

10
m(R4(a?,y)) = ﬁL(EQO, 2) = 2L,(E20, 0)

Pour la deuxieme famille, quand b = 1 et k € Z, Boyd conjectura des formules du
type
?
m(Pe(z,y)) = rL (Engy, 0),
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avec En(ry, N(k) et rj, définis comme ci-dessus.

Dans ce cas, Py, 1 (z,y) est un polynome tempéré, ce qui explique la forme de I’équation.
Par contre, pour b = 2, Py, 2(x,y) n’est pas nécessairement tempéré et Boyd prédit des

formules de la forme

2

m(Pyp) = 5 logb + rep L' (Ejp,0).

L =

Presque toutes les formules étudiées par Boyd relevent de calculs numériques et non

de preuves mathématiques.

D’autres formules ont été prouvées par Bertin [19], Bertin and Zudilin [20], Brunault
[21], Lalin [22], Lalin et Ramanmonjisoa [23], Lalin and Mittal [24], Lalin, Samart, et
Zudilin [25], Mellit [26] et Rodriguez-Villegas [27].



Chapitre 3

Résultats

Je compte tes L’s avec une loi de

Poisson.

MC Lima-Barbosa

Ce chapitre a pour but de < prouver > la conjecture qu’est mon projet de recherche.
< Prouver » se trouve ici malheureusement entre guillemets puisque cette conjecture
s’avere en fait fausse malgré la preuve que nous pensions avoir trouvé. Une erreur s’y est
malencontreusement glissée et nous ’avons découverte apres avoir développé la plupart
de la preuve. Certains résultats restent cependant vrais et nous les prouvons ici. Nous
mentionnons aussi les résultats qui sont finalement faux, tout en mentionnant ou le

probleme survient.

La conjecture, d’abord donnée par Boyd [1], dit qu’on a 'identité suivante

1 8
m(Pu2) = m(y? + day + 2y — %) = 5log2+ gL/(Ego, 0).

II se trouve qu'un calcul PARI donne m(Py2) = 1,29388262... tandis que %logQ +
8L/ (Ey,0) = 1,29656143....

L’idée était de relier la mesure de Mahler de ce polynome avec celle de
Ry=(1+2)1+z)(z+y)+ 2y,

puisque ces deux polynomes définissent des courbes elliptiques de conducteur 20. Puisque
m(R_2) est déja connue, ceci nous donnait une avenue intéressante pour trouver m(Py 2).
Avec cette idée en téte, nous avons trouvé un changement de variable transformant Py o

—

en Pyg, ou Pyg est un polynéome tempéré. Pyo et R_o étant tempérés, la théorie (voir

48
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[4]) nous dit que leur mesure de Mahler dépend seulement de la classe d’homologie
de certains cycles facilement calculables, ce qui nous permet d’avoir une identité entre
m(P472) et m(R_Q).

Le probleme fondamental ici est que le changement de variables entre P2 et 54\,2
n’est pas rationnel, ce qui nous empéche d’utiliser la théorie et de relier les mesures
de Mahler correspondantes. Par contre, ceci ne nous empéche pas de donner quelques

résultats dans le chapitre qui suit.

3.1 Isomorphismes et opérateur diamant

Cette section a pour but de relier P,2 et R_s a des courbes elliptiques. Comme
mentionné a la section 2.3, ceci nous donnera une relation entre les régulateurs corres-

pondants.

Soit E; la courbe elliptique définie par {P;2 = 0} et Ey par {R_o = 0}. Alors on a

I’isomorphisme de courbes elliptiques suivant

0: By (1+2)1+y)(z+y) +22y=0— E :Y>4+4XY +2Y - X3 =0

donné par
2 1 2(1 2
v 2ety+ )7 yo20+y+ :n)? (3.1)
2424y 24 x+4+y
X+Y 24+3X+Y
_ —_zreary 3.2
T v x Y 2+ X (32)

Les points de torsion rationnels de E; sont générés par P = (—2,2). Plus précisément,
on a B (Q)tors >~ Z/6Z et

P =(-2,2), 2P = (0,0), 3P = (—=1,1), 4P = (0,—2), 5P = (—2,4).

Avec cet isomorphisme en main, on relie I'opérateur diamant de X,Y et z o ¢!,

y o . Clest le premier pas pour possiblement trouver une relation entre les intégrales
sur N(X,Y) et n(xz o~ yo e !). (La derniere intégrale a déja été trouvée comme

mentionné au début de ce chapitre.)
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Proposition 71. On a les relations suivantes dans Div(E;(Q))

(X)o (V) =9(2P), (3.3)
(zop ) o(yop ) =—6(P)—6(2P). (3.4)

Démonstration. Tout d’abord, on calcule sur F; les diviseurs suivants

(X) = (4P) + (2P) — 2(0),

(Y) =3(2P) = 3(0),

(X +Y) = (P)+ (2P) + (3P) — 3(0),
(243X +Y) = (4P) + (5P) + (3P) — 3(0),
(24 X) = (P) + (5P) — 2(0).

Nous obtenons donc sur Z[E1(Q)]~

(X) o (Y) = 9(2P).

On voit que

wop ) = (o ) = @)+ 3P - 6P) - (O),
wor )= (P g ) = 4P+ BP) - (P) - (O),

Ceci implique donc que
(xop ) o(yop™t)=—6(P)—6(2P).

O]

Nous donnons maintenant une relation entre le dilogarithme DF (voir Section 2.3)
de (o) o(yoyp™) et (X)o(Y) € Z[E1(Q)]~. Pour ce faire, nous définissons une

relation d’équivalence. On dit que o ~ 3 si

D" (a) = D™ (D).
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Par le théoreme 70, on a que
a—B=> c(f)o(l-fi)=an~p,
ou fz € Q(El) et ¢; € 7.
Proposition 72. On a I'identité suivante sur Z[E1(Q)]~

—8((xop Holyor™)) ~9((X)o(Y)).

Démonstration. Tout d’abord, nous définissons R = (—% + §,2 —+/5) ol R est un

point sur Ey et R7 = (—3 — @, 2+1/5) ol o est I’élément non-trivial de Gal(Q(v/5)/Q).

Remarquons que R+ R° = 3P.

Nous avons besoin de considérer des fonctions f; ou f; et 1 — f; traversent E; en des

points rationnels dans une extension de Q.

Premierement, considérons f; = —2X — Y. On calcule

(—2X —Y) = (2P) + 2(5P) — 3(0),
(142X +Y) = (3P)+ (R) + (R°) — 3(0),

et

(—2X —Y) o (142X +Y) =5(P) — (2P) + 3(R) + 3(R’) — 2(R + P) — 2(R° + P) — (R — 2P)

— (R? —2P).
. _ X’4X-Y
Ensuite nous posons fo = “x7x et nous obtenons

2 —
(XX*;fXY> — (P) — 2(3P) — (4P) + (R) + (R"),

Y

(X2+X> = 2(2P) — 2(3P) — (4P) + (0),
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et

2 —
(XXJngY><> <XQZX) =—5(P)+(2P) +3(R) +3(R°) + (R+ P) + (R° 4+ P)

+2(R—2P) + 2(R’ — 2P).

Finalement, f3 = 4)2(;3:;4 et
AX +Y +4 .
(2X+2> = —2(3P) + (5P) — (O) + (R + 2P) + (R" 4 2P),
-2X-Y -2
<2X+2> =2(P) —2(3P) + (4P) — (0),

et

<4X+Y+4><><—2X—Y—2

2X 42 29X + 2 >_6(P)_9(2P)+3(R+P)+3(R"+P)+3(R—2P)

+3(R” — 2P).

En combinant le tout, nous avons

((f1) o (X = /1)) = ((f2) o (1 = f2)) + ((f3) o (1 = f3)) = 16(P) — 11(2P) = 16(P) — 11(2P) ~ O,

ce qui implique

— 16(P) + 16(2P) ~ 27(2P)
— 48(P) + 48(2P) ~ 81(2P)

= 8 ((zop ) olyop™)) ~9((X)o(Y)).

Ceci conclut la preuve. O

3.2 Polynéme tempéré

Le polynéme P9 n’étant pas tempéré, les conjectures de Boyd (voir Section 2.3)

prédisent un terme logarithmique dans une formule pour sa mesure de Mahler. L’idée
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est donc de relier la mesure de Mahler de P, 2 avec celle d'un polynome tempéré.

Rappelons-nous que Py 2 est le polynome Y2 +4XY +2Y — X3. En posant Y = 217,
X = \P’/E)A( et en divisant par 4, on obtient le polynéme

Pro= V2 4+ 24XV 4V - X3,

On remarque que ce polynome est tempéré puisque son polygone de Newton est

1
‘\ -
0\\&1

Avec ce changement de variables, la mesure de Mahler devient

1 1
m(Pyg) = o CanEry| n(X,Y-)
21 Jix|=1, [v4l>1 21 Jix|=1, [y-|>1

S n(\?’/ZIX,2Y+)—217T/A n(¥V4X,2Y_).

2T S %)== s 1¥r123 |X|=

On verra dans la prochaine section que

1

27 JIX|=4 V4123

n(V4X,2Y,) =0,

et donc en utilisant la multiplicativité de 1, on obtient

1 A A . ~
m(Py2) = —— (n(X, Y_) + log(V/4)d arg Y,> + log 2.

Comme P o et R_5 sont tempérés, il serait intéressant de relier les classes d’homologie
de ces deux polynoémes pour ensuite obtenir une relation sur leur mesure de Mahler

respective. Or, nous ne pouvons pas le faire puisque P4 2 n’est pas un polynome rationnel

et nous n’avons toujours pas trouvé un moyen de contourner ce probleme.
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3.3 Le chemin d’intégration
Nous identifions maintenant dans quels cas les chemins d’intégration dans la mesure
de Mahler sont fermés. Ceci nous permet de ne considérer qu’une intégrale sur 7.

Ala place de considérer Py 2(X,Y’), nous faisons le changement de variables Y = ZX

et divisons le polynéme résultant pas X?2. Ceci nous donne

T(X,Z):Z2+4Z+%Z—X.

Si |X|=1,1ie X =¢“ on peut écrire

Zo=—-eW_24 \/4 +de=0 4 0 4 =210

Nous prenons ici toujours la branche principale de la racine carrée, i.e.

Vz=|ze"T, —m<argz<m.

Proposition 73. |X|=1, |Z_| > 1,et |X| =1, |Z4| <1 sont des chemins fermés.

Démonstration. Puisque |Z_||Z1| = |X]| = 1, nous avons seulement besoin de prouver

que |Z_| > 1 lorsque |X| = 1.

Comme |X| = 1, nous avons

|Z_| = |\/4 +de—10 4 i 4 o—2i0 4 o~ 4 2|
= [\/5 cos(0) + cos(20) + 4 — 3isin() — isin(20) + e + 2|

Posons R = /5 cos(0) + cos(20) + 4 — 3isin() — isin(26). Alors

12 = \J(R+ e+ 2)(R+ e +2)
= V/|R)2 + 2Re(R) cos(f) — 2Im(R) sin(f) + 4Re(R) + 4 cos(f) + 5.

Donc nous avons besoin de montrer que

|R|> + 2Re(R) cos(h) — 2Im(R) sin(f) + 4Re(R) + 4cos(f) +5 > 1.
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Nous concentrons notre attention lorsque 6 € (0, 7). Remarquons que
0 30
R*=2(4 -~ =
| R <cos<2>+cos<2>)

6
arg(R?) = —3

et

Alors

R = v/2\/(4cos (6/2) + cos (30/2))e 1.
Notre équation devient maintenant

|Z_|? =|R|* 4 2|R)| cos(#) cos (§/4) + 2|R| sin(#) sin (6/4) + 4| R| cos (8/4) + 4 cos(8) + 5
=|R| (|R| 4+ 4 cos (6/4) + 2cos (30/4)) + 4cos(0) + 5
=8cos (0/2) + 4 cos () + 2cos (36/2)
+ V2 (4cos (/4) + 2cos (30/4)) \/4cos (0/2) + cos (30/2) + 5.

Séparons cette équation en deux. La dérivée de

(4cos (0/4) + 2 cos (30/4)) /4 cos (0/2) + cos (30/2)

est

—4sin (0/4) — 8sin(30/4) — 10sin(50/4) — 4sin(76/4) — 3sin(96/4)
2y/4 cos(0/2) + cos(360/2)

qui est négative sur (0, 7). Similairement, la dérivée de
8cos(0/2) + 4 cos(f) + 2 cos(30/2)

est
—4sin(6/2) — 4sin(f) — 3sin(36/2),

qui est aussi négative sur (0,7). Alors, |Z_|? est décroissante sur (0, 7). Puisque |Z_|
est une fonction paire de période 2, |Z_| atteint un minimum en 6 = 7. Nous voyons

dans ce cas que |Z_| =1 et donc |Z_| > 1 lorsque |X| = 1.
Ceci conclut la preuve. O

Proposition 74. |z| =1, |y_| > 1 est un chemin fermé.
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Démonstration. (Voir [24], preuve du Lemme 11)
Faisons le changement de variables x = l’% et y1 = y/x1. Nous voulons donc prouver que

|z1| =1, |y1_| > 1 est un chemin fermé, ou

—(a? +4+a27?) — \/x‘ll + 422 410 + da % + 27t
2wy +x7t)
—(2+ (o1 + a7 )?) — At (@ )
21 +x7t) ‘

Yyi_ =

? nous obtenons

—(1+2cos?6) — 1+ 4costd
Yi_ = .
2cosf

Lorsque 1 =€’

Puisque y;_ est réel et que 1 + 4 cos? 6 < (1 + 2cos? #)?, nous avons

14+2cos?20+V1+4cos*0  V1+4costo \/ 1
ly1-| 2| cos 6] ~  |cosb| o2 8
Ceci conclut la proposition. O
En résumé, v; = {(X,Z_-) : |X| = 1} est le cycle d’intégration pour la mesure

de Mahler de Pyo et v2 = {(x,y—) : |z| = 1} est celui pour R_o. En utilisant la

multiplicativité de 7 et le fait que Y. = Z1+ X, nous obtenons

Proposition 75. Soit Y_ la racine de P2 = 0 correspondant a Y_ = Z_X et y_ la

racine de R_o satisfaisant |y_| > 1 lorsque |z| = 1. Alors

1

m(T) = m(Pr2) = —o n(X,Y"),
T JIX|=1
1
m(R_9) = —— T,Y—).
(R2) =~ |Il:ln( y-)

3.4 La classe d’homologie

Le but de cette section est de calculer les classes d’homologie de E; et Es et de

montrer qu’elles se trouvent dans Hi(E1,Z)~.

Cette section comportera une ambiguité de signe en travaillant avec les racines
carrées, mais comme la mesure de Mahler est toujours positive, cela ne représente pas

un probleme.
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Soit w la différentielle holomorphique invariante sur ]3;2 = 0. Pour caractériser [v]

correspondant au chemin fermé de la derniére section, nous calculons fﬂ/ w.

Tout d’abord, rappelons-nous la définition de

2 dt
K(k‘) = /2 — = )
0o V1—k2%sin6? 0 /(1 —2)(1 - k2t2)
I'intégrale elliptique complete de premiere espece.
Proposition 76. On a

2i\/2(=1+ V5)K ( y/1(=3+/5)
/|f<|=31w:i \3/1< 2 )

Vi

ol l'intégrale est faite sur le chemin |X| =

ﬁ?

Démonstration. Nous avons vu que

. 2VAX -1 \/(2\3/1)?+ 1)2 +4X3
V.= .

_ 3.5
5 (35)
Donc nous avons
/ / dX
w =
X=4= 1X|= 2Y +2¢4X +1
_ / —dX
Kl== VAVI6X2 +4VAX +1 +4X3
1 / 1d0
\/> 4 + de— 10 + 6—210 + 619
_ ( idf idf )
o \/4+4€ 0 4 o 219+619 \/44_46719_{_6 2i0 4 @10
_ < idf N idf )
\/4 + 461'9 + e2i9 + e—z‘@ 0 \/4 + 4€7i9 + 6722'9 + ei@

i db
= +—_Re : S—
V4 < 0 VA+de =20 1 e%9>

En faisant le changement de variables t = 1 + €'?, nous obtenons
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-
m

9; 2 —idt

2 2 —idt
=+-—Re _ |,
V4 ( 0 \/t(t2+t—1)>

g»‘p
N

ou le chemin d’intégration est sur le demi-cercle supérieur de rayon 1 centré en 1. Nous

fermons ce chemin avec le segment réel [0, 2]. L’intégrande ne possede pas de poles dans

Iintérieur de la région mais posséde des points de branchement en 0 et ‘/52_1. Nous

prenons le cercle de rayon € autour de 0 et obtenons une intégrale de la forme

667’9

b i
/a Ve ((eei?)? + eei? — 1)

qui tend vers 0 lorsque ¢ — 0. La méme situation se produit en ¢ = \/52_1 et nous

concluons que l'intégrale sur la frontiere est 0. Alors, la derniere intégrale sur le demi-

cercle supérieur est égale & celle correspondant au segment réel [0, 2].

Notons que t(t2 4+t — 1) est négative sur (0, \/52*1) et positive sur (‘/52*1,2). Nous

obtenons donc

2 idt S it
Re _— | = -
0 Vt{t2+t—1) 0 V2 +t—1)
En utilisant le changement de variables

i(t? +1) ittt 263 — 6t — 2t + 1)

NG D N R S EE

dt.

. 24+1) V5-1 . .
Nous voyons que le chemin f(t) = ‘(t+ lorsque t € (0 ) atteint son mi-
VAL (t2 4t —1) ’o2

_ —1—/5+/2(5+V5) f(to) = 1+v5

nimum en tg 5 —522, et tend vers oo lorsque ¢t — 0t,

t— @ . Par conséquent

/ W=t 2/00 S
P{E=E VA Jmp Vet -2 1)

va
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1+v5
2

En posant = = , nous obtenons

4i |1 1 dx
/'X':ézw:i\% 5(1+\/5) /0\/(1—x2)(:n2—|—3+2\/‘?’)

—ad e (2 )K( ;<_3+¢5>)

Vav2 1++/5
2 2(-1+V5) K 1(—3+\/5)
=+ 5 .
Ceci conclut la preuve. ]

Proposition 77. Nous avons

2i\/2(~1+ VB)K <\/;(—3 + \/S)>
/so*<x|=1)w —F V4 ’

est l'intégrale est faite sur le chemin |z| =1, |y_| > 1.

Démonstration. Puisque nous avons

/ w = / orw,
e (|z|=1) |z]=1

nous calculons ¢*w. Nous trouvons tout d’abord ¢*w en termes de X, Y (les coordonnées

du polynéme non-tempéré). En utilisant (3.1) nous obtenons

2 2
dX=———" _dx— —— _dy.
(2+x+y)? v (2+x+y)? 4

En dérivant R_s(x,y), nous obtenons

(2z(y+ 1) +y* + 4y + 1)da

2 1)4y%+4y+1)dz+(2 D422 +4z+1)dy = 0 = dy = —
(2z(y+1)+y~+4y+1)de+(2y(z+1) 4z +4z+1)dy y TS ET R T

En remplagant, nous trouvons

dX = <1 _ 2y +
2y(x +

D+y?+4y+1 —2

dx
4+a22+4241) 242 +vy)?
2(y — =)

2+z+y)2y(z+1)+a2+4z+1)
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Nous avons aussi

N —
oY 44X +2= 289
24z +vy
Par conséquent
dX o dx  —1—dz—2? £ V1 + 4z + 1022 + 423 + z*
20 +4X +2 e+ D) +a2+dr+1) ET 2(1 + ) '

Par la section précédente, nous prenons y comme étant la racine négative.

Maintenant, en utilisant X = Vax Y = 217, nous trouvons

S 2dx
/x|1 T am YAyt ) 1 v v 1)
L2 id6
V4 )7 V/2:/5+ 4 cos(0) + cos(20)
L do
V4 ) % \/2+2cos(0) + cos?(0)
_ j:L T db
VA )5 \/1+ (cos(0) + 1)2
20 [T do

N j:37\/1 0 /14 (cos(0) + 1)

Posons t = cos, \/% = df. Alors

A dt
/|x|_1*0 ©T ii’/i/_l SOt D)

Avec le changement de variables

=
E

t+ 3=
€Tr = 72 s dl’ = 42 dt’
t4 345 (t + 3+¢5)

2

nous obtenons

/ w=ta [ dz
— — 37 . :
/=1 VAT o Boa?— (24 VB!
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Finalement, si nous posons x = %(7 — 3\/5)u,

/z|1¢w_ Va2 H\[/ \/ d“( 34+ V5))u?)
f’/ 1+f/ \/ du( ——

21
:ig—ﬂ 2(—1+\/5)K( 2(—3+x/5)).

Ceci conclut la proposition.

O]

Cette section implique que les chemins d’intégration donnent la méme classe d’ho-

mologie. Nous observons aussi que i?—\;ﬁ 2(-1+V5)K < =3+ \/5)) est purement

imaginaire et donc la classe d’homologie se trouve dans Hy(F1,7Z)".

3.5 L’intégrale sur arg Y_

Cette section a pour but de calculer I'intégrale sur darg Y_ comme vu & la section
3.2.

Proposition 78. Soit Y_ la racine de ]547\2 donnée par (3.5.). Alors

1 .
/ dargY_ =1.
2T |X

-4
Démonstration.
) o a(-2X - 1-VIXZ+aX + 1+ X9)
/ dargy_ = —
27 J| =4 2mi Jixj=1  —2X —1—V4X2 +4X +1+ X3
_ 1 [du
C2mi ), u’

ot v est le chemin —2X — 1 — v4X2 +4X + 1+ X3 lorsque |X| = 1. Les seules dis-
continuités de «y sont lorsque Im(r(x)) = 0 au moment ot Im(r(z)) change d’une valeur
positive en une valeur négative, ol r(z) = 4X2 +4X + 14 X3 (nous prenons la branche

principale de la racine carrée). Donc 7 possede des discontinuités en 5T
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En ces valeurs, le chemin saute de +iv/5 — 2v/6 & j:z(\/i + \/§)

Nous complétons ~ avec les intervalles imaginaires

[i\/5—2\/€,i(\/§+\/§)] and [—z‘(\@+\/§),—m/5—2\/6,

et appellons ce chemin 4. Ce chemin est fermé et l'intégrale sur v est la méme que sur
4 puisque nous avons ajouté deux chemins conjugués. Par conséquent
1 du

1 .

— [ dargyY_ = — ,
2 1X|= % 21 5 U
ce qui représente l'indice de 4 autour de 0. Comme 4 traverse I’axe réel négatif qu’une
seule fois (en X = 1) et commence sur l’axe réel positif, nous voyons que l'indice de ¥

est 1 (voir Figure 3.1). O

—

FI1GURE 3.1: Le chemin vy

3.6 Fin de la < preuve >

Nous donnons ici la fin de la preuve en supposant que que la théorie s’applique méme

si le changement de variable entre P4 et ]54,\2 n’est pas rationnel.
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Puisque ]54,\2 et R_g sont tempérés (voir [4]), nous pourrions conclure que les intégrales

1 PSS 1
n(X,Y_) et

1 n(x,y-)
iz

27 |X|= 2m lz|=1

dépendent seulement de la classe d’homologie de i et ¢, (y2) dans H1(E,Z), ou

%:{ozy) ; |X|:;Z} et 3= {(@y-) : |o] =1}

Par les Propositions 72, 76 et 77, ceci impliquerait que

PSS 81 _ _

- n(X,¥-)=—go- n@od™y_ogt).
T Jou(lzl=1)

Les résultats de Rogers et Zudilin [18] donnent

1

-— n(xo¢™!,y_o¢™") = 3L (Ey,0),
270 J (|2|=1)

et la Proposition 78 donne

Donc par la proposition 75 et la discussion de la Section 3.2, nous obtenons

1
m(Py2) = —-— n(X,Y-)
27 Jix|=1,|v- |21
1 )
= —27 R T](%X,QY_)
™ 1%l= V124
1 A log (/4 .
=—— 1/ A n(X,Y_)—Og(\[)/A A dargY_ + log 2
27 JIX == - 12 2 Ji%I= 9123

ce qui terminerait la preuve.

Ici, le probleme fondamental vient du fait que puisque ]5;2 n’est pas rationnel,
Iintégrale sur n ne dépend pas seulement du cycle d’homologie, et donc nous n’avons

pas 'égalité

1

2T 1% |= IV

n(X,Y") =—/ n(zog iy oo
o (l2]=1)
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Conclusion

Malgré le manque d’une relation entre m(y? +4xy 42y — 23) et la fonction-L associée
a la courbe elliptique y? + 4xy 4+ 2y — 22 = 0, il reste toujours un espoir de trouver une
autre formule que celle conjecturée par D. Boyd et d’appliquer les résultats du chapitre
3 a cette fin. Une autre avenue intéressante serait d’utiliser les conclusions du dernier

3

chapitre afin d’étudier la mesure de Mahler de y? + 4zy + 2y — 2 sur un tore arbitraire

(voir [24]) et voir si certains liens apparents en ressortent.

De maniere plus générale, il serait extrémement utile de concevoir des techniques
permettant d’étudier et prouver la mesure de Mahler de certaines familles de polynomes
puisque la plupart des preuves se basent sur une étude cas par cas. La famille Py o
(voir section 2.3) aurait avantage a étre étudiée plus en profondeur puisqu’il s’agit de
polynomes non-tempérés et la plupart des relations prouvées viennent de polynomes
tempérés. On pourrait aussi naturellement s’intéresser a d’autres familles de polynomes

considérés par Boyd, la plus similaire étant
Frp=vy*+koy —2° — bz
pour lesquels les relations conjecturées sont

1
m(Frp) = 1 log |b] + rL'(E,0).

Le chapitre 3 avait comme idée de relier P;» avec un polynome tempéré puis de
travailler avec ce dernier. Une autre approche plus « directe » aurait certainement de
nombreux avantages puisque nous n’avons toujours pas une théorie assez développée

pour étudier les polyndmes non-tempérés.

Les conjectures de Bloch-Beilinson semblent encore aujourd’hui loin de la portée des
mathématicien.nes. Toute percée dans cette direction serait monumentale a la compréhension
de ce lien profond et surprenant existant entre les valeurs spéciales de fonctions-L et

d’autres concepts a priori éloignés.
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