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RESUME

Une permutation peut étre vue comme un classement qui ordonne des éléments ou des
candidats en fonction d’une préférence ou d’'un critere. Ce classement peut étre le vote
d’un électeur qui doit classer tous les candidats en ordre de préférence, le résultat d’une
compétition sportive avec plusieurs athletes ou encore une liste des meilleurs films de 2018.
Cependant, il se peut, dans les exemples ci-dessus, que les électeurs n’aient pas les mémes
préférences ou encore qu’une compétition sportive soit divisée en plusieurs épreuves dont
les classements different les uns des autres. C’est pourquoi il existe des regles pour générer
une permutation "consensus', ¢’est-a-dire qui est le meilleur compromis entre les différents
classements. L’un de ces consensus est la médiane de permutation, appelée aussi consensus
de Kemeny. Cette derniere méthode respecte un ensemble de propriétés qui justifient
son utilisation. Le calcul du consensus de Kemeny est toutefois un probleme NP-difficile.
Conséquemment, de nombreux travaux de recherche ont été effectués sur le sujet. Ce mémoire
étudie principalement des classes spéciales du probleme, c¢’est-a-dire le calcul du consensus de

Kemeny d’un ensemble de permutations présentant des caractéristiques spécifiques.

Mots clés : méthode de Kemeny, médiane de permutations, régle de Kemeny, distance de

Kendall-7, consensus de Kemeny, permutations
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ABSTRACT

A permutation can be seen as a ranking which orders elements or candidates by a
criteria or a preference. This ranking can be an elector’s vote to rank candidates in order of
preference, athletes in a sports competition or a list of the best movies of 2018. However, in
these examples, the electors may not all have the same preferences and the athletes might be
judged on more than one challenge in which rankings differ. This is why "consensus" rules of
permutation exist as the best compromise for the different rankings. One of these consensus
is the median permutation, or the Kemeny consensus. This method respects some properties
which justify its use, but is NP-hard to compute. Consequently, numerous researchers have
devoted time to study this problem. This master’s thesis aims to study the calculation of
the Kemeny consensus in special cases of the problem, which are set of permutations with

specific characteristics.

Key words : Kemeny method, median of permutations, Kemeny Rule, Kendall-7

distance , Kemeny consensus, permutations
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INTRODUCTION

Le probleme de la médiane de permutations consiste, pour un ensemble A de m permuta-
tions des éléments 1,2,...n, a trouver la (ou parfois les) permutation qui minimise la somme
des distances de Kendall-7 de celle-ci aux m permutations de I'’ensemble A. La distance de
Kendall-7 entre deux permutations compte le nombre de paires d’élément n’apparaissant pas
dans le méme ordre relatif dans les deux permutations.

Le probleme étant NP-difficile, de nombreuses recherches sur sa résolution autant exacte
qu’approximative ont été effectuées au cours des derniéres années. Ce mémoire fait entre
autres un survol de la littérature existante au chapitre 2, mais introduit d’abord toutes les
définitions et concepts de bases nécessaire a ’élaboration du sujet au chapitre 1. Par la
suite, le mémoire traite principalement de classes spéciales du probléme, c’est-a-dire le calcul
du consensus de Kemeny d’un ensemble de permutations présentant des caractéristiques
spécifiques, entre autres des ensembles que nous appellerons "équilibrés" et "multicirculaires”.

D’abord, au chapitre 3, la classe des ensembles automédians est abordée. Les ensembles
automédians sont des ensembles de permutations qui ont la propriété particuliere d’étre
égaux a l'ensemble de leurs médianes (A = M(A)). Ce chapitre a pour but de s’approcher le
plus possible d'une caractérisation complete des ensembles automédians et définit au passage
I'opération de somme directe permettant de décomposer les ensembles automédians.

Le chapitre 4 propose quant a lui une regle pour calculer le consensus d’'un ensemble
d’ordres de préférences cycliques. Cela se fait en transformant cet ensemble en ensemble de
permutations dit "multicirculaire", puis en calculant le consensus de Kemeny de ce dernier.
Nous prouvons toutefois que le calcul de cette regle est NP-difficile, malgré le fait que les
ensembles de permutations multicirculaires forment une classe spécifique d’ensembles de
permutations.

Finalement, le chapitre 5 introduit le produit de mélange, qui entrelace les permutations
de deux ensembles de permutations pour en construire un nouveau. De nombreuses propriétés
de cette opération sont introduites dans le but ultime d’étudier ’ensemble de médianes d'un

produit de mélange en fonction des propriétés des ensembles mélangés au départ.






Chapitre 1

DEFINITIONS ET PRESENTATION DU
PROBLEME

Ce chapitre a pour but de définir toutes les notions concernant le probléme de la médiane de
permutations et les autres problemes directement en lien avec celui-ci. D’abord, les définitions
de base sont présentées. Ensuite, le probleme de la médiane de permutations est formulé. Le
reste du chapitre contient plusieurs autres définitions et concepts nécessaire a tous les autres

chapitres de ce mémoire.

1.1. DEFINITIONS DE BASE

Définition 1. Une permutation de taille n est une bijection sur l’ensemble {1,2...n}.
Définition 2. On note S,, l'ensemble des permutations de taille n.

Soit m € §,. L’'image de 1’élément i, c’est-a~dire m(i), peut étre notée m;. On peut
représenter 7 par la séquence de ses éléments : m = mm,...T,, ou m; est I’élément a la position
1. Par exemple, sin =3, m; = 3, my = 1, m3 = 2, alors on peut noter m = 312. Cela permet
d’alléger la notation.

On note 7! la fonction inverse de 7. Ainsi, alors que ; est ’élément & la position ¢ dans
7, m~1(i), aussi noté m; *, représente au contraire la position de 1’élément i dans 7.
Définition 3. On notera I,, la permutation identité. Plus formellement, si o = I,,, alors,
Vi€ [l.n],0; = 1.

Définition 4. La distance de Kendall-t entre deux permutations est le nombre de
paires d’éléments n’apparaissant pas dans le méme ordre dans les deuxr permutations. Plus

formellement,
digr(m,o) = #{(1J)lli <j A (w7 <77 XOR 07! < o7)},

ot XOR est lopérateur OU EXCLUSIF.
Exemple 1. La distance de Kendall-T entre les permutations 14235 et 15243 est 4, car les
paires (2,4), (2,5), (3,5) et (4,5) sont dans des ordres opposés. On note dgr(14235,15243) = 4.



En pratique, on peut voir chaque permutation comme un ordre de préférence et lorsque
1< 7rj’1, on dit que ¢ précede j, dénoté 1 <, j.

Tout au long de ce mémoire, on utilisera des lettres majuscules, le plus souvent A, pour
représenter un ensemble de permutations. On utilisera m4 ou #A pour désigner le nombre
de permutations dans A, ou seulement m lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible.
Définition 5. Soient A CS,, et m € S,,. La distance de Kendall-T entre A et w est égale a la
somme des distances de Kendall-t entre w et chaque permutation de A. Plus formellement :

dgr(m,A) = ZdKTTFO' (1.1.1)
oeA
Exemple 2. Soient m = 51234 et A = {54321,51243}. Alors, dgr(m,A) = dgr(m,54321) +
dgp(m,51243) =6+ 1 =1T1.

Notez que dans les applications pratiques, A peut contenir plusieurs fois la méme permu-

tation. Dans ce cas, A est un multiensemble et la définition précédente devient :
dgr(m,A) Z #a(o)dgr(m,0), (1.1.2)
o€A
ou A(o) est le nombre d’occurrences de o dans A.
Définition 6. Soient ACS,, et 1 €S,,. On dit que 7 est une médiane de permutations de
A si elle est a distance de Kendall-r minimale de A. Autrement dit, Vo € S,,, dgr(m,A) <
dgr(o,A).

1.2. DEFINITION DU PROBLEME ETUDIE

I1 est possible qu'un ensemble de permutations A ait plusieurs médianes. On note M(A)
I’ensemble des médianes de A. Le probleme de médiane de permutations consiste donc a
trouver les médianes d’un ensemble de permutations. Dans certains contextes, le but est
simplement de trouver une médiane d’un ensemble A, alors que dans d’autres, le but est de
calculer compléetement M(A).

Exemple 3. Soient A = {15234,35124,42531}. Aprés calculs, on trouve que M(A) =
{51234, 52314,53124}, car ces trois permutations sont a distance 11 de A et toutes les autres
permutations de Sy sont a distance supérieure a 11 de A.

Le probléme étant NP-difficile (ce point sera abordé plus en détail a la section 2.2),
beaucoup de recherches d’algorithmes exacts et d’heuristiques ont été faites au cours des
dernieres années pour résoudre le probleme. Ce mémoire se concentre plutot sur des classes
spéciales du probleme, c’est-a-dire la résolution du probleme de la médiane pour un ensemble

A ayant certaines propriétés spécifiques.



] Vocabulaire des permutations \ Vocabulaire des classements

Permutation Vote, classement

Ensemble de permutations Profil, Ensemble de classements
Elément Candidat

a précede b (a < b) a est préféré a b

a est a la position k dans 7 (7,1 = k) | a est classé a k-iéme dans 7

Médiane de permutation Consensus de Kemeny

Elément le plus a gauche (resp. droite) | Candidat gagnant, ou premier (resp.
dans une médiane perdant, ou dernier)

TABLEAU 1. I. Appariement des différents vocabulaires

1.3. AUTRES DEFINITIONS ET NOTATIONS

Avant d’aller plus loin, nous allons poser des définitions et notations qui ne font pas toutes

partie de la littérature standard, mais qui seront utiles pour la suite.

1.3.1. Les permutations vues comme des classements

L’application pratique la plus courante du probléme de la médiane est d’établir un consen-
sus de différents classements des mémes éléments. Un vocabulaire différent est généralement
utilisé : les éléments de 1 a n sont sont souvent appelées candidats, chaque permutation de
ces éléments représente un classement (parfois appelé vote) et la médiane de ces classements
est le consensus de Kemeny. L’ensemble de permutations est parfois appelé ensemble de
classements, ou profil.

Dans la littérature, I’ensemble C' des éléments est souvent représenté autrement que par
les nombres de 1 & n. Au lieu d’étre une bijection sur [1..n, un classement 7 est plutot une
bijection de [1..n] vers C, ou (i) = m; est I'élément classé ieme dans w. La distance de

Kendall-7 entre deux classements 7 et o est plutot :

dir(mo) = #{{ig} € Clli £ i A (n* < 77" XOR 07" < 0;1))
Les définitions de la distance de Kendall-7 entre un ensemble de classements et un
classement et la définition d’une médiane restent inchangées.
Le lecteur peut se référer au tableau 1. I qui indique les équivalences de vocabulaire

entre les permutations et les classements, afin de ne pas étre mélangé pendant la lecture du

mémoire.

1.3.2. Quelques notations ensemblistes

Etant donné que les ensembles de permutations peuvent étre en pratique des multien-

sembles, comme expliqué a la sous-section 1.1, quelques notations sont rappelées ci-dessous.



Définition 7. A et B deux multiensembles. Alors, A+B est la somme (parfois aussi appelée
lunion cumulative) de A et B. Autrement dit, Vo, #a+p5(x) = #a(x) + #5(x). De plus,
supp(A) est l'ensemble des éléments présents au moins une fois dans A.

Exemple 4. Soient A = {x,x,y} et Soient B = {x,z,z}. Alors A+B = {x,x,xy,2,2} et
supp(A) = {z.y}.

Notons que, dans ce mémoire, la notation multiensembliste est utilisée au chapitre 2 ,
mais nous avons décidé de ne pas travailler avec des multiensembles a partir du chapitre 3
afin de ne pas alourdir la notation.

Certains ensembles de nombres entiers ou de paires de nombre entiers sont utilisés
suffisamment souvent dans le mémoire pour qu’il vaille la peine de leur définir leur propre
notation.

Définition 8. Soient deux entiers positifs i < j. L’intervalle [i..]] est l’ensemble des nombres
entiers compris entre i et j inclusivement.

Définition 9. Soient deux entiers positifs i < j. Alors,
pairs(i,j) = {(a,b) € [i..j]*|a < b}
Définition 10. Soient deux entiers positifs i et j. Alors,
hp(i,7) = {[1..i] x [i + 1..i + j]}
Exemple 5. On a hp(3,1) = {(1,4),(24),(3.4)} et pairs(2,4) = {(2,3),(2.4),(34)}.

La distance de Kendall-7 entre deux permutations de taille n correspond aux nombres
de paires d’entiers de pairs(1,n) n’apparaissant pas dans le méme ordre dans les deux
permutations, ce qui motive 1'utilisation de cette notation.

L’ensemble hp(a,b) est quant & lui utile lorsqu’on souhaite partitionner pairs(1,n) de la
maniere suivante :

Théoréme 1. Soit 1 < k < n. Alors pairs(1,k), hp(k,n — k) et pairs(k + 1,n) forment une
partition de pairs(1,n).
DEMONSTRATION. Pour n’importe quelle paire (4,7) € pairs(1,n), (i,7) vérifie exactement un
des trois cas suivants :

1. i< j <k:dans cecas, (i,j) € pairs(1,n), mais (7,j) n’est dans aucun des des deux

autres ensembles.

2. i <k <j:dans ce cas, (i,j) € hp(k,n — k), mais (i,7) n’est dans aucun des deux

autres ensembles.

3. k<i<j:dans ce cas, (i,j) € pairs(k + 1,n), mais (i,j) n’est dans aucun des deux

autres ensembles.

O

L’utilisation de ce partitionnement est donnée dans la sous-section suivante.



1.3.3. Distance de Kendall sur un domaine partiel

Il peut étre utile de séparer le calcul de distance de Kendall-7 selon les différentes paires
d’éléments.
Définition 11. Soient o0 € S,,, m € S,, et D C pairs(1,n). Alors la distance de Kendall-t
entre ™ et o sur le domaine D, notée dxr.p(m,0), est le nombre de paires d’éléments de

[’ensemble D n’apparaissant pas dans le méme ordre dans 7 et o.
dxr.p(m,0) = #{(i,j) € D||m; ' < 7Tj_1 XOR 0! < O'j_l}.

Remarque : le domaine par défaut est D = pairs(1,n) et dans ce cas, on a naturellement
dxr.p(m,0) = dgr(m,0).
La distance de Kendall-7 sur un domaine D entre une permutation et un ensemble de
permutations est naturellement définie comme suit :
Définition 12. Soient ACS,, 7 €S, et D C pairs(1,n). Alors :
dxr.p(mA) = Z dir.p(m,0).
c€A

Théoréme 2. Soit X une partition de D. Alors,

dKT;D(7T7U) = Z dKT;Y(ﬂ-ag)-

YeX
DEMONSTRATION.
Z dKT;Y(ﬂ-va) = Z #{(27]) € Y”F;l < le XOR 0;1 < 051}'
Yex Yex

Comme les différents X € Y sont tous disjoints, les ensembles dont les cardinalités sont
sommées ci-dessus sont aussi disjoints. Par les lois de Morgan, la somme des cardinalités est
dans ce cas égale a la cardinalité de I'union de ces ensembles :

Z dKT;Y(ﬂ-va) = # U {(Z,j) € Y”W;l < ﬂ-jil XOR 0;1 < Ujl}

YeX YeX

=#{(j)e U " <7m;' XOR 0;" < 0;'}

Yex
- dKT?Uyex (m,0)

= dKT;D(TF,O‘).

Corollaire 1. Soient ACS,, m €S, et D C pairs(1,n) et X une partition de D. Alors,

dKT;D(W7A) = Z dKT;Y(W,A)-

YeX



DEMONSTRATION.

dKT;D(TraA) = Z dKT;D(WaU)

c€eA

= > (> dxry(m0))

g€EA YeX

= > (> dxry(mo0))

YeX ocA

- Z dKT;y(W,A).

YeX

U

L’avantage du corollaire 1 est qu’il permet plus de flexibilité dans la maniere de calculer
la distance de Kendall-7. L’'une des séparations du calcul les plus courantes dans ce mémoire
est la suivante :

Corollaire 2. Soient ACS,,, 7t €S, et 1 <k <n. Alors,

dKT(ﬂ-yA) = dKT;pairs(l,k) (7T7A) + dKT;pairs(k—‘rl,n) (7T7A) + dKT;hp(k,n—k) (7T7A)'

DEMONSTRATION. Cela découle facilement du corollaire précédent, puisque les ensembles
pairs(1,k), pairs(k+1,n) et hp(k,n—k) forment une partition de pairs(1,n), selon le théoreme 1.
O

1.3.4. Matrices gauche, droite et de majorité

Dans cette section, on aborde les matrices gauche, droite et de majorité d’un ensemble de

permutations. Chacune de ces matrices contient toute 'information pertinente au calcul de
la médiane d’un ensemble de permutations.
Définition 13. Soit A CS,, . La matrice gauche (resp. droite) de A, notée L(A) (resp.
R(A)) est la matrice de taille n x n ou L(A);; (resp. R(A);;) est le nombre de permutations
de A ou i < j (resp. j <1i). La matrice de majorité de A, notée A(A), est la différence
entre la matrice gauche et la matrice droite, i.e. A(A) = L(A) — R(A).

Etant donné que dans chaque permutation de A, soit i < j, soit 7 < ¢, on a que
L(A);;+R(A);; = my pour n'importe quels éléments différents i et j. Voici d’autres propriétés

de base :
L(A); = R(A), (1.3.1)
A(A);; = —A(A)i. (1.3.2)

On peut utiliser respectivement L, R et A au lieu de L(A), R(A) et A(A) pour noter les

matrices gauche et droite et la matrice de majorité s’il n’y a pas ambiguité possible.
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Maintenant que les matrices gauche et droite sont définies, on peut les utiliser en combi-

naison avec le corollaire 1 pour calculer la distance de Kendall-7.

dgr(m,A) = Z dxcr; (i) (m,A)

(i.j)€pairs(1,n)

= > > dkngugn(mo).

(i,4)E€pairs(1,n) o€A

Le terme dKT;{(i,j)}(w,a) vaut 0 si 7 et o ont les éléments i et 7 dans le méme ordre, 1 sinon.
La somme Y, ¢ 4 dxry(i,5)} (7,0) vaut donc R;; si 7Ti_1 < 7Tj_1 et L;; sinon. On obtient donc :
dgp(m,A) = > (Sim ' <m ' alors Ry, sinon L;j). (1.3.3)
(i,j) Epairs(1,n)

Nous verrons plus tard que cette définition est utile pour calculer rapidement des bornes
minimales pour la distance de Kendall-7.

Une maniere plus compacte de réécrire la sommation ci-dessus consiste a itérer sur les
paires de positions et non les paires d’éléments, comme suit :

dgr(m,A) = > Run, (1.3.4)
(i,j) Epairs(1,n)

En effet, pour toute paires de positions (i,j) € pairs(1,n), les éléments placés a ces
positions dans m sont m; et 7; et la contribution de cette paire d’éléments a la distance est
Ryx;-

Définition 14. Soient ACS,, n €S, et 1 < i # j < n tels que 7; ' < 7rj_1. On dit que
i et j sont dans leur ordre majoritaire (resp. minoritaire) dans ™ par rapport 4 A si
L(A);j < R(A);; (resp. R(A);; < L(A);).

1.3.5. Propriétés de base des mouvements d’insertion

Dans cette sous-section, on étudie 'effet d’'un mouvement d’insertion dans une permutation
sur la distance de Kendall-7 entre celle-ci et un ensemble de permutations A. Un mouvement
d’insertion dans une permutation consiste a en retirer un élément et a le placer ailleurs
dans la permutation.

On peut représenter une permutation par une concaténation de lettres minuscules et
majuscules. Chaque lettre minuscule représente un élément tandis que chaque lettre majuscule
représente une liste ordonnée d’éléments. Toutes concaténées ensemble, les lettres présentent
tous les éléments dans l'ordre de la permutation.

Exemple 6. Soit 1 = 15728643. Alors on peut écrire m = PKiQ, ou P = 157, K = 28,
1=06 et ) =43.
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On appellera forme concaténée cette maniere de noter une permutation. Représenter
une permutation sous forme concaténée est utile lorsqu’on souhaite la manipuler avec des
mouvements d’insertion.

Théoréeme 3. Soient deux permutations de mémes tailles pouvant étre écrites sous formes
concaténées PKi(Q) et PiK(Q respectivement, pour les mémes valeurs de P, Q, K, i. Alors,

dgr(PKiQ,A) — dgr(PiKQ,A) = > A(A)u.

keK

DEMONSTRATION. Si i est & gauche (resp. a droite) d’un élément k € K, cela contribue
a la distance de Kendall-7 par R(A);x (resp L(A);). Toutes les autres paires d’éléments
sont dans le méme ordre dans les deux permutations. La différence entre dxr(PKiQ,A) et

dKT(PZKQ,A) vaut dOIlC Zk’eK L(A)lk — R(A)zk = ZkeK A(A)lk [l

1.3.6. Additivité

La prochaine section exprime certaines caractéristiques d’un ensemble (ou multiensemble)
de permutations A+ B par rapport a celles de A et B individuellement.

Théoréeme 4. Soient A, B C S, et €S,. Alors, ces propriétés sont vraies :

Note: la somme (+) de deuz ensembles est un multiensemble puisque A et B peuvent contenir
des permutations communes. Toutefois, dans le cas spécifique ou A et B sont disjoints, la
somme est équivalente a une union et le théoréme ci-dessus reste vrai si tous les termes A+ B

sont remplacés par AU B.

DEMONSTRATION. Pour des éléments ,j distincts quelconques, L(A+B);; est le nombre de
permutations de A+ B dans lesquelles ¢ < 7. On peut séparer ces permutations en 2 ensembles :
celles provenant de A, au nombre de L(A);; et celles provenant de B, au nombre de L(B);;.
On a donc naturellement L(A+DB);; = L(A);; + L(B);;. La deuxieme et la troisieme équation
peuvent étre obtenues de maniere similaire.

Pour la quatrieme, on a

dKT(W,A) + dKT(’/T,B) = Z dKT(W,O') + Z dKT(’iT,O')

oc€A cEB

= Y dgr(mo)

c€A+B

12



= dKT(W,A—FB).

1.3.7. Quelques définitions sur les graphes

Avant de poursuivre, introduisons quelques définitions sur les graphes.

Un tournoi est un graphe orienté G(V,E) non-pondéré tel que pour n’importe quelle
paire (i,j) de sommets distincts de G, (i,j) € E si et seulement si (j,i) ¢ E.

Un graphe orienté est acyclique si et seulement s’il existe un ordre total de ses sommets
tels qu’aucune aréte n’est en sens contraire de cet ordre.

MFASP [11], (minimum feedback arc set problem) est un probleme en théorie des graphes.
Il consiste a trouver, pour un graphe orienté pondéré G(V,E), I'ensemble d’arétes le moins
cotiteux ( c.a.d. dont la somme des poids des arétes est minimale) F' C E tel que G(V,E — F))
est acyclique. Nous appellerons MFAS un tel ensemble d’arétes. Il est possible qu’il y ait plus
d’un MFAS possibles pour un graphe car plusieurs FAS (feedback arc sets) peuvent avoir un
cotit égal. Dans le cas d’un graphe non-pondéré, F' est un ensemble d’arétes de cardinalité
minimale tel que G(V,E — F) est acyclique.

MFASP est NP-difficile. Méme le cas précis ou G est un tournoi a été prouvé NP-difficile
par [9].

En analysant la définition 1.3.3 de la distance de Kendall-7 fournie dans la section
précédente, on peut en déduire une borne inférieure évidente de la distance entre A et une
quelconque permutation, soit :

LB(A) = Z min(L;;,R;;)
1<i<j<n

Pour qu’une permutation soit a une telle distance de A, il faut que toutes ses paires
d’éléments respectent leur ordre majoritaire dans A. Malheureusement, c¢’est rarement le cas.
Pour une permutation 7 quelconque, il y aura fort probablement certaines paires d’éléments
(i,7) apparaissant dans leur ordre minoritaire selon A. Ceux-ci auront une contribution de
max(L;;,R;;) & la distance au lieu de min(L;;,R;;). On peut alors parler d'une "pénalité
supplémentaire" valant |L;; — R;;| = |A;;| par rapport au minimum possible pour cette
paire. Le graphe de majorité, décrit ci-bas, permet, entre autre, de modéliser ces "pénalités
supplémentaires".

Définition 15. Soit A C S,,. Le graphe de majorité de A, noté Gao(V,E) (ou G(V,E)
sl n’y a pas d’ambiguité possible), est un graphe de tournoi tel que V. = {1,2...n} et
E ={(i,5)|Li; > Ri;}. Le poids de l'aréte (i,j) est alors w;j = L;j — Rij = A5

Exemple 7. Soit A = {12435,24531,45312,53124} Alors son graphe de majorité est le

sutvant :
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ot toutes les arétes présentes ont le méme poids 2.

La distance dgr(A,m) est donc égale & LB(A) plus la somme des poids de toutes les arétes

de G4 en sens contraire de 'ordre total induit par 7 (c.a.d. dont le sommet cible précede le
sommet source dans 7). Trouver 7 qui minimise dg(A,7) est donc équivalent a trouver 7
qui minimise la somme des poids des arétes de G4 a ’encontre de 'ordre total de m. Trouver
une médiane de A se réduit donc a résoudre MFASP sur G4.
Exemple 8. Reprenons l’ensemble de permutations A de [’exemple 7 et son graphe de
majorité G 4. D’une part, M(A) = {24531,45312}. D’autre part, les deux MFAS de G4 sont
{(1,2)} et {(2,4)}. Le retrait d’une seule de ces arétes rendrait le graphe acyclique, car les
arétes restantes respecteraient un ordre total : 24531 dans le premier cas, 45312 dans le second.
Ces deux ordres totauz correspondent justement aux médianes de A.

Cette nouvelle interprétation du probléme sera utile dans la preuve de NP-difficulté du
probleme a la section 2.2.

Il est important de noter que la matrice de majorité A d’un ensemble de permutations
A ne correspond pas tout a fait a la matrice d’adjacence de G 4. En fait, soit () la matrice
d’adjacence de G 4. On a bel et bien A;; = Q;; lorsque A;; > 0, mais @;; = 0 lorsque A;; < 0.
Ces deux matrices possedent donc les mémes valeurs positives, mais la matrice d’adjacence

de G4 posseéde des valeurs nulles la ou celles de la matrice de majorité sont négatives.
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Chapitre 2

REVUE DE LITTERATURE

Dans ce chapitre sont présentés différents travaux et résultats en lien avec la recherche
sur le consensus de Kemeny. Dans un premier temps, les propriétés du consensus de Kemeny
seront discutées. Ensuite, des résultats théoriques sur la complexité du probleme seront
présentés. Le reste du chapitre portera sur la recherche de méthodes exactes et d’heuristiques
pour résoudre le probléme du consensus de Kemeny, effectuée principalement au cours des 30

dernieres années.

2.1. PROPRIETES ET COMPARAISON DE DIFFERENTES REGLES DE CONSEN-
SUS

L’application principale de la médiane de permutation (ou consensus de Kemeny) est
de trouver un consensus de classement, comme discuté a la section 1.3.1. Comme il existe
plusieurs méthodes de consensus autres que le consensus de Kemeny, cette section a pour but

de motiver 'utilisation de ce dernier.

2.1.1. Autres regles de consensus

La méthode de Kemeny est une méthode qui, a I'instar d’autres méthodes de consensus,
produit un consensus 7 a partir d'un ensemble classements A, ou chaque classement est un
ordonnancement complet des candidats, sans restriction (il y a donc n! classements possibles,
n étant le nombre de candidats). Désignons d’ailleurs par ¢ 'ensemble de ces méthodes.

Dans cette section, on présente deux autres méthodes de (, Borda et Copeland.

1. Borda [7] :
Les candidats sont ordonnés dans le consensus selon leur position moyenne dans les
classements de A.

2. Copeland [14] :

Pour chaque paire de candidat (a,b), celui qui est préféré a I'autre dans la majorité des

votes obtient 1 point (si @ < b dans exactement la moitié¢ des votes, les deux candidats



marquent un demi-point). Un consensus est ensuite formé ou les candidats sont classés
en ordre décroissant de score.

La figure 2.1 est un exemple de ces différentes méthodes de consensus sur un ensemble de
permutations quelconque. Dans cet exemple, la similarité entre les différents consensus est
assez grande, mais il y a tout de méme quelques désaccords provenant du fait que chaque
regle de consensus effectue un calcul différent.

(3]

L

o =l
* £

W o=J W

a
5 2 b
9

o

)

A

B = R B2
[ R

FIGURE 2.1. Exemple de consensus obtenus par différentes méthodes.

Cette image affiche ’exécution d’un programme qui, pour un ensemble aléatoire de 5 permutations
de 9 éléments, en calcule les consensus de Kemeny, Borda et Copeland. Les égalités sont exprimées
par des "-" dans Borda et Copeland puisqu’elles surviennent entre le score d’éléments
individuellement, tandis que pour la méthode de Kemeny, tous les consensus égaux sont affichés,
puisque les égalités surviennent entre le score de permutations.

2.1.2. Critéres

Voici quelque-uns des criteres permettant de juger différentes méthodes de consensus
de classement. Le respect ou non de chacun de ces critéres est indiqué pour la méthode de
Kemeny.

Note: Cette section utilise la notation des classement (voir section 1.3.1).
Note: Dans les lignes qui suivent, on mentionne toujours "un consensus" et non "le consensus'.
Ceci est dii au fait que la méthode Kemeny, a I'instar d’autres méthodes, peut produire des

égalités et qu’il y a peut-étre plus d’un consensus possible pour une instance du probléme.

1. Condorcet[12] :

S’il existe un candidat a tel que pour tout candidat b, a < b dans la majorité des

classements (i.e. Ly, > 0), a est automatiquement gagnant dans un consensus.
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KEMENY : Oui. En effet, si a n’est pas premier dans un consensus, il suffit de le
permuter avec I’élément b qui le précede immédiatement pour faire baisser la distance

de Kendall-7, donc le consensus n’était pas un consensus de Kemeny.

Renforcement Si deux profils A; et A; ont un méme consensus m, alors 7 est aussi un

consensus du profil A;+A,.

KEMENY : Oui. En effet, si 7 minimise a la fois dxr(7,A4;) et dgr(m,A3), alors 7
minimise dgr(m,A;) + dgr(m,A2) = dgr(m,A).

Participation : Si deux profils A; et A ont des consensus ayant le méme gagnant,

alors A;+As a aussi un consensus ayant ce méme gagnant.
Note: Ce critere est une version plus forte du critére de renforcement.

KEMENY : Non. un contre-exemple formel est fourni dans [21]. De maniére tres
informelle, Pour générer un contre-exemple, il faut générer un ensemble de classements
tel que le score de sa médiane 7 est optimal "de justesse' comparativement a un autre
ordre o completement différent. Par exemple, créons un ensemble A de classements
des candidats a, b,c et d, ayant pour médiane m = abcd, mais tel qu'une permutation
o = badc est telle que dgr(m,A) et dgr(0,A) ont un écart relatif tres faible. Ensuite, si
on ajoute plusieurs classements adcb (bref, des classements complétement opposés a la
médiane initiale 7 outre le fait qu’ils on le méme gagnant) a l'ensemble A, dkr(m,A)
pourrait dépasser dxr(c,A) et o pourrait étre la nouvelle médiane, plagant ainsi b
gagnant. Bref, on peut étonnamment faire perdre le statut de gagnant a un candidat

en ajoutant des classements le favorisant.

Indépendance des alternatives non-pertinentes (IIA) :

Si A a un consensus 7 et qu’on décide de disqualifier un candidat a (i.e. on forme
un nouveau profil A’ en prenant les classements de A et en retirant a de chacun
d’eux), alors 7’ est un consensus de A’; ou 7’ s’obtient simplement en retirant a de 7.
Intuitivement, retirer le candidat n’a aucun impact sur le consensus entre les candidats

restants.

KEMENY : Non. En fait, comme expliqué a la sous-section 2.1.3, aucune méthode

pertinente de ¢ ne peut respecter ce critere.

Indépendance locale des alternatives non-pertinentes (LIIA) :

Si A a un consensus 7 et qu’on décide de disqualifier un candidat a classé premier
ou dernier dans 7 (i.e. on forme un nouvel profil A" en prenant les classements de A
et en retirant a de chacun d’eux), alors 7’ est un consensus de A’, ot 7’ est s’obtient
simplement en retirant a de 7. Intuitivement, retirer un candidat classé premier ou
dernier d'un consensus n’a aucun impact sur ce consensus entre les candidats restants.

Cela peut aussi étre compris intuitivement de cette maniere : chaque segment d’'un
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consensus (liste d’éléments consécutifs dans un consensus) est ordonné de maniere

optimale localement.
Note: Ce critere est une version plus faible du critere ITA

KEMENY : Oui. Une démonstration formelle est disponible dans [38]. Nous allons
tout de méme présenter une preuve informelle que Kemeny respecte ce critere, en

décomposant 1’équation 1.3.4 de la distance de Kendall-7.

dKT (7T7A) - Z Rmﬂ'j

(i,j)Epairs(1,n)
n
dgr(m,A) = Z Ryyn; + Z Ry

j=2 (i,j) Epairs(2,n)
Le deuxieme terme de cette somme représente la contribution a la distance de Kendall-
7 des paires d’élément n’impliquant pas le premier élément. Or, ce terme peut étre
minimisé individuellement en permutant les éléments de 7w sans déplacer le premier
élément (optimisation locale) et donc sans affecter la valeur du terme 3-7_» Ry, .. Ainsi,
pour minimiser dgr(m,A), une fois m; choisi, il faut minimiser > (i.j)epairs(2,n) Fomin; €t
ce dernier terme vaut justement dgr(7’',A’), ou 7’ et A’ sont obtenus en retirant m; de

7 et de chaque permutation de A.

La preuve est parfaitement analogue dans le cas ol on souhaiterait retirer le candidat
classé dernier d’un consensus au lieu de premier.

Pareto[38] :

Si un candidat est préféré unanimement a un autre dans tous les classements de A,
alors il doit 1’étre aussi dans un consensus.

KEMENY : Oui. Le Major Order Theorem présenté a la section 2.4.5 peut étre aisément

utilisé pour montrer que Kemeny respecte ce critere.

Il existe une panoplie d’autres criteres pour juger une méthode de consensus de classements

complets. Par exemple, les criteres d’anonymité, de neutralité et de non-dictature sont des

critéres qui concernent le traitement égal des différents votes. Evidemment, les régles de

Copeland, Borda et Kemeny respectent toutes ces trois critéres puisqu’aucun vote n’y est

traité différemment d’un autre.

2.1.3. Avantage du consensus de Kemeny

Avant de poursuivre, il est important de mentionner qu’aucune méthode de consensus

parmi ¢ n’est parfaite. En effet, le théoreme d’impossibilité d’Arrow [3] stipule qu’aucune

méthode de ¢ ne peut respecter le critere d’indépendance des alternatives non-pertinentes
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(ITA) & moins de bafouer I'un de ces deux criteres essentiels a n’importe quelle méthode
de consensus pertinente en pratique : Pareto et non-dictature. En conséquence, aucune des
méthodes de Kemeny, Borda ou Copeland ne respecte le critere IIA. Kemeny respecte toutefois
la version plus faible de ce critere, LITA, contrairement a Borda et Copeland.

Dans [39], H.P. Young et A. Levenglick prouvent que la méthode de Kemeny est la seule
parmi ¢ qui respecte les trois critéres suivants : neutralité, renforcement et Condorcet. Par
exemple, la méthode de Borda ne respecte pas le critere de Condorcet, tandis que la méthode
de Copeland ne respecte pas le critere de renforcement.

Toutefois, le désavantage majeur du consensus de Kemeny est qu’il ne peut pas étre
calculé en temps polynomial, contrairement a la grande majorité des autres méthodes de
consensus. Les avantages décrits plus haut justifient tout de méme son intérét. L’effervescence
de l'informatique au cours des derniéres décennies a donc relancé grandement 'intérét de la

recherche d’algorithmes exacts et d’heuristiques pour le calcul de la médiane de permutations.

2.2. COMPLEXITE DU PROBLEME

Dans cette section, on étudie la complexité du probleme consistant a trouver une médiane

d’ un ensemble A de m permutations.

2.2.1. Cas triviaux

Lorsque m = 1, le probleme est trivial. En effet, la médiane d’un ensemble formé d’une
seule permutation est toujours la permutation elle-méme.

Lorsque m = 2, le probléeme est aussi trivial, car les deux permutations de A sont
nécessairement des médianes de A. De maniere plus compacte, A C M(A). En effet, soit o
une des deux permutations de A. Pour deux éléments 7 et j tels que i <, j, on a nécessairement
A(A);; > 0, puisqu’au moins la moitié des permutations de A respectent ¢ < j. Le graphe de
majorité G4 n’a donc pas d’aréte de j vers i. En généralisant pour tout (i,7) € pairs(1,n),
G4 n’a aucune aréte en sens contraire des éléments de o, donc dgr(0,A4) vaut exactement

LB(A) (voir section 1.3.7) et o est forcément une médiane de A.

2.2.2. Médiane d’'un nombre de permutations pair et supérieur a 2

Lorsque m > 3, le probleme est plus difficile. On peut séparer le cas m > 3 en deux
catégories : le cas ou m est pair et le cas ot m est impair. Nous aborderons surtout le premier
cas.

Le probléme consistant a trouver une médiane d’'un ensemble de m permutations a été
prouvé NP-difficile lorsque m est pair et m > 4. Dans cette section, nous présentons une

preuve de cette affirmation utilisant la réduction fournie par [19].
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2.2.2.1. Idée de la réduction

Comme expliqué dans la section 1.3.7, trouver une médiane d’une ensemble de permutations
A est équivalent a résoudre MFASP sur G 4, le graphe de majorité de A. Le probléeme MFASP
a déja été démontré NP-difficile, mais il ne faut par contre pas prendre le raccourci d’en
déduire que résoudre ce probleme sur G4 est aussi NP-difficile, car G4 n’est pas un graphe
quelconque. C’est un graphe généré par un ensemble de permutations, donc plus spécifique.

Par contre, résoudre le MFASP sur un tournoi a été démontré NP-difficile par [9]. L’astuce
consiste a réduire ce dernier probléme au probleme consistant a trouver une médiane de 4

permutations.

2.2.2.2. Réduction

Soit un tournoi G' = (V,E), pour lequel on veut trouver un MFAS. Formons maintenant
un nouveau graphe G’ = (V' E’), ressemblant & GG, mais dont les arétes sont divisées en deux
par des nouveaux sommets. Formellement, on pose V' = VUX, ou X = {e;;|(i,j) € E'} (Bref,
X contient chaque sommet reliant deux arétes issues de la division d’une aréte de F). Puis,
on pose B = {(i,e;;),(€i5,4)|(i.7) € E}.

Premiérement, il est facile de remarquer que le nombre d’arétes k qu’on doit retirer a G’
pour le rendre acyclique est le méme que le nombre d’arétes qu’on doit retirer a G' pour faire
de méme. En effet, les deux graphes ont la méme structure. De maniere intuitive, retirer une
aréte (7,7) dans G est analogue a retirer une aréte (i,e;;) dans G’. Ainsi, trouver un MFAS de
G donne directement un MFAS de G'.

La clé de la preuve est que G’ est le graphe de majorité d'un ensemble de 4 permutations.
Pour un sommet ¢ de V', définissons, dans G, in(i) comme étant la liste (dans un ordre précis
quelconque, par exemple lexical) des sommets de X entrant dans 7. De maniére analogue, out(1)
est la liste ordonnée des sommets sortant de 2. Maintenant, pour toute liste L, définissons L"
comme la liste L en ordre inverse. La raison pour laquelle on voudrait imposer un ordre a des
sommets est qu’il faut les ordonner pour former des ordres préférentiels.

Soient quatre classements des sommets de V' définis comme suit :

Ry = 1,0ut(1),2,0ut(2), ... ,n,out(n)
Ry = n,out(n)",n — Lout(n —1)",...,10ut(1)"
Ry =in(1),1,in(2),2,...,in(n),n

Ry =in(n)"njnn —1)"n—1...,in(1)",1
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Notons en premier lieu que ces classements forment bel et bien un ensemble de 4 classements
des sommets de V', car tous les sommets de V' apparaissent exactement une fois dans chacun
des classements (ceci est dii au fait que chaque sommet de X a exactement un voisin entrant
et un voisin sortant).

Maintenant, étudions Gpg, le graphe de majorité de 'ensemble R = {Ri,Rs,R3,R,}.
D’abord, on observe que l'effet combiné de R; et Ry est que chaque sommet ¢ € V est
doublement préféré a ses voisins sortants dans G’, tandis que les préférences entre toutes
autres paires de sommets s’annulent. De maniere analogue, 1'effet combiné de R3 et R4 est
que chaque sommet i € V' est doublement non-préféré a ses voisins sortants dans G’, tandis
que les préférences entre toutes autres paires de sommets s’annulent. On en conclut donc que
le graphe de majorité de ’ensemble R correspond parfaitement au graphe G’, & I'exception
du fait que G est un graphe pondéré, mais cela ne fait aucune différence puisque toutes
les arétes de G ont le méme poids 2. Ainsi, trouver un MFAS de G se réduit a trouver un
MFAS de G’, ce qui se réduit a trouver un MFAS de G, ce qui se réduit finalement & trouver
une médiane de R.

La conclusion est que trouver un MFAS d’un tournoi de n sommets peut se réduire a
trouver une médiane de 4 permutations de taille n? tout au plus. Comme le premier probléme
est NP-difficile, le second I’est aussi.

Cela regle le cas de la NP-difficulté pour m = 4. Maintenant, il est facile de montrer
que le probleme consistant a trouver une médiane de m permutations peut se réduire a
trouver une médiane de m + 2 permutations. En effet, si on veut résoudre le probleme avec
m permutations, on peut ajouter une permutation 7 et sa permutation d’ordre inversé 7"
dans l'ensemble de permutations. Ces deux ajouts s’annulent, donc la(les) médiane(s) de
permutations du nouvel ensemble est (sont) inchangée(s).

On peut donc conclure que, par induction, le probleme est NP-difficile pour tout nombre

de permutations pair m > 4.

2.2.3. Médiane d’un nombre de permutations impair et supérieur a 2

Il semble que le probléme soit aussi NP-difficile si m est un nombre impair supérieur a 6.
Une preuve de cette affirmation a été proposée par [4], mais n’est pas encore officiellement
publiée.

A la connaissance actuelle, le probléme est donc trivial pour m = 1 et m = 2, NP-difficile
pour les valeurs de m paires autres que 2, de complexité inconnue pour m =3 et m =5 et

probablement NP-difficile pour les autres valeurs impaires de m.

2.3. LIEN ENTRE LE PROBLEME DE LA MEDIANE, MFASP ET LOP

Le probléeme de médiane de permutation peut étre vu comme un cas spécifique d’un

probléeme plus général et plus étudié, le LOP (Linear Ordering Problem). Ce probléme consiste
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a trouver [8], pour une matrice F de taille n X n, une permutation 7 qui minimise

Z Eﬂ'i Tj

(i,j) Epairs(1,n)

Le probleme de la médiane se réduit facilement a LOP. En effet, pour un ensemble de
permutations A, de matrices gauche et droite L et R respectivement, une permutation 7
médiane de A minimise dgr(m,A), qui vaut I'expression ci-dessous, selon 1.3.4 :

dgr(m,A) = > Rrix,
(i,j)Epairs(1,n)

En posant £ = R, le probleme de la médiane est donc immédiatement transformé en
probleme LOP.

De plus, le probleme MFASP décrit a la section 1.3.7 se réduit au probleme LOP. En
effet, pour un graphe orienté G' quelconque, soit M sa matrice d’adjacences. Si on enleve
toutes les arétes en sens contraire de 'ordre induit par une certaine permutation m, le graphe

devient acyclique. Le poids total des arétes en sens contraire de 7w est donné par :

dKT(ﬂ_vA> = Z Mﬂjm

(i) Epairs(1,n)

Pour le probleme MFASP, on cherche donc 7w qui minimise cette somme. On remarque
aisément qu’en posant £ = M7T, ot M7T est la matrice transposée de M, ce probléme devient
exactement LOP.

En fait, les problemes MFASP et LOP sont équivalents. Puisque les éléments de la matrice
M d’adjacence d’un graphe orienté pondéré, tout comme ceux de la matrice £ du probleme
LOP, peuvent avoir n’importe quelle valeur réelle, on peut aussi passer de LOP a MFASP
facilement.

Toutefois, ce n’est pas le cas pour le probleme de la médiane. La matrice droite R d'un
ensemble de permutations ne peut pas étre égale a n'importe quelle matrice de nombres réels
et est bien plus spécifique. La démonstration suivante de cette affirmation est inspirée de [4].

Pour m permutations de taille n, il y a moins de (n!)”™ multiensembles de permutations
possibles (car il y a n! choix pour chaque permutation du multiensemble, mais choisir m;
d’abord et my ensuite est équivalent a choisir my d’abord et m; ensuite, car 'ordre ne compte
pas dans un ensemble). La matrice droite R induite par cet ensemble de permutations a donc
un nombre de valeurs possibles dans O(n!™). En contrepartie, LOP peut recevoir en argument
n’importe quelle matrice E de taille n x n. En assumant chacun de ses n? éléments peut avoir
au moins 2 valeurs possibles, cela donne un nombre de matrices E possible dans Q(2"), ce
qui est un ordre de grandeur largement supérieur a (n!)™, pour un m fixe. En conclusion,
pour une valeur de m fixe, le probleme consistant a trouver la médiane d’'un ensemble de m

permutations de taille n est moins général que LOP sur une matrice n x n.
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Malgré cela, de nombreux algorithmes de recherche exacte et heuristiques mentionnés
d’ici la fin du chapitre ont été créés pour résoudre MFASP et LOP, car leurs performances

justifient leur utilisation sur le probléme plus spécifique de la médiane de permutation.

2.4. RECHERCHE EXACTE

Une méthode naive pour calculer M(A) consiste a calculer, pour toutes les permutations
m de S, dgr(m,A) et choisir celle ou celles a distance minimale de A. Cet algorithme
s’exécute malheureusement en Q(n!), puisque |S,| = n!. Méme si aucun algorithme ne
pourrait systématiquement fournir une médiane en temps polynomial par rapport a n (&
moins que P=NP), il y a quand méme une grande différence entre un algorithme un peu
plus lent que polynomial et un algorithme en temps factoriel. C’est pourquoi les efforts de
recherche pour ce probleme se sont entre autres axés sur le développement d’algorithmes
exacts les plus rapides et efficaces possibles.

2.4.1. Branch-And-Bound

Plusieurs algorithmes Branch-And-Bound (BnB) ont été proposés pour résoudre le pro-
bleme de la médiane.

Définissons d’abord la technique de Branch-And-Bound. De maniére générale, supposons
un probléme de recherche ou on tente de trouver, parmi un ensemble de solutions .S, une
solution @ € S qui minimise f(a), pour une certaine fonction f. Dans ce contexte, un
algorithme BnB est un algorithme qui explore un arbre de recherche pour trouver la meilleure
solution. La racine de 'arbre est le point de départ, chacune des | S| feuilles de I'arbre représente
une solution possible et chaque noeud interne de I’arbre représente un sous-ensemble de S.
Plus précisément, les ensembles représentés par les noeuds enfants d’'un méme noeud parent
forment une partition de ’ensemble de solutions représentés par le noeud parent.

Prenons I'exemple du probléme consistant a trouver les médianes de A = {132,231,312},
ou on effectue un algorithme BnB par préfixe. Un BnB par préfixes, pour notre probleme, est
un BnB dans lequel chaque noeud au k-ieme niveau de profondeur de I'arbre représente un
préfixe contenant les k& premiers éléments, dans un certain ordre, d’une permutation médiane
qu’on tente de former. Alors, I'arbre de recherche en découlant est présenté a la figure 2.2.
Bien stir, dans le cas du probleme de la médiane, si tout ’arbre de recherche est exploré
naivement, le temps de recherche est Q(n!), puisqu’il y a n! feuilles dans I'arbre de recherche.
C’est en fait équivalent a exécuter 'algorithme naif mentionné a la sous-section précédente.
Cependant, les algorithmes BnB possedent en général des opérations d’élagage, qui consistent
a ne pas explorer une branche de I'arbre s’il est possible d’anticiper que toutes les solutions
qui en découlent ne sont pas optimales. L’efficacité d'un algorithme BnB dépend de I'efficacité

de son opération d’élagage.
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FIGURE 2.2. BnB par préfixes, sans élagage

[123] [132] [213] [231] [312] [321]

Arbre de recherche par préfixes de la médiane ’ensemble de permutations A = {132,231,312}. La
permutation en rouge est la médiane de A.

Par exemple, soit A = {216354,352461,613542,623415}. Un BnB naif générerait un arbre
de 6! = 720 feuilles. Toutefois, le Major Order Theorem (section 2.4.5) permet de trouver, en
temps polynomial, plusieurs paires d’éléments qui sont obligatoirement dans un certain ordre
dans une médiane de A, ce qui permet de réduire ’arbre de recherche a celui de la figure 2.3
pour notre exemple.

Bien siir, le lecteur ne peut pas comprendre comment ces contraintes MOT ont été
obtenues avant d’avoir lu la section 2.4.5. L’exemple précédent a pour but de montrer a quel
point les procédures d’élagage peuvent affecter un algorithme BnB.

Les algorithmes BnB qui suivent sont distincts de ceux présentés ci-dessus puisque les
noeuds internes de ’arbre ne représentent pas les préfixes des permutations qui en découlent.

Dans [16], un algorithme BnB est utilisé, ou chaque noeud correspond a une paire
d’éléments a ordonner. Le BnB résout le probleme MFASP sur le graphe de majorité de
A, (voir section 1.3.7). A chaque itération (descente dans un noeud), Pordre d’une paire
d’éléments dans une éventuelle médiane 7 est fixé. Ensuite, une fermeture transitive est
appliquée (si, pour certains éléments i,j et k, les ordres i < j et j < k ont déja été fixés,
alors 'ordre i < k est aussi fixé). Une possible médiane 7 est formée lorsque toutes les
paires sont ordonnées. Pour accélérer le calcul, a chaque itération, une borne inférieure est
calculée, en tenant compte du fait qu'une paire (7,7) dont I'ordre n’est pas encore fixé aura
une contribution d’au moins min(L;;,R;;) a la distance. Si la borne inférieure dépasse le score
de la meilleure permutation trouvée a ce moment, la branche actuelle est coupée, car elle n’est
pas pertinente. Les auteurs testent leurs algorithmes pour des ensembles de permutations de
n = 15 éléments et remarquent que le temps d’exécution varie fortement en fonction de la
corrélation entre les permutations.

Un autre algorithme BnB est proposé dans [15]. Ici, chaque noeud est un classement
partiel (c’est-a-dire un ordre total sur un sous-ensemble des éléments). A chaque descente, un

nouvel élément doit étre ajouté et il y a une branche pour chaque position possible du nouvel
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FIGURE 2.3. BnB par préfixes, avec élagage par contraintes MOT

13]  [2631] [2635 ] [62

[26135] [26315] [26351] [26354] [62135] [62315] [62351] [62354] [63215] [63251] [63254] [63521] [63524]

[261354 | [263154] [263514] [263541 ] [621354 | [623154] [623514 ] [623541] [632154] [632514] 632541 ] [635214] [ 635241

Arbre de recherche par préfixes de la médiane de 1’ensemble de permutations A = {216354,
352461, 613542, 623415} avec 'utilisation de contraintes MOT. Ici, les contraintes MOT garantissent
I’ordre des paires suivantes : 2 < 1,2 <4,3<4,3<5,5<4,6<1,6<3,6<4,6=<5. Ainsi, une
branche n’est pas explorée si son préfixe posséde un certain élément b mais pas un certain 1’élément
a, alors que la contrainte a < b a été trouvée. Le nombre de feuilles est donc de 13 au lieu de 720

dans D’arbre. Les permutations en rouge correspondent aux médianes de A.

élément dans le classement. L’ordre dans lequel les éléments sont ajoutés est le méme tout
au long de 'algorithme (c’est un hyperparametre arbitraire), seules les différentes positions
d’ajout sont explorées. Par exemple, supposons que l'ordre d’ajout est (2,5,1,4,...). En
ignorant la possibilité d’élagage, au troisieme niveau, il y aura six noeuds, dont 512, dont les
enfants au quatriéme niveau seront 4512, 5412, 5142 et 4512. A Dinstar de Palgorithme décrit
précédemment, celui-ci utilise ’équivalent d’une borne supérieure pour élaguer des branches
inutiles. Pour tous les tests effectués avec leur algorithme, le temps d’exécution est de moins
d’une seconde lorsque n < 10 et d’au plus quelques minutes lorsque n < 35.

Revenons maintenant au BnB par préfixes. Robin Milosz et Sylvie Hamel ont récemment
publié dans [28] un algorithme BnB par préfixes qui combine une version améliorée du
Major Order Theorem utilisé dans I'exemple 2.3 avec une procédure d’élagage similaire a
celle utilisée dans [16], décrite deux paragraphes plus haut. Ils parviennent a résoudre des
instances aléatoires de n < 38, m < 50, en quelques secondes seulement en moyenne.

D’autres algorithmes BnB existent pour la recherche exacte, mais ils sont en général,

a ’exception de celui mentionné au paragraphe précédent, largement battus en temps
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d’exécution par les algorithmes utilisant I’ ILP ( Integer Linear Programming, voir section

suivante).

2.4.2. Programmation en nombres entiers

Les algorithmes exacts les plus rapides ayant été trouvés a ce jour pour résoudre le
probléeme LOP utilisent la programmation linéaire (LP) et plus précisément la programmation
en nombres entiers (ILP) . Comme le probleme de Kemeny se réduit a LOP (voir section
2.3), ces algorithmes résolvent aussi le probleme de Kemeny. En fait, ils sont mémes plus
rapides a le résoudre que la plupart des algorithmes présentés précédemment, malgré le fait
que le probleme Kemeny soit un probleme plus spécifique et qu’ils sont congus pour un
probleme plus général. Pour résoudre le probleme de Kemeny, il suffit donc de le transformer
en probleme LOP et nommons F la matrice du nouveau probleme. LOP consiste a trouver la
permutations m qui minimise

Erimy
(i) Epairs(1,n)

Ceci peut étre modélisé par la programmation en nombre entiers de la maniere : V0 < ¢ #
Jj < n, on définit z;; de la facon suivante : x;; = 1 si ¢ <; j, z;; = 0 sinon. L’expression a
minimiser devient alors : -

> Eiji

i=1j=1

J#

Il en découle naturellement le programme en nombre entiers suivant :

n o n
minz Z Eijil,‘ij

i=1 j=1
J#i
S.a
l’ijE{O,l} \V/O<Z7£j§n
x@'j‘i‘xji:l \V/O<Z<j§n

inj+xjk+xki§2 \V/O<Z7éj<k'§n

Les deux premieres contraintes sont dues au fait que i <, j si et seulement si —(j < 1)
(antisymétrie). La troisiéme contrainte sert a imposer la transitivité (on ne peut pas avoir
i <x j <r k mais pas i <, k). Ces contraintes réunies permettent donc d’obtenir un ordre
total des éléments de [1..n], ce qui est nécessaire et suffisant, puisque I'ordre des éléments
dans 7 représente en effet un ordre total.

Dans le précédent, modele précédent, il y a n(n — 1) variables de forme z;;, car #{0 <

i # 7 <n}=mn(n—1).Or, il est possible de réduire de moitié le nombre de variables. La
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fonction objective peut étre manipulée comme suit :

> Eijzi;

i#j

= Y. Eyuy+ ) Eyuy
(i,j) Epairs(1,n) (4,%)€pairs(1,n)

= ) Bymy+ ). Eja
(4,7)Epairs(1,n) (i,j)Epairs(1,n)

= > Eyzy+ Y Eu(l-wy)
(¢,5) €pairs(1,n) (4,7)Epairs(1,n)

= > Ei+ > (By-Epwy
(i,7) €pairs(1,n) (4,7) €pairs(1,n)

= > Ept+ > (Ey- Ejuy
(4,7)Epairs(1,n) (4,7)Epairs(1,n)

Le premier terme de la derniere ligne est constant et n’a donc pas d’impact sur la solution
optimale. Créons une nouvelle matrice £’ = E — E”T. Le probléme ci-dessus est parfaitement

identique au probléme suivant :

. !/
min > E; i

(i.j)€pairs(1,n)

s.a
fL’ijE{O,l} Vo<i<j<n
T txgp—vp <1 VO<i<j<k<n

Ce dernier programme est équivalent au précédent, mais n’utilise que des variables z;;
pour 0 < @ < 7 < n. Sa solution donne directement la solution du programme précédent.

Ce programme peut étre directement donné en argument a CPLEX, mais le nombre de
contraintes et les contraintes d’intégrités peuvent rendre le calcul long. C’est pourquoi certains
auteurs proposent des méthodes résolvant les programmes linéraires en plusieurs étapes. Dans
[20] est présentée une méthode de résolution qui consiste, a chaque itération, a résoudre
le programme linéaire avec CPLEX en respectant seulement une partie des contraintes
triangulaires (relaxation). Ensuite, les autres contraintes sont triées en ordre de violation de
la solution de la relaxation. Les contraintes les moins respectées sont ajoutées au modele de la

prochaine itération tandis que celles les plus facilement respectées dans l'itération précédente
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sont retirées. On procede ainsi d’itération en itération jusqu’a ce qu'une solution temporaire
respecte toutes les contraintes.

Dans [10], un algorithme ILP utilisant un modele légérement différent de celui décrit
au début de cette sous-section est proposé pour la résolution du probleme LOP, dans
lequel certaines contraintes subissent une relaxation lagrangienne (c’est-a-dire qu’elles sont
supprimées et remplacées par des pénalités dans la fonction a optimiser). La description
complete de leur algorithme est complexe et nous 1’élaborerons pas davantage puisque ca ne

touche pas au sujet principal du mémoire.

2.4.3. Algorithmes a parametres fixes

Certains algorithmes a parametres fixes ont été proposés pour résoudre le probleme de la
médiane.

Intuitivement, les algorithmes a parametres fixes sont des algorithmes dont le temps
d’exécution est généralement exponentiel, mais tel que ce possible facteur exponentiel peut
étre englobé par un unique parametre k (k dépend de I'instance du probleme) Ainsi, si k est
petit, le temps d’exécution sera court, peu importe les autres caractéristiques de I'instance
du probléme. Plus formellement, un probléme est F'PT'(k) si ce probléme peut étre résolu
par un algorithme en temps f(k)p(|z|), ou f est une fonction quelconque (en pratique, elle
est d’ordre de grandeur plus que polynomial, sinon parler d’algorithme FPT est sans intérét),
p une fonction polynomiale et |x| la taille de I'instance du probléme. Notons que de maniére
encore plus formelle, k devrait plutdt étre noté k(z) dans puisque k dépend de x.

Jusqu’ici, le parametre avec lequel nous avons travaillé pour mesurer la difficulté du
probleme de la médiane est n, la taille des permutations. Dans la section 2.2, il a été prouvé
que le probléeme ne peut pas étre résolu en temps polynomial par rapport a n (sauf si P=NP).

Plusieurs auteurs ont proposé des algorithmes utilisant différents parametres fixes pour
résoudre le probléme de la médiane. Voici une liste de ces parametres pour un certain ensemble
de permutations A :

— n : taille des permutations de A

— m : nombre de permutations de A

— k : distance entre A et une de ses médianes

— d : distance maximale entre A et une de ses médianes
k

m

Dans [30], plusieurs algorithmes & parametres fixes sont proposés. L'un d’eux, avec
parametre fixe n, peut trouver trouver une médiane en temps O(2"n?*m). Son exactitude est
basée sur le fait que le consensus de Kemeny respecte le critere LITA.

Leur algorithme utilise la programmation dynamique. Il est basé sur le fait que pour
optimiser I'ordonnancement d’un ensemble d’éléments X C [1..n] entre eux, il suffit de choisir

un élément ¢ € X approprié comme premier élément de 'ordonnancement et les autres
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éléments doivent étre ordonnés de maniere optimale entre eux . Plus formellement , pour
chaque X C [1..n], soit vy le colit minimal engendré par I'ordonnancement des éléments de X,
c’est-a-dire la contribution minimale a la distance de Kendall-7 des paires d’éléments de X.
L’¢lément 4 placé premier parmi X engendrera une contribution a la distance de 37 ,c v ;2; Rij
par rapport aux autres éléments de X, puis les paires d’autres éléments, entre eux, auront une

contribution a la distance de vx\ (). Il s’en suit donc le systeme d’équations récursif suivant :

vy =0
vx = min{oxg + Y Ry}
{ieX} JEX A

ax = arg min{vx\ (;} + Z R;;}
{ieX} JEX it]

ol ay est 'élément a mettre a gauche parmi X pour minimiser la contribution des paire
d’éléments de X 4 la distance. Ce systéme calcule donc vy et ax pour chaque X € 27 Le
dernier noeud calculé est v, le score de Kemeny d’une médiane. Une médiane peut ensuite
étre constituée rapidement en itérant sur les ax en sens décroissant de | X| pour les valeurs
appropriées de X.

Les mémes auteurs proposent aussi deux autres algorithmes a parametre fixes : I'un
fonctionne en temps O(1.53F 4+ n?m) et Pautre en temps (3d + 1)! mnd lg(d).

D’autres auteurs ont aussi proposé des algorithmes a parametres fixes. Entre autres,
Simjour [34] améliore les résultats trouvés initialement par [30]. Pour les parameétres k et
d, il propose des algorithmes en temps respectifs O(1.403%) et O(4.829%). De plus, pour le
parametre %, il propose un algorithme en temps 0(36%), puis un autre en temps O(4£)
dans [31].

Par la suite, deux algorithmes en temps sous-exponentiel ont été trouvés (une fonction
f(z) est sous-exponentielle si f(z) € O(2°®)) ). Les auteurs de [24] et [22] ont trouvé des
algorithmes en temps respectifs 0(2\/5) et O(2Vksk),

L’avantage d’avoir des algorithmes pour différents parametres fixes est qu'on peut choisir
I’algorithme approprié en fonction des caractéristiques de A. Par exemple, un algorithme
a parametre fixe n est pertinent lorsqu’il n’y a aucune corrélation apparente entre les
permutations de A, tandis que ceux a parametres fixes k, d ou % sont préférables lorsque les
permutations de A sont fortement corrélées, puisque cette corrélation fait baisser ces trois
valeurs. En ce qui concerne la comparaison entre les parametres fixes k et %, le premier est

normalement préférable lorsque le nombre de permutations m est petit et vice-versa.
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2.4.4. Réduction d’espace de recherche

Plusieurs auteurs ont tenté de trouver des manieres de réduire ’espace de recherche d’une
médiane de permutation.

Dans [36], on invoque une extension du critére de Condorcet défini a la section 2.1.2,
appelée ici réduction de Condorcet :
Théoréme 5. [36] Soit A un ensemble de permutations, L et R, ses matrices gauche et
droite et C C [1..n]. Notons C le complément de l’ensemble C' i.e C = [1.n] \ C. Si
V(i,j) € C x C, Li; > Ryj, alors tous les éléments de C précéderons les éléments de C' dans

n’importe quelle permutation médiane de A.

DEMONSTRATION. Par contradiction, supposons qu’il est possible de partitionner A en deux
ensembles C' et C tel que V(i,j) € C x C, L;; > R;j, mais qu'il existe une médiane de A
dans laquelle ce ne sont pas tous les éléments de C' qui préceédent ceux de C. Alors, dans la
médiane, il existe un élément i € C suivi immédiatement par un élément ¢ € C. Permuter ces
deux éléments ferait diminuer la distance de Kendall-7, donc la médiane supposée n’en est

pas une, ce qui nous amene a une contradiction. 0]

En mots, le Théoreme 5 stipule que si on peut séparer les candidats en deux groupes tels
que pour chaque paire formée d'un candidat ¢ du premier groupe et un candidat j du deuxieme,
1 précede j dans la majorité des permutations de A, alors tous les candidats du premier
groupe précéderont tous les autres dans un consensus de Kemeny. Cela permet de diviser
pour régner, c¢’est-a-dire résoudre le gros probleme en le résolvant pour deux sous-ensembles
de candidats plus petits, ce qui accélere grandement le temps de calcul.

Il n’est toutefois aucunement garanti qu’un tel sous-ensemble C' existe. Néanmoins,dans
[5], il est montré que 'on peut trouver un tel ensemble ou confirmer son inexistence en temps
O(n*m). Les auteurs de cet article mentionnent aussi, sans surprise, qu’il est beaucoup plus
probable de trouver un tel sous-ensemble lorsque les permutations de A sont corrélées et
beaucoup moins lorsque les permutations sont générées au hasard. Cependant, de maniere
générale, les ensembles de permutations provenant du monde réel sont des ensembles corrélés.

Ainsi, selon leurs tests sur des instances de provenance réelle, appliquer la réduction
de Condorcet puis résoudre chaque sous-instance avec CPLEX est nettement plus rapide
qu’'utiliser CPLEX sur I'instance initiale.

Une version encore plus forte du théoreme précédent existe :

Théoréme 6. Soit A un ensemble de permutations, L et R, ses matrices gauche et droite
et C' C [1..n]. Notons C le complément de I’ensemble C i.e C = [1.n]\ C. SiV(i,j) € C' x
C, Li; > Rij, alors il existe une permutation médiane de A dans laquelle tous les éléments de

C' précéderons les éléments de C.
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Cette version de la régle de Condorcet est plus forte, car L;; > R;; est plus probable que
L;; > R;;. En pratique, cela a I'avantage de rendre la réduction plus souvent applicable, mais
a le désavantage de briser arbitrairement de potentielles égalités et ainsi éliminer certaines
possibilités de médianes. Par exemple, soit simplement A = {12,21}. Le théoréme 5 est
inexploitable pour A, mais une application du théoreme 6 permet de scinder ’ensemble
d’éléments {1,2} en deux : C' = {1} et C = {2}. Cette application méne immédiatement a la
permutation médiane 12, mais ignore une autre médiane de A, 21.

Une autre régle de réduction est la régle 2 [5].

Théoréeme 7. Soit A C S, et soient L et R, ses matrices gauche et droite. S’il existe un
m
9
Plus précisément, dans une médiane de A, tous les éléments précédant 1 dans au moins le

élément 1 tel que pour tout autre élément j, |L;; — R;;| > alors cet élément v est séparateur.
trois quart des permutations de A précéderont aussi i dans une médiane de A, tandis que les
autres éléments, qui ne précédent i que dans le quart des permutations, suivront i dans la
médiane.

A Vinstar de la réduction de Condorcet, cette réduction permet de diviser pour régner.
En ce qui concerne I'applicabilité de la reégle, les auteurs de [5] prouvent que, grace a cette
réduction, le probleme consistant a trouver médiane d’un ensemble A peut toujours étre divisé
en sous-probléme(s) dont chaque instance a au plus %dw candidats ou d,, est la distance de
Kendall-7 moyenne entre deux permutations de A. Malheureusement, ceci est peu utilisable
en pratique puisque 1—36d,w > n4 en général, sauf quand les permutations de A sont fortement
corrélées.

De toute fagon, il est démontré, dans [5], que toute réduction pouvant étre trouvée par la
regle % peut aussi étre trouvée par le théoreme 5, ce qui rend inutile la regle % lorsque le but

est de ne trouver qu’'une seule médiane d’un ensemble de permutations.

2.4.5. Major Order Theorem

Dans [27], Robin Milosz et Sylvie Hamel démontrent le Major Order Theorem, un
théoreme qui permet de décider en temps polynomial 'ordre de certaines paires d’éléments
dans une médiane. D’un point de vue pratique, ce théoreme réduit significativement le temps
de recherche moyen d’une médiane, mais est aussi utilisé dans les preuves théoriques de ce
mémoire. En voici donc 1’énoncé et la preuve.

Théoréme 8. Soit A €S, et 1 <i# j <n tels que i précéde j dans plus de la moitié des
permutations de A. Soit X l'ensemble contenant tous les autres éléments, i.e X = [1..n]\{4,j}.
Si

20;; > Y max{0, Ay + Ay} (2.4.1)

keX
alors i précéde nécessairement j dans une médiane de A
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DEMONSTRATION. Par contradiction, supposons qu’une médiane dans laquelle j précede 4
existe. Cette médiane est obligatoirement de forme concaténée PjKi().

L’idée de la preuve est que PjKi() ne peut pas étre une médiane de A puisque 1'une des
deux permutations suivantes est nécessairement a plus courte distance de A : Pij K@ ou
PKijQ.

Supposons que ces deux permutations ne sont pas a plus courte distance de A. Alors :
2dxr(PjKiQ,A) < dxr(PijKQ,A) + dxr(PKijQ,A)

M e (PjiKQ,A) — Ay + dr (PKjiQ,A) — Ay =
2A;; < dgr(PjiKQ,A) — dxr(PjKiQ,A) + dxr(PKjiQ,A) — dxr(PjKiQ,A)

TSN A+ >0 Ay

keK keK

= Z Api + Ajy,
keK

S Z maX{O,AM + Ajk}
keK

< Z max{0,Ay; + Aj}.
kex

Contradiction. Le passage de 'avant-derniere a la derniere ligne est valide car K C X et

I’ajout de termes non-négatifs dans une somme ne peut pas faire diminuer sa valeur. U

Il est possible de réécrire le théoreme sous une autre forme. En effet,
Z max{O, A]ﬂ + A]k} = Z max{O, L]m — R]ﬂ — ij + ng}
keX keX

=Y max{0, Ly; — (m — Ly;) — Lij + (m — Ly;)}
keX

= Z max{0,2Ly; —m — 2Ly; + m}
keX

= Z maz{0,2Ly; — 2Ly;}
keX

=2 Z max{0, Ly; — Li;}.

keX
On peut donc réécrire la condition du théoréme comme suit :
Aij > Z mCLZL‘{O, Lki — Lk]} (242)
kex
L’expression Ly; — Ly, représente le nombre de permutations de A ol k£ apparait a la fois

apres j et avant ¢ moins le nombre de permutations de A ou k apparait apres i et avant j.
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Les auteurs montrent aussi une version plus forte du théoreme. Dans le théoreme initial,
on suppose que K peut potentiellement contenir n’importe quel élément de X. Cependant, il
se peut, par d’autres criteres de réduction d’espace, ou encore par une premiere application
du MOT, qu’on ait déja établi qu'un certain £ € X ne puisse pas se retrouver dans K. En
effet, s’il a déja été prouvé que ¢ < k ou k < j dans une médiane, k ne peut pas étre entre j

et 7 et n’est donc pas dans K. Il en découle ce théoreme renforcé :
Théoréme 9. Soit A€ S, et1 <i+#j<n tels que i précéde j dans plus de la moitié des
permutations de A. Soit X [’ensemble contenant tous les autres éléments, a [’exception de
ceur qui ne peuvent pas se retrouver a la fois apreés j et avant i dans une médiane de A. Si
Aij > Y maz{0,Ly; — Ly}, (2.4.3)

keX

alors i précéde nécessairement j dans une médiane de A.
DEMONSTRATION. La preuve est totalement identique & celle du théoréme 8. 0

En pratique, cette version plus forte permet d’utiliser le MOT en succession avec un autre
théoreme de réduction d’espace. On peut aussi utiliser le MOT plusieurs fois, afin qu’a chaque
itération, on puisse potentiellement trouver des contraintes qui augmenteront les chances d’en
trouver d’autres a la prochaine itération. On arréte des qu’une itération ne génere aucune

nouvelle contrainte.

2.4.6. Bornes inférieures

I est parfois utile de connaitre une borne inférieure pertinente de la distance de Kendall-7
avant de lancer un algorithme calculant de maniere exacte une ou des médianes d’un ensemble
de permutations.

Dans [16], plusieurs algorithmes sont proposés pour calculer une borne inférieure a la
distance de Kendall-7 entre un ensemble de permutations et une de ses médianes.

L’'un d’eux permet de calculer LB, vu plus tot dans la section 1.3.7. Ils démontrent ensuite
qu’il est possible d’augmenter cette borne en tenant compte des cycles dans le graphe de
majorité. En effet, la présence d’un cycle dans le graphe de majorité assure qu’au moins
une des arétes du cycle ne respecte pas l'ordre d’une médiane. Il y a donc une pénalité
supplémentaire valant au moins ’aréte du cycle ayant le moindre cofit. Il est donc possible
d’augmenter la borne inférieure en trouvant un ensemble de cycles disjoints et en additionnant
le cotit de chaque aréte a moindre cofit.

Les mémes auteurs trouvent toutefois une borne inférieure encore plus intéressante dans
[13]. 11 s’agit en fait de transformer le probléme de la médiane en LOP,; tel que vu a la section
2.3 et de résoudre ce modele par programmation linéaire avec le modele vu a la section 2.4.2,
mais avec la relaxation suivante : omettre la contrainte d’intégrité z;; € {0,1},V(4,7) et la

remplacer par x;; € [0,1],V(4,j). En général, la présence ou non de contraintes d’intégrité
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dans un programme linéaire influence grandement le temps de calcul requis pour obtenir une
solution, largement en faveur du programme non-entier, qui demeure toutefois de complexité
NP-difficile. Les auteurs prouvent par la suite que cette borne inférieure est supérieure ou
égale a celles fournies précédemment grace aux cycles, peu importe l'instance du probleme.
Ils remarquent aussi que, dans tous leurs tests, la borne inférieure trouvée est a moins de
0,4% de la vraie distance de Kendall-7. Finalement, dans plus de la moitié de leur tests, la
solution de la relaxation respecte la contrainte d’intégrité, donc la borne inférieure est égale a
la distance de Kendall-7.

L’établissement de bornes inférieures a plusieurs utilités. Entre autres, si une heuristique
propose une permutation médiane dont la distance a un ensemble A est égale a une borne
inférieure trouvée précédemment, alors la permutation est nécessairement une médiane. Dans
le cas d'une recherche heuristique (prochain chapitre), si la distance d n’est pas égale mais a
peine plus grande qu'une borne inférieure trouvée b, alors il est certain que ’heuristique a
fourni une permutation a distance valant % de la distance minimale tout au plus, ce qui est

souvent suffisamment bas en pratique.

2.4.7. Médianes de 3 permutations

La plupart des algorithmes exacts calculant le consensus de Kemeny qui ont été vus
jusqu’a maintenant sont aussi utilisables pour les problemes LOP et MFASP. Ils ne profitent
donc pas de la spécificité du probleme de la médiane. C’est pourquoi il peut étre intéressant
de tenter de profiter de cette spécificité, surtout lorsque le nombre m de permutations est
petit.

Dans [29], Robin Milosz et al. abordent le cas spécifique du calcul de la médiane de m = 3
permutations. Les auteurs démontrent que pour un ensemble de permutations A tel que
my4 = 3 et dont le graphe de majorité est GG, si deux éléments i et j ne font partie d’aucun
cycle (orienté) de longueur 3 dans G, alors ces éléments doivent étre classés dans leur ordre
majoritaire dans une médiane. Autrement dit, pour i,5 € [1..n],i # j A A;; > 0, 81l n’existe
aucun k € [1.n]\ {i,j} tel que A > 0 et Ag; > 0, alors ¢ < j dans une médiane. Ils appellent
ce théoreme le "3-cycle theorem'".

Les auteurs proposent aussi une conjecture selon laquelle le théoreme ci-dessous ne
s’applique pas uniquement aux ensembles de 3 permutations, mais aussi a n’importe quel
ensemble possédant un nombre impair de permutations. Ils ont effectué des tests massifs pour
trouver un contre-exemple a cette conjecture, sans succes.

Pour le cas spécifique de 3 permutations, les auteurs font un lien avec le 3-Hitting set

problem.

34



Conjecture 1. Soit A € S,,, my = 3 et son graphe de majorité G. Soit F le plus petit

d’ensemble d’arétes de G tel que tous les 3-cycles de G ont au moins une aréte dans F', alors :
dKT(TI',A) = LB(A) + #F

Dans [13], il était déja prouvé que LB(A) + #F est une borne inférieure de la distance
minimale peu importe m 4, mais les auteurs de [29] ont fait massivement des tests pour le cas
my = 3 et n’ont trouvé aucune instance ou cette borne minimale ne valait pas exactement la
distance d’une médiane.

Cette conjecture, si elle est vraie, permet de calculer le score d'une médiane simplement
en trouvant le plus petit ensemble d’arétes qui couvrent tous les 3-cycles. Ceci correspond
parfaitement au 3-hitting set problem (3HSP) [23],

Cette conjecture (si elle est vraie), permet aussi de réduire probléme consistant a trouver
la distance de Kendall-7 entre une ensemble de 3 permutations et une de ses médianes au
probléme 3HSP. Bien que ce dernier probleme soit montré NP-difficile dans [23], il est en
pratique beaucoup plus rapide a résoudre que celui du score d’'une médiane, comme on peut
le constater dans le paragraphe suivant.

A Taide de la programmation ILP avec CLPEX, les auteurs de [29] exécutent des tests
pour mesurer I'impact des résultats ci-dessus. Ajouter les contraintes obtenues par le "3-cycle
theorem" au modele réduit significativement le temps de calcul d'une médiane. Toutefois,
cette accélération n’est rien, comparée a celle obtenue en résolvant seulement la réduction du
probleme vers 3HSP. Cependant, cette derniere permettrait seulement de trouver le score

d’une médiane et non la médiane elle-méme.

2.5. HEURISTIQUES

Les algorithmes exacts présentés précédemment dans ce chapitre peuvent étre utilisés dans
les cas ou une médiane d’un ensemble de permutations est calculable en temps raisonnable.
Ces cas surviennent généralement lorsque n est petit ou encore lorsque les permutations de A
sont fortement corrélées.

Cependant, lorsque n est grand et que la corrélation entre les permutations est inexistante
ou insuffisante pour compenser la grandeur de n, aucun algorithme ne peut fournir une
médiane en temps raisonnable, puisque le probleme est NP-difficile, comme montré a la
section 2.2. Il est donc pertinent de développer des heuristiques pouvant rapidement retourner
une permutation "presque’ médiane.

Les heuristiques peuvent étre jugées selon deux criteres : leur temps d’exécution et leur
fiabilité. Dans le cas présent, la fiabilité représente la proximité relative entre dgr(mw,A)
et dgr(o,A4), o 7 est une médiane de A tandis que o est la permutation retournée par

I’heuristique.
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Tout au long de cette section, le terme "pseudomédiane" est utilisé pour désigner la
permutation retournée par une heuristique comme proposition de médiane. Le terme "pseu-
domédiane" n’est pas utilisé dans la littérature, mais nous semble assez intuitif puisque la
permutation retournée n’est en général pas une médiane mais proche de I'étre.

L’une des mesures de la fiabilité est le facteur d’approximation. On dit qu'une heuristique
pour trouver une médiane d’un ensemble A est de facteur d’approximation x si ’heuristique

retourne toujours une permutation qui est au plus a une distance de A z fois plus grande qu’une

dkT(pseudomedian, A)
dgT (median,A)

toutefois a prendre avec un grain de sel pour deux raisons. D’abord, le facteur d’approximation

dk T (pseudomedian, A
dgT(median, A)

vraie médiane de A (de maniére plus compacte, < ) . Cette mesure est

est une borne supérieure de la valeur de ) dans le pire cas et non en moyenne.
Ensuite, certaines heuristiques sont difficiles a analyser mathématiquement, ce qui rend
difficile la recherche d'un facteur d’approximation, alors qu’en pratique la fiabilité moyenne

peut étre excellente.

2.5.1. Heuristiques a base d’autres méthodes de consensus

Une heuristique simple pour proposer une permutation médiane est de retourner le
consensus calculé par une autre méthode opérant en temps polynomial (Borda, Copeland,
Spearman Foot-Rule[18], Ranked Pairs[35] etc. ). Certaines de ces méthodes sont décrites a
la section 2.1.2. En ce qui concerne celles de Borda et Copeland, les égalités peuvent étre
brisées arbitrairement. Dans [33], il est démontré que Borda et Copeland sont respectivement
des 2-approximation et %—approximation de la médiane de permutations. Ces méthodes ont

I’avantage de la rapidité, surtout Borda.

2.5.2. Quelques autres heuristiques

— QuickSort [37][1] :

QuickSort consiste a choisir arbitrairement un élément i € [1..n] surnommé 1’élément
"pivot". Ensuite, les autres éléments sont séparés en deux ensembles P et S contenant
respectivement les éléments qui précéderont ¢ et les éléments qui suivront ¢ dans la
pseudomédiane. Le critere de décision est le suivant : pour chaque j # i, si A;; <0,
alors j est placé dans P tandis que j est placé dans S si A;; > 0. Si A;; = 0, le
choix est fait au hasard. Ensuite ’algorithme QuickSort est appliqué récursivement
sur chacun des ensembles P et S.

D’un point de vue théorique, I'algorithme est une 2-approximation, mais les auteurs
de [1] montrent que cela peut étre facilement amélioré en une %—approximation avec
la variante suivante : pour calculer une pseudomédiane d’un ensemble de permutations
A, exécuter 0 = QuickSort(A), puis retourner la permutation a distance minimale de

A parmi o et les permutations de A.
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— MC4 [19] :

MC4 est une heuristique utilisant les chaines de Markov et est fortement inspirée
de I'algorithme PageRank de Google [32]. Chaque élément représente un état. Pour
(i,7) € [1..n]%, P(i,j) représente la probabilité, lors d'une itération, de passer de 'état
i a l'état j et est calculé comme suit : pour i # j, alors P(i,j) = % si Aj; <0, %
sinon. Pour i € [1.n], P(i,i) = 1 — X cn iy P(4,5). L'hyperparametre 0 < ¢ < 1
correspond a une probabilité de transiter dans un état totalement aléatoire. Apres
un grand nombre d’itérations, la loi de probabilité de 1’état dans lequel on se trouve
converge vers un vecteur de probabilité stationnaire (qui ne dépend pas de 1'état de
départ, puisque la contrainte § # 0 empéche d’avoir plusieurs vecteurs stationnaires
distincts possibles). Au final, Les éléments sont donc classés dans la pseudomédiane en
ordre décroissant de probabilité stationnaire.

Le choix de la valeur de d est optionnel. Une autre modification optionnelle consiste a
calculer une approximation du vecteur de probabilité stationnaire au lieu du vecteur
de probabilité stationnaire exact. Cela se fait un multipliant par elle-méme la matrice
de transition de la chaine de Markov(i.e. la matrice contenant toutes les probabilités
de passer d’un état ¢ a un état j lors d’une itération) un nombre fini de fois pour
diminuer le temps de calcul. L’algorithme MC4 auquel on apporte cette derniere
modification s’appelle MC4Approx dans [33]. Aucun facteur d’approximation n’a
été calculé pour MC4 et MC4Approx par les auteurs de [19] et [33], mais des tests
dans [19] suggerent qu’elles obtiennent des meilleurs résultats que toutes les autres

heuristiques mentionnées jusqu’a maintenant.

2.5.3. Heuristiques a base de mouvements d’insertion

L’heuristique LocalSearch (connue sous plusieurs noms différents, selon la source) est une
heuristique dont le fonctionnement est le suivant : a partir d’une certaine permutation initiale,
des mouvements d’insertion (voir sous-section 3) faisant baisser la distance de Kendall-7 sont
appliqués jusqu’a tomber dans un minimum local (c’est-a-dire une permutation pour laquelle
aucun mouvement d’insertion ne peut faire baisser la distance) et la permutation actuelle est
retournée comme pseudomédiane. Deux implémentations sont possibles : a chaque itération,
le meilleur mouvement d’insertion (celui qui fait le plus baisser la distance) est effectué ou
bien le premier mouvement d’insertion détecté pouvant faire baisser la distance est effectué.

Il est important de noter que le facteur d’approximation pour 'algorithme ci-dessus n’est
pas représentatif de sa performance en pratique. Comme expliqué dans [33], aucun facteur
d’approximation garanti pertinent n’a été trouvé pour LocalSearch lorsque I'algorithme débute
avec une permutation quelconque, alors que cette heuristique est tres performante en pratique

(voir section suivante).
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Notons que les mouvements d’insertions ont plusieurs noms différents dans la littérature,
entre autres : LocalSearch move [2], single vertex move [25], mouvement circulaire [6] et
bien d’autres. Il est important de noter que dans ce mémoire, ce qui est appelé mouvement
circulaire a une définition différente et consiste en fait a un type précis de mouvement

d’insertion (voir définition 29).
2.5.4. Combinaisons et comparaisons des heuristiques

Les algorithmes ci-dessus ne représentent qu’une fraction de toutes les heuristiques qui
ont été proposées dans les dernieres années pour le probleme de la médiane. De plus, il est
possible de combiner plusieurs heuristiques pour en former une autre, ce qui résulte en un
grand nombre de possibilités. C’est pourquoi deux études comparatives ont été effectuées :
d’abord [33] en 2009, puis [2] en 2012. Les auteurs ont testé massivement un grand nombre
d’heuristiques sur plusieurs ensembles de données dont voici les grandes lignes des résultats.

D’abord, les auteurs de [33] comparent un nombre significatif d’algorithmes sur des
ensembles données provenant du Web. Ils concluent qu’utiliser le consensus de Borda comme
heuristique est de loin la méthode la plus rapide et retourne un assez bon résultat (i.e
une pseudomédiane assez proche d’étre une médiane). Le consensus de Copeland est, lui
aussi, rapide a calculer et fournit des résultats encore meilleurs. Toutefois, la conclusion
principale des auteurs est que 1’algorithme ayant le meilleur compromis entre temps de calcul
et les résultats consiste a utiliser une heuristique rapide (notamment Borda ou Copeland),
puis fournir la permutation retournée en entrée a LocalSearch. Au cours de leurs tests,
jamais un algorithme constitué de Borda ou Copeland suivi de LocalSearch n’a retourné une
pseudomédiane a plus de 0,03% de la distance minimale.

Dans [2], des tests encore plus complets (104 algorithmes comparés sur 49 ensembles de
données) confirment la conclusion générale de [33], soit qu’appliquer LocalSearch apres une
autre heuristique est la meilleure méthode. De plus, une nouvelle heuristique nommée Beam
Search (un algorithme de type Branch-And-Bound limitant 1'utilisation de mémoire) est
proposée. Utiliser cette heuristique puis LocalSearch est la meilleure de toutes les méthodes
dans leurs tests, notamment dans le cas ou les permutations sont légerement mais pas

fortement corrélées.
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Chapitre 3

LE CAS AUTOMEDIAN

Le probleme de la médiane étant NP-difficile, I'une des piste explorées consiste a résoudre
le probleme de la médiane pour une sous-classe des sous-ensembles de S,, de permutations
possibles. Dans ce chapitre, nous tentons le plus possible de caractériser les ensembles
automédians, c’est-a-dire les ensembles de permutations égaux a leur propre ensemble de

médianes. Plus formellement, nous avons la définition suivante.

Définition 16. Soit A C S,,. A est un ensemble de permutations automédian si et seulement

si A= M(A).

Le probleme a été initialement étudié dans [26] ot quelques cas particuliers d’ensembles
automédians ont été présentés (voir section 3.1). Nous avons exploré le probléeme de fagon plus
théorique, trouvant des propriétés de fermeture intéressantes mais sans toutefois le résoudre
completement. Une partie des résultats trouvés ont été rassemblés dans larticle [17].

La résolution des ensembles automédians demeure d’intérét plutot théorique puisqu’en
pratique, de tels ensembles sont tres peu probables. Il n’est donc rentable en pratique,
lorsqu’on veut calculer une ot toutes les médianes d'un ensemble de permutations, de d’abord
vérifier §’il fait partie des ensembles automédians. Par contre, plusieurs des définitions et
concepts de bases définis dans se chapitre pourraient aussi étre utilisés pour élucider d’autres
classes spéciales, par exemple A C M(A) ou encore M(A) C A.

Note: Dans ce chapitre, nous travaillons uniquement avec des ensembles de permutations et
ne traitons donc pas des multiensembles de permutations. En effet, M(A), 'ensemble des
médianes de A, est par définition un ensemble, donc 'expression A = M(A) est fausse si A
est un multiensemble. Toutefois, pour traiter le cas ou A est un multiensemble, il aurait été

possible d’étudier le probleme supp(A) = M(A), mais cela n’a pas été fait dans ce mémoire.

3.1. TRAVAUX PRECEDENTS

Deux cas spécifiques d’ensembles automédians ont été étudiés dans [26]. Chacun de ces

deux cas est couvert par un théoreme de ce mémoire.



Le premier est le théoreme 22 et est présenté de maniere formelle dans la section 4.3.
De maniere informelle, il stipule que si un ensemble de permutations A est formé de toutes
les permutations obtenues a partir de la rotation des éléments d’une permutation 7, alors
A = M(A). Par exemple, si on forme A en faisant toutes les rotations la permutation 1423, on
obtient A = {1423,4231, 2314, 3142} et par conséquent, M(A) = {1423,4231, 2314, 3142} =
A.

Le deuxieme stipule qu’étant donné certains entiers positifs kn et £, si A=1, B S, & Iy,
alors A = M(A). Le lecteur doit toutefois poursuivre la lecture bien plus loin afin de
comprendre cette notation.

Dans ce chapitre, nous tentons de caractériser les ensembles automédians de maniere plus
générale. Le chapitre est formé d’une cascade de définitions et de théoremes, dont les derniers
permettent de caractériser les ensembles automédians séparables, une classe d’ensembles

automédians définie a la section 3.3.

3.2. ACTION DE GROUPE ET MORPHISME

Soit P(S,,) I'ensemble contenant tous les sous-ensembles de S,,. Comme S,, est un groupe
sous la composition de permutations, nous définissons l'action de groupe, composition par

la gauche suivante sur P(S,) :

o: S, x P, — PSSy
(m , A =  mo A,

en posant mo A = {mroo|o € A}. Nous allons d’abord démontrer certains lemmes & propos
de l'invariabilité de la distance de Kendall-7 sous cette action. Nous noterons parfois 7o o

par wo pour alléger la notation.
Lemme 1. Soient 0,4 des permutations de S,,. Alors dgr(mo, 7)) = dgr(o, ).

DEMONSTRATION. Pour toute paire (i,7) dans des ordres différents dans o et 1, la paire
(m(i),m(j)) est aussi dans un ordre différent dans wo et w1 et vice-versa i.e. la bijection 7
associe chaque paire qui contribue a la distance dans un cas a une paire qui contribue a la

distance dans 'autre cas. Ainsi, la distance totale est la méme dans les deux cas. 0

Lemme 2. Soit A C S,, un ensemble de permutations and soit T une permutation de S,.

Alors, dgr(mo, mA) = dgr(0,A).
DEMONSTRATION. Cela découle directement du fait que dxr(0,4) = 3, c 4 dxr(0,7). O
Tout est maintenant en place pour démontrer le prochain résultat :

Théoréme 10. Soit M : P(S,)) — P(S,) la fonction qui associe l'ensemble de permutations
A CS, al’ensemble de ses médianes M(A). La fonction M est un morphisme d’action i.e.

TM(A) = M(mA), tel quillustré sur le diagramme commutatif suivant :
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(m, A) | > A

Sy, X P<Sn) P(Sn) 7T_A
v
S, % P(S,) P(S))  M(ra)
(m, M(A)) | > TM(A)

DEMONSTRATION. Nous voulons montrer que TM(A) = M(mwA). Par le lemme 2, on a que
Vo € S,,dxr(0,A) = dgr(no,mA). Donc, o minimise la distance & A <= 7w minimise la
distance & TA. Ainsi, Vo € S,,,0 € M(A) < 7o € M(7A). O

Rappelons que 'orbite de A sous l'action o est 'ensemble de tous les cA, ¢ € S,. Du

théoreme précédent, nous déduisons le résultat suivant :

Corollaire 3. Soit A et B deux ensembles de permutations de S, dans le méme orbite de

Vaction o : S, x P(S,) = P(S,). Alors, B= M(B) +<— A= M(A).

DEMONSTRATION. Comme A et B sont dans le méme orbite, on a que B = wA pour un certain
7 €S,. Ainsi, B=M(B) < 7A=M(rA) "EZ" 74 =7 M(A) <= A=M(4). O

Exemple 9. Soit A = {1234,2314,4312}. Le calcul des médianes de A nous donne M(A) =
{1234, 2314, 3124}. Maintenant, soit la permutation m = 3421 qui sera utilisée pour faire une
composition d gauche. Puisque m(1) =3, m(2) =4, 7(3) = 2 et 7(4) = 1, la composition a
gauche avec l'ensemble A donne mA = {3421,4231,1234}. Le calcul des médianes de wA nous
donne bien que M(mA) = TM(A) = {3421,4231,2341}.

Note: Tous les théoremes de cette section peuvent étre intuitivement compris de la maniere
suivante : la composition a gauche n’est qu'une fonction qui change le «nom» des éléments et

non leur position. Toutes les propriétés restent donc inchangées.

3.3. PERMUTATIONS DECOMPOSABLES ET SOMME DIRECTE

Dans cette section, on définit la somme directe, opération qui permettra ensuite de
créer des ensembles automédians a partir d’ensembles automédians plus petits déja connus.
Quelques autres définitions sont cependant nécessaires avant d’y arriver.

3.3.1. Définitions et notations

Définition 17. Une permutation = € S, est dite k-décomposable, ot k € [1.n — 1], si
i>k<em>kVie[ln].
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Définition 18. Une permutation m € S, est dite indécomposable, si elle n’est k -

décomposable pour aucun k € [1..n — 1].

Exemple 10. La permutation 3127564 est 3—décomposable alors que la permutation 6127534

est indécomposable.

Définition 19. Un ensemble de permutations A C S,, est dit k-décomposable, ou k €

[1..n — 1], si toutes ses permutations sont k-décomposables.

Définition 20. Soient A C S,, k € [l.n — 1]. A est dit k-séparable s’il existe une
permutation ™ € S,, telle que wA est un ensemble de permutations k-décomposable. Si A n’est

k-séparable pour aucun k € [1..n — 1], A sera alors qualifié d’inséparable.

Note: Un ensemble de permutations A est donc k-séparable s’il existe un sous-ensemble
X C [1..n] de k éléments tels que des k premieres valeurs de chaque permutation sont les

éléments de X.

Exemple 11. Soit A = {12354,21345,32154}. Cet ensemble est 3-décomposable puisque
toutes ses permutations sont 3-décomposables. Maintenant, soit B = {14532,41523,54132}. B
est 3-séparable, car la permutation o = 14523 est telle que cB = A et A est 3-décomposable.
Exemple 12. L’ensemble A = {12345,52341} est inséparable.

Pour alléger la notation, s’il y a plusieurs valeurs ki, ks... k,, en ordre croissant telles
qu’une permutation ou un ensemble de permutations est k;-décomposable (resp. k;-séparable),

1 <i < m, on dira qu’il/elle est ki; ks; ...k,,-décomposable (resp. ki; ko; ...k,-séparable).
Exemple 13. L’ensemble A = {4521763,2546173} est 3;6-séparable.

Définition 21. Soit 0 € S,, et k > 0. o4y est la permutation o dont tous les éléments sont
augmentés de k. On a donc oy, = (01 + k)(o2 + k)...(0, + k).

Note: Dans la définition précédente, oy, n’est pas une permutation, puisque c’est une bijection
de [1..n] vers [1 + k..n + k] et non une bijection de [1..n] vers [1..n]. Toutefois, on peut s’en
servir pour former de nouvelles permutations, entre autres de la maniere qui suit.
Définition 22. Soient 1 € S, et 0 € Sy. La somme directe de 7 et o, notée m @ o, est
la permutation de longueur k 4+ € formée par la concaténation de m et oyy,. Ainsi, m & o =
M. (01 + k) (09 + k)...(00 + k).

Exemple 14. Soient m = 132 et 0 = 2143, alors m & 0 = 1325476.

Note: Une permutation 7w € S,, qui est ki, k... k,,-décomposable peut étre écrite comme
la somme directe de m + 1 permutations indécomposables de longueurs k; — k;_1, pour
1<i1<m+1, avec kg =0 et k1 =n.

Exemple 15. La permutation m = 32145 € Sy est 3;4-décomposable. Elle peut étre écrite

commenm =321® 1@ 1, ou 321 € S3 et 1 € Sy sont des permutations indécomposables.
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On peut étendre la définition de la somme directe aux ensembles de permutations de la

maniere suivante :

Définition 23. Soient A C Sy et B C Sy, deux ensembles de permutations de longueurs
respectives k and {. La somme directe de A et B, dénotée A ® B, est définie comme
AoB={r®o | 7€ Aando € B}.

Note: Par définition, A @ B est k-décomposable.

Exemple 16. Posons A = {132, 512} et B = { , , 2431}, Alors, A ® B est
3-décomposable et A® B = {132 , 152 , 1825764, 312 312 , 3125764}.

Il est facile de montrer que la comme directe @& est une opération associative, donc pour
toute permutation m,0 et ¢, ona (1@ o) D p =7 D (0 D ¢). Cette associativité se généralise

facilement aux sommes directes d’ensembles de permutations.

3.3.2. Théoremes et propriétés

Démontrons d’abord le résultat suivant, concernant la distance de Kendall-7 entre deux

permutations qui sont des sommes directes de plus petites permutations.

Lemme 3. Soient p et ¥, deux permutations de Sy, ¢ et 0, deux permutations de Sy. Soient

7w et o les deux permutations de S,,, n = k + {, telles que 1 = p @B ¢ et 0 = Y B 0. Alors,
dgr(m,0) = drr(p,Y) + drr(9,0).

DEMONSTRATION. Par définition, dgr(meo) = #{(i,j)]i < jet|[(m < m; et
g > oj)ou(m > meto; < oj)]}, ou m dénote la position de i dans la permuta-

tion 7. Cette distance peut étre partitionnée en trois :

#{(i,j) i <j <kand|[(m <mand o; > 0;) or (m; > m; and o; < 0;)|}+
+

#{(i,j) i <k < jand [(m; < m and 0; > 0;) or (m; > 7; and o; < 0;)|}+
+

#{(i,)) |k <i<jand [(m; <7 and 0; > 0;) or (m; > 7; and o; < 0;)]}

Comme 7 et o sont k-décomposables, seules les paires d’éléments (i,j) respectant ¢ < j < k
ou k < 1 < j contribueront a la distance, donc la deuxiéme ligne de I’équation vaut zéro.
Comme on a aussi que Vk < ¢ < j,m — Tj = ¢ — @j_i €t 0; — 0; = 0;_j — 0,_1, on peut

réécrire ’équation de la distance comme suit :

#{(i,5) i <j < kand [(p; < pj and ¥; > ;) or (p; > pj and V; < ;)]}
+
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#{(i,j)]i<j<n—kand[(¢; < ¢; and ; > ;) or (¢; > ¢; and 6; < 0;)]}
ce qui vaut exactement dir(p,1) + dxr(4,0). O

Maintenant, explorons certaines propriétés reliant la somme directe d’ensembles de permuta-

tions et les médianes de ces ensembles.

Théoreme 11. Soient A C S, BC Sy, w € S et a € S,. Alors,

dKT(w ) O./,A D B) = #B dKT(Ld,A) + #A dKT(O./,B).

DEMONSTRATION.
dKT(W@OZ,A@B> - Z dKT<W@aa¢)

PpeADB

= Z dKT(W@Oé,ﬂ'@O')
TPocEADB

= > ) dir(w® Do)
TEATEB

l67:n3 Z Z dKT(w,ﬂ') + Z Z dKT(a70—)
neAoeB TeAoceB
= #B Z dgr(w,m) + #A Z dxr(a,0)
TEA o€B

= #B dgr(w,A) + #A dgr(a,B).
O

Théoréme 12. Soient AC Sy et B C Sy, k+{=n, deux ensembles de permutations. Alors,
M(A®B)=M(A) & M(B).

DEMONSTRATION. On doit prouver que Vp € S,,, p € M(A® B) < p e M(A) & M(B).

Cas 1 : si p n'est pas k-décomposable, d'une part, par définition de la somme directe,
p & M(A) ® M(B). D’autre part, comme les éléments de [1..k] ne préceédent pas tous les
autres dans p, il existe un élément de [k + 1..¢] suivi immédiatement par un élément de [1..k]
dans p. Permuter ces deux éléments ferait diminuer dgr(p,A @& B), donc p n’est pas une
médiane de A @ B. Ce cas ne contredit donc pas la double implication.
Cas 2 : si p est k-décomposable, alors elle peut-étre écrite sous la forme p = w@ a de sorte que
w € Sy, et @ € Sy. En utilisant le théoréme 11, on obtient que dkt(p,A® B) = #B dkr(w,A) +
#A dgr(a,B).

Cette distance doit étre minimale pour que p € M(A @ B). Pour minimiser, on doit
trouver w et a qui sont a distances minimales de A et B respectivement. Ainsi, w € M(A)
et « € M(B) <= p € M(A@® B). On a aussi par définition de la somme directe que
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pe MA dM(B) < we M(A) et « € M(B). En combinant ces deux équations, on
obtient finalement p € M(A) ® M(B) <= pe M(A® B). O

On peut utiliser le théoreme 12 et le prochain lemme pour obtenir de nouveaux ensembles
automédians en effectuant la somme directe de plus petits ensembles automédians. Cela
implique que ’ensemble des ensembles automédians est fermé sous 'opération de somme

directe.

Lemme 4. Soient A,C C S et B,D C Sy, quatre ensembles de permutations. St A® B =
Co® D, alors A=C et B=D.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € A@B. Alors 37 € A, 0 € B, telque ¢ = 1®o.Si A®B = CoD,
alors ¢ € C' @ D. Ainsi, dp € C,0 € D tels que ¢ = p @ 6. Toutefois, puisque A,C C §;, et
B, D C Sy, on a nécessairement que p = 7 et 0 = 0. En appliquant cela a tout ¢ € A® B, on
trouve que A=Cet B=D. O

Corollaire 4. Soient A C Sy et B C Sy, deuzr ensembles de permutations. Alors A = M(A)
et B=M(B) <= A®B=M(A® B)

DEMONSTRATION. On a M(A® B) = A® B Theo J2 M(A) & M(B)=A® B temme 4 4 _
M(A) et B=M(B). O

Maintenant, tout est en place pour démontrer que n’importe quel ensemble automé-
dian décomposable s’obtient par la somme directe d’ensembles automédians contenant des

permutations de plus petite taille.
Théoréme 13. Soit C' C S, un ensemble automédian k-décomposable. Alors il existe des
ensembles automédians A C Sy et B C Sy, k+ ¢ =n, tels que A B=C.
DEMONSTRATION. D’abord, créons les multiensembles X et Y en suivant les étapes suivantes :
1. Créer deux multiensembles vides X et Y.
2. Pour chaque m € C :

(a) Trouver les permutations o et ¢ telles que 7 = 0 @ ¢ et 0 € Si. Ces permutations

existent certainement puisque C' est k-décomposable.
(b) Ajouter o & X et p a Y.

Nous allons d’abord prouver que M(C) = M(X) & M(Y). Pour y parvenir, il faut montrer
que Vr €S,,m e M(C) <= me M(X)d M(Y)
D’une part, si ™ n’est pas k-décomposable, elle ne peut pas étre dans C' ou dans M(X) @

M(Y) étant donné que ces deux ensembles sont k-décomposables. Ce cas respecte donc

I'expression m € M(C) <= 7€ M(X)d M(Y)
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D’autre part, si m est k-décomposable, alors elle peut étre écrite sous forme m = o @ ¢,
telle que o € Sy. En utilisant le lemme 3, on obtient dxr(7,C) = dkr(0,X) + dgr(6,Y). Ainsi,
m € M(C) si et seulement si o et ¢ minimisent dgr(0,X) + dxr(¢,Y). On a donc :

TeM(C)<=oceMX) N pe M(Y).

Ce qui est équivalent, par la définition de la somme directe, a :
TeMC)<=ocdpe MX)pM(YY).

On a donc bel et bien M(C) = M(X) & M(Y). Comme C est automédian, on a C' =
M) =MX)eMY)=A®B.
Nous avons donc prouvé que C' peut étre écrit sous la forme A@ B, ot A C Sy et BCS, .
Il reste a prouver que A et B sont automédians. Ceci s’obtient comme suit : C' = M(C) <=
A®B=M(A®B) 2" Aa B= M(A) & M(B) &% A= M(A) A B = M(B).
O

Corollaire 5. Soit C' C S,,, un ensemble automédian k-séparable. Alors, il existe des en-
sembles automédians A C Sy et BC Sy, k+{ =n tels que 1(A® B) =C.

DEMONSTRATION. Cela découle facilement de la définition 20 et du théoréme 13. OJ

Lemme 5. Soit C' C S,,, un ensemble automédian kq; ko; . . . ; k,,-décomposable. Alors il existe
des ensembles automédians Ay C Sy, As C Sky—tys -+ Am € Sky—kry_1s Ams1 € Spk,,, tels
que Ay A ... DA, DA, =C.

DEMONSTRATION. Nous allons faire une preuve par induction sur m.
Cas de base m =1 : Ce cas est prouvé par le théoreme 13.

Hypotheése d’induction : Supposons que le lemme est vrai pour n’importe quel ensemble
automédian C' C S,,, ki; ks; ... k,,-décomposable.

Nous avons maintenant simplement besoin de démontrer que le lemme reste vrai pour m + 1.
De ce fait, soit C' C S, un ensemble automédian ki; ko; . .. ; kp: kme1-décomposable. Etant
donné que C est k,,.1-décomposable, le théoréeme 13 nous indique que C' peut étre écrit
s €6 Spg
respectivement. Maintenant, comme C' est kq; ko; . .. ; k,,-décomposable et C = A @ B avec
A CSy,,,,, Aest aussi kyi; ky; ... ; ky-décomposable. Par hypothese d’induction, A = A; @
Ay @ ... DAy @ Apgr, avec Ay C Sy, Ao C Spy—iys -+ s Am € Sho—trn15 Ams1 € Sk~ -

sous la forme C'= A ® B, ol A et B sont des ensembles automédians dans Sy S

En renommant B = A, 5 la preuve est terminée. ]
Corollaire 6. Soit C' C S,, un ensemble automédian kq; ko; . . . ; k,,-sé€parable, alors il existe
des ensembles automédians Ay C Sk,, As C Skykys - Am C Sk, —k_vs Am+1 C Sk, tels

que (A1 DA ® ... B A, D A1) =C.
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DEMONSTRATION. Cela découle aisément de la définition 20 et du lemme 5. O

Le corollaire précédent montre que tout ensemble automédian séparable peut étre obtenu
en faisant la somme directe d’ensembles automédians inséparables plus petits. La recherche
d’ensembles automédians peut donc étre réduite a la recherche d’ensembles automédians

inséparables.

3.4. COMPTER LES ENSEMBLES AUTOMEDIANS

Dans cette section, on construit une formule qui calcule le nombre d’ensembles automédians
de permutations d’une certaine taille en fonction du nombre d’ensembles automédians
inséparables de permutations de taille identique ou inférieure.

Soit F,, I'ensemble de tous les ensembles automédians de permutations de taille n, i.e.
Fo={A=M(A) | ACS,} et soit Z, 'ensemble contenant tous ceux qui sont inséparables,
ie,Z,={A=M(A) | ACS, et A inséparable}.

Théoréme 14.

n—1
#Fn=H#L,+ ) (7) X #T; X #Fn_; (3.4.1)
=1

DEMONSTRATION. Pour former un ensemble automédian A séparable, on choisit d’abord
le plus petit i pour lequel A est i-séparable. Ainsi, A est formé par la somme directe d’un
ensemble automédian inséparable de S; et d’'un ensemble automédian de S,,_;, suivi d’une
composition a gauche. Il y a #Z; possibilités pour le premier et #JF,,_; possibilités pour
le deuxieme. Ensuite, par une composition a gauche, on décide quels éléments seront les ¢

premiers des permutations de A, ce qui multiplie par (7;) le nombre de possibilités. 0]

3.5. RETOUR SUR LE CHAPITRE

Dans ce chapitre, nous avons démontré que tout ensemble automédian peut étre obtenu
par la somme directe d’ensembles automédians inséparables. Il suffit donc de caractériser
completement les ensembles automédians inséparables pour caractériser tous les ensembles
automédians.

Toutefois, explorer les ensembles automédians inséparables est complexe. Bien que le
prochain chapitre ne traite pas spécifiquement des ensembles automédians, il contient des
notions essentielles a la poursuite de la recherche sur les ensembles automédians inséparables.

Ceux-ci seront donc seulement abordés & la section 5.2.
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Chapitre 4

ENSEMBLES DE PERMUTATIONS
MULTICIRCULAIRES

Dans ce chapitre, on introduit une classe spécifique d’ensembles de permutations que
nous avons nommeée les ensembles multicirculaires. Le calcul de la médiane d’un ensemble
multicirculaire sera étudié et une proposition d’application en sera donnée.

Avant d’aborder les ensembles de permutations multicirculaires, nous allons d’abord parler
d’ensembles de permutations équilibrés.

Note: Dans ce chapitre et le chapitre 5, nous travaillons uniquement avec des ensembles
de permutations et ne traitons donc pas des multiensembles de permutations, a I'instar du
chapitre précédent. Pour ce chapitre et le prochain, toutefois, ce choix a été fait uniquement
pour ne pas alourdir la notation. En fait, tous les résultats trouvés dans ces deux chapitres

peuvent facilement étre généralisés a des multiensembles de permutations.

4.1. ENSEMBLES EQUILIBRES

Certains ensembles de permutations sont tels que leurs éléments sont placés de maniere a
former, de maniere intuitive, une sorte d’équilibre a I'intérieur de I’ensemble. Ici, on définira
trois classes d’ensembles de permutations : les ensembles de permutations équilibrés, les
ensembles de permutations symétriquement équilibrés et les ensembles de permutations
uniformément équilibrés.

Définition 24. Soit A C S,. L’ensemble A sera dit équilibré si tous les éléments de ses
permutations ont la méme moyenne de position. Plus formellement, A est équilibré si et

seulement si Vi,1 < i < n,
1
Yot = n—2i— X #A

ocEA

Exemple 17. L’ensemble de permutations A = {12354, 35412,42513} est équilibré. En effet,

dorl=1+4+4=09,

g€eA



oyt =2+45+2=09,

og€A

Y oy'=3+1+5=09,

g€eA

Yool =b+3+1=09,

o€cA

dosl=4+2+3=09.

ogcA
Théoreme 15. Soit A C S,,, un ensemble de permutations équilibré. Alors Vi,1 < i <mn, les
deux égalités suivantes sont vraies
Y. RA)y; = > LAy,
JEML.n\{i} JE[L.n]\{i}
JEL.n\{i}

DEMONSTRATION. A est équilibré, donc, en moyenne, i se situe au centre des permutations.
Il y a donc, au total, autant d’éléments a gauche des éléments i dans les permutations de A
qu’il y a d’éléments a droite des éléments i dans les permutations de A, ce qui prouve les

deux égalités. 0

Définition 25. Soit A € S,,. On dira que A est symétriquement équilibré lorsque pour

chaque élément i € [1..n] et pour chaque position j € [1..n], on a :
#meAlr =gt =#{r e Alr;' =n+1-j}

De maniere informelle, dans un ensemble de permutations A symétriquement équilibré,

pour chaque permutation de A ou 7 est le j-éme élément a partir de la gauche, il y a une
permutation de A ol 7 est le j-eme élément a partir de droite.
Exemple 18. Soit A = {123456,154326,635241,642531}. Alors, A est symétriquement
équilibré. En effet, [’élément 1 est autant de fois en position 1 qu’en position 6 et 6 +1=717.
L’élément 2 apparait aux positions 2, 3, 4,5 et on a 2+5 = 3+4 = 7. Le méme raisonnement
s’applique auz autres éléments.

Théoreme 16. Tout ensemble symétriguement équilibré est équilibré.

DEMONSTRATION.
Yot 2 Y jeoe Al =)
ocA j€[l..n]
@ Z j*#{O'EA|O'Z-_1:n+1—j}
J€[l..n]
® (n+1—k)x#{occA|lo; =k}
kel..n]
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— Z (n+1)*#{0€A|g;1:]{;}_ Z k'*#{O'EA|O';1:k}

ke[l..n] ke[l..n]

:(n—l—l)*#A—Za;l

c€EA

On a donc :

2% Y ol =(n+1)x#A

c€EA

1
Yot =tk
o€EA 2

Le passage (1) est une réorganisation de la sommation. Le passage (2) est possible car
A est symétriquement équilibré. Le passage (3) est possible par changement de variable :
k=n+1-7.

O

Définition 26. Un ensemble de permutations A C S,, sera dit uniformément équilibré si
#{o€Alo;=j} =22 V1 <ij<n.

De manieére informelle, un ensemble de permutations est uniformément équilibré si tous ses
éléments apparaissent autant de fois & chaque position dans ses permutations.

Exemple 19. Soit A = {1234, 2143,3412,4321}. Alors, A est uniformément équilibré, puisque
tous les éléments apparaissent une fois a chaque position i, 1 <1 < 4.

Théoreme 17. Tout ensemble de permutations uniformément équilibré est symétriquement

équilibreé.

DEMONSTRATION. Soit A C S,,. Si A est uniformément équilibré, alors,vV1 < i.7 <n, on a
#{aeAlai:j}:#TA:#{aeA|Ui:n+1—j}. O

4.2. DEFINITIONS ET NOTIONS DE BASES DES ENSEMBLES MULTICIRCU-
LAIRES

Définition 27. Soit m € S,,. On notera circ(m) la famille circulaire de 7, définie comme
suit : cire(m) = {o € S, | (m; — 0;) modn ne varie pas en fonction de i}.

Exemple 20. Soit m = 14253. Alors circ(m) = {14253,42531, 25314, 53142, 31425}.
Définition 28. Soit A C S,. L’ensemble A sera dit multicirculaire s’il est formé par
l'union de familles circulaires.

Exemple 21. L’ensemble {1324,1432,2143,2413, 3214, 3241,4132,4321} est multicirculaire
car il est égal a circ(4321) U circ(1324).

Note: Les différentes familles circulaires sont disjointes, donc le nombre de permutations

dans un ensemble multicirculaire est toujours un multiple de n, la taille des permutations.

o1



Définition 29. Définissons c(m) comme étant la permutation 7 dans laquelle le premier
élément est retiré et replacé en derniére position. Autrement dit, c(mw) = moms ... m. Un tel
mouvement sera appelé mouvement circulaire .

De cette maniere, circ(m) peut étre vu comme l’ensemble des permutations qu’on peut
obtenir en faisant de 0 a n — 1 mouvements circulaires sur 7.

Théoreme 18. Tout ensemble de permutations multicirculaire est uniformément équilibré.

DEMONSTRATION. Soit A C S,, un ensemble de permutations multicirculaires formé de I'union
de ¢ familles circulaires. Pour chaque famille circulaire circ(m) € A, chaque élément est présent
a chaque position exactement une fois, donc V(i,7) € [1..n]?, #{o € circ(m)|o; = j} = 1. On
a donc VY(i,j) € [1.n)%, #{o € Alo; = j} = ¢ = %2, ce qui respecte la définition 26. O

n

Maintenant, étudions les matrices gauche, droite et de majorité d’une famille circulaire.
Théoreme 19. Soient L.R les matrices gauche et droite de circ(1,,). Alors, L;; = (i—j) modn

et R;j = (j — i) modn.

DEMONSTRATION. Pour i < j, le nombre de permutations dans lesquelles j < 7 correspond a
j—i,donc R =j—1i Pouri>j onaRj;j=n—R;=n—(i—j)=n+j—1i Onadonc
bien pour i < j oui > j que R;; = (j —i)modn. Pour L;; on a L;; =n — (j — i) modn =
(n—j+1i)modn = (i — j) modn. O

Corollaire 7. Soient m € S,, et L,R les matrices gauche et droite de circ(m). Alors, L;; =

(7!

=7 Yymodn et Ry = (77" — w7 ") modn.

J

DEMONSTRATION. Ce corollaire s’obtient du théoréme 19 par isomorphisme de groupe. [J

Théoréme 20. Soit A C S, et ™ € S,,. Si A est équilibré, alors dgr(o,A) est identique
Vo € cire(n).

DEMONSTRATION. La preuve repose sur le fait qu’appliquer un mouvement circulaire a
ne change pas la distance. En effet, soit ¢ le premier élément de 7. Dans cette position, les
paires d’éléments impliquant i ont une contribution > ;cqy i3 2(A)i; & la distance. Si on
repositionne ¢ a la fin de m, ces mémes paires d’éléments auront en revanche une contribution
de 3 jen.np iy L(A)i; & la distance. Or, par le théoreme 15, ces deux valeurs sont égales. On
peut donc appliquer plusieurs mouvements circulaires a 7 sans changer sa distance a A. Ainsi

toutes les permutations d’'une méme famille circulaire sont a une distance identique de A. [
Corollaire 8. Soit A CS,,. Si A est équilibré, alors M(A) est multicirculaire.
DEMONSTRATION. Ceci découle facilement du théoréme précédent. O

Puisque les médianes d’un ensemble équilibré A forment un ensemble multicirculaire, on
peut procéder comme suit pour trouver toutes ses médianes : trouver une médiane de chaque

famille circulaire de M(A), puis générer la famille circulaire de chaque médiane trouvée. Il
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est par exemple possible de trouver toutes les médianes de A qui ont 1’élément 7 a la position
J, puis M(A). Le théoréme ci-dessous résume cette procédure.
Théoréme 21. Soient A C S,,, un ensemble équilibré et w € S,,. Soient i,j € [1..n]. Soit
B={re M(A)|m =j}. Alors,

M(A) = | cire(n).

TEB
DEMONSTRATION. Le paragraphe précédant le théoréme en est une preuve. 0J

Exemple 22. Soit A = {12354, 35412,42513}, un ensemble de permutations équilibré pour
lequel on veut trouver les médianes. Par le théoréme 21, on peut le faire simplement en
trouvant toutes les médianes qui ont 1 comme premier élément, puis en générant la(les)
famille(s) circulaire(s) de celle(s)-ci. Posons donc 1 comme premier élément a gauche d’une
médiane recherchée. Les autres éléments 2, 3, 4 et 5 doivent étre ordonnés de maniere a
minimaser la distance par rapport a A. Aprés calculs, on trouve que seul l’ordre 2354 a un

nombre minimal de paires d’éléments en sens contraire des mémes paires d’éléments dans les
permutations de A. Ainsi M(A) = circ(12354).

4.3. TROUVER LES MEDIANES D’UN ENSEMBLE MULTICIRCULAIRE

Dans cette section, on étudie le probléeme consistant a trouver les médianes d'un ensemble
multicirculaire. Cet ensemble étant 'union d’un certain nombre ¢ de familles circulaires, on

étudiera trois cas : ¢ =1, ¢ =2 et ¢ > 2.

4.3.1. Médianes d’une famille circulaire

Ce cas a été étudié dans [26]. Les auteurs ont montré que I'ensemble des médianes d'une
famille circulaire est en fait la famille circulaire elle-méme. Une famille circulaire est donc
un ensemble automédian inséparable (Voir section 5.2). Nous allons toutefois présenter une
autre démonstration de ce théoreme, d’abord parce que 'idée générale derriere cette autre
démonstration sera utilisée plus d’une fois dans ce chapitre, ensuite parce que la preuve
originale est légerement incomplete.

Théoréme 22. Soit m € S,,. Alors M(cire(n)) = cire(m).

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, résolvons uniquement le cas on © = I, la
permutation identité. Il n’y a pas de perte de généralité puisque n’importe quelle famille
circulaire est isomorphe a circ(I,,). Posons A = circ(m). Puisque A est équilibré, on peut
utiliser le théoreme 21. Ici, on fixera le dernier élément : on trouvera toute médiane o telle
que o, = n. Etonnamment, & partir du moment ot on a fixé le dernier élément, Iapplication

des contraintes MOT (voir section 2.4.5) permet de décider complétement o.

53



Puisque i précede i 4+ 1 dans toutes les permutations de A sauf une, A; ;11 = (n —1) —
1 = n — 2. D’autre part, posons X = [1..n] \ {i,i + 1,n}, Pensemble des éléments pouvant
peut-étre se retrouver apres i + 1 et avant ¢ dans o (cet ensemble ne contient pas n car n a
déja été placé a la fin de o). Une seule permutation de A possede des éléments entre i + 1 et
i, donc Y pex(Lki — Lij) = Yrex 1 =n — 3 < A, ;11. Le théoreme 9 nous donne donc que i
précede ¢ + 1 dans o.

Onadonc1<,2<,3...n—1<,n. Ainsi, I,, est la seule médiane de circ(I,,) ayant n
comme dernier élément, donc M(cire(l,)) = circ(l,).

Pour le cas plus général ou m € S,,, on peut utiliser les actions de groupes et morphismes
décrits précédemment dans 3.2. En effet, on a : M(cire(r)) = M(cire(ro I,)) = M(mo
cire(I,)) = m o M(cire(I,)) = o cire(1,)) = cire(w o I,,) = cire(m).

O

4.3.2. Médianes de 'union de deux familles circulaires

En ce qui concerne les médianes d’ensembles formés de I'union de deux familles circulaires,
nous sommes certains de la conjecture suivante, que nous n’avons toutefois pas réussi a
prouver formellement.

Conjecture 2. Soit A = cire(m) Ucire(o), oum € S, 0 € S, tels que circ(m) # circ(o).
Alors, A C M(A).

De plus M(A) # A si et seulement s’il existe, dans A, deux permutations de forme conca-
ténées respectives PQR et W RQ telles que P # W. Dans ce cas, circ(PRQ) et circ(WQR)
contiendront aussi des médianes de A.

En fait, il est certain que 'algorithme qui suit permet de trouver toutes les médianes de
A

1. On initialise : M(A) == A
ajoutRecent :=vrai

2. Tant que ajoutRecent = vrai
(a) ajout Recent := faux

(b) (*) On cherche, dans M(A), toutes paires de permutations d’écriture concaténées
respectives PQR et WRQ. Alors, circ(PRQ) et circ(WQR) sont aussi des en-
sembles de médianes, qu’on ajoute a M(A), si pas déja présentes. En cas de nouvel

ajout, ajoutRecent :=vrai.
retourner M(A)

et cet algorithme peut terminer en temps O(f(n) x #M(A)) ou f est une fonction polynomiale,

si la recherche a létape (*) est bien optimisée.
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Nous n’avons pas été capables de prouver la conjecture. Des tests aléatoires n’ont montré
aucun contre-exemple a cette conjecture. Il n’est pas difficile de démontrer, dans 'algorithme
décrit ci-dessus, que si les permutations PQR et W R(@) sont a une méme distance de A, alors
PRQ et WQR sont aussi a cette méme distance de A. Par contre, pour prouver que ce sont
toutes des médianes, il faut d’abord au moins montrer que 'une d’entre elles en est une, ce
que nous n’avons pas réussi a faire. Note: Ne pas essayer une preuve par contradiction avec
mouvement d’insertion. En effet, dans ce mémoire, beaucoup de preuves qu'une permutation
n’est pas une médiane reposent sur le fait qu'un mouvement d’insertion peut faire baisser
la distance. Cependant, ¢a ne s’applique pas ici. En effet, dans le cas ou A est 'union de
deux familles circulaires, I’algorithme LocalSerach ( voir 2.5.3), a partir d’'une permutation
quelconque de S,,, peut tomber dans un minimum local qui n’est pas un minimum global et

n’est donc pas une médiane.

4.3.3. Médianes de ''union de plus de deux familles circulaires

Trouver les médianes d'un ensemble formé par 'union d’au moins trois familles circulaires
est plus compliqué. En fait, une réduction donne une borne inférieure sur la difficulté du
probleme. Cependant, nous avons d’abord besoin du théoreme qui suit.

Théoréme 23. Soient ACS,,, ot my > 2 etn >5. Soit k> w. Alors,
M cre(ro ) c | circo® I).

TEA pEM(A)

DEMONSTRATION. Posons B = U cqcire(m & I). On doit prouver que M(B) C
Usem(a) circ(¢ @ Iy). 11 est important de noter que, dans cette preuve, m et n représentent
respectivement m 4 et ns et non mp et ng, pour éviter toute ambiguité.

Nous allons séparer les éléments de [1..n + k| en deux ensembles : [1..n] et [n + 1..n + k.
De maniére intuitive, les éléments de [1..n] sont ceux qui proviennent de A tandis que ceux
de [n 4+ 1..n + k] proviennent de Ix. On appellera donc "éléments originaux" ceux du premier
ensemble et "éléments supplémentaires" ceux du second.

Puisque B est équilibré, on peut utiliser le théoreme 21. Ici, on fixera le dernier élément : on
analysera une permutation quelconque ¢ médiane de B telle que 0,1 = n+ k et on montrera
qu’une telle permutation o est nécessairement de forme ¢p@ Iy, on ¢ € M(A). Cela impliquerait
donc que toute médiane de B est une permutation de I'ensemble Ugeaq(a) circ(p @ Ir), ce
qu’on veut démontrer.

Premiére étape : ordonner les éléments supplémentaires entre eux dans o.
Comme dans la preuve du théoreme 22, 'utilisation du théoreme 9 permet d’ordonner
complétement ces éléments dans o. Pour n’importe quel ¢ € [n + 1.n + k — 2],
on pose X = [l.n + k — 1] \ {i,i + 1}. Seules m permutations de B ont i

apres ¢ + 1 : ce sont celles qui ont ¢ + 1 comme premier élément et ¢ comme
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dernier élément. Dans les autres permutations de B, ¢ 4+ 1 suit immédiatement
i. Ainsi, Ajjv1 = Lijv1 — Rizq1r = m(n+ k) —m —m = m(n +k —2) et
Srex Lki — Liiv1 = Ypexm = m(n + k —3) < A;;41 . Le théoreme 9 nous donne
donc que i <, i+ 1. En regroupant ce résultat pour tout i € [n + 1.n + k — 2], on
obtient n+1<,n+2<,n+3..n+k—1<,n+k—1.

Deuxiéme étape : prouver que tous les éléments originaux précedent les élé-
ments supplémentaires dans o.
) _ | ntl4+ntk | 1+k A
Supposons que c’est faux. Posons u = | "= | = n + |37 |. u peut étre vu comme
I’élément du milieu parmi les éléments supplémentaires. Alors, au moins I'un des deux

cas suivants se présente :
1. il existe un élément original ¢ qui se trouve entre les éléments n + 1 et w.
2. il existe un élément original ¢ qui se trouve entre les éléments u et n + k.

Ces deux cas menent a une contradiction. L’idée est que dans chacun des cas, il existe
un mouvement d’insertion dans o qui peut faire baisser dxr(B,0), donc o n’est pas

une médiane.

1. Affirmation 1 : dans le premier cas, soit v ’élément original le plus a gauche tel

que n + 1 < v. Retirer v et le réinsérer juste avant n + 1 ferait baisser la distance.

2. Affirmation 2 : dans le deuxieéme cas soit v I’élément original le plus a droite. Retirer

v et le réinsérer apres n + k ferait baisser la distance.

La preuve de ces deux affirmations est pénible a rédiger et lire. Nous avons donc laissé
leurs démonstrations dans 'annexe A, d’autant plus que leur compréhension n’est pas
nécessaire au lecteur pour lire la suite.
La conclusion des deux premieres étapes est que o; = i, Vi € [n+1..n+k|. Les éléments
originaux sont donc les n premiers dans o, qui peut maintenant étre écrite sous la
forme 0 = ¢ & ;. Il ne reste plus qu’a ordonner les éléments originaux entre eux,
c’est-a-dire décider ¢.

Troisiéme étape : ordonner les éléments originaux entre eux dans o.
Cette étape est la plus importante, car nous allons montrer que 1'ordre des éléments
originaux correspond exactement a une médiane de A.

Séparons le calcul de dkr(o,B) en utilisant le corollaire 2 :

dKT (UaB) = dKT;pairs(l,n) (O—aB) + dKT;pairs(nJrl,nJrk) (UvB) + dKT;hp(n,k) (0_73) .

La raison pour laquelle il convient de séparer ces trois termes est que les deux derniers
sont invariants par rapport a ¢. Ceci est dii au fait que les éléments supplémentaires
sont déja tous placés apres les éléments originaux. On en conclut donc que trouver ¢

qui minimise dgr(0,B) est équivalent a trouver ¢ qui minimise dir;pairs(1,n)(7,B).
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On a dirpairs(i,n)(B,0) = Yrea dkripairs(1,n) (cire(m @ I),0). Maintenant, étudions
AR Tipairs(1,n) (Cire(m @ I;;),0) pour chaque m € A. Soit i le dernier élément de 7. Chaque
permutation ¢ € circ(m ® I},) telle que ;" > n a ses éléments originaux dans le méme
ordre que dans m. Ces permutations sont au nombre de k. Les autres permutations, au
nombre de n, toutes réunies, ont les éléments originaux dans le méme ordre que les
permutations de cire(m). La figure 4.1 aide a visualiser ces deux dernieres affirmations.
Ainsi, dxr;pairs(1,0) (cire(m @ Ii),0) = k * dgr(m,0) + dir(é,cire(r)). Donc,
dKT;pairs(1,n) (0,B) = Z dKT;pairS(Ln)(C”C(7T ®© Iy),0)

TEA

= > ko dir(m,9) + dr(¢,cire(r))

TEA

=k % Z dgr(m,0) + Z dir(¢,cire(m))

TEA TEA

=k * dir($,A) + Y dgr(.cire(n)).

TEA
L’intuition de la démonstration qui suit est que si k est suffisamment grand, ’expression
est fortement variable en fonction de dkr(¢,A), donc minimiser dgr(¢p,A) est une
condition nécessaire pour minimiser dkr.pairs(1,n) (0, 5).
Notons que dxr(¢,A) est un nombre entier, donc toute variation de k * dgr(¢,A) vaut
au moins k. Ainsi, si k& dépasse 'amplitude de Y ,c 4 dxr(o,cire(m)) (amplitude d’une
expression est la différence entre la plus grande et la plus petites valeurs qu’elle peut
prendre), minimiser dgr(¢,A) est nécessaire pour minimiser dxr;pairs(1,n)(0,B).
Maintenant, calculons 'amplitude de >°.c 4 dxt(¢,cire(rm)). Comme démontré par [26],
n(n+16}(n—1)

dgr(o,cire(m)) est minimale lorsque ¢ = 7 et vaut, dans ce cas, . Ainsi,

¢ = 7" maximiserait cette distance, qui serait alors de %. L’amplitude

de dir(o,cire(n)) est done ™2n= é)(" b _ "("Hg( L — ni- g("_Q). L’amplitude de
%

> rea dxr(@,cire(m)) est donc au plus
Ainsi, si k > % alors 0 = ¢ @ Iy, ou ¢ € M(A).
Note importante : minimiser dkr(¢,A) n’est pas une condition suffisante pour minimi-
ser dKT;pairs(1,n) (0,5). En effet, pour deux permutations ¢ et ¢’ telles que dxr(¢,A) =
dgr(¢',A), il est probable que > c 4 dxr(p,cire(n)) # > rca dxr(¢' cire(m)), donc au
moins I'une des deux permutations ne minimise pas dir;pairs(1,n)(0,B). C’est ce qui
explique que l'inclusion n’est pas une égalité dans le théoreme.
Conclusion de la preuve. Toute médiane o de B telle que 0,.x = n + k est de forme
¢ @ I}, ol ¢ est a distance minimale de A. Ainsi, M(B) C Ugperm(a) circ(¢ @ Ii).
Remarque sur la valeur de k La valeur de £ utilisée dans ce théoreme est tres élevée
par rapport a n, afin d’en faciliter la preuve. En effet il aurait été possible, avec

plus de travail, de remplacer k > w par k > f(n) pour une certaine

o7



FiGURE 4.1. Ilustration du théoréme 23

Ici, les toutes permutations de circ(o @ Iy), avec m = 2137564, n = 7, k = 8. Les éléments originaux
sont colorés, ceux des n premieres permutations en rouge, ceux des k derniéres permutations en
bleu. En faisant abstraction des éléments supplémentaires, on constate que les éléments rouges

forment circ(m), tandis que les éléments bleus forment & fois la permutation 7. C’est un exemple

que V(b € Snv dKT;pairs(l,n) (CiTC(W D Ik)7¢ S Ik) =k * dKT(Wa(b) + dKT(¢7CiTC(7T))-

fonction f(n) € O(n?). L’idée repose sur le fait que, dans la preuve précédente, une
modification de ¢ qui fait varier tres légerement Y. 4 dxr(¢,cire(m)) ne peut pas faire
varier Y ¢4 dxr(¢,cire(m)) de toute son amplitude. Nous nous sommes contentés de
f(n) € O(n?) parce qu’il en découlait un théoréme juste assez fort pour étre utilisé
pour les résultats qui suivent.

O

Tout est maintenant en place pour le théoréme qui suit.
Théoreme 24. Le probleme consistant a trouver une médiane d’un ensemble de m permuta-
tions de taille n peut étre réduit en temps polynomial au probléme consistant a trouver une

médiane d’un ensemble multicirculaire, formé de ['union de m familles circulaires dont les
mn(n—1)(n—2)

permutations sont de taillen + k, ou k = 5 .

DEMONSTRATION. Soit A C S,,, 'ensemble dont on veut trouver une médiane. Soit I'ensemble
multicirculaire B = U ¢4 cire(m @ Ix). La preuve repose sur le fait que, parce que k est
suffisamment grand, le théoréme 23 nous donne
M(B)c | cire(r o I)
TEM(A)
Ainsi, pour trouver une médiane de A, il suffit de générer B et de trouver une médiane de B.
Selon I'inclusion ci-dessus, cette médiane est un élément de U,eqa) cire(m @ Ii,) et est donc

membre d'une famille circulaire de la forme cire(m @ Ii,), ou 7w est une médiane de A. Dans
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cette famille circulaire se trouve entre autre la permutation 7 & I, dont on peut facilement

extraire 7, la médiane recherchée. [l

Voici un exemple de la réduction pour en faciliter la compréhension.

Exemple 23. Supposons qu’on wveuille trouver wune médiane de [’ensemble
A = {b742136,6721534,3741625}. Pour y parvenir, on construit l’ensemble multicir-
culaire circe(5742136 @ Iy,) U circ(6721534 @ Iy,) U cire(3741625 @ Ii,). On calcule ensuite une
meédiane de cet ensemble. Supposons qu’on obtienne, comme médiane, une permutation de la
famille circulaire circ(7421365 @ I). Alors on peut facilement générer toute cette famille
circulaire et la permutation 7421365 & I, puis en extraire 7421365, une médiane de A.
Corollaire 9. Pour toute valeur m telle que le probléme consistant a trouver une médiane
d’un ensemble de m permutations est NP-difficile, le probléme consistant a trouver la médiane

d’un ensemble formé de m familles circulaires est NP-difficile.

DEMONSTRATION. Cela découle directement du théoréme précédent, plus précisément du
fait qu’on réduit un probléme de taille d’entrée 6(n) a un probléme de taille d’entrée 6(n?).
n? étant seulement polynomial (et non exponentiel) en fonction de n, le probléme source est
dans une classe de complexité supérieure ou égale a la classe de complexité du probléme cible.

Notons aussi que la réduction est effectuée en temps polynomial. 0

4.4. APPLICATION POSSIBLE

Trouver un consensus de Kemeny dun ensemble multicirculaire peut avoir une application.
En effet, il est possible qu'on souhaite modéliser un ordre de préférence cyclique au lieu
d’un ordre de préférence linéaire. Par exemple, prenons un probléme concret ou on veut
obtenir le meilleur ordre cyclique d’actions quotidiennes : (1 :dormir), (2 :sport) (3 :manger)
(4 :travailler)...etc. Comme une journée est un cycle qui se répete, les ordres 163245 et 324516
devraient étre considérés comme concretement équivalents.

Ici, nous présentons une régle pour trouver le consensus d'un ensemble C' d’ordres de

préférences cycliques :
1. Générer la famille circulaire de chaque ordre de préférence cyclique.

2. TFaire 'union de toutes ces familles circulaires et en calculer 'ensemble des médianes

de permutations.

3. L’ensemble des médianes trouvé est un ensemble multicirculaire. Il est formé par

I'union de familles circulaires, dont chacune représente un consensus cyclique.

Exemple 24. Supposons que des taches doivent étre ordonnées périodiquement, numéro-

tées par les nombres de [1..8]. Les votes de préférence cycliques suivants sont donnés :
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13287465, 73158462 et 87156234. On souhaite en fournir un consensus périodique. Po-
sons A = circ(13287465) U circ(73158462) U circ(87156234). Apreés calculs, on obtient
M(A) = cire(15623847) U circ(15623874).

Ainsi, 15623847 est l'un des deuz consensus périodiques optimal. Les taches peuvent donc
étre ordonnées périodiquement comme suit :...6238471562384715623847156238 . . . .

Il existe d’autres regles pour trouver un consensus pour des ordres de préférences cycliques
et celles-ci peuvent évidemment fournir des réponses différentes. Ceci est donc une proposition
d’une nouvelle regle pour établir le consensus d’ordres de préférence cyclique. Nous avons

toutefois prouvé que la notre est malheureusement NP-difficile & calculer.
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Chapitre 5

PRODUIT DE MELANGE ET ENSEMBLES
AUTOMEDIANS INSEPARABLES

Ce chapitre introduit principalement le produit de mélange, un opérateur qui entrelace les
permutations de deux ensembles de permutations pour en construire un plus gros. Le posi-
tionnement des éléments dans un produit de mélange est étudié, ce qui permet éventuellement
d’en tirer des propriétés concernant ’ensemble des médianes d’un produit de mélange. Nous
avions initialement développé cette opération pour construire des ensembles automédians,

abordés au chapitre 3, mais ’avons finalement généralisée.

5.0.1. Propriété utile en combinatoire

Voyons d’abord une propriété en combinatoire qui sera utile pour étudier le positionnement
des éléments dans un produit de mélange.

Théoreme 25. Pour n’importe quels entiers 1 < a <k <n, on a :

n\ %k i—1\(n—i

k] — \a—1)\k—a
DEMONSTRATION. (Z) peut étre interprété comme le nombre de manieres de choisir k
nombres parmi [1..n]. Cependant il est aussi possible de choisir £ nombres parmi [1..n] de la
maniere suivante.

Premierement, on choisit une constante a € [1..k]. Ensuite, si i est le a-iétme plus petit
nombre parmi ceux choisis, les valeurs de ¢ possibles sont celles les nombres de I’ensemble
[a..a +n — k]. Une fois que i est choisi, il reste deux choix a faire. D’abord, on choisit les
a — 1 nombres plus petits que ¢ ((;j) possibilités). Ensuite, on choisit les k — a nombres
plus grands que i ((Z:;) possibilités).

O

Dans la prochaine section, on présente une opération qui est entre autres utile pour la

caractérisation des ensembles automédians inséparables, le produit de mélange. Par contre, les



propriétés du produit de mélangeont été explorées de maniere plus générale que simplement

dans l'intérét de la recherche d’ensembles automédians.

5.1. PRODUIT DE MELANGE

Dans cette section, on présente une autre opération permettant de construire des ensembles

automédians équilibrés avec d’autres ensembles automédians équilibrés plus petits.

5.1.1. Définitions et notations

Définition 30. Soient m € Sy, et o € Sy, deuzr permutations de tailles respectives k et {. Le
produit de mélange de w et o, noté wll o est [’ensemble contenant toutes les permutations
de taille k + ¢ obtenues en entrelagant ™ avec oy, de toutes les maniéres possibles. Notons
que #m lLLlo = (k#).

Exemple 25. Soient m =132 € S5 et 0 = 21 € Sy, alors o453 = 54 et

Lo = {13254, 13524, 13542, 15324, 15342, 15432, 51324, 51342, 51432, 54132}.

La raison pour laquelle les éléments de o doivent étre augmentés avant de procéder aux
entrelacements est qu’on souhaite que chaque permutation résultante soit bel et bien une
permutation, c’est-a-dire ne pas posséder plusieurs fois les mémes éléments, selon la méme
logique que pour la somme directe, au chapitre 3. De maniere intuitive, on dira alors que
les éléments de [1..k] dans les permutations de 7 LLIo proviennent de 7, tandis que ceux
de [k 4+ 1..k + /] proviennent de o. De maniere tout aussi intuitive, on dira que [1..k] est
I'ensemble des "petits éléments" tandis que [k + 1..k + £] est I'ensemble des "grands éléments’.
Définition 31. Soient AC S, et B C S, , deux ensembles de permutations de tailles k and
¢, respectivement. Le produit de mélange de A et B, noté AL B, est défini de la maniére
sutvante :

ALLIB = U mlllo

(m,0)eAXB
Notons que #A LB = (k;:g) X #A X #B.
Exemple 26. Soient A = {132,312} C S5 et B = {21} C S,. Alors,

ALLIB = {13254,13524, 13542, 15324, 15342, 15432,51324, 51342, 51432, 54132,

31254, 31524, 31542, 35124, 35142, 35412, 53124, 53142, 53412, 54312}.
Définition 32. Soit ¢ € S,, et 1 < k < n. On dénotera sep(¢,k) la paire formée des deux

permutations suivantes : celle respectant l'ordre marginal des éléments de [1..k] dans ¢ et
celle respectant l'ordre marginal des éléments de [k + 1..n] dans ¢, diminués de k. Plus
formellement, sep(p,k) = (m,0), oum €Sy, 0 €S, et ¢ € wlLLIo,

Exemple 27. Soit ¢ = 2617354. Alors sep(¢,3) = (m,0), ou m = 213 et 0 = 3421 (car
or3 = 6754).
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La définition 32 permet de redéfinir le produit de mélange de la fagon suivante : Si

TEACS,etoc € BCSy, alors:

mlllo = {¢ € Skpelsep(o.k) = (m,0)}

ALLB= {¢ € Siie|sep(p,k) € A x B}
Théoréme 26. Soient m € A C S, 0 € B C'Sy, (i,5) € pairs(1,k) et (r,s) € pairs(1,().
Alors

(1)

NG (’“”)Am,

l>

'I"S?

k4

A(’ﬂ' u—lg)r+k s+k — < )
A(ALLB);, i<k+£>#BA .

k41

A(ALB),ypsin = ( )#AA

DEMONSTRATION. L’égalité (1) vient du fait que tous les éléments de [1..k] apparaissent dans
le méme ordre dans 7 et dans chacune des permutations de 7 LLlo. De fagon analogue, les
éléments de [k + 1..k + ¢] apparaissent dans le méme ordre dans o4 que dans les permutations
de m LI o, ce qui prouve 'égalité (2).

L’égalité (3) vient du fait que

AALWIB); ™03 ST A(r o),

n€EAcEB

_ Zz<k+€> o

nT€EAcEB

> #B(’““) (™))

TEA

tmtup (k Z g) A(A)i

L’égalité (4) se démontre par une démarche similaire.

Corollaire 10. Le théoreme ci-dessus s applique aussi pour les matrices gauche et droite.

DEMONSTRATION. La preuve est parfaitement analogue a celle du théoréme précédent. [J
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Théoréme 27. Soit A C Sy et B CS,. Si A est équilibré, alorsNi € [1..k],

> A(ALB),; =0.
JE[L. K], j#i
De maniére analogue, si B est équilibré, alors, Vi € [1..4]

JE[L..0], 5

DEMONSTRATION. Prouvons d’abord la premiere égalité. Pour quelconque i € [1..k], renom-
mons X = [1..k] \ {i}. On doit prouver que > ;cx A(ALLIB);; =0. On a :

S A(AWB),; = > A(ALLB),
JjeX jEX
thm26 Z <k+£>#BA(A)U
jeX k
_ <k+€>#BZA
jex

thglo <k+€>#B %< 0
0.

Notons que, ci-dessus, le théoréeme 15 a pu étre utilisé car A est équilibré. La deuxieme
équation se prouve de maniere analogue. En effet, pour quelconque i € [1../], renommons
X = [1..4]\ {i}. On doit prouver que Y- ;cx A(ALIB)ijp 1k = 0. On a :

YAAWB) ke = > AALIB)igk ik

jeX JEX

thm?26 k é
s (U1 s,

jeX

_ <k+€>#AZA

JjEX

thglo (k:—i_g)#AXO
0.

Comme plus t6t, le théoreme 15 a pu étre utilisé car B est équilibré.

5.1.2. Propriétés sur la position d’un élément dans un produit de mélange

Maintenant, intéressons-nous a la distribution de la position d'un élément dans un produit

de mélange. On veut savoir dans combien de permutations ¢ € 7 LLIo, le i-eme élément de 7
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se trouve en position y. On veut aussi savoir dans combien de permutations ¢ € 7 LLIo, le
j-eéme élément de o, augmenté de k, se trouve en position y. Le théoréme suivant formalise
cette question.

Théoréme 28. Soient m1 € S, 0 € Sy, i € [1.k|, j € [1.4] ety € [1..k + £]. Alors,

(Y siyelivi+d
sinon

#oenlo|gp, =m} = (E

et

406 €miliold, = o5+ k} = gi’ii) (M5 siyeljoj+H]

sinon

DEMONSTRATION. Nous allons faire la preuve seulement pour les petits éléments (premiere
équation) puisque la deuxieme équation est prouvée de manieére analogue.

D’abord, il est important de noter que la position minimale de ’'élément 7; dans une
permutation ¢ € 7w LLIo est 4, car tous les petits éléments précédant m; dans 7 doivent aussi
le précéder dans ¢. De la méme maniere, la position maximale de m; dans ¢ est ¢ + £, cela
représentant le cas ou tous les grands éléments précedent m; dans ¢.

Ensuite, le cas ot y € [i..i + £] se résout par combinatoire. Pour former une permutation
¢ € Lo respectant ¢, = m;, il y a (3:11) manieres de choisir, parmi les y — 1 éléments de ¢
précédant la position y, lesquels proviennent de 7. Ensuite, il y a (k:f_zy) manieres de choisir,

parmi les k + ¢ — y éléments suivant la position y, lesquels proviennent de 7. On a donc bel

#oemwalo,=my = (V1) (1)

et bien :

-1
0

Evidemment, si on somme la derniére expression sur tous les y € [i..i + ], on obtient

k+4
k

remplagant (i,a,k,n) par (y,i,k,k + ¢)). D’ailleurs, la preuve du théoreme 25 est identique au

), le nombre total de permutations de 7 LLIo. Le théoréme 25 confirme ce résultat (en y

raisonnement utilisé pour trouver I’équation ci-dessus.

Maintenant, intéressons-nous a la position moyenne d’un élément dans un produit de
mélange.
Définition 33. Soient m € S, 0 € Sy, ¢ = w Lo C Sy, i € [1..k] et j € [1..4]. Notons
Pmoy(1,k,0) la position moyenne de m; dans les permutations de ¢. Notons pmeyr, (J,k.0) la
position moyenne de [’élément o; + k dans les permutations de ¢.

Note : La raison pour laquelle ces fonctions prennent seulement trois nombres entiers (i
ou j, k et £) en argument est que ces trois nombres sont les seuls parametres dont dépendent

la valeur retournée par ces fonctions, comme le confirme le théoreme suivant.
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Théoreme 29. Soient 1 <i<ketl < j <L Alors,

o ikt
pmoy(lak>€> = ki—i—l’
. jlk+0+4+1)
kl)="—-———~

Pt G0 = T

DEMONSTRATION. Soient 7 € Sy, 0 € Sy et ¢ = wlllo C Sj4¢. Prouvons d’abord la premicre
équation. La position moyenne d’un élément 7; dans 7 LLIo peut étre obtenue par moyenne

pondérée :

kol e T llo|g, =}
2V Hoerina)

Cette expression peut étre simplifiée en utilisant le théoreme 28. On obtient :

pmoy@?kag) =

mey(i7k7€> = %yw
)1
NGO
i)

¢ k+1 k+e+1
Y=1 T b+1 \ k+1

41k () (5
el S50

y=i k+1

) i(k+€+1)
T k41
L’égalité (*) est due au fait que la derniére sommation vaut 1, selon le théoreme 25 (en y
remplagant (i,a,k,n) par (y + 1,i+ 1L,k+ 1,k + ¢+ 1)).
Il est aussi possible d’utiliser la moyenne pondérée pour calculer p,op1, (7,5,¢). En effet,

gffy#{¢e7rl_l_lalgby=0j+k} _jif w

Pmoyty, (]71{:76) = = Yy k-t

y=Jj #1¢ € Lo} y=7 ( Z )
Cette derniere expression peut étre simplifiée a ‘Mztigfl) par des manipulations semblables
aux précédentes. 0

Remarquons que, dans la preuve ci-dessus, y est proportionnel a ¢ dans un cas et pro-
portionnel a j dans 'autre. L’essentiel a retenir des résultats ci-dessus est que la position
moyenne d’un élément dans un produit de mélange de deux permutations est parfaitement
proportionnelle a sa position dans la permutation de laquelle cet élément provient. D’ailleurs,

le théoréme suivant est une conséquence de cette linéarité.
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Théoreme 30. Soient A C Sy et B CSy. Si A et B sont équilibrés, alors ALLI B [’est aussi.

DEMONSTRATION. On doit prouver que tous les éléments ont une position moyenne identique
dans A LLJ B. Plus formellement, Vi € [1..k + ¢], on doit avoir m D beALL B ;' = %
On a

def31 1 _
#(Au_lB > o #(ALLB) 2 2 o

¢peALLIB (m,0)€EAXB ¢TI

- #(ilﬁu)B) 22

(m,0)EAXB ¢TI ( k )

Ppenilio (‘i;) est, par définition de la position moyenne, la position moyenne de 7 dans
mTlllo.

Premier cas : si i € [1..k], z' est un petit élément et sa position moyenne dans 7 LLI o vaut,
par la définition 33, py., (7, ',k,¢). On poursuit donc :

k+L
— & Z Pmo ( 471 k 6)
#(A L B) (m,0)€AXB ! o

N G4

#A#B(’“”) rhoch

thm 29 k+l0+1
N #A#BZZ k41

wT€eAoeB
k+0+1
= ’7T
1 #A#BQU;
k+0+1
= Br !
k+1 #A#BT%%# i

E+0+1 1

= hr1 AT

M E+0+4+1 1 l{:+1#A
E+1 #A 2

kE+0+1

0

ou I'égalité (1) provient du fait que A est équilibré.
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Deuxieme cas : si i € [k + 1.k + ¢], i est un grand élément et sa position moyenne dans
7 LUl o vaut, par la définition 33, proyr, (07 %,k,¢). On a donc :

k+¢
#(AI_I_IB 2. 4= #élﬁg) S Doyt (075.5.0).

¢cALLIB (m,0)EAXB

Cette expression peut étre simplifiée a par une démarche similaire a la démarche

k041
2
précédente, en utilisant le fait que B est équilibré.
Tous les éléments de [1..k + ¢] ont donc une position moyenne valant #-1 dans A LLI B,

cet ensemble est donc par définition équilibré. O

5.1.3. Positionnement conjoint

La section précédente concernait le positionnement marginal d’un élément dans un produit
de mélange. Maintenant, on s’intéresse au positionnement conjoint d’une paire d’éléments
(un petit et un grand) dans un produit de mélange.

Définition 34. Soient m € Sy et 0 € Sy, 1 € [1..k], 7 € [1.4], et r,s € [1..k + (]. Alors,
Peonj(k,lii,5.r.s) = #{p € T Wo|p, =m N ¢ps = 0; + k}.

Deonj(k,0,i,5,r,s) est donc le nombre de permutations de ¢ € wlLL o, pour m € Sy et 0 € Sy
quelconques, tel que le i-eme élément de m se trouve en position r dans ¢ en méme temps
que le j-éme élément de o, augmenté de k, se trouve en position s dans ¢. Cette fonction
prend seulement ces six entiers en parametre puisque sa valeur ne dépend pas de la nature
précise des permutations w et o.

Théoréme 31. Soient 1 <1<k, 1 <j</letl<r#s<k+/{. Alors,

(7;11) (’jf;S) (Hf%) sii<r<sANi+j<s<k+j  (x1)

$—1—J
pconj<k,£,i,j,7’,5) = (j:i) (k:{;r) (T_‘?_l.) S’Lj S s<rAt +j S r S 1 + f (*2)

r—i—j

0 sinon

DEMONSTRATION. Soient m € Sy et 0 € S,.
Premier cas (r < s) :
Tentons de former une permutation ¢ € 7 LLIco telle que ¢, = m; A ¢ = o; + k. Pour

respecter ce critere, il y a plusieurs contraintes a respecter :

1. ¢ <r:i—1 petits éléments devront étre placés avant la position r dans ¢, alors il est

nécessaire que 1 < r

2. 1+ 75 <s<k+j:combien de petits éléments y aura-t-il avant la position s? Il y en

aura au moins ¢, car la position r est réservée a m; et r < s. Il y en aura au plus k, le
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nombre total de petits éléments. De plus, jusqu’a la position s inclusivement, il y aura

J grands éléments, ce qui explique que i + 7 < s < k + J.

C’est pourquoi peonj(k,l,i,j,r,s) vaut 0 sinon. Maintenant, en respectant ces contraintes,
comptons le nombre de maniéres possibles de former la permutation ¢ € 7 LI o respectant
¢r = mi N ¢s = 0j + k. La seule chose a décider est quelles positions dans ¢ sont réservées aux
petits éléments, car une fois ce choix fait, les ordres marginaux des petits et grands éléments
sont obligatoirement ceux de 7 et o4 respectivement. La décision est déja prise pour les

positions r et s. Pour les autres, on peut séparer le calcul en trois :

1. Positions de [1..r — 1] : ¢ — 1 petits éléments précedent ¢, dans ¢, ce qui donne (Zj)

manieres de choisir ou placer ces i — 1 petits éléments.

2. Positions de [s 4+ 1.k + /] : £ — j grands éléments suivent ¢, dans ¢, ce qui donne

k+0—s
=3

) manieres de choisir ou placer ces grands éléments.

3. Positions de [r + 1..s — 1] : il y a i — 1 éléments précédant la position r et (k + ¢ —
s)— (0 —j) = k — s+ j petits éléments suivant la position s. Dans les positions de
[r+1..s — 1], il reste donc k — (i — 1) — (k — s+ j) — 1 = s — i — j positions a attribuer
aux petits éléments (le —1 ci-haut correspond au fait qu’un petit élément occupe la
position 7). Cela qui donne (i:::]l) manieres de choisir ou placer les grands éléments

dans cet intervalle.

Le produit de ces trois nombres de combinaisons correspond bel et bien a la ligne (1x) de
I’équation du théoréme.

Deuxieéme cas (s <) :

La preuve de la ligne (*2) est parfaitement analogue & celle de la ligne (1), donc nous ne
I’élaborons pas. Le lecteur peut remarquer qu’en permutant ¢ avec j, k avec £ et r avec s, la
ligne (x1) devient exactement la ligne (*2), ce qui est logique.

Finalement, le cas r = s est évidemment impossible a respecter, puisque 1’élément a la

position r = s ne peut pas étre petit et grand en méme temps.
O

Théoréme 32. Soient m € S, 0 € Sy, i € [1..k] et j € [1..£]. Alors,

L(ﬂ' L U)i,j—i—k = Z pconj(kagaﬂ-z‘_laaj_lans)
(r,s)Epairs(1,k+L)
R(ﬂ' L1 O-)i,j—i—k == Z pconj(kagaﬂ-i_lvo-j_l)r73)

(s,r)€pairs(1,k+0)

DEMONSTRATION. L(m UL o); j14 est le nombre de permutations ¢ € 7 U o telle que

ot < (bjjik Cette derniere expression peut étre écrite de la maniere équivalente suivante :
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r=¢; Ns= (bj_jk ou (r,s) € pairs(1,k 4+ ¢). On a donc :

L(m LW 0); jrr = > #{¢€7TU—’U‘7":¢;1/\3:¢;&1€}
(r,s)Epairs(1,k+£)

= Y #oenWolb,=ing.=j+k}

(r,s)Epairs(1,k+£)

p > #{openmolp,=mom ' Np;,=000;' +k}

(r,s)Epairs(1,k+£)

= Z pconj<k7€77ri_lao-j_17r78)'

(r,s)Epairs(1,k+2£)

—
N

—
Nl

—
=

Le passage (1) est effectué en appliquant la fonction ¢ de chaque c6té de chaque égalité
interne. Le passage (2) est légal puisque que m o7~ et 0 o 07! sont des fonctions identités.
Le passage (3) est valide par la définition 34.

Pour la valeur de R(7w LLI o), la preuve est parfaitement analogue, sauf qu’on somme sur

les paires (r,s) telle que r > s au lieu de r < s, logiquement. O

Malheureusement, ce théoreme est difficilement exploitable. En effet, selon I'expression
trouvée au théoreme 31, peonj(k,¢,i,5,m,s) n’est pas linéaire en fonction de i ou j.

Toutefois, il y a tout de méme une certaine symétrie dans la formule trouvée par le
théoreme 31. D’un point de vue probabiliste, si on génere une permutation ¢ de de 7 LLIo au
hasard, la probabilité que I'i-eme élément de 7 & partir de la gauche et que le j-éme élément
de o a partir de la gauche se retrouvent respectivement aux r-leme et s-ieme postions de ¢ a
partir de la gauche vaut exactement la probabilité que I'i-eme élément de 7 a partir de la
droite et que le j-eme élément de o a partir de la droite se retrouvent respectivement aux
r-ieme et s-ieme postions de ¢ a partir de la droite. Remarquez que la seule différence entre
les deux partie de la phrase précédente est que le mot "gauche" est devenu le mot "droite".
Cette symétrie est formalisée dans le théoréme suivant.

Théoréme 33. Soient 1 <1<k, 1<j</letl<r#s<k+/{. Alors,

Peonj (k,0,5,5.,7,S) = Deonj(klk —i+10—j+1k+l—r+1k+{—s+1)

DEMONSTRATION. Nous allons faire la preuve seulement pour le cas r < s, la preuve pour le
cas s < r étant parfaitement analogue.

Pour le cas r < s, nous allons aussi omettre une partie de la preuve. En fait, on peut le
remarquer dans ’équation du théoreme 31 que la fonction pe,,; est nulle si certaines inégalités
ne sont pas respectées. Il faudrait donc prouver que le terme a gauche respecte ces inégalités
si et seulement si le terme de droite les respecte aussi, mais cette partie de la démonstration
est omise par manque d’espace . Toutefois, a partir de ce point, nous démontrerons quand

méme que les deux termes sont égaux s’ils ne sont pas nuls.

70



Puisque r < s,ona k+{¢—r+1>k+{¢— s+ 1. Le développement du terme de droite

est donc obtenue par la ligne (x2) du théoreme 31. On obtient donc :

pconj(kafak_i+1,£_j‘|“1,k5+€—7‘+1,k’+€—S+1)

_((k+£—s+1)—1><k+£—(k:+£—r+1)>< (k+l—r+1)—(k+l—s+1)—1 )
S\ (—-j+1) -1 k—(k—i+1) k+l—r+1)—(k—i+1)—(—j+1)

()G )
()R

= pconj (kagaiajara‘g)'

5.1.4. Propriétés sur la distance

Voici maintenant certaines propriétés concernant la distance d’une permutation a un
ensemble de permutations obtenu par produit de mélange.
Théoréme 34. Soient 1 € AC Sy, 0 € BC Sy, ¢ € Spyy et (pb) = sep(o,k). Alors, ces

deux égalités sont vraies :

k+1

dKT(gb,ﬂ'U_’O') = ( k‘

) (drcr(pm) + dicr(10)) + Ay (6.7 L)

r(0AB) = (") GeBerlo. ) + #£Ader(.) + dinp (6.4 L D).

DEMONSTRATION. Nous commencons par décomposer le calcul de la distance en utilisant le

corollaire 2.

dir(¢,m L 0) = drripairs(1,k) (@7 L 0) + diripairs(et1,6+0) (0,7 L 0) + dirinp(r,e) (@7 L 0).

Pour chaque permutation v € 7 Ullo, les éléments de lintervalle [1..k] sont

présents dans l'ordre induit par 7 tandis que les éléments de [k + 1.k + (] sont

présents dans l'ordre induit par op. On a donc dirpaisr)(®7) = dkr(p,m) et
AR Tipairs(k+1,k+0) (07) = dgr(¥,0). Puisque 7 LLIo contient (k;f) permutations, on obtient

dKT;pairs(l,k)(¢>ﬂ- L U) + dKT;pairs(k+1,k+Z) (¢77T L 0) = (kzﬁ) (dKT(PﬂT) + dKT<w70))7 ce qul

mene au résultat voulu. Ensuite, on a :

dKT(Qb,A |_|_|B) Th;n * Z Z dKT(qb,ﬂ' |_|_|O')

neAoeB

71



Cor
- ’ Z Z (dKT;pairs(Lk) (¢77T L1 O) + dKT;pairs(k+1,k+€)(¢77T L1 J))
meAoeB

+ dKT;hp(k,K) (¢7A Ll B)

= > 2. (k N g) (dxr(p,m) + der(¥,0))) + dxrnpee (9,A LU B)

€A EB

k+¢
) oS dir(pm) + >0 D (dxr(¥,0)) 4 drrmp(se (¢,A LI B)

nT€EAoEB €A ocEB

) > #Bdxr(pm) + Y (dxr(¢,B)) + dxrnpie (¢,A LI B)

TEA TEA

("
Y
_ ( !

k+¢

(3 ) B ) 4 (0. + s (0.4 )

5.1.5. Propriétés sur les médianes

Tout est maintenant en place pour montrer certaines propriétés sur I’ensemble de médianes
d’un ensemble de permutations obtenu par produit de mélange.
Théoréme 35. Soient A C Sy et B C Sy, Alors, M(AUJB) = M(A) WM(B) si et
seulement si, pour tous éléments i et j tels que (i,j) € hp(k,l), A(ALLB);; = 0.

DEMONSTRATION. Dans cette preuve, nous posons C' = A LLI B, pour alléger ’écriture.

D’un coté, M(A) LLI M(B) contient tous les entrelacements des permutations de M(A)
et M(B). Donc pour n’importe quels i et j tels que (i,5) € hp(k,l), on trouvera, dans
M(A) L M(B), des permutations ou ¢ précede immédiatement j ainsi que des permutations
ou j précede immédiatement i, entre autres.

De lautre c6té, soient i et j de sorte que (i,7) € hp(k,l). Si A(C);; > 0, j ne peut pas
précéder immédiatement ¢ dans une médiane © de C' puisque permuter i et j dans 7 ferait
baisser dgr(m,C). Pour la méme raison, si A(C');; < 0, ¢ ne peut pas précéder immédiatement
j dans une permutation médiane de C'. Ainsi, la seule maniére que M(C') contienne a la fois
des permutations ou ¢ suit immédiatement j et des permutations ot j suit immédiatement ¢
est que A(C);; = 0.

Il est donc nécessaire que V(,5) € hp(k,l), A(C);; = 0 pour que M(C) = M(A) LI M(B).
Cependant, cette condition est aussi suffisante.

En effet, soit ¢ € Siis et (p,0) = sep(¢,k). Selon le théoreme précédent, ¢ est une médiane

de C' si et seulement si elle minimise I'expression suivante :

(k Jkr f) (#Bdxr(p,A) + #Adkr(¥,B)) + dirnp(n, (¢,A L B)
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Ors, si V(i,7) € hp(k,0), A(C);; = 0, le dernier terme est invariant par rapport a ¢. En effet,

dKT;hp(k,E)(gva LL B) - Z #{/7 € ALl B|Z _<7 j XOR i —<¢ ]}
(4,5)€hp(k,0)

Cependant, pour n’importe quelle paire (4,5), si A(C);; = 0, alors ¢ < j dans exactement la
moitié des permutations de C, donc #{y € AL B|i <, j XOR i <4 j} = # La sommation

précédente peut donc étre simplifiée comme suit :

. , , . C
S #{y€AWBli<, i XORi <45} = Y #2

(i,5)€hp(k,L) (4,5)€hp(k,£)
RN
(i,5)€hp(k,L) 2

k4 0\ kC

(e
Il en résulte que dir(¢,C') est minimal si et seulement si # Bdkr(p,A) + #Adkr(¢,B) est mi-
nimal. Les distances dkr(p,A) et dxr(v,B) peuvent étre minimisées de maniére indépendante
en imposant p € M(A) et ¥ € M(B) (ou de maniere plus compacte (p,1)) € M(A) x M(B)).
Ainsi, ¢ est une médiane de C si et seulement si sep(¢,k) € M(A) x M(B). On a donc
M(C) = {¢ € Skielsep(p,k) € M(A) x M(B)} et cet ensemble correspond a M (A) LI M(B)

par la définition alternative du produit de mélange fournie a la page 63. 0

La question "Si A € S, et B € Sy, a-t-on M(A LW B) = M(A) LLIM(B) se résume
maintenant a "est-ce que A(A LU B);; = 0 pour tous (,5) € hp(k.0) 7"
Théoréeme 36. Soient A C Sy et B C Sy, des ensembles de permutations équilibrés. Alors,
M(ALLB) = M(A) LLUM(B) si au moins l'une des trois affirmations suivantes est vraie

1. B est uniformément équilibre.
2. A est uniformément équilibré.
3. A et B sont symétriquement équilibrés.

Note: Dans cette preuve, A et L représentent A(ALL B) et L(ALU B), pour alléger I’écriture.
Selon le théoreme précédent, il suffit de prouver que A(A LI B);; = 0;V(4,j) € hp(k,f). Nous

allons le démontrer dans chacun des trois cas.

DEMONSTRATION.

1. B est uniformément équilibré :
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Soit un élément arbitraire i € [1..k]. On sait que > ;cqy. giq,j2 Aij = 0, par le théo-
reme 30, qui peut étre utilisé puisque A et B sont équilibrés. On sait aussi que :
o [k
A 0 B A(A)y;

JEIL.K],j#i jElL.K] i
thm1b

0,

ou la derniere égalité s’explique par le fait que A est équilibré. On a donc :

Yoo A= Y A= YA

jE[k+1..k+0) FE[L. K+l j#i JE[L..K] j#i
=0-0
=0.

La somme > jcppy1. 540 Aij vaut done 0. Ceci ne prouve pas que chaque terme de cette
somme est nul. Cependant, si on prouve en plus que tous les termes de la somme sont
égaux, cela prouve que tous les termes sont nuls, puisque une somme de termes égaux
non-nuls ne peut pas donner 0. Pour y parvenir, intéressons-nous a L;; pour diverses
valeurs de j € [k + 1.k + {].

Li; = Z #{¢€A‘—|—|B)|¢z‘_1:r/\¢j_1:3}

(r,s)Epairs(1,k+£)

= > Y #{oermWB)|g; =rng;t =5}

(r,s)Epairs(1,k+¢) TEA

= > Y Y #eenwo)e =rAg;l =5}

(r,s)Epairs(1,k+£) T€A oEB

= Z Z Z pconj(k‘7€77ri_17o-j_—1karus)'

(r,s)Epairs(1,k+£) T€AoeEB

Ici, idée est de montrer que 3, cp Peonj(k,l,m; H,0 1 r,s) est indépendant de j, cela
étant causé par le fait que cette somme, lorsqu’on change j, devient la somme des
mémes termes dans un ordre différent. En effet, si on énumere, pour chaque o € B,
aj__lk, on obtient tous les nombres de 1 a ¢ # fois chacun, puisque B est uniformément
équilibré. Ainsi, la liste de tous les peon;(k,0,m; 1,0;fk,r,s) pour chaque o € B est
formée des mémes nombres peu importe j € [1..], donc ¥ cp pconj(k,f,ﬂi_l,a;fk,r,s)
est constant pour j € [1..4].
L;ij = Z Z Const
(r,s)€Epairs(1,k+£) TEA

= Consts.
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L;; est donc identique pour chaque j € [k + 1..k + ], ce qui implique que A;; est aussi
identique pour chaque j € [k + 1.k +¢]. On a donc A;; =0,Vj € [k + 1.k + /].
Toute la démarche ci-dessus étant valide pour n’importe quel ¢ € [1..k], on a bel et
bien A;; =0, V(i,j) € hp(k,0).

A est uniformément équilibré :

Pour le cas ou A est uniformément équilibré, la preuve étant parfaitement analogue,
nous en présentons seulement les grandes lignes.

Soit un élément arbitraire j € [k + 1..k + /).

De maniere parfaitement analogue au premier cas, il est possible de montrer en utilisant
les théoremes 30, 26 et 15, que > i € [1..k]A;; = 0. Il reste & prouver que les termes
de cette sommation sont tous égaux.

Ensuite, pour n’importe quel, i € [1..k], on a :

L; = > > pconj(k,ﬁ,ﬂjl,aj__lk,r,s).

(r,s)€Epairs(1,k+£) o€B T€A
Par un argument analogue a celui du premier cas, pour les différentes valeurs possibles
de 4, Y rea Peonj(k.l,m; l,aj__lk,r,s) est une sommation des mémes termes dans un ordre
différent. Donc, L;; (et du coup A;;) est identique Vi € [1..k]. On conclut donc que
Ay =0;Vi € [1.K].
Toute la démarche ci-dessus étant valide pour n’importe quel j € [k + 1.k + /], on a
bel et bien A;; = 0V(i,5) € hp(k,?).
A et B sont symétriquement équilibrés :
Le raisonnement qui suit s’applique pour n’importe quelle paire (4,7) € hp(k,f). Tout
comme les deux cas précédents, on analyse la valeur de L;; :

ng = Z Z Pconj (k7€77ri_170-;—1k7r73>

(r,s)€pairs(1,k+¥¢) (m,0)eAXB

La sommation qu’on souhaite analyser a 'intérieur de celle-ci est la suivante :

Z Peonj (kagaﬂi_170-j_—1k7r78)

(m,0)€AXB

Dans les preuves des deux cas précédents, cette sommation était formée des mémes
termes peu importe (7,7) € hp(k,¢). Dans le cas actuel, non. Par contre, la symétrie de
A et B a des conséquences particulieres. L’idée de la preuve qui suit repose sur le fait
que la distribution des termes de la somme est totalement symétrique autour de leur
moyenne.

Plus formellement, puisque A est symétrique, il existe une bijection f sur A telle que

vr € A, (f(n));' =k — a7 ' + 1. De maniére analogue, puisque B est symétrique, il

)

existe une bijection g sur B telle que Vo € B, (g(0)); 2, =k — o0, +1. On a donc :
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Z pconj(k f 7T ] kaT S)

(m,0)EAXB

= Z pconj(kvgvk - (f(ﬂ'))l_l + 176 - <g<0->>]_—1k + 1,7”,8)

(m,0)€EAXB

Cependant, f et g sont des bijections sur des ensembles, donc itérer sur les différentes
valeurs de (f(7),g(0)) pour tout (m,0) € A x B est équivalent a itérer sur les valeurs
de (m,0) pour tout (m,0) € A x B. On peut donc remplacer tous les f(7) et g(o) par
7 et o respectivement. On poursuit donc :

= > peonjklk—mt+ 10— ajilk +1,r,s)

(m,0)EAXB

Thms33 > pconj(k,f,ﬂi_l,aj__lk,k —r+10—s+1)
(m,0)EAXB

On a donc, globalement :

L = Z Z chonj (k o L ors)

(r,s)€pairs(1,k+¢) T€AoceB

= Z Z pconj(kjgﬂ' ] k,k—T+1,€—S+1)
(r,s)€pairs(1,k+£) (m,0)eAxXB

Maintenant, posons les changements de variables © = k —r+ 1. La clé, ici, est que pour
tout (r,s) € pairs(l,k+{),r<s<k—r+1>l—s+1ls x>y cty=~,—s+1.
On obtient qu’itérer sur tous les (r,s) € pairs(1,k + ¢) est équivalent & itérer sur tous

les (y,z) € pairs(1,k + ¢). On poursuit donc :

= Z Z pcon](k ET( ] k7 7y)

(y,x)€pairs(1,k+£) (m,0)EAXB

Th7:nSZ Z R(ﬂ' L] O-)ij

(m,0)€AXB

- RU

AiHSi, Lij = Rij; donc Aij = 0.
Toute la démarche ci-dessus étant valide pour n’importe quel ¢ € [1..k], on a bel et

bien A;; =0, V(4,5) € hp(k.0).
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Beaucoup de théoremes ont été prouvés dans cette section. D’un coté, ces théoremes sont
plus généralisés que nécessaire pour leur utilisation dans la recherche d’ensembles automédians
inséparables. En effet, beaucoup moins de travail serait requis si le seul but de tous ces
théoremes était de prouver le théoreme 38, utile pour la recherche d’ensembles automédians
inséparables (prochaine section). Paradoxalement, ces théoréemes ne sont pas assez généralisés
pour le calcul pur et simple d’'une médiane d’un produit de mélange de deux ensembles de
permutations quelconques. Toutefois, les théoremes prouvés offrent tout de méme une base

solide pour une généralisation encore plus vaste.

5.2. ENSEMBLES AUTOMEDIANS INSEPARABLES

Pour terminer, faisons un petit retour sur les ensembles automédians. Dans le chapitre 3,
il a été démontré que tout ensemble automédian séparable est une somme directe d’ensembles
automédians inséparables. Il suffit donc de caractériser les ensembles automédians inséparables
pour caractériser tous les ensembles automédians.

Malheureusement, nous n’avons pas élucidé completement les ensembles automédians
inséparables et n’avons pas trouvé de maniere générale de les représenter. Les outils et
résultats trouvés a la section précédente et au chapitre 4 permettent toutefois d’exhiber
plusieurs classes d’ensembles automédians inséparables.

Théoréeme 37. Soit A € S, un ensemble automédian. S’il est équilibré, alors il est aussi

multicirculaire.

DEMONSTRATION. Si A est équilibré, alors M(A) est multicirculaire, selon le théoreme 8. A

est donc multicirculaire, Puisque A = M(A). O

Comme expliqué a la section 4.3, toute famille circulaire est un ensemble automédian
inséparable. De plus, la conjecture 2, a la page 54, si elle est vraie, indique quels ensembles
formés de I'union de deux familles circulaires sont automédians.

Des ensembles automédians multicirculaires formés de plus de deux familles circulaires
peuvent étre trouvés en utilisant des contraintes circulaires.

Définition 35. Soit 7 € S, et i,j,k € [l.n]. On dira que 7 respecte la n-contrainte
circulaire (i,j,k) si une seule des trois inégalités suivantes est fausses : m; * < 7rj’1, 7'[';1 <t
71',;1 <m; L

Ces contraintes circulaires peuvent étre utilisées comme suit : soit X un ensemble de
n-contraintes circulaires. Posons A = {7 € S,,|7 respecte toutes les contraintes de X}.

Pour de nombreux ensembles X, I’ensemble de permutations A généré sera automédian

circulaire, mais pas tous. Nous n’avons pas trouvé de regle générale pour dire quels ensembles
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de n-contraintes circulaires induisent des ensembles automédians. C’est pourquoi nous ne
nous attarderons pas plus sur cette méthode.

Finalement, il est possible de former des ensembles automédians inséparables avec des
ensembles automédians inséparables plus petits, selon le théoréme suivant :
Théoréme 38. Soit A C Sy, et B C Sy, deuzr ensembles automédians équilibrés. Alors, AU B

est un ensemble automédian multicirculaire.

DEMONSTRATION. D’abord, A et B sont en fait multicirculaires, par le théoréme 37. Ensuite,
ALLI B est automédian puisque M(A LU B) "2 M(A) LUM(B) = AL B. Puis, AL B
est équilibré, selon le théoreme 30, car A et B sont équilibrés. Finalement, A LILI B est

multicirculaire, encore par le théoreme 37. [l

Malheureusement, tous les résultats de cette section ne s’appliquent qu’aux ensembles
automédians inséparables qui sont équilibrés. Qu’en est-t-il des ensembles automédians
inséparables non-équilibrés ? En fait, aucun ensemble automédian inséparable non-équilibré
n’a été trouvé lors de l'écriture de ce mémoire. Des tests confirment l'inexistence de tels
ensembles lorsque n < 5, mais cet échantillon est tres petit. Ceci ameéne donc la conjecture
suivante, que nous proposons avec moins de certitude que les autres conjectures de ce mémoire :

Conjecture 3. Tout ensemble automédian inséparable est équilibré, et donc multicirculaire.
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CONCLUSION

Le probleme de la médiane de permutations est un probleme NP-difficile qui a été étudié
sous divers angles par de nombreux chercheurs. Les différents travaux des dernieres années
ont proposé de nombreux algorithmes exacts et heuristiques pour le calcul de la médiane de
permutations. Un bon nombre d’entre eux ont été abordés au cours de ce mémoire, dont la
contribution s’est par la suite plutot concentrée sur des classes spéciales du probléme.

Nous avons d’abord exploré la classe des ensembles automédians. Le résultat principal de
ce chapitre est que tout ensemble automédian peut étre décomposé en une somme directe
d’ensembles automédians inséparables.

Par la suite, au chapitre 4, une regle a été proposée pour calculer le consensus de
classements cycliques, qui utilise la distance de Kendall-7 . Il a toutefois été prouvé que le
calcul d’un consensus selon cette regle et NP-difficile, par une réduction du probleme classique
de la médiane vers celui-ci.

Ensuite, au chapitre 5, le produit de mélange a été défini pour les ensembles de permuta-
tions, afin d’en construire des plus gros avec des plus petits. De nombreuses propriétés de
cette opération ont été prouvées, servant ultimement au calcul les médianes d’ensembles de
permutations obtenus par produit de mélange.

Cependant, quelques questions sont restées sans réponse au cours de ce mémoire. Dans un
premier temps, la classe des ensembles automédians inséparables n’a pas été completement
résolue et forme ainsi un probleme mathématique intéressant. De plus, au chapitre 4, bien
que la NP-difficulté de la régle que nous avons introduite a été prouvée, aucun algorithme
n’est proposé pour améliorer son temps de calcul pour une instance d’au moins 3 ordres de
préférence cyclique. Une borne minimale a donc été trouvée a la difficulté du probleme, mais
il serait intéressant de lui trouver une borne maximale. Finalement, beaucoup de propriétés
du produit de mélange ont été prouvées, mais bien d’autres son encore a trouver. Il y a aussi,
de maniere générale, quelques conjectures non prouvées dans ce mémoire. Tout cela laisse de

la place a bien des possibilités de recherche future.
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Annexe A

COMPLEMENT DE PREUVE

Cette annexe est une succession de théoremes qui servent a prouver deux affirmations
utilisées lors de la preuve du théoreme 23. Cette partie de la preuve a été mise en annexe
puisqu’elle est longue et d’une certaine maniere incompleéte (preuves analogues omises). Avec
complétion, elle aurait brisé le rythme de lecture du mémoire.

Note: il faut avoir lu complétement les deux premieres étapes dans la preuve du théoréme 23
avant de lire le complément de preuve ci-dessous, car ici, nous récupérons toute la notation
et les résultats trouvés jusqu'a la fin de 1’étape 2.

Voici maintenant des théorémes permettant de prouver les deux affirmations a la page 56,
suivis par la preuve de celles-ci.

Théoreme 39. Soit v un élément original et n+1 < i <n+ k un élément supplémentaire.

Sii < M alors A(B)y > 0. D’autre part, si i > 2% alors, A(B),; < 0.

DEMONSTRATION. Dans toute permutation v € B telle que v = 7 @ I}, v préceéde évidem-
ment i, par définition de la somme directe. De plus, par construction, pour tout élément

-1
v o

supplémentaire i, on a ;' = i. Maintenant, la différence de position, qui vaut i —
correspond au nombre de permutation de circ(y) dans lesquelles cet ordre est renversé,
c’est-a~dire ¢ précede v. On aura donc que v précede i (resp. @ précede v) dans la majorité des
permutations de circ(1)) si et seulement si cette différence de position vaut moins (resp. plus)
de la moitié de la longueur des permutations, ’%k D’une part, si i < %’““, la différence
positionnelle vaut, tout au plus, i — ;1 <i—1< %’H, ce qui est moins de la moitié de la
longueur des permutations, donc v précede ¢ dans la majorité des permutations de circ(v).
En combinant pour tous ¢ n-décomposable de B, on a A(B),; > 0.

3”2+ ¥ la différence positionnelle vaut, au moins, i — ¢, > i —n >

D’autre part, si ¢ >

dnth _ p = % donc donc i préceéde v dans la majorité des permutations de circ(y). En

combinant pour tous 1) n-décomposable de B, on a A(B),; < 0.

O



Théoréme 40. Soitn < i < n+k. Alors, Vv € [L.n+k]\{i,i+1}, on a L(B)y;—L(B)y,i41 =
m et A(B)m — A(B)U’Z'Jrl =2m

DEMONSTRATION. V7 € A, une seule permutation de circ(r @ I;) a des éléments entre 7 et
1+ 1 : c’est la permutation ayant 7 + 1 et ¢ en premiere et derniére positions respectivement.
Dans cette permutation, v est donc positionné entre les deux. En regroupant Vo € A, on
obtient donc L(B),; — L(B)yi+1 = ma = m. Parce que A(B) = L(B) — R(B) = L(B) —
(mp — L) = 2L(B) —mp, on a aussi A(B)j; — A(B)j.i41 = 2L(B)j; — mp — 2L(B) .41 +
mp = 2(L(B);; — L(B)ji+1) = 2m O

Corollaire 11. Vn <i# j<n+k
A(B>v;i - A(B)v;i—i-l = A(B)v;j - A<B)v;j+1

Théoréme 41. Soit les entiers non-négatifs r et s tels que r — s et r + s sont des éléments

supplémentaires. Soit v un élément original. Alors,

A(B)ugr—s + A(B)ugrts = 20(B)uvyr

DEMONSTRATION. Cela se prouve par induction sur s : I'égalité est évidente pour s = 0, et
en supposant que A(B)y,—s + A(B)pirts = 2A(B)y, 00 a

A(B)v;rf(erl) + A(B)v;rJr(erl)
:A<B)v r—s — 2m + A<B>’U;T+(S+l) + 2m

)

:A(B>v;rfsA<B)W§V+(s+1)
=2A(B)uyr

O

Théoréme 42. Soit les entiers non-négatifs r et s tels que r — s et r + s sont des éléments
supplémentaires. Soit v un élément original. Alors,

i:TisA(B)m- = (2s+ 1)A(B)y

1=r—s

DEMONSTRATION. Cela se démontre aussi par induction sur s. C’est trivial pour s = 0, puis,
en supposant que =" A(B),; = (25 + 1)A(B),y, on a :

1=r—s

i=r+(s+1)

> A(B)uy
i=r—(s+1)

i=r+s

= Z A(B)vi + A(B)v;rfsfl + A(B)v;rJrerl

I=r—s
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=254+ 1)A(B)yr + 2A(B)or
(2(s+ 1)+ 1)A(B)yr

C’est a partir d’ici que les affirmations en page 56 peuvent enfin étre prouvées.

1.

Preuve de laffirmation 1 : Soit z ’élément supplémentaire précédent v dans o. o
peut donc étre écrite sous forme concaténée PKv(), ou K est la liste des éléments
supplémentaires de n + 1 a z et P est par conséquent formé uniquement d’éléments

originaux. Ors, en utilisant les théorémes 3 et 42, si z — (n + 1) est pair, alors :

dKT(PKUQvB) - dKT(PUKQuB)

i=n+1
Thd2, n)A(B)U;z+T21+1

k+1
n+-2=+4+n+1 .s
utntl 2 =k 4n+ % Cette derniére valeur est

Ors, z < u donc =24 <

2 = 2 4
plus petite que %’“H (intuitivement, le terme dominant est % d’un coté, % de 'autre,
donc %’“H est la plus grande des deux valeurs des que m > 2 et n > 5), donc le

théoreme 39 nous donne que A(B),U;z+721+1 > 0. Ainsi, PKv(@ ne peut pas étre une

médiane. Contradiction.

Dans le cas ou z — (n + 1) est impair, le raisonnement est similaire. On obtient

dgt(PKvQ,B) — dgxr(PvKQ,B)
"EEAB) 1+ Y AB)u
i=n+2
TN (B) g1 + (2 — 1 — DA(B),,ztns
Par un raisonnement presque identique, on trouve que A(B)U;z—o—gﬂﬂ > 0 et puisque

A(B)yn, > 0on a dgr(PKvQ,B) > dxr(PvKQ,B), donc PKv(Q n’est pas une médiane.

Contradiction.

Preuve de 'affirmation 2 : L’affirmation 2 peut étre prouvée de maniere similaire en

utilisant les mémes théorémes ci-dessus.
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