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SOMMAIRE

Dans cette these, nous étudions les statistiques des valeurs extrémes du modele a énergies
aléatoires généralisé (GREM) a deux niveaux en présence d'un champ magnétique aléatoire
(CMA). Ce modele généralise a la fois le modele a énergies aléatoires (REM) avec un CMA
dans [1, 10] et le modele GREM avec un champ magnétique déterministe dans [6]. L’objectif
du présent ouvrage consiste a déterminer les statistiques des valeurs extrémes d’un point de
vue de la mécanique statistique. Plus précisément, nous étudions le maximum, ’entropie et
I’énergie libre du modele GREM avec CMA a deux niveaux, généralisant le comportement
obtenu en [1, 6]. Les résultats présentés dans cette theése aident a éclaircir et a cerner
I'influence du champ magnétique aléatoire sur I'ordre de grandeur du maximum, de I’entropie
ainsi que de I’énergie libre. Les démonstrations du premier ordre du maximum et de ’entropie
se base sur une application de la théorie des grandes déviations qui permet de réduire le
probleme a 1’étude d’'un GREM sans CMA sur un nombre diminué de configurations. Les
techniques introduites dans cette these sont générales et s’étendent a l’étude du modele

GREM avec un CMA a plusieurs niveaux et de la marche aléatoire branchante (MAB) avec
un CMA.

Mots clés : verre de spins, modele a énergies aléatoires généralisées, grandes déviations,

valeurs extrémes, lois des grands nombres, transformée de Legendre-Fenchel.
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SUMMARY

In this doctoral thesis we study the extreme value statistics of the two level Genera-
lized Random Energy Model (GREM) coupled with a random magnetic field. This model
generalizes both the Random Energy Model (REM) combined with a random magnetic field
in [1, 10] and that of the GREM in the presence of a uniform external field found in [6]. This
dissertation aims to determine the extreme value statistics from a statistical mechanics pers-
pective, specifically the maximum, entropy as well as free energy, generalizing the behavior
found in [1, 6]. The results herein explain clearly the effects of the random magnetic field on
the maximum’s order of magnitude, as well as that of entropy and of free energy. The proofs
for the maximum and for the entropy rely greatly on an application of large deviation theory
which reduces the problem to that of a GREM in the absence of the random magnetic field
on a lesser amount of configurations. The methods introduced in this thesis are general and
extend to the k-level GREM in the presence of a random magnetic field and to the Branching
Random Walk Model (BRM) coupled with a random magnetic field.

Key words : Spin Glasses, Generalized Random Energy Model , Large Deviations, Extreme

Values, Law of Large Numbers, Legendre-Fenchel Transform.
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Chapitre 1

INTRODUCTION

Les verres de spins sont des systémes physiques ou les spins interagissent de maniere
ferromagnétique ou anti-ferromagnétique de fagon relativement arbitraire. Ils peuvent étre
modélisés en considérant une interaction aléatoire. La nature désordonnée de celle-ci produit
un effet marqué sur la physique du modele de méme que sur son comportement critique. D’un
point de vue mathématique, I’étude de tels systémes se fait a I’aide de processus stochastiques
ou les variables aléatoires sont les énergies aléatoires indexées par les différents états du
systeme. Le comportement critique se révele alors par les statistiques des valeurs extrémes
de ce processus. Cette these propose I’étude d’un modele spécifique, celui du modéle a énergies
aléatoires généralisé (GREM) en présence d'un champ magnétique aléatoire (CMA) a deux
niveaux. L’objectif premier consiste a exposer et a établir rigoureusement les propriétés
macroscopiques de celui-ci : le premier ordre du mazimum (ou la densité d’énergie de I’état
fondamental), I’entropie et 1"énergie libre.

La section 1.1 commence par un bref survol historique des modeles désordonnés de spins
et se termine avec le modéle a énergies aléatoires (REM) et ses propriétés. Le modele de cette
these est présenté a la section 1.2 suivi des trois théoremes principaux dont les démonstrations
feront I'objet du chapitre 4. Nous expliquons les résultats et nous exposons la stratégie des
démonstrations a la section 1.3. Nous concluons ce premier chapitre par la section 1.4 qui

donne un résumé sommaire de la structure de cette these.

1.1. THEORIE DES VALEURS EXTREMES ET THEORIE DES VERRES DE SPINS

Nous présentons un bref historique des modeles de verre de spins, nous énumérons les

propriétés du modele REM, et nous terminons avec des définitions générales.

1.1.1. Modéle REM

Le modéle a énergies aléatoires (REM) fut introduit par B. Derrida [13, 14] en 1980 dans
la perspective d’étudier les verres de spins ou les spins des impuretés magnétiques disposées

dans un alliage métallique présentent une distribution aléatoire. Un premier modele, celui



d’Edwards-Anderson [17], élaboré en 1975, tenait compte des interactions entre les spins
voisins les plus proches. Pour leur part, D. Sherrington et S. Kirkpatrick présentérent au
cours de la méme année, dans leur article [29], un autre modele, connu sous le nom de
modele SK, ou toutes les interactions des paires de spins y figurent, et en particulier celles a
grandes distances. Le modele REM s’avere en fait un cas asymptotique de ce dernier lorsque
les interactions entre les paires de spins deviennent nulles.

Le modele REM comportant N éléments associe a chacune des 2%V configurations de spins
o€ {—1,1}N une variable aléatoire, Xy(o), de loi gaussienne centrée de variance N repré-
sentant son énergie. De plus, ’ensemble {a e{-1. V| X N(a)} forme une suite de variables
aléatoires indépendantes. Ce modele réduit présente I'avantage d’étre simple, résoluble, tout
en retenant les caractéristiques fondamentales des modeles de verres de spin : transition de
phases ou le systeme fige a basse température. Ses propriétés macroscopiques principales
se résument au premier ordre du maximum, a 'entropie et a 1’énergie libre, tandis que le
processus ponctuel extrémal révele celles microscopiques. Les démonstrations de celles-ci se
trouvent par exemple dans [4, 5, 16, 18, 20, 22]. Dans cette these, nous ne considérerons
que les propriétés macroscopiques.

Le premier ordre du maximum est donné par la formule

A}i_r)nm Jif oe?i?,}f}N Xn(o) =4/2log2, presque slirement. (1.1.1)
Afin de comprendre ce résultat, il faut considérer le nombre moyen des configurations de

spins dont les énergies excedent EN,

E[# {0 | Xn(c) > EN}], (1.1.2)

pour toute valeur £ > 0. L’approximation gaussienne,
2

1 a2 oo 1 a2
m6_7 SL eXp<—2> dx S 56_7, (113)

lorsque a > 0, permet de déduire le comportement asymptotique de la quantité (1.1.2),

E[# {0 | Xn(0) > EN}] ~ 2N\/1Nexp<—E22N> = \/1Nexp (N <10g2 — E;)) (1.1.4)

LE MODELE REM

XN

FIGURE 1.1. La suite {XN(U) |o e {—1,1}N} lorsque N = 4.



ou f(n) ~ g(n) signifie lim,, % = 1. Il en découle que, pour N suffisamment grand, il

n’y aura en moyenne aucune configuration telle que Xy (o) > v/2log 2N, tandis qu’il y aura

un nombre exponentiel de configurations telle que Xy (o) > EN pour 0 < E < 1/2log?2. La

valeur v/2log 2 se révele étre I'unique candidat pour le premier ordre du maximum.
Deuxiemement, I’entropie du modele REM est

.1 E? X
]\}1_{%0 N log#{co| Xn(0c) > EN} =log2 — - presque stirement, (1.1.5)

lorsque E > 0. Cette limite nous renseigne sur le nombre de configurations dont les éner-
gies associées sont supérieures a EN, et elle nous parait évidente a la lumiere de I'expres-
sion (1.1.4).

Finalement, 1’énergie libre est donnée par la limite

! log2+ 2 < \2log2
A}l_I)nOO N log > exp(BXn(0)) = 2 ,
oe{-1,1}V Bv2log2 B > +/2log2

presque stirement,
(1.1.6)

ou 3 > 0. Cette fonction témoigne d'un systeme désordonné de spins a deux phases dont la
valeur critique est 3. = v/2log2. Cette valeur s’explique par le fait qu’au-dela de 1'énergie
maximale v/2Iog 2, il ne s’y trouve aucune configuration, et donc le systéme fige dans 1'état
fondamental a une température non nulle. Notons qu’en physique la quantité 3 est remplacée
par —fF ou 8 = % est 'inverse de la température. Pour le cas du REM, cela n’aura pas d’effet,
car la densité de Xy (o) est une fonction paire.

Au cours de cette these, nous allons déterminer et établir les résultats analogues pour le

modéle a énergies aléatoires généralisé (GREM) en présence d'un champ magnétique aléatoire

(CMA).

1.1.2. Définitions

Considérons N éléments ou a chacun est associé une valeur de +1 ou de —1, que l'on
nomme le spin de 1’élément. Nous obtenons un systéme désordonné de 2V configurations de
spins données par l'ensemble Xy = {—1,1}N. A chaque configuration o € Sy le systéme
prend une valeur d’énergie Hy (o), une variable aléatoire définie sur un espace de probabilité
(Q,F,P), que 'on nomme I’hamiltonien du systéme.

Le premier ordre du maximum est donné par la valeur de la limite P-presque stire

1
lim — max Hy(0) = Epax- (1.1.7)

N—o0 TEXN

lorsque cette limite existe.



Pour E > 0, soit
Ny(E) =#{0o|Hy(c) > EN} (1.1.8)

le nombre de configurations dont les énergies associées excedent FN. L’entropie du modele

est donnée par la fonction limite P-presque stire

N—o0

lim Jblog./\/'N(E) = S(F). (1.1.9)

Finalement, 1’énergie libre est donnée par la fonction limite P-presque stire

F(8)= Jim ~log 3 exp(3Hy(0)) (1.1.10)

cEXN

pour 8 > 0, lorsque cette limite existe.

1.2. LE MODELE GREM AvEc CMA

Le modele de verre de spins que nous étudions dans cette these est celui du modéle
d’énergies aléatoires généralisé (GREM) a deux niveaux en présence d’un champ magnétique
aléatoire (CMA), une extension naturelle du modele GREM de Derrida [15]. Sans perte
de généralité, supposons que N soit un entier positif pair. Sur un espace de probabilité
(Q,F,P) ou l'espérance mathématique est notée E, nous considérons I’hamiltonien d'un
systeme désordonné de spins composé d’une part de I'hamiltonien du GREM et d’autre part
de celui du CMA,

Hy(o) = XY (0M) 4+ X (0) + Yn (o) (1.2.1)
ol
N
Yn(o) = hio; (1.2.2)
i=1
pour toute configuration de spins o = (07,09,...,0y5) avec configuration partielle de spins
o = (01,09, ...,0n/2). Nous supposons que

XY = {XQ0V) [0V € Syp}, XP={XP(0)|ceSx}, h={h|icN}, (1.23)

sont des suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes telles que Xy’ (c) et
X7 (o) suivent des lois gaussiennes N (0,52N) et N'(0,52N) avec s2+s2 = 1, et hy, hy, ... sont
identiquement distribuées ayant un troisiéme moment fini, E[|;|’] < co, afin que la densité

du champ magnétique aléatoire
1
ynn(0) = S ¥n(0) (1.2.4)



LE MODELE GREM aAvEc CMA

HP(=1,1,1, = 1)---- -

(_171a15 - 1)

FIGURE 1.2. La suite {Hy(0) |0 € X} lorsque N = 4.

vérifie un principe de grandes déviations.

Le modele GREM avec CMA posséde une structure hiérarchique que nous pouvons repré-
senter a I'aide d’un arbre dont la premieére génération possede 2V/? feuilles, indexées a 'aide
des configurations partielles ¢ = (01,03, ..., 0n/2), qui se rattachent chacune & 2"/2 autres
feuilles de la seconde génération, indexées a l'aide des configurations o = (01, 09,...,0x),
pour un total de 2% feuilles. Nous associons aux arétes de la premiére génération les variables

aléatoires
N/2

HY (cW) = X{ (6D) + > hio; (1.2.5)

i=1
et a celles de la seconde génération les variables aléatoires
N
HY(0) = XN'(0)+ > hio. (1.2.6)
i=1+N/2

Voir la figure 1.2 ot les couleurs des feuilles servent a indentifier les liens de parenté.
La dépendance des variables aléatoires Hy (o) et Hy(6) provient d’une part de la struc-
ture hiérarchique et d’autre part du CMA, ce qui rend le GREM avec CMA un champ

aléatoire corrélé dont la covariance est donnée par
Var (hy) N, 0:6; ,si o™ #£ G0

Cov (Hy(0),Hn(6)) = { s2N + Var (h) XN, 065 ,si 0 = 6D mais 0® # 6 (1.2.7)

(14 Var (hy))N , sinon.

A

ouo=(c"0®),6=("6%)avec c,0?,6".6% € ¥y,,.



La fonction d’entropie du modele, qui est calculée a la proposition 4.2.5, donnée par

S(E) == sup {Sl(El) + SQ(E — El)} (128)

Er€[EQ) BA]

min’

est un principe de contraction de Si(E), la fonction d’entropie du premier niveau,

log 2 Ey— iy
SiB)=  swp { 82 ( - ) 11<y>} , (129)
ye[—E[h1],E|h1]] 51
et de Sy(FEs), celle au second niveau,
log 2 Ey— %y
Sy(Ey) = sup 52 _ ( o ) — I (y) (1.2.10)
ye[-Elh|Blh| | 2 253
ol .
I (y) = sup {yt - §E [log cosh(chl)]} (1.2.11)
teR

est la fonction d’entropie des CMA partiels, et E} et E% sont les énergies minimales et

min max

maximales au premier niveau définies par les équations S; (E(” ) =0et S;(EL) ) =0.

min max

1.2.1. Trois théorémes principaux

Nous énoncons les trois théoremes de cette thése que nous démontrerons au chapitre 4.
Le premier résultat porte sur le premier ordre du maximum.
Théoreme 1.
]\}1_{1;0 v max Hy(0) = Emax, P-presque stirement (1.2.12)

0l Enax est définie par l'équation S(Eyax) = 0. De plus, lorsque s; > sy alors

Eo=EY + E®

max max

(1.2.13)

ou EQ) =sup{F; € R|Si(Ey) >0} et EQ) =sup{F> € R|S5(F2) > 0}.

max max

Les quantités Fiax, F(). et EC) représentent 1’énergie maximale totale, I’énergie maxi-
male du premier niveau et celle du second niveau. La caractérisation des deux dernieres fera
I'objet du corollaire 1.2.1.

Le second résultat caractérise 'entropie du modele GREM avec CMA.

Théoréme 2. 5710 < E < E.« alors

1
lim — logNy(E) = S(E), P-presque strement. (1.2.14)
N—o0 N

ot Ny(E) est défini a ’équation (1.1.8).

Le dernier théoreme détermine la fonction d’énergie libre du modele.



Théoreme 3. Soit § > 0. La fonction d’énergie libre est

f(B) = f1(B) + f2(B) (1.2.15)

ot

fz(ﬁ) =

1 2
(%22 + 22+ B llogcosh(5))) 1o (5) + Bl o0 (8) (1:216)

avec la valeur critique

V2(10g 2 — (Be;E [hy tanh(Be;h1)] — E [log cosh(Be:h1 )2 51 < s
Bei = (1.2.17)

571 (10g2 — (BB [hy tanh(Be:h1)] — E [log cosh(Be:hi)])? 51 > s

lE’III&X 78 < S Y
v, =2 b= (1.2.18)
E® , 81 > So.

max
pour i =1,2.

Les équations (1.2.17) posseédent chacune une solution unique puisque chaque expression
de droite est une fonction strictement décroissante de f3.; dont la valeur a 0 est d’au moins
v21og 2. Le théoréme 3 permet d’obtenir une forme explicite pour l'expression de Fy.x au
théoreme 1

Corollaire 1.2.1. Lorsque s1 < so alors

max 50 1 + E [hl tanh(ﬁc 1h1)] (1219)
ot [ vérifie 'équation (1.2.17). De plus, les énergies mazimales ES) et EG).  sont telles
que

. 1

ED. = 8iBeq+ S B [hy tanh (B i) (1.2.20)

ot B.; vérifie Uéquation (1.2.17) avec s; > S9, pour i = 1,2.

1.3. EXPLICATIONS DES RESULTATS ET STRATEGIE DE DEMONSTRATION

Nous présentons maintenant les résultats qui ont servi de point de départ a cette these,
nous décrivons les étapes de la recherche, nous expliquons les énoncés des théoremes 1, 2 et

3, et nous terminons avec la stratégie utilisée dans cette these.

1.3.1. Discussion des résultats antérieurs

Le modele GREM en présence d'un champ magnétique aléatoire est un prolongement

naturel du modele GREM congu par B. Derrida dans son article [15]. Une premiere étape



décisive a été franchie par A. Bovier et A. Klimovsky dans leur article [6] ou ils étudient,
d’'un point de vue rigoureux, le modele GREM avec un champ magnétique déterministe.
Ils obtiennent quatre résultats principaux dont deux sur les processus ponctuels extrémaux,
un sur le comportement asymptotique de la fonction de partition du modele et un dernier
portant sur I’énergie libre. Leur approche consiste a tirer comme conséquence 1’énergie libre
a partir du résultat sur la fonction de partition. Une seconde étape concluante fut atteinte
par L.-P. Arguin et N. Kistler dans leur article [1], ou ils présentent trois résultats pour le
modele REM avec CMA : I’énergie libre, le processus ponctuel extrémal et les pondérations
normalisées de Gibbs; les méthodes de grandes déviations et la méthode du second moment
conditionnel y jouent un role central. Nous présentons leur premier résultat dont la formule
fut préalablement obtenue par Oliveira Filho, da Costa et Yokoi [10].
Proposition 1.3.1 (Théoreme 1 de l'article [1]). Soit 5 > 0. La fonction d’énergie libre du
modéle REM avec CMA est
log2 + 2 + E[logcosh(Bh1)] 5 < B.
f(B) = : P-presque sirement (1.3.1)
BEGS B 2> Pe

ou . vérifie I’équation

B, = \/2(log 2 — (BB [y tanh(B.hy)] — B [log cosh(5h1)])) (13.2)

et EF9) = B3, + E[hy tanh(B.hy)).

max

1.3.2. Discussion de la recherche

Deux obstacles majeurs ont dii étre surmontés afin de démontrer les trois théoremes de
cette these. Le premier concerne le champ magnétique aléatoire, et plus précisément son
influence sur les énergies maximales au premier niveau et au second niveau. Le second se
réfere a 'application du lemme de Varadhan, voir le lemme 2.2.4.

Les valeurs extrémes du modele REM avec CMA dans [1] s’obtiennent essentiellement en
conditionnant sur la valeur typique de ’énergie provenant du champ magnétique aléatoire.
Ceci permet de traiter le systeme comme un REM sans CMA sur un nombre restreint de
configurations. Il semble a priori qu’une telle approche permettrait de calculer les valeurs
extrémes du modele GREM avec CMA. Pourtant, cette maniére d’aborder le probleme n’a
pu donner les résultats escomptés. La solution au premier probleme fut alors de séparer le
champ magnétique aléatoire en deux parties en regroupant la premiere partie avec le premier
terme de I’hamiltonien et le restant au second,

N/2 N
Hy(o) = (X}\})(o(”)—i—zlhiai)+(Xﬁ)(a)+ > o). (1.3.3)

i=N/2+1



En procédant ainsi, le champ magnétique aléatoire est divisé en deux parties dont chacune est
proportionnelle au nombre de spins composant les configurations partielles o = (oy,...,0 %)
et 0@ = (0% +1>---,0n). Une conséquence évidente est que I'hamiltonien ressemble main-
tenant a celui d’'un GREM, et qu’au lieu d’avoir une superposition de deux REM, nous
obtenons une superposition de deux REM chacun doté d’'un CMA. Une seconde conséquence
est de percevoir 'action du champ magnétique aléatoire sur les deux niveaux.

Pour le deuxiéme obstacle, la solution a été d’invoquer le lemme de Varadhan dans la
démonstration du lemme 4.3.3 qui est devenu la pierre angulaire des démonstrations des
théoremes 1 et 2.

Voici le juste portrait du modele GREM avec CMA. Par le théoreme de Gértner-Ellis,

voir le lemme 2.2.4, la densité du champ magnétique aléatoire,

ynn(o Zh oi, (1.3.4)

conditionnellement a h, vérifie un principe de grandes déviations (PGD) avec fonction de
taux I ou

I(y) = sup {yt — E [log cosh(th;)]} . (1.3.5)

teR

Cela signifie qu’a une énergie E donnée, la densité du champ magnétique aura une va-
leur privilégiée, y* = y*(E), que nous nommerons valeur typique, et qu’approximative-
ment exp(N(log2 — I(y*))) des configurations de spins ¢ seront dans un voisinage de y*.
Or, le champ magnétique aléatoire Yy (o) étant indépendant de ’hamiltonien du GREM,
X (0eW)+ X\ (0), il s’ensuit que le systéme se comporte comme un modele GREM & éner-
gie £ — y* ayant approximativement exp(N(log2 — I(y*))) variables aléatoires gaussiennes
de variance N. Il suffit maintenant de préciser le nombre de variables au premier niveau et

au second niveau.

Lorsque o = (071, ...,05), NOUS posons
9 N/2 N/2
Y (o) z hior, Ko™ = % S ho, (1.3.6)
i=N/2+1

ou o = (gy,... ,O'%) et 0@ = (UN+1, ...,on). Ce sont les densités du champ magnétique

associées au premier niveau et au second niveau. Puisque

1 1

(o) = Tu(e™) + (o) (187)

et que, conditionnellement a h, yj\l,)h et yﬁ?h vérifient chacun un PGD avec fonction de taux

I, voir le lemme 2.2.4, alors par le principe de contraction, voir le corollaire 2.2.5, la fonction



de taux [ est la somme des fonctions de taux I,

I(y") = Li(yy) + Li(ys) (1.3.8)

ou y* = %yi“ + %yz Il en découle que le systeme désordonné aura approximativement

exp(N (1052 — ]1(y1‘)>) variables gaussiennes de variances s3N au premier niveau et pour

log 2
2

chacune de celles-ci, il y aura exp (N ( -1 1(y2))) variables gaussiennes de variances s7 N

au second niveau.

1.3.3. Explications des résultats

Le théoreme 1 révele que le maximum de 'hamiltonien varie suivant que les coefficients
s1 et sy vérifient I'inégalité s; < s, ou non. Dans le premier cas, nous nous retrouvons dans
la situation du modele REM avec CMA ot le maximum est divisé en une somme de deux
termes, I'un provenant du REM et I'autre appartenant au champ magnétique aléatoire. Pour
le second cas, le maximum est une somme de deux maximums, ce qui nous indique qu’il y a
une superposition de deux REM avec CMA, ot chacun est donné par la formule (1.2.20).

L’entropie du modele, donnée par le théoreme 2, nous informe, a la lumiere de la pro-
position 4.2.5, qu’a faible énergie le modeéle se comporte comme un REM avec CMA sur 2V
configurations, tandis qu’a grande énergie le modele se réduit a un REM avec CMA, similaire
au précédent, sur 2V/2 configurations puisqu’il ne s’y trouve qu’un nombre de configurations
d’ordre 1 au premier niveau.

Le théoreme 3 révele que lorsque s; < sg, ’énergie libre du modele GREM avec CMA est
identique au modele REM avec CMA, en ce sens qu’il posseéde deux phases et que le systeme
fige au-dessus de la valeur critique .. En effet, a partir de I’équation (1.2.15), nous obtenons
la formule

log 2 + % + E [log cosh(Shy)] 8 < B.
f(B) = , P-presque stirement (1.3.9)

B Ernax 02 Be
ou f. vérifie I’équation
B, = v2(log 2 — (B.E [ tanh(B.h1)] — E [log cosh(8.h1)]))"?, (1.3.10)
qui est la proposition 1.3.1. Par contre, si s; > s3, le systéme présente une phase supplémen-
taire, donc trois phases, et il ne fige que lorsque 1'énergie dépasse la seconde valeur critique

Be2. Ceci s’explique par le fait qu’entre les valeurs 3., et 8.2, le premier niveau a un nombre

de configurations partielles d’ordre 1, tandis qu’au second, il en reste encore un nombre
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d’ordre exponentiel. Nous obtenons

log 2 + % + E [log cosh Sh] B < Bea
82 2
f(B) = BEQ, + 22 4 2 L 1B logcosh fh1] , Be1 < B < Bes (1.3.11)
BEmax 76 Z 50,2
ou ., vérifie I’équation
Bei = 57 (log 2 — (Be,E [hy tanh B, ;hy] — E [log cosh B,:hq]))"?. (1.3.12)
pour ¢ = 1,2.

1.3.4. Stratégie de démonstration

Voici une des inégalités dont nous ferons usage au cours de cette these. Elle est a la base
de la méthode du second moment (voir [5]).
Proposition 1.3.2 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soit v € (0,1) et X une variable aléatoire

non négative, alors
E[X]’
E[X?]

P (X >AE[X]) > (1 —~)? (1.3.13)

La stratégie pour démontrer le théoreme 1 partage plusieurs points communs avec celle
du théoreéme 2 puisque déterminer le premier ordre du maximum revient a trouver I'unique
valeur positive qui annule I’entropie du modele. Nous avons choisi d’adapter I'approche de
L-P. Arguin et F. Ouimet présentée dans [2] de sorte a diviser la convergence presque siire
en deux propositions : 1) a 'aide de I'inégalité de Markov, montrer que la borne supérieure
converge vers 0 & un taux exponentiel, et 2) démontrer que la borne inférieure converge elle
aussi vers 0, avec le méme taux, par la méthode du second moment a l’aide de I'inégalité de
Paley-Zygmund (1.3.13). C’est ainsi que nous avons procédé avec les propositions 4.3.1, 4.3.2,
4.4.1 et 4.4.2. Pour I’énergie libre, nous démontrons premierement, a la proposition 4.5.1, que
celle-ci vérifie un principe variationnel de Gibbs, qui n’est que la transformée de Legendre-

Fenchel de la fonction —S(F), (définition 2.1.1), que nous calculons au théoreme 3.

1.3.5. Nouveautés

La contribution inédite de 'auteur a I’étude des systemes désordonnés de spins jumelés a
un champ magnétique aléatoire se résume, d'une part, a diviser le champ magnétique aléatoire
et a le regrouper tel que 'hamiltonien ne présente que deux termes, ce qui nous ramene en
quelque sorte au modele GREM sur un nombre réduit de configurations, et d’autre part, a

invoquer le lemme de Varadhan, voir le lemme 2.2.4, dans la démonstration du lemme 4.3.3
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pour majorer le nombre moyen de configurations dont les énergies associées atteignent une
valeur déterminée. Cette approche peut se prolonger a d’autres modeles, en particulier a

celui de la marche aléatoire branchante (MAB) avec CMA, voir les détails a la section 5.3.

1.4. STRUCTURE DE LA THESE

L’intérét du présent travail se porte en tout premier lieu sur les grandes déviations,
au chapitre 2, assises de tous les résultats de cette these. Les définitions et les principaux
théoremes composent la section 2.1. La section 2.2 expose les propriétés du champ magnétique
aléatoire, sous forme de lemmes, qui découlent des résultats de la section précédente. Une
application sur les valeurs extrémes du modele CMA, présentée a la section 2.3 vient clore
cette premiere partie.

Le modeéle GREM de Derrida [15], traité au chapitre 3, représente l'origine de cette
these. La section 3.1 présente les principaux résultats du modele GREM : premier ordre du
maximum, entropie et énergie libre. Nous comparons le modele de cette these et celui du
GREM a la section 3.2.

Le chapitre 4 expose les propositions fondamentales a partir desquelles les théoremes 1, 2
et 3 sont démontrés. La section 4.1 rappelle les définitions du modele GREM a deux niveaux
avec CMA. La fonction d’entropie de celui-ci est établie a la section 4.2. La démonstration
du théoreme 1 figure a la section 4.3 avec le concours de deux propositions, 4.3.1 et 4.3.2. La
section 4.4 présente la démonstration du théoreme 2, a I’aide des propositions 4.4.1 et 4.4.2.
Enfin, ’énergie libre du modele, le théoreme 3, est établie grace a la proposition 4.5.1.

Pour conclure, nous présentons au chapitre 5 une généralisation des théoremes 1 et 3,
en plus d’'une conjecture pour les statistiques des valeurs extrémes du modele de la marche
aléatoire branchante (MAB) en présence d’'un champ magnétique aléatoire (CMA). La sec-
tion 5.1 donne une extension du premier ordre du maximum, de ’entropie et de 1’énergie libre
du modele GREM a M niveaux. Nous présentons une généralisation des mémes statistiques
pour le modele GREM a M niveaux avec CMA a la section 5.2. La conjecture des valeurs
du maximum, de I’entropie et de I’énergie libre du modele de la MAB avec CMA, énoncée a

la section 5.3, acheéve cette these.
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Chapitre 2

LES GRANDES DEVIATIONS

Le présent chapitre se veut un ensemble de résultats propres a calculer la probabilité
des événements {maxyex, Hy(0) > (1 + ) Enax N} et {max,ex, Hy(0) < (1 — ) Enax N}
du maximum de 'hamiltonien Hy(¢) du modele GREM avec CMA, ainsi que des événements
{NV(E) > (14 0)S(E)N} et {Ny(E) < (1 =06)S(E)N} pour le nombre de configurations
Ny(E) dont les énergies excedent la quantité EN. Suivant les théorémes 1 et 2, leur valeur
décroit vers 0 lorsque N tend vers l'infini, et ce, comme nous le verrons au chapitre 4, a un
taux inférieur & celle d'une exponentielle & exposant négatif, e =¥/ ot f(§) > 0. De tels
événements, qualifiés de rares, exceptionnels ou méme atypiques, appartiennent au domaine
des grandes déviations qui au cours des cinquantes dernieres années, grace, entre autres, aux
efforts de S. R. S. Varadhan, a acquis une place de premier rang au sein des probabilités.
Nous présenterons ici trois résultats propres a cette these.

Ce chapitre compte trois sections. La premiere, 2.1, énonce les définitions et expose
les résultats généraux des grandes déviations. A la section 2.2, nous déduisons de la section
précédente les lemmes que nous exploiterons pleinement au chapitre 4. La section 2.3 présente
une application, le modéle du champ magnétique aléatoire (CMA), qui illustre la portée des

résultats de la section précédente.

2.1. CONCEPTS ET RESULTATS UTILISES

Nous débutons par trois exemples qui préciseront la notion d’événements rares et celle
de fonction de taux. Par la suite, nous définissons le principe de grandes déviations. Nous
terminons avec les énoncés du théoréeme de Gartner-FEllis, du lemme de Varadhan et de celui

du principe de contraction.

2.1.1. Concepts

Considérons la marche aléatoire sans biais {31 ; V;} ou {V,} est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi, P (V; = —1) = P(V; =1) = 1/2. La loi forte des



grands nombres (LFGN) affirme que

1 n
—> V; = 0 P-presque stirement (2.1.1)
ni=

lorsque n — 0o, d’ou il en découle que

n
P (Z% > an) — 0 (2.1.2)
i=1
pour a > 0 lorsque n — oo. Caractérisons cette convergence, c’est-a-dire précisons le taux
auquel cette suite de probabilités se rapproche de la valeur 0. En se tournant vers le théoreme

limite central, nous n’obtenons guere la réponse souhaitée puisqu’il n’est sensible qu’a des

variations de l'ordre O(y/n),
1 t2

p (z:v > m/ﬁ) - /aoo e (2.1.3)

lorsque n — 00, ou la quantité de droite n’est clairement pas 0. Il s’ensuit que les déviations
normales par rapport & la moyenne 0 sont d’ordre O(y/n), tandis que O(n) semble étre celui
des grandes déviations.

Un calcul direct nous permettra d’évaluer la valeur de la probabilité en (2.1.2). La variable

(Vi +1) étant de loi de Bernoulli de parametre 1/2, il s’ensuit que

P <znjv > an) S <Z>21" (2.1.4)

ou le coefficient binomiale atteint sa valeur maximale lorsque k = PTHnW puisque %

2
Il en découle que la probabilité de (2.1.4) est majorée et minorée par les valeurs suivantes,

;QG;HO gP(iViZan> s”;lea;ﬂ). (2.1.5)

=1

1
7’L>2TL.

A Taide de la formule de Stirling, n! = n"e "/ 27m(1 + O(%)), nous obtenons le résultat

asymptotique suivant,

1 n
lim —logP (ZVZ > an) = —J(a), (2.1.6)
n

n—00 4
=1

ou

J(a) = log 2 + %log(%> +<1_7x) log(l_Tx> ,x € [—1,1], (2.17)

00 , sinon,

est appelée la fonction de taux. Par symétrie, nous obtenons le taux de décroissance de
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N

\ \ T
-1 1
FIGURE 2.1. Fonction de taux J(x).
I'événement rare {31, V; < bn},
1 n
lim —log P (ZVZ < bn) = —J(b) (2.1.8)
een i=1

lorsque b < 0.

Nous appelons J la fonction de tauz de la grande déviation
P (ZM > an) : (2.1.9)

i=1
Il est a noter que J est une fonction non négative, strictement convexe et lisse sur I'intervalle
(—1,1), (voir la figure 2.1). De plus, son unique racine, qui minimise J(z), vaut E[Vj] = 0
et correspond a la LFGN, car nous avons

s (e

n>ng

> 5) <2 Y e/ < g (2.1.10)
n>ng
pour ng suffisamment grand, et le lemme de Borel-Cantelli nous permet de conclure a la
convergence P-presque siire de Y7 ; V; vers 0 tel qu'énoncé en (2.1.1).
Qu’en est-il de la somme Y1 ; W;, ou {W;} est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi? Lorsque E [|[W;]] < oo, alors nous avons, pour a > E[W] et
s >0,

p (Zn: Wi > an) =P (S i(WZ — CL) > O) =P (382?:1(Wi_‘1) > 1) < E {68(W1—a)}n

=1 i=1

(2.1.11)

par I'indépendance des W; et 'inégalité de Markov, en supposant que la fonction génératrice

des moments est finie, E {eS(Wl_a)} < oo pour tout s € R. Dans ce cas, nous savons que
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E [es(wl_“)] est strictement convexe, étant donné que

I°E [es(Wl 7a)}

I = /R(x —a)?e*@ Y dFy, (z) > 0. (2.1.12)

En ajoutant I’hypothese que P (W) >a) > 0 et P(W; <a) > 0, il s’ensuit que

E [es(wl_“)] atteint sa valeur minimale en sy > 0, car w 0w~ E W] —a < 0.
Il en découle que
P (Z W; > an) < exp(— (soa —logE {esowlb n) (2.1.13)
i=1
=exp| — —logE [ ]} n).
exp( sslelﬂg{sa 0g [e Hn)

Pour le cas W; = Vi, un calcul direct donne sup,cp {sa —logE [esvl]} = J(a).

En général, lorsque la fonction génératrice des moments de W; est définie sur R, nous
pouvons calculer la probabilité de 1'événement rare {>7 , W; > an}, ou a > E[W;], qui
décroit au taux exponentiel,

lim 1 log P (i W, > an) = —sup {sa —logE [eswl} } ) (2.1.14)
n—eon i1 sER
Ce résultat fut démontré par H. Cramér dans son article [9]. Il a depuis été étendu pour des

vecteurs aléatoires, pour des variables aléatoires de lois non identiques, et méme pour celles

présentant une faible dépendance.

2.1.2. Définitions et résultats utilisés

Les événements rares que nous avons jusqu’ici considérés s’expriment ainsi
1 & 1 &
—> W, € [a,0) ¢, — > W; € (—00,b] (2.1.15)
"z "z

lorsque a > E[W;] > b. Ceux-ci donnent lieu & des considérations plus générales, tels les

événements de la forme

{iiw eA} (2.1.16)

i=1
pour A € B(R), les boréliens de R. Une extension du théoréeme de Cramér fournit une réponse

quant a leur probabilité asymptotique,

lim 1 log P (i Y Wi e A) < —inf sup {sa —logE {eswl}} (2.1.17)
i=1

n—oon acA seR
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lim 1 log P (711 Y W e A) > — inf sup {sa —logE {eswl}} , (2.1.18)
i=1

n—oo 1 a€A s€R

ot Aet A représentent ’adhérence et l'intérieur de ’événement A. Dans le cas général,
I’égalité des bornes supérieure et inférieure n’est pas assurée.

L’équation (2.1.14) et les inégalités précédentes partagent une fonction commune que
nous définissons maintenant.
Définition 2.1.1. Soit f : Z — R une fonction convexe ou L est un intervalle. La transfor-

mée de Legendre-Fenchel de f, aussi appelée fonction conjuguée, est donnée par la formule

f*(s) =sup{st — f(t)}. (2.1.19)

tel

qui est définie pour tout s ot f*(s) € R.

Le lemme qui suit a pour objet les propriétés générales de la transformée de Legendre-
Fenchel d’une fonction f strictement convexe différentiable d’ordre au moins deux. Ce lemme
permettra de calculer I'entropie du champ magnétique aléatoire (CMA) au lemme 2.2.2 ainsi
que la fonction d’énergie libre du modele GREM avec CMA a la proposition 4.5.1.
Lemme 2.1.2. Soit f : R — R une fonction paire et différentiable d’ordre | > 2 telle que
f" >0 etlimy o f'(t) =0 > 0. Alors :

a) (—0,0) C Dom(f*) =[-0,0];

b) il existe une fonction T(s) strictement croissante et différentiable d’ordre | — 1 sur (-6,6)

telle que
fr(s) =s7(s) = f(7(s)) <= [I(7(s)) = (2.1.20)

¢) la fonction f* est différentiable d’ordre | sur (-0,0) avec f*'(s) =7(s) et f*" >0;
d) f*=fou f=(f);
e) si f>0 et f7({0}) = {0}, alors f* >0 et f~({0}) = {0};

f) f* est une fonction paire.

DEMONSTRATION.

a) Nous montrons 'inclusion Dom(f*) C [—6,0]. Soit s € Dom(f*) et posons

9s(t) = st — f(t). (2.1.21)

Il y a deux cas a considérer :

fr(s) = s7(s) — f(1(s)), (2.1.22)
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our7(s) €R, et
ff(s)=M avec gs(t) <M, VteR. (2.1.23)

Dans le premier cas, 7(s) est I'unique point stationnaire de g,(t) étant donné que g7 < 0.
Alors ¢.(7(s)) = 0, c’est-a-dire f'(7(s)) = s. Puisque f” > 0, alors f’ est strictement
croissante, d’ot il s’ensuit que s € [—6,0].

Pour le second cas, la définition du supremum implique qu’il existe une suite {¢,} telle
que pour tout n > 1,

1
M — — < gs(t,) < M. (2.1.24)
n

Notons que toute suite extraite {¢,, } ne peut converger, puisque si t,, — v € R alors

nous aurions gs(v) = M, car g est continue, ce qui contredit (2.1.23).

Etant donné que nous pouvons toujours extraire une suite partielle croissante ou décrois-
sante, il existe une suite extraite {t,, } telle que ¢,, — —o0 ou t,, — oo lorsque k — oo.
Sans perte de généralité supposons que t,, — oo. La suite {s;} définie par sx = f'(t,,)
est telle que

lim s, = 6. (2.1.25)

k—o0

Or, par hypothese et par (2.1.21), nous avons

lim gl (tn,) = klggo(s — ['(tny) =5 -0, (2.1.26)

Par (2.1.24), la suite {gs(t,, )} converge vers M, d’ou il en découle que limy_, o g% (t,, ) = 0,
ce qui implique que s = 6; € [—0,6].

Nous montrons I'inclusion (—#,0) C Dom(f*). Supposons que s € (—6,6). Alors il existe
u € R tel f'(u) = s. En effet, comme f” > 0 alors f’ est strictement croissante, ce qui
implique qu’il existe a < b avec f'(a) < s < f'(b), et nous concluons par le théoréme des

valeurs intermédiaires. Alors, nous obtenons

gs(u) = s — f'(u) =0, (2.1.27)

ce qui implique que f*(s) = su — f(u), c’est-a-dire s € Dom( f*).

Nous avons déja montré équivalence (2.1.20) & la partie a). Etant donné que f” > 0,

alors [’ est strictement croissante, d’ou f’ est bijective telle que

7(s) =f"""(s) (2.1.28)

sur (61,02). De plus 7 : (01,02) — R est différentiable d’ordre [ — 1 et sa dérivée est de la
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forme
1 1

TPTs) ()

ou f” est différentiable d’ordre [ — 2. Puisque f” > 0, alors 7 est strictement croissante.

'(s) (2.1.29)

Soit s € (—6,0). Par 'équivalence (2.1.20), nous avons

f*(s) = s7(s) — f(7(s)), (2.1.30)

ou chaque terme est différentiable, et donc nous obtenons

f(s) =7(s) +(s = f'((s5))) 7'(5) (2.1.31)
=17(s).

Il s’ensuit que f* est différentiable d’ordre . De plus, par 1’équation (2.1.29), il en découle

que f* > 0, c’est-a-dire f* est strictement convexe.

Par définition, nous avons

fr(t) = sup {ts — f*(s)}, (2.1.32)

et par I’énoncé b), nous obtenons la caractérisation

fr(#) =ta(t) = f(a(t)) <= f(at)) =t (2.1.33)

Or, I'énoncé ¢) implique que 7(«a(t)) = t, d’ou, par I’énoncé b), il s’ensuit que

falt) = at)r(a(t)) - f(r(a(t)), (2.1.34)

et par (2.1.33), nous avons

ta(t) — F(t) = ta(t) — f(t), (2.1.35)

Par hypothese, nous avons f*(s) > s-:0—f(0) = 0. D’autre part, f*(0) = 0-7(0)— f(7(0)) =
—f(7(0)) <0 étant donné que f > 0. Donc, nous avons montré que f*(0) = 0. Il s’ensuit
que f* atteint sa valeur minimale en s = 0, mais comme f* est strictement convexe, alors

ce minimum est unique.
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f) Puisque f est une fonction paire, il en découle que la dérivée premiere, f’, est une fonction
impaire. Comme R est un ensemble symétrique par rapport a 0, alors nous avons

fr(=s) =sup{—st — f(t)} (2.1.36)

teR

= sup {s(—t) = f(=1)}

—teR

=sup {sz — f(z)}

z€R

= f7(s).

Cela conclut la démonstration. O

Les inégalités (2.1.17) et (2.1.18) révelent un principe sous-jacent aux grandes déviations;
celui-ci fut formulé pour la premiere fois par S. R. S. Varadhan dans son article [32] ou
il résout une équation aux dérivées paritielles particuliere a l'aide de la transformée de
Legendre-Fenchel. Nous présentons ici le principe de grandes déviations selon la définition
donnée dans les notes de conférence [33] de Varadhan.

Définition 2.1.3. Une suite de mesures de probabilité {P,} sur les boréliens B(X) d’un
espace métrique X vérifie un principe de grandes déviations (PGD) avec la fonction de taux
J : X — [0,00] lorsque :

i) J est semi-continue inférieurement ;

ii) Uensemble {x | J(x) <1} est un compact de X sil < oo ;
iii) pour tout fermé F C X,

— 1
im — < —i ; 1.
Jim - log P, (F) < ;g}f% J(z); (2.1.37)
iv) pour tout ouvert O C X,
1
im — > — . 1.
nh_%lo - logP, (0) > ;Iel(f) J(x) (2.1.38)

Les trois résultats suivants seront nécessaires pour démontrer les théoremes 1 et 2. Le
premier de ceux-ci, le théoréeme de Gértner-Ellis, permet de montrer qu’une suite de mesures
de probabilité vérifie un PGD (voir [12]).

Proposition 2.1.4 (Théoreme de Gartner-Ellis). Soit {Z,} une suite de variables aléatoires
sur l'espace de probabilité (R, B(R?),P), et soit 1) : RY — R une fonction telle que :

1
1 u(t) = Jim ~log [ P (dw) e
Y(t) = lim ~log | P(dw)e
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2. 1 est différentiable sur RY.

Alors la suite {P,}, telle que P, () = P (Z, € -), vérifie un principe de grandes déviations
de tauz v, = n et de fonction de taux
J(z) = S;lﬂg {{z,s) —(t)}. (2.1.39)
Le second résultat, le principe de contraction, affirme qu’'une transformation continue 1T'
appliquée a une suite de mesures de probabilité, vérifiant un PGD avec fonction de taux Ji,
génere une nouvelle suite de mesures de probabilité qui vérifie, elle aussi, un PGD avec une
fonction de taux Jo dépendant a la fois de J; et de T (voir [12]).
Proposition 2.1.5 (Principe de contraction). Soit {P,} une suite de mesures de probabilité
sur (R* B(R¥)) wvérifiant un PGD de tauz n et de fonction de tauz Jy. Si T : R¥ — R est
une fonction continue et Q, (-) = P, (T7(")), alors {Q,} vérifie un PGD avec tauz n et
fonction de taux Jo telle que
Jo(z) = inf Jy(2) (2.1.40)
yERF:
T(y)=x
avec la convention infy J;(x) = oo.
Le dernier résultat, le lemme de Varadhan, est une généralisation de la méthode de Laplace
pour évaluer U'intégrale d’une fonction exponentielle (voir [12]).
Proposition 2.1.6 (Lemme de Varadhan). Soit {P,} une suite de mesures de probabilité
sur (X,B(X)) vérifiant un PGD de tauz n et de fonction de taux J. St F : X — R est une
fonction continue et majorée, alors
lim ! log/XPn (dx) exp(nF(z)) =sup {F(y) — J(y)}. (2.1.41)

n—oo n, yGX

2.2. PRINCIPE DE GRANDES DEVIATIONS POUR LE MODELE CMA

Le but de cette section est d’établir le principe de grandes déviations pour la densité du
champ magnétique aléatoire yyn (o), définie a I’équation (1.3.4), ainsi que pour les densités
partielles yy', () et y,(0®), définies en (1.3.6). Les résultats qui en découlent formeront

la base a partir de laquelle nous démontrerons les théoremes 1 et 2.

2.2.1. Résultats spécifiques

Nous présentons les propriétés de la fonction ¢(t) = E [log cosh(th;)] qui, comme nous
le verrons, est une composante de 1’énergie libre du CMA. Sa fonction conjuguée donnera
I’entropie du CMA.

Lemme 2.2.1. Soit p(t) = E [log cosh(thy)] telle que E[|h1]’] < oo. Alors :

a) Dom(p) =R;

b) ¢ est une fonction paire ;

21



c) p est différentiable d’ordre 3 telle que

¢'(t) = E[hy tanh(th, )], (2.2.1)
! 2 1
¢'(t) =E [hlcoshQ(thl)]
et .
¢"(t) = E [ﬁ%} (2.2.2)
telle que
¢'(R) = (=E[h|, Elha]),  ©"(R) >0; (2.2.3)

d) ¢ >0 et 7' ({0}) = {0}.

DEMONSTRATION. a) Puisque x +— logcosh(z) vérifie les inégalités 0 < logcosh(z) < |z,
nous obtenons 0 < E [log cosh(th;)] < |t| E|hi| < oo pour tout t € R.

b) Cela découle de la parité de la fonction x + log cosh(z).
¢) Soit k # 0. Par le théoreme des accroissements finis, il existe 6 entre thy et (t + k)h; tel

que
1
%(log cosh((t + k)h1) — logcosh(thy))| = |h||tanh(0)| < |hy| (2.2.4)

étant donné que |tanh(f)| < 1. Puisque E|h;| < oo, nous invoquons le théoréme de la
convergence dominée de Lebesgue, et nous obtenons
1
P'(t) = EH(I] E {k(log cosh((t + k)hy) — log cosh(thy)) (2.2.5)
%

=E glo cosh(thy)

- at g 1

=E [hl tanh(thl)] .

Les dérivées d’ordre deux et trois se traitent de la méme facon.

2
Puisque h; > 0, P-presque stirement, alors ¢”(t) = E [(msf(lthl)) } > 0. Par ce qui précede,
nous savons que ¢’ est une fonction continue. De plus, par le théoreme de la convergence

dominée de Lebesgue, nous avons

. / o . ] _
lim /(1) = E LIH& h tanh(th)| = Bl (2.2.6)
et i
. / o . _
lim_ /(1) = E Ll}r_noo hu tanh(th)| = ~Elh]. (2.2.7)
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Par le théoreme des valeurs intermédiaires, nous obtenons ¢'(R) = (—E|hy|, E|hy|).

Le lemme suivant donne les propriétés de I'’entropie du CMA.

Lemme 2.2.2. Soit I : R — R la fonction conjuguée de o(t) = E [log cosh(thy)], ¢’est-d-dire

I(y) = sup{yt — o(t)} . (2.2.8)

teR

Alors :
a) I est une fonction paire ;
b) Dom(I) = [=E[h1|, E|hs]] ;

c) il existe une fonction 7(y) strictement croissante et différentiable d’ordre 2 telle que

I(y) = yr(y) — o(1(y)) = &(7(y)) =y; (2.2.9)

de plus, la fonction I vérifie I’équation

I'(y) = 7(y); (2.2.10)

d) I est une fonction strictement convexe et différentiable d’ordre 3 telle que

I"(y) > 0; (2.2.11)

e) I(y) € [0,1og2] lorsque y € [—E|hi|,E|hi|], I71({0}) = {0} et I'(0) =0 ;
f) la fonction I est continue sur [—E|h|, E|hq]].

DEMONSTRATION. Les énoncés a) a e) découlent des lemmes 2.1.2 et 2.2.1. En particulier,
pour b), nous montrons plus bas que I(E|h;|) = log2, d’ou, par a), I(—E|h;|) = log2, ce
qui implique que Dom(7) = [—E|h;|, E|hq]].

Pour I'équation (2.2.10), il suffit de dériver le c6té gauche de 'équivalence (2.2.9) et
d’utiliser ’expression du c6té droit de celle-ci pour simplifier I'expression, d’ou il en découle
que

I'(y) =7(y) +y— ¢ (W) 7'(y) = 7(y). (2.2.12)

Pour I’énoncé f), nous savons que I est continue sur Uintervalle (—E|hq|, E|h;|). Il faut donc
montrer la continuité en y = E|hy| et y = —E|hy|. Puisque la démonstration est identique

pour les deux valeurs, nous ne le ferons que pour la premiere.
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La fonction I(y) se réécrit sous la forme

I(y) = log2 — inf {|t|(Elh| — sgn(t)y) + E [log(1 + e *M I} (2.2.13)

Il en découle que
I(E|hq]) = log 2. (2.2.14)

Considérons une suite {ax} de (0,E|hq|) telle que a;, — 0 lorsque k — oo et posons by =
E|hi| — a. Nous allons montrer que I(b) — log2 lorsque k — oc.

Nous avons
1(by) = log 2 — nf {[¢|(Blh| — sgu(t)by) + B [log(1 + ¢ 1]} (2.2.15)
=log2 — glg {tCLk +E {log(l + 6_2“”““]}

_ 10g2 + sup {—tak —E {log(l —+ 6*2|h1\\t|}} 7

t>0

d’ou il en découle que

I(br) > log2 — tay, — E [log(1 + e 21| (2.2.16)

pour tout ¢ > 0. Donc, nous obtenons

lim 7(by) > log2 — E [log(1 + e~2"I1)] | (2.2.17)
k—00
d’out nous concluons que
lim 7(bg) > log2, (2.2.18)
k—00
car par le théoreme de la convergence dominée, nous avons E {log(l + e*2|h1“t|} — 0 lorsque
t — oo. Par I'équation (2.2.13), nous voyons que I(y) < log2 lorsque y > 0, et alors nous
obtenons
lim 1(by,) < log?2. (2.2.19)

k—00
[l

Les deux prochains résultats découlent du théoreme de Gértner-Ellis 2.1.4 et du lemme
de Varadhan 2.1.6. Nous allons auparavant définir la notion d’événement h de probabilité 1
dont nous aurons besoin.

Lemme 2.2.3. Considérons l’événement B = By N By ot

N
B, = {w €|Vt eR, Jim N > " log cosh(th;(w)) = E [log cosh(thl)]} (2.2.20)

=1
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et
R
By = {w € Q] Z\}%N; |hi(w)| = E[hl\} (2.2.21)

Alors P (B) =

DEMONSTRATION. Pour tout ¢t € R, posons
1
By, = {w € Q| A}l_lrgo N ;log cosh(th;(w)) = E [log cosh(thl)]} (2.2.22)

et Cy = By N By. Pour un ty € R fixé, la LEGN implique que P (Cy,) = 1, puisque

E|log cosh(tohy)| < [to] E|h| < oo. (2.2.23)

Soit Q = {ri|k € N}. Il suffit de montrer que B D N, C,,, puisqu’alors nous obtenons
P (B) > limyo P (C,) = 1.
Fixons € R et w € N, C,,. De plus, considérons une suite de nombres rationnels {g}

telle que limy_, o g = z. Nous allons montrer que

Jim oy (zw) = ¢(r), (2.2.24)
ol les fonctions ¢ et ¢y sont définies par

©(t) = E[log cosh(thy)], on(tw) ;Zlog cosh(th;(w)). (2.2.25)

Pour tout k € N, nous avons I'inégalité

lon(z.w) = o()] < lon(z,w) = on(@rw)] + [on(gew) — el + [ela) — ()] (2.2.26)

en raison de I'inégalité du triangle utilisé par deux fois. Nous remarquons que la fonction ¢y

est de Lipschitz, car

1 N
|y (t,w)] NZ w) tanh(th;(w))| < L, (2.2.27)
ou L = E|hy| + 1, pour N = N, suffisasamment grand, étant donné que |tanh(z)| < 1. 11

s’ensuit que
o (z.w) — on(grw)| < Lz — gy (2.2.28)

par le théoreme des accroissement finis.
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Puisque ¢ est une fonction continue, il existe K. > 0 tel que |z —qk.| < € et

lo(gk.) — ¢(x)] < e pour € > 0. De plus, pour ce rang K., il existe M. > 0 tel que

lon(gr..w) — pla.)| <e (2.2.29)

lorsque N > M.. Nous avons montré que

[on(z.w) = @(7)| < 3¢ (2.2.30)

lorsque N > M., ce qui démontre (2.2.24). O

Lemme 2.2.4. Soit (Xy, Fn, pun) un espace de probabilité ot puy est la mesure uniforme sur
Uhypercube Y. Conditionnellement a h de probabilité 1, la suite de mesures de probabilité

{n(ynn(o) € )} vérifie un PGD avec la fonction de tauzx

I(y) =sup{yt — p(t)} (2.2.31)

teR

pour tout y € [—E|hi[,Elhi|], ot ¢(t) = E [log cosh(thy)].
En particulier, lorsque F : R — R est une fonction continue et majorée, alors nous

obtenons
. 1
lim <log [ dun(o) exp(NF(ynn(o)) = sup  {F(y)—I(y)}.  (2.2.32)
N—oo N EN y€[—E|h1],E|h1]]

DEMONSTRATION. Premierement, il suffit de montrer que la fonction

o(t) = lim ]bmg dpn () exp(Ntyy u(0)) (2.2.33)

N—oo SN

vérifie les deux conditions du théoreme de Gartner-Ellis 2.1.4. Nous avons

/ZN dpn (o) exp(Ntynn(o)) = D exp (t%hia,) ;V (2.2.34)

O'EEN =1

:H Z ;exp(thiai)

i=1g;e{—1,1}

N
= [ cosh(th;),

i=1

et en prenant le logarithme de part et d’autre, nous obtenons
li 1l d Nt = li ! Nl h(th 2.2.35

i clog [ dpy(o) exp(Ntyyn(0)) = Jim ; og cosh(th;) (2.2.35)

= E [log cosh(thy)].
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Par le lemme 2.2.1 ¢), il en découle que la fonction p(t) = E [log cosh(thy)] est différentiable.
Nous concluons que la suite {uy} vérifie un PGD de fonction de taux I.

Deuxiémement, par ce qui précede, nous évoquons le lemme de Varadhan 2.1.6. O

Le prochain lemme est le principe de contraction.
Corollaire 2.2.5. Soit (Xn, Fn, pn) un espace de probabilité ou puy est la mesure uniforme
sur Uhypercube X ny. Conditionnellement a h de probabilité 1, la suite de mesures de probabilité

{uN<(y§\1,)h,yN L) € )} vérifie un PGD avec la fonction de taux

I(y1,y2) = Li(yr) + Li(32) (2.2.36)

pour tout g,z € [~E|h] Bl
De plus, pn(ynn € -) vérifie un PGD avec la fonction de taux

I(y) = inf  Li(yn) + Li(ye). (2.2.37)
(y1,92)
Lyt 3ye=y

DEMONSTRATION. Cette démonstration imite celle du lemme précédent, puisque nous cher-

chons a montrer que la somme des fonctions ¢; et @9,

.1 . 5
pi(ty) + pa(tz) = lim - log /EN dpun () exp(N ((t1,t2), (Y5 (@) yTn(0®)))) . (2.2.38)
vérifie les deux conditions du théoréeme de Gartner-Ellis 2.1.4. Nous avons

N/2
dun (o) exp(N {(t182). (0 () yn0®))) = exp(“?hm%i/z

Ey o DESy 2

1
Z exXp (tz Z h; Jz) W

0(2)621\7/2 1= N/2+1
N/2 N

= [] cosh(tih;) [ cosh(tahy),
i=1 i=N/2+1

(2.2.39)

ce qui nous donne

19 N2

I - Z log cosh(t1h;)
12 X

+ N > cosh(tahy).

i=N/2+1
(2.2.40)

]' 1 1 2
N log - dun (o) eXP(N<(t17t2)a(y§v3h(U( ))7?J§v3h(0(2)))>)
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En prenant la limite de part et d’autre, nous obtenons

1 1
©1(t1) + a(te) = §E [log cosh(2t1hy)] + iE [log cosh(2tahy)], (2.2.41)

une fonction différentiable en vertu du lemme 2.2.1 c¢) appliqué a la fonction
t — 3E[logcosh(2th;)]. Nous concluons que la suite {(u{’,u?)} vérifie un PGD avec
la fonction de taux suivant I(y;,ys) telle que

I(y1,y2) = sup {{(y1,42),(t1,t2)) — @1(t1) — pa(ta) } (2.2.42)

Y1,Y92

= sup {y1t1 — @1(t1)} +sup {yat2 — wa(t2)}
Y1 Y2

= Ii(y1) + L1 (y2).

Deuxiémement, par le principe de contraction 2.1.5, la suite {(u¥,u?) o T~} telle que

T(u,v) = u+ v, vérifie un PGD avec la fonction de taux

Jy) = inf L)+ Liye). (2.2.43)
(y17y2):
Y1+3y2=y

Or, nous avons

(0 1) o T7E) = i (y5lo ) gSlo™) € THE)) (2:244)

et par la définition de la fonction 7', nous obtenons

1 2 — ]' 1 1 ]' 2
(1 ) 0 THE) = e (unl0) + 59n(0®) € ) (2245

= un(ynn(o) € E).

Nous concluons en invoquant le lemme 2.2.4 et I'unicité de la fonction de taux. 0

2.3. APPLICATION DU PGD AUX EXTREMES DU MODELE CMA

Nous dérivons les résultats analogues aux théoremes 1, 2 et 3 pour le modele CMA.
Cela permet d’illustrer 'utilité du principe de grandes géviations dans 1’étude des valeurs
extrémes.

Le premier résultat montre que le premier ordre du maximum est E|h4|.

Proposition 2.3.1.

1 A
]\}1_{1100 — log max Yy (o) = E|hq], P-presque sirement. (2.3.1)
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DEMONSTRATION. Soit w € B, ou 'événement B est défini au lemme 2.2.3. Pour tout

0 € XN, Nous avons

N
V(o)) < 3 (e (232)
i=1
ou 'égalité a lieu lorsque o; = sgn(h;(w)). Il en découle que
N
max Yy (o) =Y [hi(w)]. (2.3.3)
cEXN i—1
Par la définition de I’événement B, nous obtenons la limite (2.3.1). O

Le second résultat établit ’entropie du modele.
Proposition 2.3.2. Pour tout y € [0,E|hy]],

1
A}im N log# {0 € £y |Yn(0) > Ny} =log2 — I(y), P-presque sirement.  (2.3.4)
—00

DEMONSTRATION. Soit y € [0,E|h4|] et fixons w € B. Par le lemme 2.2.4, sachant que la
suite de mesures de probabilité {un(ynn(o) € )} vérifie un PGD, nous obtenons

1
— inf I(u) < lim —logun(Yn(o)> Ny)

u€(y,Elhi]] N—co

< Tm ;floguN(YN(a)zNy)g— inf (). (2.3.5)

- Noeo u€ly,Elhy ]

Par le lemme 2.2.2; la fonction I est strictement croissante sur [0,E|hq]|], ce qui implique que
infyepygpp ) L (1) = I(y). Il suffit donc de montrer que inf,cygn, 1 {(u) = I(y), car alors nous

aurons 1
lim —log un(Yn(o) 2 Ny) = —1(y), (2.3.6)
N—oo [V

ce qui est équivalent a (2.3.4).
Par 2.2.2 f), I est continue sur [—E|h;|, E|hi|], d’ott il en découle qu’il existe v > y tel
que I(v) < I(y) 4+ € pour un € > 0 fixé. Donc, nous obtenons

inf I(u) < I(y)+e, 2.3.7
el ) < 1) (2.3.7)

et puisque € > 0 est arbitraire, nous avons

Iy) < inf () < I(y). (2.3.8)

Le dernier résultat porte sur I’énergie libre du modele CMA.
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Proposition 2.3.3. Lorsque 5 > 0,

1
lim —log > exp(8Yn(0)) =log2+ E [log cosh(thy)], P-presque stirement. (2.3.9)

N
o O'EEN

DEMONSTRATION. Soit 3 > 0 et fixons w € B. Nous avons
1

N log Y exp(BYn(0)) =log2 + pn(exp(NBynn(0))), (2.3.10)
oEYN
ol ynvn(o) = +Yn(0) est la densité du champ magnétique aléatoire. En invoquant le

lemme 2.2.4, avec la fonction continue et bornée F' : [—E|h;| — 1,E|hy| + 1] — R telle que
F(y) = By, nous obtenons

1
lim —log Y exp(BYn(0)) =log2+ sup {By —1(y)} (2.3.11)
Nooo N evn yel-Elh] Elfu

= log 2 + E [log cosh(th,)] ,
ou la derniere égalité est une conséquence des lemmes 2.2.2 et 2.1.2 d). U

Remarquons que I’énergie libre du modele CMA s’obtient par un calcul direct étant donné
que la suite h = {h; | i € N} est une suite de variables aléatoires indépendantes. Nous avons
préféré utiliser les résultats de la section précédente.

Considérons l'exemple ou la suite de variables aléatoires {h;|i € N} est telle que
P (h =1) =P (h = —1) = L. Par les propositions 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3, nous obtenons que
le premier ordre du maximum est 1, ’entropie est

o 4t log(5) — (1) log(5*) .y € L)
lim —log # {o| Yn(0) > Ny} =
N—oco N .
—00 , sinon,
(2.3.12)

(voir la figure 2.2), et ’énergie libre est donnée par la formule

f(B) =B +1log(l +e ) (2.3.13)

lorque 8 > 0 (voir la figure 2.3).

30



MobpeELE CMA

N

FIGURE 2.2. L’entropie du modele CMA lorsque P (hy = 1) =P (hy = —1)
MobpELE CMA

. A/

1 i z
-1 1

FIGURE 2.3. L’énergie libre du modele CMA ou P (hy =1) =P (hy = —1)
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Chapitre 3

LE MODELE GREM

Suite au modele REM défini dans [13, 14|, B. Derrida renchérit sur ce dernier en pro-
posant dans [15] le modele a énergies aléatoires généralisé (GREM) qui, tenant compte des
corrélations présentes entre les énergies des paires de configurations, se rapproche du mo-
dele SK présenté dans [29], le modeéle de verre de spins cible. Le modéle GREM est étudié
rigoureusement pour la permiére fois par D. Capocaccia, M. Cassandro et P. Picco dans [8]
ou ils établissent la formule de 1’énergie libre. Par la suite, A. Bovier et I. Kurkova calculent
et démontrent dans [7] le processus ponctuel extrémal de ce dernier. Quant au maximum et
a l'entropie, les méthodes introduites par L.-P. Arguin et F. Ouimet dans [2] s’étendent a
celui-ci et donnent les résultats escomptés. Nous présentons le modele GREM afin de compa-
rer les résultats homologues aux théoremes 1, 2 et 3 de ce modele, et en déduire I'action du
CMA sur celui-ci. D’autre part, nous aurons recours a un résultat du modele GREM pour
démontrer les théoremes 1 et 2.

La section 3.1 présente la définition du modele GREM et donne les résultats homologues
aux théoremes 1, 2 et 3. Nous comparons les résultats de la section précédente a ceux du
modele GREM avec CMA a la section 3.2.

3.1. LE MODELE GREM A DEUX NIVEAUX ET PRINCIPAUX RESULTATS

Sans perte de généralité nous supposons que N est un entier positif pair. Nous considérons

I’hamiltonien d’un systeme désordonné de spins formé d’une somme de deux termes,

HE (o) = XP(0®) + XP(0) (3.1.1)
pour toute configuration de spins o = (01,09, ...,05) € Xy = {—1,1}N avec la configuration
partielle 0 = (01,09,...,0n/2), Ol

ng _ {X}V”(a“)) ERRE ZN/z}’ Xﬁf,) — {X](\?)(o‘) EAS EN} (3.1.2)

sont des suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et définies sur un espace



LE MODELE GREM

XP(=1,1,1, = 1) ----

(-1,1,1,— 1)

FIGURE 3.1. La suite {Hy(0) |0 € X} lorsque N = 4.

de probabilité (2, F,P) telles que X (c@) et X' (o) sont de lois gaussiennes N (0,52N) et
N(0,s3N) avec s? + s3 = 1. Ce modele présente une structure hiérarchique que 1'on peut
représenter sous forme d’arbre ol la premiére génération possede 27/2 feuilles, indexées par
les configurations partielles 0™ = (01,...,0n/2), qui se rattachent chacune a 2N/2 qutres
feuilles de la seconde génération, indexées par les configurations o = (o4, ...,0x), pour un
total de 2V feuilles. Voir la figure 3.1 oti les couleurs des feuilles servent & indentifier les liens
de parenté.

Cette structure confere au modele GREM une dépendance ou une indépendance entre les
variables aléatoires HY® (o) et H\? (&) suivant que les configurations o et & partagent les
N/2 premieres coordonnées ou non. Les hamiltoniens associés aux configurations représentées
par I'image de gauche et du centre la figure 3.2 sont dépendantes tandis que ceux associés
a I'image de droite sont indépendantes car ils n’ont pas la méme configuration partielle au

premier niveau. Ce modele de verre de spins, de covariance

3 1 ~ (1
0 ,si o™ #£ W)

(G.2) @2 A\ _ : . . N
E[HN (0)Hy (U)} = 182N ,sio® =" mais 0@ #£ 6@, (3.1.3)
N ,sinon,
ou o = (6M,0®),6 = (6,6?) avec 0,060,616 € X, appartient a la classe des

champs aléatoires corrélés au méme titre que les modeles REM avec CMA et GREM avec
CMA.

Nous énongons maintenant les résultats principaux du modele GREM. Le premier carac-
térise le maximum du modele (voir [20]).
Proposition 3.1.1. Pour le processus Hy\'*? défini a [’équation (3.1.1), nous avons

1
lim — max H\? (o) = E%?, P-presque stirement, (3.1.4)
N—oo TEXN
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MobDELE GREM

oM = 5m c® = 5m

ol

E© _ \/210g2 ,S1 < S9,

max

(s1+ s2)v/10g2 51> so.

La proposition suivante sera utile pour démontrer les théorémes 1 et 2.
Proposition 3.1.2. Soient § > 0 et M? = max,ex, Hy > (0). 1l existe C

P (MG > (1+0)BGIN) < eV
pour N suffisamment grand.
Le second résultat porte sur 'entropie du modele GREM (voir [20]).
Proposition 3.1.3. 5i 0 < E < E%2 " alors P-presque surement,

max /

log2 — £ 0< E < Voe2
lim — log Ny (E) = ? 2 o
0o N o E—s14/Tog2 Toz2
Noeo N 152_( IQSgg ) ) ng2§E<\/210g2.

Le dernier résultat précise I’énergie libre (voir [4]).

Proposition 3.1.4. Soit § > 0. La fonction d’énergie libre est

f(B) = f1(B) + f2(8),

ot
1 2
1) = (524 ) T a9) 4 55 00,0 0)

2

est la fonction d’énergie libre au niveau i avec la valeur critique

v20og2 s < so,
Bc,i -

1
—y/log2 sy > s9,
S;
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(3.1.5)

= C(0) tel que

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)



pour i =1,2.

3.2. COMPARAISON DES MODELES DE VERRE DE SPINS

Le maximum du modele GREM et celui de cette thése partagent la méme forme dans
la mesure ou leurs valeurs varient en fonction des quantités s; et ss, et que chacune d’elle
prend deux valeurs. Premierement, remarquons qu’en imposant la condition h; = 0 aux
formules (1.2.19), (1.2.13) et (1.2.20), nous retrouvons celle du modele GREM en (3.1.5).
En considérant le cas s; < s, nous remarquons que ’énergie maximale du GREM, /21og 2,
est identique & (1.1.1), I'énergie maximale du modele REM sur 2 configurations. Lorsque
$1 > So, 'énergie maximale du GREM, (s; + s2)v/log 2, est la somme du maximum du REM
au premier niveau, sur 2V/? configurations, et du maximum d'un REM au second niveau,
pour toute configuration partielle o™ fixée, sur le méme nombre de configurations. Nous en
déduisons un fait important concernant le modele REM et le modele GREM : les corrélations
entre les énergies des différentes configurations du modele GREM n’affectent le maximum
que lorsque la variance des variables au premier niveau, Xy’ (o), excédent celles au second
niveau, Xy (), pour tout o® fixée. En d’autres mots, 'ajout de corrélations n’est perceptible
que dans le cas s; > so.

De fagon similaire, ’entropie du modele GREM et celle du GREM avec CMA se res-
semblent en ce qu’elles changent de forme a partir d’une énergie critique. Notons que pour
hy = 0, la formule (1.2.8) devient identique & (3.1.7) en raison de la proposition 4.2.5. Si
s1 < 89, lentropie du modele GREM devient celle du REM, log2 — %2, car ’énergie cri-
‘/1501@, excédera toujours I’énergie maximale \/21og 2. Par contre, dans le cas s; > so,

I’entropie demeure celle du REM que pour de faibles énergies, c¢’est-a-dire pour des valeurs

tique,

inférieures a ’énergie critique. En effet, a hautes énergies elle prend la forme

log 2 _ (E - 31\/@)2

2 253 ’

(3.2.1)

qui est I'entropie d’un REM au second niveau sur 2/2 configurations. Cette transition s’ex-

. . \/@ . , . .z
plique par le fait que lorsque E' > ¥725=, seules les configurations dont les énergies associées

au premier niveau atteignant 1’énergie maximale au premier niveau, E{) N, demeurent.
Comme leur nombre est d’ordre 1, il ne reste que les 2V/? configurations au deuxiéme niveau
rattachées a chacune d’elles.

Finalement, I’énergie libre du GREM se conforme elle aussi a celle du GREM avec CMA
pour des raisons similaires a celles énoncées plus haut. En substituant h; par 0 dans les
formules (1.2.15), (1.2.16) et (1.2.17), nous obtenons (3.1.8), (3.1.9) et (3.1.10). Lorsque
s1 < s9, Iénergie libre est identique a I’énergie libre du REM (1.1.6). Dans ce cas, la transition

de phase a lieu a f = /2log2, puisque cette valeur correspond a l’energie maximale du
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modele au-dela de laquelle il n’existe aucune configuration avec une telle énergie associée.

Pour le cas s; > s, nous obtenons la formule

log2+ £ 0< § < Y2
F(B) = Bsiy/Iog2 + VIo2 4 2P Va2 ¢ g Jioa2 (3.2.2)
ﬁ(51+82)\/10g2 76 2 1501g27

qui présente deux transitions de phase. La premiere transition se produit lorsque 5 = \/18%@
et correspond au premier niveau atteignant 1’énergie maximale, ¢’est-a-dire lorsque 1’énergie
totale du systeme atteint ’énergie critique, @. Comme nous avons expliqué plus haut,
I’énergie libre est essentiellement celle d’'un REM au second niveau sur 2%/? configurations.
Lorsque 8 = @, le systeme passe a travers une seconde transition de phase ou celui-ci
n’a plus de configuration puisque I'énergie du systéme atteint I’énergie maximale, et donc le
systeme fige.

Nous concluons que I'ajout d'un CMA au modele GREM ne change par le comportement
général des statistiques des valeurs extrémes, mais modifie plutdt les valeurs ou ont lieu les

transitions.
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Chapitre 4

LE MODELE GREM A DEUX NIVEAUX JUMELE
AU CHAMP MAGNETIQUE ALEATOIRE

Le modele GREM a deux niveaux, Hy\?, jumelé au champ magnétique aléatoire, Yy,
comporte deux types de corrélation : celle intrinseque au modele GREM, présentée au cha-
pitre 3, et celle provenant du champ magnétique aléatoire exposée a la section 2.3. Il présente
un intérét a la fois pour la théorie des valeurs extrémes et pour ’étude des modeles de verre
de spins. Pour le premier, son attrait découle de la nature méme des variables aléatoires qui
le caractérisent : dépendantes et de distributions distinctes. Pour le second, il se résume a
comprendre 'effet d’un champ magnétique aléatoire appliqué au modele GREM sur 1'éner-
gie maximale et sa partition (énergie provenant des deux niveaux du GREM et énergie du
champ magnétique aléatoire), I’entropie et la fonction de ’énergie libre de celui-ci, dans le
cadre d'un modele de verre de spins soluble.

Ce chapitre se divise en quatre sections. La section 4.1 rappelle le modele GREM jumelé
au champ magnétique aléatoire. La fonction d’entropie du modele ainsi que ses propriétés,
qui seront essentielles pour établir les théoremes 1, 2 et 3, figurent a la section 4.2. La
section 4.3 présente la démonstration du théoreme 1, et la section 4.4, celle du théoreme 2.
Nous terminons ce chapitre avec la section 4.5 qui établit la fonction d’énergie libre du

théoreme 3.

4.1. LE MODELE A DEUX NIVEAUX

Sans perte de généralité nous supposons que N est un entier positif pair. Nous rappelons
que I'hamiltonien du systéme désordonné du modele GREM avec CMA, défini en (1.2.1), est

Hy(o) = XP(0D) + X2 (o) + Y (o), (4.1.1)

ou



est le champ magnétique aléatoire, avec 0 = (01,...,0n) € Xy et 0V = (01,...,0n/2) € Lo,

tel que

X = {X};’(U“)) ERRE Ew/z}a XY = {X}?(g) o€ EN}, h={h;]ie N} (4.1.3)

sont des suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et définies sur un es-
pace de probabilité (2,F,P) avec 'espérance mathématique notée E. De plus, pour toutes
configurations ¥ € X, et 0 € Ny, nous supposons que X () et X\ (o) sont de loi
gaussienne centrée de variances s2N et s3I, respectivement, avec s? + s3 = 1. Quant a h,
ol les h; sont de méme loi, nous imposons la condition E[|h1|*] < oo pour s’assurer que la

densité du champ magnétique ynn(o) = %YN (o) vérifie un principe de grandes déviations.

4.2. LA FONCTION D’ENTROPIE

Nous rappelons que la fonction d’entropie du modele GREM avec CMA, définie a I’équa-

tion (1.2.8), est
S(F) = sup {S1(E1) + S2(E — Ey)}, (4.2.1)
Ee[BY) EQ)L]

ot Si(Ey) et Sy(E») sont les fonctions d’entropie du modeéle REM avec CMA sur 2V/2 confi-
gurations partielles et dont les variances des variables gaussiennes sont respectivement s2 N
et s3N. Cette fonction est bien définie puisque le membre de droite posséde une unique
solution pour tout £ € R. En effet, comme nous le verrons au lemme 4.2.1, la fonction
E, — Si(E1) + So(E — Ey) est continue et strictement concave, et donc elle atteint un
maximum pour une unique valeur E} appartenant a I’ensemble compact [EL), EQ) .

Afin d’établir les propriétés de la fonction S(F), présentées a la proposition 4.2.5, nous
aurons recours au lemme suivant qui en quelque sorte caractérise la fonction d’entropie du
modele REM avec CMA.

Lemme 4.2.1. Soit S; : R — R la fonction d’entropie entre les niveau v — 1 et @ telle que

g2 (E-L)
S(E)=  sup log2_ (7~ 1) Ly (4.2.2)

yel-Elh| Bl | 2 2si

pour i = 1,2, ou I (y) est la fonction de tauz de la densité du champ magnétique partiel

YNy (0?) définie a I'équation (1.3.6). Cette fonction vérifie les propriétés suivantes :

a) S; est une fonction paire ;
b) il existe une fonction y : R — [—E|hq|, E|h]] telle que

_ log2 (E - %yf(E))z

Si(E) == 25

— Li(y; (E)) (4.2.3)
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et yf(E) =0 si et seulement si E =0
¢) la fonction y} est différentiable d’ordre 2 et strictement croissante avec
oyi 2 ‘
OF  1+4s21](y; (E))’

(4.2.4)

d) S; est différentiable d’ordre 3 et sa dérivée premiére est

S{(E) = =211(y; (E)); (4.2.5)

e) S;(E) est strictement concave, S!'(FE) < 0;
f) pour tout E > 0, la fonction d’entropie est décroissante, S/(E) < 0;
g) lénergie minimale, E\., et Uénergie maximale, B, . sont les seules valeurs qui annulent
la fonction S;(E) et vérifient ES) = —E®,
h) la fonction y;, vue comme une fonction du paramétre s;, est différentiable par rapport d
s;, et sa dérivée partielle est donnée par la formule
oy Ssyi(E)
0s; 1+ 4571V (y; (E))’

(4.2.6)

i) U’énergie mazimale E) . vue comme une fonction du paramétre s;, est strictement crois-

sante et sa dérivée est

AEg, (o
S = 25, (57 (Bl (1.27)

DEMONSTRATION. a) Soit £ € R. Puisque I;, définie & (1.2.11), est une fonction paire, et

par le lemme 2.2.2 a) appliqué a la fonction ¢ () = 1E [log cosh(ths)], nous avons
2
log 2 —E—3y
Si(—F) = sup 52 ( 2 ) — I (y)
yel-Elh| Elnf] | 2 2s;
2
B sup log2 (E - %(—y)) ~ I(~y)
—y€[—E|h1|,E|h1]] 2 2s; '
2
log 2 (E - %Z) ()
= su - — (2
ze[—E\h11|D,E|h1\] 2 2s; !
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b)

d)

log 2 (E_%y)Q :
<55 — 5%~ — I1(y) est strictement concave,

d’ou il existe une unique valeure y(E) qui maximise cette fonction sur le compact

[—E|h1|, E|hy|]. La fonction y; : R — [—E|hy|, E|h|] vérifie donc 1'équation (4.2.3). De

plus, la définition de S;(0) donnée en (4.2.2) implique

log2 (3-0)?
2 257

)

Par le lemme 2.2.2 d), la fonction y —

log 2
2

log 2
—1,(0) = g , (4.2.8)

> 5;(0) >

et donc nous avons y;(0) = 0. Remarquons que, comme y;(F) est par définition un point

critique de S;(E) et I;(y) est différentiable par le lemme 2.2.2 d), nous obtenons

d <log2 (E —3y)?
= - — Li(y) =0 (4.2.9)
2 )
dy \ 2 2s; 4 ()
d’ou Y (F) est caractérisé par la condition stationnaire
[y (E)) =E, (4.2.10)
ou f:[—E|hi|,E|hi|]] = R est la fonction
1
fly) = v + 2871 (v). (4.2.11)

Il ’ensuit que y; = f~!, car f est strictement croissante, par le lemme 2.2.2 d).

Puisque I{ > 0, par le lemme 2.2.2 d), la fonction f est strictement croissante sur
[—Elha, E[h]], :
I'(y) = 2571 (y) + 5 > 0. (4.2.12)

Elle posseéde donc une réciproque strictement croissante et différentiable et nous devons
avoir Y (E) = Yy} (F)) telle que

dy; 1 B 2

OE — f(yi(E)) 1+4siI{(yf(E))

(4.2.13)

Comme I; est différentiable d’ordre 3, par le lemme 2.2.2 d), alors y; 'est d’ordre 2.

Nous avons
0 E-lyp(B)
SI(E) = (,jg(l 52 _ 2‘1;( ) _ Il(y;"(E))> (4.2.14)
=2 (5= B o (8- i m) - 25t ) KL
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et par I’équation (4.2.10), le second terme de la somme s’annule, ce qui donne

SI(E) = —1(E _ M) (4.2.15)

2
s; 2

En invoquant 1’équation (4.2.10) a nouveau, nous obtenons la formule (4.2.5).

En dérivant S/(F) de nouveau, nous avons

oy}
BYok

S (E) = =2I{(y; (E)) (4.2.16)
d’out il en découle que S!(E) < 0 en raison du lemme 2.2.2 d) et de la partie (h) du présent

lemme.

La fonction d’entropie S;(E) atteint son unique maximum %62 & E = 0, et donc S/(0) = 0.

Comme S;(F) est strictement concave, alors S.(F) < 0 pour E > 0.

Nous avons montré que S;(0) = 262 > 0. Par le lemme 2.2.2 ¢), la fonction de taux I1(y)

est bornée sur 'intervalle [—E|h;|, E|hq|], ce qui implique que pour E > 0 suffisamment

grand nous avons S;(E) < 0. En invoquant le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe £ > 0 tel que S;(EY ) = 0. De plus, E{)_ est unique, car S;(E) est strictement

max max max

concave. Par la parité de S;(E), E&, = —E9. _ tel que S;(EY,) = Si(—EY,.) = 0.

min max max

Fixons £ > 0. Lorsque

1
F(y,s;) = 2521 (y) + Sy B, (4.2.17)

alors, par 1'équation (4.2.10), il s’ensuit que F(y;(E),s;) = 0 ou

oF oF
= 4s.T' i

1
= 25717 (y) + 5 >0 (4.2.18)

L’équation (4.2.6) est une conséquence du théoréme des fonctions implicites puisque

Oy _ _OF/0sily—yzpy _  8sili(yi(E)) (4.2.19)
ds; OF | 0yly—y+ () 1+ 48317 (y; (E))

Considérons la fonction
G(E,Sl) = Sl(E) > (4220)

ou S1(F) dépend a la fois de F et s;. Alors G(E) ,s1) =0, ou E!) est vue comme une

max’ max

fonction de s;. Par I’équation (4.2.5), nous obtenons
G .
35 —2I1(y; (E)). (4.2.21)
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De plus, en dérivant de chaque coté de I’équation (4.2.3) par rapport a s; et en factorisant

oy
nous avons
Os1

les termes pondérés par

(4.2.22)

2
oG 1 1, s ) Oy (B = 54i(B))
55, = 32 (B~ 5i(E) ~ 28 (B) ) 51+

0sy S
= 45111 (y1 (E))?,

ot la derniere égalité découle de 'identité (4.2.10) appliquée & chaque terme, ce qui annule

le premier et donne la forme voulue au second. Notons que

oG

— =ds I} (yf(EL ))* > 0, (4.2.23)
881

(1) max
E=FEnax

car, par les lemmes 2.2.2 d), e) et 4.2.1 b), nous avons I (y;(E )) > 0. Par conséquent,

max

le théoreme des fonctions implicites s’applique et nous avons

dEI(ﬁ;X B 8G/881 ’E:E(l)

- max — 2111 (y; (ES) 4.2.24
dsl 3G/8E|E:EI(HIQX 51 1(1%( max))7 ( )

d’ot il en découle que % >0 .
O

Nous présentons maintenant le modele REM avec CMA. L’hamiltonien de ce dernier est
donné par
H{(0) = Xn(o) + Yn(0), (4.2.25)

ou Xy = {0 €Xn|Xn(0)} et h = {h;|i € N} sont des suites indépendantes de variables
aléatoires indépendantes telle que Xy (o) suit un loi gaussienne centrée de variance N. La
fonction d’entropie du modele REM avec CMA est

Spe(E) = ye[—ES|}le|)E\h I] {logQ - (E;y) - ](y)} : (4.2.26)
I(y) = sup {yt — E [log cosh(thy)]}. (4.2.27)

teR

Celle-ci differe de I'entropie (4.2.2) d'un facteur % pour le terme log 2 et ainsi que pour le terme

E—y)? , . A .
%, et d'un facteur s? au dénominateur de cette méme expression. Le

y de I'expression —
premier facteur 1 fait référence au nombre de points considérés, 2/2 au lieu de 2V pour le
modele REM avec CMA. Le second facteur % se rapporte a la densité partielle y}(}ih(a<i)).

Finalement, le facteur s? est le coefficient de la variance des variables gaussiennes considérées,
(1) (1)
X\ (W),

44



Le lemme suivant présente les propriétés de la fonction d’entropie du modele REM avec
CMA. Sa démonstration est identique a celle du lemme 4.2.1.

Lemme 4.2.2. Nous avons :

@) Spc(0) = log2;

b) Src(E) est une fonction paire ;

c) il existe une fonction y*(E) : R — [—E|hq|, E|hy]|] telle que

(E—y(B))’

SRC’(E) =log2 — 9

~ I(y*(B)) (4.2.28)

et y*(E) =0 si et seulement si E =0 ;

d) Sre est différentiable d’ordre 3 et sa dérivée premiére est

Sre(E) = =I'(y"(E)) (4.2.29)

avec

E -y (E) - I'(y"(E)) = 0; (4.2.30)

e) ST, <0 et Sgpe attaint son mazimum log2 uniquement @ E =0

, . .. C , . . .
f) Lénergie minimun, B, et Uénergie mazimum, EES) | sont les seules valeurs qui an-

nulent la fonction Spe.
Les deux propositions suivantes facilitent la démonstration du théoréme 1 (nous référons
a [1] pour leurs démonstrations puisque Hy’ différe de peu de ’hamiltonien d’'un REM avec
CMA).
Proposition 4.2.3. Soit § > 1. Il existe C = C(0) tel que
P< max Hy (o) > §EN N

U(I)GEN/2 max

h) <e N (4.2.31)

pour N suffisamment grand.
Proposition 4.2.4. Soit 0 < § < 1. Il existe C' = C(0) tel que
P max HY(0")<déEY Nlh|) <e @V (4.2.32)
U(I)GEN/Q
pour N suffisamment grand.
La proposition 4.2.3 servira lors de la démonstration de la proposition 4.3.1, plus spéci-
fiquement pour le cas s; > s,. La proposition 4.2.4 sera utile lors de la démonstration de la

proposition 4.3.2; lorsque nous considérerons le cas s; > s,. Notons que des résultats plus

faibles auraient suffi, mais nous avons préféré cette approche.
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La proposition qui suit caractérise la fonction d’entropie S(F) dont la démonstration
repose essentiellement sur le théoreme des fonctions implicites.
Proposition 4.2.5. La fonction d’entropie S : R — (—o00,log 2|, définie a l’équation (4.2.1),
est une fonction paire donnée par la formule
She(E) E| < E,

S(E) = (4.2.33)
S2<E_E<1) ) 7|E| ZEca

max

ot Spe est la fonction d’entropie du modéle REM avec CMA, définie a [’équation (4.2.28),
EQ) est l’énergie maximale au premier niveau, définie au lemme 4.2.1 g), et E. est l’énergie

critique vérifiant [’équation

Ee =20 (yi (ER)) + 41 (Biix) (4.2.34)
tel que y; est la valeur qui maximise la fonction d’entropie S; pour v = 1,2.

Il eziste exactement une valeur Enax > 0 telle que S(Epax) = 0, ot

Eox = B + E®

max max (4'2'35>
lorsque s1 > ss.

De plus, ’énergie critique E,. vérifie les conditions

Ec > Emax y S1 < S2,
E.= Epay 51 = 5o, (4.2.36)

Ec < Emax y S1 > S2,

ainst que
E.> EY

max*

(4.2.37)

La fonction d’entropie S(FE) révele un phénomene caractéristique du modele GREM avec
CMA : a faible énergie ’entropie du modele correspond exactement a celle du REM avec CMA
comme s’il n’y avait qu’un niveau de 2V configurations, tandis qu’a une énergie supérieure
a I'énergie critique E., I'entropie se rameéne & celle d'un REM jumelé au CMA sur 2V/2

configurations, le premier niveau ayant atteint I’énergie maximal E(!)

max"*

La formule (4.2.34) de 'énergie critique E, laisse entrevoir la décomposition de I’éner-
gie critique en énergie provenant du GREM, a savoir [](y;(E{).)) au premier niveau et
L1 (B

max

)) au second niveau, et celle propre au CMA, yi(EQ) ). Cette décomposition fa-

max

miliere nous rappelle celle des énergies maximales E!) et 2 donnée a I’équation (1.2.20).

max max’
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La démonstration de la proposition 4.2.5 se réalisera en sept étapes : 1) la parité de
la fonction S(E); 2) l'existence de I'énergie critique E. et sa décomposition (4.2.34); 3)
I'inégalité (4.2.37); 4) la caractérisation (4.2.33); 5) 'existence du maximum Ep,y; 6) les

conditions (4.2.36) ; et 7) la décomposition (4.2.35) de I’énergie maximale Ep,x pour s; > So.

DEMONSTRATION. Etape 1 :
Premiérement, la fonction S(F) est paire étant donnée que, par le lemme 4.2.1 a), Sy (E;)

et Sy(Es,) partagent cette méme propriété. En effet, nous avons

S(—F) = sup {S1(Ey) + So(—E — Ey)} (4.2.38)

Ele[E(l) Ex(nlazx]

min’

= sup {S1(=E1) + S2(E — (=E1))}

_EIE[_Eﬁx};xv_E(D ]

min

= sup {S1(A) + Sa(E — A)}

Ae[EL) EGL

min’

= S(E).

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que £ > 0.

Etape 2:

Nous allons montrer qu’a une énergie totale F correspond une unique énergie au premier
niveau, & (E), pour laquelle S(E) = S1(&1(E)) + S2(E — £1(F)) et qui croit lorsque 1'énergie
totale augmente. Il en résulte qu’il y aura une énergie critique, E., pour laquelle & (E) = E{)
et telle que S(F) = Sy(E — EL).) pour toute énergie totale £ qui dépasse E., puisque
Si(B) =0,

Par le lemme 4.2.1 d) et I'équation (4.2.10), la fonction E; — Si(Ey) + So(E — Ey) est

différentiable et sa dérivée est

a / !
8—E1(51(E1) + So(F — Ey)) = S1(Ey) — S5(E — Ey) (4.2.39)
B n yilBy) ((E-Ei y(E—E)
87 252 53 253
1
= @9<E7E1)7

ol
(F s(E—F
g(E,E) = $°E — B + 22 (2 D) _ e85 > 23 (4.2.40)
De plus, nous avons
99y (4.2.41)
0F, ’ o
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car par le lemme 4.2.1 ¢), la fonction E; — S1(E;) + So(E — Ej) est strictement concave,

puisque
2

;Ez(Sl(Eﬁ + So(E — Ey)) = SY(E1) + Sy(E — Ey) < 0. (4.2.42)

Les quantités y;(E;) et ya(E — Ep) étant bornées, nous pouvons exhiber des valeurs
A < B telles que g(F,A) < 0 < g(E,B). Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe

une fonction & : R — R qui vérifie ’équation
g(E.&(F)) =0, (4.2.43)

c’est-a-dire

2 2yT(gl(E)) 2y;(E - gl(E))
E1(F) =s1E — s5 5 + 5] 5 :

(4.2.44)

Notons que & n’est pas une fonction bornée.

En invoquant le théoreme des fonctions implicites, nous obtenons, a l'aide de la for-
mule (4.2.4), la dérivée de & (F), a savoir
a

&) = (4.2.45)
o 2 51 2 53
T GmE-B) 2T T A GiE) 4240
Par l'inégalité (2.2.11), a > 0 et b > 0, ce qui implique
0<&E(E) < 1. (4.2.47)

Il en résulte que & (F) est strictement croissante, et donc injective.
Notons que & (E) ne s’annule que lorsque E = 0. Pour montrer cela, il suffit de voir que
&1(0) = 0. Par (4.2.40), nous obtenons

0= ¢(0,£(0)) (4.2.48)
0+ £BEO) B O)
e.0) — HEO) _ Lui(=E(0)
2 2
et alors il faut trouver les points fixes de la fonction f(t) = sgyfz(t) — s%yg(;). Par le

lemme 4.2.1 b), f(0) = 0. Supposons qu'il existe un point t > 0 tel que f(t) = t. Alors,
par le théoreme des accroissements finis, il existerait v avec f'(v) = 1, mais, par 4.2.1 ¢),
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(2.2.11) et (4.2.46), nous aurions

fft)y=(s]—a)+(s5—b)=1—(a+b) <1, (4.2.49)

ce qui est impossible.
L’inégalité (4.2.47) et I'équation & (0) = 0 impliquent

0<&(BE)<E (4.2.50)

lorsque E > 0.
Par I’équation (4.2.39), la valeur & (F) maximise la fonction Fy — Sy (E7) + So(E — Ey),
c’est-a-dire

S(E) = 8,(&1(E)) + So(E — & (E)) (4.2.51)

ou & (F) € {E(l) EQ) } Puisque & (F) est strictement croissante et non bornée, il y a une

min’-—max

valeur F,. > 0 telle que

& (E.) =EQ) (4.2.52)
c’est-a-dire
Er(rll)ax 1 ) S% * [ (1)
EC 51 + 5 Ya (E Emax) - le (Emax) . (4253)
Par I’équation (4.2.10), nous avons les deux identités suivantes,
Lo (g EW 2321/ E
2 1( max) max (yl( max)) (4254)
Y5 (Be — Eqy) = Ee — By — 25511 (y5(Be — Efy).
En substituant celles-ci dans I’équation (4.2.53), nous obtenons
I (i (Bx)) = L (w3 (Ee — Eqly), (4.2.55)
et donc
hn (Er(rllg,x) =Y (E Er%ax) (4256>

car, par I'équation (2.2.11), la dérivée I! est injective. A I'aide de cette égalité et de I'équa-

tion (4.2.53), nous obtenons

EW yi (B9 )
E, == 1 — 22) 2 max/ 4.2.57
52 + ( 31) 2 ( )

L’équation (4.2.34) s’obtient en remplacant I’énergie maximale au premier niveau E{})  par
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son expression provenant de la premiere identité de (4.2.54).

Etape 3:
Pour l'inégalité (4.2.37), nous remarquons qu’elle découle de I'inégalité (4.2.50) et de
I'équation (4.2.52).

Etape 4 :
Nous allons établir la formule (4.2.33) en majorant le membre de gauche par celui de
droite et vice versa, a ’aide du principe de contraction présenté au corollaire 2.2.5.

Par I’étape précédente et le lemme 4.2.1 g), nous obtenons

S(E) = S1(&(E)) + S2(E — &i(E)) (4.2.58)
lorsque 0 < E < F, et
S(E) = Sl(gl(Ec)) + SQ(E - 51(Ec)) (4-2-59)
= So(E — ERy)

lorsque E > E,, car S1(&1(E.)) = S1(EL),) = 0.

Le cas E > E. est déja établi par I’équation (4.2.59).
Considérons le cas 0 < E < E.. Par le lemme 4.2.1 b), nous avons
E(E)—tyn)?  (E—E&(E)— iy3)?

2 2
2s7 257

ot yf = yi(E1(F)) et y5 = y3(E — E1(E)). Posons y = $yi + 3y5. De I'inégalité
a> (b—a)* _?
252 253 2’

il découle que

E(E) ~ i) | (E-&(E) - P _ (&(B)~ b ((F—0) = (E:(F) — i)

252 253 B 253 252
(B —y)?
- 2
(4.2.62)
Alors, nous obtenons la borne supérieure
E— Yy 2 * *
5By =102~ Z 0 ) - 1) (4263
E — 2
<log2 — (2y) - (inf) {hi(w) + Li(ug)},
Uu1,u2

1 1,
Fultzu2=Yy
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et par I’équation (2.2.37) du principe de contraction, nous avons l'inégalité

S(E) < log2 — (5_2@,)2 — I(y) (4.2.64)

< Sro(E)

par 'équation (4.2.26).
Pour 'inégalité inverse, posons

E(yry2) = sTE + s%% — s%%, (4.2.65)

ot Y1,y € [—El[hi|,Elh|]. Siy = % + % alors nous obtenons

E(y1,y2) — % = s1(E —y) (4.2.66)
et
Y2 2

E—EBE(yy) -5 = (B -y). (4.2.67)

Il en découle que
S(E) > S1(E(y1,y2)) + S2(E — E(y1,92)) (4.2.68)

E— )2
> log2 — (7?]) — Li(y1) — i (y2),

2

et puisque (y;,y2) est arbitraire, nous avons

E o 2
S(E) > log2 — E—y) (L (1) + L ()} (4.2.69)
2 (1,52)
Lyi+3ye=y
E - 2
—tog2 - L gy

par I’équation (2.2.37) du principle de contraction. Puisque y € [—E|h;|,E|h;|] est arbitraire,

nous en concluons que S(E) > Spo(E).

Etape 5:
Montrons l'existence et 'unicité de ..

Le cas s1 < sy découle du lemme 4.2.2 f). Considérons s; > s,. Par le lemme 4.2.2 a),

nous avons S(0) = Sxc(0) = log2 > 0. De plus, lorsque £ > E. et E > E() + E®)_alors
S(E) = 52(E - EI?I;.X) < SQ(‘Er(rll)ax + Erggx - Er(rllgx) = SQ(EI(IELX) =0 (427())

par le lemme 4.2.1 g). De plus, par les équations (4.2.58) et (4.2.59), S(F) est une fonction

continue. Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, S (E) — ( pour un certain £ > 0.
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Notons que pour 0 < E < E,, nous avons

S'(E) = S1(&(E)) E1(E) + S3(E — &1(E))(1 = &(E)) <0 (4.2.71)

par le lemme 4.2.1 d) et I'équation (4.2.47). De méme, lorsque E > E., alors
S'"(E) = Sy(F — EL ) E(E) <O. (4.2.72)

max
Par conséquent, nous avons que ., := E est I'unique valeur positive telle que S(Epax) = 0.

Etape 6 :
Nous allons montrer les relations (4.2.36) qui existent entre F. et E.. en considérant

E. comme une fonction de s; et en remarquant que

E.> Bpax ,0 <5 <%,
Ec - Emax ,81 = ?, (4273)

E, < Epax ,§<51<1,

est équivalent a (4.2.36).
Soit 51 = g Il s’ensuit que la valeur x = 2E)  vérifie 'équation (4.2.44) avec E = x et
E(FE)=EL) | et donc

yi(r — E) vl (B

r=2EW 4 max max :
max 2 2

(4.2.74)

car y; = y;. Puisque y] est strictement croissante, par le lemme 4.2.1 ¢), cette équation ne

possede qu’une seule solution, d’ou nous avons

E,=2EY . (4.2.75)
Etant donné que E, > 0 annule la fonction d’entropie, ¢’est-a-dire
S(Ec) = S2(2E 5, — Eiax) = S1(Eq) =0, (4.2.76)

il en découle que F,. = E, ..

A la lumiére de ce qui précede et des relations (4.2.73), il suffit de montrer que

dE,
0. 4.2.77
o, © (4.2.77)

52



Par la décomposition (4.2.34) de I’énergie critique E., nous obtenons

dE, oYy Yy
C =20 (y; (B ! ! 4.2.78
G = MOGERNGE g (42.78)
oy
= (21 (yr (BED ) + 1) =2 ,
( 1 (wi( ) )881 —
ou 5 ) "
¥ 8s; I (yf (E
s E=EY), 1+ 4s7 I (y7 (Emax))
selon 1'équation (4.2.6), et donc
dE. 8si( 207 (y7 (BLL)) + 1
_ Bl LB Jniceny (4.2.80)
d81 1+ 482- I{'(yi‘( max))
En invoquant le lemme 2.2.2 d), e), et le lemme 4.2.1 b) et ¢), nous obtenons que ‘fgf <0,

car yi (D) > 0 et I (yi(E) > 0.
Etape 7
Nous allons montrer la décomposition (4.2.35) de I'énergie maximale Eypp,y.
Soit s > s9. Par la formule (4.2.33) et I’étape précédente, nous avons Ep.x > E. et par
conséquent
0= S5(Emnax) = S2(Fmax — ELL.) . (4.2.81)

max

En vertu du lemme 4.2.1 g), nous obtenons E,, — E) = E®@ O

max max*

4.3. DEMONSTRATION DU PREMIER ORDRE DU MAXIMUM (THEOREME 1)

L’objectif de cette section est d’établir le théoreme 1 qui se démontre a 'aide des deux
propositions suivantes.
Proposition 4.3.1. Lorsque § > 1, il existe C = C(§) tel que

P <maX Hy(o) > 5EmaxN‘ h) <e N (4.3.1)

TEXN

pour N suffisamment grand.

Proposition 4.3.2. Lorsque 0 < § < 1, il existe C = C(J) tel que

P (max Hy(o) < 6EmaXN‘ h) <e N (4.3.2)

cEX N

pour N suffisamment grand.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Par les propositions 4.3.1 et 4.3.2, il s’ensuit que

1
5> P (|5 mas Hy(0) ~ B

N>No N oeXy

> y‘h) < Y ePN<oo (4.3.3)
N>No
pour N, suffisamment grand. En invoquant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons la

convergence presque siire, conditionnelle sachant h, de % maxX,ex,y Hy(0) vers Epay. 0

4.3.1. Explications des démonstrations des propositions 4.3.1 et 4.3.2

Comme nous avons vu a la démonstration du théoreme 1, la convergence P-presque stire

du maximum normalisé,
o1
J\}lgéo — gel%}ff Hy(0) = Enax, (4.3.4)
s’obtient par une convergence en probabilité a un taux exponentiel. Nous cherchons donc
une fonction 7' telle que T'(§,Fmax) = C(6) dans les inégalités (4.3.1) et (4.3.2). En
particulier, nous obtenons un résultat de grandes déviations associé¢ a l’événement rare
{maxyesy Hy(0) > 0Emax N}, c’est-a-dire
o1
A}gnoo N log P (52%35 Hy(o) > 5EmaxN‘ h) = —T(4,Fmax), (4.3.5)
dont T est la fonction de taux.

Nous montrerons que

T(6, Ea) = S(6 Emae), (4.3.6)

ou S(E) est la fonction d’entropie du présent modele, définie a ’équation (1.2.8). En effet,
par l'inégalité de Markov, nous obtiendrons

P (max Hy(o) > (5EmaxN‘ h) < 3" P (Hy(0) > 0EmuN| h), (4.3.7)

%
oESN cEXN

et par l'inégalité (1.3.13) de Paley-Zygmund, nous aurons

E [Ny|hJ*
P (gel%)]\([ HN(U) < 5EmaxN’ h) S 1-— W, (438)

pour une variable aléatoire Ay bien choisie, ce qui fera apparaitre le facteur 2%, le nombre
de points au niveau /N.

La clef pour établir les propositions 4.3.1 et 4.3.2 consiste a scinder la densité d’énergie
magnétique yyn(o) en deux densités partielles, yﬁfh(a(”) et yf,)

un PGD.

L(0®), dont chacune vérifie
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4.3.2. Démonstration de la borne supérieure (Proposition 4.3.1)

Le lemme 4.3.3, servant a alléger la démonstration des proposition 4.3.1 et 4.4.1, s’avere
essentielle pour démontrer le premier ordre du maximum ainsi que ’entropie du modele
GREM avec CMA. Sa démonstration repose entierement sur le lemme 2.2.4 de Varadhan
appliqué aux densités partielles yﬁfh(a(”) et yﬁ?h(a(”).

Lemme 4.3.3. Soit A, B, E € R tels que A < B. Alors :

i) si E >0, alors

By VN
%P(Hma ) > EN|h) = Slm[E duy exp([Si(ur) + 0u, (1)] N) (4.3.9)
et
> P(HP(0) > EN\ h) = fﬁz / " s exp([Sa(uz) + 0w, (1)] N); (4.3.10)
52 S5 wJE

i) si0 < E < +/2log2+ E|hy| alors pour § > 1, alors
2N/ do) P (H > EN.HC?(0) < §,/21 2‘ h)
, vldo) v(o) v (o) < 0g

§(v/2Tog 2+ E(ha])
< exp(o(1)N) /E

dv exp(S(v)N), (4.3.11)
ot u(N) < v(N) signifie que u(N) < v(N) pour tout N suffisamment grand ;

iii) s10 < E < (s1+ s2)v/10g 2+ E|hy|, alors

2% [ (o) P (HN(U) > EN, AN < HO(6™) < BN, HE? () < 6(s1 + 55)1/log QN‘ h)
N

B 8] (s1+52)v/Iog 2+E[ 1 ]
< exp(o(1)N) /A duy /E dus exp([Sy(ur) + Sa(us — up)] N). (4.3.12)

DEMONSTRATION. Nous ne présenterons que la démonstration de 'inégalité 4.3.12 puisque

les trois autres s’obtiennent de fagon similaire. Nous rappelons que
Ha(o) = HY (o) + H (0)
ou
HY (W) _X(1>(0<1>)+E O (oM HP (o) = XQ( N o o
N = AN 5 YNnlT ), N (o) = NU)+2yN,h(U )-
De plus,
HE? (o) = X§(0) + X§(0)
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ot X' (e™) et XV (o) sont indépendantes et de lois normales centrées avec les variances
s?N et s2N, respectivement.
Soit

J=2" [ ju(do) P (HN(U) > E,AN < HY(00) < BN, HE?(0) < 8(s1 + 55)y/log 2N‘ h) .
>
"’ (4.3.13)

Nous obtenons la borne supérieure suivante, en conditionnant sur X4’ (¢®) et en utilisant
les densités de X (c@) et de X (o) :
(B-3uhe)N

A=yl )

P <(6Emax —yvn(@) N — 21 < X2 (0) < 8(s1 + 59)1/log 2N — a1

2
x
dxy exp| — ! )

9N /
/< SN i (do) ( 252N

")
~Ly B M)V 5(s1+52)VIogZN —1 2 ;
SQN/Z pin(do) /(< ) 1/( ) das exp(—[ Lt 2 D

ALy (U(U))N E—yn (o)) N—a1 252N 28N
(4.3.14)
En effectuant la transformation
up = § + ;ygxlr)h(a(l)%
(4.3.15)
uy = 5+ 2 +ynn(0),
et en remarquant que, par le théoréme de la loi forte des grand nombres,
1N
ynn(o) < NZ |ha] < OE[|h]] (4.3.16)
i=1
pour N suffisamment grand (P-presque stirement) et 6 > 1, nous obtenons
B 8[(s1+52)vI0g 2+B[|h1 ]
J < exp(Nlog2) / jin(do) /A du / dus (4.3.17)
SN E
2
U 1y<1> oM Uo — U 1y(2) o@
.exp_(l 2YN ))+<2 1~ 3Ynl )) N
252 253

Par le théoréeme de Fubini et le lemme 2.2.4 de Varadhan appliqué aux fonctions bornées et

ug—ul—az)

continues Fi(a) = —(ul “) et Fy(a) = _ 5z il en découle que
2

B ) (51+52)\/10g2+EHh1|]]
J < /A duy /E dus exp([S1(u1) — Sa(us — 1) + 0uyay (D] N (4.3.18)

B 8[(s14s2)v/Tog 2+E[ 1 ]
< exp(o(1)N) /A duy /E dug exp([S1(u1) + Sa(uz —up)] N),
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étant donnée que 0y, 4, (1) < o(1) sur le compact [A,B] x [E,é((sl + 59)v/10g2 + E [|h1|]>]
U

La démonstration de la proposition 4.3.1 se divise en deux cas, s; < sg et §7 > $o, OU
dans chacun d’eux la probabilité de la borne supérieure (4.3.1) est majorée par l'inégalité de
Markov. Elle se poursuit par une application du lemme de Varadhan via le lemme 4.3.3, et
se termine en invoquant le théoreme des accroissements finis aux fonctions d’entropie Sy (£} )

et SQ(EQ)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.1. Posons

My = max Hy(0), MY = max Hy (0"), My? = max HY? (o), (4.3.19)

oEXN g(l)eEN/2 oEXN

ot MY est le maximum de "hamiltonien au premier niveau et My *, le maximum du modele
GREM a deux niveaux.

Cas 51 < s9:

Afin de se placer sur un compact, nous remarquons que la quantité P ( My > §FEy,. N | h)

est majorée par ’expression

P (My > §EpnaxN|h) <P (MN > 6 Emax N, M? < §1/210g QN‘ h) (4.3.20)
+P (M}\?’Q) > §4/2log 2N) :

Par I'inégalité (3.1.6), le second terme de la somme décroit & un taux exponentiel. A I'aide
de I'inégalité de Markov, le premier terme de la somme, représenté par J, est majoré par
I’expression

J< Y P <HN(0) > §EpaN, HE? (0) < 6,/210g QN‘ h) (4.3.21)

oEXN
=N /ZN pun(do) P (HN(O') > 0 Epax N, HY? (0) < 5\/210g2N' h) .

Par l'inégalité (4.3.11) et par I'expression de S(FE) donnée a la proposition 4.2.5, nous obte-
nons

(v/21og 2+E[|h1]])
J < exp([Suc (6 Emax) + 0(1)] N) / dv exp([Suc () — Spo (6 Emae)] N) .

6Emax
(4.3.22)

Puisque, par le lemme 4.2.2 ¢), la fonction Sy (E) est strictement décroissante sur I'intervalle

[0,00), il s’ensuit que Spe(v) — Sre(dFmax) < 0, d’ott nous concluons que

J < exp([Sre(0 Bpax) + o(1)] N) = e~ (4.3.23)
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Cas s; > ss:

Pour se placer sur un compact, nous notons que la quantité P (My > dE . N|h) est

majorée par une somme de trois termes, a savoir,

P (My > 0EnaN|h)

<P (MN > §EmaeN,0 < MY < 6ED N, M < §(s1 + 59)1/log 2N‘ h)

max

max

+P (MY <0/h) + P (MY > GELN|h) + P (Mﬁ” > 5\/21og QN) . (4.3.24)

Par les inégalités (4.2.31) et (3.1.2), le second et le dernier terme de la somme décroissent a
un taux exponentiel. Le premier terme de cette méme somme, représenté par J, est majoré

a I'aide de l'inégalité de Markov, d’ou il en découle que

J<oN / jin(do)
N
P (HN(U) > §EpaeN,0 < HO(00) < SEO_N,HE (6) < 6(s1 + 52)1/log 2N‘ h> (4.3.25)

Par I'inégalité (4.3.12), il s’ensuit que

. S Bl 8[(s1+s2)V/Iog 24+ B[ |1 ]
J < exp(o(l)N)/O du,y /6 dug exp([S1(u1) + Sa(ug —up)| N).

Emax
(4.3.26)

La prochaine étape consiste a majorer les fonctions d’entropie Sy (uy) et Sa(ug — up) via

le théoréme des accroissements finis afin d’obtenir

Si(ur) + Sa(us — uy) < So(GER. ) + [SYSE® ) — SIGED N (GED —wy)  (4.3.27)

max max max

avec

SLSER. ) — Si(SEY ) < 0. (4.3.28)

max max

Premieérement, par le théoreme des accroissement finis, nous avons

Sl(ul) = Sl(ul) — Sl((SE(l) ) + Sl((SE(l) ) (4329)

max max

= S1(6ELL) — S1(04,)(0EL  — uy)

max max
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ouuy <0, <dEL)

max*

Comme S;(0ER ) < 0 et S1” < 0, nous obtenons

max

Si(uy) < —S{(6ED)(SED. — uy). (4.3.30)

max max

Deuxiéemement, puisque 1’énergie maximale Ep,,, se décompose selon I’équation (4.2.35),

en appliquant une somme télescopique a la quantité Ss(us — uy), il en découle que

SQ(UQ — U1> = SQ(UQ — Ul) — SQ(éEmaX — Ul) —+ SQ(éEmax — ul) — 52(6<E<2) )) + SQ(éE(2> ) .

max max

(4.3.31)

Par le théoreme des accroissements finis, nous obtenons

Sa(ug — ur) = So(0E ) + S5(Buy) (0 Bk — 1) + S50ty uy) (U2 — 0 Bmaxc) (4.3.32)

ou dEQ  —uy < By < 0(Epax — EQ) = 0EZ) et 0FEpax — Uy < Qyyuy < Uz — Uy < 0EQ)

max max ) max max*

Puisque, par le lemme 4.2.1 €), nous avons S5 < 0 et S5(0) = 0, il s’ensuit que

So(ts — ur) < So(6ER.) + SLSED YGED. — ) + SyE2 V(s — 6Fmae)  (4.3.33)

max max max max

< S(6E® )+ SLOED YGED. —uy).

max max max

Nous obtenons donc 'inégalité (4.3.27).

La derniére étape revient a montrer l'inégalité (4.3.28), car alors nous aurons

J < Nexp([S2(6E@,) + o(1)] N) < e N, (4.3.34)

max

ott Cy = —2[S5(0E® )] > 0 puisque, par le lemme 4.2.1 g), nous avons Sy(E) < 0 lorsque

2 max
E>E®

max*

Par la proposition 4.2.5, Eyax > E.. Or, nous avons & (FEna.y) > &1(E,) = EQ, ou la
fonction &, définie a I’équation (4.2.44), est continue et strictement croissante. Considérons
la fonction continue

w(d) = 0EL)  — E1(0Fmax) (4.3.35)

max

qui est telle que w(1) = B — & (Epax) < 0. 11 existe 6 > 1 pour lequel

max

SEY  — E(6 Emax) < 0, (4.3.36)

max

c’est-a-dire

SEY < & (6 Emax) - (4.3.37)

max
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Par I'inégalité (4.2.41), nous obtenons

0
Eg((sEmax,El) < 0, (4338)

ou g est définie a ’équation (4.2.40), ce qui implique que E; — g(0 Epax, E1) est décroissante.
Comme (0 Emax,&1(0Emax)) = 0, alors g(d Fnax,0EL) ) > 0 par Uinégalité (4.3.37), ce qui

max

implique

1
STOEL) ) — S5(0 Eax — 0 Frax) = @9(5Emax,5E$;X) > 0. (4.3.39)
Cela démontre I'inégalité (4.3.28) et termine ainsi la démonstration de la proposition. O

4.3.3. Démonstration de la borne inférieure (Proposition 4.3.2)

La démonstration de la proposition 4.3.2 se résume a majorer la probabilité (4.3.2) par une
quantité qui dépend de la probabilité de I'événement { Ny (E1,0 Frax) > 1}, ot Ny (F1,0 Erax)
compte le nombre de configurations dont I'énergie au premier niveau et celle au second niveau
excedent respectivement les valeurs E1 N et 6 E,./N. Puisque cette derniere variable est non
négative, l'inégalité de Paley-Zygmund (1.3.13) s’applique. Il suffit alors d’approximer le
premier et le second moment, E [Ny (FE1,0Enax)| h] et E [NN(El,(SEmaXﬂ h], puis d’utiliser
le théoreme des accroissements finis appliqué aux fonctions d’entropie S1(E}) et Sy(Es) pour

obtenir la décroissance exponentielle désirée.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.3.2. Soit £ = dF,,x ot 0 < § < 1. Nous avons

P(My < EN|h)=1-P (My > EN|h). (4.3.40)

Posons

Ny(EvE) = # {0 € Sy |HY (0) > BN, HY (0) > (E — Ey)N}, (4.3.41)

tel que 0 < E; < E, qui est le nombre de configurations dont 1’énergie au premier niveau

excede E1N et I'énergie au second niveau excede (E — E7)N. Il s’ensuit que

P (My < EN|h) <1—-P (Ny(E,E) > 1|h), (4.3.42)

car {My > EN} D {Ny(E,E) > 1}, et par I'inégalité de Paley-Zygmund (1.3.13), nous
{ ; p g v-Zyg ;

obtenons )
E [NN(ElaE)2| h] .

P (Ny(EL,E)>1/h) <1— (4.3.43)
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Le carré de Ny (F1,E) est une somme sur les paires (0,6) € Xy X Xy qui se partitionne

en une somme de trois termes, a savoir,

(B E 1
Ny (E, UEZEN anZN {H§V1>(a<1))>E1N,H§V2>(a)>(E—E1)N} {H§V1>(a(1>)>E1N,H§V?)(&)>(E—E1)N}
- NN(El,E)

1 1
+a<1>z;r<1) a%;m) {H(l)(a(l))>E1NH(Z)(a)>(E El)N} {H(l)(a(l))>E1NH( )(6)>(E— El)N}

+ 1 X . ,
0(1%:0(1) 0(2)2;(2) {H<l oW)>E N,HP (0)>(E- E1)N} {H](\})(a(l))>E1N,H1(\?)(a)>(E—E1)N}
(4.3.44)

ouo=(cMc®)etd=(6",6%)avec cM,c® .60 67 € 3y .

En appliquant ’espérance conditionnelle sachant h au second terme de I’équation (4.3.44),

|

=33 > P(HY(e™)> E\N|h) P (H(0) > (E— Ey)N|h) P (HJ(6) > (E - Ey)N|h).
o) ¢(2) 5(2)£5(2)

il en découle par indépendance que

1 1
Ju; 2% {H](vl)(a(l))>E1N,H](\$)(a)>(E7E1)N} {H](\})(&(1>)>E1N,H](\?)(&)>(E7E1)N}

(4.3.45)

En suprimant la contrainte c® # ® dans la seconde sommation, nous obtenons

1 1 h
sz:m ()z: {H](vl)(a(l))>E1N,H](\?)(a)>(E7E1)N} {H](\})(&(1))>E1N,HZ(\?)(&)>(E7E1)N}

<SS P(HP(O®) > EiN|h) P (H (0) > (E — E)N|h) P (H{(6) > (E — E;)N|h)

o) 5(2) 5(2)

<> P(HY(c") > E;N|h) (ZP(H@)( ) > (E—El)N\h)) ,
o) )

(4.3.46)

ou chaque sommation sera traitée a 1’aide de la proposition 4.3.3.

En faisant de méme pour le dernier terme de I’équation (4.3.44), il s’ensuit que
h]

h] E [1{H}V”(a(l))>E1N,H§5>(&)>(E_E1)N}
(4.3.47)

1 1
0<1§(1>0<2)Z&(2) {H}V”(a(1>)>E1N,H}§>(a)>(E—E1)N} {H}V”(6<1>)>E1N,H§j)(6)>(E—E1)N}

= > > En

oM #£61) () 5(2)

h],

{ H (cW)>E N,H (0)>(E— El)N}
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et donc

E

1{H}V”(g<1))>E1N,H§V2>(a)>(E—E1)N} 1 {H}V” (6M)>E N, HY (?7)>(E—E1)N} h}

|

(4.3.48)

oM #£51) 5(2) 5(2)
<2 E
o &

= E [Ny (Ey,E)| h)?,

1 {H](\}) (c)>E N,HY (a)>(E7E1)N} 1{HJ(\})(&(1))>E1N,HI(\?>(&)>(E7E1)N}

qui est égal au numérateur de la fraction apparaissant a (4.3.43).
Ainsi, par I'inégalité (1 + x)(1 — x) < 1, nous obtenons

E[Ny(E1,E)| h]2
E [Ny (E1,E)?| h]

-1

> P (HY(e") > EiN|h) (Z P (H (o) > (E— E)N| h))

1 o) o2
| RN BB T E [Ny (Er.E)| 1]
1 > P(HY(0) > EiN|h) (ZP (HS (o) > (E—EQN\h))
o) o(2)
“ 1 B Na(B E)b] B [N (5 B) b '

(4.3.49)

Le tout rassemblé, nous avons
1
[N (E1,E) b

P(My < EN[h) < &

> P(HY(e) > EiN|h) (Z P (HY(0) > (E - E)N| h))

o(1) o(2)

E [Ny (E1,E)| h)?

(4.3.50)

Il suffit maintenant de majorer chaque terme de la partie droite de I'inégalité.
Pour le second terme, étant donné la linéarité de l'espérance conditionnelle,
E[Ny(EyE) b =Y P (H(0") > EtN|h) > P (HY (o) > (E - E)N|h),

0'(1) 0'(2)

(4.3.51)
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et les équations (4.3.9) et (4.3.10), nous obtenons

> P (Hy(e") > EiN|h) (Z P (HY (o) > (E— E)N| h))

0'(1) 0'(2)

E [Ny (E1,E)| h]?

< ( [E °° dus exp([S1(ur) + 0w, (1)] N)>_1 . (4.3.52)

Afin de minorer l'intégrale au dénominateur, nous tronquons la borne supérieure de
'intégrale et nous appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction S;(F1).

Ainsi, lorsque € > E7, nous obtenons

[e.9]

. duy exp([S1(u1) + 0y, (1)] N)

> exp([S1(F1) +o(1)]N) | duy exp([Si(u1) — S1(Ey)|N), (4.3.53)

Eq

et, par le théoreme des accroissements finis, il existe F; < oy, < € tel que
SI(U1> — Sl(El) == Si(aul) (u1 - El) (4354)
> 81(5) (ul - El)a

puisque E; > 0 et 51" < 0 par le lemme 4.2.1 ¢). Il s’ensuit que

o0

Eq

duy exp([S1(ur) + 0w, (D] N) > exp([S1(£1) + o(1)] N) [El duy exp(Sy(€) (w1 — E1)N)
1

= oxp([Si(E1) + o(1)] N) — SOEEY),

EEI

(4.3.55)
Pour N suffisamment grand, nous obtenons
: dr exp([Si(z + E1) + o(1)] N) > exp([S1(E1) + o(1)] N) . (4.3.56)
1
Par un argument similaire, nous obtenons la borne inférieure
E [Ny(E1,E)| h] > exp([Si(E1) + S2(E — E1) +o(1)] N). (4.3.57)

Il en résulte I'inégalité

P(My < EN|h) < exp(— [S1(E1) + So(E — E) +o(1)] N) + exp(— [S1(E1) + o(1)] N)
S 6703]\/
(4.3.58)
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pour N suffisamment grand avec C3 > 0, en choisissant 0 < £} < B et 0 < E—FE, < E®

max max’

car alors S1(Ey) > 0 et So(E — Ey) > 0 par le lemme (4.2.1). O

4.4. DEMONSTRATION DE L'ENTROPIE (THEOREME 2)

L’objectif de cette section est d’établir le théoreme 2 a 'aide les propositions suivantes.

Nous rappelons la définition de Ny (FE), a savoir,

Ny(B) = # {0 € Sy | Hx(0) > ENY, (4.4.1)

défini & I’équation (1.1.8), qui est le nombre de configurations pour lesquelles ’hamiltonien
excede I'énergie EN.
Proposition 4.4.1. Soient E >0 et § > 1. Il existe C = C(F,s1,0) > 0 tel que

P (Ny(E) > N h) < eV (4.4.2)
pour N suffisamment grand.
Proposition 4.4.2. Soient E >0 et 0 < § < 1. Il existe C = C(FE,s1,0) > 0 tel que

P (NN(E) < N5®]

h) < e ON (4.4.3)

pour N suffisamment grand et pour 6= f(9).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Par les propositions 4.4.1 et 4.4.2, il s’ensuit que

S P (‘JblogNN(E) - S(E)‘ > 7‘ h> <Y N oo (4.4.4)

N>No N=>No

pour Ny suffisamment grand. En invoquant le lemme de Borel-Cantelli, nous obtenons la

convergence presque siire de % log Ny (E), conditionnelle sachant h, vers S(E). O

4.4.1. Explications des démonstrations
Nous cherchons a établir la convergence P-presque stire, vers la fonction d’entropie S(E),

du log-nombre normalisé de configurations dont les énergies excedent E'N :

N—o0

lim ]1V1og# {0 €Sy | Hy(0) > EN} = S(E). (4.4.5)

Notons qu’en soustrayant log 2 de part et d’autre de 1’égalité, nous montrons que 1’événement
{o0 € ¥y | Hn(0) > EN} est un événement rare pour la mesure uniforme py sur I'hypercube

avec fonction de taux S(E) — log 2.
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L’idée directrice que nous allons adoptée est celle de la section 4.3, a savoir diviser la
tdche en deux étapes : établir I'inégalité (4.4.2) grice a I'inégalité de Markov, puis obtenir
I'inégalité (4.4.3) grace a l'aide I'inégalité de Paley-Zygmund (1.3.13).

4.4.2. Démonstration de la borne supérieure (Proposition 4.4.1)

Nous démontrons la proposition 4.4.1 comme nous 'avons fait a la proposition 4.3.1. en

la subdivisant en deux cas.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.4.1. Soient £ > 0 et § > 1.
Cas 51 < spous; >syet BE<E.:

Par I'inégalité de Markov, nous avons la borne supérieure

P (N (E) > VP h) < exp(—NS(E)6) E [N, (E)|h], (4.4.6)

ou l'espérance E [Ny (FE)|h] se scinde en deux comme suit

E[Ny(E)h] = > P(Hy(0) > EN|h) (4.4.7)
TEYN
= > P(EN —yyn(o) < HJ?(0) <SEGIN|h)
oEXN
+ Y P(HY?(0) > 0ESIN|h),
cEXN

ou EG? est I'énergie maximale du modele GREM de la proposition 3.1.2. Par l'inéga-
lité (3.1.6), le second terme de la somme ci-dessus décroit & un taux exponentiel, et alors celui-
ci multiplié par le facteur exp(—NS(F)J) décroit aussi a un taux exponentiel car S(E) > 0.
Quant au premier terme de la somme, représenté par J, par 'inégalité (4.3.11), il est majoré

par 'expression
S(BL +E[ k)

J < exp(o(1)N) / dv exp(S(v)N). (4.4.8)
E
Il s’ensuit que
(1+0) (Bl +E(|ha |))
exp(—NS(E)0) J < exp(—NS(E)(d — 1) + o(1)N) / dv  (4.4.9)
E

exp([S(v) — S(E)| N)
< exp(—];[S(E)(é — 1))

pour N suffissamment grand, étant donné que S(v) — S(E) < 0, car S est strictement dé-
croissant par (4.2.71). Alors, il existe Cy > 0 tel que

P (N (E) > eVEP | h) < em N (4.4.10)
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pour N suffisamment grand.
Cas sy > sy et > FE,.

Soit 1 <6 < % de sorte que E, < (3 —20)E < Fax.
Afin de se placer sur un compact, nous définissons les variables aléatoires a valeurs entieres

suivantes :

V(B = # {00 € Sy, | HY (0V) > EINY, (4.4.11)
V() = # {0 €Sy | HY(0V) < EiN},
NENL) = #{o € Sy [HF?(0) > LN},

ou NV, ]i,br)(El) compte le nombres de configurations au premier niveau associées a des énergies
excédant By N, Ny~ )(El) dénombre celles dont les énergies associées n’atteignent pas F4 N,
et N¢?(L) donne le nombre de configurations telles que les énergies dépourvu du champ
magnétique dépassent LN.

Ainsi, nous obtenons

P (N (B) > M50 )
<P (NMVV(ER) > 1/h) + P (N (OER,) > 1|h) + P (N2 (GEGIN) > 1)

FP (N (B) > NS0 N (GER,) = 0N (6E,) = ONE? GBI N) = 0| h).
(4.4.12)

Par les inégalités (4.2.31) et (3.1.6) et I'égalité E\) = —EQ)_ les trois premiers termes de

max’

la somme de droite décroissent a un taux exponentiel. Pour le dernier terme, représenté par

J, nous le majorons par la probabilité
J <

(G,2)
P(#{ | BN < ICD < po N (38— 20) B — 1xenl0) N<H()<E<GQ>N}>6

max max

(4.4.13)

puique 0 < §(3 —20) < 1 lorsque 1 < § < %
Par I'inégalité de Markov et I'inégalité (4.3.12), nous obtenons
OB S

J < exp(—N(So(E — Er(ﬁ;x)CSJFO(l)))/ w
§E 6(3—20)E

min

(4.4.14)

car S(E) = So(E — EQ)) lorsque E > E..

I1 ne reste qu’a majorer les fonctions d’entropie Sy (uy) et Sa(us — uy) a l'aide du théoreme

des accroissements finis.
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Premierement, nous pouvons réécrire Sy (u;) comme suit

Si(ur) = Si(ur) — Sy (6ED. ) + Sy (6ED. ), (4.4.15)

max max

et par le théoreme des accroissements finis, nous avons

Si(ur) = S1(8ED ) — S0, ) (SED. — ), (4.4.16)

max max

ol uy < 0, < dEY . . Puisque, par le lemme 4.2.1 e), nous avons S1(dE) ) < 0 et S;” <0,

max* max

alors
Si(uy) < —S{((SE“’ )[(SE“) — . (4.4.17)

max max

Deuxiéemement, par le moyen d’'une somme télescopique appliquée a So(ug —uy ), suivi du
théoreme des accroissements finis, nous obtenons
— 55(6(3—=20)E —6E) )+ S2(6(3 —20)E — dES) )

= S5(8(3 — 20)E — SED) + Sh(0tuy ) [tz — (3 — 26)E]

max

+ 55 (Buy) [0 Byl — wa

ol 6(3 — 20)E — thy < Oy iy < Uz — U1 €t 6(3 — 20)E — 6ED < B,, < 8(3 — 20)E — 6EY)

max max*

Sachant que S5 < 0, nous avons

SQ(UQ — Ul) < 52(5(3 — 25)E — 5E(1) ) + 55(5(3 - 25)E — (SE(I) ) [5E(1) — ul] (4419)

max max max

4 SL(5(3 — 20)E — 6ED. ) [us — (3 — 26)E],

max

et comme (3 —26)E > E,, alors

SQ(UQ - U1> < SQ<5(3 — 25>E — (5E<1) ) + Sé(é(?) — 25)E — (SE(D ) [5E(1) — ul] . (4420)

max max max

En résumé, nous avons montré que

Sl(ul) + SQ(UQ — u1> < 32(5(3 — 25)E —dEW )—I— (4421)

max

[1S5(8(3 — 20)E — 6ED ) — S1(GEW Y [FEL. — ],

max max max

et par I'inégalité (4.3.28) avec (3 — 20)E — E{) au lieu de E)_, nous obtenons

max max?

Sl(ul) + SQ(UQ — Ul) < 52(5(3 — 2(5)E — 0B ) (4422)

max

67



L’inégalité (4.4.14) se réduit a

J < exp(—N(So(E — B )5 — Sy(6(3 — 26)E — SE®. ) + o(1))). (4.4.23)

max max

Or, dans 'exposant de I'expression précédente, nous avons

So(E — ED.) 6 — Sy(5(3 — 26)E — 6ED,) = [So(E — BD,) — S5(8(3 — 20)E — 6EL)] 6

max max max max

+ (0 —1)S(6(3—20)FE — dE) )

max

> [So(E — D) — Sy(8(3 — 20)E — 6ED 6,

max max

(4.4.24)

puisque So(d(3 —20)E —JEL) ) > 0 étant donné que 6(3—20)E —0E) < EQ pour d > 1

max max max

suffisamment pres de 1.

En appliquant le théoréme des accroissements finis, nous avons

So(E — ED ) — Sy(6(3 — 20)E — 6B, ) = S4(0) [E — BV — §(3 — 26)E + 6BV

max max max max]

= SL(0) (6 — 1) [(26 — 1)E + B

max] ?

(4.4.25)

ot §(3 — 20)E —0EW <0 < E— EW

max max?’

et puisque S < 0, alors nous obtenons

So(E — BN ) — S5(5(3 — 20)E — ED.) > S4(E — ED.) (5 — 1) [(26 — 1)E + EW)

max max max max] °

(4.4.26)

Il en découle que
J < exp(—Cs5N), (4.4.27)
avec Cy = —%Sé(@) (6—1[20—1)E+ EL ]>0. O

4.4.3. Démonstration de la borne inférieure (Proposition 4.4.2)

La démonstration de la proposition 4.4.2 est similaire a celle de la proposition 4.3.2. Elle

s’effectue a l'aide de l'inégalité de Paley-Zygmund (1.3.13).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.4.2. Soient 0 < E; < Eet 0 < 6 < % Posons
v=(1—-0)(1+20) de telle sorte que v > 1.
Remarquons que
3 (NN(E) < eNSE] h) <1-P (./\/'N(VEl,yE) > N[SE) ] h) , (4.4.28)
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puisque nous avons l'inclusion
{o € Sy|Hy(0) > EN} D {0 € Sy | HY (6) > yELN, HY (0) > v(E — Ey)N}.
(4.4.29)

Par I'inégalité de Paley-Zygmund (1.3.13), nous obtenons

eN[s(E)-4] E[Ny(vE1,vE)|lh
E [Nx(vE1,vE)|h]

P (Ny(vE1,yE) > eV h) > (1 -

Premiérement, par I'inégalité (4.3.57), nous avons

E [Ny(vEy v E)| h] > exp([S1(vEL) 4 Sa(v(E — Ey)) + o(1)] N) , (4.4.31)

d’ou nous obtenons

eN[S(E)fS]

1- >
E [Ny (vELYE)]

1 - exp([S(E) — Si(vEr) = S2(v(E — Ex)) — o+ 0(1)] N) :
(4.4.32)

Deuxiémement, par les inégaltiés (4.3.49), (4.3.52) et (4.3.56), nous obtenons

E [Ny (vE1vE)| h]”
E [Ny (vE17E)*| h]

> 1= 2exp([=S1(vE1) + o(1)] N) — exp(=S2(y(E — Eq) + o(1))N)

> 1
(4.4.33)

pour N suffisamment grand, puisque S;(vE1) > 0 et Sao(y(E — Ey)) > 0.

Nous avons montré que

P (N(B) < M4

h) < exp([S(E) = Si(vEy) — So(v(E — E1)) — 6+ o(1)| N) .
(4.4.34)

Selon I"équation (4.2.58), la fonction d’entropie du modele GREM avec CMA est donnée
par
S(E) = Si(&(E)) + Sa(E — &(E)). (4.4.35)

ott £1(E) € [EL),,EW ], définie a I’équation (4.2.44) et telle que 0 < & (E) < E, est I'unique

max
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valeur qui maximise cette fonction. Ainsi, nous avons

S(E) = S1(vEy) = Sa(V(E — Er)) = S1(&u(E)) — Si(vEn) (4.4.36)
+5(E - &i(E)) — S2(v(E — En)),
et par le théoreme des accroissements finis, nous obtenons
S(E) = S1(vEr) — Sa(v(E — Ey)) = =51(61) [yEL — £1(E)) (4.4.37)
= Sy(02) V(E = E1) — E+ &(E)].
ou &(E) < by < ~E(FE) et E—&(F) < 0y < y(E —&(F)). En choisissant £y = & (F),
nous obtenons par le choix de v que

VB — &(E) = (v — 1) &(E) = 5(1 — 20)&,(E), (4.4.38)

d’ott il en découle que
WE—E)—E+&E)=(-1)E—(y—1)&(E) (4.4.39)
= 5(1—26) |[E — &(E)].
Alors, nous avons
S(E) — Si(vEy) — So(y(E — Ey)) = —=S1(61) 6(1 — 20)&E,(F) (4.4.40)
— 55(62)6(1 —20) [E — &1(R)].
Puisque S1” < 0 et S5” < 0, il s’ensuit que
S(E) — S1(vEy) — So(v(E — Ey)) < =S1(vE1) 6(1 — 26)&(E) (4.4.41)
— S(V(E = &(E))) (1 — 20) [E — &(E)]
< max {—S1(vE1), — S,(v(E — &1(F)))}
01 —=20)E1(E) +6(1 —20) [E — &(F)]]
= max {—S{(vE1), — Sy(v(E — &(E)))}
-5(1 —20)E.

En posant,

§ = 2max {—S(1Er) , — Sy((E — &(E))} (1 — 20)F, (14.2)
ou chaque terme est positif en raison du lemme 4.2.1 f), puisque vE; > 0 et v(E — & (F)) > 0,

nous obtenons

S(E) = S1(7Ey) — Ss(1(E — By)) < —;S, (4.4.43)

70



ce qui implique finalement que

P <NN(E) < N[s@)-d]

h) < e N (4.4.44)

ot Cg = 1§ > 0. O

1
3

4.5. DEMONSTRATION DE LA FONCTION D’ENERGIE LIBRE (THEOREME 3)

Nous rappelons que la fonction d’énergie libre du modele GREM avec CMA, définie a

I'équation (1.1.10), est donnée par la limite P-presque siire

F(8) = Jim < log X exp(8HA(0)), (45.1)
lorsque celle-ci existe.

Nous allons démontrer la convergence presque siire de la fonction d’énergie libre en éta-
blissant préalablement le principe variationnel de Gibbs, a la proposition 4.5.1, qui est la
fonction conjuguée de la fonction —S(E). La démonstration du théoreme 3 consistera a
résoudre 'expression de ce principe variationnel.

Proposition 4.5.1. Lorsque 8 > 0,

f(p) = sup {BE+S(E)}, P-presque strement. (4.5.2)
EE[Emin,Emax]

DEMONSTRATION. La démonstration s’effectue en deux étapes : 1) la fonction conjuguée de
—S(E) est une borne supérieure de la fonction d’énergie libre, et 2) cette méme conjuguée
est aussi une borne inférieure de la fonction d’énergie libre.

Premiérement, puisque 8 > 0 et, par la proposition 4.2.5, S(E) est une fonction paire,

alors

sup {BE+S(E)}= sup {BE+ S(E)}, (4.5.3)

Ee[EmirnEmax] EE[OaEmax}

ce qui revient a dire que les configurations o avec un hamiltonien Hy (o) négatif ne contri-

buent aucunement a la fonction d’énergie libre. Choisissons un entier positif M > 1 ainsi

que 0 < e < %, et considérons une partition {vg,v1,...,vp} de Uintervalle [0, Epax + €] ol
vj = % 7 pour 7 =0,1,...,M. La borne supérieure de la quantité ¢ impose la condition

Uni—1 < Fnax & la partition dont nous aurons besoin plus bas.

Par le théoreme 1, il existe un événement A sur lequel

. 1
]\}gréo v Dax Hy(0) = Frax, (4.5.4)
avec P (A|h) = 1. Par le théoreme 2, pour j € {1,...,M}, il existe un événement D; sur
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lequel .
lim Nlog/\/ (vj) = S(v)), (4.5.5)

N—oo

ou P (Djlh)=1et Ny(E) =#{0c € Ey|Hn(o) > EN}, tel que défini a I’équation (1.1.8).
Considérons w € A ﬂ( jj\il Dj). Il existe N, tel que pour tout N > N, nous avons

N(Enin —¢) < Hy(0) < N(Epax + €), (4.5.6)

ou Hy(0) = Hy(o)(w). En définissant les ensembles U = {0 | N(Epin —€) < Hy(0) < 0} et
={o|Nv; < Hy(0) < Nvji}, il en découle que

> exp(BHy(0)) =Y exp(BHn(o MZ Z p(BHN(0)) (4.5.7)

TEXN oceU
M—
Z Z exp(BNVji1)
j=0 o€V}

car exp(BHy(0)) < 1 lorsque Hy (o) < 0. Notons que

Yo exp(BNvjia) < Y exp(BNvj) = exp(BNvj1) Na(v;), (4.5.8)

4% o:Hy(0)>Nv;
et par la limite (4.5.5), nous obtenons alors

> exp(BNvjy1) < exp((Brji1 + S(v;) +€) N), (4.5.9)

oeVj

car vy < Fnax. De plus, remarquons que, par la proposition 4.2.5, nous avons

2V = exp(5(0)) = exp(3 - 0+ S(0)). (4.5.10)
Il en découle que
> exp(BHy(0)) <exp(8-0+ 5(0)) + '_ exp(fvjs1 + S(v;) +e) N). (4.5.11)

Puisque, par le lemme 4.2.5, la fonction S(FE) est uniformément continue sur [0,Epy.x + €],

alors S(v;) < S(vj+1) + €, ce qui implique que

M-1
3 exp(BHN(0)) <exp(B-0+S(0) + Y exp(Bvji1 + S(vjp1) +2¢) N)  (4.5.12)
oEXN 7=0
< Mexp< sup {fvp + S(vk) + 2¢} N) .
0<k<M
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En prenant le logarithme de part et d’autre de I'inégalité, nous obtenons

1 1
—log Y exp(BHn(0)) < —logM + sup {Bvp+ S(vi)} + 2e,
N T N 0<k<M

d'ou il en découle que

1
limsup —log > exp(BHn(0)) < sup {Bvp+ S(w)} + 2e.
<k<M

N—oo UEEN 0
En laissant € tendre vers 0, nous avons

1
limsupﬁlog > exp(BHn(0)) < sup {Buk+ S(w)},
0<k<M

N—oo cEX N
ou vy = Ehax. Puisque l'inégalité suivante est vérifiée,

sup {fu +S(w)} < sup {BE+S(E)},

0<k<M E€[0,Emax]

nous obtenons

lim sup ]if log > exp(BHy(0)) < sup {BE+S(E)}.

N—oo oEXN EE[EminvEmax}

(4.5.13)

(4.5.14)

(4.5.15)

(4.5.16)

(4.5.17)

Deuxiémement, puisque par la proposition 4.2.5, F +— SE+S(E) est une fonction stricte-

ment concave et continue, elle atteint son maximum sur le compact [Fiin, Fmax] pour I'unique

valeur E*(3), c’est-a-dire,

sup  {BE+S5(E)} = BE" () + S(E*(D))-

Ee [Emin 7Emax}

Par le théoreme 2, il existe un événement Dg-(g) sur lequel

Jim o L (E°(9)) = S(E°(9)).

ouP (DE*(ﬁ)‘ h) = 1. Alors nous obtenons

> exp(BHy(0)) > ) exp(BHn(0))

oEXN o:Hy(o)>E*(B)N

> exp(BE"(B)N) Nx(E"(5))
> exp((BE(B) + S(E™(P)) — ) N)

pour N suffisamment grand. Il s’ensuit que

S Tog Ny(E*(8) > BE*(8) + S(E*(8)) — <.
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et puisque € > 0 est arbitraire, nous avons

1
liminf —log > exp(BHn(0)) > sup {BE+S(E)}. (4.5.22)
N—oo N cEX N EE[EminyEmax]
L’équation (4.5.2) est vérifiée sur I'événement certain A ﬁ( I Dj) N D). O

Nous poursuivons avec la démonstration du théoreme 4.5 ou 1'on considerera les deux
cas s1 < sg et s > Sy. Le premier reprend la démonstration présentée dans l'article [1] de
L. P. Arguin et N. Kistler, tandis que le second s’inspire de la méthode de cette démonstra-
tion. La premiére étape consiste & montrer que le principe variationnel (4.5.2) possede une
unique solution et que le maximum est atteint & 'unique énergie £(3) € [Ewin,Fmax], selon
B > 0. Par la suite, cette énergie se décompose en énergie propre au GREM et en celle du
CMA, dont chaque partie est résolue a I'aide des lemmes 4.2.2, 2.2.1, 2.2.2 et 4.2.1. Nous
terminons en déterminant les valeurs critiques de ’énergie libre associées correspondant aux

énergies de transition £/ = E. et E = Fyax.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Premiérement, nous allons montrer que

f(B) = BEB) + S(E(B)), (4.5.23)

ou £(5) est une fonction strictement croissante. Il suffit de montrer que S(E) est une fonction
différentiable et strictement concave, car alors le lemme 2.1.2 nous assure que £(f) vérifie
les propriétés énoncées.
Les équations (4.2.71) et (4.2.72) montrent que S(E) est différentiable lorsque E # E..
Puisque I'équation (4.2.71) se réécrit
S'(E) = [S{(&(E)) — S3(E — &(E)) E1(E) + S3(E — &1(E)) (4.5.24)
en raison de (4.2.39) et (4.2.43), alors

lim S'(E) = S4(E, — &(E,)) = Sy(E. — BV ) = lim S'(E) (4.5.25)

E—E; E—ET

par (4.2.52), ce qui implique que S(F) est aussi différentiable en E = E..

Pour la seconde dérivée, lorsque E' < E., nous avons

S"(E) = Sy(E - &(E)) (1 - &1(E)), (4.5.26)
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et lorsque £ > FE., nous obtenons

S"(E) = SU(E - BV ). (4.5.27)

max

La dérivée seconde existe pour tout E sauf en £ = E., car

lim S"(F)=Sy(E.— EQ) )1 —&(E.)) <SY(E—EY) )= lim S"(E) (4.5.28)
E—E; E—ET

étant donné (4.2.47). Nous en concluons que S(FE) est strictement concave et donc le

lemme 2.1.2 s’applique pour la fonction —S(FE). Par conséquent, 'équation (4.5.23) et la

propriété de croissance stricte de £(/3) sont vérifées.

Notons que ’équation (2.1.20) implique

B=-5(E(B)). (4.5.29)

Considérons le cas s1 < so. Par la proposition 4.2.5, nous avons S(E) = Sge(F), d'ou il

en découle que

f(B) = BE(B) + Src(E(B)) (4.5.30)

lorsque 5(ﬁ> S (Emin;Emax)y et
f(ﬁ) = /6Emax _l_ SRC(Emax) == ﬁEmax (4531)
pour £(8) = FEmax, par le lemme 4.2.2 f). Il existe donc une valeur critique [, telle que

E(B:) = Emax. Par I'équation (4.2.28), nous avons
(E(Be) — v (E(B)))°

Sre(E(e)) = log2 — 5 — I(y"(£(Be))), (4.5.32)

Pour déterminer (., nous devons calculer les quantités £(S.) — y*(E(5.)) et I(y*(E(B:)))-
Le lemme 4.2.2 d) et I’équation (4.5.29) nous donnent une décomposition de 1’énergie

5(6)7

E(B) = B+y"(E(B)), (4.5.33)
ou 3 est I'énergie du REM et y*(£(8)), celle du CMA. Il s’ensuit que
2
0=log2 ~ % — I(y"(£(5.)) (4.5.34)

B. = \/2(log 2 — I(y*(£(8.))).
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Par (2.2.9), nous avons

Iy (€(8e)) = y"(E(B))T(y™(E(Be))) — (T (y™(E(Be))))- (4.5.35)

Par les équations (4.2.30) et (2.2.10), lorsque 5 > 0, nous avons
EB) =Ty (E(B))) +y (E(B)), (4.5.36)

ce qui implique que

B =7y (€(B))). (4.5.37)
De plus, par (2.2.1) et (2.2.9), nous obtenons
y (E(B) =¥ ((y"(£()))) = ¢'(B) = E[hy tanh Sh] . (4.5.38)

Donc, pour = 3, le lemme 2.2.2 ¢) implique
I(y*(£(B.))) = BE [hy tanh Bhi] — ¢(5,) (4.5.39)
= [5.E [h; tanh 5.hy] — E [log cosh(S.hy)]

ce qui nous donne, a l'aide de (4.5.35), I'équation (1.2.17) avec 8.1 = fea = ..
Il suffit de caractériser la fonction f(3) lorsque 5 < ., c’est-a-dire £(B) € (Emin,Fmax)-

Par I'équation (4.2.28), nous avons

f(B) = Blr(y*(E(B))) +y"(E())] + log2 —

(€(8) —212*(5(ﬁ)))2 ~I(y*(E(B))).  (4.5.40)

Par les équations (4.5.37), (4.5.38) et (4.5.39) nous obtenons bien
2
f(B) = BB + E[hy tanh Bhy]] + log2 — é — BE [hy tanh Bhy] + E [log cosh(S8hy)] (4.5.41)

2
=log2+ 52 + E [log cosh(Bhq)] .

Considérons le cas s; > so. Par la proposition 4.2.5, nous avons S(F) = Sic(F) si
0< E<E.et S(E)=5(E—E )lorsque E, < E < Ep.x. Il y aura donc deux valeurs

max

critiques f.1 et B2 telles que

5(6671) - EC) g(ﬁc,?) = Emax- (4542)
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Lorsque 0 < 5 < .1, 'inégalité 0 < £(8) < E., est vérifiée, ce qui implique que

2

f(B) =log2+ 52 + E [log cosh(Shq)] (4.5.43)

comme au cas précédent. Si f.1 < 8 < B2, alors E, < E(f) < Epax, ce qui donne

f(B) = BE(B) + S2(E(B) — Enix) - (4.5.44)

Lorsque 3 > f3.2, nous obtenons £(f) = Epayx, d’olt il s’ensuit que

f(ﬁ) = BEmax + SQ(Emax - Er(rllg)lx> = BEmax + SQ(Er(IQI;X) = BEmax (4545)

par le lemme 4.2.1 g) et la décomposition de I’énergie maximale totale (4.2.35).

Nous déterminons maintenant f.;. Par I'équation (4.5.36), nous avons la décomposition

E(Ben) = (Y (Ben)) + " (Ben), (4.5.46)

d’ou il en découle que
E. = B.1+ E[hy tanh §,174] (4.5.47)

par (4.5.37) et (4.5.38). D’autre part, la proposition 4.2.5 nous donne la décomposition de
I’énergie critique
Ee =211 (47 (Efax)) + ¥1 (Eias)- (4.5.48)

max max

Afin de déterminer les quantités I (y(ES))) et yi(EL),), il faut résoudre la fonction

max max

d’énergie libre au premier niveau, soit

fi(B)= " sup  {BEi+ Si(E1)}. (4.5.49)

Er€[ES) Bi]

min’

Nous avons

f1(B) = BEV(B) + S1(EV(B)) (4.5.50)

tel que, par ’équation (2.1.20),
B=-51(EM(B), (4.5.51)

ou EM () est une fonction strictement croissante, par les lemmes 2.1.2 et 4.2.1. Lorsque
B vérifie I'inégalité 0 < B < BY alors EV(B) € (ELYL,EL.), et lorsque f > A%, alors

max

EW(P) = EL), d’ott nous obtenons par le lemme 4.2.1 g), 'égalité

A(B) = BEG + S1(EQ) = BEq. (4.5.52)
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Pour déterminer (", nous remarquons que, par I’équation (4.2.15), S vérifie 1'égalité

B = — <—12 (gm(ﬁ;n) _ W))

2
ENBY)  yi(E™(BY))
N s 252 ’
d’ou il découle que
yi (€U (B))

E() = siay + P,

De plus, par (4.2.3), nous avons ’équation

g2 (EV() — Bi€V(A))

SUEV (A = 5 x ~ R (E ()
1 2 2(1))\2
. R UHCUC)

0=log2 — s3B0% — 21 (y; (EV(BM))),

et alors

50 = -\ log2— 2141 (€ (5))).

(4.5.53)

(4.5.54)

(4.5.55)

(4.5.56)

Par le lemme 2.2.2 ¢) appliqué a la fonction ¢;(t) = $E [log cosh(2¢1 k)], nous avons que

la fonction I;(y) vérifie 'équation

Ly (€ (B) = yi (€W (BINyi (€ (B))) — er(ma(yi (€ (),

telle que
P (EV(B)))) = yi (€ (B))-

ou, par (2.2.10), nous obtenons

LI (EV(B)) = mulyi (€W (B)),

Par I'identité (4.2.10), nous avons

_GEY ()

S22t (4 (€ (5),

£0(B)
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et par l'identité (4.5.54), nous obtenons

6(1)
e —

L — (i (EV(5). (15.61)

De plus, pa le lemmer 2.2.1 appliqué a la fonction ¢, (t) = JE [log cosh(2thy)], nous obtenons
01 (t) = E[tanh(2t1h)] , il en découle que

(1)
i) = ot (- ) = Bl ot . (4.5.62
Alors, par (4.5.57), nous obtenons
) 1
Li(y; (EV(BM))) = Bc —E [hy tanh 8" hy] — iE [log cosh(B8"hy)], (4.5.63)
d’ot, par I'égalité (4.5.56), il s’ensuit que
BY = \/10g2 ' [hy tanh B hy| — B [log cosh(Bhy)] ). (4.5.64)

Par (4.5.47) et (4.5.48), nous en déduisons que

Beq + E[hi tanh 8. 1hy] = B + E [hy tanh 8], (4.5.65)

c’est-a-dire
Ber = B, (4.5.66)

étant donné que, par le lemme 2.2.1 ¢), la fonction x — = + E [hy tanh zh,] est strictement
croissante, et donc injective.
Pour .2, remarquons que la fonction d’énergie libre (4.5.44) s’apparente a (4.5.52), et

alors par un argument similaire, nous obtenons

Bep = 812\/10g 2 —(Be2E [hy tanh B, 9| — E [log cosh (5. 2h1)]), (4.5.67)
ol i}
£8) - B =538+ BED - i(e(8) = By tanh o (45.69)
et 3 ]
L(y3(E(P))) = EE [hq tanh Shy] — §E [log cosh(Bhy)] . (4.5.69)
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I1 ne reste qu’a caractériser la fonction d’énergie libre lorsque 3.1 < 8 < fBeo. A partir

de 'équation (4.5.44), nous avons

; E(8) - su3(E(9)”
16) = (s + BEPD 1y ) 4 B2 (£ - e
(4.5.70)
et donc .
f(B) = BEG) + 1052 + 5267 + gE [hy tanh Bk, ] — (S;fg) (4.5.71)
2

_ (gE [hy tanh Bhy] — ;E [log cosh(Wh)])

log 2 252 1
og +8225 +§E[logcosh(ﬁh1)].

= BB+

Nous terminons cette section par la démonstration du corollaire 1.2.1.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 1.2.1. Lorsque s; < s9, les équations (4.5.33) et (4.5.38)
impliquent que
Enax = E(B:) = Be + E [hy tanh 5.hy] . (4.5.72)

Considérons le cas sy > sq. Par les équation (4.5.64) et (4.5.65), nous obtenons 1'équation

implicite

Boq = 811\/1og 2 — (Be1E [hy tanh B, 1h1] — E [log cosh(Be.1h1)]) - (4.5.73)

De plus, par les équations (4.5.54) et (4.5.62) en remplacant § par f.1, nous obtenons

ED = s28,1 + B[Ry tanh foau) (4.5.74)

max 2

Par un argument similaire, nous avons obtenons la méme égalité pour 3., soit

E [h, tanh B.0h
B® — 28, + Ll tanh fealu] (4.5.75)

max 2
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Chapitre 5

AUTRES RESULTATS, DISCUSSION ET
CONJECTURES

Dans cette derniere partie de la theése, nous présentons les résultats généraux propres aux
modeles discutés aux chapitres 3 et 4, nommément le modele GREM et le modele GREM avec
CMA. Pour conclure, nous formulons une conjecture a propos des statistiques des valeurs
extrémes d’un modele connexe, celui de la marche aléatoire branchante (MAB) avec CMA.
A la lumicre des nouvelles techniques développées dans cet ouvrage, nous pouvons analyser
les propriétés macroscopiques de ce modele, et peut-étre méme celles microscopiques.

La section 5.1 porte sur les résultats du maximum, de l'entropie et de 1’énergie libre du
modele GREM a M niveaux. Les statistiques analogues au modele GREM a M niveaux avec
CMA sont précisées a la section 5.2. Nous terminons, a la section 5.3, par une conjecture

concernant les valeurs du maximum, de ’entropie et de 1’énergie libre du modele MAB avec
CMA.

5.1. MoDpELE GREM A M NIVEAUX

Le modele GREM(s,\) & M niveaux est défini par les parametres

S:(Sl,Sg,...,SM), )\:()\1,>\2,...,)\M), (511)

oul=X <A <XA<...<Ay=1lets; >0pour 1l <j < M. Sans perte de généralité,
nous supposons que ;N est un entier pour tout j. L’espace des configurations ¥y est divisé
de telle sorte que o € Yy est donné par le M-tuple ¢ = (¢, 0® ..., 0™) ou o¥ est
un vecteur de longueurs (A; — \;_1)N dont les entrées sont +1 ou —1. Il s’ensuit que pour
chaque j, il y a 2% configurations partielles (¢, ..., ) de longueur A\;N. Le modeéle sur
Y.y est donné par I’hamiltonien

M .
HGY (o) = Y XF (0, 0%), (5.12)

Jj=1



ol les variables Xﬁ)(o(l), ..., 09) sont indépendantes (en j et pour chaque (¢V,... 0%)) de
loi gaussienne de moyenne nulle et de variance s?()\j —Aj_1). (Notons ici que nous changeons
légerement la notation du chapitre 3 pour le GREM a deux niveaux. En fait, nous écrivons
s2)\; et s3(1 — A\p) au lieu de s? et s3 respectivement.)

Considérons la fonction étagée définie par
s(u) = 511, (u +ijjlx]) (5.1.3)

Les valeurs extrémes sont contrélées par la fonction linéaire par morceaux donnée par

j@:élwmu (5.1.4)

Plus précisément, comme nous pouvons le constater par les énoncés des théoremes 1, 2 et 3,
les statistiques définies en (1.1.7), (1.1.9) et (1.1.10) dépendent de I’enveloppe concave de 7,

c’est-a-dire,

_ t
j@:/amww (5.1.5)
0
ou s est 'unique fonction étagée, prenant les valeurs sy, 3s,...,5,,, telle que m < M et
s(u) = 0/\1] )+ Z 551 VIR ] u). (5.1.6)

Notons que les valeurs 5%,33, ..., 5>

? m

représentent les variances effectives du modele, ce qui
nous permet, de considérer le systeme comme une superposition de m modeles REM avec les

variances respectives 33,33, . .., 52,. Comme J est 'enveloppe concave de [J, nous avons que

{XO,Xl, . ,Xm} C { Moy A1y .- A} (voir la figure 5.1).

Nous avons le théoréme suivant (voir [8, 7, 2]).
Théoréme A. Soit le modéle GREM(s,\) a M niveaux sur Xy défini en (5.1.2). Alors le
premier ordre du maximum, [’entropie et ’énergie libre se réduisent a ceuxr d'un GREM a
m < M niveaur avec les paramétres 8 = (31,...,5,) et A= (A1,..., \n) tels que définis par
la concavification J donné en (5.1.5).

En particulier, le modele posséde m transitions de phase aux températures inverses cri-

Boj=— Mm%z 1<j<m, (5.1.7)

Sj

tiques

et le premier ordre du mazximum est donné par

Er(r?ajcu Z S] \/ 2 lOg Z ﬁcg ]( Xjfl)- (518)
j=1
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MoDELE GREM A M NIVEAUX

J(t): ——
T(a) 5
T + P (OFICEEEE
2 -7
T0u) B
7(X1) T /

FIGURE 5.1. Les fonctions J et J avec M = 7 et m = 4.

5.2. MopELE GREM A M NIVEAUX AVEC CMA

Les techniques développées au chapitre 4 a 'aide de la théorie des grandes déviations
s’étendent au modele GREM a M niveaux avec CMA. En effet, considérons 'hamiltonien

M .
HY(0) =S XP(0D,...,09) + Yy(0), (5.2.1)
j=1
ou le champ magnétique est donné par
N
Yn(o) = hio; (5.2.2)
i=1

tel que défini a I’équation (4.1.1) avec h = {h; |i € N} étant une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées dont le troisiéme moment est fini, E|h;|° < co.
Rappelons que 'effet du CMA tel que constaté aux théoremes 1, 2 et 3, consiste a réduire
de maniere effective 'espace des configurations. Le méme effet se produit pour le modele
GREM a M niveaux avec CMA, et nous obtenons le résultat suivant.
Théoréme B. Soit le modéle GREM(s,\) & M niveauz sur ¥ avec CMA défini en (5.2.1).
Alors le premier ordre du mazimum, [’entropie et l'énergie libre se réduisent a ceuxr d’un
GREM a m < M niveaux en présence d’'un CMA avec les paramétres 8 = (S1,...,5y,) et

A= (A1,..., \n) tels que définis par la concavification J donné en (5.1.5).
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En particulier, le modele possede m transitions de phase aux températures inverses cri-

tiques définies par l’équation

Bej = Q(bg 2 —(B.,E [h tanh(B,;h1)] — E [logcosh(B.;)])*,  1<j<m,

' (5.2.3)

J

et le premier ordre du maximum est donnée par

m

EG = 3" (N = Ajo1) + (53Be + B[ tanh (B )] ) - (5.2.4)

J=1

Notons que comme pour le cas a deux niveaux, les températures inverses sont bien définies

par ’équation, car la fonction

Be,; — log2 —(B.;E [hy tanh (S, jh1)] — E [log cosh(B,,jh1)]) (5.2.5)

est décroissante. La démonstration du théoreme B imite celle présentée au chapitre 4 pour
le modele GREM a deux niveaux avec CMA.

5.3. MARCHE ALEATOIRE BRANCHANTE (MAB) aAvEc CMA

Les techniques développées au chapitre 4 nous permettent fort probablement de com-
prendre un modele plus complexe, la marche aléatoire branchante (MAB) avec CMA. Dans
ce modele, le nombre de niveaux, M, dépend de N, et en fait M = N. Son hamiltonien est

donné par

N .
H](VMC)(O'> :ZX](\‘/Z)<O'1,---7O-]')+YN(O-)' (531)
j=1

Les variables X](\?)(al, ...,0;), 1 < j < N, sont indépendantes et de méme loi gaussienne
centrée de variance 1. Nous pouvons représenter HY'“’ (o) comme un champ gaussien indexé
par les feuilles d'un arbre binaire a n générations ou les variables X](\;)(al, ..y05) + hjo;
se situent sur les arétes. La marche aléatoire pour la feuille ¢ s’obtient en additionnant les
variables aléatoires le long du chemin partant de la racine jusqu’a la feuille 0. Le CMA est
défini a chaque génération et correle les différents accroissements a chaque niveau donné (voir
la figure 5.2).

A la lumiere des théorémes 1, 2 et 3, ainsi que du théoréme B, nous prévoyons que le
premier ordre du maximum soit linéaire comme fonction des niveaux. De plus, comme la
variance est constante pour la MAB, nous nous attendons a ce que le maximum soit de la

forme

E(CM) = Bc +E [hl tanh(ﬁchl)] 5 (532)

max
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MoDELE MAB AvEc CMA

XP(=1) —

XI(\?)(_L - 1) — ha

Xﬁ)(fl,* 1,1) + hg e >

c=(-1,-11,-1)

FIGURE 5.2. Marche aléatoire branchante avec CMA lorsque M = 4.

ou la température inverse critique vérifie I’équation

B. = V2(log 2 — (B.E [hy tanh(B.h, )] — E [log cosh(B.h1)])) "2, (5.3.3)

comme pour le cas du modele REM avec CMA'! (proposition 1.3.1). Cette équivalence de-
meure vraie entre le modele REM et la MAB sans CMA. Nous nous attendons a ce que les
techniques permettant d’établir ce résultat puissent s’étendre au cas avec un CMA. Cette
fois la réduction de I'espace d’état mene a une interprétation intéressante. Le branchement

dont le taux valait 2 se voit réduit de maniere effective au nouveau taux

exp(log 2 — (B.E [hy tanh(B.h1)] — E [log cosh(B.h1)])) < 2. (5.3.4)

(Il n’y a pas d’ambiguité & considérer une marche aléatoire sur un arbre de Galton-Watson
ou le taux de branchement prend une valeur autre qu'un entier). Nous en arrivons a la
conjecture suivante.

Conjecture 1. Soit la marche aléatoire branchante (MAB) sur Yy avec CMA telle que
définie en (5.3.1). Alors le premier ordre du maximum, ’entropie et [’énergie libre se réduisent
a ceux d'une MAB sans CMA avec un taux de branchement

exp(log 2 — (B.E [hy tanh(B.h1)] — E [log cosh(B.h1)])) < 2. (5.3.5)
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En particulier, le premier ordre du maximum, [’entropie et l’énergie libre se réduisent a

ceuxr du REM avec CMA dont la température critique inverse vérifie I’équation

B, = V2(log 2 — (B.E [hy tanh(B.h, )] — E [log cosh(B.h1)])) 2. (5.3.6)

Il est concevable que le principe de réduction de I'espace des configurations due a l’effet du
CMA se propage aux statistiques extrémes plus fines que celles macroscopiques considérées

dans cette these.
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