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ABSTRACT

In this paper, the theory of consumers is extended to cover their choices of savings and
financial investments. To do so, the standard theory, the quantitative rationing approach and
the characteristics approach ars simultaneously utilized. A complete system of demands
Involving physical goods and services, financial assets and virtual prices (of eventual slementary
contingent assets) is derived. s optimal portfolio formula is operational. This formula contains
the one of Roy-Markowitz-Tobin and is reduced to this last formula under an assumption which
is always sufficient and becomes nhecessary and sufficient it (financial) markets are complete.
The local structure of the complete system is studied and comparad with the Slutsky canonical
structure. The internal structure of substitution-complementarity among goods and services and
the internal structure of substituﬁon-complementadty among financial assets are linked togather,
A convergence process toward the optimal portfolio is defined. An adjustment formula to the
creation of new assets is given. A liquidity premium formula is derived. The Roy-Markowitz-
Tobin formula Is finally reinterpreted as an approximate step towards a convergence or an
adjustment process.

Key words : goods and services, financial assets, virtual prices, characteristics, quantity
rationing, optimal portfolio, substitution-complementarity, Slutsky local structure,
convergence process, liquidity premium, adjustment, new assets

RESUME

Dans cet article, pour étendre la théorie du consommateur & ses choix d'épargne et de
placements, on utilise & Ia fois la théorie usuelle, celle des caractéristiques et cslle du
rationnement quantitatif. On en déduit un systéme complet de demandes comprenant
simultanément les quantités de biens et de services physiques, las quantités d'actifs financiers
et les prix vintuels des actifs contingents élémentaires éventuels. La formule du portefeuille
optimal est opérationnelle, contient celie de Roy-Markowitz-Tobin et s'y réduit, moyennant une
hypothése qui est foujours suffisante et devient nécessaire et suffisante dans le cas ol les
marchés financiers sont complets. On étudie ensulte la structure locale du systéme complet et
montre ses points de ressemblance et de dissemblance avec fa structure canonique de Slutsky.
Ceci permet, en particulier, de lier entre elles la structure interne de substitution-complémentarité
des biens et services et celle des actifs financiers, de définir une procédure de convergence vers
le portefeuilie optimal, une formule d'ajustement & la création de nouveaux actifs, une formule
de prime de liquidité. Enfin, la connaissance des structures locales permet de réinterpréter la
formule de Roy-Markowitz-Tobin comme un pas approximatif dans une procédure de
convergence ou dajustemsent.

Mots ciés : blens et services, actifs financiers, prix virtuels, caractéristiques, rationnement
quantitatif, portefeullle optimal, substitution-complémentarité, structure locale de
Siutsky, procédure de convergence, prime de liquidité, ajustement, nouveaux actifs






1 Introduction

L’objectif de cet article est d’établir, entre la théorie des choix de portefeuille et celle des
choix de consommation, une nouvelle synthése qui respecte le caractére de simplicité
et le niveau de généralité qui sont usuels quand chaque théorie est prise séparément.
Pour y arriver, nous allons procéder en deux étapes.

Dans la premiére étape, nous étendrons au cas des actifs financiers la théorie des
choix telle qu'elle apparait dans les exposés classiques de Malinvaud (1989) et Barten
et Bohm (1982) et celle des caractéristiques, telle qu’élaborée par Becker (1965),
Lancaster (1966) et Rosen (1974). Ceci permettra de définir et de caractériser une
structure intégrée des demandes de biens de consommation, d’offres des diverses
qualités de travail, de demandes et d'offres d’actifs financiers (nominaux ou réels).
Cette fagon de faire contiendra aisément la théorie usuelle de la demande, la
réinterprétation qu’en donne Arrow dans son modéle de 1953, I'extension de ce dernier
par Radner (1972) ainsi que d’autres représentations du consommateur apparues dans
divers modeles d’équilibre général et d’optimalité contrainte [voir, e.g., Geanakoplos
et Polemarchakis (1986), Balasko et Cass (1989), Geanakoplos et Mas-Colell (1989),
Laffont (1991), Duffie (1992)).

De méme, sa partie choix de portefeuille contiendra (mais moins aisément) le
modele canonique des placements financiers qu'il faut associer aux noms de Roy (1952),
Markowitz (1952, 1959) et Tobin (1958). Cependant, si on en reste au point de vue
global (celui du choix d'un portefeuille optimal en une seule fois), la condition suffisante
de conciliation (qui devient aussi nécessaire si les marchés financiers sont complets) est
trop particuliére pour que ce modgle soit tenu pour naturel.

Do la seconde étape qui conduit & une conciliation locale (celle qu'on peut
concevoir quand le portefeville optimal est choisi par une suite d’ajustements
marginaux). Elle consiste a développer I’étude de la structure locale du modsle de
synthése jusqu’au point o le modéle de Roy, Markowitz et Tobin y prenne place
de fagon naturelle. Cela est nécessaire si on se place d’un point de vue financier,
parce que de fagon presque indépendante des contributions citées plus haut, le modéle
de Roy, Markowitz et Tobin a conduit au modéle d’évaluation des actifs financiers
de Sharpe (1964), Lintner (1965) et Mossin (1966) et & ses diverses généralisations
[depuis Merton (1972) jusqu’a Demange et Rochet (1992)] qui, elles-mémes, conduisent
aussi & un équilibre général financier. Cela est enrichissant du point de vue économigque,
Parce que la démarche en question met en scéne deux vedettes inattendues : la théorie



du rationnement quantitatif et celle des procédures de convergence vers un maximum.

Depuis Tobin et Houthakker (1951), la théorie du rationnement quantitatif a été
utilisée & la fois pour étudier les fondements microéconomiques de la macroéconomie
[Bénassy (1976), Laroque (1981)), ceux de la macroéconométrie [Gouriéroux, Laffont
et Monfort (1980), Neary et Roberts (1980), Bronsard et Salvas-Bronsard (1980)],
ceux de la structure interne des biens [Madden (1991), Barten et Bettendorf (1995)]
et ceux des équilibres avec anticipations rationnelles [Bronsard, Salvas-Bronsard et
Trognon (1995)}. Le fait que cette méme structure se retrouve dans V'extension de la
théorie de la demande au cas des actifs financiers contribue & unifier la microéconomie,
la macroéconomie, la finance et 'économétrie et permet de concevoir une synthése
toujours plus vaste entre ces disciplines.

Depuis la fin des années 50 la dynamique est apparue en théorie économique &
la fois en théorie de la croissance, dans celle de la stabilité de I'équilibre général et
dans les procédures de détermination d’un optimum. C’est dans ce dernier sens qu'on
I'utilisera ici. On insistera sur le fait qu’elle donne une représentation dynamique du
comportement du consommateur, complétant ainsi la représentation statique qui fait
I'objet principal de la synthése. On remarquera les deux interprétations justifiant la
procédure choisie : la premiére est classique en mathématique, la seconde s’appuie sur
les procédures MDP de Malinvaud {voir la présentation qu’il en fait pour I’allocation
des bien privés dans ses Legons) et de Dréze-de la Vallée Poussin (1971).

Au terme de la seconde étape, c'est-a-dire aprés avoir développé la structure
locale du modele de synthese en utilisant, entre autres, certains éléments de la
théorie du rationnement quantitatif et y avoir trouvé le principe d'une procédure
de convergence, la formule de Roy, Markowitz et Tobin apparaitra comme un pas,
d'ailleurs approximatif, dans une procédure de convergence vers le portefeuille optimal

ou comme « le » pas permettent d’ajuster & la création de nouveaux actifs un
portefeuille déja optimisé.

Telle est la synthése.

La raison de sa généralité tient & I'élimination des hypotheses habituelles quant &
la séparabilité de la fonction d’utilité, le choix et la grandeur des unités de compte, la
structure des actifs financiers, le nombre ou la nature des biens de consommation et des
prestations de travail, le régime de propriété en vigueur dans ’économie. Mais en méme
temps, cette structure enrichie n'est plus seulement un instrument d’unification, elle
devient instrument de découverte en ce qu’'elie permet de jeter un regard nouvesu sur la



nature et la portée des opérations fondamentales du consommateur : consommation,
travail, épargne et placement. Par exemple, elle permettra d'expliciter une formule
passablement générale de prime de liquidité.

En effet, les hypothéses habituelles sont autant de conventions qui limitent la
structure de substitution-complémentarité. Or, certains résultats en dépendent de
fagon cruciale : un équilibre avec marchés financiers incomplets est un optimum
contraint s'il ne comporte qu’un bien [Diamond (1967)], mais ne I'est plus s'il en
comporte plusieurs [Geanakoplos et Polemarchakis (1986)); il est localement unique
avec des actifs réels [Geanakoplos et Polemarchakis (1986)] et indéterminé avec des
actifs nominaux [Cess (1985), Geanakoplos et Polemarchakis (1986), Balasko et
Cass (1989), Geanakoplos et Mas-Calell (1989), Geanakoplos (1990)); V'effet sur le
bien-étre social de la création d’un actif financier peut étre positif comme négatif
[Duffie et Jackson (1989), Allen et Gale (1991), Cass et Citanna (1993)]. Ces mémes
hypothéses restreignent évidemment la portée empirique des résultats obtenus : en
éliminant 'hypothése de propriété privée, c'est-a-dire en revenant aux fonctions de
demande marshalliennes, nous nous donnons des spécifications qui peuvent servir de
restrictions en microéconométrie sans cesser d’étre utiles en théorie.

Evidemment, I'objet d’une théorie de la demande, méme généralisée aux actifs
financiers, n’est pas de résoudre tous les problémes qui peuvent étre suggérés par ce qui
précéde, mais d'en éclairer certains fondements. Par exemple, le lecteur ne trouvera
pas ici de résultats définitifs sur Pindétermination réelle de Péquilibre général avec
actifs financiers, mais il trouvera les théorémes fondamentaux sur 1’homogénéité de
I’équilibre physique et financier du consommateur. De méme, la question de la volatilité
des rendements financiers se trouvera plongée dans une structure comportant plus de
variables explicatives que d’habitude. La stratégie du consommateur, quant & ses
placements, se traduira en fonctions de comportement et ces derniéres seront dotées
d’une structure locale non arbitraire.

Le reste de 'article se divise en quatre autres sections. Dans la section 2, on
va définir le probléme du consommateur et montrer que, sous des hypothises et
conventions plus générales et plus réalistes que celles posées d’habitude, les fonctions
de demande et d’offre de biens, de services et d’actifs existent et sont continiiment
dérivables. Dans la section 3, nous étudierons leur structure locale. Ces fonctions
possédent une matrice jacobienne dont le rang est égal 3 la dimension de Pespace
des biens et services, tant physiques que financiers. Ce dernier point montre que la
demande marshallienne peut s’inverser comme d’habitude. De méme, les fonctions de



valorisation d’actifs contingents élémentaires existent méme en P'absence de ceux-ci,
sont continfiment dérivables et du rang de la dimension de leur espace d'arrivée, ce
qui est fondamental en finance. L'accent est mis, dans cette section, sur la structure
de substitution-complémentarité entre biens et actifs : la structure interne des actifs
dépend de celle des biens. Dans la section 4, on reprend ces caractérisations en
décomposant per la théorie du rationnement quantitatif et on établit I'effet de la
présence d'actifs sur l'utilité. Clest dans cette section gu’on retrouvera une procédure
de détermination du portefeuille optimal et une formule de prime de liquidité. On
revient sur ces questions plus en détail & la section 5, en centrant I’exposé sur la
création de nouveaux actifs dans un contexte ol il en existe déja un certain nombre.
On applique ensuite ces résultats & la conciliation locale dont on a parlé plus haut et
ce point sert aussi de conclusion. Enfin, les démonstrations utiles & la compréhension
du texte en font partie, les autres font 'objet de deux annexes.

2 Le modele

2.1 Description du modéle

De fagon & simplifier la présentation, nous considérons un modéle & deux périodes 0
et 1. A la période 0, il y a incertitude sur Pétat s, s = 1,...,S de Véconomie, qui se
réalisera a la période 1. L'individu va choisir au mieux ses consommations de biens,
celles de la période 0, résumées par un vecteur de consommation Zg, de taille Ly, et
celles de la période 1 dans chaque état possible, notées z;,, 8 = 1,... ,5, de taille L,.
Nous désignons per pp les prix des biens a la période 0 et par p;, leur prix & la
période 1 dans I'état s. L'individu dispose de revenus wy et wy, respectivement. Prix et
revenus sont exprimés en unités monétaires courantes. Cette hypothése correspond &
la pratique des applications et aux données disponibles. Elle differe de la présentation
économique traditionnelle ol prix et revenus sont exprimés dans une méme unité
monétaire (par exemple, celle de I'état 0). Nous verrons par la suite comment passer
d’une présentation a I'autre.

L’individu peut transférer du revenu entre les périodes en se constituent un
portefeuille d'actifs financiers. Dans le cas général, il existe sur le marché N actifs.
Ils ont un prix go & la période 0, et des valeurs g;, & la période suivante dans les
états s. Ces prix sont également exprimés en unité monétaire courante. Nous notons
y la composition du portefeuille constitué par l'individu & la date 0.



Les contraintes budgétaires sont :

(2.1) Po%o + ¥ = wy, pour la période 0,

(2.2) PhaTis = g4,y + wy, , pour la période 1 et I'état s.

Considérons une fonction d'utilité intertemporelle U définie sur un ensemble de
consommation x supposé ouvert, convexe, borné inférieurement et non vide. On
suppose que U est fortement croissante (les dérivées Premiéres existent partout et
sont strictement positives) et fortement concave (les dérivées secondes existent partout
et leur matrice est définie négative). L'individu est supposé maximiser U sous les
contraintes budgétaires précédentes. On a donc le probléme :

Fo,T1a¥

(2.3) Moz (z9,21,, $=1,...,5),

sous (2.1), (2,2).

Nous n’avons pas introduit de contraintes de positivité sur les quantités demandées.
Pour ce qui concerne les demandes de biens, de telles contraintes sont souvent
automatiquement satisfaites pour les formes usuelles de fonctions d’utilité. Pour ce qui
concerne les actifs financiers, ceci suppose la possibilité d’achat a découvert au méme
prix. Par ailleurs, la fonction d'utilité a été prise sous une forme générale permettant
en particulier a 'utilité de la consommation de dépendre de I’état qui se réalise.

Remargue 1: 1l faut noter que la formulation précédente recouvre le cas usuel, ou
P'utilité s’écrirait sous la forme :

U(zo, 210, s=1,...,5) =u(:z:o)+p§u(z,.)
2.4
. =u(zo) +p L7 (s)u(z,),

oit II reflete les probabilités subjectives des états pour I'individu et on p est
un coefficient d’escompte psychologique. Une telle forme apparait cependant trés
restrictive, puisqu'elle suppose a la fois une décomposition additive entre périodes et
entre états. Par ailleurs, la dépendance de I'utilité dans l'état s passe de fagon ad hoc
par lintermédiaire de la probabilité (s).

Remargue £ : La formulation précédente suppose implicitement que les prix et les
revenus sont donnés pour I'individu dans chaque état s. 11 faut cependant se garder
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didentifier 1’état avec les valeurs possibles de ces prix et revenus. En effet, si nous
plagons ce comportement individuel & lintérieur d’un modéle d'équilibre, les prix
et revenus peuvent s’ajuster alors que les états doivent étre définis ex-ante. Une
fagon usuelle de contourner cette difficulté consiste & se placer dans une économie
d'échange ol chaque individu disposerait d’allocations initiales pour chaque période
et chaque état To, Ty,, son revenu étant alors : wo = ph¥o, w1 = P}, T1,. L'état peut
alors étre assimilé & I'ensemble des dotations initiales possibles de tous les individus,
dotations dont dépendront a posteriori les prix d’équilibre, prix qui d'ailleurs ne sont
pas nécessairement uniques. La distinction entre états et prix possibles dans un état est
alors claire, du moins en principe, mais méme alors, il faut se garder de les identifier.
Cette remarque est importante, car les approches financiéres usuelles identifient état
3 évolution de prix [voir, par exemple, la technique de valorisation d’options proposée
par Black et Scholes (1973)], et, ce faisant, commettent des erreurs sur le degré
d’incomplétude du marché.

Dans la suite, nous emploierons des notations matricielles.

Zo
In S
T = . est le vecteur de taille L = Lo+ Y L, des consommations;
H =]
Is
Po 0
Pn . R
P= . est la matrice L x (S + 1) des prix;
0 s
Q = (+90,~q1,---»—is) est 1a matrice (N, S + 1) des prix des actifs financiers;
w = (wp,un, . - ,w,s)‘ le vecteur (S + 1,1) des revenus.

Avec ces notations, le probléme d’optimisation s’écrit :

(2.5) { Mgr U

sous Pr=-Qyt+w.

2.2 Conditions du premier ordre

La définition méme de la matrice P (ot les prix sont strictement positifs) montre que
les contraintes sont linéairement indépendantes. Le probléme peut donc &tre résolu en



introduisant un lagrangien :
L=U()-XN(Pz+Qy—uw),

ol A = (X, M1y..., Ais) = (Mg, N}) est un vecteur de S + 1 multiplicateurs. Les
conditions du premier ordre s’écrivent :

U, ~PA=0,
(2.6) -QX=0,
-Pz -Qy+w=0.

Sous cette forme, elles se prétent bien & une dérivation par rapport a z, Y, A. Nous
serons aussi amenés & les dériver par rapport sux prix et aux revenus, et il est utile de
faire apparaitre les linéarités dans ces variables.

Nous les écrivons alors sous la forme :

U, ~Ap=10,
(2.7) -Ag=10,
~X'p -Yq+w=0,
Xol1, 0 o
A = ‘.' , == . s
0 Aisd )
157Ls Pis
avec
g
. ~qn
A =[’\0]N:’\111N)'~-)A]SIN] ) qg= . )
~hs
o 0 v 0
T
X = 1 , Y= v
0 Z)s 0 y

Les relations (2.6) et (2.7) montrent qu’a Poptimum il existe des multiplicateurs
Ao, Ay 8 = 1,2,...,8 tels que : &) les vecteurs d’utilités marginales U, U,, .
§ = 1,2, ..., 5 sont respectivement proportionnels aux prix courants de la
période 0 pg et de la période 1 dans Vétat s P8 =1,2,...,5; b) Putilité marginale
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d'un réaménsgement du portefeuille est nulle (on peut = lire » XQ' = 0 comme
8U" dw
Bw 8y
suppose implicitement que les multiplicateurs de Lagrange contiennent des facteurs de

= 0). Ces deux interprétations sont délicates. La premiére parce qu'elle

conversion (coefficients d’escompte, prix d’Arrow ou d'état), la seconde parce qu’elle
devient plus explicite si on considére une décomposition séquentielle de la maximisation.
Pour les approfondir, nous allons d’abord fractionner notre probléme d'optimisation,
ce qui posséde un intérét propre comme nous le verrons dans les sections 4 et 5.

2.3 Une optimisation séquentielle

Comme nous souhaitons mettre en évidence les effets spécifiques dus & la présence
des actifs financiers, il est utile d'introduire comme intermédiaire le probléme
d’optimisation en absence de tels actifs, c'est-a-dire le probiéme :

Maz U (z)
2. z :
(2:8) { sous Pz=R,
ot R = (Re,Rn,--+» Rys) est un vecteur de revenus. Ce probleme differe du probleme

classique du consommateur par le nombre de contraintes budgétaires, ici S +1, devant

étre prises en compte.

Le probleme (2.8) peut se résoudre & I'aide d’un lagrangien
Lo=Ulz) - MlP'z— R

otl Mg est un vecteur de S+1 multiplicateurs. Les conditions du premier ordre s’écrivent:

U, —Pl=0
~-P'rt+R=0

A cause des hypotheses faites sur la fonction U et Pensemble de consommation X,
ce probléme admet une solution pour peu que la variété linéaire P'z = R intersecte
Pensemble X, ce qu'on peut interpréter comme une condition (de survivance) sur R.
En effet, si z° est un point appartenent alafoisd xet d {z | Pz = R}, il existe
alors une surface d’indifférence U(z) < U(z®) telle que le probléme de maximisation
soit défini sur un compact, et cela précisément parce que X est un ouvert [pour plus
de détails, voir Balasko (1988) et Mas-Colell (1985)]. Le probléme (2.8) posséde donc

une solution; elle est unique par la concavité de U et se caractérise par les conditions
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du premier ordre précédentes. Nous notons :

Jo(p,R) le systéme de demande correspondant,
(2.9) Ao (p, R) le systéme de multiplicateurs,
vo(p,R) = U|fo(p,R)] la fonction d'utilité indirecte.

Lemme 1 : La matrice gﬁ est symélrique et définie négative.

Preuve : Comme pour le probléme classique du consommateur, si on substitue (2.9)
dans les conditions du premier ordre du probléme (2.8), ces dernitres deviennent des
identités et sont différentiables. En différentiant par rapport 4 R, on a:

oz 8
“Ysr ~FPap =0

. 8z
-P R +1s41=0
olt U est la matrice hessienne de I. Dés lors :
oy 0n_ 0
R 8R ~ OR

ol 3R est de rang S+ 1 et U/ définie négative. Le résultat sur g_;\i: est donc immédiat.

n}

La fonction d'utilité indirecte définie en (2.9) satisfait, quant a elle, le lemme
suivant ;

Lemme 2 : La fonction d'utilité indirecte Vo est strictement croissante el strictement
concave en R.

Preuve : Par le théoréme de Venveloppe, les dérivées de vy coincident avec celles du
lagrangien L. Ainsi,kdifférentiant par rapport & R,on a % = /\8 Puisque Ay > 0 par
les conditions du premier ordre du probléeme (2.8), w est fortement croissante en R,
a fortiori strictement croissante en ces variables. De plus, ——-82—”37 = % et uy est
fortement concave en R par le lemme 1, & fortiori strictement concave en ces variables.

o

Le modéle d’optimisation (2.5) peut étre résolu en deux étapes : une premiére
maximisation est effectuée par rapport aux consommations z & composition y du

9



portefeuille donnée, puis on effectue une seconde optimisation par rapport & y aprés
concentration de la fonction critére. Cette seconde optimisation s’écrit directement a
I'aide de la fonction d'utilité indirecte vy introduite en (2.9) :

(2.10) M;n: wip,w—-Qy) .
Nous déduisons alors de cette remarque les résultats ci-dessous.

Propriété 1 : Si U est fortement croissante et forlement concave sur lensemble de
consommation x et que, dans les contraintes budgétaires, P, Q el w sont tels que :

a) xN{z| Pz=w-Q'y) # ¢ pour au moins uny (survivance),
b) Q'y F0 pour toul y (absence d’opportunilé d’arbitrage),

c) ingQ=N<S5, (non-redondance)

alors le probléme d'optimisation (2.5) admet une solulion unique (4 la fois en T et
en y)

On reviendra sur Vinterprétation des conditions a), b) et ¢) en 2.4.4.

Preuve : Cette propriété d'existence et d’unicité de solution étant satisfaite
pour la solution du probleme (2.8), il nous suffit de la regarder pour celle du
probleme (2.10). Elle résulte de ce que les contraintes budgétaires vont borner
l'ensemble de consommation par la condition b), et de ce que la stricte concavité
de y — wip,w - Q'y) est assurée par la condition c) et la stricte concavité de vo.

8]

Nous désignons par :

(2.11) yv=9(paqw),

A=Xx(p,q,w),

Jes fonctions solutions de (2.5) : demande et offre de biens, demande et offre d’actifs,

{z=f(17,q,w) .

évaluations marginales (ou prix virtuels). On obtient alors immédiatement la propriété

ci-dessous.
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Propriété 2

f(qu»w) =f0(p»w-QIg(P:va)] s
’\(P:Q»w) =’\0‘P)w'_ng(prqsw)] )
v(p,q,w) = Maz [U (z) sous Pz = —Q'y + w)]

=Uo[P,w‘Q'9(P:‘Lw)] .

Ces liaisons précises entre les solutions des problémes avec et sans actifs financiers
seront évidemment utiles au niveau des interprétations. Par exemple, & I'optimum de
la seconde optimisation M’aa:q;(p,w - Q'y), on aura =— = W(-—Q') =-3Q =0,
i.e., I'utilité marginale du réaménagement du portefeuille est nulle. Comme & 'optimum
A=), A'Q" = 0 [condition du premier ordre de (2.5)] s'interpréte de la méme fagon,
d’ol1 linterprétation annoncée & la suite de (2.6) et (2.7). Elles seront aussi utiles
quand on se donnera une représentation dynamique du comportement financier du
consommateur et pour étudier I'effet de la création de nouveaux actifs financiers.

2.4 Quelques commentaires concernant les actifs financiers

2.41 Marchés complets — marchés incomplets

La condition de rang sur Q signifie qu’aucun actif ne doit apparaitre redondant au sens
ot il ’interpréterait comme un portefeuille construit & partir des autres actifs (et donc,
conduirait & une forme d’indétermination nominale). Elle implique en particulier que le
nombre d’actifs N est inférieur ou égal au nombre d’états S. Lorsque N = S, le marché
financier est sufisamment large pour permettre de couvrir Pincertitude sur état : le
marché est complet. Dans le cas contraire, il ne peut y avoir couverture parfaite, le
marché est incomplet avec une dimension d'incomplétiide égale 3 S~ N.

2.4.2 Assouplissement des contraintes

Mathématiquement, I'introduction d'actifs financiers dans le programme du
consommateur permet de diminuer le nombre de contraintes budgétaires : le systéme
de contraintes

Pz=w-Qy,

peut, aprés élimination de la composition y du portefeuille, se ramener & un systéme
de dimension égale & la dimension d’incomplétude plus un : §— N + 1, dés que la
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matrice @ est de plein rang N. En effet, si @ est de rang maximal N, elle posséde
une inverse & gauche Q™. Par exemple, @~ = [QQ’]'1 Q. Le systtme des contraintes
budgétaires implique donc que

(2.12) y=Q |w- Px} .

Substituant dans le systéme initial, on a P’z = w — Q'Q [w— P'z] donc

(2.13) [1- QQ |- Pal=0,

ot [I — Q'Q"] est une matrice (S +1,5 + 1), mais de rang S — N + 1. Les deux cas
extrémes (N =0et N = 5) correspondent & 1’absence de marchés financiers et au cas
de marchés financiers complets.

En V'absence de marchés financiers, le consommateur doit tenir compte de fagon
effective de toutes les contraintes :

! !
p()ID:u)O ) Puxln:wln, 3=1»"':Sa

puisqu’alors Q'Q~ =0 implique P'z = w.

Lorsque les marchés sont complets (la matrice Q est alors de rang Set [ - QQ7]
de la forme 8o’ ou 0 est un vecteur non nul de taille S + 1), toutes les contraintes
peuvent étre agrégées en une seule, puisqu’alors o [w — P'z) = 0. Plus précisément,

s
posons o = (ag,0m,--- ,aqs), tel que : a’Q' = 0 ou aprés transposition —aogo+ 2,
=]

a,,q1, = 0; alors, la contrainte restante est :
s S
aoPhTo + 3 anbh,Tre = Cowo + 3 rstia:
=] =1

Il s’agit d’une contrainte globale : dépense totale égale revenu total, ol les poids
déduits des valeurs des actifs financiers donnent les taux de conversion entre les divers
numéraires, définis de fagon unique dans ce cadre de marchés complets.

Ce type d'agrégation directe peut aussi se produire de fagon partielle. Ainsi,
supposons que ’un des actifs, disons le premier, soit un actif contingent élémentaire
{ou option digitale, ou actif Arrow-Debreu) d’un prix go & la date 0, rapportant une
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unité de numéraire 1 & la date 1 si ’état 3¢ se réalise, et 0 5'i] ne se réalise pas. Nous
aurions :

N
Poto+gay + Y gojy; = wp ,
=3

N
P’.o-'tl.oo =+ 4+ Z,:ql,ao.jyj .
)=

Par combinaison, on voit qu’on peut immédiatement assimiler la période 0 a la
période 1 avec état sg, et remplacer ces deux contraintes par ;

N
Foo + GoiPlg e = W0 + Gortiso + 3 (~doj + Gosdr.e05) y; -
=2
Le prix de cet actif contingent élémentaire sert directement de taux de conversion
entre ces deux numéraires. La relation (2.13) permet de multiplier les exemples. Pour
préciser I'importance de ces commentaires, notons que

i) la demande de portefeuille peut s’exprimer sous la forme (2.12).  Apres
substitution de (2.11) en (2.12), on a

(214) y=g(p,q,‘w)=Q' [w-P'f(p,q,w)] ’

et cest bien cette représentation qui, d’une part, conduira a généraliser
les formules & la Roy-Markowitz-Tobin et, d'autre part, expliquera la forme
particuliére de la substitution complémentarité;

ii) la « forme réduite » (2.13) conduit par agrégation sur les individus 2 S~ N +1
lois de Walres. Les deux premiers exemples qui précédent peuvent suggérer qu’a
ces S—N+1 lois de Walras correspondent S— N+ 1 sortes d’homogénéité. Pareille
interprétation serait fausse. De maniére générique, on a « moins d’homogénéités
que de lois de Walras >, ce qui conduit au probléme de l'indétermination réelle
de I’équilibre [voir, en particulier, Balasko et Cass (1989)].

2.4.3 Prix des actifs contingents

La fonction objectif de la seconde optimisation (2.10) dépend de la composition y a
travers les combinaisons linéaires Q'y. Cette forme spécifique de fonction objectif est
celle de 'approche par caractéristiques [Becker (1965), Lancaster (1966), Rosen ( 1974)].
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Chaque actif financier est ici vu comme un portefeuille composé d’unités monétaires
des diverses dates et états, seuls les montants globaux de ces unités intervenant dans la
fonction d’utilité de seconde étape. Ce sont ces S+1 dates x états qui jouent le rdle des
caractéristiques. 1l n’est donc pas étonnant que le probléme conduise naturellement &
définir des prix implicites (ou hédoniques) pour ces caractéristiques. Plus précisément,
considérons la relation @) = 0 intervenant dans les conditions du premier ordre.

Propriété 3 : Les priz des actifs & la date 0 s’écrivent comme une espérance des fluz

-1
g s
futurs actualisés : go = S 11sGs, O ¢ f1a = Ale 3 Ais|  définit une mesure
14 Ty =1 s}

s
; )\h
= 2=l est un facteur

de probabilité subjective sur I'ensemble des états, et ot TTr
!

d’actualisation subjectif.

La mesure de probabilité et le facteur d’actualisation sont subjectifs au sens ol
ils dépendent de lindividu via ses préférences, ses revenus... dés que le marché est
incomplet. Certaines de ces notions ne deviennent objectives que s'il existe des actifs
particuliers échangeables sur le marché. Ainsi, si lensemble des actifs échangeables
comporte un actif contingent dlémentaire associé a I’état s, on voit immédiatement
que son prix coincide avec Ay,/X. De méme, g'il existe un zéro-coupon, actif versant
un flux certain de 1 dens tous les états [g1, = 1,V3], son prix & la date initiale est

S

1 ogl ’\ls
14r !
de prix d’actifs contingents, g1 = (10,8 = 1,...,5) comme une probabilité subjective

S
Z /\h

risque-neutre associée [Harrison et Kreps (1979), Duffie (1992)), nle comme une

C(Mafres=1,...,5) apparait bien comme une mesure subjective

évaluation subjective du prix du zéro-coupon.

Considérons maintenant la condition d’absence d’opportunité d’arbitrage sur les
actifs échangeables sur le marché, c'est-a-dire V'impossibilité d’avoir & la période 1 un
gain positif sans mise initiale ;: « il n'existe pas de portefeuille i tel que simultanément
gy =0et ¢,y 2 0,V s avec au moins une inégalité stricte ».

On sait que cette condition équivaut a l'existence d’un vecteur de composantes
positives ou nulles a1, 2 0,s =1,...,5 tel que go =i o1,q1,. Dans le cas
de marché incomplet, un tel vecteur n’est pas forcément u"nlique, mais il en existe
un cone positif de dimension égale & celle S — N d’incomplétude [Ross (1978),
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Breeden et Litzenberger (1978), Varian (1988)]. Chacun de ces vecteurs est souvent
Vu comme un ensemble de prix implicites d’actifs contingents élémentaires, compatible
avec les prix des actifs échangeables. Les contraintes QA = 0 et la positivité des
rapports -}Lﬁ traduisent I'absence d’opportunité d’arbitrage. Comme nous I’avons vu
dans la propasition 1, chaque individu retient, dans cette multiplicité de prix implicites
d’actifs contingents élémentaires, un Jjeu de prix, et des jeux différents sont retenus par
les individus en fonction de leurs préférences, de leurs revenus et des prix de marché.

2.44 Portefeuille optimal et portefeuille au sens de Roy-Markowitz-Tobin

Supposons qu'un titre zéro-coupon existe et introduisons-le comme premier actif
financier.

Nous obtenons les partitions suivantes :
RES o [p 0 _w
sl EUREE kY IS g
— b ‘_ ﬂ 7‘6
[t e [4 ]

Dans les deux dernitres partitions, b est la quantité de 2éro-coupon (actif &
rendemnent nominel certain) et 3 son Prix; z est un vecteur (N — 1,1) de quantités
d’actifs risqués dont les prix sont désignés par le vecteur r(', de taille N — 1 et les
valeurs prises & la période 1 dans les divers états s =1,...,8 par la matrice R} de
dimension (S, N~1)[R; = (ry,,... 1T15)]. Les contraintes budgétaires peuvent s'écrire :

B b _ | wo~pymo _| G
(215) [ —e ~R||z] |w-Pz |T|¢
oii le dernier membre de droite est un vecteur représentant les épargnes aux diverses
périodes et divers états.

On sait déja que la matrice Q' = [ 'Be r]"i/ ] posstde une inverse & gauche Q-.
-e —R,
On peut construire :

1 roR;
(2.16) Q = [E TJ
0 -R;y
on
(217) Ry = {[” - F:€|#(R] - 7]} 7[R, - Tielills - er’)
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Ry 0
ou ¥ = gr,, & étant une distribution de probabilité donnée et oi & = [ AR ]

0 s
est la matrice diagonale associée.

La résolution de (2.15) est alors immédiate :

(2.18) b= %Co + %R:cx
(2.19) e

Propriété 4 :

2 = ~{Im e lFIR, - ) I -G -

(2.20)
= ~Var~}(r,n)Cov(r1,G)

est un portefeuille

a) respecteus des contraintes budgélaires (mimétisme de z),

b) efficace au sens de Vulilité si ¢ = (G =w— P,z3, ¢’est-g-dire si T3 est mazimal
par rapport & U (U- efficecité),

c) efficace au sens de la moyenne-variance associée & la loi =, c¢’est-d-dire que
= a{[R; - 1€ |R[R) ~ 1]} 187y — o,
si 1[Gy — eC)] = aflm — 7 (MV-efficace), a élant un scalaire positif
et 0w p = -‘}-‘- a 6é défini en (2.4.3). Enfin, la condition de réconcilialion
(entre U- eﬂ‘icactté el MV-efficacité) est nécessaire et suffisante si N = S.
Preuve :
a) Evident par (2.19) et (2.17), si on remarque que Rie=0.
b) Evident par le développement qui précéde la proposition 4.
c¢) (*) Supposons que {(; — eC,] = aBlus — 7). L'équation (2.20) s'écrit alors :
(2.21) 2 = —af{[R1 - Fa€|i[R} — eF]) M [Ra—Fae Tl — 7).

Or, les conditions du premier ordre (2.6) impliquent BIRy ~ 1€ )1 — 7] = ro— Ty
que I'on reporte en (2.21).
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Ainsi, la condition entraine la réconciliation.

(**) Inversement, supposons la réconciliation. Alors
[ -Fie)h(G ~ edy) = —alfF, - g
= aB[Ry ~Fre])fu - 7]
toujours en utilisant les conditions du premier ordre. Cette derniére expression peut
aussi s'écrire :
Ryfi(G ~ CZJ) —af(pu; ~ 7)) =0
ou encore
[ ] L o n
r R 6 - €€) - af(u - m)

s st ][]
#G—el)~af(m-n) | |o]

Par ailleurs, nous avons toujours QA =0 (avec A > 0) de sorte que si N = S, le noyau
de Q) est engendré par 0)\, avec § € IR, Des lors, il existe 4 tel que

[P e
(G -e)~aflp-7) | | A

ce qui n’est possible que si @ = 0. Ainsi, si N = S, la condition est aussi nécessaire &
]

It

la réconciliation. ]

3 Forme différentielle du systéme de demande

3.1 L’équation fondamentale

Aprés avoir substitué le systéme complet (2.11) dans les conditions du premier
ordre (2.6), on dispose d’identités continiment dérivables. Les dérivées des demandes
et des prix virtuels par rapport aux prix et aux revenus satisfont :

Oz
o¢
by
og
)
o¢

U o0 -p
(3.1) 0 0 -Q
-P -Q 0

A0 o
=l 0 A o
XY~y

e e g9
e T T
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C’est I'équation fondamentale de la théorie de la demande étendue au cas des actifs
financiers. Elle permet de décomposer ’effet-prix en un effet de substitution et un effet

de revenu. Désignons par :

Ay An An u 0o -P\"
A=]| Ay A Ap | = 0 0 -Q s
Az Axm As - -Q 0

Vinverse de la matrice bordée.

Propriété 5 : Nous avons:

An =U U PAGPUT

Az = U1 PAy = Ay,

A= ~UTPPUIP QA = Ay

Ay = —AnQPU P = Ay,

A= [QIPU P Q)

Ay = A%y — Alg

avec : A3y = — (pu-1py?

Ay = - PU P @ [QIPU BT Q)T QIPUT A
Preuve : Voir annexe 1.

Nous en déduisons alors les expressions des dérivées :

a o o

g‘f = ApA + AuX' 55,— = Ak + AY', 5= =i,
(8.2) % = AnA + AnX', % = ApA* + AnY’, % = —Ag,

) F)Y A

'é;,' = ApA + AnX', 'é? = AgpA’ + AxY’, —37=—A33 .

Clest la décomposition recherchée. Nous allons y consacrer le reste de cette section.

3.2 Effet des unités monétaires

Nous avons expliqué dans la présentation générale du modéle de comportement
que les prix et revenus de chaque état x période étaient exprimés en unités
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monétaires courantes. Que se passe-t-il si on effectue un changement des unités dans
lesquelles sont exprimés ces prix? La fonction d’utilité et ses dérivées, fonctions des
quantités, sont non modifiées. En revanche les prix p et g le sont de fagon cohérente.
On voit alors immédiatement que certains des éléments de la matrice A sont invariants
par ces changements. En effet, un tel changement a sur les matrices P et Q un impact

du type :

P+— Pdiag a,
(3:3) {Q*——deiaga,

ou diag a est une matrice diagonale (5+1,5+1) dont les éléments diagonaux
fournissent les changements d’unité.

Propriété 6 : Les matrices blocs invariantes par changement d’unités sont :

An, Ay = Ay, Ap,.

En revanche, les autres blocs liés aux prix virtuels, eux aussi sensibles aux changements
d’unités, ne sont pas invariants.

. " - Oz
Une autre remarque concerne les Interprétations des dérivées comme —. En effet,
le vecteur p comporte des composantes associées & des prix d’état x période différents,

Il est de ce fait difficile de comparer directement b et par exemple, puisque
opp " op,

cette comparaison dépend des unités retenues. Une comparaison pertinente ne peut
étre menée qu’aprés avoir ramené ces diverses évaluations par rapport & une méme
unité de mesure de tous les prix. Ceci peut étre effectué en tenant compte des valeurs
relatives des unités monétaires telles qu’elles sont ressenties par Vindividu, c’est-a-dire
en calculant les effets normalisés correspondants :

o1 81
8?{))0 ’ 81-" Ah -

1l faut noter que cette normalisation naturelle au niveau de Pindividu, dépend de cet
individu, de ses préférences, de ses niveaux de revenus... dans le cas général de marchés
incomplets. Si elle permet d’effectuer les comparaisons des effets de variation de prix
ou de revenus tels que les ressent I'individu, elle ne peut étre utilisée directement pour

19



des comparaisons entre individus!, ceux-ci ayant des visions différentes des prix virtuels
P ) P

servant & définir les taux de conversion entre unités monétaires. Nous parlerons dans la

. . r Oz .
suite de normalisation hédonique et noterons ——... les dérivées prenant

b7y Oy’ By’

en compte cette normalisation.

3.3 Substitution hédonique

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’étendre les résultats classiques concernant
les effets de substitution, c'est-a-dire les effets-prix dans le cas de variations compensées
de revenus. L’approche est analogue & celle qui pourrait étre développée dans des
modgles avec rationnement.

La premitre difficulté pour définir ces effets est évidemment la question des unités
monétaires. Elle peut étre résolue en considérant une normalisation hédonique des
prix. La seconde difficulté est dans une définition précise de la notion de variations
compensées de revenus. 1y aen effet dans notre cas S+ 1 variables revenus pour une
seule fonction d’utilité globale.

Définition 1 : On appelle matrice de substitution hédonique la matrice :

_8_I_ + .E‘E—X’ 2’3— + .gf_y’
K= %1 Ouy dqy  Buwy

Oy W Oy

Opy Oy oqy  Owy

De la forme des dérivées hédoniques [voir (3.2) et la définition des dérivées hédoniques],
nous déduisons immédiatement la propriété suivante :

Propriété 7 : La matrice de substitution hédonigue est donnée par :

An An
K=( )
An An
1D fait de la cardinalité introduite par cette normalisation. Ceci n’est évidemment pas nécessaire,
au vu de la propriété 3. Cependant, de méme qu'au point de départ nous avons supposé I'utilité concave
afin de faciliter les comparaisons avec certains résultats financiers, de méme nous acceptons, ici et dans
Ia suite, la cardinalité des prix virtuels. 1ls permettent, par exemple, d’arriver plus naturellement
a diverses mesures d’aversion au risque {qui, elles, seront indépendantes d’une transformation
linéaire de l'utilité). On a commencé & généraliser le point de vue actuel dans « Fondements de
la velorisation », communication présentée & Marseille et & Toulouse.

20



11 5’agit d’une matrice symétrique semi-définie négative. Elle est de rang L+ N—(§+1)

€l son noyau est engendré par les colonnes de la matrice IQ)

Preuve : Considérons la forme quadratique associée i la matrice de Slutsky hédonique.
Elle sécrit :

@, ¥)K [ : J =z [Au - A12A;2]Azl] z+ [y+ Az_zlAzxm]'Azz [y + Aé&’*“”-”"} )
ol : Ay = {QIPU-IPIQ)}

A= AudpAn = U - U PIPY P Py ,
~(=u) |1 - (-—U")”’P[P’L("P)"P’(—u-l)1/2] (U1

Comme (-U') est une matrice symétrique définie positive, que (~u-1\2
PIPUTTPI™Y P/(~U1)}/2 est 1a matrice du projecteur orthogonal sur le sous-espace
engendré par les colonnes de (~2/~1)2P. nous en déduisons que :

(*) Az et 4) - A12Az) Ay sont des matrices symétriques semi-définies négatives, et
donc d’aprés la décomposition de la forme quadratique associge & K , qu'il en est
de méme pour cette derniére;

(**) As; est inversible, donc que :

Tgl\’ =rg Au - AnA;g]An) )
=19 [ = U PP Uy Pl P (-]
=L+ N ~dim {espace des colonnes de P},
=L+N-(S+1).

Comme, de plus, nous voyons que la forme quedratique est nulle s et
seulement si (An —AmA{,'Agl)z =0 e y4+ Al Anz = 0, que de plus
[An - ApAzl Ag;] P = 0, nous en déduisons que le noyau de K est engendré par les

. P P
colonnes de la matrice : [—Az-zlAnP} = [Q] o

La propriété précédente est une généralisation directe de celle habituellement établie
pour les effets de substitution. Ce cas usuel est dans notre contexte Panalogue du cas
avec marché complet ot1 S = N et of le rang est alors égal au nombre de biens de
consommation réels moins un.
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La matrice de substitution hédonique a été introduite en tenant compte de tous
les biens : biens de consommation réels et actifs financiers. Que se passe-t-il si les
substitutions sont calculées de la fagon usuelle en ne considérant que le bloc nord-ouest
de la matrice K, c’est-a-dire A7

Propriété 8 : La matrice de substitution hédonique partielle Ay est symétrique
semi-définie négative. Elle est de rang L+ N — (5 +1) et son noyau est engendré
par P{KerQ)].

Preuve : Nous avons : A;) = [An — ApAz Ag,] + ApAzs An, ol les deux matrices
intervenant dans la décomposition sont semi-définies négatives. Un vecteur z du noyau
doit donc simultanément satisfaire :

[4n - ApAzAnlz=0 et ApAnz=0.
La premiére condition signifie que x est combinaison des colonnes de P : 3a € R5*:
£ = Pa, et alors la seconde condition est :
A} ApPa=0 = Qa=0.

Ceci fournit les résultats cherchés. (]

La propriété précédente compléte I'analogie avec le cas nsuel. En effet, si le
marché est complet, nous avons : Q) =0,et K erQ est engendré par le vecteur
de multiplicateurs. Le noyau est alors engendré par PA.

3.4 Propriétés complémentaires du systéeme de demande

3.4.1 Relations d’additivité

Les matrices d’effets-prix et d’effets-revenus dez relations (3.2) obéissent aux propriétés
d’additivité suivantes :

'P’%+Q'%=—x'
P%‘ +Q’%’,—=——Y’
P‘%+Q’%=IS.”
(Z -0 Q-
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Les trois premitres identités sont immédiates par (3.1). Les deux derniéres
s’obtiennent par la propriété 4 et les relations (3.2). Les trois premitres 8’interprétent
en considérant la différentielle P'dx + Qdy = dw - X'dp - Y'dg des contraintes
budgétaires : le cté droit représente les écarts entre les variations de revenus nominaux
et les variations des coiits de la vie, de sorte que le c6té gauche représente des variations
de revenus réels (celles-ci contiennent les actifs financiers). Les deux dernidres donnent
la structure des effets-revenus sur les biens de consommation et les actifs financiers.
Par exemple, dans le cas ot les marchés sont complets, les effets des divers revenus sur
les biens de consommation sont proportionnels entre eux.

3.4.2 Relations d’homogénéité

Les propriétés classiques d’homogénéité se généralisent directement pour tenir compte
de la présence des actifs financiers,

Propriété 9 : La demande de biens de consommation est homogéne de degré zéro
en (p,w), alors que la demande d ‘actifs financiers est homogéne de degré un en ces
mémes variables. La demande de biens de consommation est hombgéne de degré zéro
en g, alors que la demande d ‘actifs financiers est homogéne de degré moins un en ces
mémes variables.

Ces propriétés d’homogénéité se démontrent par inspection ou, de nouveau, par
la propriété 4 et les relations (3.2). Elles sont valides quels que soient la structure
et le nombre des actifs financiers. Elles ne sont cependant pas exhaustives, comme
le montre la relation (2.13) qui peut contenir des formes spécifiques d’homogénéité
sauf si la structure des actifs est spécifiée davantage [pour un exemple de pareilles
spécifications, voir Balasko et Cass (1989), p. 151 et 153].

3.4.3 Interdépendance des structures de substitution-complémentarité

Du fait que y = - (w ~ P'z), on s'attend a ce que les effets des prix, les effets des
divers revenus et les effets de substitution caractérisant les biens de consommation
et les actifs financiers soient tous interdépendants. En 3.4.1, nous avons déja étudié
linterdépendance des deux premiers types d’effets. Il reste & expliciter celle des effets
de substitution.

23



Propriété 10 : La structure de substitution-complémentarité des actifs Az et celle
des biens de consommation Ay sont rigoureusement interdépendantes :

An = Q_P‘An[Q-P‘]'-

Preuve : Les relations d’additivité vues en 3.4.1 et d’homogénéité vues en 3.4.2
conduisent & écrire la matrice de Slutsky sous la forme :

An An L : o
K=(An An)':[—Q'P']Au[IL_[Q P]] ’

d’oll le résultat. w}

3.4.4 Disposition marginale & payer et valorisation financiére

Revenons & D'équation fondamentale (3.1). Elle implique que l'application
(2.11) (le systéme complet de demandes de biens, de demandes d'actifs et
d’évaluations marginales) est une application de rang maximal, c’est-a-dire de rang
L+ N + S + 1. Elle est localement surjective. Puisque ceci est vrai en chaque point
de son domaine, cela entraine que (2.11) est une submersion et, par conséquent, une
epplication ouverte. Cette propriété reste valide si I'on fixe les valeurs futures ¢;. On
peut donc inverser (2.11) en considérant les ¢, comme des paramétres. Cette propriété
d'inversion est fondamentale en économie ot ’achat se compléte par la disposition
marginale & payer. Elle est tout aussi fondamentale en finance o le placement se
compléte par la valorisation des actifs. On affirme donc, ici, que la valorisation
financiére (privée) peut se concevoir comme une partie d'un systéme complet de
dispositions marginales & payer.

3.5 Propriétés complémentaires du systéme de prix virtuels

Pour compléter la section 3, il nous reste 3 caractériser le systéme complet des prix
virtuels. Ces caractérisations sont les suivantes :

@4 [g-;l + % x'] Al = _%’”- (A = Alg)
(3.5) [%;1 + %y:] At = _%% (A = A)
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(3.6) %’\- = %,c’%c SO YWEeR™ , (An=Ay, (As(>0 V(e R

37) Q%’ =0,
(3.8) Q% = [y,
(39) Q2 =0,

ol A** est une inverse & droite de A*. En 3.4.1, nous avons démontré les propriétés
(3.8) et (3.9). Les autres propriétés se démontrent de la méme maniére,

Pour voir comment ces propriétés spécifient la structure locale des fonctions de prix
virtuels, considérons la différentielle de ceux-ci. Elle peut sécrire :

di = [% + ‘;’%X’J dp + [{% + %Y’} dg+ % [dw — X'dp — Y'dg] .
Elle peut aussi s’écrire :
(3.10) dA = %‘i—z,/\dp - %A'dq + % [dw - X'dp — Y'dg] ,

en utilisant les relations (3.2) et les propriétés (3.5) et (3.6). Cette différentielle est alors
entiérement caractérisée par les propriétés (3.7) & (3.10). Contrairement & ce qui se
Passait pour les demandes de biens et d’actifs, ce sont maintenant les effets des divers
revenus qui sont symétriques et non les effets-prix compensés. Les conditions (3.8),
(3.9) et (3.10), qui caractérisent Padditivité des coefficients de (3-11), correspondent
aux conditions d’absence d’opportunité d’arbitrage QA = 0.

4 Propensions marginales avec et sans 3 justements
financiers

4.1 Introduction

Nous avons introduit en 2.3 les systémes de demandes, de multiplicateurs, et la fonction
d’utilité indirecte, et vu comment ces notions étaient reliées & celles de méme type en
Présence d’actifs financiers. Cette liaison est [voir propriété 2] :



f(P»‘bw) =f0‘P:w_QQ(pnq)w)] ’

A(P,Q,W) =A0[wa‘Q'g(P:q)w)] 3

‘U(p,q,tU) =vo[in"Q'9(P,q;w)] )
=Ml?-3tln‘?,w"qy] .

Dans V'annexe 2, nous redérivons la forme différentielle du systéme global de fagon
a faire apparaitre les dérivées des fonctions f,A,v comme fonctions des dérivées
des fonctions sous-jacentes fo, Ao, %o Tci, nous allons utiliser ces divers éléments
pour : a) montrer la linison qu'ils impliquent avec la théorie du rationnement
quantitatif; b) dériver une procédure de détermination du portefeuille optimal;
c) dériver une formule d’ajustement du portefeuille optimal face & la création de
nouveaux actifs; d) étudier l'effet sur PPutilité d’une modification des revenus, avec
et sans réaménagement du portefeuille; e) dériver une formule de prime de liquidité.

4.2 Lien avec la théorie du rationnement quantitatif

Les dérivées de f(p,q,w) = folp,w — Q'g {p,gq,w)] s’écrivent

) o "oy ORCOp’
af _ 0o [y89

(42) 3 = R {Q’8¢+Y] ,
of 8 d

(4.3) E’{f - -5% [1 - q-é-wg—] .

En (4.1), Peffet-prix (des prix A la consommation) se décompose en un effet-prix
contraint ( fo est contrainte comme nous le verrons plus loin) et un effet-revenu qui
provient d’un réaménagement du portefeuille et que 'on peut, pour cela, appeler effet
de portefeuille. En (4.2), Peffet d’une variation du prix des actifs se réduit a
deux effets-revenus, I'un provenant du réaménagement du portefeuille et l'autre
correspondant & sa plus-value. En (4.3), Veflet-revenu général est égal & Veflet-revenu
contraint corrigé par un effet de portefeuille.

Ainsi la présence des actifs financiers conduit en général d introduire un terme
correctif par rapport a la propension calculée en absence d’actifs risqués. Les équations
(4.1), (4.2) et (4.3) sont évidemment une simple réécriture des trois premiéres égalités
de (3.2).

26



Plus fondamentalement, on peut voir que Peffet de substitution se décompose en
un effet contraint et un effet de portefeuille. En effet, post-multiplions (4.3) par X’ et
sommons cette nouvelle expression 3 (4.1). On obtient alors

af a5 ... 8, 8fo,] .., 8fs % 8 .],.
{517+E;x]1\la[?,;ﬂugﬁx]/\'—ﬁq[g’ﬁmx%’,

que I’on peut écrire
(4.4) An = A, - arY 4,

Y afo afO ' -1 sy . s
ou A}, = g + -a—R;X A1, En procédant de fagon similaire avec les expressions de
% et %, on a

ﬂ ﬂ t ‘+__% @ _a_g_ ’ "t
{3¢+WYJA = BR'Q‘[8¢+6u/YJA )

ue 'on peut écrire
q

a
(4.5) Ay = ‘ng'An-

8 A
Comme Ay, est inversible, -—-é-gQ' = A Az et (4.4) peut s’écrire

(46) Ap = A?] + A12A2—21A21 .

Notons enfin que (4.6) peut aussi s’écrire

i aft
(47) An =AY+ gﬁgQ’Azsz‘% ,

en tenant compte de la symétrie de A,,.

En ce qui concerne Peffet-revenu, on a la relation suivante

of _8h -199
(48) Bw =~ aR tAring

Les relations (4.6) et (4.8) se comprennent mieux s on les écrit d’abord sous
la forme A, - ApAz} Ay = AY et K24 - AnA{,l-&% = 5}% qui est familiére
en théorie du rationnement quantitatif (et que l'on peut appeler décomposition de
Tobin-Houthakker). Pour définir A%, nous avons implicitement rationné les actifs
financiers, Leffet de report ainsi induit est A1245). 1 est transformé en un effet-prix
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compensé par la matrice Aj;. Le résultat final est Ap— AnAyAn = 9,, C’est-a-dire
la matrice observable en cas de R.Q. En (4.6), on procéde & rebours. A;; est défini
par A, auquel on ajoute V'effet de report converti. Un raisonnement similaire permet
également d’obtenir une définition précise des effets-revenus.

Enfin, la relation (4.7) donne pour ainsi dire un corollaire & la propriété (10) (oi Az
est exprimé en fonction de Ayy). Cette propriété posséde une réciprogue faible : An
est exprimé en fonction de Ap, ce qui précise Dinterdépendance déja obtenue.

4.3 Une procédure de détermination du portefeuille optimal

Nous avons vu en 2.3 que le probléme d’optimisation du consommateur peut se
concevoir en deux étapes : une premiére ou il choisit ses consommations T & composition
y du portefeuille donnée, et une seconde ot il choisit la compasition optimale de son
portefeuille. Nous rappelons ici cette seconde optimisation, puisqu’elle peut étre vue
comme une procédure « directe » de détermination du portefeuille optimal et qu’elle
nous sera utile dans ce qui suit. Elle revient & optimiser le programme suivant

(4.9) Maz vo(p,w — Qy)
dont les conditions du premier ordre s'écrivent :
duy __Buo

On cherche une représentation dynamique du comportement financier du
consommateur, i.e. comment, partant d’un portefeuille arbitraire, Vindividu peut le
modifier « convenablement > pour arriver au portefeuille optimal.

On se situe & I’étape k. L'individu dispose du portefeuille y et cherche Ay tel que:
yes1 = Y+ Oy. S'il se trouve a 'optimum, il n’y a plus rien & modifier. Sinon, il existe
une dynamique individuelle pour s’y rendre. Posons, sans le justifier pour V'instant,
que cette représentation dynamique s’écrit :

8 SR .
&y = [0 tpw-awe]| QGREw-Qw

8o ] OV
[QaRBR'Q] R

avec un petit changement de notation évident. Il est facile de vérifier que tout

(4.11)

.

réaménagement de portefeuille de type (4.11) conduira, & 'étape k, & améliorer le
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niveau d'utilité et, par itération, conduira donc a Poptimum. Considérons la variation
d’utilité, entre 'étape k et 'étape k + 1. Elle peut s’écrire :
v = (P, w = Q'yss) ~ vo(p,w ~ Q')
atm : 1 ’ 82 Vox ’
~ —Zp Q4+ 28V Qamar @ Ay
{si on s’en tient & un développement limité d’ordre 2). Pour Ay défini par (4.11), on

aura ;
80“ ' yvm 1—1 &m lavok ) 027)0* I_l 6”0&
B = —5m [Q*“aaan'Q] Vor t2ar 9 |%arar?| 93p
181’0k . 821)05 : -1 81}0[‘
TR [Q“aamQ] R
. Bug

> 0, & Z2Q #0.

En particulier, si y, = 0, alors ¥k+1 = Ay. Le raisonnement précédent tient toujours.

Il montre lintérét que représente les actifs pour I'individy et justifie le fait qu’il les

Prenne en compte.

Il reste & se demander si la représentation dynamique du comportement financier du
consommateur que 'on s’est donnée en (4.11) est naturelle. Pour Je voir, considérons
un investisseur pour qui le programme (4.9) est = trop compliqué » et qui préfere,
parce qu'il a « habitude quadratique », faire successivement des approximations
quadratiques. S’il procéde ainsi, cet investisseur cherchera, & 1'étape k, le Ay qui
maximise une approximation quadratique de w[p, w — Q'(y, + Ay)] ie. & résoudre le
probléme suivant ;

_ Bvﬂk ’ 1 ] 821)(” 4
Maz{vo,, S+ A QR g,

ay

-1

1l trouvera alors Ay = [Q%Q'J Q%lf, soit (4.11).

En réalité, la procédure que nous venons de décrire est celle d’un individy
appliquant Valgorithme de Gauss-Newton pour trouver récursivement I'optimum du
programme (4.9). Dans le cas ol la fonction Yo serait quadratique, il suffirait d'une
seule itération pour arriver a Poptimum.,

Une autre fagon de montrer que (4.11) est naturelle est de considérer le lagrangien :

_ 61)0k ' 1 ’ azvok :
Li=-35Q0y+¢ [iAy Qsrer @ Ay~ CJ
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oll p est un multiplicateur de Lagrange et ¢ une constante.

Optimisant par rapport a Ay, on aura les conditions du premier ordre :

_ 1 FPugx 17 v

by = ;[QaRaRQ] QR
108 S 17
= 3R [QWQ] (Bt — %

ot Gy, est 'espérance mathématique des g;, par rapport & la distribution de probabilité

s (définie comme dans la propriété 3) et ol By = T Dans cette expression
1%

-1
[BxT;s — Qo] est une espérance subjective de rendement net et %—% {Q%Q’]

peut s’interpréter comme la réciproque d’'une mesure subjective (multidimensionnelle)
du risque associé au portefeuille. On verra, en effet, dans la section 5.4, ce que
devient cette matrice, dans le cas ou Putilité est séparable par état et par période :
elle se reliera directement & la mesure du risque qui apparait dans la formule
Roy-Markowitz-Tobin de sorte qu'elle y apparaitra comme sa généralisation naturelle.
Autrement dit, la formule 4.11 est naturelle parce qu’elle contient directement celle de
Roy-Markowitz-Tobin, si on accepte de réinterpréter cette derniére comme un pas dans
une procédure de convergence vers Poptimum financier. De méme, la maximisation du
lagrangien (Lx) posé plus haut rappelle I'idée d’un maximum vectoriel avec un terme
pour représenter le rendement et un autre pour représenter le risque. Son corollaire,
dans les procédures MDP, est de rendre maximum la partie linéaire de I’accroissement
de 'utilité sous la contrainte que le pas ne soit pas trop grand.

Supposons maintenant que 'on ait convergé vers un maximum y = g(p,q,w). Que
se passe-t-il, en ce point, si de nouveaux actifs sont créés 7 Essentiellement, on le
verra plus en détail dans la section 5, il suffit d’ajouter une itération a la procédure
dynamique qu'on vient d’étudier.

Soit z un vecteur de quantités de nouveaux actifs et R 1a matrice de leurs valeurs
par période et par état. Par hypothése, le consommateur & atteint le niveau d’utilité
v(p, g, w). Mais alors v(p,q,w — R'2) est défini et continiment dérivable en z = 0. On
peut donc définir la procédure :

-1
dz = [R%R’] 5

' -1
{R {Isn - %Q} ?‘; [Is+1 - ngyw'?] R'} R

R
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ol les seules directions qui font strictement augmenter I'utilité sont celles qui satisfont

—=R'dz = 0. Pour ne pas restreindre les dz, on peut supposer que R’ est telle que

ﬁ}?‘ = 0 (condition que I'on peut aussi écrire R%Q' = 0 ou encore RAgaQ' =0).

;

se rameéne donc & :

200 217 o o w27 6w
(4.12) dz=[RWRJ R/\—-[Rm ] Raw

ou P'absence de V'indice k, par rapport & (4.11), signifie qu’on est réduit a une seule
itération (puisque v(p, ¢, w — R'z) n'est défini que dans un voisinage ouvert de z = 0).
On résume par la

Propriété 11 : La détermination du portefeuille optimal et son ajustement 4 la
création de nowveaus actifs financiers peuvent se Jaire au moyen de Ia procédure
(4.11) et de Vajustement (4.12). Ces relations permettent aussi de se donner une
représentation dynamique du comportement financier du consommateur.

4.4 Non-neutralité du portefeuille optimal et prime de
liquidité

Le portefeuille optimal se caractérise d’abord par Q) = 0, relation qui conduit aux
fonctions de demande et d’offre d’actifs ¥ = g(p,q,w) et donc aux relations Mp,q,w) =
Xo(p,w — Q'g(p,q,w)), v(p, aw) = vw(pw - Qg(p,q, w)). Nous allons utiliser les
propriétés de ces derniéres pour montrer que, méme une fois optimalisé, le portefeuille
reste encore utile en tant qu’instrument d’adaptation & diverses modifications des
paramétres institutionnels et donc n'est pas neutre.

Pour ce faire, nous allons considérer une modification des revenus Aw et étudier
son effet sur l'utilité autour de y = 9(p,g,w). Si une telle modification s'accompagne
d’une mise & jour du portefeuille, son effet sera étudié & I'aide de v(p,q,w). On a :

& 1 . % 2
Av = Bw—;Aw + -2-Aw mAw +o(Aw )
_ Sw 1 ) 2
= &UlAw + 2Aw -87Aw + o(Aw?).

8i, au contraire, la modification des revenus se fait sans ajustement des allocations
d'actifs financiers, son effet sera étudié a l'aide de vy(p,w — Q'y) o y est fixe.
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(Dans ce qui suit, Avp = Av | constante .) On aura :

&h 1 18200

Ay = Tbw+5 2
vg R w+ 2Aw BRHR'Aw+O(Aw )
_ 2‘1_9 1 '8& ) 2
= 8R,Aw+ 2Aw 8R,Aw+a(Aw )-
Or, d’aprés I'annexe 2, nous savons gue :
&  Ow
(413) 3 "R
Bx O O [, ] 8%
(4.14) Bw ~ OF OF [QBR’Q R
ce qui implique gue Av et A ne peuvent différer qu’au niveau du second ordre.
De plus, comme -5%9, est définie négative, on voit immédiatement que :
Av > Avy.

Ainsi, la présence des actifs financiers n’a qu'un effet de second ordre, mais cet effet
est positif. [Pour Allais (1947), Vinsertion & 'optimum de la monnaie n’impliquait
qu'une perte de gecond ordre]. Pour bien comprendre ce résultat, il faut noter
que, puisque 7T = g—vg,, on se place & V'optimum, cest-d-dire en un point ot les
utilités marginales des gvers revenus sont égales aux utilités marginales des diverses

dépenses. Or, une modification des revenus Aw qui s’accompagne dune mise & jour

du portefeuille permet une variation des dépenses AR = |J — Q‘?-a;—, Aw. En fait, la
matrice [I - Q'%] projette les nouveaux revenus Aw dans le bon sous-espace des
. .. BN 8 , 8y
dépenses. Cet effet est positif car (4.14) peut aussi s’écrire 55 = Fp [I Q Bw'] .
Considérons maintenant I'écart entre Avet Ayg. Ona
1, [ 8A o
Av— Ay = 2Aw [&u’ BR'] Aw .
- e OB el
Pm.sque (4.14) prend aussi la forme 3 = 3R an 3 R'Q el on peut également
écrire : 8 B
1, .
Av— Ay = -EAw mQ‘gﬁ,’Q E”—,A‘w .
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L’écart devient nul dés que le réaménagement du portefeuille est non coliteux,
c'est-a-dire que Q'EU-;AW =0,

Nous avons donc la propriété suivante :

Propriété 12 : En 9énéral, Vimpact sur Vutilité d'une modification des revenus
Aw sera plus grand lorsqu’une telle modification s'accompagne d’une mise ¢ Jour du
portefeville que lorsqu’elle se Jait sans ajustement des allocations d'actifs financiers,

ie.
Av—-Ay >0,

L’égalité sera obtenue lorsque Q'ﬁ‘r Aw=0.

Ainsi, lindividu préférera, en général, se retrouver dans une situation de parfaite
liquidité (une situation od il peut utiliser son portefeuille pour s’adapter & des
modifications de paramétres institutionnels). On peut donc facilement imaginer qu'il
sera prét & payer pour se retrouver dans une telle situation.

Considérons, a nouveau, une modification des revenus qui fait passer le vecteur de
revenus de w4 & wp, i.e. Aw = Wp — wy. Puisque I'individu préfére la situation de
parfaite liquidité, on peut déduire de son revenu Wp une « prime *» pour obtenir un
revenu qui lui procure, en situation de parfaite liquidité, le méme nivean de satisfaction
que le revenu wp lui procure en situation d’illiquidité. Formellement, on peut écrire :

vlp, ¢, ws(1 - p)) = w(p, wp ~ Q'y)
oil p peut étre appelé le « taux de la prime de liquidité ».

D’une part, nous avons :
pa

o9 ws (1= 0) = 0(5,0,04) + 2% (5,4, 04) 0~ ]

1 ’ 82
+ 38w = pwa] g (5, g, wa)[Aw = pug]
+ of(Aw ~ pwp)?)
que I’on peut écrire :
Bu
(4.15) vlp, 9, ws(1 ~ p)] = v(p, g, wa) + B P 4 wa)lAw ~ pwp)

si I’on s’en tient & Papproximation linéaire (ce que I'on peut faire jcj puisque les termes
du second ordre sont négligeables, & cause de 1a présence de p?).
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D’eutre part, nous avons également :

wlpwp - @9) = w(pwa— Qo)+ g ipua=Qu)dw

:3200

0R8R (P, WA — Q y)Aw - O(sz)

+ Aw
que I’on peut aussi écrire :

wlpp — Q5) i - Q1) + g(pwa = QUAw

182”0

(4.16) 1 ,
+§A aR&R,(p,wA Qy)Aw.

Puisque, par hypothése, v[p,q,ws(1 — p)} = wl(p,ws — Q'y), nous déduisons la
relation suivante, en tenant compte de (4. 15) et (4.16) :

"-’(P: q,tUA) + ——(p,q,wA)[Aw pr] o~ UO(P)wA Q y) + 55 8R (p,WA - Q'U)Aw
. B
+ Aw BR;OR'(P wa— Qy)Aw.

Cette derniére relation peut encore se simplifier en utilisant la propriété 2

(o, 8) = (e — Q). ot (g wA)Dw = G0, — Qy)Bul. On e

alors :
—p—a—v-wg '::—Aw' v Aw
o' 2 BROR
ou encore
Aw' P Aw
51; BROR’

BR‘

qui nous donne une formule pour le taux de la prime de liquidité. Enfin, en utilisant
la relation suivante : ’

Qu—gw = +8v°/aR'w
oR B = BRo Wop /8R8 1B
= m[woa+ﬂﬁ1]

ot 15, est I’espérance mathématique des w;, calculée avec la loi de probabilité subjective
p1, nous obtenons également une formule pour la prime de liquidité :

, &
plwo + f) = ——5;5'1310 BR;;?Aw

*oR;
34



80 /0ROR’

Dans cette expression, — 3 peut s’interpréter comme une mesure

absolue d'aversion vis-a-vis de Pilliquidité.

5 Modification des demandes due a Pintroduction
de nouveaux actifs financiers A

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons donc aux modifications de demande et
d’utilité du consommateur, lorsque sont introduits sur le marché de nouveaux actifs
financiers. Nous raisonnons & Prix et revenus fixés, c’est-a-dire avant que l'impact de
cette introduction ait eu le temps de se répercuter sur les niveaux des divers prix.
Notre but n'est donc pas d'examiner comment les équilibres de prix et quantités
dépendent des actifs introduits [Cass (1984), Werner (1985), Allen et Gale (1991),
Cass et Citanna (1993)), mais plutdt de voir les modifications de = court terme » de

la demande.

Nous considérons M nouveaux actifs avec N+ M < S. Leurs Prix sont résumés par
la matrice de taille [M, S+1], notée R = [ry, —ry;,. .. »—T1s], et les quantités introduites
dans le portefeuille par un vecteur z de taille M. En présence de ces N + M actifs,
les conditions du premier ordre sont modifiées et deviennent :

U, ~PA=0,

"Q’\=0 »
(5.1) ~RA=0.

~Pz ~Qy-Rz+w=0,

Elles admettent des solutions :

z=f (p,q,r,w) )
y=g1(p,q,r,W) )
Z=h] (p)er:w) )
’\=Al (P,ILT,W) .

(5.2)

5.1 Non-modification des demandes

Propriété 13 : Lorsque les nouveauz actifs introduits ont des priz compatibles avec
la probabilité de valorisation AMp, q,w) ne tenant Ppas compte de ces actifs, c’est-d-dire
lorsque : RA(p,q,w) =0, le systéme (5.1) admet la solution :

fl(P,q,T,w) = f(P:Q:w)zgl(P:Q»r:w) = g(P,q,“{)yhl(P)qyr,w) = 0)
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’\l(pt q.7, w) = A(pr 4, w)

Preuve ; Le résultat est immédiat, la solution sans actifs additionnels satisfaisant
clairement les conditions du premier ordre (5.1).

Ainsi, les nouveaux actifs ne sont introduits dans le portefeuille que 8’ils conduisent
I'individu & modifier ce qu'il pense des prix relatifs des états, et donc des transferts de
revenus qu'il lui est préférable d’effectuer.

5.2 Introduction d’actifs non nécessairement compatibles avec
probabilité de valorisation

On peut raisonnablement penser que Pintroduction d’actifs supplémentaires, dont les
prix ne sont pas compatibles avec les probabilités de valorisation, va s’accompagner
d'une modification des demandes, mais que celle-ci restera faible si la relation
RMp,q,w) = 0 est < presque satisfaite ». En fait cette intuition est erronée du
fait d'un effet de levier possible sur les marchés financiers. Clest ce point que nous
allons mettre en évidence dans ce paragraphe. De fagon & simplifier les notations nous
désignons par Z, 3, 0, X la solution de la propriété 13 et nous nous proposons d’étudier
localement autour de ce point le systéme des conditions du premier ordre (5.1). Nous

avons localement :

ULz ~PAXN=0,
-QAA=0,
~RAXN=R),

-PAzx —-QAy-Rz2=0.

(5.3)

avec: Arz=z~%, ADy=y-V, Ar=A-A.

Avant de résoudre ce systéme, NOUS pOUVONSs TEMAarquer que sans perte de généralité
les actifs additionnels peuvent étre remplacés par des portefeuilles composés d'un actif
de ce type et d’autres actifs préalablement existant. On peut par exemple faire en sorte
qu'il y ait une orthogonalité entre les deux ensembles de prix Q et R :

(5.4) QALR =0 = Q{P‘u"P}-‘R' =0.

La résolution du systéme approché (5.3) peut alors étre effectuée comme dans
l'annexe 1.
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Propriété 14 :

i) Pour des actifs additionnels orthogonauz auz actifs initiaur QALR =0, la
solution du systéme (5.9) est :

Az = -U-'PALR [RAGR]RY
Ay =0,
2 =—[RALR)'RY,
AN = -ALR' [RALR) ' RX.
ii) La modification correspondante de I'wtilité indirecte est :

dv=XR [RALR]™ RX = ANALAN.

Le développement (5.3) est en fait valable dés que Az est petit, le reste du systéme
(5.1) étant dés le départ linéaire dans les autres variables. Il 'est donc dés que :

(5.5) AX= ALR [RALR) RX = o(1) .

Cette condition donne la normalisation & effectuer vis-a-vis des prix R pour traduire
le fait que la relation de valorisation R\ = 0 est presque satisfaite. On a alors
immédiatement la propriété suivante.

Corollaire 1 : Si QALR =0 et A) = o(1), alors :
Az = o(A)),
Rz=o0(A)), .
Av = 0f(AN)?)

Leffet sur 1'utilité indirecte est évidemment d’ordre deux. Plus intéressant est le
fait que les deux contraintes QALR =0et AN = o(1) sont homogénes de degré 0 dans
les prix R. Cette homogénéité est également satisfaite par la valeur du portefeuille
additionnel R'z. Cependant elle ne I'est pas par la composition additionnelle z. Ainsi
si les prix R sont faibles, le consommateur compensera cette faiblesse des prix par
une demande z trés forte. I 8’agit typiquement d’un effet de levier sur ces actifs afin
d’atteindre la modification d'utilité souhaitée. Ceci met aussi en évidence une forte
discontinuité au voisinage du point &, 3, 0, X.
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5.3 Actif additionnel optimal

Nous venans de voir que Vintroduction d'actifs supplémentaires avait des impacts trés
différents sur les demandes individuelles selon les préférences et les revenus de ces
individus. Nous pouvons prendre le probléme en sens inverse et nous demander quel
actif supplémentaire il vaudrait mieux introduire pour satisfaire au mieux un individu
donné. Cette introduction peut évidemment &tre menée séquentiellement de sorte que
nous poserons M = 1. Nous sommes alors conduit & résoudre le probléme local :

— o p-1 B
(5.6) M}‘lz VR [RALRT RM,
sous QALR =0,

ou comme la solution de ce probléme est clairement définie & une constante
multiplicative prés :

‘ M‘;n R,
(5.7) sous QALR =0,
RALR =1.

Appelons a,8 des multiplicateurs de Lagrange associés aux deux types de
contraintes. Les conditions du premier ordre s’écrivent :

T\—Ag,Q’c;—AgsR'ﬂ=0,
- R == (A% "2 - g,
Remplagant R' par cette expression dans la premiére contrainte, nous obtenons :

1

55~ QA‘;SQ% =0,

doi: a= [QAgan]“‘QX,
et :

(5.8) R =5 {1-qleaQ) o) (4%)7'%.

Propriété 15 : Un actif additionnel optimal est un portefeuille composé & partir des
actifs initiouz associés auz colonnes de Q' et de Vactif (A%) " X.
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Preuve : En effet ces actifs optimaux comportent des actifs initiaux (dés que nous
levons la contrainte (5.4)) et de I'actif R’ , donné en (5.8). Comme Pexpression de R’
comporte un portefeuille dans les actifs initiaux le résultat s’en déduit immédiatement.

Ce choix dépend des actifs déja introduits & travers A3 et A, 11 est donc pertinent
de poursuivre la démarche lorsque P'actif R’ a été introduit. En effet lindividu est alors
conduit & modifier sa vision des prix virtuels X ainai que A%, en tenant compte des
prix /. Il peut donc étre intéressant en terme d’utilité de réintroduire alors un autre
actif additionnel et ainsi de suite. -

La valeur optimale du gain d'utilité se déduit immédiatement de la propriété 15,

Corollaire 2 : Pour un choiz optimal de Uactif additionnel, nous avons -
v =7 (43)"'3 -3¢ [Q4%¢] " 0%

5.4 Interprétation du portefeuille additionnel

Le portefeuille additionnel a une composition proportionnelle & ; z = [RALRT RX
[voir Propriété 14].

Etudions celle-ci lorsque les prix des nouveaux actifs valent 14ladate0: ry = e, que
les N actifs initiaux comportent un actif sans risque (un zéro-coupon) de rendement r 1
et que la fonction d’utilité est de type additif :

s
U(z) = u(zo) + p }_; N(s)u(z,) .

Dans ce cas la matrice A% vaut

= lpou" (Zo) ~'po) ! 0
A=
0 ~pn(S) [P&s“"(ilqs)"lpls]_l

La condition QALR =0 appliquée & la ligne de Q correspondant & Vactif sans
risque est :

a € 3 I(s)ry, _
(5.9) Aoty TP+ D @) T 0.
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Nous en déduisons que le portefeuille additionne! admet la composition :
ee’ S, M(s)rn }_.l [ S ]
510) z={-Tom5a- T —nt ~doe+ Y ATl -
610 == {7+ & A 2 R

Introduisons alors la loi de probabilité définie par :

N (s) s ne 1”7
(5.11) )= g [.2 pf..u"m.)-‘p,.] ’
et notons : s I'l( 1
s)
(5'12) i =,§ P'l.u"(ill)-lpla' G0 = 1’:)“”(50)_1?0 '

On déduit alors de (5.9) - (5.10) que :
o? “l,s
z={-p(1+ r,)’;—(‘; EnE" +pal E (n7}) (Z A;.) E [~ +71s)e -
» u » =1

En introduisant des termes de variance-covariance relativement & #, nous obtenons

le résultat ci-dessous.

Propriété 16 :

S
2 )‘ls

-1
2
Z=~'§l—2"{v [T]"‘(l"‘?'])ﬁ]" [M—l] ET]ET’I} E[T] —(1+r,)e] -
S T ] ~ 7

Cette expression est & comparer & celle classique du portefeuille efficient au sens de
Roy-Markowitz-Tobin donnée par :

A 1 -1
=2y - Qand) Eln-Gemd,
ol1 a désigne I'aversion vis-d-vis du risque. La formule de la propriété 16 en differe &

trois niveaux :

i) par lintroduction d’un terme de carré de moyenne Er E;"’, qui provient de la

M
forme localement quadratique de l'utilité. Il ne disparait que si p(1 +74)% = 0.
Dans ce cas la formule devient :

S
B’\la
|

1

z =

vin-Q +T/)e]} E fri= (1 +7y)e] -

"
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ii) Une seconde différence vient des lois de probabilités non égales pour évaluer le
risque et le rendement net anticipé,

iii) Finalement on note que ces lois n’ont pas de raison d’étre égales a la loj I1. Ainsi
si I'individu est « rationnel *, I correspond  la véritable loi des états, alors que
uoet ¥ sont des lois dépendant aussi des préférences, des revenus de Vindividu...
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ANNEXE 1 : Inversion de la matrice bordée

Cette inversion est effectuée par résolution récursive du systéme correspondant. Ce

systéme s’écrit :
u 0o -P T a
5 LA
-P -Q 0 z v
Uz ~Pz=a,
(Al) { —Qz'-‘ﬂ)
-Pz -Qy=7-

De la premiére équation de (A.1), nous tirons :

(A2) z=Ula++U'Pz,
et reportant dens la troisieme équation, nous avons :

—PUla-PU''P2-Qy=7,

(A3) z=—(PUTPI'Qy - [PU P PU - [PU~PI ™y .

Remplagant z par cette expression dans la seconde équation du systérmne (A.1), nous
en déduisons :

QIPU'PIT'Qy + QPU Pl PU e+ QIPU'P !y= 8,
(Ad) y= -[QIPUTPIQIQIPUTIPI I PU e
+{OIPU-IPQT B~ QIPUPIQY QIPUTT P
D’ou :

An =lQPUPQYT
An = —AnQ[P’U"P]"P'L(“‘ = A,l’l ,
Ap = —AnQ{P'u-lP]'l .

Reportant dans (A.3) Yexpression de y, nous obtenons :
z= {-PUT P+ [PUTPIY QRIPU- P Q1 QIPUT P} PUa
(A5)  +AsfB ‘
+{~(PU P + [PUTPITY (QIPU- P Q) QIPUT P .
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D'od : Ay = AY; - A}, ,
avec: A3 =—[PU-'P]?,

A% = —[PU'PI"'Q [QIPU-' P Q] QlPU-1 P}

A;) = AsxP' U-1,
Le dernier bloc A;; s'obtient immédiatement en rem
dans Iéquation (A.2).
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ANNEXE 2 : Propensions marginales avec et sans actifs

1. Condition du premier ordre.

Rappelons que le fait que g(p, g, w) eoit solution du probléme d’optimisation

Mgz w(p,w — Q'y) implique

8vo

@ =N =0,

8R'

a I'optimum, c’est-a-dire au point y = g(p, 9, w)-

Nous en déduisons :

2. TFonction d’utilité indirecte.

v _ bw ol D
R '
T oo, owgre oy,
%q"J SR OR'~ 8¢ SR’
Go _ B _dwo b _Ow
S OR ORT O T 8R

3. Expression des dérivées de g.

Des conditions du premier ordre

%%[p,w—Q’y] =0 & QM[p)w—Qly] =0 ’

satisfaites & 'optimum, nous déduisons en redérivant :
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D’ol la forme des effets sur la composition du portefeuille :

% 21 0%

5= t|RY % ,
] o -

8 _ 8 17" 8

B = +[5‘ﬁ<’ R

4. Dérivées des multiplicateurs.

Celles-ci s’obtiennent immédiatement en dérivant la relation :

A(p»Q:w) = Ao(P,w - ng(p»q:w)] '

et en utilisant les expressions des dérivées de g exhibées en (A.3). Nous avons :

f

Ou_ D, 000,17 o,
5~ oRY |Yam oy
8 17 8%,
*ﬁ[I—Q'[QgR,— } QEE}Y’
8 [ 180 17" .
_WQ[Q-BTﬁQ'] A

6) _ B Ok, [ 8% 17" 8%
rwie a—ﬁ,-—aTz,Q’[QﬁQ’] R -

i

Ll

g

5. Dérivées des demandes de biens.
Une démarche analogue conduit 2 :
( 8o _ 8fo [ 0% 17} 8
o " ap? [QIB?Q"Q'J 5
8f 17" x] .,
~ [I*-Q’ [Q@Q’} QWJ Y,

it

g2 9

[

%oy [n0% 17" .
“3rY Qﬁ@’} A

OF _ 0h _ By [,0% ] 0%
B~ BR BRQ[QBR' J r
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