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SOMMAIRE

Ce mémoire porte sur les solutions holomorphes a courbure constante des
modeles sigma G (M, N) supersymétriques. Une présentation générale du modele
dans sa version bosonique est d’abord faite. Par la suite, apres une introduction
au concept de supersymétrie A, le modele est étendu en incluant des variables de
Grassmann. L’invariance de jauge de cette version supersymétrique est développée
en détails.

Un critere pour obtenir des solutions supersymétriques a courbure constante
A partir des solutions bosoniques est établi. A partir de ce critére, existence
d’une solution supersymétrique a courbure constante est obtenue pour les modeles
G(M, N). Elle est basée sur le résultat obtenu récemment dans la littérature [15]
pour le modele CPY~!'= G(1,N). Nous revenons sur les développement ayant
mené a ce dernier résultat en expliquant comment l'invariance de jauge est utilisée
pour démontrer I'unicité de la solution.

Notre contribution majeure a ce travail consiste a déterminer les solutions
holomorphes & courbure constante du modele G(2,4) a partir des solutions boso-

niques correspondantes, en utilisant notamment l'invariance de jauge.

Mots clés : Modeles sigma, invariance de jauge, supersymétrie, courbure gaus-

sienne, fonctions holomorphes.
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SUMMARY

This master’s thesis is about constant curvature holomorphic solutions of the
supersymmetric G(M, N) sigma models. We begin with a general presentation of
the G(M, N) bosonic model. Then, after an introduction to supersymmetry, we
construct a N' = 2 supersymmetric extension of the model. We develop the gauge
invariance of the SUSY model in details.

Afterwards, we find a condition to obtain constant curvature solutions. We
use this condition to obtain the existence of a supersymmetric constant curvature
solution for all G(M, N) models. It is based on a result recently obtained in the
litterature [15] for the CPN~'= G(1, N) model. We go back on the developments
that lead to this last result and explain how to use the gauge invariance to show
the uniqueness of the solution.

Our main contribution to this work was to determine holomorphic constant
curvature solutions of the SUSY G(2,4) model from the corresponding bosonic

solutions, using the gauge invariance.

Keywords : sigma models, gauge invariance, supersymmetry, Gaussian curvature,

holomorphic functions.
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INTRODUCTION

Les modeles sigma trouvent leur pertinence notamment en physique car ils
partagent plusieurs propriétés importantes avec les théories de Yang-Mills [1] qui
décrivent le modele standard de la physique des particules. Ils sont toutefois plus
simple a résoudre. Parmi leurs propriétés, on retrouve l’existence de solutions
de la forme des solitons topologiques appelées instantons [2, 3]. Ces solutions
seront des fonctions holomorphes. Il existe d’autres types de solutions, appelées
non-holomorphes et anti-holomorphes, mais nous nous intéresserons dans ce texte
principalement aux solutions dites holomorphes. Au-dela de leur intérét physique,
elles sont simples a étudier et permettent dans certains cas de déduire par la suite
les solutions non-holomorphes et anti-holomorphes.

La formule d’immersion de Weierstrass [4] permet de construire des surfaces a
partir des solutions des modeles sigma. De telles surfaces ont des propriétés géo-
métriques intéressantes qui ont été largement explorées par le passé (par exemple
[5, 6, 7]). Plusieurs auteurs se sont penchés sur les solutions des modeles sigma
qui sont associés par la formule d’immersion de Weierstrass a une surface de cour-
bure gaussienne constante [8, 9, 10, 11]. Nous survolerons leurs résultats dans
le premier chapitre.

Les modeles sigma sont a la base définis uniquement pour les bosons. Une su-
persymétrisation du modele, ¢’est-a-dire I’ajout de fermions, a par la suite été faite
[12]. Mathématiquement, ceci est modélisé par 'ajout de variables de Grassmann
[13] qui sont définies par la propriété d’anticommutation. Une bréve description
de ces concepts ainsi que la reformulation du modele en version supersymétrique
sera faite au chapitre 2. A partir de cette nouvelle formulation, il est intéressant
de généraliser la recherche de surfaces a courbure constante associées aux solu-
tions. Ce sera le sujet principal de ce mémoire. Nous chercherons les conditions
nécessaires sur les solutions supersymétriques de ces modeles pour obtenir des
surfaces de courbure constante. Etant donné Z, une solution holomorphe du mo-
dele sigma appelé G(M, N) d’apres la variété grassmannienne G(M, N) qui est

I’espace d’arrivée de la fonction Z, alors, par la condition d’holomorphie étendue
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au cas supersymétrique, la solution supersymétrique W associée a Z sera définie
par

Wiz, 04) = Z(xy) +ibin(zs)Alzy), (0.0.1)
ou A, est une variable de Grassmann, 7 est une fonction quelconque ayant les
propriétés des nombres de Grassmann et A est une matrice a déterminer. Notre
but est de trouver les conditions sur la matrice A pour que W ait une courbure
constante. Certains résultats sont connus sur ce sujet, principalement pour la
version la plus simple du modele, appelée CPN~!. Ceux-ci sont décrits dans la
section 2.5.

Les théories de jauge sont des théories de champs invariantes sous certains
groupes dépendant du modele [14]. Les modeles sigma sont invariants de jauge
selon le groupe U(N) [3]. Ceci permet de simplifier la résolution, car il est possible
de former des classes d’équivalence de solutions. Tres peu développée dans la
littérature, l'invariance de jauge des modeles sigma supersymétriques est plus
riche que celle de leur version bosonique. Nous en avons donc fait une présentation
détaillée et completement nouvelle. En effet, nous avons remarqué que la définition
de I'unitarité appliquée a des matrices qui contiennent des nombres de Grassmann
apporte de nouvelles contraintes sur les solutions. Nous démontrerons que la partie

fermionique des solutions, qui peut étre décomposée en sous-matrices

Azs) = [ ggii ] , (0.0.2)

ou A est de format N x M et a est de format M x M, peut étre telle que o = 0
par invariance de jauge. Ce choix permettra de simplifier nos calculs par la suite.
La preuve est donnée dans la section 2.4.

Une solution importante & courbure constante du modele CPYtest présentée

dans la littérature [15]. Elle sera appelée SUSY-invariante et est donnée par :
Wi(zy) = u(zs) +101n(zy)Osu(zy), (0.0.3)

oll u est la suite de Veronese définie dans CV par

u(x+):[1, \/@x+, ,\/Wxi, o T. (0.0.4)

Nous avons d’abord généralisé cette solution au modele G(M, N), pour M et N
quelconques. La démonstration est faite a la section 2.8.

Nous nous sommes intéressées ensuite a 'unicité de cette solution. Nous avons
choisi de traiter les deux exemples les plus simples, CPY et G(2,4).

En ce qui concerne le cas CPN~*SUSY, I'unicité de la solution (0.0.3) a été

démontrée en supposant notamment que la sous-matrice o, qui est de format 1x 1,
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soit égale & zéro. D’autres hypotheses étaient aussi imposées a la matrice A(xy).
Elle devrait étre une combinaison linéaire des dérivées successives de la suite de
Veronese u(z4) =(0.0.4). Nous avons repris la construction de la solution W (z)
sans faire de telles hypotheses sur A(z, ). Cela nous a permis de montrer que les
conditions pour obtenir une courbure constante combinées a I'invariance de jauge
nous donne bien la solution unique trouvée. Le chapitre 3 décrit en détails notre
approche.

Dans le chapitre 4, nous nous inspirons de notre approche précédente afin de
construire les solutions holomorphes du modele G(2,4) supersymétriques. Les so-
lutions purement bosoniques a courbure constante sont connues [11]. Nous avons,
dans un premier temps, donné les conditions a satisfaire afin d’obtenir des solu-
tions supersymétriques a courbure constante pour la solution la plus simple de
(G(2,4) nommée Z;. Nous avons ensuite utilisé 'invariance de jauge SUSY qui est
développée a la section 2.4 afin de ramener cette solution a une forme plus simple.
Dans un second temps, nous avons, grace a l'invariance de jauge du systeme, dé-
terminé les solutions SUSY associées aux autres solutions purement bosoniques de
(G(2,4). Nous obtenons que la solution supersymétrique (0.0.3) n’est pas unique

pour Z; et Z, mais l'est pour les autres.






Chapitre 1

MODELE SIGMA PUREMENT BOSONIQUE
G(M, N)

Dans un premier temps, ce chapitre présente le modele G(M, N) purement bo-
sonique de fagon générale. Nous insistons notamment sur la propriété d’invariance
de jauge de ce modele. Par la suite, quelques solutions du modele représentées

par des surfaces a courbure constante connues dans la littérature sont présentées
9, 11, 22].

1.1. LE MODELE

Les premiers modeles sigma ont été introduits initialement par Gellmann et
Lévy [16] dans le but de décrire le role des pions dans les désintégrations 5. Ils
décrivent des champs scalaires sans masse ayant pour espace de départ R? et pour
espace d’arrivée une variété qui dépend du modele considéré [14]. Ce texte portera
sur le cas particulier ou la variété d’arrivée est définie par la variété suivante [3] :

U(N)
UM)xU(N—M)’

G(M,N) = M < N. (1.1.1)

Cette variété représente les hyperplans de dimension M dans I'espace CV. Pour
construire le modeéle, on considére {¢;}, une base orthonormée de CV. Elle peut
étre vue comme une matrice Y € U(N). Le modele G(M, N) est défini en sé-
lectionnant, un sous-ensemble des ¢;, disons ¢, jusqu'a ¢,;. On définit alors un
élément de G(M, N) comme

b= — .om|. (1.1.2)
Notons que ¢ est alors dans CV*M_ 1] est également dans la variété définie en
(1.1.1) car 'action d’un élément de U(M) change chacun des ¢;, 1 <i < M en

une combinaison linéaire de ceux-ci, mais les ¢; transformés engendrent le méme

espace. De plus, l'action d'un élément de U(N — M) laisse ¢ invariant. On a
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donc bien que ¢ € G(M, N). Nous allons utiliser 'immersion dans C¥** dans
I’ensemble du texte. Notons pour terminer que ¢ doit étre normalisée, c¢’est-a-dire
que
P'p =Ty (1.1.3)
Dans le cas particulier ou M = 1, G(M, N) est alors isomorphe a ’espace
projectif complexe CPY~1[3]. Ce cas sera abordé & plusieurs reprises dans ce
texte et sera notamment le sujet du chapitre 3.
Le champ est une fonction de deux variables réelles z et y. Nous serons inté-
ressés par la suite a des fonctions holomorphes. Dans ce but, il sera plus simple
d’utiliser des variables complexes au lieu des variables réelles. Nous définirons

donc
Ty =2+,
. (1.1.4)
r_=x —1y,
qui seront utilisés dans I’ensemble du texte. Notons que z, et x_ sont conjuguées
I'une de 'autre.

Une derniere condition sera ajoutée sur l'espace de départ pour s’assurer que
le modele mathématique respecte la physique du probleme. Il faut pour cela que
I’action, qui sera définie plus en détails plus tard, soit finie. Cela revient a imposer
que l'espace de départ soit compact [9]. Pour cela, un point a U'infini est ajouté
a l'espace R? pour obtenir R? U oo, qui est homéomorphe & la sphére S? par la

projection stéréographique. Le champ ¢ sera donc finalement défini comme

¢:S*— G(M,N). (1.1.5)

1.2. EQUATIONS D’EULER-LAGRANGE

La champ @, tel que défini dans la derniere section, est décrit par la densité

lagrangienne suivante :

1
L= 5T [(D:9)' (Do) +(D-9)' (D-9)] (1.2.1)
ou les dérivées covariantes sont définies [9, 17| par
DiA = 0:A — A (¢1020). (1.2.2)

avec 0y := 0,.. Notons que les dérivées 0y sont conjuguées complexes I'une de
I’autre. Pour obtenir les équations d’Euler-Lagrange qui décrivent le systeme, il
faut trouver, a partir du calcul des variations (e.g.[18, 19]), les points station-

naires de la fonctionnelle d’action définie par

S = /Edz+dx_. (1.2.3)



On obtient alors les équations d’Euler-Lagrange [9]
DiD_¢+¢(D-¢)' D_¢ =0, (1.2.4)

ou l'on ajoute la condition de normalisation pour que ¢(z,x_) soit restreint a
G(M,N).

1.3. INVARIANCE DE JAUGE

Une transformation de jauge est une transformation qui laisse les équations
d’Euler-Lagrange d’un systéme inchangées [14]. Les modeles sigma sont invariants
[3] sous

¢ — ¢ (v, 2-) =Vo(ry, 2 )U(vy,2-), (1.3.1)
ou V' est une matrice unitaire et constante de format N x N et U est une matrice
unitaire de format M x M dont les éléments peuvent dépendre des coordonnées
xy et x_. Ceci est assuré par la présence des dérivées covariantes D, définies en

(1.2.2) qui ont la propriété suivante :
Di(VOU) = 0:(VoU) = VoU (VoU)' ds (VU)
=V (026 — ¢6'0:0) U (1.3.2)
=V (D+o)U.

La densité lagrangienne donnée par (1.2.1) appliquée a V¢U devient alors

LVU) =T [(VDip U) (VDip U)+ (VD¢ U) (VD_¢ U)|

Tr [UF (D40)! (D10) U + U (D_¢)! (D_9) U] (13.3)

NI RN~ DN

Tr [(D+¢)T (Dy¢) + (D_o)" (Dxb)}
= L(9).

La transformation définie en (1.3.1) ne change pas la densité larangienne et par

conséquent ne changera pas les équations d’Euler-Lagrange.

1.3.1. Solutions holomorphes et paramétrisation de MacFarlane

La paramétrisation de MacFarlane [17] consiste a réécrire les matrices ¢(z4) €
G(M,N) dans une forme qui permettra de simplifier les calculs par la suite.
I s’agit d’un choix standard dans la littérature (e.g. [9]) qui sera utilisé dans
I’ensemble du texte.

Soit ¢ € G(M, N), une solution des équations d’Euler-Lagrange (1.2.4) qui

respecte la condition de normalisation (1.1.3).
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Alors, il existe P, une matrice de format M x M, et (), une matrice de format
(N — M) x M telle que

(1.3.4)

On peut alors, dans le but de simplifier la solution, factoriser les matrices P et ()
par la factorisation dite QR [20] a 'aide d’une matrice unitaire Uy € U(M). On

obtient alors

LU L
MU, M
Or, par un choix de jauge (1.3.1), le champ ¢ =(1.3.5) est équivalent a

¢ = Up. (1.3.5)

L
= 1.3.6
o= (1.3
Nous pouvons donc écrire :
¢o=7L, (1.3.7)
avec
5]
Z = , (1.3.8)
K

ou la matrice K est définie comme M = KL. Le choix d’un tel Z est appelé
la paramétrisation de MacFarlane [17]. Dans le précédent développement, nous
avons supposé que L est inversible. Cette inversibilité implique que le choix de
Z est unique [20]. Nous allons dans ce texte considérer uniquement les solutions
telles qu’il est possible de trouver une matrice L inversible telle que ¢ = Z L.
Notons pour terminer que Z =(1.3.8) ne respecte pas la condition de norma-

lisation (1.1.3). Sa norme est, en effet, donnée par

77 =1+ K'K. (1.3.9)
Ceci implique que la condition (1.1.3) est équivalente a :
I+ Kk = (LL1) (1.3.10)
En effet, on a
oo =1
e (ZDYWZL) =1
e L'Z1ZL =1 (13.11)

o 77 = (LLT)_l.

Les solutions présentées dans ce texte seront écrites dans la paramétrisation de

MacFarlane (1.3.8) sauf indication contraire.
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Une solution ¢ = ZL sera dite holomorphe si Z ne dépend que de x, c’est-
a-dire 0_Z = 0. Ceci implique que ¢ = ZL satisfait la condition
D_¢=0. (1.3.12)
En effet, si 0_Z = 0, alors
D ¢=D_(ZL)=0_(ZL)—ZL (ZL)T 0_(ZL)
=0.2)L+Z(0_L)—ZLL'Z"(0_2)L — ZLL'Z'Z (0_L)  (1.3.13)
=Z(0_L) - ZLL'Z'Z(0_L).
Par (1.3.11), la norme de Z peut étre écrite en termes des matrices L et LT
71z =(LL) . (1.3.14)

Nous voyons donc que (1.3.13) donne bien la condition D_¢ = 0 et les équations
d’Euler-Lagrange (1.2.4) sont trivialement satisfaites. Dans le texte qui suit, il est
donc clair que Z holomorphe au sens d_~Z = 0 conduit a la solution ¢ du modele

qui sera aussi dite holomorphe, au sens D_¢ = 0.

1.4. PROPRIETES GEOMETRIQUES DES SOLUTIONS

Une propriété intéressante des modeles sigma est que leurs solutions per-
metttent de construire des surfaces (e.g.[6, 21]) a partir de la formule d’immersion
de Weiertrass [4]. Nous sommes intéressés a déterminer la métrique ainsi que la
courbure de ces surfaces. Nous nous concentrerons sur le cas holomorphe.

Si ¢ est une solution holomorphe, alors D_¢ = 0, ce qui permet d’écrire la

densité lagrangienne comme :
1
L= 3 Tr[(D+2) (D Z)]. (1.4.1)
Or, en écrivant ¢ = ZL dans la paramétrisation de MacFarlane, on peut montrer
[9] que cette expression peut étre réécrite comme
1
— T
£=50,0_In det (212)] . (1.4.2)

Cette densité lagrangienne peut étre associée a une métrique de la fagon suivante
9, 15] :

g= I++ 9+- (1.4.3)
9—+ 9-—-

avec

Gir=9--=0 go_=g', =2C. (1.4.4)
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A partir de cette métrique, il est possible de calculer la courbure gaussienne de

la surface associée a la solution ¢. On obtient alors [9]
1
k=—-0,0_Ing, (1.4.5)
9

avec g = g, donné par
g=0,0_In {det (ZTZ)] . (1.4.6)

La notion de courbure dans le reste du texte fera référence a la courbure gaus-

sienne telle que définie en (1.4.5).

1.5. SOLUTIONS A COURBURE CONSTANTE

Le but de cette section est de présenter les solutions de notre modele qui sont
associées a des surfaces de courbure constante. Ce probleme est résolu comple-
tement pour le modele CPY~!, mais reste, en général, un probléme ouvert pour
G(M,N) avec M > 1. Cette section a pour but de survoler les résultats partiels

connus sur ce sujet [9, 11, 22].

1.5.1. CPN-! et courbe de Veronese

Soit u, une fonction holomorphe & valeurs dans le plan projectif CPY~1. 11
a été démontré [8] que la seule fonction u holomorphe associée & une surface de
courbure constante est, a transformation de jauge pres, la courbe de Veronese

définie par

u(x+)=[1 \/@m \/@xi oo T. (1.5.1)

Etant donné que

ulu = (1+ |z[H)N (1.5.2)
la courbure est aisément calculée a partir de (1.4.6) et (1.4.5). Notons que nous
écrirons |x|? = z,x_ tout au long du texte pour simplifier les écritures. La cour-

bure prend la forme de :
2

ko = N_1 (1.5.3)
De plus, il a également été démontré que toutes les solutions non-holomorphes et
anti-holomorphes a courbure consante peuvent étre construites a partir de la so-
lution v =(1.5.1) par la méthode de Gram-Schmidt. En effet, si nous introduisons

les vecteurs Plu tels que [3]

9 | |
Pou=u, Pou=0u— " ttu, Pi=P (PIY) 1<i<N-2 (154)

Juf?
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ceux-ci sont des solutions non-holomorphes a courbure constante. Donc, 'en-
semble des solutions des équations d’Euler-Lagrange (1.2.4) avec M = 1 asso-
ciées a des surfaces a courbure constante peut étre construit a partir de la courbe
Veronese (1.5.1) et l'opérateur d’orthogonalisation P, donné en (1.5.4). Elles
s’écrivent

¢ = L pig (1.5.5)

\/ Plut Piu i

1.5.2. Solutions du modele G(2,4)

Le modele G(2,4) est le modele le plus simple a considérer aprés CPY~!. En
effet, il est aisé¢ de montrer que G(2,3) ~ CP? [9].
Théoréme 1.5.1. Toute solution holomorphe a courbure constante du modéle
G(2,4) est équivalente, d transformation U(4) prés, d l'une ou l'autre des solutions
suivantes [11] :

1 0 1 0
0 1 0 1
Zl = ) ZQ = 2 , L€ R?
ry 0 x7 cos2t V22, cost
0 0 V2z, sint 0
(1.5.6)
1 0 1 0
0 1 0 1
ZS = ; Z4 =
\/gxi 8/3xy 2:171 \/ga:i
0 1/3z, V322 2y

Les solutions sont représentées dans la paramétrisation de MacFarlane (1.3.8).

Rappelons que sous cette forme, le déterminant de Z7Z est donné par
det Z1Z = (1 + |z»)", (1.5.7)

ol 7 est un entier positif et |z|* défini comme le produit z,z_. Nous voyons donc
qu’ici, les indices des solutions Z; sont données par leurs valeurs respectives de 7.
Or, la courbure est donnée par

k::

i. (1.5.8)

DN | —

Y

GV )

Les courbures respectives de 7y, Z5, Z3 et Z, sont donc 2, 1,

Théoreme 1.5.2. Toute solution non-holomorphe a courbure constante du mo-

déle G(2,4) est équivalente, da transformation U(4) prés, a l'une ou lautre des
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solutions suivantes [11] :

1 0 1 2
zy 0 V2o, —\2x_
ZA - ) ZB - 2 b
0 1 xy 1
0 x_ 0 0

1 x3 1 V32

7 - V3ry —V/312 7o V3zy oz (|2’ - 2)

“- V3r2 Bz |’ b V32 1 —2z)?
3 3

-1 Ty V3x,

de

Le modele G(2,5) est également résolu complétement [22] mais ne sera pas

utilisé dans ce texte.



Chapitre 2

MODELES SIGMA G(M, N)
SUPERSYMETRIQUES

Dans ce chapitre, apres avoir présenté de fagon générale une supersymétrisa-
tion AN/ = 2 du modele décrit jusqu’a maintenant, nous développons l'invariance
de jauge des modeles sigma supersymétriques. Méme si l'invariance de jauge de
ce dernier modele est connue et généralise celle du cas bosonique, nous 'analy-
sons en détails et montrons qu’elle est plus riche que dans la version bosonique.
Cette analyse n’a pas été considérée dans la littérature jusqu’a présent. Celle-ci
fait 'objet d’une contribution originale soumise récemment pour publication [23].
Par la suite, nous présentons quelques solutions a courbure constante connues.
Finalement, nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
solution du modele supersymétrique ait une courbure constante et nous utilisons

ces conditions pour généraliser une solution présentée dans la littérature [15].

2.1. INTRODUCTION AUX VARIABLES DE GRASSMANN

Le but de ce mémoire est d’étendre la recherche de solutions a courbure
constante aux modeles sigma supersymétriques, c¢’est-a-dire auxquels ont été ajouté
ce qu’on appelle des variables de Grassmann. Celles-ci sont définies a partir de la

propriété suivante : soient ; et 6;, deux variables de Grassmann, alors [13]
De cette derniere propriété découle la suivante :

07 =0, (2.1.2)

)

car, par (2.1.1), 02 = —0? et les variables de Grassmann sont des scalaires. Ce
projet étudie une supersymétrisation de type N = 2, ce qui veut dire que nous
allons ajouter deux variables de Grassmann ¢, et 6, aux variables complexes z

et x_ du modele. De fagon équivalente au cas étudié dans les précédentes sections,
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qui sera appelé purement bosonique ou non-supersymétrique dans le reste du texte,

les variables 0; et 0y seront complexifiées :
0, =0 +ib,

2.1.3
0_ =0, —10,. ( )

Notons que 6 et §_ sont des conjugués complexes. L’espace de départ de notre
modele sera donc formé par les coordonnées (xy,z_,0,,0_) et appelé le superes-

pace. Un superchamp dit bosonique sera défini comme
(I)<‘T:t7 e:i:) = ¢(I+v LU_) +Z0+X(.T+, LL’_) +i‘9—X*('I+7 LL’_) - 9+9_F(SL’+, l’_), (214)

olt ¢ et F sont des champs bosoniques (qui commutent) et y et x' sont des
champs dit fermioniques, c’est-a-dire qui respectent la propriété d’anticommuta-
tion (2.1.1) des nombres de Grassmann. Le superchamp (2.1.4) est défini de fagon
a ce que a la limite

(04,0-) — (0,0), (2.1.5)

il redonne le champ purement bosonique ¢. De plus, la définition du superchamp
® (x4, 0+) repose sur le fait que toute puissance supérieure ou égale a deux des
variables de Grassmann s’annule. Il reste a appliquer le développement de Taylor

d’une fonction & deux variables (6, 6_) pour obtenir (2.1.4).

2.2. SUPERSYMETRISATION DU MODELE G(M, N)

On peut a présent proposer une supersymétrisation des modeles sigma. Ceci
est équivalent & considérer un superchamp ® ayant pour espace de départ S2, la
sphere & laquelle on ajoute I'espace formé par (0,,60_), et pour espace d’arrivée
la variété G(M, N).

®:5%— G(M,N). (2.2.1)
Afin de pouvoir écrire les équations d’Euler-Lagrange décrivant les superchamps,

on introduit les superdérivées
Or = —iy, + 040, (2.2.2)

Elles ont la propriété [15] :
&2 = —id.. (2.2.3)
Le Lagrangien du modeéle en version supersymétrique est donné par [24]

L=2(|D.®f—|D_®), (2.2.4)

ot les dérivées covariantes Dy [15] permettent au systéme de respecter l'inva-

riance de jauge du modele comme dans le cas purement bosonique. Elles sont
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définies par :
DA = 0:A — A(DTD. D). (2.2.5)
De plus, nous définirons
|DLA)? = (DA (DLA). (2.2.6)
Les équations d’Euler-Lagrange du modéle supersymétrique [24] sont alors
D.D_®+|D_d*d =0, (2.2.7)
avec la condition de normalisation
PP =1 (2.2.8)

De fagon similaire au cas purement bosonique, il est possible d’exprimer ® dans

la paramétrisation de MacFarlane en posant
o=WL, (2.2.9)

ou L dépend des coordonnées (4,6 ).

Le superchamp ® sera dit holomorphe si O_W = 0, ¢’est-a-dire que
—~i (05 W) +60_(0-W) =0. (2.2.10)
Ceci implique, par les propriétés des nombres de Grassmann, que
O_W =0, 9y W =0, (2.2.11)

et donc que W ne doit dépendre que de x, et 6. Dans ce cas, la fonction ® sera
alors nécessairement solution des équations d’Euler-Lagrange (2.2.7). En effet,
tous les termes de ces équations contiennent un facteur D_®. Or, cette dérivée

covariante est donnée par
D_®=D_(WL)=0_(W) — (WL)(WL)'d_(WL). (2.2.12)

Les superdérivées Oy =(2.2.2) respectent la regle de Leibniz tel que démontré dans
I’annexe A. La superdérivée covariante D appliquée sur ® peut étre développée

comime
D®=(0-W)L+W(@-L) - WLLIWH @ W)L+W(@-L)|.  (2213)

Puisque W est holomorphe, sa superdérivée d_ s’annule. L’expression précédente
peut donc étre simplifiée :

v

D_®=W(_L)— WLL'WW(d_L). (2.2.14)
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Or, la définition des matrices L (2.2.9) donne
LLT = (WW)~ (2.2.15)

Par cette propriété, D_® =(2.2.14) s’annule identiquement. La fonction & = WL

est donc bien une solution des équations d’Euler-Lagrange si W est holomorphe.

2.3. INVARIANCE DE JAUGE

Soit ® € G(M, N), une solution des équations d’Euler-Lagrange supersymé-
triques (2.2.7). Comme dans le cas purement bosonique, nous voulons montrer

que l'invariance de jauge (1.3.1) s’étend au cas supersymétrique sous la forme :
(I)/ = V(I)U(l'i, Gi), (231)

ouV € UN) et U € U(M). Dans ce contexte, V sera une matrice a éléments
constants purement bosoniques. Toutefois, comme U dépendera de x1 et 61, la
condition d’unitarité donne a priori plus de liberté dans le choix de jauge.

Dans un premier temps, nous voulons montrer que lv)i sont données par
Di® = 0.0 — @ (210.®) . (2.3.2)

En appliquant les super-dérivées covariantes (2.3.2) sur le champ transformé
¢’ =(2.3.1), on obtient :

Do® = Dy (VOU) = ds (VOU) — (VOU) [(VOU) s (VOU)| . (2.33)

Comme les superdérivées (2.2.2) respectent la loi de dérivation de Leibniz tel que
démontré a 'annexe A, 'expression (2.3.3) s’écrit
D (VOU) = (:V)DU + V(9:D)U + VO(d.LU)

y . 3 (2.3.4)
—VoUUieivt [(8iV)<I>U + V(0:®)U + VCD((‘)iU)] :

A ce stade, nous avons pris V = V(z+,01) et U = U(z,0+). Par unitarité des

matrices U et V', nous obtenons

Di(VOU) = V(9:+® — o010 0)U + (I — VDTV (0LV)OU

. . (2.3.5)
= V(DL®)U + (1 - VDTV (9.V)DU.
Pour que D,® =VD,dU , nous devons imposer que
(DLV)DU =0 (2.3.6)

ou, de fagon équivalente, que

0.V =0 et OV =0. (2.3.7)
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Comme la matrice V' dépend a priori des variables (xy,z_,0,,0_), elle peut étre
développée comme
V=V+i0,. Vi +i0_V, —0,0_V;, (2.3.8)
pour certaines matrices V;. En appliquant les superdérivées 5+ et J_ données en
(2.2.2), on obtient :
OV = Vi 40,0, Vy+i0_Vs +1i0,0_0, Vs, 239
. 2.3.9
OV =V, —i0, Vs +0_0_Vy —i0,.0_0_V;.

Par la condition (2.3.7), ces deux expressions doivent s’annuler identiquement.

Cette condition est donc équivalente a :
0 Vo=0, 0_-Vo =0, Vi=Vo=V53=0. (2.3.10)

Nous obtenons bien que la matrice V' € U(IN) est constante et purement bo-
sonique comme attendu. En ce qui concerne la matrice U, elle peut dépendre
des coordonnées mais doit satisfaire la condition d’unitarité. Pour exprimer cette

condition, nous avons tout d’abord développé U et UT de la facon suivante :
U= Uy+i0.mU; +i0_n'Uy — 0,0_n"nUs,

(2.3.11)

Ut = U +i0,nUS +i0_nTUs — 6,.0_nTnUI,

ou 7 est une fonction fermionique de x . Il est possible de montrer que la condition
d’unitarité implique que cette derniere simplification est possible, c¢’est-a-dire que
la partie fermionique du terme en 6, doit étre le conjugué complexe de celle du
terme en 6_. Nous avons choisi pour alleger les calculs et sans perte de généralité
d’utiliser cette simplifcation des le début.
On a alors que U est unitaire si :
U§Us + 04 (U§UL — USUy ) + i0_n' (U§ U — ULUy )

(2.3.12)
— 0,.0_n'n (U§Us + UiUy + UUy — UU) =1L

Par les propriétés des nombres de Grassmann, I’équation (2.3.12) est équivalente

au systeéme suivant :
Ult, =1,
UlU, + UJU, = 0,
UlU, + UfU, = 0,
UlUs + UlU, — UJU, + UlU, = 0.

(2.3.13)
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Notons que si 'on pose la partie purement bosonique U, comme étant I, on obtient

alors que les matrices Us et Us peuvent étre écrites en termes de la matrice Uy :
Uy = —UJ,

(2.3.14)
Ul +Us = UfU, + UL U

2.4. SOLUTIONS HOLOMORPHES ET PARAMETRISATION DE MAC-
FARLANE

Nous cherchons maintenant a utiliser la liberté de jauge donnée par (2.3.1)
avec V' = Vjy une matrice constante et U une matrice qui respectent les conditions
(2.3.13) pour réduire le champ @ vers une forme plus simple que nous appelerons
® . Pour cela, écrivons d’abord ® et &y sous la paramétrisation de MacFarlane
définie en (2.8.4) :

b=WL, ®&p=WgLg, (2.4.1)
ou L et Lpr sont des matrices arbitraires et W et Wgx sont des superchamps

holomorphes respectivement donnés par :
Wi(zy,0y) = Z(xy) + 10m(x) Az ),
Wr(zy,04) = Zp(zy) +i0.n(xs ) Ar(zy),

ou n(z) est une fonction fermionique quelconque factorisée de fagon a ce que A

(2.4.2)

et Ag soient des matrices purement bosoniques. Le choix de jauge reviendra donc
a trouver une matrice A plus simple que A pour laquelle les champs ® et ®p
associés a la méme valeur de Z soient équivalents selon (2.3.1). Il convient donc
de poser Zg = Z. Ainsi, par (2.4.1) et (2.4.2),

Op=WpLp = (Z + i0.0Ag) L. (2.4.3)
Or, la condition de jauge (2.3.1) avec &' = & implique que :
Cp =Vo@U & WrLr = VoyWLU. (2.4.4)
En rassemblant (2.4.3) et (2.4.4), on obtient I’équation suivante
(Z +i0,nAR)Lr = Vo(Z +i0,nA)LU. (2.4.5)

Etant donné que la partie purement bosonique Z doit rester inchangée, nous
pouvons poser
‘/0 = ]IN et U() = ]IM, (246)

ou Uy est la partie purement bosonique de U définie en (2.3.11). Ceci implique,

par (2.4.5) que les parties purement bosoniques de L et Lg doivent étre égales.
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En développant L et Lgr de la fagon suivante
L(24,0+) = Lo(2s) + 0Ly (x1) 4+ i0_n"Ly(2s) — 0,0_n"nLs(x),

Lp(wx,0s) = (Lr)o(xx) +i0in(Lg)i(zs) +i0_n'(Lp)s(zs) — 0:0_n'n(Lg)s(zs),
(2.4.7)

on obtient alors qu’il faut que Lg, = Lo. De plus, Lg est inversible puisque L ’est
(1.3.8). aNotons également que la fonction fermionique arbitraire 7 est la méme
que celle dans la définition de W et Wg. Ceci est nécessaire pour que 1’égalité
(2.4.5) soit vérifiée. Celle-ci devient le systeme d’équation suivant en utilisant les
conditions (2.3.14) sur U ainsi que les conditions (2.4.6) et (2.4.7).

ZLy— ZLyUf = ZLp,, (2.4.8)
ZILy + ZLoUy + ALy = ZLg, + AgLo, (2.4.9)
1
ZLs+ §ZL0(U1TU1 + U U) + ZLyUz LoUs + ALy — ALGU| = ZLg, + AgLg,.
(2.4.10)

Notons que, pour simplifier les calculs, la matrice Uz a été posée hermitienne.
Les équations (2.4.8) a (2.4.10) peuvent étre développées en utilisant la para-
métrisation de MacFarlane. En effet, chaque équation peut étre séparée en deux
équations, une pour chaque sous-matrice de Z =(1.3.8). Pour cela, il sera utile
de développer de facon équivalente les matrices A et Ar en sous-matrices. Nous
définissons alors a et apr, deux matrices de format M x M et § et [gr, deux
matrices de méme dimension que K (définie en (1.3.8), soit (N — M) x M, telles

que

A= . Ap=

B Br

Les équations (2.4.8) a (2.4.10) peuvent donc étre réduites au systéme suivant :

o ] . (2.4.11)

(Lr)2 = Ly — LoU}, (2.4.12)

(Lg)1 = Ly + LUy + (o — ag) Lo, (2.4.13)
Br=pB—K(a—ap), (2.4.14)

(Lr)s = L3+ ;LO(UJU1 + U U + LyUy — LU — (a0 — ag)(La — LoUY), (2.4.15)

ou K est donné dans la paramétrisation de Macfarlane de la solution purement
bosonique Z. Ce qu’il est important de noter est que, par (2.4.14), la matrice Sg
est completement déterminée par la matrice ag et par le champ W. En effet, la
seule liberté de jauge que nous avons est sur Uy, car la matrice U (2.3.1) peut
étre exprimée entierement en fonction de Uj, en prenant les hypotheses que U

soit I'identité et que Us soit hermitienne.
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Sans perte de généralité, nous pouvons poser L; = 0 et Lr, = 0. On a alors,

par (2.4.13), que la matrice U; s’exprime comme
Uy = —Ly* (o — ag)Lo. (2.4.16)

Seule la matrice ag peut donc étre modifiée par un choix de jauge. Pour simplifier

le plus possible notre probléme, nous allons donc choisir
ag = 0. (2.4.17)
Ceci implique par (2.4.14) que fg est donné par
Pr=p— Ka. (2.4.18)

En conclusion, le choix ag = 0 est cohérent avec les équations (2.4.12) a (2.4.15)
car l'invariance dépend uniquement de U; =(2.4.16) dont la seule partie qu’il
est possible de modifier est ag. Toute solution holomorphe Wpx des équations

d’Euler-Lagrange (2.2.7) peut étre écrite sous la forme

Wg =

I
, . (2.4.19)
K +1i01Br

2.5. SOLUTIONS A COURBURE CONSTANTE

De facon équivalente au cas purement bosonique, on peut associer les solutions
W des équations d’Euler-Lagrange supersymétriques (2.2.7) a des surfaces [24].
La métrique est donnée similairement & (1.4.6) par [15] :

g=0,0_In(Ww). (2.5.1)
La courbure gaussienne est donnée a partir de cette métrique par [15]
1
K =—--0,0_Ing. (2.5.2)
g

Des solutions supersymétriques représentées par des surfaces a courbure gaus-
sienne constante sont obtenues dans la littérature uniquement pour le cas CPN~1[15].
Il a notamment été démontré [15] que le superchamp W €CPY~! holomorphe
suivant

W =u(xy) +i0n(xy)0iu(zy), (2.5.3)
avec u(z4) la courbe de Veronese définie en (1.5.1) est une solution a courbure
constante des équations d’Euler-Lagrange supersymétriques (2.2.7). Ce type de
solution, appelée SUSY-invariante, sera le sujet de notre section 2.8. Il est égale-
ment démontré dans [15] que cette solution est unique, c’est-a-dire qu’elle est la

seule solution supersymétrique holomorphe a courbure constante des équations
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(2.2.7). A partir de (2.5.3), des solutions non-holomorphes & courbure constante
sont construites a l'aide d'une généralisation de I'opérateur d’orthogonalisation
P, =(1.5.4) donnée par :

Prw= (1 + 16 Oy +i6_ Plu, (2.5.4)

2
AT AT H+0_]\|fnlla+a_>
de facon similaire a ce qui a été expliqué dans la section 1.5.1.
L’absence de résultats sur les solutions a courbure constante des modeles
sigma supersymétriques dans le cas G(M, N) avec M > 2 dans la littérature peut
entre autres s’expliquer par le fait que, méme dans le cas bosonique, il n’existe
pas jusqu’a maintenant de théoreme donnant l’ensemble des solutions a cour-
bure constante pour N quelconque. Il n’existe d’ailleurs pas de méthode générale
permettant de construire les solutions supersymétriques a courbure constante a

partir des solutions bosoniques, comme il a été fait dans le cas CPY~1[9].

2.6. METHODE DE RESOLUTION

En nous inspirant de la résolution dans le cas CPY~!, nous avons développé
une méthode afin de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour
obtenir une solution supersymétrique a courbure constante.

Comme indiqué précemment (2.4.2), une solution holomorphe du modele G(M, N)
s’écrit :

Wiz, 04) = Z(xy) +ibin(zs ) Alzs), (2.6.1)
ou Z est une solution holomorphe du modele purement bosonique, n est une
fonction fermionique quelconque de x, et A(z, ) est une matrice dont les éléments
sont, des fonctions bosoniques de z .

Notre but est de trouver les conditions sur la matrice A pour que la solution W
ait une courbure constante. Pour simplifier les calculs, la fonction 7 sera considérée
constante dans I’ensemble du texte. Dans ’annexe B, nous montrerons que les
résultats de la présente section se généralisent pour 1 dépendant de = .

Etant donné la forme de la courbure (2.5.2) et celle de la métrique (2.5.1),
la solution W sera de courbure constante s’il existe une constante bosonique K|
telle que :

0,0_-Ing, + Kyg,_ =0. (2.6.2)

Notons ici que 'expression de g, _ contient les nombres de Grassmann 6.
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2.7. MODELE G(2, N)

Soit W (x4, 6, ), une solution holomorphe des équations d’Euler-Lagrange su-
persymétriques du modele G(2, V) définie par (2.6.1). On a alors :

WTW == AO + iTlAl + iTQAQ - T1T2A3, (271)

ol
Ag=2'2 A =Z1A Ay=ATZ A;=ATA (2.7.2)

et

Il est a noter que comme 717 et T sont des produits de deux fonctions fermio-
niques, ils agissent comme des fonctions bosoniques, c¢’est-a-dire qu’ils commutent
avec les autres quantités. Par contre, la présence de nombres de Grassmann im-
plique que T =0 et T = 0.

Comme WTW est une matrice 2 x 2, son déterminant de W est donné par :
det (WW) = R(1+iTi X, +iT3 X, — TiT> Xs) (2.7.4)

avec :

R =det Z'Z = det A,,

! [(AO)II(Al)QQ + <A0)22(A1>11 - <A0)12(A1>21 - <A1)12(A0)21] )

X1 = —
R
X2 = ! [(Ao)ll(A2)22 + (AO)22(A2)11 - (A0)12(A2)21 - (A2)12(A0)21] ’ (275)

— ]

X3 = E[(Ao)n(/l?,)m + (A3)11(Ao)22 + (A1)11(A2)22 + (A2)11(A1)22

- (A0)12(A3)21 - (A3)12(A0)21 - (A1)12(A2)21 - (A2)12(A1)21]-

L’équation (2.7.4) est vraie peu importe les parametres M et N de G(M, N). Ce
sont les valeurs des fonctions X; qui seront différentes si M # 2.

Etant donné que Z est une solution & courbure constante, R sera donné par :
R=(1+|z])". (2.7.6)

pour 7 un entier positif donné. A partir de ’expression (2.7.4), la métrique de la

surface associée & WTW peut étre réécrite :
§+, = &r@, ln(R) + 8+a, In (1 + ’iTle + iTQXQ — T1T2X3) . (277)

En utilisant le développement en séries de Taylor de la fonction logarithme

2

In(l4+z)=a-— % + 0(2?), (2.7.8)
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nous simplifions 'expression (2.7.7). En effet, puisque 77 = T3 = 0, les seuls

termes restants sont :
§+_ = 8+8_ ID(R) + 8+6_ [’LTle + iTQXQ - T1T2 (Xg - XlXQ)] . (279)
Par le méme processus, 0,0_In g, _ est donné par :

1 1
6+8_ In g+_ = 6+8_ In (6+8_ InR ) + ZTl ;a_;,_a_Yl + ZTg;&r@_Yg

. | (2.7.10)
- TiT0:0- (1 Ys — M%),
r r
ou 'on a posé, pour simplifier,
9,0_X, 212
Yii=—r=(1 X
1 a+a_ lnRT ( + |ZL'| ) 8+a 1,
940_X5 212
o= —=r=(1 X 7.
= 50 R (1+ |z|*)*04+0-Xo, (2.7.11)
0,0_ (X35 — X1 X,
Yy = 8iaf 1an 2r = (14 |2)?)%0,0_ (X5 — X1.X3).
La condition de courbure constante (2.6.2) est alors équivalente a :
[a+a_ ln (a+a_ ln R) + ko (8_,_8_ ln R)]
1
T L8+8-Y1 + k06+8_X1}
(2.7.12)

1
Ty 0,0 Y + ko&r&XQ}

1 1
_TT, L(xa_Yg — SO0 Y: + ko0 (X — X1 )| = 0.

Etant donné que les quantités T} et Th contiennent des nombres de Grassmann,
I'expression (2.7.12) sera vérifiée si les coefficients de T, Ty , T1T» ainsi que la par-

tie purement bosonique s’annulent identiquement. La partie ptirement bosonique

donne
0+0_In(0;0_In R) + ko0;0_In R = 0, (2.7.13)
et donc que :
ko = 72“ (2.7.14)

En remplagant la valeur de kg obtenue en (2.7.14) dans 1'équation (2.7.12) et
annulant chacun des termes, on obtient que cette derniere est équivalente aux

trois équations suivantes :
0,0_(Y1+2X,) =0, (2.7.15)

8,0_(Ys +2X,) =0, (2.7.16)
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1
04+0_((Y3 — ;Y1Y2) +2(X3 — X1 X)) = 0. (2.7.17)

Notons que les équations (2.7.15) et (2.7.16) sont équivalentes car elles sont conju-
guées complexes 'une de 'autre. Trouver les solutions supersymétriques a cour-
bure constante revient donc a résoudre le systeme d’équation formé par (2.7.15)
et (2.7.17). Notons également que, comme attendu, une solution supersymétrique

a courbure constante aura la méme courbure que sa partie plirement bosonique.

2.7.1. Retour sur CPN-!

Dans le cas CPN71, la matrice WIW est de format 1 x 1. Les fonctions X;

sont donc simplement

utA Al ATA
X, = — Xo= X, = 2.7.18
1 I 2 R 3 ( )

ou u est la courbe de Veronese (1.5.1) et A = A(z,) est un vecteur a déterminer.

2.8. SOLUTION SUSY-INVARIANTE

Tel qu’expliqué dans la section 2.5, il a été démontré dans la littérature [15]
que si u(r, ) est un vecteur de CPY~1 associé a une surface a courbure constante,

alors 'extension supersymétrique holomorphe de u(z, ), donnée par

w(@y, 01) = u(@y) + b n(zy)0pu(z,), (2.8.1)

est aussi associée a une surface a courbure constante. Cette solution est appelée
SUSY-invariante. Un des objectifs de ce chapitre est de démontrer que ce résultat
peut étre généralisé au modele G(M, N).

Considérons d’abord le superchamp W € G(M, N) défini par

Wi(zy,0y) = Z(xy) +ibn(z4)04 Z (x4 ). (2.8.2)

Il a été démontré dans la section 1.3.1 que toute solution ¢ holomorphe non-
supersymétrique de G(M, N) peut étre écrite dans la paramétrisation de Mac-
Farlane (1.3.8) comme ¢ = ZL avec

I ] , (2.8.3)

ou I est la matrice identité de format M x M et K est une matrice de format
(N — M) x M dont les éléments sont des fonctions holomorphes.

Dans cette paramétrisation, le superchamp W =(2.8.2) est donné par

I
. , (2.8.4)
K + 7/9+7/]8+K
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puisque, par un changement de jauge, le ag peut étre mis a 0 (voir la section

2.4). La métrique de la surface associée & W est donnée par
Gy = 0,0_In (det WHY) . (2.8.5)
Or, a partir de la paramétrisation (2.8.4), le déterminant peut étre écrit :
det WHW = det [(1+ D) (1+ K'K)], (2.8.6)
ou l'opérateur différentiel D est défini comme
D =0, ndy +i0_n'0_ — 0,0_|n|*0.0_. (2.8.7)

Le lemme qui suit permettra de simplifier davantage 1'expression (2.8.6).
Lemme 2.8.1. Soit l'opérateur D tel que défini en (2.8.7) et B(xy,x_) une

matrice de format M x M purement bosonique. Alors,

det [(1+ D) B(zy,xz_)] = (1 +D)det [B(xy,z_)]. (2.8.8)

DEMONSTRATION. Nous commencons par démontrer le lemme dans le cas M = 2
et généraliserons par la suite. Si Z € G(M, N), alors Z1Z = [ + K'K est une

matrice de format M x M. Dans le cas M = 2, la matrice B prend la forme

B— bii b (2.8.9)
b21 b22 . o
Alors,
(1+D)B = (1+D)biy (1+D)bio (2.8.10)
(14+D)byy (1 +D)byy | o

Son déterminant est donc :
det [(14+ D) B] = (1 +D)b11(1 + D)bae — (1 + D)b12(1 + D)bay. (2.8.11)
Le but est de montrer que (2.8.11) est égal a
(14 D) (b11bay — b12ba1) . (2.8.12)
Pour alléger les calculs, la preuve sera scindée en deux :
(1+D)b11 (14+D)bay = (14 D) (b11ba2) (2.8.13)

et
(14 D)bis(1 + D)byy = (1+ D) bisbay. (2.8.14)

La preuve de (2.8.13) est faite dans les lignes qui suivent. Dans le but de simplifier

la preuve, il peut étre utile de séparer 'opérateur différentiel D en sa partie d’ordre
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1 et sa partie d’ordre 2 :
Dy =i0,nd, +i0_n"0_ Dy = —0,0_|n|*0,0_. (2.8.15)
Le premier terme de (2.8.11) deviendra alors
(1 +D)b11(1 4+ D)bay = (1 4+ D1 + D3)b11(1 + D1 + D3)bao
= b11b9a + b11D1b2g + b11Dabog + (D1b11)bag + (D1b11)D1bos (2.8.16)
+ (D1b11)Dabag + (Dabi1)baa + (D2bi1)Dibag + (Dabi1) Dabso.

Or, l'opérateur D, contient un facteur #,60_. Il s’annule donc lorsque multiplié a
D, ou Dy, par la propriété des nombres de Grassmann (2.1.2). De plus, D; est un

opérateur différentiel de premier ordre et a donc la propriété suivante :
D (bi1b2a) = b1y (D1bag) + (D1byy) bas. (2.8.17)
En combinant ces deux derniéres propriétés, le premier terme de (2.8.11) peut
étre réécrit :
b11baa + D1 (b11b22) + b11(D2bas) + (Dabi1)baz + (Di1by1)(Di1baa). (2.8.18)

Il reste a& montrer que la derniére expression (2.8.18) est égale a la partie de
droite de (2.8.13) donnée par :

(1 + D) b11b22 = b11b22 + Dl(bnbgg) -+ Dg(bllbgg). (2819)
Or, en observant (2.8.18), on remarque que ceci est équivalent & montrer que
Dy(br1baz) = b11(Dabas) + (Dabi1)baz + (D1b11)(D1ba), (2.8.20)

ce qui est simplement vérifié en remplagant les opérateurs Dy et Dy par leurs
définitions respectives (2.8.15) et en appliquant la propriété des nombres de
Grassmann (2.1.2). L’équation (2.8.13) est donc vraie. L’autre partie de la preuve
(2.8.14) peut étre faite de fagon complétement analogue. Le lemme est ainsi prouvé
pour M = 2.

Pour une valeur générale de M > 2, (1 + D)B sera de format M x M et son

déterminant sera donné par
det [(1+D)B] = Y (=1)%") (1 + D)by,, (1 + D)bayy...(1 + D)oy 10y, (2.8.21)

ou la somme est faite sur les permutations ;. Or, les termes de cette somme

peuvent étre rééerits par (2.8.13) comme :
(1+D)b1y, (1 + D)bay, (1 +D)bsy,...(1 + D)bn_10y_,

(2.8.22)
= (1 + D) (b1s, b2, ) (1 + D)b3yy...(1 + D)bn—10y_, -
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Par le méme argument, cette expression est égale a
(1 + D) b1y, b2, ) (L + D)y (1 4 D)bay, (1 + D)bn-10y, (2.8.23)
= (1 + D) (bu, bav,bs, ) (1 + D)bay,...(1 +D)by_1py ..

En itérant, on obtient donc que

(14+D)b1y, (1 +D)bay,...(1 +D)bn-1,y_, = (1 + D) (11,020,305 -.ON 105, )-
(2.8.24)
En applicant cet argument a tous les termes de la somme (2.8.21), on montre que,
pour toute valeur de M,

det [(14+D)B(xy,x_)] = (1 +D)det [B(zs,z-)]. (2.8.25)

O

Par ce lemme, en posant B = [+ KK, on peut réécrire det WiV =(2.8.6)
comme

det WHW = (1 + D) det (I+ K'K). (2.8.26)

Nous pouvons maintenant utiliser le lemme pour démontrer le théoreme sui-
vant :

Théoréme 2.8.1. Soit Z : S* — G(M, N), une solution bosonique holomorphe

des équations d’Euler-Lagrange (1.2.4) associée d une surface a courbure constante.

Soit son extension supersymétrique holomorphe
Wiz, 0y) = Z(xy) +i0in(xy ) Alzy), (2.8.27)

ou A = 0,7. Alors, W est une solution de (2.2.7) associée a une surface de

courbure constante.

DEMONSTRATION. Par hypothese, Z est associé a une surface a courbure constante.
Dans ce cas, il a été démontré [9] qu'il existe un entier r tel que
'

det (2'7) = det (I + K'K) = R = (14 |2]) (2.8.28)

Par le lemme et cette derniere propriété, la métrique (2.8.5) de la surface associée
a W peut étre écrite :

gi— =0+0_-In[(1+D)R]. (2.8.29)
Cette expression peut étre réécrite a 1’aide du développement en séries de Taylor

de la fonction logarithme (2.7.8) de fagon équivalente a ce que nous avons fait a
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la section 2.6. En effet,

1
n[(1+D)R] =R +1n (1+RDR>

1 1 1 1
(2.8.30)
La métrique (2.8.29) est donc donnée par le lemme 2.8.1 :
§+_ = a_|_8_ ln R + 8+6_D ln R
(2.8.31)

=go+ g1.

On peut a présent calculer la courbure associée a cette métrique. En effet, la

courbure gaussienne peut étre écrite en termes de la métrique sous la forme

~ 1
k’ = —~73+5_ In g.;,__. (2832)
9+-

Or, par (2.8.31),
0.0_Ing,_ = 0,0_In(go+ g1)

:m&m%+m&m0+?
0

Le deuxieme terme peut étre réécrit en utilisant comme plus tot le développement

) | (2.8.33)

de Taylor du logarithme. Ainsi, nous obtenons

2
8,0 g, =0, Ingy+ 0,0 [g; - (2) ] . (2.8.34)

Par (2.8.32), la courbure sera constante s'il existe une constante ky telle que :
§+7k0 = —8+a, In g+,. (2835)
La constante sera donnée par la courbure de la solution bosonique (1.5.3), c’est-
a-dire,
2
k’o = 3+8_ lngo = —. (2836)
r
Il faut donc vérifier que

—kogy = D40_ {gl - (glﬂ . (2.8.37)

gJo 90
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Or, le coté droit de (2.8.37) donne
i0m020_-InR+i0_n'0,0°InR—0_n'n—60,0_nnd20*> In R

3+a, In go + &ra, [

a+8_ InR
20,05 (020_In R) (9,.0” In R)
a d,0_InR
(2.8.38)
En simplifiant et en calculant la dérivée, on obtient
g g 2 4x
940 |7 — 1) = 2.8.39
* [go (ga r(1 4+ |z]?)3 ( )
Par un calcul similaire, ¢g; défini en (2.8.31) donne
—2x_
= 2.8.40

La condition (2.8.37) est aisément vérifiée. La solution supersymétrique (2.8.2)
a donc bien une courbure constante. De plus, notons que le raisonnement est
indépendants des valeurs de M et N de G(M, N). La solution est donc valide
pour tout Z € G(M, N).

O






Chapitre 3

MODELE CPN-!

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'unicité de la solution présentée
dans la section 2.8 dans le cas CPY"'supersymétrique. Il a été démontré dans
[15] en utilisant I’hypotheése que la partie fermionique de la solution pouvait

s’écrire comme
N—1

A=> du (3.0.1)

i=1

ou u =(1.5.1) est comme a I’habitude la courbe de Veronese, qu’elle est unique.
Dans ce chapitre, nous déterminons la solution générale holomorphe a courbure
constante du modeéle CPY~lsupersymétrique sans utiliser cette hypothese. Par la
suite, nous démontrons qu’avec un choix de jauge, notre solution peut étre réduite
a celle de larticle [15].

3.1. SOLUTION GENERALE DU MODELE CPN-1

Le but de cette section est de déterminer les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que W, une solution holomorphe supersymétrique du modele CPN~1,
ait une courbure gaussienne (2.5.2) constante. Le théoréme suivant décrit nos ré-
sultats.

Théoréme 3.1.1. Soit u(x, ), une solution holomorphe du modéle sigma CPN~1,

et W, son extension supersymétrique :
W =u(xy) +i0n(xy)A(zy), (3.1.1)

ou n, une fonction fermionique quelconque et A, un vecteur formé de fonctions ho-
lomorphes bosoniques. Alors, W sera associé a une surface de courbure constante

si et seulement si u est la courbe de Veronese et les composantes a,, du vecteur
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A, avec 0 < n < N — 1 sont données par :

an(iy) = aof) [—<n—1> (V) [+ e L% (. 1)]
(3.1.2)

ou ag et ay des fonctions quelconques de .
Remarque 3.1.1. L’expression (3.1.2) peut s’écrire en termes de la courbe de
Veronese u(xy) =(1.5.1) :
1
an(ry) = —(n — Du,(zy)ag(ry) + ————=0,u,(x)ar(vy),
(@) = == Do) + Do Jor (o)

(3.1.3)
0<n<N-—-1.

DEMONSTRATION. Soit W =(3.1.1). Il a été démontré a la section 2.6 qu’alors W
sera de courbure constante si et seulement si la partie bosonique u est de courbure

constante et que u et A respectent les deux conditions suivantes :

0.0_ (Y, +2X,) =0, (3.1.4)
0.0 (Yg, - ;{21 +2(X5 — X1X2)> =0, (3.1.5)

ou les X; sont des fonctions de u et A définies en (2.7.18) et les Y; sont des
fonctions des X; définies en (2.7.11). La courbe de Veronese donnée par (1.5.1)
est la seule fonction holomorphe purement bosonique a courbure constante, a
un choix de jauge pres. La partie u de W =(3.1.1) doit donc étre la courbe de
Veronese pour avoir une courbure constante.
Notons également que I’équation (3.1.4) est équivalente a celle établie dans la
littérature [15] :
70 h(xy,x_) =0, (3.1.6)
ol
h(ry, o) = (1+ |z[*)* NulA. (3.1.7)
On remarque en effet que notre fonction X; définie en (2.7.18) peut étre écrite en

termes de h =(3.1.7) comme

h

= — A
EuPE (3.1.8)

X5
En remplagant cette forme de X; dans notre condition (3.1.4), on obtient :
(1+|2[*)070* h(zy, ) = 0. (3.1.9)

Pour que la courbure soit constante, il faut en particulier que (3.1.9) soit vraie

pour toute valeur des coordonnées (x,,z_). Elle est équivalente a 1’équation
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(3.1.6). Dans le but de simplifier nos calculs, nous utiliserons cette condition
(3.1.6) au lieu de (3.1.4) dans ce chapitre. Nous analysons ’équation (3.1.6) en
tenant compte de la forme de h =(3.1.7).
Dans un premier temps, en intégrant (3.1.6), on obtient que la fonction h peut
s’écrire :
Ry, z_) = hi(x_)zy + ho(zy)z_ + hg(z_) + ha(zy), (3.1.10)
pour certaines fonctions hy, hs, hs, hy a déterminer.

Dans la suite du texte, z sera renommé x et x_ sera renommé y pour alléger

les notations. Sans perte de généralité, on pose :

En effet, si ces quantités ne sont pas nulles, hi(0)x et ho(0)y peuvent étre incluses
respectivement dans les fonctions hy et hs.

Soit la fonction :
F(z,y,N)=(1+ ]a:|2)N_2h(a:,y) —ulA. (3.1.12)

Elle doit étre identiquement nulle par la définition de h = (3.1.7). Cet argument
servira, dans un premier temps, a déterminer les fonctions hq, ho, hs, hs en termes
du vecteur A. Soit ag(x), la composante k de A évaluée en . La fonction F' est

alors :

F(z,y,N) = (1+[a)" 7 (h(y)a + hao(2)y + ha(y) + ha(2))
Y.

Elle s’annule en particulier lorsque y =0 :

F(z,0,N) = h3(0) + hy(x) — ap(x) = 0, (3.1.14)
ce qui donne hy :
hy(x) = ag(x) — hs(0). (3.1.15)
De fagon équivalente, si x = 0, on obtient :
Nl N -1\ ,
F(0,y,N) = hs(y) — hs(0) = > ax(0) L Jyi=0 (3.1.16)
k=0

La fonction hs prend donc la forme

ta(s) = 1a(0) + 3 anl0n| (V) (3.1.17)

k=1
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En remplagant hy et hs dans F'(z,y, N) = (3.1.13), on obtient

F(z,y,N) =(1 + zy)V 2 [hl(y)x + ho(2)y + ap(x) + Z_: ax(0) (Nk_ 1>yk]

N-1 N —1
k=1

Notons que tous les termes sont des polyndémes en y, sauf éventuellement celui

(3.1.18)

contenant hy(y). La puissance maximale du polynéme en y est (N —2)+(N—1) =
2N — 3. Cela implique que hy(y) doit également étre un polynoéme en y de degré
N — 1. Etant donné les conditions initiales (3.1.11), il prend la forme

N—-1

= Z (y(kj)yk, (3.1.19)

ou les a(k) sont des constantes arbitraires. Il reste a déterminer la forme de hy
en remplacant hy= (3.1.19) dans la fonction F(z,y, N) = (3.1.18). On obtient, a

présent,

o,y N) = (14 29)™2 |aoe) + ha(@)y + 3" ax(0) (N‘l .

k=1 k
o o (3.1.20)
X_: k)y x] -2 a(x) (Nk_ 1)@/’“-

L’expression de hy(z) s’obtient en identifiant les termes de degré 1 en y :
ho(z) = —z [a(l) + (N — 2)ap(z)] + VN — 1]as(x) — a1(0)]. (3.1.21)

F(z,y, N) ne dépend maintenant que des constantes a(k) et des fonctions ay(x).

Comme le facteur (1 + zy)™V =2 s’écrit explicitement :

(14 zy)N 2= Nf (Nj_ 2) ay, (3.1.22)

J=0
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nous pouvons développer la forme de F'(z,y, N) comme suit :

F(z,y,N) = Nz_:Q <Nj_ 2) ao(x) 2y’ — (N — 2)ag(x) NZ:_: (Nj_ 2)95”13/”1

§=0

N—-2N-1 N 2 ) ) N
( )a(k)xﬁly”k + VN — lai(z ( ) YAy
J=0 J

N2N=L /N -2 N -1 .- Nl N-1
+ ( , ) ( )ak(O)xjy”k - > ay(x) )yk
=0 k=2 \ J k k=0 b
(3.1.23)

Cette expression étant un polynome en y de degré 2N —3, la stratégie est d’annuler

chacun des coefficients de 4", N < n < 2N — 3. Le terme en y?V~2 donne :
a(N — D3 +ay_1(0)zV 2 =0, (3.1.24)
ce qui implique
a(N—-1)=0, ay_1(0)=0. (3.1.25)
De la méme facon, en annulant chaque terme y™ avec N < n < 2N — 3, on obtient
que
an)=0 a,(0)=0, 2<n<N-1 (3.1.26)
Il reste finalement a évaluer les termes en y™ avec 2 < n < N — 1 dans la fonction
F(z,y, N). En tenant compte de (3.1.26), on obtient :

SR N (o0 R e

32 (3.1.27)
+VN -1 ( 1) (N _2>a1(a;):cn—1.

n—1
Par les propriétés des coefficients binomiaux, cette expression peut étre simplifiée

et on trouve finalement

an(x) = —(n—1) (N - 1) ao(x)z" + \/% (N - 1) oy (2)2" ",

2<n<N-—-1.
(3.1.28)
qui correspond bien a lexpression (3.1.2). Les fonctions ag(z) et ai(x) sont ar-
bitraires et seront renommées respectivement ag(x) et a;(xy). Nous avons donc

trouvé la solution générale de I’équation (3.1.4). De plus, nous obtenons une ex-

pression simple pour la fonction h =(3.1.7) :

Wz, 2-) = —ao(wy) [1 = (N = 2)[2?] + ay(24)V/N = To_. (3.1.29)
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I reste a vérifier si cette solution respecte aussi I’équation (3.1.5). La résolution
de I’équation (3.1.4) nous permet d’écrire X; sous la forme

utA
(1+ay)N-1

1 Nl/N—1 kay(z)x*ty*
= ——+%— |ao(z) + —(k — Dag(z)z™y* + ——==2 ||

s [+ X (V) (<= Doty HEE

(3.1.30)

X1:

Or, par les propriétés du binome de Newton, la somme peut étre éliminée pour
donner une expression beaucoup plus simple :

1
1+ xy

X [—ao(@)(N = Day + ap()(1 + 2y) + as (x)VN = Ty| . (3.1.31)

La fonction Y; définie en (2.7.11) peut alors étre évaluée. On obtient :

Vi = (1+2y)?0.0-X,
B 1
Cl+ay
—(1+2y)(N = 12000 — (1 + 2y)VN = 1040, ] .

En particulier, notons que

(N = 1) (=1 +zy)ag — 2VN = Tya (3.1.32)

Y +2X; = —(N = 3)ag — (N — 1)0,a0 + VN — 10, (3.1.33)

ne dépend que de la variable z et I’équation (3.1.4) est bien vérifiée comme at-
tendu.
On trouve aussi facilement X, (conjugué complexe de Xi) et Ys (conjugué

complexe de Y7). En utilisant (3.1.28), nous pouvons écrire X3 comme :

ATA
BT Ty
1 . N-1 N —1 5 -
= Ui agh 1 lao(y)ao(aﬁ) + kz::l ( " ) ((k: — 1) aj(y)ao(z)z"y
k? * k—1, k—1 k(k_l) * k—1 k
Ty W@y = e a)a @)y
Rk —1)

(3.1.34)
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L’expression peut, a nouveau, étre simplifiée a cause de la présence de coefficients

binomiaux. Nous obtenons donc :

1 2.2, 2) *
X3 = m [(1 — (N =3)zy + (N —2)°z7y )ao(y)ao(x)

+ (1+ (N = 1)ay) aj(y)as(x) — (N = 2)VN = Ley’ag(y)ar(x)  (31:35)
~(N = 2)V'N = T2*ya;(y)ao(x)|
Pour vérifier I’équation (3.1.5), il faut évaluer dans un premier temps

X3 — X1 X5 a partir des expressions simplifiées des X;, puis Y3 — (Y1Ys) /(N —1).

Nous obtenouns :

Xy = XiXo = s [V = Dy (w)an(a) + ai(v)en(2) — VA = Ty () )
—VN = Taaj(y)ao(x)|
(3.1.36)
Voo o = e 220N = Daai(p)as(s) — 26 (e

N—-1 (1+ay)?
+2V' N — lyay(y)ai(x) + 2V N — 1xa>{(y)a0(x)] :

(3.1.37)
En comparant les deux expressions précédentes, on voit aisément que :
V1Y
Yy — Nl 21 +2(X35— X1 X,) = 0. (3.1.38)

C’est une condition plus forte que 1'équation (3.1.5) qui est donc bien vérifiée sans
condition supplémentaire sur le vecteur A.
O

3.2. EQUIVALENCE DE JAUGE

Nous cherchons maintenant a trouver le lien entre notre solution et celle trou-
vée dans la littérature [15]. Nous avons démontré & la section 2.4 que la sous-
matrice ap peut étre posée égale a 0. Dans le cas CPY~!, ceci implique que la
premiere composante du vecteur A peut étre posée égale a 0, comme il a été fait
dans larticle [15]. Il reste a vérifier que l'on retrouve cette derniere solution en
posant ar = 0 dans notre solution générale (3.1.2).

Soient A; =(3.1.2), la partie fermionique de notre solution et Ay = d,u, celle
de la solution établie dans la littérature, on u =(1.5.1) est la courbe de Veronese.

Nous cherchons alors a vérifier s’il est possible de réduire

Wi(ry) =u(ry) +1i0,nA; (3.2.1)
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vers

Wo(zy) = u(zy) +i0,:nAp. (3.2.2)
Selon notre notation, les matrices « et ag sont de format 1 x 1 et seraient respec-
tivement égales & ag(z4) et a 0. Nous allons donc calculer la matrice Wy associée
a une valeur de ag = 0 pour vérifier s’il s’agit de W,.

La matrice U; =(2.4.16) sur laquelle repose la liberté de jauge est donnée par
Uy, = Ly (ag — a) L. (3.2.3)
Or, Ly est une fonction scalaire dans le cas CPN~!. Ainsi, U; devient :
Uy =—a=—ap(zy). (3.2.4)
A partir de cette expression, la matrice g =(2.4.14) est
Br=0—Ka=p— Kay. (3.2.5)
Etant donné que les vecteurs K et 3 sont respectivement donnés par

ky, = Uy, 1<n<N-1,

Bn = —(n — Duy(z4)ag(zy) + %m@”, | <n<N-1, (3.2.6)

ou u est la courbe de Veronese telle que

N -1
alors le vecteur Ar associé a un ar = 0 est donc donné par
Orty,(x
apn(ry) = —nuy(ry)ag(xry) + +N(_J;)a1(x+). (3.2.8)

Notons qu’a partir de la forme de u,, =(3.2.7) cette solution peut réécrite comme

1
apn(T+) = [mal($+) - $+a0($+)] Dy un (), (3.2.9)

et donc comme

apn(24) = f(24)04un(4), (3.2.10)

ou f(z4) est une fonction arbitraire. La solution réduite est donc bel et bien celle

donnée dans l'article [15].



Chapitre 4

SOLUTIONS HOLOMORPHES A
COURBURE CONSTANTE DU MODELE
G(2,4) SUPERSYMETRIQUE

Ce modele est accessible car toutes les solutions purement bosoniques holo-
morphes et non-holomorphes a courbure constante ont été classifiées [11]. Nous
nous sommes donc concentrés sur ce modele dans notre recherche de solutions
supersymétriques a courbure constante. Les résultats de ce chapitre portent sur
le cas holomorphe.

L’objectif est de déterminer les conditions sur les matrices A, pour que les

solutions holomorphes supersymétriques de la forme :
W7'<:C+) = ZT'(:C+) + i9+77(37+)14r(37+)7 r= 17 27 37 47 (401>

aient une courbure constante, si les Z, sont les solutions holomorphes bosoniques
a courbure constante du modele G(2,4) définies en (1.5.6). Ces matrices sont de
format 4 x 2. L’invariance de jauge telle que décrite a la section 2.4 permet de

choisir la matrice A, sous la forme :

0 0
0 0

R (4.0.2)
Bor(wy) Paalwy

ou les f;; sont des fonctions & déterminer pour chaque solution Z, de G(2,4).
Ceci simplifiera grandement nos calculs pour la suite.
Nous avons démontré a la section 2.6 que W, =(4.0.1) aura une courbure

constante si et seulement si Z, et A, respectent les deux équations suivantes :

8,0_ (Y1 +2X,) =0, (4.0.3)
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0.0, (Y3 - erYZ

ou les X;, i = 1,2,3, sont des fonctions de Z et A définies en (2.7.5) telles
que Xy = XIT et Y;, données en (2.7.11), sont des fonctions des X;. Rappelons

L 2(X— X1X2)> 0, (4.0.4)

également que la constante r dépend de la solution Z choisie. Il s’agit de I’exposant
de (1 + |z|?) dans I'expression du déterminant de Z7Z. Nous avons résolu les
équations (4.0.3) et (4.0.4) pour chaque solution purement bosonique Z,, et donc,
obtenu les solutions W,.(z,,0,) correspondantes, pour = 1,2,3,4. Nous avons
obtenu que la solution SUSY-invariante (2.8.27) est 'unique solution holomorphe
supersymétrique a courbure constante associée aux solutions Zy, Z3 et Z4. La

solution générale associée a Z; ne se réduit par contre pas a sa dérivée.

4.1. SOLUTION Z;

Ceci est la solution la plus simple de G(2,4). Sa norme est donnée par

AV (4.1.1)

0 1

1+ |xf? O]

et donc det(Z1Z;) = (1 + |z|?), ce qui implique que r = 1, comme attendu. Nous
I’avons résolu dans un premier temps sans faire de choix de jauge. Nous avons

donc posé que 'extension supersymétrique holomorphe de Z; a la forme suivante :

0 an(zy) oa(zy)

1 01 - g (Ty) ama(zy)
Wi(zy) = . 0 + ibin(zy) Bu(rs) Buley) | (4.12)

0 0 Bor(wy)  Baa(wy)

ou les ayj et les 3;; sont des fonctions a déterminer. Les fonctions X; définies en
(2.7.5) sont alors données par

a1 + (1 -+ ’%‘2)0422 + 1',511

X, =
! 1+ |z?

, (4.1.3)

X3 []a11|2 + |z lansl® + (1 +[2?) s |* + |Bul® + [Braf* + |Bar|*

B 1
IEREE
+(1+ [z]?)|Bo2)® + afjane + apanr + -y i1 + 487 020

—z_ajybi — 1y By,
(4.1.4)

ott * indique le complexe conjugué. A partir de ces expressions, nous avons résolu
(4.0.3) et (4.0.4).
La premiere condition (4.0.3) s’annule identiquement et n’apporte donc au-

cune contrainte sur les fonctions a;; et 3;;.
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La deuxiéme équation (4.0.4) peut étre réécrite

|2(a+0412)+$+(342r0412)—64%512|2+|2(a+522)+$+(aiﬁ22)|2+|31521|2+|a_2+522|2 =0.
(4.1.5)

Cette derniere expression ne fait pas intervenir les fonctions oy, aor, aago

et B11, qui resteront donc arbitraires. De plus, étant donné que les fonctions f;;
sont supposées réelles par hypothese, ’équation (4.1.5) est équivalente au systeme

d’équations suivant :
0% far =0,
2(04012) + 24 (9 ar2) — (07 f12) = 0,
2(0;4 Bag) + 24 (0% Baa) = 0,
0% Bag = 0.

Ceci implique que (51 doit étre linéaire en x, et que foo doit étre une constante.

(4.1.6)

De plus, 12 peut étre exprimée en termes de aqs :
P12 = xya9 + bixy + bo, (4.1.7)

ou b; et by sont des constantes arbitraires et oy est une fonction arbitraire.
On obtient alors que la solution générale W7 holomorphe a courbure constante

associée a Z; est donnée par :

L0 a1 (24 a12(24.)
0 1
W, = Ly | on@) an(r+) . (418)
zy 0 fri(zy)  zyap(xy) + by + by
0 0 cxy + ¢ do

ou by, by, c1, co et dy sont des constantes arbitraires.
A partir de maintenant, il est intéressant de voir l'effet d’un choix de jauge
sur cette solution. Rappelons que la matrice Sr sera completement déterminée

par le choix sur ag par (2.4.14). En posant ag = 0, la matrice Sg s’écrit

511<.§L’+) — l’+0611<l’+) b1$+ + b()

e — K =
6R 6 1 C1T 4 + ¢ do

(4.1.9)

Or, (11 et ag; sont des fonctions arbitraires de x; et donc on peut redéfinir une

nouvelle fonction arbitraire

Bur(xy) = Bul(xy) — o (). (4.1.10)
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A partir de (4.1.9) et (4.1.10), on conclut que W est équivalent

0 0 0
0 1 0 0
W,y = +if.n . (4.1.11)
€Ty 0 ﬁ]_]_’R(er) b1$+ + bo
0 0 C1T -+ Co do

Il reste a vérifier que la nouvelle solution a bien une courbure constante comme
attendu. C’est bien le cas car ¢’est un cas particulier de (4.1.8).

Nous avons montré a la section 2.8 que A; = 0, Z; menait a une solution Wy de
courbure constante. Notons que si by = by = ¢g = ¢; = dy = 0, nous obtenons bien
cette solution. En effet, 31; g peut alors étre absorbé dans la fonction arbitraire
7, ce qui mene a Wy = 7y + 10,00, 7.

Un fait intéressant est que la solution W; =(4.1.11) peut étre reliée a la
résolution du modele CPYN ~lsupersymétrique. Rappelons que la solution générale
de CPN~'donnée en (3.1.28) respectait la condition

Y1Ys
r

Yy —

qui est une condition plus forte que (4.0.4). Pour Z; € G(2,4), on a
V1Y,

Y; — +2(X3 — X1 Xo) = 2d3 + b + b] + 5 + . (4.1.13)

ou les b;, ¢; et d; sont les constantes définies en (4.1.8). Si nous imposons cette
condition pour la solution (4.1.11) obtenue précédemment, nous obtenons encore
Ay =0,7;.

Dans la suite de I'exposé, comme indiqué dans l'introduction, nous utiliserons
I'invariance de jauge pour trouver les autres solutions a courbure constante. Cela

signifie que toutes les matrices A, (z) seront de la forme (4.0.2).

4.2. SOLUTION /3

La solution bosonique Z3 est donnée par

(4.2.1)
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et nous vérifions facilement que det(ZiZs) = (1 + |z|?)® impliquant r = 3. La
fonction X est

1
Xi=————[(3+[z))a® Bu + 2V22_pu
V(L +[a]?)3 (4.2.2)
— 2v2|7|%2? Bor + Baa— (1 + 3|z[*) ].
Analysons tout d’abord la condition (4.0.3). On obtient une fraction, dont le
numérateur donne un polynéome en x_ de degré 3 et le dénominateur ne peut

s’annuler. Elle est équivalente a la condition
Yis(zy,x_) =0, (4.2.3)
ou Yi,, défini par
Vis(zy,x-) = (1 +|2*)°0. (Y1 + 2X,) (4.2.4)

est un polynéme de degré 3 en x_. L’équation (4.0.3) se ramene a résoudre le

systeme suivant :

Yis(x4,0) = 0, (4.2.5)
O_Yiy(24, 2 )|g_—0 =0, (4.2.6)
02Yis(y,7-)]z =0 =0, (4.2.7)
O Yig(xy, 2 )]s —o = 0. (4.2.8)

Or, (4.2.5) est donné par
—8v/20, 1 — 40, fay + 302 11 — 4\/§x+&2ﬁm — 2x+31522 = 0. (4.2.9)

En intégrant cette expression, on obtient une condition sur la fonction £y

Bu(ry) = 4\/2x+

pour ¢ et co des constantes. En remplagant cette condition sur 17 dans (4.2.6),

2
612(%4.) + §$+622(I+) +c1 + TyCo. (4210)

on obtient
2V2B15 — 8Pas + 4V22,0, B1a + 6v/20, Boy — 162,04 or + \/537331512 (4.2.11)
+ 3\/5:1431521 — 42707 B2z + 15¢5 = 0. o

En intégrant (4.2.11), on obtient que la fonction fs; doit s’écrire comme

2\/§$+
22 _ B L, 4.2.12
3 2\/§ Ty 4 ( )

ou c3 et ¢4 sont des constantes. Or, en remplagant les conditions sur (17 et (o
obtenues en (4.2.10) et (4.2.12) dans les équations (4.2.7) et (4.2.8), on obtient

comme seule autre condition que les constantes ¢; doivent toutes s’annuler. On

dTyCy  C3

Bor(zy) = Bz () — gﬁw(m) -
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peut donc conclure que la condition (4.0.3) est équivalente a (4.2.10) et (4.2.12),
avec ¢; = 0,7 = 1,2, 3,4. 1l reste maintenant a analyser 1’équation (4.0.4).
La fonction X3 est donnée par
1
- - 3+8$2 2+2\/§I2* +2\/§x2*
3(1+ |9§'|2)3 [( | | )|512| | | 612622 | | 522B12 (4213)
+ (34 |2]")|Ba2]* ]

X3

A partir de cette expression, on peut calculer la fonction Y que nous définissons
comme
YiYs,
r
c’est-a-dire tel que la condition (4.0.4) devienne

Y =Y;— +2(X5 — X1 Xo), (4.2.14)

0.0_Y =0. (4.2.15)

Or, Iéquation (4.2.15) est équivalente ce que la fonction Y s’écrive comme une
somme d’une fonction quelconque de x_ et d’une fonction de x,. En d’autres

mots, W5 sera de courbure constante si Y s’écrit comme
Y = f(zy) +g(z2) (4.2.16)

pour des fonctions f et g arbitraires. On cherche a montrer qu’il faut pour cela
que

Bra(z4) = 2V2B (74 ). (4.2.17)

Nous allons donc poser que

Bra(wy) = 2v2B09(wy) + y(xy), (4.2.18)

ou v est une fonction a déterminer. La fonction Y =(4.2.14) peut alors étre
calculée en remplagant les conditions (4.2.10) et (4.2.12), ainsi que (4.2.17). On

obtient ) )

| — 2z 7(z4) + (L + [2[7) 01y (24))]
9(1 + [[*)?

Pour que la fonction Y ait la forme donnée en (4.2.16), il faut que la fonction

Y =

(4.2.19)

suivante s’annule :

Fyfws,a) = | =20 y(ws) + (1 20y (w2 = (14222 [f(21) + g(a)] = 0,

(4.2.20)
Pour simplifier les calculs, nous allons considérer que les fonctions f3;; sont réelles.
Ceci implique que ~ I'est aussi. Nous allons donc poser r, une fonction réelle telle
que

r(xy) =y(zy) et r(z_):=~"(x_). (4.2.21)
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La fonction F, =(4.2.20) devient alors
Fyfwsra-) = [~20r(e) + (U4 ) (e)] [~20,r(e0) + (0 + (e
0.

— (L4 [2[1)? [f(ay) + g(x-)] =
(4.2.22)

En imposant F,(z,0) = 0 et F,(0,2_) = 0, on peut obtenir la forme des fonctions
f et g de (4.2.16) en terme de r et déduire que

f(xa)+g(w-) = = [F(O) +[=224r(0) + ' (0)] " (1) +[~22_r(0) +'(0)] ' (x-).
(4.2.23)
En remplagant la condition (4.2.23) dans F, =(4.2.22) et en imposant que
0+ Fy(xy,x_)|,_ = 0, nous obtenons une équation différentielle qui peut aisément
étre résolue pour donner la forme de r(xy) :
r(0)r"(0) + xr'(0) [—2r(0) + r"(0)]
ras) = 222 7(0) — 2x47(0) 4+ r”(0)

(4.2.24)

On remarque que 'on a bien que r évalué a 0 redonne 7(0), de méme que 0, r qui

redonne 7/(0). La deuxieme dérivée évaluée a 0 devient quand a elle :

P(0) = —2 [T(?};;) ro7] (4.2.25)

ce qui donne la condition suivante sur la fonction r.

7(0)* 4 4r(0)? — 4/(0)* = 0. (4.2.26)

Rappelons que 1'objectif est de montrer que r(x) doit s’annuler. En remplacant
la forme obtenue pour r en (4.2.24) dans la fonction F, =(4.2.22), nous obtenons
un polynome en |z|%. Ceci implique, en posant x, = x_ et en annulant ensuite

chacune des dérivées successives de F}, que
r(0)=0 et 7/(0)=0. (4.2.27)
Par (4.2.26), il faut alors aussi que
r(0) = 0, (4.2.28)
et , par (4.2.24), on obtient la condition
r(zy) = 0. (4.2.29)

La fonction v(xy) s’annule donc, ce qui est équivalent a ce que :

Bra(zy) = 2v2B00(24). (4.2.30)
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En rassemblant toutes les conditions, on a que toutes les fonctions (;; peuvent

étre exprimées en termes de la fonction arbitraire (a9 :

Bii(zy) = 624 Boa(wy)

Pra(xy) = 2\/5522($+) (4.2.31)
521 (l’+) = 0
La solution holomorphe W3 générale a courbure constante associée a Z3 est donc
1 0 |
0 1 0 0
W3 = o B | it )Bn@ | 0" (4.2.32)
37 | V322 3T+ +1(T ) P22(T 4 6o, 2v2 |’ 2.
1 0 1
e

ou [99 est une fonction arbitraire. Il est possible de retrouver la solution trouvée

a la section 2.8 en posant
1
rTy) = —. 4.2.33
522( +) \/§ ( )

Pour Zj3, la solution (2.8.27) est donc unique.

4.3. SOLUTION Z,4

La solution bosonique Z, est

1 0
0 1
Zy = 4.3.1
: 223 \/51‘3_ ( )
\/3951 2,

et det(Z1Z,) = (1 + |2[?)%. La résolution de Z; est similaire & celle de Zs. La
fonction X; est donnée par
1
g | 22° By + \/§(1 - \x|2)x3612 + \/3(1 - ’$‘2)$%521
(1+ [=[*)? (4.3.2)
+ 2(1 — |$‘2 + |$’4)x,622 ] ,

1:

L’équation (4.0.3) implique qu'une certaine fonction rationnelle s’annulle. Son
numérateur sera, comme pour Z3, un polynome de degré 3 et son dénominateur
sera donné par (1 + |z|?)5. Elle peut donc étre résolue de la méme fagon, c’est-a-
dire a l'aide des équations (4.2.5) a (4.2.8) ou Y7, est défini en (4.2.4). L’équation

(4.2.5) donne, dans ce cas :

—1284_522 + \/58_2*_512 + \/383_521 - 61'4_6_21_322 = O, (433)
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qui impose en intégrant que

Bia(w1) = 2v3x Bas(w4) — Bar(w4) + 1 + comy. (4.3.4)
En remplagant (12 par cette expression dans ’équation (4.2.6), cette derniere
devient
—6822 — 12040, B2 + aiﬁn - 3$3522 - 3\/§C2 = 0. (4.3.5)
En intégrant, on obtient donc que $;; doit avoir la forme

3\/§ZE3_02
2

ol c3 et ¢4 sont des constantes arbitraires. Les équations (4.2.7) et (4.2.8) ajoutent

fr(ry) = 3.173_522(554,.) + +c3+ ey, (4.3.6)

comme condition que les constantes d’intégration doivent toutes s’annuler.
Il reste & analyser (4.0.4). Nous allons pour cela utiliser la méme méthode que

pour Zz, en posant cette fois-ci que

521(33-1-) = \/§$+ﬂ22($+> + ’7(1134_), (437)

ou v est une fonction a déterminer. En remplacant cette condition ainsi que celle
obtenues plus tot sur B1; et [, la fonction Y définie en (4.2.14) devient :

(1 + [22)0,1(x1) — dz_y(@ ) = 21 (@) P
(L+[aP)? |

Pour que Y ait la forme donnée en (4.2.16), il faut, en procédant comme pour la

Y = (4.3.8)

solution Z3, que la fonction suivante s’annule :
Fy(wg,wo) = [(1+ o) (@) = dw_r(z )] [(1+ o) (@) — dwyr(z)]

= 2r(zy)r(e-) — (L+ |2)* [f(z4) + g(z-)] =0,
(4.3.9)

ou 7 est une fonction réelle définie par r(xy) = vy(z4) et r(z_) = y(z_). En
posant Fy(zy,0) = Fy(0,2_) = 0, on obtient la valeur des fonctions f(xy) et
g(x_). En remplacant ces valeurs de f et g dans (4.3.9), on obtient la condition
suivante sur r :

r(0)r"(0) 4+ 7' (0) [—67(0) + 7"(0)]

M) = TS 0) = 60 (0) £ (0] (4.3.10)

qui implique
2
r(0)* = 12 [=2r(0)* + ' (0)] . (4.3.11)
A partir de ces conditions, il peut étre démontré de facon similaire au cas Z
que r(0) = r'(0) = "(0). Ceci implique, par (4.3.10), que la fonction r s’annule
identiquement.
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Nous avons donc, par (4.3.7) montré que la fonction 31 doit avoir la forme

suivante :
Par(w4) = V3 Bas(w ) (4.3.12)

et qu'avec (4.3.4) et (4.3.6), elles sont des conditions nécessaires et suffisantes
pour que W, ait courbure constante. En rassemblant ces conditions, on obtient

que les fonctions f3;; peuvent étre exprimées en termes de la fonction arbitraire

Bag
Bu(w4) = 323 Baa(4),
Bra(4) = V3x 4 Baa(z1), (4.3.13)
Bor(zy) = \/§$+522(-77+)-

La solution W, holomorphe générale a courbure constante associée a Z, est donc

1 0 0 0
0 1 0 0
W, = + 6 T 4.3.14
4 in \/gx%r i04mBa2(x4) 3961 \/§x+ ( )
\/gxi 2T, \/§x+ 1

Il encore une fois possible de retrouver la solution (2.8.27) a partir de (4.3.14). 11

suffit de poser
Pour Wy, la solution (2.8.27) est donc unique.

4.4. SOLUTION Z,

Cette solution est plus complexe car elle dépend d'un parametre ¢ € R. Sa

partie purement bosonique est donnée par [11] :

1 0
0 1
Ly = 4.4.1
? 2% cos2t 2z, cost ( )
V2x, sint 0

Notons que, sans perte de généralité, le parametre ¢ peut étre choisi dans I'inter-

valle [0, 27[. La fonction X est donc donnée par :

1 2
— (2% cos2t B+ V2 (1+ |z|?sin®t) 2_ cost Bra
(1+ |]?)? | ( ) (4.4.2)

+V/2 (1 + |z]* cos® t) x_sint By — 2|x|* costsint cos 2t 622] .

X1:
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La méthode de résolution utilisée ici nécessite de considérer que le parametre ¢
est tel que cost, sint, cos 2t et sin 2t ne s’annulent pas. Ces cas singuliers devront
étre discutés séparément par la suite, dans la sous-section 4.4.1.

La condition (4.0.3) est maintenant un polynéme de degré 2 en x_, avec un
dénominateur de (1 + |z|?)*. Elle est donc équivalente aux conditions (4.2.5) &

(4.2.7) avec Yi, cette fois-ci défini comme
Yig = (1+[z) (V1 + 2X)). (4.4.3)
La condition (4.2.5) est donnée par :
2(sin 2t)Bag + 2v/2(cos )0y fra — 2V/2(sin t)0; oy + 4a (sin 26)y fag — 02 B

+ 21, (cost)0% Bra — V2 4 (sin )92 Bay + 22 (sin 26)92 Bag = 0.
(4.4.4)

En intégrant, on obtient que

Bu(ws) = V2(cos t)r fro(wy) —V2(sin t)ay for (w4)+(sin 26)a7% Boa (w4 )+ +epm .
(4.4.5)
En remplagant cette valeur dans (4.2.6), (4.2.7), on obtient qu’il faut que les
constantes ¢; et ¢y s’annulent toutes. L’équation (4.0.3) est donc équivalente a
(4.4.5) avec ¢; = co = 0 pour Zs.
La solution Z, étant plus complexe, notamment en raison du parametre ¢
mais également car la condition (4.0.3) ne donne de I'information que sur une des
fonctions 3;;, nous avons fait I'hypothese que les fonctions /3;; inconnues sont des

polynomes de degré 2 en z. Nous avons donc posé
Bra(wg) = a12$i + b1oz 4 + Cr2,
,821 (ZL’+) = aglxi + b21l’+ + Co1, (446)
Poo(z4) = a22xi + baowy + coa,

ou les a;j, b;; et ¢;; sont des constantes, et S11(x4) donné par (4.4.5). Nous avons
par la suite appliqué la condition (4.0.4) en utilisant la forme que nous venons de
décrire pour les 3;;. Nous obtenons un polynome en z7'z", avec 0 < m,n < 6, qui

doit s’annuler identiquement. Il faut donc que chacun des termes s’annule. Cette
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condition est équivalente a imposer que
a91 — Q12 tan t,
Co1 = C19 tan t,
az =0,
622 = 07

b21 cost — b12 sint
V2 ’

ou ai9, bia, by et ¢ sont des constantes quelconques. En rassemblant ces condi-

(4.4.7)

Coo =

tions avec celle sur [1; donnée en (4.4.5), on obtient la solution générale Wy
associée a la solution Z,, pour t, un parametre tel que cost, sint, cos 2t et sin 2t
ne s’annulent pas, et en supposant que les fonctions (312, G921 et (a0 sont des poly-

nomes de degré 2 ou moins :

1 0 — 0 0
0 1 0 0
Wy = 9 +1041n Bii(z4) a1px? + bipxy +c
x7 cos 2t V2zx, cost 1A+ 22 + ; 12b+ ) ;2
cost — bygsin
\/§x+ sint 0 aj2 tan txi +ba1 + crp tant = V2 =

(4.4.8)
ou les a;j, b;; et ¢;; sont des constantes quelconques et la fonction ;1 est donnée
par :

2
T
\/ﬁalgxi cos 2t sec t+—1—

2v/2

{(b12(3 cost + 3 cos 3t) — 4by; sin® t} +v/2¢15 cos 2t sec ta .
(4.4.9)

Pour retrouver la solution de la section (2.8), il faut poser c¢j5 = V2cost et les

autres parametres nuls. Celle-ci n’est donc pas unique.

4.4.1. Cas singuliers des solutions 7

Nous allons terminer en classifiant les sous-cas de Z5 que nous avons mis de
cOté dans la précédente démonstration. En effet, nous avions initialement posé

que le parametre t est tel que cost, sint, cos2t et sin 2t ne s’annulent pas. Les

. . N T .
cas singuliers correspondent donc a t = — ou k est un entier. Rappelons que

le parametre t peut étre pris dans l'intervalle [0, 27| sans perte de généralité.
(2k — D)

4
équivalentes a une transformation de jauge de U(4) pres. La pairet =0et t =7

De plus, il est possible de montrer que les solutions avec t = sont

. Lo . . s 3T
est également équivalente de jauge, tout comme la paire ¢t = 5 et t = > Il est
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T ™
donc suffisant de considérer uniquement les cas t = 0, t = 5 et t = 1 Cest ce

qui est fait dans cette sous-section.

Si t = 0, la solution bosonique Z5 a la forme

1 0
Ty = x02+ \/§1$+ (4.4.10)
0 0
La condition (4.2.5) devient alors
—2v20, Bis + 01 P11 — V21,07 B1a = 0 (4.4.11)
En intégrant, on obtient :
Pri(xy) = \/§x+ﬁ12(:ﬂ+) + 1+ coxy. (4.4.12)

En remplagant cette condition dans les équations (4.2.6) et (4.2.7), on obtient
comme seule autre condition que les constantes ¢; et ¢y doivent s’annuler.

Pour appliquer la condition (4.0.4), nous avons, comme pour le cas ¢t quel-
conque, posé que les autres fonctions 3;; sont des polynoémes de degré 2 en x4,
avec la méme notation qu’en (4.4.6). Nous obtenons de fagon similaire un poly-
nome en z''z”, avec 0 < m,n < 6, qui doit s’annuler identiquement. Il faut donc

que chaque terme soit égal a zéro, ce qui est équivalent aux conditions suivantes :

A1 = Co1 = G = byy = 0,
Doy (4.4.13)
Co2 = E’
ol a13, b1a, bay et c12 sont des constantes quelconques. Nous obtenons donc la forme
générale de la solution W5 associée a la solution Zy pour ¢ = 0 avec ’hypothese

des fonctions polynomiales :

1 0 0 0
0 1 0 0

Wa 22 2z, +if4n V2(a1223 + bioa? + crory) arpa’ + 21237+ + ci2
0 0 b2133'+ %

(4.4.14)
ou les a;j, b;; et ¢;; sont des constantes arbitraires. On retrouve la solution de
la section 2.8 en posant cjp = \/§ et en annulant les autres parametres. Cette

solution n’est donc pas unique dans le cas t = 0.
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™
Sit= 5 la solution Z, est donnée par

1 0
0 1
Ly = ) (4.4.15)
x5 0
\/§,T+ 0
La condition (4.2.5) est donnée par
2v20, Ba1 + 02 B11 + V21,02 By = 0, (4.4.16)
qui, en intégrant, donne une condition sur (i
ﬂ11<$+) = —\/§$+ﬁ21($+> +c + Col . (4417)

Comme dans les autres cas, les conditions (4.2.6) et (4.2.7) imposent que ¢; et ¢y
s’annulent si 017 est donnée par (4.4.17). Il ne reste qu’a analyser (4.0.4). Nous
avons une fois de plus posé que les fonctions f3;; ont la forme donnée en (4.4.6).
En annulant chaque terme du polynéme formé en appliquant la condition (4.0.4),

on obtient que cette derniere est équivalente a imposer que :

Q12 = C12 = A = byy = 0,

. (4.4.18)

Cog = — .
22 /2

La solution W3 avec t = 7 est donc, en considérant notre hypothese (4.4.6),

.0 I 0 0
0 1 0 0
We = —z5 0 il —V2(ana? + bna? +enzy) buzy | (4.4.19)
b12
V2r, 0 _ a2 + b1y + cn 7 |

ou les a;j, b;; et ¢;; sont des constantes quelconques. Pour obtenir la solution de
2.8, on doit poser c¢; = /2 et annuler les autres parameétres. Elle n’est donc
encore une fois pas unique.

s
Sit= T la solution Z, est donnée par

1 0
1
Zo—| . (4.4.20)
0 €Ty
Ty 0

Dans ce cas, ’équation (4.0.3) s’annule identiquement et n’impose donc aucune

contrainte sur les fonctions f3;;. Nous poserons donc, en plus de notre hypothese
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(4.4.6), que la fonction (1 est aussi un polynoéme de degré 2 en z, c’est-a-dire

qu’elle peut étre écrite comme :

Bll(x—i—) = anxi + blll'+ + c11. (4421)

Nous obtenons alors que la condition (4.0.4) est un polyndme en x7a™

avec
0 < m,n < 2 qui sannule identiquement. Nous avons, de fagon similaire aux
autres cas, annulé un a un chaque terme. Ceci est équivalent aux deux conditions

suivantes :

2a1; + aty — 2412091 + a3y + 2a3, — 207 — by — 2b1abay — b — 205, (4.4.22)
+2¢}; 4 ¢}y — 2c12001 + G + 265, = 0, h

— 2a11b11 + a21b12 — ag1b21 — ai2bi2 + a12ba1 — 2a92b92 + 2b11¢11
(4.4.23)
+ biaci2 — barci2 — biacia + bacar + 2baacae = 0.

Il semble a priori y avoir beaucoup d’arbitraire. On peut aisément retouver la
solution décrite a la section 2.8 en posant ci1o = ¢ = 1 et en annulant les
autres parametres. Cette solution n’est par contre pas unique. Par exemple, en
posant by; = cg9 et ca1 = €19, les conditions (4.4.22) et (4.4.23) sont respectées. 11
s’agit donc d’un contre-exemple, c’est-a-dire une solution possible qui n’est pas
équivalente a (5.0.4) :

1 0 0 0
0 1 0 0
Wy = +1i0.n , (4.4.24)
0 x4 bury cio
zy 0 ci2 bn

s
ol by et c15 sont des constantes arbitraires. La forme générale de Wy pour t = 1

reste par contre a déterminer.

4.5. RETOUR A LA SOLUTION Z;

Pour terminer, cette section revient sur le cas Z; en redémontrant que la
solution générale est bien (4.1.11), cette fois-ci & partir de la méthode utilisée
pour les autres cas et en appliquant le choix de jauge des le départ. Rappelons
que la condition (4.0.3) s’annulait identiquement sans condition sur les fonctions
Bij. La fonction Y définie en (4.2.14) est alors

Y = 2|»5)22|2 + |8+512|2 + |(9+521|2 +(1+ |x|2)]8+522]2 + |B12 — $+8+512|2

+ |521 - $+8+521|2~
(4.5.1)
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Le premier terme indique que (5 doit étre constant. Les deuxiéme et troisieéme
termes indiquent que la dérivée des fonctions (1o et (o7 doit étre constante et
donc que (312 et Bo1 doivent étre linéaires. Or, si B15 et (1 sont linéaires, les deux
derniers termes doivent étre constants, comme attendu. Ce sont donc des condi-
tions suffisantes, avec (95 constant. Nous obtenons bien la solution 1W/; donnée en
(4.1.11).

4.6. SOMMAIRE DES RESULTATS POUR G(2,4)

Nous avons donc déterminé les solutions générales supersymétriques associées
aux solutions bosoniques 77, Z3 et Z; du modele G(2,4). Celles-ci sont respective-
ment données par (4.1.11), (4.2.32) et (4.3.14). La solution bosonique Z5 dépend
d’un parameétre t. Son extension supersymétrique a été déterminée en considérant
I’hypothése que la partie fermionique est composée de polynémes de degré deux.
La forme générale du cas ou t = % reste a déterminer. Les solutions supersymé-
triques générales trouvées incluaient toutes la forme de solution décrite dans la
section 2.8. Cette derniere est 'unique forme des solutions W3 et W, tandis que

nous avons trouvé d’autres formes possibles pour Wy et W.



Chapitre 5

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons étudié les solutions de modeles sigma supersy-
métriques associées a des surfaces de courbure constante. Dans le premier cha-
pitre, apres une présentation générale du modele, nous avons développé de facon
nouvelle son invariance de jauge. Nous avons alors découvert que toute solu-
tion supersymétrique holomorphe des modeles G(M, N) peut étre écrite comme
& =WL ou

W= [[H( +i9+n[g}, (5.0.1)

avec ® et W, des matrices de format N x M, et K et (3, des matrices de format
(N—M)x M.

Par la suite, nous avons déterminé les conditions nécessaires et suffisantes
pour que W soit associé a une surface de courbure constante. Nous avions alors

obtenu que (5.0.1) doit satisfaire les deux équations suivantes :
0,0_(Y14+2X,) =0, (5.0.2)

1
040 (Ys = ~ViYs +2(X; — X1Xp)) =0, (5.0.3)

ou les Xj, i,1,2,3 sont des fonctions qui dépendent de K et 3, définies en (2.7.5)
pour G(2, N) et en (2.7.18) pour CPY~1. Les Y; sont des fonctions des X; définies
en (2.7.11).

A partir de ces conditions, nous avons démontré que la fonction W suivante

est toujours une solution a courbure constante des modeles G(M, N), pour toute
valeur de M et N :

Wi(zy,0y) = Z(zy) + ibin(xy)Alzy), (5.0.4)

lorsque A = 0,7 et Z est une solution holomorphe a courbure constante du

modele bosonique.
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Nous avons ensuite démontré que cette solution est unique dans le cas CPV 1,
toujours & partir de nos conditions (5.0.2) et (4.0.4). En effet, en ne faisant initia-
lement aucun choix particulier de jauge, nous avons obtenu que 'unique vecteur
A dans (5.0.4) menant & une solution holomorphe a courbure constante du modele

CPN-supersymétrique est donnée par

an(i) = —(n— 1) (N - 1)a<x+>xz T (N - 1)a1<x+>x1-1,

(5.0.5)

Or, en appliquant le choix de jauge décrit en (5.0.1), on obtient bien que ce vecteur
peut étre réduit a la solution (5.0.4), qui est donc bel et bien unique pour CPY 1.
Nous cherchions ensuite a explorer 1'unicité de la solution (5.0.4) pour le mo-
dele G(2,4). Celui-ci a trois solutions bosoniques holomorphes non-équivalentes
de jauge, nommées 2y, Z3 et Z,, ainsi qu’'une famille de solutions holomorphes
dépendant d’un parametre ¢, nommeée Z,, qui ont une courbure constante. Nous
avons trouvé les solutions générales supersymétriques a courbure constante as-
sociées aux solutions Z;, Z3 et Z,. Les résultats sont respectivement donnés en
(4.1.11), (4.2.32) et (4.3.14). La famille de solutions Z, a également été étendue
au cas supersymétrique, en considérant des solutions polynomiales pour résoudre
completement le modele. Il serait intéressant d’aller au-dela des solutions polyno-
miales pour décrire I'entiereté du modele. Toutes les solutions générales supersy-
métriques avaient comme cas particulier celles données en (5.0.4). Cette derniere
est unique pour Z3 et Z4, mais pas pour Z; et Z,. En général, 'unicité de la
solution (5.0.4) ne se généralise donc pas aux modeles G(M, N) avec M > 2.

Il serait notamment intéressant de poursuivre la recherche de solutions a cour-
bure constante pour des modeles plus complexes comme G(2,5). En effet les solu-
tions holomorphes a courbure constante ont été classifiées [22] en ce qui concerne
la version bosonique.

Ce mémoire ne présente que les solutions holomorphes du modele. Pour avoir
une résolution compleéte, il serait intéressant de caractériser aussi les solutions
non-holomorphes. Les principaux obstables a franchir pour trouver ces solutions
sont 'invariance de jauge et la description adéquate de la métrique. Tout d’abord,
notre développement de l'invariance de jauge utilise le fait que O_W = 0. Sans
cette condition, il y a trois matrices a déterminer au lieu d’une. En effet, W peut

alors s’écrire

W(zs,0x) = Z(xs) +i0,mA (22) +i0_n'Ag(22) — 0,0_nTnAs(zs), (5.0.6)
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ou Ay, As et As sont inconnues. Il faudrait alors redévelopper I'invariance de jauge
du modele pour savoir si les sous-matrices oy, g et ag, définies de fagon analogue
a (2.4.11), peuvent toutes étre prises égales a zéro, ou si d’autres conditions
apparaissent.

De plus, nos équations de courbure constante (4.0.3) et (4.0.4) utilisent le fait
que la solution W est holomorphe. En effet, elles se basent sur la forme de la
métrique donnée en (1.4.6) qui nécessite que 0_Z = 0. Il faudrait donc adapter
nos équations en conséquence.

Notons enfin que la construction des solutions non-holomorphes bosoniques,
au moins dans le cas G(2,4) est completement différente de celle des solutions
holomorphes. En effet, les solutions non-holomorphes sont construites a partir de
la méthode de Gram-Schmidt et de la solution bosonique du modéle CPY~!(e.g.
[11], [10]). Il serait intéressant de voir sl est possible de généraliser cette méthode
au cas supersymétrique pour obtenir les solutions non-holomorphes de G(2,4).
C’est d’ailleurs ce qui a été fait dans le cas CPY~1[15], ot une généralisation de
l'opérateur P, défini en (1.5.4) permet de trouver les solutions non-holomorphes

supersymeétriques.
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Annexe A

DEMONSTRATION DE LA REGLE DE
LEIBNIZ POUR LES SUPERDERIVEES 0.

Soient deux quantités supersymétriques A et B dépendant des coordonnées
(x4, 04). Elles peuvent alors étre développées a partir des propriétés des variables
de Grassmann (2.1.2)

A(l':b Qi) = Ao(l’i) + i0+A1(ZEi) + ie_AQ(ZEi) - 0+9_A3(ZE:|:), (AOl)

B(Ii, Qi) = Bo(l’i) + i0+B1(ZEi) + ig_BQ(ZEi) - €+9_Bg<1’i), (AOQ)

ou A, As, By, B, sont des fonctions quelconques qui anticommutent entre elles
(2.1.1) tandis que Ay, Az, By et Bs sont des fonctions quelconques qui commutent.
Le produit de A et B donne donc

AB = AyBy + 10, (AoB1 + A1 By) + 10_ (Ao B2 + A3 By)

(A.0.3)
- 9+9_ (AQBg — AlBQ + AgBl + AgBQ) .

En appliquant la dérivée 5+, on obtient :
O (AB) = AgBy + A1 By + 0,0, (AyBy) +i0_ (AyBs — A1 By + Ay By + A3By)
—i0,0_0, (AgBy + A3 By) .
(A.0.4)

Si 'on applique la é+ sur A seulement, cela donne

Oy A=Al +0,0,Ag+i0_As+i0,0_0, A, (A.0.5)
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et similairement pour B. Par (A.0.5) et les propriétés d’anticommutation, on

obtient alors
A(84B) + (0, A)B = AyBy + A, By + 0, [Ao(04 Boy) + (04 Ao) By
+ 10_ [ADBg + —AlBQ + AgBl + AgBQ]

+ 046 [A(04B2) + (94 Ao) B2 + A2(9+ By) + (04 A2) Bo] -
(A.0.6)

En comparant (A.0.4) et (A.0.6), on obtient que la regle de leibniz est vérifiée
d,(AB) = A(9, B) + (8, A)B, (A.0.7)

étant donné que la dérivée réguliere d, respecte la regle de Leibniz.



Annexe B

CALCUL AVEC n NON-CONSTANT

Pour faire un exemple de calcul avec n = n(x), voici la preuve du théoréme
2.8.1 sans utiliser I’hypothese que n soit constant.

La métrique g est donnée par

g=0,0_In (det WTW) (B.0.1)
avec
det WIW = (1 + D)R, (B.0.2)
ou
D =iy ()0 +i0-n'(z)0- — 0,0 |n(z,)[[010-. (B.0.3)

Or, nous avons déja montré que
In(l1+D)R=(1+D)InR, (B.0.4)
et donc que la métrique peut étre réécrite
g=0,0_-(1+D)InR. (B.0.5)

Il reste maintenant a calculer (B.0.5) en considérant que 7 est une fonction de x .
On obtient alors, en posant d,J_ In R = C pour simplifier les calculs plus tard,
g =140, +ndy) +i0_(0-n" +n'0_)
— 00— ((0-11")(D4m) + (00" )nds + ' (Dem)0- + n'nd.0_) ] C.

La courbure sera constante s’il existe une constante kg telle que

(B.0.6)

—gko =0+0_Ing (B.0.7)
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Or, en utilisant le développement de Taylor du logarithme, on obtient
, 7 . '
Ing—=InC +if, (aw + Cmc) +io (00 + Lo c

1
C

1

— 0.0 =

0,0 (n'nC) = =5 (0-n'C = n'0_C) (9,nC + Cna.C)| .

(B.0.8)

A partir de la derniére expression, analysons I'équation (B.0.7) terme a terme. Le

terme indépendant de 6, et #_ donne comme attendu

2
ko = e (B.0.9)
Le terme en 6, donne, du c6té droit,
0.0 (am + ga+c) — _2[(0.)C + n0.C]. (B.0.10)

On obtient bien le coefficient de ¢, dans la métrique (B.0.6) avec un facteur
—%. Le terme en 6_ est completement symétrique avec celui en 6, car ils sont
conjugués complexes I'un de 'autre. Il ne reste qu’a évaluer le terme en 6.,60_. Le
coté droit donne

1
02

qui peut aisément se réécrire comme le terme en 0,60_ de (B.0.1). On a donc que

0,0 |ntn (éma_c -

a+ca_c)] — 20,0 [ynC] (B.0.11)

I’équation (B.0.7) est vérifiée et donc que la solution présentée au théoreme 2.8.27

a une courbure constante méme si n = n(x,).



