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SOMMAIRE

Dans ce mémoire, la problématique abordée est celle de la prévision dans
les modeéles de séries temporelles autorégressifs vectoriels avec variables exogénes
(VARX). Les estimateurs des moindres carrés conditionnels (MCC) ne sont pas
robustes en présence de valeurs aberrantes. Pour obtenir des estimateurs robustes,
la méthode introduite par Duchesne (2005) ainsi que Bou Hamad et Duchesne
(2005) est généralisée pour les modéles VARX. La distribution asymptotique des
nouvcaux estimateurs est étudiée pour obtenir en particulier la matrice de va-
riance asymptotique des nouveaux estimateurs robustes, que nous dénoterons
RA-VARX (pour robust autocovariance estimators dans la classe des modéles
VARX). Les intervalles de prévision usuels sont basés sur les estimateurs non
robustes MCC. En présence de valeurs aberrantes, par exemple celles de type
additif, ces prévisions peuvent étre fortement biaisées. Plus précisément, Pappa-
rition de valeurs aberrantes peut rendre les intervalles de prévision conditionnels
usuels invalides. La nouvelle méthodologie robuste est utilisée pour développer
des intervalles de prévision conditionnels robustes qui tiennent en considération
la variabilité associée & ’estimation des paramétres. Cette source de variation peut
étre considérable, méme dans un échantillon de taille modérée. Dans une étude de
simulation, les propriétés en échantillons finis des intervalles de prévision condi-
tionnels robustes sont étudiées sous différents scénarios de contamination pour les
valeurs aberrantes. Les nouveaux intervalles conditionnels robustes sont comparés
aux intervalles conditionnels basés sur les estimateurs MCC.

Mots clés : Séries temporelles multivariées, intervalles de prévision, robustesse.



SUMMARY

In this article, robust cstimation and prediction in multivariate autoregres-
sive models with exogenous variables (VARX) are considered. The conditional
least squares estimators (CLS) are known to be non robust when outliers oc-
cur. To obtain robust estimators, the method introduced in Duchesne (2005) and
Bou Hamad and Duchesne (2005) is generalized for VARX models. The asymp-
totic distribution of the new estimators is studied and from this is obtained in
particular the asymptotic covariance matrix of the robust estimators which we
will call RA-VARX (for robust autocovariance estimators in the VARX class of
models). Classical conditional prediction intervals normally rely on estimators
such as the usual non robust CLS estimators. In the presence of outliers, such
as additive outliers, these classical predictions can be severely biased. More ge-
nerally, the occurrence of outliers may invalidate the usual conditional prediction
intervals. Consequently, the new robust methodology is used to develop robust
conditional prediction intervals which take into account parameter estimation un-
certainty. In a simulation study, wec investigate the finite sample properties of the
robust conditional prediction intervals under several scenarios for the occurrence

of the outliers, and the new intervals are compared to non-robust intervals based

on classical CLS estimators.

Keywords : Multivariate time series, prediction intervals, robust.
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INTRODUCTION

On peut s’intéresser a la prévision de certains aspects de P'évolution d'un
systeme, aspects qui pourraient consister en une seule mesure. Par contre, il
est fort possible que de résumer I’évolution d'un systéme en une seule mesure
risque d’étre insuffisant. Dans ces conditions, on pourrait croire qu’un ensemble
de mesures sur ce systéme permettrait de mieux suivre son évolution. Prévoir un
ensemble de mesures grace & une structure linéaire est ce que permet les modéles
lin¢aires multivariés. Les propriétés statistiques de ces modéles sont exposées dans
Liitkepohl (2005), entre autres. Un processus rencontré dans les applications éco-
nomiques et physiques est le modéle autorégressif vectoriel avec variables exogénes
(VARX).

Dans les applications pratiques, les paramétres d’un modele VARX peuvent
étre estimés avec la méthode des moindres carrés conditionnels, par les moindres
carrés généralisés ou encore par maximum de vraisemblance. La méthode des
moindres carrés conditionnels (MCC) sera exposée dans le prochain chapitre.
Voir Liitkepohl (2005) pour une description des autres méthodes.

Par contre, les estimatcurs MCC (ainsi que les méthodes similaires) sont trés
sensibles & la présence de valeurs aberrantes. Par exemple, les estimateurs MCC
peuvent étre fortement biaisés lorsque les observations ne sont pas tirées du pro-
cessus VARX que nous dénoterons {Y;} mais du processus {Y,+W,}, disons, ot
{Y,} et {W,} sont indépendants avec {W,} une séquence indépendante et identi-
quement distribuée (iid) qui génére les valeurs aberrantes (souvent avec une faible
probahilité). Les estimatcurs MCC sont trés sensibles aux valeurs aberrantes addi-

tives, ces derniéres étant appelées ainsi puisqu’eclles affectent la variable cndogéne

Y de fagon additive.
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Le but de ce mémoire est de proposer des intervalles de prévision robustes
pour les modeles VARX. Méme si I’estimation robuste a déja été étudiée dans
la littérature des séries temporelles, la construction d'intervalles de prévision ro-
bustes a ¢té peu étudice, au mieux de notre connaissance. Puisque les estimateurs
MCC peuvent étre biaisés lors de 'apparition des valcurs aberrantes, on peut
s’attendre & ce qu'unc prévision ponctuclle basée sur ces mémes estimateurs soit
aussi biaisée. De plus, les intervalles de prévision sont aussi affectés par les valeurs
aberrantes puisqu’ils sont calculés avec I'erreur quadratique moyenne (EQM) de
prévision, qui est une quantité habituellement estimée avec des méthodes non-
robustes. Ainsi, les longueurs de ces intervalles de prévision seront possiblement
beaucoup trop larges, ce qui n’est pas souhaitable en pratique. Ce phénoméme est
connu pour les modeles autorégressifs intégrés moyennes mobiles (dits ARIMA
pour autoregressive integrated moving average), voir Ledolter (1989) et Chatficld
(2001), qui ont présenté leffet des aberrants additifs sur les intervalles de pré-
vision. Ces considérations pratiques suggérent le développement d’estimateurs
robustes pour les modéles VARX, ainsi que la construction d’intervalles robustes
de prévision.

Ainsi, ce mémoire présentera le développement d’estimateurs robustes pour
les modéles VARX. La méthode proposée est une généralisation multivariée des
méthodes d’estimation robustes proposées par Duchesne (2005) ct Bou Hamad ct
Duchesne (2005) pour les modéles autorégressifs univariés avec variables exogénes
(ARX). La distribution asymptotique sera étudiée. En utilisant un argument si-
milaire a celui donné par Bou Hamad et Duchesne (2005), mais adapté au cas
multivarié et en utilisant le théoréme de Cramér-Wold, les estimateurs proposés
convergent en distribution vers une loi normale. La matrice de variance asymp-
totique est explicitement présentée, ce qui sera une quantité essentielle pour la
construction d’intervalles de prévision.

Dans le contexte des séries temporelles, il cst d’usage dans les applications
avec données réclles d’ignorer la variabilité due a 1’cstimation des parameétres. En
s'inspirant des travaux de Yamamoto (1981), les intervalles construits dans ce mé-

moire tiendront aussi compte de la variabilité due & ’estimation des paramétres.
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En effet, comme il a été démontré par Schmidt (1977), ignorer la variabilité due
a 'estimation des paramétres dans la construction d’intervalles de prévision peut
donner lieu & des intervalles de prévision beaucoup trop courts, particuliérement
pour des échantillons de petites tailles.

Un des aspects étudiés dans ce mémoire cst le comportement en échantillons
finis des prévisions ponctuelles ainsi que des intervalles de prévision, classiques
et robustes. dans divers scénarios de contamination par des valeurs aberrantes.
Leurs propriétés asymptotiques sont connues, dans des conditions idéales (par
exemple, lorsque le systéme peut étre décrit par un modéle VARX parfaitement
observé). L’apparition de valeurs aberrantes peut se faire selon une vaste panoplie
de scénarios. Ainsi, il est trés pertinent d’un point de vue pratique d’évaluer le
comportement des estimateurs, des prévisions et des intervalles de prévision tirés
de ces estimateurs lorsque les tailles échantillonnales sont modérées ou petites ot
lorsqu’il y a présence de valeurs aberrantes. Les choix des stratégies de conta-
mination sont trés importants et devraient refléter des problémes potentiels en
pratique. Les simulations démontreront que les estimateurs robustes produisent
des prévisions beaucoup plus stables en présence de valeurs aberrantes. De plus,
les intervalles de prévision développés & partir de ces estimateurs se verront com-
parés a ceux obtenus avec les estimateurs MCC pour constater qu’ils produisent

des taux de couverture beaucoup plus prés des valeurs nominales.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1. SERIE TEMPORELLE MULTIVARIEE

Dans cette section, des notions générales sur les processus linéaires multiva-
riés sont présentées. Plusieurs notions fondamentales introduites dans le cas d’une
seule variable, c’est-a-dire dans le cas univarié, trouvent leurs extensions dans le
cas de plusieurs variables composant le systéme, cas que nous appellons multi-
vari¢. Pour une exposition des notions sur les processus linéaires univariés, voir
par exemple Brockwell et Davis (2002). Parmi les concepts fondamentaux, nous

décrirons les propri¢tés de stationnarité et de stabilité des processus vectoriels.

1.1.1. Processus stationnaire

Nous commencons dans un premier temps par définir ce qu’est une série tem-
porelle.
Définition 1. Une série temporelle multivariée est une réalisation finie de taille
n d’un processus stochastique multivarié Y = {Y;.t € Z}, ou le vecteur aléatoire
Y, = (Y(1),.... Yi(d))T est de dimension d et Yy (i) représente lai*™® composante

de Yt-

Les propriétés du deuxiéme ordre d’un processus stochastique sont spécifiées

par le vecteur des moyennes:

py = E(Y:) = ((1), ..., me(d)) T,



et les matrices de covariance,

L(t.t = h) = E{(Y: — p) (Yeor — py_p) "} = [yi5(t.t — R) ;'i,jzl'
Les covariances croisées 7;;(t,t — h) donnent non seulement une indication de la
dépendance entre les observations d’une méme série (lorsque 7 = 5), mais aussi
entre les observations de différentes séries (lorsque i # 7).

Une classe de processus importante posséde une propriété qui garantit une
certaine uniformité dans le temps. Cette propriété est dite celle de stationnarité.
Définition 2. Un processus est stationnaire au second ordre si les deux premiers

mornents restent invariants par rapport ¢ Uindice temporel t. Plus précisément:

E(Yt) = K, Vtv

L(t,t—h)=FE [{Yt —EY)HY - E(Yt—h)}T] =T(h), Vh.

De plus, on présume que E {Y?(i)} est finie, i = 1,....d.

Un processus stationnaire fondamental est le bruit blanc.

Définition 3. Le processus {a;} est dit bruit blanc si:
E(a)) =0, E(a;a)) = B.. E(aya]) =0, Vt # s.

En général, il n’est pas nécessaire que les éléments soient indépendants mais
seulement non-corrélés. Lorsque les vecteurs aléatoires a; sont non-corrélés mais
dépendants, nous parlons alors de bruit blanc faible. Si les éléments de la séquence
sont aussi indépendants alors on dit que le bruit blanc est fort.

Pour caractériser la dépendance linéaire d’un processus, on utilise la matrice
d’autocorrélation qui résume l'intensité de la dépendance linéaire entre les élé-

ments d’'un processus.

Définition 4. La matrice d’autocorrélation av délai k, R(k), est donnée par:

R(k) = DI (k)D !,



ol

0 1/\/ ﬁdd(o)

et la matrice T'(k) est définie dans la Définition 2.

De fagon plus précise, les éléments de la matrice R(h)=[p;;(h)]¢,_, sont:

_ iR
palh) = Y2 (0)755(0)”

ou

73 (h) = Cov{Y;(4), Yin(4)}.

Ayant exposé la notion de stationnarité, on peut maintenant introduire une no-
tion plus restrictive qui permet d’assurer la stationnarité lorsque certaines condi-

tions sont satisfaites. Cette notion est appellée la stabilité d'une série temporelle.

1.1.2. Processus VAR(p) stable

Dans la classe des processus stationnaires, il existe une sous-classe importante.
Les processus linéaires stables sont stationnaires et la condition qui les caracté-
risent est plus facilement vérifiable. Un processus peut étre non-stable tout en
etant stationnaire mais ces cas ne sont pas présentés ici. Nous commencons par
définir dans un premier temps les processus autorégressifs vectoriels d’ordre p.

Définition 5. Un processus multivarié est dit vectoriel autorégressif d’ordre P,
noté VAR(p), st

Yt =V -+ @1Yt_1 + @QYt_z + ...+ (bth_p + ay, Vt,

ot les matrices ®;, 1 = 1,...,p sont les paramétres autorégressifs, v est un vecteur

de dimension d, {a;} est un bruit blanc et Y, est le vecteur observé au temps t.



1.1.2.1. Processus VAR(1)
Un cas particulier que nous examinons de plus prés est le processus VAR(1):
Yt =V = @‘lYt_l + dg. (111)

En procédant & des remplacements successifs, il est possible d’obtenir une
expression pour Y; en fonction des errcurs:
Y, v+ ®,Yy+a,
Y, = v+ @, Y +a=v+ P v+ @, Yy +a;)+ay,
= (Ig+ ®)v + ®1a; + a; + Y.

En continuant les récursions, on peut représenter {Y;} de la facon suivante:

t—1
Y=o+ @1+ + @ v+ 8Y+ ) @la.

=0

A la limite, il est possible de donner un sens précis au processus suivant:

Yo=p+ > Pla,, (1.1.2)
=0
avec
p=(I;— &) 1, (1.1.3)

ou p représente I'espérance du processus {Y,}. Cette représentation sous forme de
somme infinie permet d’établir des conditions dites de stabilité afin que la somme
infinic dans le membre de droite de (1.1.2) converge ct afin que Pespérance (1.1.3)
cxiste. Cette forme cst aussi la représentation dite moyenne mobile d’un processus
VAR(1).

Ayant défini les processus VAR(p), il est particuliérement simple de fournir la,
condition de stabilité d’un processus VAR(1).
Définition 6. Un processus VAR(1) est dit stable si les valeurs propres de ®;

sont toutes inférieures a 1 en module. De maniére équivalente, il faut vérifier que:
det(Iy — ®12) #0, |z| < 1.

Dans le cas d’un processus stable, (1.1.2) converge car les coefficients ® sont

absolument sommables, c’est-a-dire Y - |®%| < oo. De plus, cette condition
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garantit P'existence de I'espérance. Notons que la condition de stabilité est équi-
valente & la notion de causalité rencontrée en économétrie ainsi que dans I’analyse
des séries temporelles.

Il est possible d’écrire le processus plus général VAR(p) de facon plus compacte
de sorte qu'il soit possible de récupérer les résultats obtenus du processus VAR(1).

Ainsi, un processus VAR(p) s’exprime comme:

Y = v+ &Y +al, (1.1.4)

avec

(v ) (Yo )

Yt-l Yt——'.Z
vi=| | Y-

- . )

\ Yepts \ Yep /
[ 2, [+

0 0

[ & @ ®,_, B,

I, 0 0 o

*=| 0 I 0 o
\o o ... 1, o)

Ceci est la représentation VAR(1) d’un VAR(p). De plus, sous I’hypothése de

stabilité, on peut exprimer Y} en utilisant la représentation suivante:

Yi=p'+) @ (1.1.5)
=0

De la méme fagon que la condition de stabilité a été établie pour un processus

VAR(1), on peut établir cette condition pour un processus VAR(p).
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Définition 7. Un processus VAR(p) est dit stable si les valeurs propres de ®*

sont inférieures a1 en module ou de fagon équivalente si det(I—®*z) # 0, |2| < 1.

Maintcnant, si I'on veut une expression pour le vecteur original Y, on intro-

duit Popérateur:
Ei = Q Id.
ou e, est un vecteur de O sauf en position 7 qui contient un 1. En particulier, on
considére 'opérateur Ef = (I;:0:...:0).
Cet opérateur extrait les d premiéres composantes du vecteur ou matrice au-

quel il est multiplié. On peut donc utiliser les formules précédentes tirées de la

représentation compacte VAR(1) d’un processus VAR(p) afin d’obtenir une re-

présentation de Y; en fonction des erreurs:
o0
T~r* T . * T *1, %
Y. =E Y, =E u +E Z‘I) ;.
i=0

Il faut noter que la stabilité cst une caractéristique qui implique la stationnarité

mais l'inverse n’cst pas vrai.

1.1.3. La représentation moyenne mobile d’un processus VAR

La section précédente a introduit la représentation VAR(1) d’un VAR(p)
donnée par (1.1.4) de laquelle la représentation (1.1.5) a été obtenue. Cette der-
niére forme (1.1.5) peut &tre utilisée pour déterminer la fonction d’autocovariance

ainsi que la moyenne et ’errcur de prévision.

Théoréme 1.1.1. Un processus VAR(p) peut s’écrire de la facon suivante:
Yt = M+Z¢:at_1‘, (116)
i=0
ot ¢ =E]®"E, eta, ; = Ear ;.

DEMONSTRATION. Premiérement, on remarque que aj = E,E]a} car al = e, ®
a, B = (I3:0:...:0) et E,E] = (e; @ Iy)(e] ® 1) = ere] ®I,. Ainsi,

E\E[a} = (eje] ® I;)(e1 @ a;) = e; ® a, = a.
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On peut donc écrire le vecteur des valeurs observées comme:
o0
T~7* T, % T & %1 T, *
Y, =E, Y =E p"+ E E, ®"E\E; a;_,.
i=0

Maintenant, on posc ¢; = E]®*E; et a;.; = E[al . Nous obtenons ainsi

Ye=p+ 307 dia O

On peut ainsi tirer plusieurs expressions pour caractériser la fonction d’autoco-
variance. Cette fonction est fondamentale puisque la stationnarité se décrit par

les propriétés du deuxiéme ordre.
1.1.4. La fonction d’autocovariance d’un processus VAR(p)
Comme présenté plus haut, la premiére expression pour la fonction d’autoco-

variance fait appel & la représentation moyenne mobile d’un processus VAR(p).

Théoréme 1.1.2. La fonction d’autocovariance T'(h) d’un processus VAR(p) est

donnée par-

L(h) =) ¢;..3a0; . (1.1.7)
1=0

DEMONSTRATION.

I'th) = E{(Y:— )Y — )"},
= E{(C5 dlai + Y20 dhiaini) (X dracns) b,
= Y2 Dhu a0

O

On peut voir que la condition de stabilité assure que la fonction d’autocovariance

existe car la somme infinie devient sommable.

1.1.4.1. Calcul de la fonction d’autocorrélation

L’expression (1.1.7) est utile pour voir 'influence de la stabilité sur un pro-
cessus mais n’est pas pratique lorsque vient le temps de calculer cette fonction
compte tenu de la somme infinie. II est cependant possible de développer des

expressions récursives pour cette fonction.
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Théoréme 1.1.3. La fonction d’autocovariance d’un processus VAR(1) satisfait

la forme récursive suivante:

T(k)=®T(k—1), Vk>1.

DEMONSTRATION. En utilisant la relation (1.1.3), nous obtenons v = (I;—®;) .
En multipliant (1.1.1) par Y;_; — p nous obtenons:

(Ye—p) (Yoo — )T = ®1(Yeor — ) (Yei — 1) +a,(Yyog — )’

En prenant 'espérance et en utilisant la représentation moyenne mobile du pro-

cessus, on obtient le résultat désiré:

L) = ®T(k—1)+E{a(Yi s -n)'}

= & (k-1).

Le théoréme suivant donne la variance de Y,.

Théoréme 1.1.4. Var(Y,) =T(0) = &,T'(0)®] + =,.

DEMONSTRATION. En effet, en utilisant la définition de la variance de Y, et en

utilisant encore une fois I’écriture en fonction du bruit blanc:
E {(Yt —u)(Y; — H)T} = OE {(Yt—l — ) (Y~ H)T} +E {at(Yt - M)T} :
= & E{(Yio1 — ) (®1(Yis — 1) +25) " }
+E {at[QI(Yt_l — )+ at]T} )
= &, T(0)®] + ..
d

Nous pouvons dégager la fonction d’autocovariance d'un processus VAR(p).

Cecci fait ’objet du théoréme suivant.

Théoréme 1.1.5. La fonction d’autocovariance d’un processus VAR(p) s’écrit

de fagon récursive T'(k) = Y ¢_, ®;T'(k —1).

DEMONSTRATION. On multiplie par (Y;_x — p) Péquation Y; = v + ®,Y,_, +

Y, 5+ ...+ ®,Y,_, + a; pour prendre ensuite ’espérance. 01
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Les récursions dans le Théoréme 1.1.3 et la formule pour I'(0) dans le Théoréme
1.1.4 composent ce qui est souvent appelé le systéme d’équations de Yule-Walker
pour un processus VAR(1). Plus précisément, les équations de Yule-Walker d’un

processus VAR(p) sont:

L0)=& I 1)+ -+ &, (p) + ..
et
['(h)=®T(h—1)+--+&T(h—p), h>0.

Ces formules permettent d’obtenir T'(h) pour h > p, si on connait déja les cocffi-
cients autorégressifs et si I'(p — 1),....T'(0) sont déterminées. Afin de trouver lcs
valeurs initiales T'(h), h = 0,1,....p — 1, Liitkepohl (2005) décrit un algorithme
reposant sur la représentation VAR(1) d’un processus VAR(p). Voir Liitkepohl

(2005, pp. 28-29) pour plus de détails.

1.1.5. L’opérateur retard

Il est possible de déterminer les matrices coefficients ¢} de facon plus directc,
sans faire usage de la représentation VAR(1) d’un processus VAR(p). Pour ce faire,
il faut introduire I'opérateur retard B qui est tel que BY; = Y, ; et B*Y, =

Y, 1. Ceci permet d’écrire:

®(B)Y:=v+ ay, (1.1.8)
ot ®(B)=1; - ®B—-®,B*—... - &,BP.
Définition 8. Soit ®(B) = Iy — ®,B — ;B> — ... — &,B?, alors l'opérateur

inverse de ®(B) est ®~(B) et est tel que ®~1(B)®(B) = I;. De plus, ®~1(B)
admet la représentation @ 1(B) = Y 22 ¢; B*.
Ainsi, en multipliant (1.1.8) par ®~!(B), nous obtenons:

®~'(B)®(B)Y, = ® YB)v+ & (B)a,
Y, = Z‘P:V + Z¢:at—i:
=0 1=0

avec pu = y -2 @;v. Bien siir, 'opérateur @~!(B) existe sous certaines conditions,

que nous donnons dans le théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.6. L’opératcur ®(B) est inversible si det{®(z)} # 0, Vz tel que
|z] < 1.

Une preuve du Théoréme 1.1.6 sc trouve dans Brockwell et Davis (1991, pp.

408-409). Cette condition cst aussi cclle qui définie la stabilité d’un processus
VAR(p).

1.1.5.1. Identification des poids de la représentation infinie

Le Théoréme 1.1.1 a introduit une représentation sous forme de somme infi-
nie & travers la relation (1.1.6). Il a été dit que cette représentation existe sous
des conditions de stabilité du processus. Les coefficients de cette représentation
peuvent étre obtenus facilement grace a la représentation VAR(1) d’un processus
VAR(p). Par contre, il pourrait étre souhaitable de pouvoir obtenir les coefficients
de la représentajon infinie directement en fonction de ceux de la représentation
récursive. Les coeflicients matriciels que nous avons notées ¢; peuvent étre cal-

culés grace a l'identification des coefficients des puissances de B dans le systéme

suivant:

Id == ¢S7

0 = o] — ¢y,

0 = ¢ —> 97 ,%;
Ainsi,

¢8 - Id:
¢: - Zj':l ‘b:—jq)j'

On pose ®; = 0 lorsque j > p.
En particulier, pour un modéle VAR(1), Y; = ®,Y,_;, + a, et les équations
précédentes entrainent que les coefficients ¢} = ®i. Clest le résultat qui avait

été obtenu auparavant lors du développement cn somme infinie d’un processus

VAR(p) sous sa représentation VAR(1).



1.1.6. Processus VARX(p,s)

Le processus VARX est unc extension des processus VAR auqucl on permet
d’ajouter des variables supplémentaires, disons X;, non-corrélées avec le processus
d’erreur qui compose le modele. De plus, on suppose que le processus {X,} est
stationnaire et sans perte de généralité, on peut présumer que le processus {X;}
est de moyenne 0. Ces variables sont dites exogénes et permettent d’expliquer
la variable d’intérét, dite endogéne. Dans cette section, un processus multivarié
autorégressif de dimension d et de délai p, avec m variables exogénes de délai s,

est introduit. Plus précisément, le processus s’écrit de la maniére suivante:

P s
Y;=v+ Z oY, + Z VX +ay,
i=1 i=0
avec dim(Y;)=d x 1, dim(X;)=m x 1 et dim(a;)=d x 1. De plus, dim(®,)=d x d,
dim(V;)=dxm et dim(v)=dx 1, ot dim(-) représente la dimension d’une matrice.

On peut écrire ce modéle sous une forme VARX(1,0):
Y, =v"+ &Y, +V'X] +a,

avec

(Vo Vo, ... Vi, Vs\
I 0 ... 0 O
V=t 0o I .. 0o o |,

X; = : v =

\ X )
Ayant maintenant décrit les modeéles considérés et décrit certaines de leurs

propriétés, il est de mise de présenter la méthode utilisée pour estimer leurs
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parametres. Nous décrirons dans la prochaine section la méthode des moindres

carrés conditionnels (MCC).

1.1.7. Estimation

Nous commengons par décrire I'estimation d’un processus VAR(p).

1.1.7.1. Estimation VAR(p)

L’estimation des paramétres peut se faire grace a la méthode des moindres
carrés. Le modéle usuel est réécrit de sorte que 1’on obtient une forme semblable

& un modéle linéaire de régression. Ainsi:
Yt =V -+ @1Yt_1 + @QYt_Q + ...+ (Dth_p + a¢,
peut s’écrire de fagon plus compacte comme:

W =BZ+ A,

avec

= (Y1,...,Y,).
B = (U,‘pl,...,@p).
Z, = (LY/.,....Y, )"

Z = (Zo,...,2,,),

A = (a,...,a,).

En empilant les colonnes, on retrouve la forne standard avec laquelle il est
particuliérement commode d’utiliser les méthodes habituelles pour obtenir les

estimateurs. Ainsi, en vectorisant et en utilisant la propriété (A.2.2) dans P'ap-

pendice, on trouve:

w=(Z"®1,)8+a,



17

ou
B = vec(B).
w = vec(W).
a = vec(A).

On obtient les estimateurs MCC cn optimisant le critére:

S = a'(I, ® T,) a. (1.1.9)
= tr(ATZ1A), (1.1.10)

ou I, ® 3, est la matrice de variance du vecteur a et ¥, = E(a;a;). De plus,
tr(-) représente la trace d’une matrice.
Le processus {a,} étant un bruit blanc, ses composantes sont non-corrélées

dans le temps. Cet aspect explique la forme diagonale de la matrice I, ® ¥,. Les

estimateurs s’expriment sous la forme:
B={(ZZ2")'ZIL,}w.

Les estimateurs des moindres carrés et les estimateurs des moindres carrés
généralisés sont les mémes pour ce modéle. En fait, il est & noter que le critére
(1.1.9) correspond & un critére de type moindres carrés généralisés. Cependant,

si on adopte le critére usuel des moindres carrés :
& T
S(ﬁ) —a a,

alors I’estimatcur des moindres carrés de 3 obtenu en optimisant S ou I'cstimateur
des moindres carrés généralisés optimisant S coincident. Pour de plus amples
détails, voir Liitkepohl (2005, pp. 70-71).

L’idée entourant la reformulation d’un modéle VAR sous la forme d’un modéle
usuel de régression linéaire multiple se généralise facilement pour la construction
d’estimateurs de type moindres carrés dans le cadre des modéles VARX. La pro-

chaine section introduit les estimateurs MCC pour les modéles VARX(p, s).
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1.1.7.2. Estimation VARX(p.s)

Pour obtenir les cstimatcurs MCC dans un modéle VARX(p.s), il suffit de

réécrire les équations précédentes en tenant compte de la présence de la variable

exogeéne :
p s
Yt = v+ Z (I)zYt—i + ZV]Xt_J' + ay.
i=1 3=0
W = BZ+ A,
avec

A =

Maintenant, il suffit d’empiler les colonnes de ces matrices pour obtenir une
forme vectoriclle contenant 'ensemble des observations. Ainsi, toujours en vecto-

risant et en utilisant la propriété (A.2.2) dans appendice, on trouve:

w=(2"®I1,)8+a,

ou
B = vec(B),
w = vec(W),
a = vec(A).

Ainsi, les estimateurs des moindres carrés pour un modéle VARX prennent la

forme:
B={(ZZ")'Z&1,}w.
Ce sont ces cstimatcurs qui scront utilisés dans larticle subséquent lorsque

nous procéderons a I'estimation des paramétres d'un modeéle VARX particulier,

lorsque la technique des moindres carrés sera adoptée.
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1.2. PREVISION

Malgré certaines similitudes entre les séries temporelles et analyse de régres-
sion, certaines différences fondamentales existent entre les deux champs d’étude.
La méthode d’estimation des parameétres par les moindres carrés nous améne a
formuler le modéle dc série temporelle comme un modeéle de régression, ce qui
peut sembler une approche naturelle lorsque 1'on parle d’un modéle autorégressif.

Cependant, une différence survient lorsque l'on considére le calcul des prévi-
sions, au moins d’'un point de vue pratique. Pour le calcul des prévisions selon
un certain modéle de régression, il est naturel de tenir compte de la variabilité
due & Pestimation des paramétres alors que dans un modéle de série temporelle,
il est d'usage d’ignorer cctte variabilité dans le calcul de Perrcur de prévision,
qui s’effectuc en présumant les paramétres connus avec certitude. Cette habitude
est possiblement due au fait que la nature récursive des séries temporelles rend
I'inclusion de cette variabilité beaucoup plus difficile. Les travaux de Yamamoto
(1981) ont permis d’obtenir un terme dans l'expression de l'erreur qui permet
de corriger cette derniére pour la variabilité due & Pestimation des paramétres.
En utilisant E] = (I;: 0 : ... : 0), il est possible d’utiliser la représentation
sous forme de somme infinie. Ainsi, une observation au temps ¢ prend la forme
Y. =E[Y; =E/p +E] Y 2, ®*a’_; et une observation au temps t + h s’écrit
Yo =E{Y;, =Elp* + E] 32 ®%a;,, ..

Une prévision s’obtient en prenant ’espérance conditionnelle de Y, sachant
Y/. Le théoréme suivant explicite I’espérance conditionnelle dans un modéle
VAR(p).

Théoréme 1.2.1. Soit un processus VAR(p). L’espérance conditionnelle d I’hori-
zon h, sachant Y;, s’écrit: E(Y¢1a[Y]) = E(B] Y}, |Y}) = Ef p*+E] (Y-
B
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DEMONSTRATION. Remarquons que Yyip = E{ Y7 - Conséquemment:

' h-1 00
Vi = B[Yi, = BIu 48] Y @%al, 4 B] Y80 ar
=0 =0
h-1 0
= E[p' +E[ Y &%y, ,+E/ ") o%a;
1=0 1=0
h—1
= Elw +E] Y ®%a,,  + E[®H(Y; - ).
1=0

Ainsi, en prenant 'espérance conditionnelle:

h—1
E(YunlY;) = BE]Y[,[Y]) =E[u +E] Y &“E(a},,_,|Y?)
=0

+E] @ E{(Y] - u)|Y;},
= E/p" +E/®™"(Y] - p*).
0

L’espérance conditionnelle représente le meilleur prédicteur selon le critére de
lerreur quadratique moyenne. Par contre, il demeure une incertitude lors du

calcul des prévisions qui doit étre quantifiée. Ainsi, 'erreur de prévision s’écrit:
h—1
* T *7 %
erh = Yo — E(Yiu|Y]) = E E :‘I’ A hi
=0

Ces formules sont & la base des méthodes de prévision pour ces modéles mais
ne tiennent pas compte d’un aspect important en pratique: les parameétres ne
sont pas connus et il faut les estimer. Le prédicteur utilisé en pratique est I’espé-
rance conditionnelle dans laquelle on remplace les paramétres inconnus par des

estimateurs.
Définition 9. Soit Y, (h) le prédicteur au temps t pour I’horizon de prévision h.
Ce prédicteur prend la forme:

Yi(h) = Bl 4" + E] & (Y] - fv").

Il est cependant pratique de représenter le prédicteur sous forme vectorielle.
Théoréme 1.2.2. Le prédicteur au temps t pour [’horizon de prévision h s’écrit:

Yi(h) = GWy avec Wy, = (Y;T.1)7 et & = (E] &2 BT (I — $*4)4*).



DEMONSTRATION.
Yi(h) = E[§" +E{&"(Y] - 47,
E(I-&*"u + B/ &hy?,
= aW,.
U

Le prochain théoréme permet d’écire le prédicteur dans une forme alternative.

Théoréme 1.2.3. Le prédicteur Y,(h) s’écrit:
Y (h) = Wia',
avec Wi = W] ® 1, et & = vec(&).

DEMONSTRATION. D’abord, on remarque que: Y(h) = vec{Y:(h)} = vec(GW},).
Maintenant, en utilisant I'identité vec(AB) = (BT ®I)vec(A), (voir aussi (A.2.3)

dans I’appendice), on obtient:
Yi(h) = (W] @ LHvee(@)}.
Ainsi, on pose W} = W] ® I et &* = vec(é&) pour obtenir le résultat. O

Théoréme 1.2.4. L'erreur de prévision au temps t pour I’horizon h prend la

forme:
h-1
esn=E] Y ®%al, .+ Wi(a' —&").
i=0
DEMONSTRATION.
h—1
errh = Yien—Yo(h) =E] Y @%ai,, ,+EJ&"(Y; - p*) — ET&(Y; — "),
=0

h-1
= E/ Z ®"ay,,_; + (@ — &)W,
i=0

Maintenant, on remarque que pour un vecteur a on a vec(a) = a. Ce qui permet

d’obtenir: (a — &)W, = vec{(ax — &)W} = Wi (a* — &*). Ainsi,

h—1
T *T % * * o %
errn = By E D7y, + Wi — &)
1=0
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Le fait d’avoir des paramétres estimés plutét que de présumer qu’ils sont
connus avec certitude entraine que I'erreur de prévision tient maintenant compte
de cette estimation. La mesure de P'incertitude entourant le calcul des intervalles
de prévision peut s’cffectuer en adoptant une approche conditionnelle ou incondi-
tionnelle. Ansley et Kohn (1986) fournissent plusicurs arguments convaincants qui
penchent cn faveur d’une approche conditionnelle. L’erreur quadratique moyenne
(EQM) de prévision conditionnelle fait I'objet du prochain théoréme.

Théoréme 1.2.5. L'EQM de prévision conditionnelle & Y¢* s’écrit:

h-1
Blewnel Y17 = ZE;r(p*jE(a;;h—]a‘:Ih"j)q)*j*El
=0

, Oa* < Oa*’
+Wh8TVar(A)8—AW,I +o,(n71),

avec AT = (vec(E] ®*)T, uT).

DEMONSTRATION. On remarque en premier liu que:
€+n = \’ec{et+h}
n—1
= > vec{E] ®Tay,_j} + Wi(a" — &").
j=0

On procéde maintenant & une expansion en série de Taylor du premier ordre. On

remarque que:

- . oa’ - i
& =a*+ OAT()\ — A) + o,(n13),
ou
oa” o&” oa”
OXT  \Ovec(BET®*)T auT )
Ainsi,
* [ oAk * *ad* \ -
Wi(&* — o) = WhaT()\ —A) + 0, (n7Y2).
De plus,

h-1

€1 = E vec(E1®%ayp—j) — W;

Jj=0

oa”

a_,\?(j‘ — A) + 0,(n"Y?).



Conséquemment, 'espérance conditionnelle devient:

h—1
E(ewrnely|Ys") = ZEll (I’*JE(E’Lh—ja;Ih—j)q)”TEl
=0

, oo’ cOarT _
+WhaTvaI(A)a—AWhT =fi= Op(n 1).

1.3. VALEURS ABERRANTES

Dans la pratique, il arrive que le systéme {Y;} ne soit pas parfaitement bicn
observé. Ainsi, certaines erreurs pourraient survenir, et la source de ces crreurs
n’est pas toujours claire pour 'analyste. Formellement, on pourrait trouver que
les données proviennent majoritairement d’un certain modéle, et c’est ce dernier
que nous voudrions décrire aussi précisément que possible. Autrement formulé, les
données pourraient provenir majoritairement d’un premier modéle, et occasionel-
lement d’un autre; ces deux modéles pourraient &tre fort différents, et exprimer
simplement un scul et unique modéle qui les réconcilie pourrait s’avérer compli-
qué. On désire alors modéliser la portion des données provenant du phénomeéne
majoritaire et les autres données sont considérées aberrantes.

Les valeurs aberrantes peuvent apparaitre de fagcon additive sur la valeur ob-
servée. Par exemple, si I'on consideére le processus {Y,}, une contamination addi-
tive voudrait dire que le processus observé sera {Y; + W}, ot {W,} représente
le processus de contamination et est indépendant de {Y;}. C’est ce méchanisme
de contamination dit additif qui sera considéré par la suite.

Un autre méchanisme possible est un processus de contamination des erreurs
{U.} du processus linéaire ¢(B)Y; = U;. Ainsi, le processus contaminé sera
plutdt ¢(B)Y,; = U; + W,. Ce méchanisime de contamination a pour effet d’af-
fecter non seulement 'observation au temps ¢ mais aussi les observations subsé-
quantes. Ce méchanisime ne sera pas considéré plus en détail dans ce mémoire. De
toute fagon, il est habituellement reconnu que les estimateurs sont moins affectés
par ce genre de contamination. Voir par exemple, Rousseeuw et Leroy (1987, pp.

275-277) ou Bustos et Yohai (1986).



1.3.1. Mesure d’éloignement

La distance de Mahalanobis mesure 1’éloignement d’une observation par rap-

port & sa distribution. Elle est définie comme suit:
M={x—Ex)}"Z{x - E(x)}.

ot 3y = Var(x). Ainsi, on peut détecter qu'une observation est éloignée en utili-
sant sa distance de Mahalanobis associée. Par exemple, si x ~ Ny(p,, =) alors

M ~ Xf,- Dans le cas d’une observation univariée, cela se résume & considérer
2/.2 2
{z - B(z)}?/o7 ~ 1.

1.3.2. Estimation robuste

Les estimateurs robustes, par construction, devraient afficher un comporte-
ment plus stable lorsque les données sont contaminées. Autrement dit, les esti-
mateurs robustes devraient fournir des valeurs similaires & ce qui serait obtenu
s'il n’y avait pas eu d’erreurs dans les données. Une fagon d’arriver a cet objectif
est d’attribuer des poids aux données et de réduire les poids des observations
douteuses.

Les estimateurs RA-ARX consistent essentiellement & modifier les équations
du premier ordre qui définissent les estimateurs MCC. Cette modification se ré-
sumc & remplacer les mesures de dépendance (les autocorrélations et autocorré-
lations crois¢es) par des versions robustes. Les estimateurs qui sont solution du

nouvcau systéme d’équations devraicnt étre plus robustes sous certaines condi-

tions.

1.3.2.1. Estimation univariée RA-ARX

L’estimation dans un contexte de valeurs aberrantes pour un modéle linéaire
univarié contenant des variables exogénes, dit modéle ARX, a déja été traité par
Duchesne (2005). Le développement de ces estimateurs permet d’avoir un apercu

de la méthode utilisée pour obtenir des estimateurs équivalents dans un contexte

multivarié.
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Soit le modéle univarie ARX(p.s):

V+Z¢t—1)t 'L+291-Xt z+at

=0

que I'on peut également écrire de fagon plus compacte:
¢(B)(Y: — ) = 0(B) X + ay,

et ot comme d’habitude {a;} est un bruit blanc et {X,;} est stationnaire.

Théoréme 1.3.1. Les estimateurs des moindres carrés satisfont le systéme d ‘équations:

Z 9. TiTax(k +J + 1)

avec

§ :TL_;C T Yi—k
k) = p-l&isktl TR
Tay (k) a0,

(1.3.1)

et p~H(B) = Y2 mB*. De plus, 0% et o2 dénotent les variances de {X;} et {Y:}

respectivement.

DEMONSTRATION. On obtient les estimateurs MCC en optimisant:

n
_ 2
S = E a;.
t=1

La condition de premicr ordre pour un optimum est:

- aat
aﬁT Zat 28T
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Ofl,@z (¢17"'7¢pa90701 ..... QS,/L)T et:

Jday =
3(];- = —(Y,—pu) t=1,...,p,
g?t = X,4 0 =0.1,....5s
aat i
— = —(1— &;)
8“ =1
En injectant ¢(B)(Y; — p) = 0(B)X; + a; dans les équations plus haut, on a:
oS ~ 1R v . ,
2r = 2o wle(B) 0B X+ ¢(B)Mai} =0, i=1,...,p,
ot t=i+1
ggs = ZatXt_iz(), 7;:0.1,...’.5‘,
g t=i+1

oM :
- = ay = 0.
%

En rappelant que ¢71(B) = Y 0, m: B, on réécrit le systéme:

(95' s n—k—i-1 n
6(}5 = 9k Z Tj Z CLtXt_i_k_J

* k=0 =0 t=i+1

n—-p—i—1 n
+ 5 Z aiay_;—; =0, pours = 1....,p,
j=0 t=i+1

oS = .
% = Z a;Xi—i =0,pouri =0.1,...,s,

t t=i+1
oS

a—'u = ;at:O.

Maintenant en utilisant (1.3.1) , on obtient:

s n—k—i-1

>0 > mira(j it k)

k=0 =0

n—p—i-1
+02 Y mirw(i+i) = 0,i=1...,p, (1.3.2)
7=0

ree(i) = 0,i=0,1,...,s (1.3.3)
Zat = 0
t=1
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A partir de I'expression des estimateurs des moindres carrés a travers les

équations (1.3.2) et (1.3.3), on voit que ces cstimateurs ne dépendent des données

qu’a travers les mesures de dépendance rq, et 7,5. L’idée qui contribue & accentuer

la robustesse des estimateurs RA-ARX est d’utiliser des mesures de dépendance
robustes (Robust Autocovariance, d'ou le RA dans RA-ARX).

Définition 10. Les estimateurs robustes RA-ARX satisfont le systéme d’équa-

tions suivant:

n—i—k—1 n—p—i—1

Zek Y el itk o Y Tl tin) = 0, i=1,...p,
T 2

Les quantités v,, et Yor sont des mesures de dépendance et sont définies comme

suit:

’Yaz(i;d)) = n—l Z Q/}(at/aa)Xt—iy
t=i+1

n
Yea(tim) = 770 n(ae/0a, a1-i/00).
t=1+1
Ces mesurcs dépendent des fonctions 7(-, -) et 1(-). On note que si n(u,v) = uv
alors on retrouve le systéme original ayant les estimateurs MCC comme solution.
De maniére générale, dans un contexte d’cstimateurs robustes, on présume que
les fonctions 7(-,-) et ¥(-) sont continues. La fonction 9(-) est supposée impaire
et la choisir bornée permet de limiter I’influence des observations potentiellement

suspectes. Des choix robustes peuvent consister & choisir 7(u, v) = ¥(u)v ot
P(u; ¢) = sign(u)min(|ul, c),

et c est une constante de robustesse & spécifier. D’autres suggestions sont discutées

dans Bou Hamad et Duchesne (2005) et dans I’article qui se trouve au prochain

chapitre.
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1.3.3. Récapitulatif

Dans ce chapitre, il a ét¢ question d’introduire des notions fondamentales sur
les processus multivariés. Les notions de stationnarité et de stabilité d’un proces-
sus ont été présentées ainsi que les propriétés de la matrice d’autocovariance. La
classe de modeéles VAR ainsi que la classe plus générale VARX ont été décrites
avec les estimateurs des moindres carrés conditionnels pour ces deux classes res-
pectives.

La prévision dans la classe des mod¢les VAR a été présenté. Il a ¢té question
d’erreur de prévision qui considére la variabilité duc a I’estimation des paramétres.
Cet aspect sera repris dans l'article qui suit pour la classe plus générale des
modeles VARX lorsqu’il sera question de construire des intervalles de prévision.

Enfin, 'estimation robuste en présence de valeurs aberrantes a été discutée.
Plus particuliérement, le développement des estimateurs robustes RA-ARX a été
exposé, ce qui illustre I'essentiel de la démarche utilisée dans le cas multivarié pour

obtenir les estimateurs RA-VARX qui seront développés dans article suivant.



Chapitre 2

L’ARTICLE

Le présent chapitre est une copie intégrale de I’article intitulé "On robust
forecasting in dynamic vector time series models" soumis a une revue scientifique
avec un comité de lecture. La premiére version de 'article a été soumise en 2006.
Il a &té révisé et raccourci en mars 2007. Puisque la premiére version contient plus
de détails théoriques et empiriques, c’est cette derniére que nous incluons ici. Le

premier auteur de ’article est également 'auteur du présent mémoire.
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1. INTRODUCTION
Dynamic simultaneous cquation models are frequently used for forccasting pur-
poses. The statistical properties of these linear systems are discussed in Judge et
al. (1985), Hannan and Deistler (1988) and Liitkepoh! (1993), amongst others.
A possible process encountered in economic and physical applications is the vec-
tor autoregressive model with stationary exogenous variables (VARX). Let the
d-vectors Y, = (Y3(1),....Y;(d))" and the m-vectors X; = (X3(1)..... Xi(m))T,
t = 1,...,n, be observations corresponding to a stationary VARX process of
orders p and s, abbreviated VARX(p,s). Then, there exist d x d matrices ®;,
t=1,...,p and d X m matrices V;, i = 0.1,...,s, with ®, # 0 and V, # 0,
such that :

®(B)Y: =60+ V(B)X; + ay, (2.0.1)
where 6 denotes a d x 1 constant vector, ®(B) =1, — Y% | ®;B, I, being the
dxd identity matrix, V(B) = 3 °_, VB, B representing the usual backward shift
operator. In representation (2.0.1), the random vector a; = (a,(1),....a,(d))" cor-
responds to the error term, ¢ = 1,...,n. Let X = {X;,t € Z} and a = {a,,t € Z}
be the exogenous and error stochastic processes, respectively. Process a is assu-
med to be a strong whitc noise, that is a;, t € Z, are identically and independently
distributed (iid) random vectors with mean zero and regular covariance matrix
Y. Without loss of generality the mean of process X is zero. Furthermore, we
suppose that the autocovariance function of X defined by I'x(j) = E(X;X/_,),
J € Z, is absolutely summable, that is . ||[Tx(j)|| < oo, where ||A]| denotes
the Euclidian norm of matrix A. In the following, X and a are statistically inde-
pendent stochastic processes. The VARX process Y = {Y,,t € Z} is supposed
stationary and consequently all the roots of det{A(z)}, z € C, lie outside the unit
disk, where det(A) stands for the determinant of matrix A.

In practical applications, the parameters of the VARX model can be estimated
by conditional least squares estimators (CLS) or by alternative methods such
as generalized least squares, estimated generalized least squares or maximum
likelihood cstimators, amongst others. Sce Liitkepohl (1993) for a description
of these methods. However, the sensitivity of the CLS estimation procedure (or
related techniques) to outliers is well-known. For example, CLS estimators may
be strongly biased when the observations are not observed from the process {Y;}
satisfying (2.0.1), but for example from {Y, + W,}, where {Y,} and {W,} are
independent, with {W,} as an iid sequence that generates the outliers (typically
the occurrence of outliers is relatively small, for example with probability less
than 5%). The CLS mecthod appears to be very sensitive to the kind of outliers
which fall in this so-called additive category, since they affect the endogenous
variable Y, additively. Robust cstimation techniques and robust diagnostics for

time series models are introduced in Hampel et al. (1986) and Li (2004), amongst
others.
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The goal of this paper is to propose robust prediction intervals in VARX
modcls. Whereas robust cstimation has been widely studied in the time serics
literature, the construction of robust prediction intervals in dynamic models has
received little attention, to the best of our knowledge. From a practical point of
view, the empirical evaluation of existing prediction intervals to various kind of
outliers seems an important issue. Since outliers can cause bias problems for the
CLS cstimators of the parameters of the model, it is expected that the usual point
predictions based on such estimation technique will also be biased. Furthermore,
and maybe more importantly, the classical prediction confidence limits are cal-
culated using the usual mean squared errors of prediction. Since these quantities
are estimated in practice using non robust estimation methods, they display also
sensitivity to outliers. Thus, the usual prediction intervals are expected to be dis-
torted by outliers, an undesirable outcome in the forecasting practice. In general,
outliers may invalidate the predictions and the prediction confidence limits for
practical purposes. These phenomena are well-known to occur in ARIMA mo-
dels, sce Ledolter (1989) and Chatficld (2001), who have discussed the cffects of
additive outliers on predictions intervals. These practical considerations call for
the development of robust estimators in VARX models and for the construction
of robust prediction intervals.

Since the CLS estimation method displays sensitivity to outliers, one of this
paper’s primary objectives consists in developing robust estimators in VARX
models. The proposed method provides a multivariate generalization of the ro-
bust estimation technique elaborated in Duchesne (2005) and Bou Hamad and
Duchesne (2005) for univariate autoregressive models with exogenous variables
(ARX). The asymptotic distribution of the proposed cstimators is studied. Using
an argumentation similar to the one given in Bou Hamad and Duchesne (2005)
but adapted to the multivariate case using the Cramér-Wold device, the proposed
estimators arc scen to converge in distribution towards the normal distribution.
The asymptotic covariance matrix of the robust estimators is explicitly obtained,
which is usctul for constructing prediction intervals. Other estimation procedurcs
for vector time series include the robust estimators used by Ben, Martinez and
Yohai (1999) in vector autoregressive moving average time scrics (VARMA) mo-
dels. See also Li and Hui (1989) who developed alternative robust estimators in
VARMA models.

Our new robust estimators allow us to develop new robust conditional pre-
diction intervals in VARX models. The proposed robust prediction intervals are
conditional because the coverage propertics are conditional on the lagged endo-
genous and exogenous processes. In time series practice, it is rather common to
overlook parameter cstimation uncertainty in constructing prediction intervals.
However, in small and moderate samples, accounting for parameter estimation
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uncertainty can greatly improve the coverage properties of the prediction inter-
vals. Consequently, the robust conditional prediction intervals being proposed
here offer accuracy up to Op(n~!), and they take into account parameter es-
timation. In a seminal work on prediction in dynamic models, Schmidt (1977)
considered the asymptotic distribution of dynamic simulation forecasts and pro-
vided some small sample evidence, concluding that a disregard for parameter
cstimation uncertainty may lead to substantial underestimation of forecast va-
riance in small samples. For vector autoregressive (VAR) processes and VARMA
processes, Baillie (1979), Reinsel (1980) and Yamamoto (1981) derived the asymp-
totic mean squared error of multi-step predictions. The asymptotic distribution
of predictions for the more general simultaneous equation model with lagged
endogenous variables and VAR errors has been studied in Baillie (1981). The op-
timal prediction scheme for multi-period predictions of a simultaneous equation
autorcgressive model with exogenous variables, with VAR errors or vector mo-
ving average errors, has been investigated in Yamamoto (1980). Ansley and Kohn
(1986) have considered prediction mean squared error for state space models with
estimated parameters as well as applications to ARMA models, while Reinsel and
Lewis (1987) have investigated forecasting methods for non-stationary multiva-
riatc time scrics. Resampling techniques represent an alternative approach for
constructing prediction intervals. Masarotto (1990) and Grigoletto (1998) have
proposed bootstrap prediction intervals for autoregressive processes of unknown
order p, when p can be estimated consistently. Cao (1999) has reviewed some
resampling techniques for predicting time scrics. Alonso, Pefia and Romo (2002)
have introduced the so-called sieve bootstrap for estimating prediction intervals.
Their study concluded that empirical coverage comes closer to the nominal confi-
dence level when the prediction intervals constructed incorporate the uncertainty
due to parameter estimation, specially when the sample size is small. Prediction
using cstimated paramcters in misspecified univariate models has been considered
in Kunitomo and Yamamoto (1985), Stine (1987), de Luna (2000) and Kabaila
and He (2004). Schorfheide (2005) has recently investigated forccasting under
misspecification in VAR models.

The general objective of this paper consists in proposing a robust methodo-
logy for use in VARX models, in order to derive reliable forecasts when outliers
are suspected to occur in the observed time series. Valid conditional prediction
intervals are provided under a correctly specified model, which should offer ro-
bustness in the presence of additive outliers. The rest of the paper is organized
in the following way. In Section 2, robust estimation is developed in VARX mo-
dels, generalizing the robust method of Duchesne (2005) and Bou Hamad and
Duchesne (2005). The asymptotic distribution of the robust estimators is stated,
and a practical algorithm for computing the robust estimators is discussed. In
Section 3, new robust prediction intervals are developed, which take into account
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parameter estimation uncertainty. In Section 4, we examine the finite sample be-
havior of point predictions and prediction intervals, when additive outlicrs are
present and absent. Several scenarios generate the additive outliers, including
outliers at fixed and random positions, and patches of outliers. Robust predic-
tion intervals based on the robust estimators proposed, and classical prediction
intervals relying on the CLS method, are compared with respect to : coverage
properties of prediction intervals ; cmpirical biases of the predictions ; and empi-
rical prediction mean squared errors. We conclude the paper with a discussion.
Some technical details are given in the Appendices.

2. ROBUST ESTIMATORS IN VARX MODELS
2.1 Development of RA-VARX estimators
In Duchesne (2005), robust estimators in ARX models are introduced, generali-
zing a robust method proposed by Basawa et al. (1985) for dynamic regression
models with fixed regressors. These estimators are obtained by adapting to dyna-
mic models the robust methodology Bustos and Yohai (1986) initially elaborated
for ARMA models. Ben, Martinez and Yohai (1999) proposed robust estimators
in VARMA models, extending the RA estimators of Bustos and Yohai (1986) to
multivariate time series. Another class of estimators in VARMA models is duc to
Li and Hui (1989), but the approach taken by Ben, Martinez and Yohai (1999)
provides a more natural multivariate generalization, since the resulting estimators
enjoy some desirable properties (they are for example affine equivariant).

In ARX models, the system of equations which has the CLS estimators as
a solution involves the non robust sample autocovariances of the residuals and
cross-covariances between the residuals and the exogenous variables. This suggests
that robustness can be achieved by replacing the usual auto- and cross-covariances
by robustified versions. Solving the resulting system leads to the so-called RA-
ARX estimators. Duchesne (2005) has studied the consistency of the RA-ARX
estimators when a perfect ARX model is observed, and Bou Hamad and Duchesne
(2005) have derived the asymptotic distribution of the RA-ARX estimators, which
is shown to be normal. In particular, the asymptotic covariance matrix of the RA-
ARX estimators is obtained ; applications of these results include the elaboration
of test statistics for diagnostic checking, amongst others.

"The process (2.0.1) can be written equivalently as :

&(B)(Y, - n) = V(B)X, + a, (2.0.2)

where pp = ®71(1)0, and we will often resort to the alternative parametri-
zation (2.0.2). Let ® = (®y,...,9,), V = (Vo.Vy,...,V,) be d x dp and
d X (s + 1)m matrices corresponding to the autoregressive and exogenous parts,
respectively ; and A = (vec™ (®),vecT(V),u")T be a d?p + dm(s + 1) + d vector,
which include all the model parameters. For a matrix A, vec(A) represents the
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vector obtained by stacking the columns of A (see Harville, 1997, Chapter 16.3).
We denote ®¢, Vo, py and Ag as the true values of the parameters. The CLS
estimators of Ay are obtained by minimizing the following objective function :
1< _
SN =5 D> T M),
t=(pVs)+1
where p V s denotes the maximum between p and s. For a given value of A, the

residuals, noted (), are defined recursively as r;(A) = 0, for ¢t < 0, and, for
t=1,...,n,by:

ri(A) = B(B)(Y:—p) - V(B)X,,
= ‘I)(B)Yt - V(B)X,,

where Y, = Y, — p; and we set Y; = p and X; = 0 for t < 0. We will write
simply r; = ry(A) for the residuals when no confusion is possible.

The CLS equations are obtained by equating to zero the derivatives of S (A)
with respect to the matrices ®;, 1 = 1,...,p; V;, ¢ = 0,1,...,s; and with
respect to the vector p. To obtain these derivatives, some intermediate results
appear uscful. Vectorizing r:(A) and using the well-known identity vec(ABC) =
(CT ® A)vec(B), we deduce that :

p s

ri(A) = Y, — Z(YtT_J ® Lyg)vec(®;) — Z[X:‘_j ® Iz)vec(V;).

1=1 3=0

Consequently, it is not difficult to establish that :

8rt()\) g .
BvecT (®;) -(Y;0L), j=1,...,p,
art()\) _ T -
m = —(X_;0L), j=0,1..... s. (2.0.3)
art()\) p
out —Id+§<1>i = —®(1).

Computing the derivatives of the objective function S (X) with respect to the
model parameters, the system to solve then becomes :

SN & Br,(N)

— == T —1——: ':
OvecT (®;) thl re () dvecT (®;) 0. 7=1....p,
9S(N) s reer Om(A)
BvecT (V) thlrth BvecT(vy) O I=0Ls
AS(N) Tyt O ()
opT E :rt (A)E 17#?_ =0.
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Using the preceding intermediate results and transposing, the system of equations
can be written altcrnatively as :

{avzfﬁ?éj)} - ~§(YH ®Ig)vee{Z7'r,(A\)} =0, j=1.....p,
{8szST((>\\)/'J)} N ‘;(Xt—j @Ta)vec{Z (AN} =0. j=0.1,...,5,

The last equation implies that Y7 | r;(A) = 0. Consequently, the CLS estimators
of A also satisfy the following system of equations :

n

Zvec(E‘lrthT_j) =0, 7=1,....p,

t=1

> vee(ST'r X)) = 0, j=0,1,...,s. (2.0.4)
t=1

d (A = o.

Let @ 1(B) = 352, Un(p, ®)B". A useful expression for process (2.0.2) is given
by the infinite representation :

Y, = Z Z U VX ion + Z Upri_p,

h>0 i=0 R>0

where to simplify the notation we write Uy(p, ®) = Uy, h > 0. We demonstrate

that system (2.0.4) can be expressed in terms of the matricial auto- and cross-
covariances. Let

Crr(i) = n—l Z rt+ir:7 (205)
t=p+1

Cex (i) =n7' ) “rpiX], (2.0.6)
t=1

be the lag-i autocovariance of the residuals, and the lag-i cross-covariance between
r; and X, respectively. Using the initial values for Y; and X, for ¢ < 0, and
performing a change of variables similar to the one done in Duchesne (2005,
pp. 54-55), we see that the CLS estimators satisfying (2.0.4) are also a solution



37

of the following system, expressed in function of (2.0.5) and (2.0.6) :

s n—j
vec {Z Z S Cx(h+i+ )V U,

i=0 h=0

n—-p—j—1
+ 3 z:—lcrr(hﬂ)U;} = 0. j=1...p (207

h=0

vee {'Cx(j)} = 0.5=0.1,....5, (2.0.8)

Y (A = o

Consequently, the system of equations (2.0.8) also leads to the CLS estimators.
However, the preceding argumentation suggests that the system relies on ma-
trices (2.0.5) and (2.0.6), which are based on the residuals r;. The usual residuals
computed with the CLS estimators display sensitivity to outliers. In order to li-
mit their influence and to obtain more robust estimators, we proceed as in Ben,
Martinez and Yohai (1999), by replacing the residuals r, in the auto- and cross-
covariances (2.0.5) and (2.0.6) by the modified residuals ¥, as follows. Let () be
an odd and bounded function and define the weight function :

(2.0.9)

To measure outlying residuals, we introduce di(\, ¥), the Mahalanobis distance
(a metric with respect to the covariance matrix 32) of the residual r, :

di (A, Z) =1/ )T ry(N).

Residuals r; for which d?(\, X) is large represent potential outliers, far from the
majority of all the r;’s. Then, the modified residuals are defined as :

2, 3) = n(Aw{d(), 2)}. (2.0.10)

The idea behind modification (2.0.10) consists in reducing gradually the influence
of residuals suspected to be outliers. The resulting estimators based on these mo-
dified residuals should be robust when additive outliers occur in the endogenous
variables. The residuals (2.0.10) rely on the w function (2.0.9) and a function .

Several possibilitics exist for choosing these functions. A possible cxample is of-
fered by the Huber function, which is defined as :

Yy (u;9) = sign(u) min(|ul, 9),
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where sign(u) denotes the sign of the real number u. Another choice is given by
the redescending bisquare function :

u(l —u?/9%)?, if 0 < |ul <9,
Ye(u;d) =

0, elsewhere.

The functions ¥ g(u; ) and ¥p(u;?) are based on a constant 19, which is called
the tuning parameter. This additional constant controls the degree of robustness
and the efficiency : a large ¥ is associated with efficient procedures with respect to
CLS estimators under perfectly observed VARX models and, on the other hand,
sialler values of ¥ provide more robustness, downweighting more heavily larger
residuals. Ben, Martinez and Yohai (1999) provide a table for these parameters
in VARMA models.

The robust estimators, that we denote RA-VARX, are now defined as a solu-
tion of a robustification of system (2.0.8), using the modified residuals (2.0.10) :

s n—j
vec {ZZz-lcfx(h +i4§)ViU] -
=0 h=0

n—p—j—1
+ > 2—1Cﬁ(h+j)U2{} =0, j=1,....p, (20.11)
h=0

vec {T7'Cix(j)} = 0,7 =0.1,...,5 (2.0.12)

n

Y B = o

=1
The variance of the error term a; is estimated robustly as :

n

5= % S RN (), (2.0.13)
where
4 (2.0.14)
D) -

The random variable V' in (2.0.14) follows a x? distribution with d degrees of free-
dom. This choice of the constant ¢ ensures that 3 provides a consistent estimator
of 3 when a; follows a normal distribution. In the next section, the asymptotic
distribution of the RA-VARX estimators is investigated.

2.2 Asymptotic distribution of RA-VARX estimators

Let {Y.} be a stable VARX(p,s) process with stationary exogenous process {X;}
given by (2.0.1).
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We introduce the system L(A, ) = (L{ (A. X2), ..., L2 A %) and L;(A. X) =
Yor i 6,:(NE),i=1...,p+s+2, with:

5]'15()\. 2) = Z Af'X,(H—j)t(A; E)VGC(VZT) + (Sff-’jt()\. Z} ] = 1, e P
1=0
0p(A2) = vee(ST'EX/ ), J=p+1l....p+s+l, (2.0.15)
6p+5+2‘t(A. 2) - f.t-

where in the preceding system we let Azx pt(A. X) = tho U, ® (Z_If‘tX;r_ ki)
k=1,...,p+s, and 8w (N X) = Y5 vec(Z_lfti‘tT_j_hU;), j=1..... p.
Using these definitions, the RA-VARX estimators are defined as a solution of the
system :

LAS) =) §(A%)=0.
t=1
and (2.0.13). Under suitable regularity conditions on v and using a Taylor series
expansion as in Bou Hamad and Duchesne (2005), we obtain that :

n'2(X — Xg) = —{n"IDL(Xe, )} H{n 2 L(A. £)} + 0p(1),

where DL corresponds to the differential matrix of L with respect to X. According
to (2.0.13), & & By = cE{r,r] w?(d;)}. Using results similar to those obtained
by Ben, Martinez and Yohai (1999, pp. 387-388), it may be proved that under
suitable regularity conditions on the function 1) that :

n"'DL(Xg, £) = n ' DL( Ao, o) + 0p(1),
nV2L(Xg, T) = n Y2L(Ag, o) + 0p(1).

Consequently,

n'%(A = Xg) = —{n T DL(Xo, Z0)} " {nTV’L(Ag, Do)} + 0p(1).  (2.0.16)

Adopting arguments similar to Bou Hamad and Duchesne (2005), it follows that :

"V L(Ao. o) > N(0,A), (2.0.17)
n'DL(X\. Zo) & B, (2.0.18)

where A and B are certain matrices. It is assumed that B is non-singular. Conse-
quently, since the matrix n=*DL(\g, ¥3) converges in probability toward a non-
singular matrix, it follows that n~ DL(Xg, £q) is invertible for large n. The proofs
of (2.0.17) and (2.0.18) involve the central limit theorem for stationary sequences
and the ergodic theorem (see Durrett (1995)), and the Cramér-Wold device (sec

Serfling (1980)). Explicit expressions for A and B are given in Appendix 1.
Using (2.0.17) and (2.0.18) yicld :

n2(A = ) S N(0,B'AB!T). (2.0.19)
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Robust estimators are usually associated with computationally intensive methods.
In the next section, the algorithm provided relies on an iterative least squares
(ILS) scheme, which is relatively simple to implement. This algorithm should be
useful in practical applications.

2.3 Computation of the RA-VARX estimators
The system of equations (2.0.12) which define RA-VARX estimators could be
solved using general algorithms. For example, Bou Hamad and Duchesne (2005)
have studied the computation of RA-ARX cstimators in univariate models using
Newton-Raphson type algorithms and this approach could be adapted in the
multivariate case. However, this kind of algorithm relies on an appropriate choice
of the initial values of the parameters, which often seems a delicate matter. This
calls for fast and simpler procedures. In the present situation, a simplified ILS
scheme offers a workable and rather casy possibility, given the availability of
software for VAR models. In general, computation time is expected to be greatly
reduced with ILS procedures. The algorithm that we describe in this section secms
relatively easy to implement and is likely to be the most useful in practice.
First, we remark that the RA-ARX estimators for VARX models may be

interpreted as CLS cstimators applied to a transformed time serics. Let us define
the modified process :

YA D) = p+ 3 Y(B)V(B)X, + & (B)f,

where the initial conditions Y, = pand X; =0if ¢ < 0and ¥, = F(A, X) are
defined in (2.0.10). It can easily be shown that computing the residuals of the
modified stochastic process {Y;} and solving the CLS system of equations (2.0.4),
will yield the same result as solving system (2.0.12) based on the modified resi-
duals, 74, of the original process {Y;}. In other words, the RA-VARX estimators
of the original process coincide exactly with the CLS estimators of the modi-
fied process. This property suggests an itcrative computational algorithm that
we describe in the following.
Step 1. Let 5\(0) and 2(0) be initial estimators. These estimators could be the
usual CLS estimators.
Step 2. Given 5\(1) and 2(1), the estimators corresponding to the ith iteration,
compute the modified residuals and the Mahalanobis distances :
f'gi) = r,g(}\(z)
df(i)

Jw(d?),

1)\ a1 5 6)
r; (A (AT,

and the modified process :

YO = 5@ 4 $10(BYVO(B)X, + $-10(B)F®.
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Step 3. Compute the CLS estimators of the modified stochastic process {Y,}
with exogenous process {X,}.

Steps 2 and 3 are repeated until convergence is reached.

In our simulation studics, convergence always occurred with the preceding
algorithm when 1 was chosen in the Huber family. For a small sample size (less
than n = 100), we did encounter some problems of convergence when 1 was
taken from the bisquare family. This is not surprising, since it is well-known that
calculating robust estimators with redescending 1 functions, such as the bisquare
¥ function, often leads to systems of equations with several solutions (see, e.g.,
Martin (1980)). In VARMA models, Ben, Martinez and Yohai (1999) suggest
computing robust estimators with a 1 function in the Huber family and then
using these estimators as initial values for algorithms relying on redescending
¥ functions. However, even this strategy does not guarantee convergence of the
algorithm. To avoid convergence problems when 1 was taken from the bisquare
family, we computed ¥ at the first iteration of the algorithm and it has been
kept fixed in the ILS scheme. At the final iteration 3 was re-computed and
the algorithm is completed. While it is desirable to estimate all the parameters
simultaneously (see, e.g., Bustos and Yohai, 1986), convergence problems were
completely avoided using this modification with a sample size as small as n = 100.
In unreported experiments, estimating simultaneously A and ¥ or keeping 3 fixed
according to the preceding algorithm seemed to give very similar results for sample
sizes n = 100 and n = 200, at least in our experiments (note that as the sample
size becomes larger the probability of convergence of the algorithm increases, as
expected). Consequently, when 9(-) = v¥(-;9), the first step of the algorithm
could be modified as follows :

Step 1. Let 5\(0) and 2(0) be initial estimators calculated using the preceding
algorithm with 9(-) = ¥y (-;9). At the first iteration, compute an estimator
of ¥ and then keep this matrix fixed.

The other steps arc then exactly the same as before. At the final iteration, the
matrix 3 is re-estimated.

These algorithms have been implemented in R and have been used in the
simulation experiments presented in Section 5; the computer code is available
upon request by communicating with the authors.

3. ROBUST PREDICTION INTERVALS IN VARX MODELS

In this section we derive a conditional asymptotic mean squared crror of multi-
step prediction for VARX(p,s) processes. Unconditional mean squared errors in
dynamic models have been considered in Baillie (1980, 1981) and Yamamoto
(1980), amongst others. As argued in Ansley and Kohn (1986), the unconditional
mean squared error may not be an appropriate measure of the actual forecast
error, and a measure which is conditioned on the observed data may be preferable.
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However, as noted by Ledolter (1989) and Chatfield (2001), classical prediction
intervals can be strongly affected by additive outliers. Here, we propose robustified
conditional intervals which should be less sensitive to these kinds of outliers.

It is convenient to collapse the VARX (p,s) stochastic process to a VARX(1,0)
process by means of the companion form representation :

o By - B, D, Vo V; -V,

. I, 0 - 0 0 |.. 0 0 - 0 |_ .
Yi = : T : : Yiat : T : Xi +ay,
0 o --- I 0 0] 0O --- 0

= &Y, + ViX! +al, (2.0.20)

where Y? = Yr — pul, By =1;,Qp, 14 = (1,...,1)7 is a d-vector such that
each component is one; and Y; = (Y/,...., Y[ )7, X = (X/,.... X ,)7,
a; = (a/,07,...,0")7 denote vectors of dimension dp x 1, (s + 1)m x 1 and
dp x 1, respectively; and ®* and V¢ are matrices of dimension dp x dp and
dp x m(s + 1), respectively. The above representation is sometimes called the
state variable representation (see Yamamoto (1980)).

At time n + [, the model (2.0.2) can be expressed as :

-1 -1 -1
= DRI BN+ Y EIVEXG,, 4y YA, (20.21)
j=0 3=0 §=0

where 8% = (I, — ®*)u*. In order to obtain Y,,;, the random variable that we
want to predict, we introduce E; = e; ® I, where e; corresponds to a d-vector

with one in position 7, and zero elsewhere. Pre-multiplying the relation (2.0.21)
by E{, we obtain :

-1 -1
You = BEY,, =) E[®90"+E[ @'Y, + ) EJ®YV{X:,, .
7=0 Jj=0
-1
+> E[®Yal, .. (2.0.22)
3=0

Consequently, the minimum mecan squared crror predictor made at time n, !
periods ahead, is given by the following expression :

-1 -1
Ya(l) =) E[®V6" +E[ Y+ Y EJ®YViX,,, . (2.0.23)
=0 =0

Once the model has been estimated, the optimal predictor can be modified to form
a practical predictor, by estimating appropriately the matrices ®;, i = 1... .. P,
and V;, 7 = 0,1,...,5 in the block matrices ®* and V} defined by (2.0.20).
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However, the CLS estimators may be strongly affected in the presence of outliers;
the same can be said for a calculable predictor relying on such a non robust
method. In order to obtain a robustified predictor, we propose to employ the
RA-VARX estimators defined in Section 2 to estimate the model parameters. Let
®,i=1..... p: Vi, i=0.1....,s; 6 (Idp—Q*)u where 0" = 1, @ 1
be the RA-VARX estimators of ®;, 7 =1..... p; Vi, 1=0.1,...,5; 0" and pu*,
respectively. We introduce the following robust predictor :

-1 -1
Y.() =) E[®6" +E] 'Y}, +ZET<I>*JV* T (2.0.24)
7=0 =0

As in Baillie (1980) and Yamamoto (1980), we assume that the future values
of the exogenous variables are known exactly. Using a first-order Taylor scries
expansion, we can show that the predictor error at horizon [, noted e, is given

by :

entt = Ynu— Ya(l),

-1
T k] o* * * gt
= ZEI @ Jan-l—l—j + Wn.l(a — & )a
i=0
where W7, = (Y27, X1, ..., X231, 1) ®1; and the vector of parameters in the

transformed model satisfies :
o = (vec(E] )T, vec(E/ ®*IVHT .|
vee(E; Vi) T, vec(E] @*710%)7. ... vec(ET0"))T.  (2.0.25)
Noting that E] ®* = &, E] V} = V, a first order Taylor expansion gives :
& =a" +H; (A= X)+op(n1/?),

where A denotes the RA-VARX estimators and H; = 0a*/OAT. This implies
that the prediction error can be written as :

ent = ) E{@9al,, ; — Wi H(A = A) + 0p(n'?).

Expressions for the matrix of derivatives H; are given in Appendix 2. Let the

conditional mathematical expectation E}(-) = E(-|Y;, X (..., , Xn41) Assu-
ming the asymptotic independence between Y2, X7, 1,..., X%, and J, it follows
that the conditional mean squared prediction error is given by :
-1
Ej(enpiery) = Y E]®YE,ZE[®YTE, + W Hivar(\H; W2 + op(n ).
1=0

(2.0.26)
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Since A is estimated using the RA-VARX estimators, the covariance matrix var(\)
in cxpression (2.0.26) represents the asymptotic covariance matrix of the RA-
VARX estimators appearing in formula (2.0.19). Expression (2.0.26) is similar to
a result obtained by Baillic (1981) in a zero mean dynamic simultancous model
with lagged endogenous variables and autoregressive errors, where the parameters
are estimated by maximum likelihood.

To derive the conditional mean squared prediction error (2.0.26), the asymp-
totic independence between Y7, X> . ,,... , X> ; and the RA-VARX estimator of
A is assumed. This is a key assumption which has been verified in many important
situations and for many non robust methods, such as maximum likelihood esti-
mators. In fact, if the vector of parameters A is estimated from an independent
sample, as in Yamamoto (1976) (see also Ansley and Kohn (1986)), then this hy-
pothesis trivially hold also in our robust framework. However, in the more realistic
situation in which the actual observations are used for estimation and forecasting,
the asymptotic independence can be easily shown under a Gaussian VARX model
for the robust RA-VARX estimators, in the sense that the asymptotic covariance
between Y7, X7 ..., Xr,, and the RA-VARX estimator A is precisely zero.
This property casily follows since RA-VARX estimators satisfy the asymptotic
expansion (2.0.16). For a similar argument in multivariate time series, see Reinsel
(1980, pp. 330-331).

Consequently, an estimator of the conditional mean squared prediction error,
accurate up to order Op(n™!), is given by :

-1
Er(enpiery,) = Y B[ SYESE]$YTE, + W Hivar(ANH; W21, (2.0.27)
=0

where each unknown parameter in ®*, 3, H; and var() is naturally replaced by
the corresponding RA-VARX estimator. Since var(A) = O(n~1), the second term
of expression (2.0.27) is called the Op(n™!) correction factor ; this term is due to
paramecter cstimation uncertainty. For large samples this factor can be omitted
with limited loss of accuracy. However, for small and moderate sample sizes, the
Op(n~!) correction factor is expected to improve the finite sample behavior of
the prediction intervals. For example, the exact confidence level of the prediction
interval should be closer to the nominal confidence level ; the proposed intervals
are justified by an asymptotic theory. This issue is investigated in the simulation
experiments of the next section.
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4. SIMULATION RESULTS

In the previous sections, we introduced a new class of robust estimators and we
derived robust conditional prediction mean squared errors, accurate up to order
Op(n~1), of multi-step predictions in VARX models. From a practical point of
view, it seems natural to inquire about their finite sample properties. In particular,
it may be informative for the analyst to investigate empirically the effects of
various kinds of outliers on classical point predictions and prediction intervals,
based on the usual CLS estimators (with and without the Op(n™!) correction
factor).

Here, we report the simulation results of a small Monte Carlo experiment
conducted in order to study the exact prediction biases, prediction mean squared
errors (MSE) and the coverage properties of predictions based on CLS estimators
and of predictions constructed using the proposed RA-VARX estimators. The
following data generating process (DGP) is used : '

DGP: (I, - ®,B)(Y; — p) = Vo X; + ay, (2.0.28)
where
1.0 04 0.3 0.4
= ) 1= y 0 —
-1.0 0.3 04 0.6

The exogenous process X = {X},t € 2} is assumed to be a sequence of iid uniform
U[—V3. /3] random variables, where Ula. b] denotes the uniform distribution on
the interval [a.b]. The error process {a;,t € Z} represents a Gaussian white noise,
with covariance matrix :

1.0 0.5
0.5 1.0

The resulting DGP corresponds to a bivariate VARX(1,0) process with a scalar
exogenous variable. We consider the sample size n = 100. To obtain a realization,
we set the initial value Y_, = 0 and we gencrate 2n + 1 + l,,,, observations
Y oY g, o, Y 1. Y0, Yy, 0 Y Yo, Yo, according to the DGP
given by (2.0.28), where [, = 12. We have discarded the first n + 1 observa-
tions to reduce the impact of the initial value, and we have used the last (4,
observations for evaluating the predictions; the model (2.0.28) is estimated with
observations (Y, X;),t=1,...,n.
We investigate six strategies for the occurrence of outliers :

3=

Scenario 1 : No contamination.

Scenario 2 : Outliers in the endogenous variables at fixed positions. The
outlicrs are obtained by replacing Y, = (Y;(1).Y:(2)) 7,
t € {19,39,59,79,99.119, 139, 159, 179,199}, by (i) — (~1)*x 10,7 = 1,2,

where p1 = (p(1), 1(2)) "
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Scenario 3 : Outliers in the endogenous variables at fixed positions as
in Scenario 2. However, the signs of the contamination are independently
and randomly attributed for each variable Y;(1) and Y;(2).

Scenario 4 : Outliers in the endogenous variables at random positions,
such that an outlier is created with probability 5%. The magnitude of the
contamination is 10. For each variable, the position and the signs of the
contamination are randomly and independently attributed.

Scenario 5 : Outliers in the endogenous variable at random positions as
in Scenario 4. However, for an outlier generated randomly, Y;(7) is replaced
by p(i) — (=1)" x 10,1 =1.2.

Scenario 6 : Patch of outliers. For each variable, two blocks of five succes-
sive outliers are created. The position of the blocks is random and created
independently for each variable. The sign of the contamination, of a ma-

gnitude of 10, is positive for the first variable Y;(1), and negative for the
second variable Y;(2).
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We examined the coverage properties of predictions (at two different confi-
dence levels : 90% and 95% percent), the empirical prediction biases, and the em-
pirical prediction mean squared errors for predicting Y;(1), ¥3(2), and the linear
combination 47Y;, where v = (y1.2)" represents the eigenvector corresponding
to the largest eigenvalue obtained maximizing var(y'Y}) subject to v v = 1.
The weights of the linear combination are given by v = (0.6844,0.7291) " and for
the purpose of our cmpirical investigation, the vector v is assumed to be known
and fixed in all the simulation experiments. For each scenario, 1000 independent
realizations have been generated.

We compare the robust RA-VARX estimators with the usual CLS estimators
used for obtaining predictions. The algorithm described in Section 2.3 is used to
compute the robust estimators. Prediction limits with and without the Op(n™1)
correction factor are considered. For a sample size of n = 100, it appears useful
to investigate the potcntial benefit of increasing the precision of the prediction
interval. We construct multi-step predictions for various horizons, that is [ =
1.6,12.

For the robust tests, we include in our experiments Huber and bisquare 1
functions with tuning parameters 9 = 1.49 and 9 = 5.1, respectively. For the
scale factor (2.0.14) in estimator (2.0.13) defining ¥, we cmployed 1.50 and 1.79,
respectively. These values are taken from Ben, Martinez and Yohai (1999). If the
DGP was a bivariate VAR(1), these valucs of the robustness constants would
deliver an efficiency higher than 90% for the RA estimators comparatively to the
CLS estimators under a perfectly generated VAR(1) Gaussian process. When the
RA-VARX estimators are computed with the bisquare 1 function, we use the
modified algorithm, that is the RA-VARX ecstimators calculated with the Huber

1 function are taken as the starting values, and X is estimated at the beginning
and the end of the algorithm.
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Table 1 reports the empirical results under Scenario 1. In this scenario, no
outliers are created. As expected, point predictions based on CLS estimators for
Yori(1), Yoit(2) and v Yoy, I = 1,6.12, exhibit small biases and small prediction
MSEs. Interestingly, based on 1000 realizations. the prediction biases and MSEs of
the robust and non robust methods appear very close, at least in our experiments.
The prediction intervals offer reasonable coverage properties at the 90% and 95%
confidence levels. Generally, the Op(n~1) correction term improves the coverage
properties, particularly for Y,,;(2) and for the linear combination v'Y,..; when
the horizons [ are large.

Empirical results when outliers are located at fixed positions are presented in
Table 2. This scenario illustrates that CLS estimators can lead to serious predic-
tion biases and large prediction MSEs. For predicting Y, 4,(1) and Y, ,(2), the
predictions calculated with CLS estimators can lead to prediction MSEs substan-
tially larger than in Scenario 1 when no outlicrs are present. The empirical biases
and MSEs appeared smaller for the robust methods. Interestingly, the prediction
MSEs of the robust cstimators are comparable under both Scenarios 1 and 2.
Since the outliers are located at fixed positions, of the same magnitude, and such
that (1) + 10 for the first variable and u(2) — 10 for the second variable, small
prediction bias has been observed for predicting the linear combination. This is
not surprising given the definition of the vector . From this experiment, the RA-
VARX estimators based on the bisquare 1 function appears to offer the smallest
bias in general but the prediction MSE for the Huber and bisquare functions seem
rather similar. The prediction intervals based on CLS estimators were strongly
affected by the outliers : here, empirical evidence gives severe distortion to the
empirical coverage rates for the non robust method. Since the coverage properties
of the robust methods are more than reasonable in this situation, this illustrates
the merits of using robust methods for constructing prediction intervals in the
presence of outliers. Some improvements have been observed using the Op(n™!)
correction factor, particularly for predicting ¥,4;(2) and the linear combination
in this part of the experiment.

In Table 3, empirical results are presented when outliers are located at fixed
positions, but the signs of the contamination are randomly attributed. In this sce-
nario, the prediction biases for predicting ¥,4;(1) and the linear combination ap-
peared similar for the robust and non-robust methods. For predicting Y;,4(2), the
robust methods offered smaller empirical biases. However, the prediction MSEs
based on the CLS estimators were much larger than those based on the RA-VARX
estimators. Furthermore, these outliers create a serious inflation of the MSEs for
predicting Y,,4(4), 2 = 1,2 and the linear combination, since the prediction MSEs
are much larger in this scenario than the prediction MSEs obtained in Scenario 1.
"The robust methods offered slightly larger MSEs than the ones corresponding to
the outlier-free situation, except for horizon | = 12, where the prediction MSEs



IArUNE v v uy

[ . FE . By Y ear \ees

‘suoljezI[eal OOOT U0 paseq a1k sjudwiiadxa uoryruuls ay 1, (1)

: 5910
887C'¢ 0£67'¢ 9FLS'T L8T6'T LPPE'T PEYO'T GBER'T 8168'L 92901 (A¢) XUVA-VY y
908T'€ LPZE'E G9TFT 6GG68'T STO6°T 8LL0°'T SG6I8'T €806'T LL90°T (Hp) XUVA-VY
¥OLE'E BLTLE €90€°C 9¥¥0'C €100°C TT0S'T TLP6'T 0891°C 6LEV'T STO
Io119 porenbs ueow uojdipod restnduuy
6060°0 00L0°0 Z0Z0'0- §890°0 €190°0 98%0°0- 66900 69€0°0 ¥2T00 (84) XUVA-VY
1€80°0 00L0°0 16T0°0- 16G0°0 69S0°0 ¥6¥0°0- $890°0 91%0°0 6£20°0 (Hp) XUVA-VY
1€20°0 67500 TOL0'0- €2%0°0 LSP0'0 #%S0°0- ©9S0°0 91E0°0 OFI00 STO
se1q uoryorpaad [estrduwgy
$S6'0 P60 G96°0 GS6'0 TPE'0 9960 SS6'0 6P6°0 2960 | D (; w)dQ ‘efeiano)d T d
6160 8060 160 8I60 L060 G600 LI6'0 0260 G260 age1aa0) 1 'd (€¢) XYVA-VYU
Ce6'0 0S6'0 160 FI6'0 0860 L96°0 1960 0960 0860 |'d D (;_w)7Q ‘edeieac) [ d
6v6°0 0P6'0 L960 LG6°0 LE£60 096°0 G960 LS6°0 GL6°0 o8e10a0) T 'd (Hh) XYVA-VH
866'0 ¥66'0 0001 000'T 000'T 000'T 8660 8660 0001 |d°D (;_u)d0 ‘a8e1dr0D I d
866'0 0660 0001 000'T 000°T 000'T 8660 4660 000°T aget2a0D T °d STO
%S6 ¢ [PAS] BOUSPYUOD [RUTTHON
0060 F68°0 G260 OG0 9680 PT60 6060 L0600 ¥FIE0 |'d D (;-w)9O ‘e8eien0D T °d
GG8°0 LS80 L.8°0 GS8'0 LS80 9.8°0 L98°0 PS80 0980 a8e1000) T°d (€0) XYVA-VYH
1160 6060 0¥6'0 9T6°0 OI60 8E60 G360 €260 GF60 |'d D (;-u)90 ‘e8e1en0) T°d
668'0 868'0 ¥E6'0 868'0 6680 860 F06'0 L06'0 GE6°0 ade1arod 14 () XUVA-VYH
1860 T86'0 L66'0 G66'0 9660 6660 I66'0 T66'0 2660 |d D (;_1)dQ ‘edrIsa0) T'd
€86'0 8.6'0 966'0 P¥66'0 €660 6660 0660 T660 L660 88eien0)) 1 'd STO
%06 : [2Ad] SOUOPYUOD [BUITUON
g1=19=1 1=1 ¢I=]9=1 1I=1 ¢I=]19=1 11
L (g g ()

"(sudrs wopuel ‘suoijisod

WOpURI J8 SIONINO GAIIPPE) § OLIBUS0G JO ased oYy ul ‘(87°0°7) Aq woald ppow (0T)XYVYA oY o] ‘suonouny ¢

a1enDsI( pueR I9QN] U0 Paseq SI0TRWSS Y VA -V PUe s1ojewryss G Sursn ‘g1 ‘g ‘T = 7 suozlioy 1oy T+ x | L pue

71 =1 ‘(1)1 jo uonporpad a1y 10} ‘sioire parenbs uesur uolorpad ‘seselq uorjorpaid ‘(7 D) 1030%] UOIIDBLI0D

(;_u)dQ 2y3 oM pue yum (] J) speatetur uoroipaid jo (sdejusdiad ur) seyel a8e10A00 [eortudiuy H'g "GV,



Arrvo— o

[T . am - .. N — e

‘suolyezieal Q0] Uo paseq axe sjuswtiadxs uoryemnus ayJ, (1)

. $33)0
TPLI'S S8VE'E LL6G'T LE88°'T SGPL6'T LGSO'1 €628'1T P6I6T 6..0°T () XUYA-VYU y
0SST'E G8EC'E GTGO'T PT68'T G686'T €C0T'T 6928’1 2Pe6'1 T160°T (Hp) XIVA-VYE
6ISE'C 98€9°C LG6E'C BLIEC 896%'C LO8L'T 68L1C LSPE'T 6STLT 5g60)
10119 patenbs ueawr uor3orpoad yeotriduyg
8160°0 €€.0°0 L¥10°0- £6G0°0 81600 9€50°0- 01L00 61S0°0 GSE00 (8) XYVA-VYH
£080°0 92900 1600°0- £0ST°0 00ST'0 6SP0°0 8THO'0- 1T90°0- €290°0- (Hh) XUVA-VYH
$880°0 ¥EL0'0 €210°0- TGRS0 16FS°0 8LEF'0 TSFP0- BLLYO- EV8VO- SO
seiq worpdipard feorndug
PS6'0 LPE0 SSE0  ¥S6'0 6V60 8960 0960 6P60 6560 | D ({_w)dQ ‘88ersa0)d Td
€26'0 ¢I60 TE60 0%6°0 PI60 6360 6160 8I60 260 agriaao) [ 'd (%) XUVA-VY
2960 0860 G96'0 060 €96'0 G960 8960 €960 6960 | D (;_w)dO ‘e8ewa0) T d
eg6'0 G6E6'0 €960 G960 TF6'0 8S6°0  PSG'0  TS6'0 9960 age1ono)) 1 °d (He) XYVA-VYH
866'0 L660 8660 0001 660 8660 G660 8660 6660 |d D (;_u)dQ ‘¥3e1en0) Id
L66°0 G660 8660 000T €660 866'0 G660 G660 6660 a8e190)) T °d STO
&mm . ~®>w~ wo:mﬁﬁﬂov _.m:_—:QZ
1160 1060 6160 %060 2060 ¥Z6'0 OI60 G160 ¥I6°0 |'d°D (;_u)d0 '98ewr0d Td
P80 7980 FLS80 LS80 €580 080 0L80 6980 9980 o8e10a0) I °d (4%) XUVA-VY
L160 €060 PE6'0 €260 €060 8Z60 €260 8160 TP60 |'d O (;-w)d0 B8ewen0d T°'d
P06'0 €68°0 TE60 2060 L68°0 0T60 TI60 PO60 TE6°0 a8erano) I 'd (/) XYVA-VYH
886'0 2860 6860 660 9860 660 €660 1660 9660 |[d D (;-u)dQ Fe1a0) T°d
€86'0 8L6'0 6860 €660 G860 ¢66'0 1660 0660 96670 afe1an0)) 1 'd ST0
m&oa : ~o>o~ ouﬁo@@EOo ~.mzm~ﬁ02
gr=19=1 1=1 ¢gi=19=1 1=1 ¢gl=] 9=] 1=1
Ay W (g)x (D

"(suSts oryewo)shs ‘suoryisod

WOPURl 98 SIONIN0 OAIYIPPE) G OLIRUSOG JO ased aYy Ul ‘(87°0°g) £q Weald [opout (OT)XHUVA Y} 10§ ‘suorduny ¢

arenbsI( pUR I9gN[ UO paseq s10jelIlse XHYA-VY Pue siojeuriss g0 Sursn ‘g1 ‘g ‘T = 7 suozioy 1oy ‘U x | L pue

Z‘1T = ¢ ‘(3)1*%g jo uorjorpexd a1} 10] ‘sioire parenbs ueswr UordIpald ‘seselq uoroipald ‘(") ")) 10708] UOI}D91100

(;_u)dQ o) oy pue s (T J) sreatequr uomorperd jo (s8ejusdiad ut) seyel edeioncd [eordwy g7 €V



.Fimmh.ohvﬁwo.ov = L 7ey) yons st ~+=>._.\( uoryeuiquod reaul| oy, (1)

‘suoryezZIfEad OO UO peseq are sjuowrrrodxe uoryenuils oy, (1)

1 8930
ISTT'S 6b.8'C VISH'T LSPS'T 9EPL'T FIL6°0 906LT 86¥9'T €686°0 (40) XYVA-VYH .
POIT'E 9288°C LGEF'T €668 1 €9SL°T ¥666'0 SGL8'T GETL'T PPS0'T (Hp) XUVA-VY
QILT'E GZE6'T 98PF'T ¥90C°C €IE6'T 6I60T 2T8I'C PEIE'T 89ST'1 STO
10118 parenbs umewu uopdipard [eatnduy
GgPO'0- TTSU'0- TUSV'0- 28100~ T8L0'0- B6£0°0- 99¥0°0- 9800°0 LPLO'O- (g¢) XUVA-VYH
SPPO'0- 61S0°0- GSL0°0- L9ST'0 8EIT'0 0190°0 6€9Z°0- TL6T0- €08T0- (Hp) XUVA-VYE
L¥20°0- S0E0°0- $L90°0- 01090 L2LE0 TSIT0 66990~ 9T¥P°0- 1122°0- ST
serq uorgorpaad [eornduy
P90 LPEO 0960 GEG0 6V60 6960 PF60 0860 §960 |'d D (,-w)d0 eFeian0) I
P60 0T6'0 ¥Z6'0 8060 €360 LZ60 9160 0Z60 GE60 a8e1an0) 1 °d (Fih) XUVA-VYH
Z86'0 TS6'0  096'0 7960 L1960 6960 F960 8960 G960 |'d D (, w)dO ‘08rI080) T °d
vP6'0  PP60 €960  9P6'0 0960 0960 L96'0 8960  LS60 efe1an0) 1 'd (Hp) XUVA-VYH
¥66'0 666°0 666'0 4660 000'T 6660 6660 0001 1660 |'d D (;{-w)d0 ‘93erno) 1°d
€660 8660 6660 PTE60 000'T 6660 8660 9660 L66°0 afe1aa0) T 'd S10
gm@ : ~w>®~ woﬁmtc:OU ?‘:iﬂoz
£68°0  POG'0  PIGO 2680 9060 8IG0 8680 060 8160 |'d D (;_#)dO '98rI0a0) T°d
$G8°0 9980 PL80 8980 6980 1.8°0 980 V980 880 aferano) 1 °d (44) XUVA-VYH
C06'0  9T6'0 8060 1160 LT60 9260 €260 0860 1260 | D ({_u)dO ‘eFeraro) 1d
1680 668°0 POG0 P¥680 6160 8160 9160 S8I6E0 1160 a8r1ano) T°d (Hh) XYVA-VH
G86'0 8860 €86'0 €660 L660 €660 9660 660 16670 | D (;-w)dO ‘eBersa0d 1°q
£86'0 GR6'0 2860 T66'0 L6600 1660 9660 V660 6860 a8e10n0)) T 'd STD
&OO. T [0A9] wu:mﬁm:Ou _d:mﬂcoz
Z1=1 9=7 1=1 ¢gl=1 9=1 1=1 ¢gI=1 9=1 1=1
Hux A (2)rtg (1)1

(s1011m0 J6 sepged) g OLTRULDG JO 95BD B[} Wl ‘(87°0°¢) A USAL3 [9pow (0°T)XYVA @Yy} 10 ‘suorpouny ¢

arenbsiq puR QN 1O Paseq SI0JRIINSs X HVA-VY PUe siojeuise gD uisn ‘g1 ‘g ‘1 =} suozuoy 10§ ‘I*¥ x| L pue

71T = 1 (1)1 jo uorjorpad o[} 10 ‘sI0LT® parenbs teent worjoIPad ‘saselq uorporpaid ‘(] D) 10308] UOIOII0D

(;_u)d O o) TnoTIM pue [Hm (7 J) s[eatejul uonorpaid jo (08eguoorod ur) sojer 081000 [eotndury '9'g GV



55

appeared smaller. Note that, since the sign of the contamination was randomly
sclected, the prediction MSE of the linear combination, unlike in the previous
scenario, was also larger than the one for the robust method. As in the previous
scenario, the coverage properties of the robust methods generally display better
behaviors than those of the classical method. This scenario illustrates that pre-
diction biases may be small in the presence of outliers for predictions based on
the CLS method. However, outliers may lcad to very large prediction intervals
when a non robust estimation method is used. In this scenario, empirical coverage
rates of the prediction intervals based on CLS estimators were not close to the
nominal confidence levels, and serious over-coverage has been observed.

The outliers are located at random positions in Scenario 4. The corresponding
empirical results are presented in Table 4. In this scenario, the prediction biases
appeared small for predicting Y,,4;(¢), 2 = 1.2 and the linear combination. Ho-
wever, the distortion of the estimated prediction MSE based on the CLS method
appears rather substantial : the classical method offers much higher prediction
MSEs than those of the robust methods. Compared to Scenario 1, all the predic-
tion MSEs based on the CLS estimators are larger in this particular experiment.
For the robust methods, the MSEs are generally comparable to the empirical re-
sults obtained under Scenario 1, but some overestimation of the MSEs appeared
at horizon [ = 1 for predicting Y;,,4(7), 2 = 1,2 and the linear combination. Given
the inflation in MSEs of the non-robust methods, the classical prediction intervals
exhibit over-coverage as in Scenario 3, while the behavior of the robust predic-
tion intervals were in most cases reasonable. In this scenario, the robust methods
based on the Huber and bisquare functions displayed a different behavior. When
¥ belongs to the Huber family, the prediction interval gives some over-coverage,
particularly at horizon [ = 1, but when /() = ¥5(-;9), some under-coverage has
been observed. The Op(n!) correction factor improved the coverage properties
in this part of the experiment.

In Scenario 5, presented in Table 5, the outliers are located at random posi-
tions, but they are systematically positive for ¥;(1), and systematically negative
for Y;(2). Asin Scenario 2, this created large empirical biases for predicting Y,,;(1)
and Y,4,(2), but rather negligible oncs for predicting the lincar combination. Ho-
wever, all the prediction MSEs of the predictions based on the CLS estimators
offer a substantial positive bias, compared to the results obtained in the first sce-
nario. As in Scenario 4, over-coverage (under-coverage) has been observed when
1 was in the Huber (bisquare) family.

Finally, Table 6 presents the results of Scenario 6, when the outliers occur
in patches of five observations. In this case, important biases of the non-robust
methods are observed for Y,4;(1) and Y, ,4(2). The empirical biases of the robust
method based on the Huber ¢ function appear more important than the ones

based on the bisquare 1) function, the latter performing the best. For predicting
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the linear combination. all the methods performed similarly with respect to biases
and prediction MSEs. However, the coverage properties of the robust prediction
intervals offered coverage rates much closer to the nominal confidence level. The
prediction confidence intervals appeared very satisfactory when 1) was chosen in
the Huber faniily, and generally reasonable when ¢ was selected in the bhisquare
{family. The improvement of the correction factor seemed small when 9 was in the
Huber family : prediction intervals with and without the correction factors were
rather satisfactory in general. However, and rather interestingly, the correction
factor improved the coverage propertics when % was in the bisquare family.

Summarizing :

(1)

(2)

(3)

(4)

In general, point predictions and prediction intervals appear unreliable
when CLS estimators are used in the presence of outliers. Severe prediction
biases and large over-coverage of the prediction intervals can occur.

More precisely, the nature of outliers can affect point predictions very
differently. This problem is amplified in multivariate time series. Small
prediction biases have been observed for the non robust method when out-
liers were at random positions with random signs. However, large biases
occurred in other experiments; for example, when outliers with systema-
tic signs and of the same magnitude were created. In a large majority of
cases, the scenarios generating outliers have lead to serious over-coverage

of prediction intervals based on CLS estimators, at least in our experi-
ments.

In general, predictions based on the robust RA-VARX methods were very
reasonable and, in most cases, coverage properties were satisfactory.

When the outliers were located at random positions with random or syste-
matic signs, the predictions, calculated using the robust estimators based
on the Huber and bisquare 9 function behaved slightly differently, parti-
cularly for small horizons. Robust estimators based on the Huber ¢ func-

tion offered some over-coverage, while the bisquare 9 function exhibited
under-coverage.

In the scenario where the outliers occurred in patches, it appeared pre-
ferable to adopt the redescending 9 function in the bisquare family ; the
predictions offered small biases and the coverage rates using the Op (n71)

correction factor were in most cases reasonable, at least in our experi-
ments.

In general, the Op(n™") correction factor improved the coverage properties
of the robust methods for the moderate sample size n = 100, particularly
when 1) was chosen in the bisquare family.
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5. CONCLUSION

In this article, we considered robust estimation and prediction in multivariate
autoregressive models with exogenous variables (VARX). Since the conditional
least squares and related procedures are not robust in the presence of outliers,
the class of estimators introduced in Duchesne (2005) and Bou Hamad and Du-
chesne (2005) has been generalized for multivariate time series. The asymptotic
distribution of the new estimators has been studied, and from this we obtained
in particular the asymptotic covariance matrix of the robust estimators. Based
on these results we developed new robust conditional prediction intervals which
take into account the variability of parameter estimators. These prediction in-
tervals include a Op(n™!) correction factor to account for parameter estimation
uncertainty, which may, on several important occasions, improve the coverage
properties.

In a simulation study, we investigated the finite sample properties of the ro-
bust point predictions and of the robust prediction intervals obtained when the
parameters were estimated by RA-VARX estimators, these were then compared
to the classical point predictions and prediction intervals based on the traditional
least squares methodology. Several scenarios for the occurrence of outliers have
been considered, including outliers at random and fixed positions, and patches of
outliers. We found that the classical predictions were generally unreliable when
outliers werc present in the time series. Strong prediction biases may be observed
and important distortion of the prediction intervals may occur. In our experi-
ments, we found severe over-coverage of the classical intervals. The proposed
robust point predictions were much less biased than those based on the least
squared method, and the robust conditional prediction intervals offered reaso-
nable coverage properties in most cases. Overall, the proposed robust estimators
and robust conditional prediction intervals may be recommended when outliers
are suspected in VARX modecls. If it is true as believed that outliers occur in
patches, the RA-VARX estimators based on a redescending 9 function should be
appropriate in practical applications.
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APPENDIX 1

In this Appendix explicit expressions for the matrices A and B are given, where
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A and B appear in the asymptotic distribution of X stated in (2.0.19). Like Ben,
Martinez and Yohai (1999) we assume in the sequel that E{a,w(d,)} = 0. This
assumption is satisfied for a large class of distributions : for example, when the
distribution of the random vector a; is symmetrical.

.....

where the block elements A;; are given by :
Ay = E{8:(Xo, T0)8,(X0, T)}.

To obtain explicit expressions for the A;;’s, the following two lemmas are needed.
Lemma 1. Consider the VARX(p,s) process {Y;} with zero mean ezogenous
process {X,} defined by (2.0.1). Consider the system (2.0.15) defining the RA-
VARX estimators. Then
(i) Aexpevec(V) = 3,00 UpViXippn © B8 = Y p00(UnViXeopop ®
SHE, k=1,....p+s;

(13) Osi gt = Dopzo UnTejon @B 'F, j=1,...,p;

(15) 65t = Xy jups1 @By, j=p+1..... p+s+1;

(i) 856 = (3 i_g >onso UnViXiinjn + > ohso UnFejon)®E 7', j =1,...,p.
Lemma 2. Consider 3¢ = cE(rer{ w?(dy)), d? = 1/ X 7'ry and ¢ = d/ E{y*(V'/?)},
where V follows a x* distribution with d degrees of freedom. Let Tx(j) = E(XtXtT_j)
by the lag-j autocovariance of the zero mean ezogenous process {X;}. Then under
the same conditions that Lemma 1,

(1) E {Af-x,(k1+i)tvec(v;; )VeCT(V;)A;x.(sz)t} =c Zhlzo Zhgzo Un, Vi, Px (K2~

ki4+hy—h 4+ -1)V.U @Z7'S,2 ! 4,5 € {1,...,p};
(1) E(eubiz ;1) = 2 5o UnZoUL, @ 27 %S 45 € {1,...,p};
(i) E{Awx prapvec(VE)6L} =130 U Vilx(—i—h—k—p—1)®
2'8E Y ie{l,...,p} andj € {p+1,...,p+s+1}.
Proofs of Lemma 1 and Lemma 2 :
Concerning the proof of Lemma 1, (i), (i) and (iii) follows directly using the
properties vec(ABC) = (CT ® A)vee(B), vec(ab’) = b ® a, where a and b are
d-vectors, and noting also that (a®@ B)C = (a® BC) if B and C are compatible
and a is a vector. The proof of (iv) is a consequence of (i) and (ii). The proof of

Lemma 2 involves straightforward algebraic manipulations and is therefore omit-
ted. O

To compute the asymptotic matrix A, it suffices to derive the asymptotic
limits of the covariances cov(n™12L;(Xg, £o), n"?L;(Xg, X)), 7.5 € {1..... P+
s+2}. More precisely, using the stated Lemunas 1 and 2, it follows that the block
matrices A;j, 1,7 € {1,...,p+ s + 2} composing the blocks of the matrix A are



given by :

Aij = C—l Z Z Z Z Uhlel Px(k‘g — kl + hg — h‘l -{—] — 7)V;U}TQ ® 2—1202—1
k1=0 k2=0h1 >0 ha>0

+c7? Z UhEoUlrﬂ'—j ®TT'BET, 7€ {l,...,ph

h>0

Aij = C_liZUther—i—h ~k-p-1)@27'5X 7 i€ {1,...,p},
k=0 h>0
je{p+1,...,p+s+1}
Ay = 0,ie{l,...,p}, j=p+s+2
Ay = ¢Tx(j-9)@T 'S i5e{p+1,....p+s+ 1}
Aj; = 0.ie{p+1,....p+s+1}. j=p+s+2
Ay = c'Sgi=j=p+s+2

To obtain the asymptotic matrix of variances and covariances of the RA-
VARX estimators, we also need explicit expressions for matrix B. The following
lemma is needed at various places in the derivation of the asymptotic matrix B.
Lemma 3. Let ¥, = rw(dy), d? = r; T 7'ry. w(z) = ¥(2)/z, w*(2) = {¢'(z)z —
¥(z)}/x3. For an arbitrary vector B3, it follows that :

Proof of Lemma 3 :

Noting that 8d,/98" = {r; £7'0r,/08"}/d; and consequently dw(d,)/88" =
w*(dy)r] £710r;/08" yield the stated result. [J

Let v = E{w(dy)}, Q = E{w(dy)a:a] }, Q* = E{w*(d;)a;a; }. By definition,
the matrix B = (By;); j=1,... p+s+2 18 composed of the following blocks :

B (80:00,%0) | 08,0 %) 080 ) 98,(A0,S0)  88:(Ro, Zo) 98.(ho, T)
OvecT (®;) Ovec' (®,) OvecT(Vy) Ovec'(V)) dvecT (V) o’ '

Using Lemmas 1-3, standard results on vector and matrix differentiation (see,
e.g., Liitkepohl, 1993, Appendix A.13), and the derivatives (2.0.3), the blocks
Bij, 1.5 =1....,p+ 542 can be explicitly given. The following formulas give the
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precise expressions for the blocks composing the matrix B :

=3 > > Uk Vi Dxe + ha — by — by + j — i) VI, UF,

k1=0 ko=0 h; >0 h22>0
QT+ E7IQ*E )
> UQUL,, ;T + STQETY), i {1....,p};

h>0

Y Y Uik —i—k—h-p-1)® = + £7IQ*TY),
k=0 h>0

iE{l....'.p},je{p+1,...,p+s+1};

0, i€l.....p, j=p+s+2

—i:er(k +h+j—i+p+1)VIU] @ w1+ Z7IQ*T ),
k=0 h>0

ie{p+1,...,p+s+1}.5e{l,...,p}

—{Tx(—)@ @S +37'Q'=N}, 4,5€{p+1,....p+s+1}

0, ic{p+1l.....p+s+1},j=p+s+2

0, i=p+s+2,5€{l.....p}

0, i=p+s+2.je{p+1,....,p+s+1};

I+ QT HP(), i=j=p+s+2

Note that when no exogenous variables are present in model (2.0.1), we re-
trieve the asymptotic matrices obtained by Ben, Martinez and Yohai (1999) for
VAR(p) processes. Matrices A and B also represent multivariate generalizations
of univariate results derived in Bou Hamad and Duchesne (2005) for ARX models.

APPENDIX 2

In practice, the computation of the robust conditional prediction limits involve
the computation of the matrix of derivatives da*/ONT, where a* is defined
by (2.0.25). The purpose of this appendix is to give explicit expressions for this

matrix.

It is useful at this point to note that :

A= (vee™ (8), vec (V), uT)T = (vecT (E] &*), vec (BT V3), )T

The following lemma is used at various places in the proof.
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Lemma 4. Let A and B be two matrices of dimension m X n and p X n, respec-
tively. Then

A - I.
Ovec [Ovec’ (A) =1, ®
B Opxm
where Opy., s the null matriz of dimension p x m.
Proof of Lemma 4 :
Since
A A Omxn
vec = vec + vec ,
B Opsxn B

this implies that :

A - A .
dvec /Ovec' (A) = dvec JOvec' (A).
B

Opxn

A | I
Then the conclusion of Lemma 4 follows, noting that = A

Opxn Opxm
and using the well-known rule : dvec(A;Ay)/ONT = (I, ® A;)dvec(Ay) /AT +
(A] ®1,)0vec(A;)/ON", A, and A; being n x p and p x g matrices. O

As useful applications of Lemma 4, note that the following relations hold :

Ovec(®*) .
——— =1 E 2.0.29
OvecT (E] ®*) @ @ B1, ( )

Ovec(V§)

T = I E;. 2.0.3
dvecT (E] V) (1) @ 21 ( 0)

The next lemma. contains the derivatives of 8" with respect to ® and p.

Lemma 5. Let ®* and 8* = (I — ®*)u* be defined as in relations (2.0.20)
and (2.0.21). Then

00*

- - _ *T
OvecT (E] ®*) (n*" @ ),
06* .
= (-#)1,0L)

Proof of Lemma 5 :
"The proof follows using standard differentiation rules and relation (2.0.29). O

Using Lemma 5, iniportant intermediate results can be established, which are
contained in the next Lemma.
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Lemma 6. Let ®*, V§, and 6" = (I — ®*)u* be defined as in relations (2.0.20)
and (2.0.21). Then

1—

. Ovec(E] ®*) - Tl - .
(2) m = ) (@) o E[®VE,
. Ovec(E{ ®*V? N T T g
(i4) 5vecTEET<I>*())) = > Vi@ 7)1 @ E] ®7E,,
.. Ovec(E] ®*VY) o
— 1., ®E ®"E,,
(i%7) OvecT (B V) (s+1) @ 21 !
. Ovec(E] ®*0") o A T ]
= —(u* E, ®"E 6" (*' )y E; ®YE
() OvecT (E{ ®*) W 8, 1)+; () @5 a
Ovec(E{ 6%) T
87 ) - (@ EE,)
() AvecT (E] &) (1w @ By Ey)
. Ovec(E{ ®*0* . .
i) 22T Bleea- a7, 0 L)
... Ovec(E] 6" .
(vid) % = E/(I-®")(1,1,).

Proof of Lemma 6 :
The proof of the lemma follows using standard differentiation results. In particular
relation (2.0.29) and the following rule appears useful at various places for proving

(i), (ii), (iv) :
Ovec(AM) (2 riaiiii o i Ovec(A)
i _{ZO:(A) ®A} 58T

where A is a square matrix and 3 is a vector, see for example Liitkepohl (1993,
p. 471). The relation (iii) is obtained using relation (2.0.30). Finally, formulas
(v), (vi) and (vii) are applications of Lemma 5. This concludes the proof of the

Lemma. O

We now give an explicit expression for the matrix :

oo Ja* oa* oa*
OAT  \OvecT (B[ ®*) OvecT(ETVE) Ou™ )’

where it is useful to recall the definition of the vector a* :

o = (vec(BE] @) vec(E] ®*1Vy)T. ... vec(E{ V§)T,vec(E] ®@*710*)7. ... . vec(E] 6%)7

which is a vector composed of 241 sub-vectors, and A = (vec” (E] ®*), vec" (E{ V), "),
which includes three sub-vectors. It is convenient to partition this matrix using
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blocks : da*/OAN" = H} = (H;‘jl)z-:l ,,,,, 2i+1,j=1.23. As an immediate consequence

of Lemma 6, we obtain that the matrix Hj is given by :

*
11.1

*
Hil.l

*
(I+1)1.0

*
Hil.l

Hf2z+1)1.l
Hi,,
Hp,

Hfz+1)2.l

%
2.1

*

Hi3.l
*
3.1

*
Hiy i 1yas

-1
. Z(@*T)l—j—l ® EI@*]EI
=0

-1
S Vi (@ T QB[ @Ry, i=2....L

=0
0,

21—

_(M*T ® EI@*21+1~iE1) + Z 0*T(@*T)2l—‘i—j ® EI@*jEl,

=0
i=1+2,...,2

~(p*" @ E[Ey);

0;

Lo+ @ B{ @ HEy, i=2....,1;

Lim(s+1);

0; t=1+2,...,2l+1;

O;i=1,....014+1;

E{ @M1 -9 (1, o), i=14+2,....2]
E/(I-2%)(1,®1).
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était de présenter des intervalles de prévision qui peuvent
étre utilisés avec des estimateurs robustes dans les modéles VARX. Une autre pro-
blématique importante reposait sur ’absence de considération pour la variabilité
due & I'estimation des paramétres dans les formules existantes pour ces modéles.
Les méthodes utilisées pour développer un terme de correction pour la variabilité
due & l'estimation des paramétres dans les modeles VAR ont été appliquées pour
obtenir un terme de correction dans la classe plus générale des modéles VARX.

Les estimateurs robustes RA-VARX ont été définis pour cette classe de modéles
cn s'inspirant des estimateurs robustes RA-ARX existants pour les modéles uni-
variés ARX. Les résultats portant sur les estimateurs robustes RA-VAR existants
pour les modeles VAR ont aussi été utiles. Leurs propriétés asymptotiques ont
été présentées. Notamment, des expression matricielles précises pour la variance
asymptotique ont été obtenues.

Des expériences de simulation ont permis d’évaluer la qualité des taux de
couverture pour les intervalles de prévision avec différentes fonctions robustes
soit la fonction dite de Huber ct cclle dite Bi-carré dans différents contextes de
contamination par des valeurs aberrantes. Ces taux de couverture basés sur les
estimateurs robustes RA-VARX ont été comparés aux taux de couverture obtenus
avec les estimateurs des moindres carrés sous différent scénarios de contamination
par des valeurs aberrantes. L’influence du terme de correction pour la variabilité
duc & P'estimation des paramétres a ¢t¢ mis en évidence lors de 1'usage de la
fonction robuste Bi-carré. De fagon générale, les taux de couverture pour les
prévisions utilisant les estimateurs robustes se sont avérés plus juste en présence
de contamination que ceux utilisant les estimateurs MCC.
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Annexe A

PRODUIT DE KRONECKER ET OPERATEUR
VEC

L’objectif de cette section cst de fournir une liste des résultats les plus utiles
concernant le produit de Kronecker et I'opérateur vec(-).

Soient deux matrices A = (a;;) et B = (b;;). Le produit de Kronecker cntre
la matrice A et la matrice B est défini comme suit:

CL]]B ce al'n.B
A®B = :

amB ... am,B

A.1l. QUELQUES IDENTITES SUR LES PRODUITS DE KRONECKER

Ce produit obéit a certaines identiés qui sont enumérées ci-dessous:
A11l) A®B #B® A en général,

) (A®B) ' =AT®BT,

) A(B+C)=A®B +A®C,

) (A®B)(C®D)=AC®BD,
A15) (A®B)'=A"1Q@B,

) det(AB) = detA)"det(B)™,

) tr(A @ B) = tr(B)tr(B).
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A.2. QUELQUES IDENTITES SUR L'OPERATEUR VEC

L’opératewr vec(-) permet d’empiler les colonnes d’une matrice pour former
un vecteur. Ses propriétés sont enumérées de fagon non-exhaustive ci-dessous:

(A2.1
(A.2.2
(A2.3
(A.2.4
(A.2.5

)

)
)
)
)

vec(A + B) = vec(A) + vec(B),

vec(ABC) = (CT ® A)vec(B),

vec(AB) = (I® A)vec(B) = (BT @ I)vec(A),

vec(ABC) = (I® AB)vec(C) = (CTBT)vec(A),
(BT)Tvec(A) = tr(BA) = tr(AB) = vec(AT)Tvec(B).

vec

D’autres propriétés se trouvent dans Harville (1997).





