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SOMMAIRE

Dans un article publié¢ en 1954, W. W. Rogosinski [13] a initié une théorie sur
les fonctionnels linéaires réels définis sur les espaces linéaires des polynomes réels
et des polyndmes trigonométriques. En munissant ces deux espaces d’une cer-
taine norme pondérée définie sur un ensemble E C R, respectivement [—, 7], il a
pu caractériser le polynéme extrémal d’un fonctionnel linéaire donné. Mais pour
une raison donnée, il n’a pas pu revenir sur le sujet pour lui donner les applica-
tions voulues. Malheureusement, d’aprés nous, cette théorie n’a pas eu ’attention
qu’elle mérite. Dans cette thése, on va démontrer des nouvelles inégalités dans

L?, qui & leur tour, seront vues comme des applications de cette théorie.

Mots clés : Problémes extrémaux ; polynémes ; polynémes trigonométriques;
fonctionnel linéaire ; théoréme d’extension de Hahn-Banach ; théoréme de repré-

sentation de Riesz.



SUMMARY

In a paper published in 1954, W. W. Rogosinski [13] initiated a general theory
of linear extremum problems for real polynomials and trigonometric polynomials
involving certain L” norms on a measurable subset E of the real line and of
[—m, m], respectively. He saw such a problem as one of determining the norm of
an appropriate functional on the space of all real polynomials of degree at most
n, endowed with some weighted L? norm on E C R, or of all real trigonometric
polynomials of degree at most n, endowed with an L? norm on E C [-7, ). He
obtained characterizations for the extremals, in the two cases, but unfortunately
could not find enough time to get back to ‘systematic applications’ he had hoped
to do. His results did not receive the attention they deserve, in our opinion. The
purpose of this thesis is to elaborate upon the contents of Rogosinski’s paper, and

also present some applications illustrating the scope of his finding.

Keywords : Extremum problems ; polynomials; trigonometric polynomials ;

linear functionals; Hahn-Banach extension theorem ; Riesz representation.
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INTRODUCTION

Le but de cette thése est de démontrer des nouvelles inégalités, dans L?, sur les
coefficients des polynémes et des polynémes trigonométriques. En effet, ce sujet
a été étudié depuis trés longtemps et les méthodes qui ont été utilisées étaient
différentes. Les inégalités qu’on va présenter seront déduites a partir d’un pro-
bléme extrémal d’un certain fonctionnel linéaire défini sur P'espace des polynémes
de degré au plus n ou sur celui des polynomes trigonométriques.

Commengons d’abord par présenter quelques résultats intéressants qui ont déja

été trouvés a propos de ce sujet.

Quelques inégalités sur les coefficients
0.1. L’inégalité de Chebyshev pour les polynémes

Les égalités suivantes

{m/2]

cosmf = R(cosf+isinh)™ = ,;0 (1) (;Z) (cos 8)™ 2 (sin §)2
Lm/2] m
= Z (—1)”( )(cos 6)™ 2 (1 — cos® 9)*,
p=0 2u

nous permettent de conclure que cos mé est un polynéme de degré m en cosf. Le
polyndme T, tel que T;,(cosd) = cosmé est appelé le polynéme de Chebyshev
de premiére espéce de degré m. Il est également possible d’utiliser Tschebyscheff
(ou Tchebysheff) au lieu de Chebyshev. La lettre ‘T’ dans Tschebyscheff (ou
Tchebysheff) justifie le T dans la notation Tj,. Evidemment,

To(z):=1 et Ty(z):==x.



L’identité trigonométrique
cosmf + cos (m — 2)8 = 2cosf cos (m — 1)8 (m=2,3,...)
nous ameéne & la relation de récurrence suivante :
Tn(z) = 22 Ty (z) — Trn—2(x) (m=2,3,...). (0.1.1)

Cette derniére est utilisée pour conclure que le coefficient de z™ dans le déve-
loppement de Maclaurin de T,,(z) est 2™~!. Le développement de Maclaurin ,

lui-méme, est donné par

o 2] _ 1)1 .
Z; —_n' = 70) (2z)™ 2 (0.1.2)

Le fait que cosm# s’annule aux points

(-

O, = (p=1,...,m)

2m

implique que le polynéme T;,(z) s’annule si et seulement si
Z = co5bp, (u=1,...,m).

11 est important de mentionner que les zéros de T, appartiennent tous 4 I'intervalle
ouvert (—1, 1). Ainsi, en tenant compte du coefficient dominant de T},,(z) et de

ses zéros, on peut écrire

Tm(z) := cosmarccosz = 2™} H (z — cos M) : (0.1.3)

1 2m

A partir de la distribution de ses zéros, il est évident que la parité de Ton(z) est
la méme que celle de m.

11 est utile de savoir que y = T},(z) satisfait I’équation differentielle suivante :
1-2)y —zy +m?2y=0. (0.1.4)
Ajoutons que |T;,(z)| < 1 sur Pintervalle (—1, 1) et que

T, (cos ':n—“) —(-1)f  (k=0,...,m). (0.1.5)
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En effet, c’est une propriété trés importante de T,,. De ce fait, on peut ti-
rer que si un polynéme f(z) := 3 _ a,z” de degré n satisfait la condition

max_i<z<1 |f(x)] < 1 ou, si de fagon plus générale

}f(cos%)lﬁl (k=0,1,...,n), (0.1.6)

alors

lan| <271, (0.1.7)

Pour le voir, rappelons d’abord que le coefficient de z dans le développement de

Maclaurin de T;, est 2"~!. Ainsi, nous allons supposer que |a,| = 2""! + § pour

6 > 0. De plus, le coefficient a,, peut étre considéré strictement positif ; sinon, on
2n—l

considére le polynéme —f. Soit f5(z) := g5 S (x)- Alors, T (z) — fs(x) est un

polynéme de degré au plus n — 1 tel que

(-1)* {T,, (cos%) —fs (coskn—”)} >0 (k=0,1,...,n).

Ensuite, par le théoréme de la valeur intermédiaire, T,, — f5 doit avoir au moins
n zéros dans lintervalle ouvert (-1, 1), ce qui est possible seulement si f5 = T},
i.e. seulement si )
f@) =2 .
Cela contredit (0.1.6), et I'inégalité (0.1.7) aura lieu.
L’inégalité (0.1.7) est die & Chebyshev [Collected works, p. 493). De plus, W.

Markov [11] a généralisé ce résultat en démontrant le théoréme suivant :

THEOREME A. Soit T,(z) := Z,L;/OZJ (—1)*tp n—okz™ 2 le polynéme de Cheby-
shev de premiére espéce de degré n. Alors, pour tout polynéme f(z) := Yo @nZ”

de degré n tel que |f(z)| <1 pour —1 < z < 1, nous avons

n
|an—2k] < tnno (k =0,..., [EJ) (0.1.8)
et
n—1
Ian_2k+1| S tn—l,n—l—‘2k (k = 0, feey [ ) J) . (019)

Le résultat suivant (voir [3]) est une extension significative du théoréme A.

THEOREME B. Soient To < --- < I, une suite de n + 1 nombres réels, et

Y0,---,Yn une autre suite de n + 1 nombres posilifs, ot on suppose que
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Ty = ~Tn-y € Yy = Ypp pour v =0,...,n, & Y . _ vy, > 0. Considérons
le polynéme unique F de degré n défini par F(z) := ZL"/ 2 A, 2u T, tel
que F(z,) = (=1)""y, pour v =0,...,n. De plus, soit f(z) := 0@, T un
polynéme réel de degré au plus n, dont le module ne dépasse pas celui de F aur

points g < --- < x,,, autrement dit
|f(zV)|Syu=|F($V)| (v=0,...,n).

Alors,

~1
a2k + |@n_sk—1] < |An_ak] (k =0,..., [" 5 J) . (0.1.10)

En particulier, tout polynéme f(z):=)._,a,z" de degré n tel que

k
'f (cos%)‘ <1 (k=0,1,...,n) (0.1.11)
posséde la propriété
|@n—2k| + |an-2k—1] < tan_a (k =0,..., [g_l) . (0.1.12)
Le polynéme
— m—2,
Un(z) == e T () = ,,2_% (-1 m (2)™ 2 (0.1.13)

est appelé le polynome de Chebyshev de deuxiéme espace de degré m.
Soit
2m—-2)-v

To=—-1,z,:=1 et z,:=c
° ® om-1)

T pour v=1,...,n—1.
De plus, soit
Yo=yn:=0¢et y,=+/1-22 pour v=1,...,n—1.

Alors,

In/2]
F(z) :== —(1-1?) U,._z(a:)——(l—:z2) Troi(@) = ) an_gua™

pn=0
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est 'unique polynome de degré n tel que F(z,) = (-1)* "y, pour v =0,...,n.

Le théoréme B s’applique afin de conclure que tout polynéme f(z) := 3 0_; a, ¥
de degré au plus n avec
f(£1)=0 et |f(z,)]<+V1—22 pour v=1,...,n—1,
satisfait
n—1
|an_2kl + |a,._2k_1| < Ian_2k| k=0,..., 2 . (0.1.14)

En particulier, si
in/2]
F(z):= (1 -2)Upa(z) = D 0ppu 7™,
u=0

ot Unr(z) est le polynome de Chebyshev de deuxiéme espéce de degré m, et
f(z) :== 3" o_,a,z" est un polyndme de degré au plus n, alors

|f(z)] ( [n—lb
nok|+|anzk1] < lan-ze] sup —22 [k —p, .. . (0.1.15
fan-atl Hlon-zial Slonarl_sup S5 2 (0.1-15)

Le théoréme B a plusieurs conséquences intéressantes.

0.2. Un analogue de l'inégalité de Chebyshev dans L!

Soit f(z) :== 3 7_, a, " un polynéme de degré n . Quelle est la valeur maximale

que la quantité suivante
|an|

1
L% ()l dz
peut prendre?
Pour répondre & cette question, on peut la relier au résultat suivant (voir [13])
concernant les polynémes sur le cercle unité.
THEOREME C. Soient b; et by, avec 0 < j < k < m, deuz coefficients du
m

polynéme g(z) := 3 =0 bu 2 . On suppose que tous les autres coeﬁcients a avec

I = j (mod (k — j)) sont nuls. Alors
[B;] + |b| < max |g(z)] - (0.2.1)

De plus, en posant

2 2P \/ﬁf'(%p—}—l)
Ti+eds ~ TGp+D

Cp = (0 < p < 00), (0.2.2)



on a

1 T ) 1/p
|b;] + |be] < 2(Cp)7 (g / lg ()7 da) (1<p<oo). (023)
Dans le cas ou j =0 et k = m, l'estimation dans (0.2.3) a liew aussi pour tout
p € (0, 1); cela veut dire que

1

s 1/p
|bo| + [bm| < 2(Cp)? (ﬁ/ lg (e°)|° dH) (0O<p<oo). (0.2.4)

Le théoréme précédent peut étre énoncé, en termes de polyndémes trigonomé-
triques, comme suit :

THEOREME C'. Soient c; et ¢, avec —m < j < k < m, deuz coefficients du

m

p=—n Cu e*? . On suppose que tous les autres

polynéme trigonométrique t(0) :=

coefficients a; avec | = j (mod (k — j)) sont nuls. Alors
; < 2.
lejl + lexl < _max [¢(6)], (0-2.5)

et avec le C,, donné dans (0.2.2), on a

1 ™ 1/p
i+l <267 (52 [T or)”  as<p<o). 029
Dans le cas ou j = —m et k = m, lestimation dans (0.2.6) a liev aussi pour

tout p € (0, 1); cela veut dire que

™ 1/p
[e-m| + lem| < 2(Cp)7 (% /_ t(8)|P d0) (0O<p<oo). (0.27)

Revenons maintenant au probléme posé au début de la sous-section 0.2. Soit

f(z) =30 _;a, z” un polynéme de degré n. Alors

1 4
3 | r@las=3 [ 17(cos6) singy ao, (0.28)
-1 —r
et
n+1 .
t(0) := f(cosf) sinf = Z c, e?
v=—n-1

est un polynéme trigonométrique de degré n + 1. On voit facilement que

i1
Cat1 = T5gn n et Ccp1 = —Cup



de sorte que
|an| = 27 (le—n-a| + lensa) -

Maintenant, appliquons (0.2.7), avecm =n+1 et p =1, a ¢(d) := f(cosf) sinf

et utilisons (0.2.8), il s’en suit que

G [T 2C, !
oa] =2 fo-nn| +lern) < 22 2 [ a0 =222 [ j1is.

Puisque
_27'AEl(3+1)

ri+D @

C]Z

n
v=0

on conclut que pour un polynéme f(z):=> " _ a,z", de degré au plus n, on a

1
lan] < 2771 /_ 1 |f(z)|dz. (0.2.9)

Référons nous & (0.1.13), on voit que le coefficient de z" dans le développement

de Maclaurin de U, est 2, et

! "1 |d agf , .
/IIUn(z)Idx = /0 s 'ETn+1(0080)E (sinf) dé

/ |sin (n +1)6|d6 = 2,
0

ce qui veut dire que (0.2.9) est exacte. Par un autre raisonnement, A. Korkine et
G. Zolotareff [8] ont démontré 'inégalité (0.2.9). Ajoutons que cette derniére est
contenue implicitement dans un travail antérieur de Chebyshev : “On interpolation
in the case of a large number of experimental data,” (Collected works, Vol. 1,
1859).

0.3. Un analogue de Pinégalité de Chebyshev dans L2

Maintenant, on désire connaitre la valeur maximale de la quantité
|ax|

(L @pa)”

pour un polynéme f(zx) := Y""_ a, z” de degré n. Autrement dit, on veut savoir

([ o dx)l/z

la plus petite valeur prise par
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ou f est un polynéme de degré n, dont le coefficient dominant est 1. En d’autres
mots, f(z) := ™ + Z:;é a, ¥, ou ay, ...,a,_1 sont des nombres quelconques

dans C. Finalement, la question sera posée comme suit :

Question 1. Comment choisir ay, ..., a,_; dans C de telle fagon que la quantité

1 n—1
/ |z + Z a, ¥ dz (0.3.1)
—1

v=0

soit la plus petite possible ?
Il est clair que Pintégrale (0.3.1) sera minimisée en choisissant les nombres

g, ..., 0y_1,dans R .
Maintenant, il serait logique de considérer le probléme suivant :

Question 2. Comment choisir aq, ..., a,—; dans R de telle fagon que la quantité

définie par

soit minimale ?

Pour répondre a cette derniére question, on va utiliser le fait que si T est le
polynéme de Chebyshev de premiére espéce de degré k, alors pour deux entiers

distincts m et n, on a

1 dzx T
Tn(z) Th(z) —= = g 8d6=0. 0.3.2
/_ . (z) T () Vi /o cosmfé cosn ( )

Ajoutons que

1 dz " T
Ti(z) Ti(T) —— — = 2k0do = = k=0,1,2,..)).
[1 k(z) k(z) m [) Ccos ) ( )
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Puisqu’on peut écrire z" + 3" a, * sous la forme 2-"17T,,(z) + S b T, (),

ou les b, dépendent de ay,...,a,_;, on obtient
1 n—1 2
dz
"+ ) 01" ——
[- 1 uZ_o Y Vv1-—z2
— / 4+l TZ(:B) +Z b2 T2 L
v=0 v 1—z?
! dz &, ! dz
=4‘"“/T2:c-——+ b2/T2x—
L@t L | T
T e T
— 4—n+1 — 4= b2 > 4—n+1 bl
avec égalité si et seulement si by, .. ., b,_; sont tous nuls. Ainsi, pour minimiser la
quantité f_ll |z + 3020 a, x| ﬁ dz, les coefficients ay, . . ., a,_; doivent étre

choisis tels que

n—1
T.(z
z"—i—Za,,:z:": %

=

Cela répond 4 la question 2, et la réponse peut étre énoncée de la fagon suivante :

THEOREME D1. Pour un polynéme f(z) := > ._,a,r” de degré au plus n,

v=0
on a

o (! dz \"*

oal < 7= ([ 1@ 25 033)

L’identité (0.3.2) a joué un rdle vraiment crucial dans le raisonnement pré-
cédent. Il sera possible de résoudre la question 1 d'une fagon analogue si, pour
chaque n € {0,1,2,...}, il existe un polynéme P, de degré n qui aura les deux

propriétés suivantes. Premiérement,

/:1 Pr(z) Pa(z)dz =0 (m #n); (0.3.4)

deuxiémement, tout polyndéme f de degré n peut étre exprimé comme une com-
binaison linéaire de F, ..., P,. Heureusement, les polynomes {P.} définis par la

relation de récurrence suivante :

(n+1)Prsa(z) — 2n+ 1)z Pa(z) + nThoi(z) =0, Py(z):=1, Pz) =1z
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ont ces propriétés. Le développement de Maclaurin de P, est

o) = 5 3 (7) () 035

v=0

D’une fagon plus explicite,

_ (271)' n n(n_l) n—2 n(n—l)(n_2)(n_3) n—4
P"(z)_2"(n!)2 T T3en-1)" T 2xd@n=D)(2n—3) '
De plus, ces polynémes sont normalisés de telle sorte que

/_ (Pa())? dz = 2n2+ - (0.3.6)

1

Parfois, il sera plus convenable de les normaliser pour que leurs normes dans

L? sur [—1,1] soit égale & 1. Pour cela, on va introduire

2m +1

Pi(a) = /7

P, (x) (m=0,1,2,...).

qui satisferont
1
/ |Pr(@)Pdz=1 (m=0,1,2,...).
-1
Pour plus de simplicité, on va référer les coefficients de P, et P par certains

symboles. On va ainsi écrire

P;;(z) = Pmm ™ — Pm—2m ™2 4 Pm-4,m g™ ) (037)

_ [2m+1 (2m)! __ m(m— 1) etc
pm,m = 2 2m(m|)21 pm—Zm - 2(2771 1) m,m) .

Les polynémes P, sont appelés les polynomes de Legendre de degré n. Ainsi, en

avec

utilisant (0.3.5), (0.3.6) et un raisonnement analogue & celui de la question 2, on

arrive  la conclusion suivante : Afin de minimiser [ |z" + Y"1 a, z¥[2dz, les
coefficients ay, . ..,a,_; doivent étre choisis tels que
n—1
2" (n!)?
:v"+E a,z’ = ( )P()
(2n)!
v=0

Cela nous donne la réponse a la question 1. Ainsi, nous Pénongons comme suit :

THEOREME D2. Pour un polynéme f(x) =30 _oa,2” de degré au plus n,

oo < 2L 0 (] oras) 0:38)

on a
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Etant donné une fonction W (z) intégrable et positive sur un intervalle [a, b]
(fini ou infini), on connait bien la facon de construire une suite de polyndmes
7, (x), de degré exact n, qui seront normalisés et orthogonaux sur [a, b] par rap-

port au poids W(z). En d’autres mots, les polynémes 7*(x) satisferont

/bW(r)wfn(:z)w;(z)dz= O snEm  n=01,..). (03.9)

1l sin=m

Dans le cas ot lintervalle [a, b] est semi-infini ou infini, le poids W (z) doit
étre choisi pour que les intégrales fa b W(z)z¥dz. v =0,...n, existent.

Les polynémes de Jacobi , pleP )(x), a > -1,8 > -1, sont les polynémes
orthogonaux par rapport au poids W(z) := (1 - z)*(1 +z)?, -1 <z < 1. On
les normalise en choisissant leur coefficient dominant (lim,_,,, z~"P{*'? (z)) pour

étre
'2n+a+8+1)
2"p!Tn+a+p6+1)"

Dans le cas ot a = (3, les polynémes de Jacobi P*'® sont appelés les poly-

némes ultrasphériques (Gegenbauer) . Dans ce dernier cas, on va les noter par :

I'a+1) Nn+2a+1)
T2a+1) T(n+a+1)

PX(z)= Plesa)(g), (a =\ %—) . (0.3.10)

I1 est convenable d’écrire le développement de Maclaurin de P sous la forme
P,(,’\)(:z:) = Prp(A) " — Prn-2,n(A) "2+ Pn-1,n(}) "~

Ces polynoémes sont connus par la normalisation suivante

221 (T (A+n+1))°
(m+A)n!T(n+2))

1
2
IPOI = [ (1= (PO@)’ az =
-1
Mais parfois, il serait mieux de normaliser les polynémes ultrasphériques de telle
sorte que leurs normes L? sur |1, 1] soient égales & 1. Pour cette ra.isoﬁ, on va
introduire le polynéme

Wy .o [ MO+ AT(n+2)) ) — =~ -
P (z) - \/22,\—1 C(r+ntl) P (z) gpn—zu,n(/\) (0.3.11)

pour lequel

/ 1 (1 -2 (P (2)) dz =1. (0.3.12)
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Le raisonnement qui a été utilisé pour démontrer le théoréme D1 sera adapté
pour démontrer le résultat suivant, qui est bien connu dans la théorie des poly-

nomes orthogonaux. De plus, il contient le théoréme D2.

THEOREME D. Soit P (z) := Sl qy D}y ne2e(X) 2772 le polynéme
ultrasphérique de degré n satisfaisant (0.3.12). Alors, pour tout polynéme réel
f(z):==3""_,a,z" de degré au plus n, nous avons
1 1/2
lan] < P}, . (2) (/1(1 - xz)’\_% |f(z)P? dz) ()\ > —%) . (0.3.13)
Etant donné un polynéme f(z) := Y v—0 @, 2" de degré n, les inégalités (0.1.7),
(0.2.9) et (0.3.8) nous donnent la valeur maximale que peut prendre |a,| sous la
condition que max_;<.<; |f(z)| < 1 ou [ |f(z)|dz < 1 ou f_ll |f(z)]?dz < 1,
respectivement. Mais, quelle est la valeur mazimale atteinte par |a,|, si
fjl |f(z)[Pdz < 1, oi p est un nombre strictement positif ? Cette question est
tout & fait naturelle, mais probablement trés difficile. Malheureusement, le fait
que cette question soit résolue pour p = 1,2, 0o, ne nous donne aucun indice sur
le cas des autres p € (0,00). Il est bizarre que les preuves qu'on a données sont
exclusives au cas ot p = 1,2,00. Par exemple, I'idée de la preuve utilisée dans
(0.1.7) ne semble pas marcher pour prouver (0.2.9) et (0.3.8), et inversement.
Une autre question semblable sera de déterminer la borne supérieure exacte
prise par |a;|, j € {0,1,...,n} sous la condition f_ll 1> b0 av 2’ dz < 1. Ajou-
tons que cette derniére question a été réglée dans (P,, ||.||2), par Labelle [10] qui

a trouvé le résultat suivant :

1.35....(2k = 1)(k — 3)2 /|nck| 4 k4 L
oo 5 2222 =) (lzﬂn_;fﬁ)ufuz, (1<k<n).

De plus, cette derniére inégalité est exacte; elle est atteinte pour un multiple

constant de
L23*] -1
f@) =) (-1)“(4v + 2k + 1) (k ’ . 2)Pk+2u(z)-
v=0

De méme, il est raisonnable de demander quelle est la borne supérieure de
a;j| + lax| pour j et k tels que 0 < j # k < n. Aussi, en écrivant f(z,), sous la
¢

forme 3" A,a, avec A, = z¥ pour v = 0,1,...,n, on se questionne sur la borne
v=0 0 y 4y y Iy
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supérieure de |f(xo)|. Il en est de méme pour celle de f'(xo) = 0.ap + Yo Ay,

avec )\, = vzh !

v=1,...,n, etc.

Soit (Ag, ..., As) un vecteur dans R™*!. Pour un polynéme f(z) := Yoo G T,
a coefficient réel, associons le nombre A ag+- - -+, a,, . Quelle est la valeur maxi-
male ou minimale que pourra prendre la quantité Yo Ava, sous la condition
( f_ll |f(z)P dz)l/p < 17 En effet, cela ne couvre pas seulement les questions
qu’on a posées sur les coefficients a;, mais bien plusieurs autres. Pour plus de

simplicité, on va se restreindre au cas oil p € [1, 00); puisque, dans ce dernier

fro ( /_ 11 | f(:r)l”d:c)l/p (0.3.14)

définit une norme sur I'espace P, des polyndmes réels de degré au plus n .

cas, la correspondance

Le probléme analogue, ot on munit P, de la norme supremum sur (-1,1),a
été étudié d’une fagon détaillée par E. V. Voronovskaja dans une série de papiers
(voir [24], [25], [26] et aussi [16]). On aimerait bien savoir si les résultats de Vo-
ronovskaja sur I'espace P, muni de la norme supremum suggérent des résultats
correspondants quand P, sera muni de la norme définie par (0.3.14)? On ne le
sait pas. Mais, pour plus de clarification & ce sujet, on va énoncer la proposition
suivante (voir [14, Lemma 3]) qui est valide pour les polynémes, ayant les coef-
ficients dans C, définis sur le cercle unité. Cette derniére nous indique comment

obtenir un résultat dans L? a partir d’un autre valide dans L.

PROPOSITION 1. Soit P,c !’espace linéaire des polynémes de degré au plus
n avec coefficients dans C, muni de la norme ||fllo = maxp; |f(2)]. Soit
Ao, - ..y An un ensemble arbitraire de n + 1 nombres dans C, et notons par L

le fonctionnel linéaire définie sur P,c, par

f—=ao+ -+ Aa, (f(z) :=Za,,z") .

v=0
De plus, soit N := ||L|| = sup {L(f) : [|fllo = maxz=1 |f(2)| = 1}. Alors, pour

toute fonction conveze et croissante ¢ sur [0, co0), on a

T n iv@ T n
/_ 0 <|2u=oj‘\;'ave I) dog/_ w(Zauei”"

v=0

) de. (0.3.15)
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En particulier,

1 al n P 1/p 1 x
- iuB < —
(27r /_ ] Z/\,,a,,e do) <N (277 /_ ]

v=0
Dans le cas des polyn6mes définis sur [—1, 1], on ne connait pas un résultat

n
§ : auewa

v=0

P 1/p
de) (1<p<o0).

analogue & la proposition 1. Pour bien expliquer la situation, on va donner un
exemple. Le polynéme f(z) = z" est extrémal pour le fonctionnel Z(f) = ay,
définie sur (Pnc, || flleo). Ce dernier, f(z) = 2", est également extrémal pour le
méme fonctionnel défini sur (P,c, ||f||2). Par contre, dans le cas des polynémes
définis sur {1, 1], muni de la norme || f|jo et ||f||2, les polynomes extrémaux
pour le fonctionnel Z(f) = a, sont ceux de Chebyshev de premiére espéce et de
Legendre respectivement. Donc, si un tel résultat semblable & la proposistion 1
existe, il n’aura pas une forme aussi simple que celle de I’équation (0.3.15). Pour
cette raison, 'obtention des résultats touchant la norme f_ll |f(z)|P dz a partir
des résultats connus sur la norme sup_,,<, | f(z)| semble trés difficile.

On connait plusieurs résultats dans P, lorsque ce dernier est muni de la norme
SUP_j<.<; |f(x)| ou bien de la norme f_ll W(z)|f(z)*dz. Ce fait nous pousse
a formuler la question qui suit. Pourquoi ne pas appliquer le théoréme d’inter-
polation de M. Riesz [17] pour obtenir des résultats dans L? sur [—1, 1] pour
P € (2, 00)?. En effet, il y a une difficulté sérieuse dans I'application du théo-
réme de Riesz, puisque ce dernier nécessite que I’opérateur en question ait comme
domaine de définition un sous-espace dense dans tout I’espace L? .

A son tour, E. M. Stein [20] a contourné le probléme en démontrant le théoréme
E qui nécessite d’introduire la définition suivante.

DEFINITION . Un systéme orthonormal est appelé régulier, s’il existe un

entier r de sorte que la moyenne de Cesaro d’ordre r ait la propriété suivante :

le (Dl < Allfl, (1 <p< o),

ol A est indépendante de n et f.

Voici donc I’énoncé du théoréme d’interpolation de Stein :

THEOREME E. Soit {#n(z)} un systéme orthonormal “régulier” . Supposons

que T est une transformation linéaire définie sur les “polynémes” du systéme
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{¢n(z)}. De plus, supposons qu’on a des indices p, p,, p; et des nombres a, 8,7,
tels que 1 < p; < ps < 00, —0 < a, B,7 < +00, et un parameétre t qui vérifie

i=%+£ et v=(1—t)a+tB avec 0 <t < 1. Supposons

T er < Arn® 1 fllllp et Tl < Az || 1[5, ,

ot f est un polynome de degré n. Alors,

1Tl < An™ (I £l -

De plus, A= B - A["'AY; ou B dépend seulement du systéme {Pn(z)} et de ~.
Notons que cette derniére inégalité ne répond pas a notre question. En effet,
on ne connait pas le cas d’égalité ; la constante A qui figure dans le membre droit

n’est pas la meilleure possible.



Chapitre 1

PROBLEMES EXTREMAUX POUR LES
POLYNOMES REELS

1.1. LA THEORIE DE ROGOSINSKI

Notre probléme dans ce chapitre est de déterminer le(s) polynome(s) extré-
maux de quelques fonctionnels linéaires sur 1'espace linéaire des polynomes définis
sur [—1,+1]. Cela sera fait en utilisant la théorie de Rogosinski. Dans un papier
publié en 1954, W. W. Rogosinski [19] a présenté une théorie sur les fonctionnels
linéaires définis sur les espaces linéaires des polyn6émes réels munis d’une certaine
norme, semblable & celle de LP(E), ou E est un ensemble mesurable de la droite
réelle .

Cette théorie nous assure que tout polynéme réel sur [—1, +1] est un polynéme
extrémal pour un certain fonctionnel. Inversement, tout fonctionnel linéaire, dé-
fini sur P, : Pensemble des polynémes de degré au plus n, admet un polynéme
extrémal. Les caractérisations d’un tel extrémal seront données par un systéme
d’équations & n + 1 inconnus. L’unicité de ce polynéme extrémal dépend de la
valeur de p. Mais généralement, la détermination de ce polynéme reste un pro-
bléme difficile. Il est important de noter que cette théorie est applicable pour un

p € [1,00][.

1.2. L’IDEE DE LA THEORIE

Soit E un sous-ensemble de la droite réelle mesurable au sens de Lebesgue. On

suppose que la mesure de E est strictement positive. De plus, soit W : E — [0, o0)
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une fonction positive mesurable au sens de Lebesgue et p € [1,00). Pour un
polynéme f appartenant & P, (I'espace des polyndmes réels de degré au plus n),

on définit
1/p
T { [we lf(z)l”dx} . (1.21)

On suppose que W satisfait a la contrainte suivante : [, W(z)|f(z)[Pdz < oo
pour tout f € P,.

La quantité ||f]|}, mentionnée en (1.2.1), définit une norme sur P'espace P,.
Cela est justifié par les faits suivants : premiérement, 1 < p < 00 ; deuxiémement,
un polyndme de degré au plus n ne peut pas avoir plus que n zéros sans étre
identiquement nul.

Pour tout p € [1,00), la boule unité fermée

K= {f e Pui [ Wo)lf@)Pds < 1}

est un ensemble compact puisque 7P, est de dimension finie (voir [4, pp. 244-245]
ou [5, p. 31]) .

Soit (Mg, ..., As) un vecteur dans R™*!. L'application définie par

n
flz) = Za,,z" — AoGg + - -+ + Anptn

v=0
est un fonctionnel linéaire continu, Z, sur P’espace linéaire P, de tous les poly-
nomes réels de degré au plus n muni de la norme || f[|} telle que donnée dans

(1.2.1). Le probléme est de déterminer la norme de Z définie par :

IZIl = IZll7, := sup {Z Ma, : f@):=) a1, /E W(z)|f(z)]? dz = 1} )

v=0 v=0

Puisque la boule unité K est un ensemble compact, alors la norme de 7 est

atteinte. Autrement dit, il existe un polynéme F € P, avec IFI} = 1 tel que
I(F) = |z,

Donc, trouver la norme de Z est tout & fait équivalent 4 déterminer le polynéme

extrémal. Le fonctionnel 7 est défini par le vecteur (), ..., An). Pour cette raison,

il sera approprié de trouver des caractérisations convenables pour les polynémes

extrémaux en termes de composantes Ay, ..., \,.
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Posons W*(z) := {W(z)}'/? et g(z) :== W*(z) f(z). Il en découle que

ol = ( [ Ig(x)l”dx>1/p - ([wairwr dz)w 178

est une norme sur le sous-espace {G}, := {W*f : f € P,} de I'espace linéaire

LP(E). Ajoutons que la norme d'une fonction ¢ € LP(E) est donnée par

6l = [ 1ot dx)w .

Pour tout g € {G},, on pose I*(g) = Z(f).
Il est bien connu (par un théoréme de F. Riesz) qu'un fonctionnel linéaire
continu J sur espace LP(E) tout entier admet une représentation unique (voir

[18, p. 78] ou [1 , pp. 64-65]) de la forme

T(8) = /E dz)p(z)dr  (p e L7(E)) . (1.2.2)

Sip > 1, alors p appartient & LY(E) ot p~ ' + ¢! =1 et

1/q
0o =l = [ @lias) " a<p<en.  29)

Dans le cas ot p = 1, la fonction u sera mesurable. De plus, elle est essentiellement
bornée sur E avec
|7 |l c1(zy = ess. sup |y (1.2.49)
La représentation de .7 donnée en (1.2.2) ne peut pas étre appliquée directe-
ment sur Z* puisque ce dernier est défini seulement sur un sous-espace de I’espace
linéaire LP(E). Par contre, en utlilisant le théoréme de Hahn-Banach (voir théo-
réme [1, p. 55]), on peut étendre Z* sur Pespace LP(E) tout entier, et cela en
préservant la norme. Autrement dit, on peut trouver un fonctionnel 7* défini sur
LP(E) avec J*(¢) = T*(¢) pour tout ¢ € G, et |T*|leoey = 1Z*lg, = IZlp..

Ainsi, par le théoréme de représentation de Riesz donné en (1.2.2),0n a
) =T(0) = 7"(6) = [ olw)(a)dz = [W@i@u@a 1)

avec

IZllp, = 1Z*)g, = llully, si p>1, (1.2.6)
et

IZ)lp, = ess. sup |u] si p=1. (1.2.7)



19

Comme déja mentionné , il existe un polynéme F de degré au plus n tel que
I(F) = |IZlp,. Evidemment, F doit avoir une norme égale 4 1. En résumé. ce

polynodme satisfait a la condition

I(F) = /E W* (2) F(z) p(z) dz = |Z]lp, . (12.8)

Plus tard, on verra que ce polynéme (extrémal) est unique dans le cas o p est

plus grand que 1; mais ce n’est pas nécessairement le cas lorsque p = 1.

1.3. ENONCES DES RESULTATS

Théoréme 1. Soit E un sous-ensemble de la droite réelle, mesurable au sens
de Lebesque. Soit W : E — [0,00) une fonction positive intégrable au sens de
Lebesgue. De plus, soit Py la classe des polynémes réels de degré au plus n munie

de la norme

1/p
1Al = { [ If(z)l”dx} (FeP, (1.3.1)

avec p € (1, 00). Considérons I wun fonctionnel linéaire continu sur P., et

supposons que F' est un élément extrémal de Py, c’est ¢ dire
I(F) = IZlIl = IZllp, = sup {Z(f) : I I} < 1} . (1.3.2)
Alors, Ueztrémal F est l'unique polynéme qui satisfait & la condition

() = 7 /E W(z) f(z) -sign F(z) - |[F(z)]P'dz  (feP,). (1.3.3)

Il est clair que I’équation (1.3.3) a lieu pour tout f € P,si et seulement si
elle a lieu pour f(z) := z*¥, k = 0,1,...,n. Cela va nous conduire & énoncer le
théoréme 1 de la facon suivante :

Théoréme 1'. Supposons que le fonctionnel T du théoréme 1 est défini par
le vecteur (Mo, ...,An) € R™! dans le sens que I(f) = Yoo v a, pour tout
(@) = 3_0_ga,z”. Alors T admet un polynéme extrémal F € P, avec IFl} =1

si et seulement si

M=IT) [ W) sign @) F@P e (k=01,...,n). (13.4)
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Dans le cas o p =2, la condition (1.3.4) se réduit a
A= |IZl / *W(z)F(zr)dz (k=0,1,...,n). (1.3.4')
E

Dans ce qui suit, on va discuter le cas ou p = 1. Le théoréme qu’on va énoncer

est un résultat qui correspond aux théorémes 1 et 1'.

Théoréme 2. Supposons que E, W et P, sont déja définis comme dans le théo-

réme 1. Soit
T / W@ |f(@)de  (FePy). (13.1')
E

De plus, si T est un fonctionel linéaire continu sur P, et F € P, tel que

I(F) = |2l = | Zllp, = sup {1() : I} <1}, (13.5)
alors
) = Izl /E W(z)f(z) -signFz)dz  (fe€Ps).  (136)

Ajoutons que si I est défini par le vecteur (), ..., ;) € R*, alors le polynéme

F € P, avec ||F||} = 1 est extrémal pour T si et seulement si
e = IZ] / *W(z) -signF(z)dz  (k=0,1,...,n). (1.3.7)
E

Ici, contrairement & ce qui est déja vu , il est possible d’avoir plusieurs polynémes

F € P, avec ||F||l = 1 pour lesquels I(F) = IZ]l-
1.4. APPLICATIONS

Comme premiére application de cette théorie, on va démontrer le résultat de
Korkine et Zolotareff qui a été traité dans la section 0.3 par une méthode diffé-
rente.

Théoréme 3. Soit F(z) = Up(z)/2, ot Up(z) est le polyndme de Chebyshev du
deuxiéme espéce définie dans (0.1.13). Soit P, l'ensemble de tous les polynémes
f(z) = X0 oa,x” de degré au plus n muni de la norme ||f]|; := f_ll |f(z)|dz .

n

veo @I a, . Alors,

Deéfinissons sur Uespace P, le fonctionnel linéaire T : >

\Zll = Z(F). En d’autres mots, on a l'inégalité suivante :

1
lan] < 271 / @) ds.
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Une deuxiéme application de cette théorie est suggérée par un résultat de
Pierre et Rahman. En effet, ces derniers (voir [12] ou [15, Chapter 16]) ont raffiné

le résultat suivant démontré par V.A. Markov [11]

|@n—2t| < |tn_okn] max |f(z)| (k=0,1,..., ["‘1J) , (1.4.1)

—1<z<1 2

pour avoir la nouvelle version qui suit :

|Gn—2k] + |@an—2k-1| < ltn—2k x| _max, |f ()] (k =0,1,..., [n; 1

(1.4.1)
Il est remarquable que ces deux inégalités sont exactes. Cela se justifie par le
fait que le coefficient de z"~2*~1 dans le développement de Maclaurin de T, est
nul. Vu que le coefficient de z"~! dans le développement de Maclaurin de U, et
celui de P; défini dans (0.3.7) est nul, on se demande alors si la quantité |a,| qui

apparait dans le co6té gauche des deux inégalités,

lan] < 2771 /_ (@) dz, (1.4.2)

lonl < 2252 20 ([ If(w)l"’dz)l/z, (143)

pourrait étre remplacée par |an|+ |ap—1|- En effet, le théoréme suivant nous réveéle

plus que cela : il donne la valeur maximale exacte prise par la quantité |a, |4€|an_i]
en fonction de la norme | f||2, et ceci pour tout € > 0.

Théoréme 4. Pour tout A > —1, soit P,*(z) le polynome défini dans (0.3.11),

['(2X + 2n) [ n+)
* = pt () = . 144
pﬂ.,n pn,n( ) 2"+A—%F(A+n+ %) TI.' F(Tl+2A) ( )

Alors, pour tout polynéme réel f(z) := Y.»_ a,x” de degré au plus n et pour

avec

tout € > 0, on a

n(n+2X — 1)
An+tAr—1)(n+N

|an| + €lan-| < \/ 1+¢? Pon IF113, (1.4.5)

1

ol ||f"; — (f_ll(l — 22)*~2 {f(2)}?dz)V/2. L’égalité a lieu seulement pour un
multiple constant de f(z) := Pr({\)*(:l‘) +eP, (I\)*(-'L')-

n—1

I est tout a fait logique de se demander s'il existe une extension similaire

de I'inégalité (1.4.2) quand p = 1. En effet, ce probléme est plus complexe a
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'exeption du cas ot n = 1. Avec I'aide du théoréme 2, on va trouver la réponse
exacte si n = 2. Ainsi, il en découle le théoréme suivant :

Théoréme 5. Pour un polynéme réel f(z) := ap + a;z de degré 1, on a
1| + € |ao| < % (1 + \/1+—52) /_11 |f(z)]dz  (¢>0). (1.4.6)
Pour tout polynome réel f(x) := ag + a1z + a,z? de degré 2, on a
wl+elel< (1+vIFS) [ @l €20, 4

Malheureusement, on n’a aucun résultat semblable aux inégalités (1.4.6) et
(1.4.7) pour n = 3,4,.. ..

On remarque que pour tout € > 0, le membre droit de (1.4.6) est plus petit que

1-1 6_2) ! d
2 (142) [ is@as,

et celui de (1.4.7) est plus petit que

221 (1 + %2) /_ll |f(z)|dz.

Ces faits nous ameénent & s’interroger si un polynéme réel, de degré au plus n,
f(z) :== 30 o auz”, vérifie Uinégalité
Gne(f) = Ia’{lim <2t (1 + 162) (e>0).
L 1f(2)ldz 4

On est dans I'incapacité de répondre & cette question. Par contre , on peut démon-
trer qu’on ne peut pas faire mieux que cette inégalité. A I'aide d’un raisonnement
indépendant de la théorie de Rogosinski, on démontre le résultat suivant :
Théoréme 6. Soit b > 2. Pour tout entier n > 3, soit € un nombre strictement

positif tel que

60
b2 , b
€ "+ < —(n—i—l)s'
Posons fo(x) = fape(z) := Up(z) + €1 Un-1(z) == 30 _pa,z". Alors
|an] + € |an—1] a 1,
mel(fo) = el T =001l S on1 (7 4 2 ) 4.
L AT Frie Ky (4

Une troisiéme application de cette théorie consiste a résoudre le probléme

suivant :
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Probléme. Soit A > —%. Soit f(z) :== ag+ - - - + a,z™ un polyndme réel de degré
au plus n tel que

1/2

1= ([ -y f@Pd) <1, (1.49)

Quelle est la valeur maximale de |ao| ?

Le théoréme suivant va donner une réponse a la question précédente dans le cas ou
re (=4, 00) \{0}.

Théoréme 7a. Soit ) € (—% , oo) \{0}, supposons que f(z) := Yoo Gy’ est un
polynome réel de degré au plus n satisfaisant (1.4.9). De plus, soit {P,(,{\)} le po-
lynéme ultrasphérique orthogonal par rapport au poids Wi(z):=(@1 —:1:2)"“% avec

A> =1 X+#0. Alors,

2,\_1 ) I(n+1)

(PYY . . .
P (0) si n est impair,

N I(n+2A)
17(0)] < '
1T T(nt2 A . :
221 _(7:) —r(n(:':\ 421) P2, (O)I si n est pair.

Dans le cas ou A = 0, on a cette nouvelle version :
Théoréme 7b. Soit f(z) := 37 _a,z" un polynéme réel de degré au plus n

satisfaisant & la condition

Alors,
VE  si n est impair,
si m est pair.
1.5. LEMMES

Pour les preuves de ces théorémes, quelques lemmes seront nécessaires. Le
premier, 'inégalité de Hélder, joue un réle important dans la caractérisation des
polynomes extrémaux. De plus, il est crucial de bien connaitre le cas d’égalité
dans l'inégalité de Hélder. Pour cette raison, on va donner une preuve compléte

de ce lemme.
Lemme 1 (L’inégalité de Holder ) Soit E C R un ensembie
mesurable au sens de Lebesque. Soit u € LP(E), v € LP/*1)(E), qvec p > 1.
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Alorsu-v e LY(E), et

< {/E|u(z)|”da:}l/p {/Elu(x)|"/<f’-1)dz}lal/p. (1.5.1)

u(z)}?
lv(g;)|p/(p—1)

/E u(z) v(z)dz

Cette derniére inégalité devient une égalité si et seulement si le rapport
est une constante presque partout(p.p.).
Preuve. Soit 0 <m < 1;z > 1 et y € (1,z). Puisque ™! < 1 pour t > 1 et

t™~1 =1 seulement pour t = 1, on a
Yy T
/t’”“dtgy—l et / t"ldt <y Nz -y)<z—y.
1 Yy
Mais,

1 T Yy T
E(z’"—l)=/ t"“ldt=/ t’"‘ldt—i—/ t"ldt < (y-1)+(z—y),
1 1

Y

c’est-a-dire que
™ —1<m(z—1) (0<m<1l,z2>1),

ou le cas d’égalité a lieu seulement lorsque z = 1. En posant z = a/b (a > b), et

en multipliant les deux cétés par b, on obtient
a™ b ™ < b+m(a—1b). (1.5.2)

Puisque m € (0,1) si et seulement si 1 — m € (0,1), on constate que (1.5.2) a
lieu pour tout a > 0 et b > 0. De plus, I'égalité dans (1.5.2) se produit seulement
dans le cas ot a = b.

Maintenant, posons m = a, 1 — m = 3 dans (1.5.2), on obtient
a® <aa+bB (a+p=1), (1.5.3)

ot a®b® = aa + bB, seulement pour a = b.
Soit U : E — [0,00) et V : E — [0,00) deux fonctions non identiquement

nulles dans L!(E). Posons

o _Ul) _ V=)
a(:z:) = Tm y b(l’) = m .

Alors, (1.5.3) implique que

/E {a(z)}° {b()}? dz < /E {aa(z) + Bb(z)}dz=a+ B =1,
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ou l'inégalité est stricte sauf dans le cas ou a(z) = b(x) presque partout dans
E. Ainsi, en prenant o = 1/p, U(z) = |u(z)|? et V(z) = |v(z)|P/®PV dans
I'inégalité précédente, on obtient I'inégalité de Holder. Par conséquent, 1’égalité
dans (1.5.1) se produit si et seulement si |u(z)|P/|v(z)[P/®~)) est une constante
presque partout. ]
Lemme 2. Soit Uy (z) le polynéme de Chebyshev de deuziéme espéce de degré
m. Alors
. 27m 5i b =m,
11,k=11,k(Um)1=/_1-’Ek'SignUm(I)d$= 0 sik=0,...,m-1,

0 sik=m+1.
(1.5.4)

Preuve. Les faits que Iy, =27™* et I; , = 0 pour £k = 0,...,m — 1 sont déja
connus (voir |23, pp. 84-85, 111-113] ou [9, pp. 30-33]). Donc, on n’a besoin que

de démontrer que I ;,4+; = 0. Pour cela, notons que

1 - .
Ly:= / t* - signUp(z)dz = / (cos B)* - sign s,l_n(sm—l-_l)e (sin@) dé
— 0

1 in 6
m (‘i)ll
= Z(—l)’/ ™ (cos ) (sin8)dé.
=0 T

Cela veut dire que

_ e ki V)T fm
(k+1) I g( 1) {cos mrl oIl

Ainsi,

e i \™t?
m+2)1m = 142 ;(—1)’ (cos oy 1) + (=1)™*(cos w)™+2

m ew_ m+42
_ _1\
22( 1) (cosm+1) .

=1

Cette derniére somme contient toujours un nombre pair de termes non nuls. En
effet, dans le cas o m est impair, le terme qui correspond a £ = (m + 1)/2 est
nul. Afin de conclure que I; ;.4 est nul, il suffit de remarquer que

_ m+2 m-+2
(_l)m—l+1 (COS W) = —(—l)t (COS me:r_ 1) (Z =1,... ,m) .

(]
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Le lemme suivant est connu sous le nom de la quadrature de Gauss-Jacobi
(voir 2, p. 343]).
Lemme 3. Notons par {m,(z)} les polynémes orthogonauz par rapport au poids
W(z) sur [—1, 1], et soient z, < ... < z, les zéros de ma(z). Alors, on peut
trouver des constantes strictement positives wy, ..., w, qui dépendent de W(z)

telles que 1
/_ W@ f@)ds = f(z), (1.5.5)

et cela, pour tout polynéme f de degré au plus 2n — 1.

1.6. PREUVES DES RESULTATS

Preuve du théoréme 1. Soit ¢ :== p/(p — 1). En considérant (1.2.5), (1.2.6),

(1.2.8) et le lemme 1, on a
e =120 =Z(F) = [ W@) Fla) pa)da
< [W@IF@l @)
< |[[werey - | [ @i as] ”

= { /E l#(-’v)l"dx}l/q=llﬁllq (16.1) |

ol on a utilisé

7= | [ 7@ r@y " {[worar dz}w -1

Le premier et le dernier termes de cette chaine d’inégalité (1.6.1) sont les mémes,

alors on devra avoir une égalité partout. Ainsi, le polynéme F vérifie

/ W) F@)u(z)dz = [ W'(2)[F@u(z)]de, (16.2)
E E

et

1/p 1/q
LW @@= [ we@r@y )| [ el
(1.6.3)
Pour que I'égalité dans (1.6.2) se produise, F(z) et u(z) doivent étre de méme

signe presque partout. Cela veut dire que pu(z) = |u(z)| - signF(z), p.p. sur E.
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Par ailleurs, par le lemme 1, I’égalité (1.6.3) peut avoir lieu si et seulement si

{W*(z)|F(x)|}” est , p.p. sur F, un multiple constant de |u(z)|?. Autrement dit,
u(2)| = A{W* @)|F(2)|}"* = A {W* (@) |F ()|}
pour une certaine constante positive A. Donc, on devrait avoir, p.p sur E,
p(z) = |u(z)| - sign F(z) = A - sign F(z) {W*(z)|F ()|} (1.6.4)
De I’égalité (1.2.5) découle que

7= [ W@ ds =4 [ W) 1) sign Fle)  [F@P as.

Cela implique que A = ||Z]|p,. En effet, par la jonction de (1.2.6) et (1.6.4),

on a

1/q
Izl =l = | [ 47 0 @IF@IY @a] = 4 (1EIY = 4.

“La représentation(1.2.2) est unique” signifie que si u; et uy sont deux fonctions

dans L(E) telles que

T(9) = /E 8(2) pu(z) dz = /E W) m)dz  (pe LA(E)),

alors p(x) = p2(z), p.p. sur E. Si maintenant F} et F, sont deux polynémes de
degré au plus n, avec || Fijl} = || F2ll} = 1, tels que

I(R) = I(F) = | Zllp. ,

alors en vertu de (1.6.4), F5(z) devra étre identique & F(z) p.p sur E. En d’autres
mots, F3(z) — Fi(z) = 0 p.p sur E. Le fait que E est de mesure de Lebesgue
strictement positive nous améne a la conclusion que les polynémes F; et F, doivent
étre identiques.

Réciproquement, si un polynéme Q satisfait a (1.3.3) pour tout f € P,, alors
ce polynéme doit satisfaire a (1.3.3) pour f(z) := zF, k = 0,1,...,n. Ensuite,
ce polynoéme est unique. Mais, le polynéme extrémal satisfait aussi a ces n + 1

conditions, donc le polynéme Q est extrémal. O
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Preuve du théoréme 2. Appliquons (1.2.7), (1.3.5) et (1.2.5) sur F. Le fait que

W*(z) := W(z) pour p = 1 nous donne

ess. sup || = |Z]| = T(F) = /E W (z) F(z) u(z) de

IA

(ess. sup |p}) - /EW(:I:) |F(z)| dz = ess. sup |y .

Or, p(z) = |u(x)|-sign F(z), p.p. sur E, et |u(z)| = ess. sup|u|, p.p. sur E. Ainsi,

en utilisant (1.2.7), on conclut que
p(z) = ess. sup |u| - sign F(z) = ||Z|| - sign F(z) (p-p. on E). (1.6.5)

La jonction de cette derniére avec (1.2.5) nous donne (1.3.6).
Les égalités dans (1.3.7) seront satisfaites en remarquant que {1,z, ...,z"} est
une base de P,.
Pour finaliser la preuve du théoréme 2, considérons le fonctionnel
2
T Z a,z” — ag
v=0
défini sur 'espace linéaire normé P, des polynémes de degré au plus 2 avec
Wl == f_ll |f(z)|dz. Le fonctionnel Z défini par le vecteur (0,1, 0) € R3. 1l
est facile de vérifier que
1 1 1
/lxo- 1-signrdz = 0, /_lzl -1-signzdz =1, /—lxz- 1-signzrdz =0.
Ainsi, en prenant A := 1, on aura
0 = A f_llx°sign:z:d:z:,
1 = A f_ll zlsignzdz,
0 = A fjl:ﬁsignxdz
En comparant cette derniére avec (1.3.7), on constate que F(z) := z est extrémal
pour le fonctionnel Z déja considéré, et ainsi la norme de Z est Z(F) = A := 1.
On affirme que f(z) := z n’est pas le seul polyndme extrémal. En effet, chaque

polynéme de la forme
Fs(z):=z(1+6z)=x % 6z (6 elo, 1))

est extrémal. Pour le voir, il suffit de noter que



29

1 1 1 1
/ |F5(z)|dm=/ |:c|(1:h6x)da:=/ |z|dx+6/ zlzldz = 1.
-1 ~1 -1 -~1

Cela finalise la preuve du théoréme 2. O

Preuve du théoréme 3. Considérons le polynome F(z) := Un(z)/2. Remar-
quons d’abord que ||Flf; = 1. De plus, par le lemme 2, on a f_ll zF F(z)dz = 0
pour k = 0,...,n—1, et non pas pour k = n. Ainsi, en utilisant le théo-
réme 2, on peut conclure que le polynéme F est extrémal pour le fonctionnel
T : >, _,az’ — a, En d’autres mots, on a démontré Pinégalité suivante :
lanl <20 [2, [f(@)] da. O

Preuve du théoréme 4. Rappelons d’abord que les polyndmes ultrasphériques
sont ceux qui sont orthogonaux par rapport au poids W(z) = (1 — z2)*~3.
La preuve de ce théoréme consiste & utiliser le cas ou p = 2 du théoréme 1’. Pour

un ¢ € R, on va définir le polyndéme fs(z) := P (z) + 6 PM*(z). Puisque

n—1
1 1
/ F (1 - )2 PXN*(2)dz = 0 (k=0,...,n—1),
-1

on obtient

()= [ -2 (o an

-/ (1~ 2P {B (@)} a2 [ 0= @)

1
= 1+6%,
c’est-a-dire que

wfy 1 _ 1
fd(z) Ea \/1—_*_—62f5(z)_\/l+—62

est un polynéme de degré n avec || fg”; = 1. Par la propriété d’orthogonalité de

{PY (@) + 8P (@)}

P il s'en suit que

1 1
(1 -2z g7 filx)dz = L ) e P (1) dz
-1 v1+82 /),
1 1

\/1+621?,n’
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Il

/ (1-2?P=% 271 fi(z) do / 1(1—:5")*-% 2" PO (z) do

V14482 /-

1
VI+8 prgn1’

et
1
/(1—1:2)’\_% z* fH(z)dz =0 (k=0,...,n—2).
-1
En prenant A := /1 + 42 Dy OR aUTA

AL Q-3 2k (2 )dz=0 (k=0,...,n—-2)
Al (1-z2p3 zn—lfé(z)dz_aia—ﬂ UndNnid=1) X (] 6.6)

—1,n-1 n(n+2A—-l)
A [l (1 —22)3 2 fi(z)dz =1

Par comparaison de (1.6.6) avec (1.3.4'), on déduit que le polynéme f; est extré-

mal pout le fonctionnel

A Za,,z"Han+6\/4(n+/\)(n+)\—1)an_1

n(n+2A-1)

v=0

défini sur I'espace linéaire P, de tous les polyndmes réels f () =" _a,x” de

v=0
degré au plus n avec || ]|} := (f_ll(l ~ 23 {f(z)}? d:z:) . Ainsi, la norme de
est

= V1482 p}, .. Il sen suit que
n,n q

4n+AN)n+r-1)
-1 <V 2pr .
an+6\/ n(n+2z\—-1) Qn-1 S 1+6 pn,'n

Or, 4 peut étre positif ou négatif, cela nous donne

4n+A)(n+Ar-1)
<V 29" .
Iaﬂl + lal\/ TL(TL + 2\ — 1) Ia‘ﬂ—ll <V1+ ] Pun

4n+A)(n+r-1)
n(n+2X—1)

En remplagant |4 |\/ par € ; on obtient (1.4.5). ]

Remarque . En remplagant € par 0 et A par 1/2 dans (1.4.5), on obtient

janl < /2241 % ( i |f<x)|2dz)l/2 . (0.33)
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Donc, (1.4.5) peut étre vu comme une généralisation du théoréme D2.
Prenons A = % et divisons le deux membres de I’ inégalité (1.5.4) par € et faisons

tendre € vers linfini, on obtient

oncs] < s pan Wl = 2 L S 1 = s

Cette derniére est exacte seulement dans le cas oi notre polynéme est un multiple

constant de P;_,,

le polynéme de Legendre de degré n — 1.

L’inégalité (1.4.5) nous démontre aussi que le membre gauche de (1.4.3) ne
peut pas étre remplacé par |a,| + |an—1|. Méme plus, il ne peut pas étre remplacé
par |an| + € |a,—1| pour un € positif quelconque. Donc, un raffinement de (1.4.3),

comme celui de (1.4.1) ou de (1.4.1'), est tout simplement impossible.

Preuve du théoréme 5. On va omettre la preuve de (1.4.6) puisqu’elle est com-
pletement analogue a celle de (1.4.7). En effet, elle est plus simple. On mentionne
simplement que I'égalité dans (1.4.6) a lieu seulement pour un multiple constant
de f(:l:) = (1 + \/—1—:_—55—) U](Z) + QEUQ(.’L').

Pour un § € (-2, 2), soit

Fi(z) = 4f52 {Ug(:c)+5U1(z)+ Uo(z)}

Les coefficients de U,, U; et U, sont choisis de telle sorte que la norme
| Fsll; := fjl |F5(z)| dz soit égale & 1 et f_ll z%sign Fs(z) dz = 0. Les deux zéros
de la quadratique Fj sont

N =
|
| O,

:1:1:=———Z et z5:=

Evidemment, Fs(z) est strictement positive sur [-1, 1) U (z2, 1] et strictement

négative sur (z;, z2). Ainsi,

/ |F5(z)| dz = 4+62 (/ / /){42: +25z_(1_‘5_2)}=1
et
/_ll:v"signFs(:r)dz=(/_:1—/:2%-/;) dz =2z, +1-2z,+1=0.
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Pour appliquer le théoréme 2, on a besoin aussi d’évaluer les deux quantités

suivantes f_ll z' sign Fy(z)dz et [', 2%sign Fy(z)dz. Or,

1 1 z2 1
/ :clsignFa(x)dx=/ xdz—/ :z:dz+/ zdx=$§—z§=g
-1 -1 £ zo

1 z1 T2 1
/ z?sign Fy(z)dz = / z?dzx — / 2?dz + / z?dz
-1 -1 I3 z2

1
= § {2+2(z1 —zg)(a:f+a;1x2+$§)} =

et

4 — 42
5
Alors, en prenant
8

A=r—m

(1.6.7)

on obtient
0 = 25 [ 2°sign Fy(z)dz,

e = oy, 2 sign Fy(z)ds, o (1.6.8)

1 = 25 f_ll z?sign F5(z)dz
En comparant (1.6.8) avec (1.3.7), on constate que Fjs est extrémal pour le fonc-
tionnel \
46
T: Za,z"r—-»a2+4_*52al

v=0

sur I’espace linéaire normé P, de tous les polynémes f de degré au plus 2 muni

de la norme ||f|}; == [, |f(z)|dz. Cela veut dire que

jaal + 2 jay] < — /llf(z)ld (0<s<2)
T .
ATy =" | =

il s’en suit que

44
Final t te i = ——
inalement, en posant gy

ol + o < (14 VT ) [ ()] da.

L’égalité aura lieu seulement pour un multiple constant de

1 1 1 1 1
f(IL‘) = Z (1 + m) Uz(l‘) + EE Ul(m) + Z (1 - m) Uo(l‘)
2
vVi+e +1:z:2+5:1: 1 1 0

V14 g2 2\ /1ter
Preuve du théoréme 6. On va mentionner d’abord que le polynéme fo ne

dépend pas seulement de n et b, mais aussi de £. De plus, on va noter que
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e < {30/(n+1)8}/®1) puisque 26! < €2 4+ €. A la fin de la preuve, on
aura besoin du fait que e=? + £® < 1/4n?. Cette derniére inégalité a lieu puisque
60/(n + 1)% < 1/4n? pour n > 3.

Pour rendre la preuve plus élégante, on va la présenter en deux étapes.

Etape I. Rappelons que les zéros de U, sont

(v=1,...,n).

x = COS
v,n n+1

Ils appartiennent & l'intervalle (-1, 1), et Z,410 < Ty, pour v = 1,...,n — 1.

Notons que les zéros de U,,_; s’entrelacent avec ceux de U,. Autrement dit,
Tyt1n < Tyn-1 < Tyn < Tu—1,n-1 < Tu—-1.n v=2,...,n-1)

pour n=3,4,...

Puisque U,(z) est strictement positif sur (z;,, 1] et aussi strictement négatif
Sur (T2,n , T1,n), alors Up_1(x) est strictement positif sur (z1,-1, 1] D (z1, 1] et
strictement négatif sur (T2, Z1,n~1) C (Z2-1, T12-1) . On peut conclure que,
pour un € > 0 suffisamment petit, le polynéme U,(z) + € U,_1(z) a un zéro
€1,n dans (T1,-1, T1,n), donc dans (za,, 71,). Cet argument peut étre répété
pour démontrer que Uy,(z) + e Up_1(x) a un zéro &, , dans (z,,-1, Z,,,), pour
v=1,...,n—1, et un zéro dans l'intervalle (~1, z,,) qui sera nommé par &, ,,.

Posons {on = Zon =1, ént1,n = Tnt1,n = —1. Alors,
“1=bn110=Zns1n <Enn <Tnn <+ <€2n <T2n <1 n <T1n <o =Topn=1
pour n = 3,4, ... On prétend que
O0<zyp—-&n<e (v=1,...,n) (1.6.9)

pour un ¢ suffisamment petit , disons € < 30/(n + 1)°. Pour voir cette derniére,

on va utiliser le théoréme de Taylor. En effet,

1
Un(Zun + €) = Un(Tun) + € UL(T0n) + 3 2 UN(t) (1.6.10)

1
pour un t € (ZTyn, Tyn + €). Puisque U,(z,,) = 0 et U,(z) = n—+1.T’,' (),

I’égalité (1.6.10) sera

£ 1
Un(Tyn+€) = i1 {T:+l(zl'.ﬂ) +3€ é’il(t)} :
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Or, le polynéme T, satisfait I'équation différentielle
Q-2)y" —zy'+(n+ 1)’y =0

ainsi que Ty, 41(Zy,,) = (—1)”. Par conséquent,

— —1\+1 n+1 € "
Un(@un +€) s{( 1) 1_m31n+2(n+1)7‘n+1(t)}.

Du fait que
oy (L (PH1D)2(n+1)2 1) ((n+1)2-2%) (n+1)°
_Ilré?él ITn+1(t)| =T ()= 1.3.5 < 15
découle
+1 €
1)+ n - n — (=1 ————T" (¢
(DM t9) = € (- )t

> € {(n+ 1) - 3—106(n+ 1)5} > ne (1.6.11)

pour un € < 30/(n + 1)°. D’une fagon analogue, on démontre que

30

T (1.6.12)

(=1)""'Un(zyn —€) < —me pourun <
En se basant sur
{Un-1(z)| = %|T,:(z)| <n pour —1<z<l1
et sur (1.6.11) et (1.6.12), on conclut que
(1) {Un(zrn + €) + €Up_1 (T +€)} >0,
alors que
(1) {Un(zv — €) + €Un_1(z0n — €)} < 0.

Par ]e théoréme de la valeur intermédiaire, (—1)**! {U,(z) + U,—1(z)} doit s’an-
nuler au moins une fois dans (z,, — €, z,, + €), c’est-a-dire que le polynéme
Un+€Up—1 posséde au moins un zéro dans (z, ,—¢, ,,,+€) pour € < 30/(n+1)°.
Cela étant vrai pour chaque v, donc il ne peut pas avoir plus qu'un zéro dans
(Tvn — €, Tun +£). Ainsi, en vertu de ce qui a été déja dit au début de la preuve,

ce zéro doit appartenir & (T,n — €, Z,,5), €t non pas & [z, , Ton + €]
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E'tape II. Les informations obtenues concernant la location des points &, ,

seront utilisées maintenant pour trouver une borne supérieure de
1
p(e) = / [Un(z) + €Up-i(z)| dz .
-1

Puisque &,41,, < Totin <&vn <Tym, €on =Ton:=1, et €nt1n =ZTni1,n:=—1, on

aura

n

Ev.n
be) = S (-1 / {Un(z) + Un_s(2)} do

v= £u+1.n
n Eu,n Tu41,1
= ([ {Un(2) + eUp-1(2)} da
v=0 ZTy4l,n Eu-{-l,n
n fu,n n Ev,n
= Z(—l)”/ Un(z) da:+eZ(—1)"/ Un-i(z)dz
v=0 Zv4ln v=0 Tu4l,n
+3 (=17 [ {Un(z) + Upy(z)} dx.
v=0 §un
Alors,
n fv,n ZTy.n
be) = > (-1 - [ @ ae
v=0 Tytl,n Eun
+e Z(—l)" ( ' —/ ' ) Un—i(z)dz — 62(—1)”/ ' Un—1(z)dz
v=0 Zy+l,n Evn v=0 v,n

Zy,n

= Z (—1)"Un(z)dz — 2 Z /:u,n(—l)"Un(-'L') dz

v=0 Y ZTr+1n v=0

+€i/xm (—1)"Un-1(z) dz — 2Ei(—-1)” /:.,,n Un—1(z)dz.

v=0 Y Tv+ln
Notons que (—1)*U,(z) > 0 pour Tyyin < T X Ty, et a fortiori pour
€vn < x <z, ,,. Par ailleurs,

Z/ T (D) U@z = 3 / " (60 Un(a) Vs (2)

v=0 Y ZTv+i,n v=0 Y ZTv+in

1
= /_l(sign Un(z)) Un-1(z)dz =0

puisque (sign Uy(x)) Un—1(z) est une fonction impaire. Ainsi

(e) < /_1 |Un(@)ldz — 26 3 (=1)" /E Uns() dz.
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Par (1.6.9), il s’en suit que

Ty,n . 30
- U, _1(1') dz < —%?é] IU _1(IL')| . (I,,’n — Eu,n) <ne st €< m .
En tenant compte de f_ll |Un(z)|dz = 2, on obtient
! 30
o(e) = / |Un(z) + eUp—i(z)|dz < 24+ 202 si e< ——s- (1.6.13)
-1 (TL + 1)

En appliquant (1.6.13) au polynéme
fb(z) = Un(x) + Eb_lUn—I(-T) = anx" + G.n_l.'L‘n_l + .-

pour lequel a, + €a,_; = 2" + 2" 1 £° car a, = 2" et a,_; = 2" '€, on peut

dire que
/1 o)l de < 24 20262 5 b1 < 0
z)|dz i Lo
-1 ’ (n+1)°
Ainsi I'inégalité (1.4.8) a lieu si
30 1 1
b-1 b-2 b
t Seb < —
(n+1)° oot 1 Sz

donc aussi pour un e*=2 + £% < 60/(n + 1)°. O

Preuve du théoréme 7a. Afin de présenter la preuve de ce théoréme, on va

rappeler que les polynémes ultrasphériques sont définis explicitement par :

Ln/2)
Fln—-v+ )
PR () = -1y
" () "Z_o( Y T NTe + DT 31
En particulier, si n = 2m + 1, on a ’égalité suivante :
Lim+1+2) _ T(%+))
F(MI(m+1)  T)T(22)"

) (21.)11—2:/ .

(1.6.14)

PY(0)] =

Les multiplicateurs w,, appelés les nombres de Christoffel, qui correspondent
au poids W(z) := (1 — z2)* 2, A > —3, A # 0 sont (voir [21, p. 352, formule
(15.3.2)])

2272 T'(n +2X) 1
" TP TOHD (1 - 2y (AY @)
En particulier si n = 2m + 1, alors 41 = 0 et

o = 222 1 T(n+2)) 1
mt {rN)}? I'(n+1) {P,?‘)I(O)P

Wy,

(,\ > —%, A # 0) . (1.6.15)
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Quand n = 2m + 1, le polyndéme P,(,’\) a un zéro a 'origine. Donc, le polynéme

Qn(z) :=z7! PY (z) est de degré n — 1. En appliquant (1.5.5) en jonction avec
(1.6.15), on obtient

! 2yA-1 _ 2227 T(n+2)) 1
/_l(l—x 77 {Qua(z)}Pdz = TOF Tt D) (,\> 5 )\7&0) .

Ainsi, avec la norme ||f]|} définie en (1.4.9), on a

20 /r [D(n+2)) 1
1Qnallt = TORAYCES) (A > =2 A o) : (1.6.16)

Finalement, soit F »(z) := Qua(z)/J|QuAll}. Alors,

-1 ()
Fux(z) = &I‘()\) Fn+1) PV(x)

1
= Tn+t2) = (,\ >—2i A 0) (1.6.17)

est un polynéme de degré n — 1 avec ||F,»||} = 1.

On prétend que pour tout polyndéme f(x) := > »_,a,z", de degré impair n
et satisfaisant (1.4.9), on a |ag] < |Fy A(0)], sauf dans le cas ou A = 0. Notre
assertion découle du cas oii p = 2 du théoréme 1’. Pour vérifier cette derniére, on
va évaluer les intégrales

= /llxku—ﬁ)k—% a(@)dz  (k=0,1,...,n).
En tenant compte du fait que f_ll(l — 23 pY )(a:) P,S'\)(z) dz = 0 pour m # n,
on obtient
be=0 (k=1,...,n). (1.6.18)

La valeur de 1, sera calculée en utilisant encore une fois la formule de la
quadrature du Lemme 3, avec W(z) := (1 — z2)*~3. Ainsi, en prenant les valeurs
de W1 et [|Qnall} trouvées dans (1.6.15) et (1.6.16) respectivement, on obtient

PM(0)
Yo = Wmi1 Foa(0) = Wy ———+
1Qnall}

ol 1 F'n+2X) 1
=27 \/7? F(/\) Fn+1) Pr(ll\)l(o) )

En tenant compte de (1.6.18) et (1.6.19), avec un

(1.6.19)

r'(\) [Tr+1)

o oA-1
A=2 VT | T(n+2))

PO,
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on aura
sign PY(0) = A [ 2¢(1 -2} Fo@)de (k=0),
0 = Afl (1—22)*"2 F,5(z)dz (k=1....,n)
(1.6.20)
Par la comparaison de (1.6.20) avec (1.3.4'), on peut constater que tout polynéme

f(z) := > _p auz”, de degré impair n, qui satisfait (1.4.9) verifie

_op1LT(A) [T(n+1)
laol < A =27 = St 2

Cette derniére estimation est exacte, et la borne supérieure est atteinte pour

+F, ;.

P,‘;\)'(O)l (A > —%, A# o) . (1.6.21)

Le polynéme F,, , est de degré égal a n — 1. Cela veut dire que si n est impair,
alors le supremum de |f(0)], parmi tous les polynomes réels de degré au plus n
satisfaisant (1.4.9), est atteint pour un polynéme de degré n — 1 qu’on a nommé
Fya. 11 en découle que si n est pair, alors le supremum de | £(0)| parmi tous les
polyndmes de degré n satisfaisant (1.4.9) est atteint par Fy iy 5. Cela est dii au
fait que ce dernier maximise |f(0)| sur une plus grande classe, celle de tous les

polynémes f de degré allant jusqu’a n + 1 et satisfaisant (1.4.9). O

Preuve du théoréme 7b. Dans le cas ou A = 0, on devra maximixer |£(0)]

sous la supposition que f est un polynéme de degré au plus n satisfaisant
1/2

= ([ 1@ a) <1 (1622)

Rappelons que les polynémes orthogonaux par rapport au poids 1/v/1 — z2 sont
les polynémes de Chebyshev de premiere espéce . Cela nous suggére que, pour un
n impair, |f(0)| sera maximisé par
71 Ty (x)
T . y 1 V2
(f_l i |z To(z)| dx)
De plus, lorsque W (z) := 1/v/1 — 22, les zéros de T, sont les noeuds de la formule

de quadrature de Gauss dans le Lemme 3. Dans ce cas, les nombres de Christoffel

Fn,l/2(x) =

associés w, sont m/n pour v = 1,...,n (voir, e.g. [23, p. 48]). En utilisant ces

informations, on peut conclure que
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1 T,.(z) ) .
Fop(z) = N (n impair),
/l L1 F (z)dz = (—1)i~/2 \/E
o Vi—a M n
et
o F, dz=0 (k=1
_1-’15 —'1—\/—_——3‘:; n1/2(z) dz = (k=1,...,n).

En appliquant le théoréme 1’, la preuve du théoréme 7b sera complétée . o



Chapitre 2

PROBLEMES EXTREMAUX POUR DES
POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES REELS

2.1. LA THEORIE DE ROGOSINSKI POUR LES POLYNOMES TRIGO-

NOMETRIQUES REELS
Un polynéme trigonométrique réel de degré n est une somme finie définie de
la maniére suivante :

t(8) :=ao+Z(a,, cosvf+b, sin v0)

v=1
ol ag, ... a, et by,... b, sont des réels. On définit T, ® Pespace linéaire de tous
les polynémes trigonométriques réels ¢, de degré au plus n. Soient F un sous
ensemble de {—n, 7] mesurable au sens de Lebesgue et W : E — [0, 00) une
fonction intégrable au sens de Lebesgue. Pour p > 1, on munit cet espace de la

norme
1/p
el = ( /E W(0)|t(0)|”d0) . 2.1.1)

Soit (ao, ..., e, b1, - ., 0n) un vecteur dans R?*+1. L’application définie par

t(6) :=ao+Z(a,, cos vf+b, sin v6) — aoao+2(a.,a,, + 6.b,) (2.1.2)

v=1 v=1
est un fonctionnel linéaire continu, Z, sur ’espace linéaire Z,™ de tous les poly-
ndmes trigonométriques de degré au plus n muni de la norme ||t||;fJ telle que donnée
dans (2.1.1)(cet espace sera noté par T,S’,E) )- En effet, il existe une correspondance

o . L . P R
biunivoque entre les fonctionnels linéaires continus définis sur 77,(,,,) et les vecteurs
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.. e R
dans R?**!. En d’autres mots, une application, Z, définie sur 7,%) est un fonc-
tionnel linéaire continu si et seulement si il existe des réels ag,...,an, 0 ..., Bn
tels que

v=1

I(t):= aoao-i-zn:(a,a,, +5,b,) (t(&) = a0+2n:(a,, cos v8+b, sin 1/9)) . (2.1.3)

On va déterminer la norme de Z définie par :

IZ1l = 1121l 7w := sup {aoao+2(auau +6.b,) - It} < 1} :

v=1

L’espace ZSR,,) est de dimension finie. De ce fait, la boule unité fermée de cet espace
est un ensemble compact. Par la suite, la norme de Z sera atteinte. Cela nous
assure I'existence d'un polynéme T € 7;,(2) avec ||T||} =1 tel que Z(T) = ||Z].

Evidemment la caractérisation d’un tel polyndéme extrémal doit étre donnée
en termes des composantes (ag, . . ., &n, 01, . - -, B,) puisque notre fonctionnel est
défini & partir de ces composantes.

Posons W*(8) := {W(6)}'/? et g(8) :== W*(8) £(6). Il en découle que

loth = ( [ Ig(f))l”df?)l/p -(/ ww)lt(e)wdo)”p —

est une norme sur le sous-espace G, := {W*t : t € 7;(,2)} de I'espace linéaire
LP(E). Pour tout g € G,, on pose I*(g) = Z(t).

Maintenant, en utilisant le théoréme de Hahn-Banach (Théoréme [1 , p. 55]),
on peut étendre Z* sur 'espace LP(E) tout entier, et cela en préservant la norme.
Cela veut dire qu'il existe un fonctionnel J* défini sur LP(E) avec J*(¢) = I*(¢)
pour tout ¢ € G, et || T*||zxe) = | T*||g, = ”I”Z.";) Par un théoréme de F. Riesz,
ce prolongement J* admet une représentation unique (voir [18, p. 78] ou [1 , pp.

64-65]) de la forme
T(¢) = /E HO) uO)d0 (¢ € LP(E)) . (2.1.4)

Si p > 1, alors p appartient & LY(E) ou p~ 1 +q 1 =1et

1/q
1T ey = el == ( /E In(6))? de) (1<p<o0). (2.15)



42

Dans le cas ou p = 1, la fonction u sera mesurable. De plus, elle est essentiellement

bornée sur E avec
17" llc1(z) = ess. sup Jul (2.16)
En résumé, on arrive a I'égalité suivante :
() =T =70 = [s®) s = [ WO ouea (@17
avec
IZllzm = 1T Nlg, = llully si p>1, (2.1.8)

et

”I”'J’,S,‘;’ =ess.sup |u| si p=1. (2.1.9)

Ainsi le polynéme extrémal T satisfait 4 la condition suivante :

I(T) = /E W*(8) F(6) 1(6) 46 = || ;0 (2.1.10)

2.2. ENONCES DES RESULATS

Les deux prochains théorémes, 8 et 9, sont des analogues aux théorémes 1,
1’ et 2 qui ont été démontrés dans les moindres détails dans le premier chapitre.
C’est pour cette raison qu’on va omettre leur preuve.

Théoréme 8. Soit E, W, Tn(,l;), Z et T tels que déja définis. Alors, pour tout
p>1, 0na
I(t)=A / W(6) t(9) sign (T(6)) - [T@)F'd6 (1 T®)  (22.1)
E

avec A = ||Z||. Dans le cas ou p > 1, le polynéme trigonométrique ertrémal T

est unique.

Théoréme 9. Soit p > 1. Le fonctionnel donné en (2.1.2) admet un polynéme

extrémal T, ||T||}, = 1, si et seulement si on a I’égalité suivante :
o = o+ B = A / MW (6) sign (T(0)) - [T(O)P1d0  (A>0) (2.2.2)
E

pour tout k=0,...,n.
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2.3. APPLICATIONS

Une application du théoréme 9 est le résultat suivant qui posséde, 4 son tour,

plusieurs conséquences intéressantes.

Théoréme 10. Soit t(6) := ap+ Y_,_,(a, cos v8 + b, sin v8) un polynéme trigo-
nométrique réel de degré au plus n. Alors, pour tout p>1, on a

e | I

Le théoréme 10 peut étre énoncé, d’'une maniére équivalente, de la facon suivante :

Théoréme 10'. Soit f(z) :=ag+ .._,(a, —ib,)2" un polynéme de degré au plus

n, tel que ag,ay,by,...,a,,b, sont tous réels . Alors, pour tout p> 1, on a
1 g : 1/ n
lag| < 7r (/ |Rf ()P dB) (f > 5) . (2.3.2)
( ™ | costolp da) -

Une application du théoréme 10 consiste a4 démontrer le résultat connu suivant

(voir [13] ou [15, Chapter 16]).
Corollaire la. Soit 7(0) := Y \__ c,e™® un polynéme trigonométrique (pas

v=—n "V

nécessairement réel) de degré au plus n. Alors , pour tout p > 1, on a

u 1/p
le—el + leel < S < / (O d()) (e>3). @33
( J” | cos £8P dB) -

Maintenant, on présente quelques conséquences du corollaire 1a.

Corollaire 2a. Soit T le polynome de Chebyshev de premiére espéce de degré k.
De plus, soit f(zx) := Y ,_,a,z” un polynéme de degré au plus n, pas nécessaire-

ment réel, et p > 1. Alors, pour k=n,n—1, on a
2k—l

! 1 ) 1/p
(f_ll‘/—l—l_=f|Tk(z)|de)l/p (/_1\/1—_1-2 ()] dl‘) . (234)

Remarque 1. Le cas ol p = 2 du corollaire 2a est bien connu.

lag| <

En tenant compte des théorémes 1’ et 2 du chapitre 1, le corollaire 2a est

équivalent au résultat suivant :
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Corollaire 2b. Soit T, le polynéme de Chebyshev de premiére espéce de degré
m. De plus, pour un p > 1, soit
1
W(z):= T (z)|P? -l1<z<1
@)= = IT@P )

et Iy = Lpi(Tm) == f_ll =% W(z)sign (T (z)) dz. Alors

g+t ([ W(a) |Tn(z)|dz) " si k=
AW @) [Ta(@)ldz) " i k=m,
Lok = 0 si k=0,...,m—-1, (2.3.5)
0 si k=m+1.
Soit n et m deux entiers strictement positifs. En se basant sur les calculs

suivants :
T nwx v /2
/ |cosnf|Pdd = %/ |cos¢|”d¢=2/ |cos¢|”d¢=4/ | cos [P dep
- 0 0 0

/2 T 1 mm
_ Cpag N 3 . p
4/0 | sin ¢|P d¢ /_"|sm¢>| d¢ m/ [sin [P d¢

-mn

= | sinm8|P dé,

-7
on peut énoncer le corollaire 1a de la facon suivante :
Corollaire 1b. Soit 7(8) := E,’L_N c.e? un polynéme trigonométrique (pas

nécessairement reél) de degré au plus N. Alors , pout tout p> 1, on a

1 4 1/p N
[c—e] + |ee) < 7 ( IT(9)|”d0) (f > —3—) . (2.3.3)
( 7 |sineglp dG) -
Du corollaire 1b découle le résultat suivant :
Corollaire 3a. Soit U, le polynéme de Chebyshev de deuziéme espéce de de-
gré m. De plus, soit f(z) := > _,a,z* un polynéme de degré au plus n, pas

nécessairement réel, et p > 1. Alors, pour m=n,n—1, on a

gm 1 - ) i/p
i (f_ll(l — z2)"7 IUm(z)IPdI)l/p (/—1(1 —T) @) dx) '

(2.3.6)

Remarque 2. En prenant p = 1 et m = n dans I'inégalité (2.3.6), on retrouve

I'inégalité (0.2.9). Donc (2.3.6) est une généralisation de (0.2.9).
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En tenant compte des théorémes 1’ et 2, le corollaire 3a est équivalent au
corollaire 3b. Ce dernier peut étre vu comme une extension du lemme 2 (il suffit

de prendre p = 1).

Corollaire 3b. Soit Uy, le polynéme de Chebyshev de deuziéme espéce de degré

m. De plus, pour un p > 1, soient
W(z) = (1-2)* D2 U, @) (-1<z<1)
et Ik = Lx(Up) := f_ll =k W (z)sign (Un(z)) dz. Alors,

1
27 ([, W) Un@)ldz) i k=m,
Lx(Un) = 0 si k=0,...,m—1, (23.7)
0 si k=m+1.

2.4. PREUVE DES RESULTATS

Preuve du théoréme 10. Soit E = [—n, 7], W(8) = 1. Soit '1;(,“;) I'espace linéaire

de tous les polyndmes trigonométriques ¢ de degré au plus n muni de la norme
1/p

suivante : f|t}j, := ( N C)] d0) . Soit Z, le fonctionnel

t(0) :==ap + Z(a,, cosvf + b, sin V) — ay.

v=1
On a besoin de déterminer la norme de Z,. Avec I'aide du théoréme 9, on va

démontrer que la norme de Z; est atteinte pour

T(9) = s N (2.4.1)
( ™ |costol do)
En tenant compte de (2.2.2), on a besoin d’évaluer les intégrales
T, = / ¢ sign (T(0)) ITO)Fd0  (k=0,1,... n). (2.4.2)

Pour se faire, on va trouver la série de Fourier de la fonction
G(0) = (sign(cosd)) |cos(f)|P~!. Notons que G est une fonction paire, alors

la série de Fourier de G ne posséde que des termes en cosinus. Puisque G est
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continue et qu’elle est & variations bornées sur[—, 7}, on peut écrire (voir |7, p.
42 (Théoréme 57))) :

G)=ag+a;cos0+---+a,cosv+--- .

Maintenant, on note que G(7 — 8) = —G(f). Ainsi, pour j =0, 1,..., on aura

T w/2 T
/ G(0) cos2j6d8 = 2 / G(6) cos2j0d0 + 2 G(6) cos 25046
-7 0

w/2

w/2 /2
= 2 / G(0) cos2j0d8 — 2 / G(¢) cos2jpdp = 0.
0 0

Cela veut dire que les coefficients ay, a2, ay, . .. sont tous nuls. En d’autres mots,
on a
1 0
G(0) = a;cosf + a3 cos 30 + a5 cos 50 + - - - (al == |cosl9|”d0) .
™ -
Donc,

(sign (cos £)) | cos O)P~! = (—3; / | cos 8P d0> cosl0+azcos30+---. (2.4.3)

-7
Avec cette derniére, on est prét a évaluer les intégrales de (2.4.2). En se référant

4 (2.4.1) pour la définition de T, on peut conclure de (2.4.3) que

1 4 .
Tep = - = / (cos £6) sign (cos £6) | cos €67~ df
( JZ. |cos £8P de) -
1

= (p—l)/pl/ |cos£6|pd0/ cos? £0.d9
( ffﬂlcosé@lpdﬁ) T Jon -

™ 1/p ™ T 1/p
= ( |cos£0|"d0) %/ c052£0d0=(/ |cos€t9|”d0) .

Mais, le fait que £ > n/3 nous donne

Tip= ) (cos k) (i agj41 cos (25 + 1)[0) déd=0 (ke {0,1,...,n}\{€}) .
— =
Ainsi, en posant A := ( J7 | cos @ de)_llp, on voit que

0 = A [T esign (T(9)) IT(6)P*d (k€ {0,...,n}\{£}),
1 = A [" &M sign (T(0) TO)F1d0 (k= 0) - (249

et le résultat voulu découle du théoréme 9. ]
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Preuve du corollaire 1a. Soit
ia _ i
Co¢ = c_¢| €%, cp=|ce|e”.

Alors, avec § := (°’+—Z’fﬂ, on a

B(O) =@ r(0+8) = d,e*,

v=—n

ou d_, et dy sont positifs. Evidemment,

c(8) = % (B(o) +F6‘v)) = zn: A, &

v=-—n

est un polynéme trigonométrique réel de degré au plus n tel que
1
A=A = §(d¢ +d_¢)>0.
Le polynéme C peut étre écrit sous la forme suivante :

C(6) :==ao+ Z(a,, cosv0 + b, sin v6) (@o,a1,b1,...,an,b, €R),

v=1

avec by = 0 et ay = dy + d_y = |c| + |c—¢]- En utilisant I'inégalité de Minkowski,

on obtient
™ 1/p T 1/p n 1/p
ict:= ([ 1ceran) " < ([ sy a) = ( repas) .
Finalement, par le théoréme 10, 'inégalité voulue a keu. a

Preuve du corollaire 2a. Soit

n—1
7(6) := f(cosf) = ;—:e‘i"o + Z ce”? + %ei"o.

v=—n+l1

Alors,

1 1 ™ 1 4
|, == vr@ra= [ iresopa=3 @) ds.
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Ainsi, par le corollaire 1a pour £ = n, on obtient

1 e (el lal
2 (2n+2,,

< vt (/ |7(6 I”de)
(f |cosm9|7’d0

2n-1

1 1/p
- ([ sesrare) .

Ceci prouve (2.3.4) pour k = n.

En tenant compte de I'inégalité de Minkowski (p > 1)

f@) £ f(=z) )"" <(/ \/_If(znpdz)"”

2
I(z)-f(-z)
2

(L=
et

at a3 si n est pair
Q1T "+ Ap3T =
' (x)’;f (=2) " 5i n est impair.

On constate que (2.3.4), qui est vraie pour k = n, doit étre vraie aussi pour

k=n-—1. 0
Preuve du corollaire 3a. Notons que
/ (1- 225 |f(@)Pds = / |sin 8]~ | (cos 6)[” (sin 6) d&
0

/0 " |(sin) f(cosB)P d6,

et
T T : r
/ |sin (n+1)8]Pd0 = / |sin 6P S‘—“(S’I‘;Tl)g |sin 6] d6
= / | sin §]7~* sm(sn—zl)() (sinf)dé

? /_1(1 — 2% Up(2)P dz .

Ainsi, en appliquant la corollaire 1b, avec N =n+1et £ =n+1, sur

7(0) := (sin 8) f(cos§) = In_; emitn+1)0 4 Z c e 2::11e1(n+1)o

v=—n
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on obtient

jan] = 2°( )

R T ([ vamo s as)”

Qn
on+1

Qan

2n+1l

1+ |-

n 1 i 1/p
- (f_ll(l_zz)"sj|Un(z)|pdz)”" (/_ (177 |f(z)|”da:) .

Ce qui prouve (2.3.6) pour m = n. Appliquons cela sur (f(z) + f(—z))/2 pour

un n impair et sur (f(z) — f(—z))/2 pour un n pair, on trouve que I’ inégalité

aura lieu aussi pour m =n — 1. O



CONCLUSION

On remarque que la théorie de Rogosinski a le potentiel de stimuler de sérieuses
recherches intéressantes concernant les polyndmes et les polynémes trigonomé-
triques en termes de leurs “normes L” ” . J'espére que cette thése, ci-présentée,
va attirer I'attention des autres mathématiciens a cette théorie et aux questions
qu’elle souléve. Par exemple, il serait intéressant de trouver d’autres propriétés
importantes des polynémes F' qui apparaissent dans (1.3.4). L’étude des zéros de
ces polyndmes, qui dépendent de n et p, aura un intérét spécial. Aussi, il serait
important de savoir s’il existe une équation différentielle, liée & ces polynémes,

qui nous permettra de les mieux comprendre.
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