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SOMMAIRE

La présence simultanée de cieux échelles macroscopicue pour l’écoulement du
gaz et microscopique pour la réaction chimique, rend la simulation de la détona
tion très délicate. Un calcul effectué avec une discrétisation proportionnelle à la
largeur de la zone de réaction (échelle microscopique) et évoluant avec un pas de
temps du même ordre de grandeur que a durée de la réaction capte efficacement

l’onde et les détails de sa structure, mais est cependant trop coûteux en temps
de calcul. Une approche sous-résolue, c’est-à-dire pour laquelle les dimensions du

maillage temps-espace sont dictées par la convection du fluide (échelle macrosco

pique), est économique, mais conduit toutefois, dans les cas raides, à des solutions

iion-physiques.

Dans cette thèse, nous proposons une famille de méthodes sous-résolues, basées
sur la minimisation de la viscosité numérique, stables, précises d’ordre cieux, évi
tant la résolution du problème de Riemann et bien sûr, convergentes vers la
solution physique. Avec un raffinement du maillage, elles captent efficacement le
caractère instable de la détonation et fournissent la structure exacte du front de
l’onde. Un des avantages principaux de l’approche proposée est qu’elle permet de
résoudre d’autres systèmes hyperboliques avec ou sans terme de source, incluant
les problèmes de type relaxation,

De plus. cett.e thèse présente une méthode niulti-échelle permettant J obtenir
des prédictions à très grande échelle sur le comportement d’une détonation. tout
en avant accès à l’information provenant de l’échelle microscopique, telle ciue les
effets des instabilités de l’onde sur les variables physiques autour du front.
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SUMMARY

The siniultaneons presence of two scales macroscopic for the gas flow and micro

scopic for the chemical reaction, makes nurnerical approximation of cÏetonation

waves very clelicate. A resolved simulation, where the small chemical time scale

is fully resolveci, effectively captures the wave in cletails. However, it is far too

expensive in computing tirne, especially for multi-dimensional prohiems. Whule

bQing economic, an uncÏerresolvecÏ approach, where the cliscretisation is propor

tional to the macroscopic scale, is uufortunately inefficient for the capture of stiif

cletonation waves because it leacis to unphysical solutions.

\Ve propose a family of accurate time-spiitting methocis, numerically stable, allo

whig underresolveci calculations auci requiring neither the resolution of the Rie-

manu prohiem nor the knowledge of the characteristic structure of the flux jaco

bian matrix anci of course, converging to the physical solution. With a refluement

of the grici, these methods moreover effectively capture the unstable character of

tue cÏet.onation anci provicle the exact front structure of the wave. It is realistic to

daim that such methocis eau moreover solve about any hyperbolic system with

source terni. We thus elaborate black box-type met.hods, while the majoritv of

the schemes existing for the detonation problem use properties of the solution.

Moreover, this thesis preseuts a multi-scale methoci proclucing very large scale

predictions ou the behavior of a detonation, whiÏe givillg access to information

coming from the inicroscopic scale. such as effects of the wave instabilities on the

physical variables near the front.
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INTRODUCTION

La détonation est un processus de combustion où des réactions chimiqties se pro

cluisent à vitesse très élevée, soit plusieurs milliers de mètres par seconde. On

différencie la détonation des autres types de combustions par la grande quantité

d’énergie dégagée par de fortes ondes de compression. La présence simultanée ci’au

moins cieux échelles de temps. une rapide pour la combustion du gaz et une lente

pou; l’écoulement, rend la simulation numériclue de ce phénomène très délicate.

La détonation, telle ciu’étucliée clans cette thèse, est modélisée par les équations

d’Euler réactives, un système d’équations hyperbolique avec un terme de source.

L’objectif principal de cette thèse est de développer une méthode numérique

pour simuler efficacement la détonation, sans résoudre en détails les réactions

chimiques.

MOTIVATIONS

La problématique des solutions non-physiques pour les détonations raides n’est

pas un problème marginal (voir la revue bibliographique au chapitre 3). Pouvoir

simuler des détonations avec un maillage grossier est une propriété hautement

appréciable pour un schéma numérique. En effet, une sirn;mtÏation résolue. où les

dimensions du maillage sont définies par les pius petites échelles contenues dans

le problème (réactions chimiques). permet une capture efficace et détaillée de

Fonde de combustion. mais peut devenir extrêmement cofiteuse en temps de cal

cul, particulièrement en plusieurs dimensions spatiales. Par contre. une s imulaion

sous-ré’soÏue, où cette fois la discrétisation est dictée par l’échelle associée à l’écou

lement cl;; gaz, tout en ignorant les échelles microscopiques implicites, permet de
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faire des économies. mais produit malheureusement. clans les cas raides. ries so

lutions non-physiques.

Don point de vue pratique. il est ;iportant de pouvoir obtenir des simulations de

détonations fiables. Voici, en vrac. cjuelciues applications nécessitant une bonne

capture de la détonation où Fécart entre les échelles intrinsèdlues du problème

requiert une approche sous-résolue.

Les premières applications qui viennent à l’esprit, sont celles reliées à l’étude des

effets des explosions t modélisation d’explosions sur terre, sous-marines ou ur

baines, évaluation des risques industriels et étude de la résistance des matériaux

aux explosions.

Bien sur, il est maintenant impossible de passer à côté des applicatiolls reliées à

la lutte contre le terrorisme : résistance des grandes structures, reconstitutions

à des fins d’enquêtes en balistique et simulations rie catastrophes de toutes sortes.

Un bon solveur pour les détonations raides peut aussi s’avérer utile pour la ie

cherche en astrophysique. Les explosions de supernovae de type la ont un impact

considérable dairs le développement de l’univers. Leur étude par simulations nu

mériques est présentement un sujet d’intérêt en astrophysique (consulter 58J
pour avoir un aperçu). Une autre application intéressante pour l’astrophysique

concerne les éruptions solaires. Sur la surface du soleil, les particules de gaz ioni

sées (dues à la grande chaleur ambiante), sont soumises à des champs magnétiques

extrêmement puissants. Il en résulte une très grande quantité d’énergie concen

trée ei peu d’espace. cyui est relâchée lors d’un processus appelé éruption solaire.

L’éruption solaire peut être modélisée par une détonation [421. car elle produit

une oncle rie choc circulaire parcourant une partie de la surface du soleil, suivie

par une vive combustion des gaz. L’énergie totale libérée lors d’une grosse érup

tion solaire est de 1025 Joules, soit 10% de l’énergie totale émise par le soleil à

chaque seconde (voir la figure 0.1).



OBJECTIFS

Cette thèse se veut avant tout un ouvrage portant sur les méthodes de volumes

finis pour systèmes de lois de conservation hyperboliques avec terme de source,

en particulier pour le cas de la détonation. Elle s’adresse à un lecteur ayant de

bonnes bases en analyse numérique et en mécanique des fluides compressibles.

Simulation de détonations à grande échelle

Un calcul effectué avec une cliscrétisation proportionnelle à la largeur de la zone

de réaction chimique (échelle microscopique) et évoluant avec un pas de temps du

même ordre de grandeur que la durée de la réaction modélise efficacement l’onde

et les détails de sa structure. Cependant, une telle approche est trop dispendieuse

en temps de calcul et en mémoire vive. U;ie approche sous-résolue. cest-à-dire

pour laquelle les dimensions du maillage temps-espace sont dictées par la convec

tion du fluide (échelle macroscopique), est écononiique. mais conduit toutefois.

FIG. 0.1. ruption solaire. L’ollde de choc est l’anneau gris

encerclant la zone hlallche. Photo National Solar Observa

tory/AURA/NSF and USAf Research Lahoratory
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dans les cas raides. à des solutions noii-phvsiques. La convergence vers la solu

tion non—physique, voir la figure 0.2. est le symptôme d’un traitement numérique

non-adécïuat. Ell effet, la solution observée se déplace à une vitesse dictée par les

dimensions du maillage, soit un pas d’espace (ou une moitié, clans le cas d’un

maillage décalé) par pas de temps. La convergence vers la solution llon-phvsiclue

pour un maillage sous-résolu est observable pour toute méthode de volumes finis,

non préalablement modifiée pour cc cas particulier.

L’objectif premier de cette thèse est donc d’élaborer nue approche numérique

pour simuler adéquatement la détonation à grande échelle, c’est-à-dire de façon

sous-résolue.

Densité p Pression p
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FIG. 0.2. Solution non—physique en rouge versus la solution phv—

sique en bleu. pour la simulation sous-résolue d’une détonation

forte.

Hypothèse de la viscosité numérique

La raison la plus intuitive et la plus largement acceptée pour expliquer le coin

portement erroné des schémas de voimnes finis, lors du traitement sous—résolu
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Température T
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des détonations, est la présence de viscosité numérique. La viscosité numéricjue

intrinsèque aux schémas est responsable de l’étalement d’une discontinuité sur
plusieurs cellules. Ceci a pour effet d’augmenter artificiellement la température
clii gaz devant le front d’onde (clans les cellules d’étalement du choc). provoquant
la combustion prématurée clii gaz.

Un des objectifs de la thèse est de vérifier théoriquement et numériquement cette

hypothèse de la viscosité numérique.

Systèmes hyperboliques avec terme de source

Les équations cÏ’Euler réactives forment un système de lois de conservation hyper

bolique additionné d’un terme de source, pouvant être raide ou non, modélisant

la perte de chaleur. La figure 0.3 illustre où est situé ce problème par rapport à
la famille des systèmes hyperboliques. La plupart des méthodes construites pour

simuler des détonations à grande échelle ne sont pas aisément récupérables pour

traiter d’autres types de problèmes hyperboliques, avec ou sans terme de source.

En effet, la plupart exploitent la structure de la solution ctu problème de Riemann

propre à la détonation.

Pour notre part, nous visons une approche facilement exportable, bien encap

sulée pour permettre, à peu de frais, de l’adapter à l’ensemble des systèmes de la

figure 0.3.

Limites de l’approche boîte noire

L’idée de construire un solveur ‘universel’ efficace avec maillage grossier, pour les
systèmes hyperboliques avec ou sans terme de source, y compris la détonation, est

bien séduisante, niais comporte des limites. Dans bien des cas, on doit introduire
de 1 ‘ioformat ion provenant du modèle.

Nous allons explorer les limites de l’approche boite noire dans le cas de la déto
nation. c’est-à-dire tenter de déterminer à quel point et à quel prix il est 1)oSSihle
de faire abstraction de la physique de la détonation.
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Systèmes hyperboliques

Non—homogènes Homogènes

Source possiblement raide

Relaxation

Ex: Eg. de Ex.: Euler
Broadwell réactives

FIG. 0.3. Une hiérarchie des systèmes hyperboliques.

Nature instable de la détonation

Il est niaintenant impossible de nier l’existellce d’instabilités au front d’une dé

tonation. Dc plus, fickett et Wood [341 démontrèrent fine les instabilités sont

présentes lors de la simulation nmnérique du modèle des équations d’Euler réac

tives. Avec une cliscrétisation assez fille et adéquate, il est possible de détecter les

oscillations du front de l’onde de combustion.

L’objectif fiuial de cette thèse est d’obtenir de l’information sur la dynamique

présente à petite échelle, de façon à enrichir nos simulations à grande échelle. À

cet effet, rions avons élaboré uiie approche multiéchelle homogène permettant fie

coupler de façon efficace l’information provenant des deux échelles principales.

CoNTENu DE LA THÈSE

Le premier chapitre est consacré à la modélisation et à la théorie mathématique

décrivant le processus de la détonation. La théorie de Chapman-Jouguet décrit

l’état du gaz après le passage de la détonation, tandis que la théorie ZND détaille

l’onde séparaiit le gaz avant et après la combustion.



Le deuxième chapitre est consacré à la solution non-physique obtenue lors de la

simulation sous-résolue. Sou existence, sa nature non-phvsicjue et les conditions

pour lesquelles elle est observée sont décrites. Ce chapitre motive Fhvpothèse cille

la viscosité numérique est responsable de la bifurcation des schémas de volumes

finis vers la solution non-physique pour des maillages grossiers.

Le chapitre trois se veut une revue de littérature portant sur la simulation sous-

résolue des détonations. Cette étape permet de définir les contraintes et les ob

jectifs précis pour le développement de notre approche numérique.

Les chapitres quatre, cinq et six constituent le coeur de la thèse. Ils décrivent

en détails comment chacun des objectifs énoncés au troisième chapitre est at

teint. Tous les outils utilisés pour résoudre la détonation sont décrits et testés

séparément ici. Le chapitre quatre est consacré aux méthodes de volumes finis et

au traitement de la source. Le cinquième chapitre décrit le passage à la deuxième

dimension spatiale et le sixième traite de la compression artificielle.

Au chapitre sept, nous testons notre première approche avec compression ar

tificielle et détecteur de discontinuité pour divers problèmes faisant intervenir des

détonations.

L’hypothèse de la viscosité numérique est étudiée à fond au chapitre huit. En

explorant et en comprenant ses limites, on élabore une façon d’améliorer la per

forniance de notre approche la modification des moyennes.

Les deux derniers chapitres sont consacrés à la nature instable des détonations. Le

chapitre neuf traite des conditions nécessaires pour l’obtention de la dynamique

adéquate lors des simulations. Ce chapitre met en place les outils nécessaires pour

la réussite de l’expérience multiéchelle du dernier chapitre.
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Au dernier chapitre. Ofl motive clans un premier temps lélaboration de lapproc’he

niultiéchelle. Le reste du chapitre est consacré à la description et à la validation
de la méthode.



Chapitre 1

MOD1LISATION

Le phénomène de la détonation est la propagation à vitesse supersonique de réac

tions chimiques exothermiques clans une substance explosive [91• La détonation

n’est obtenue que si le gaz explosif est soumis à un choc causant un différentiel

de pression supérieur à un seuil critique. Les réactions chimiques présentes clans

le processus de détonation se décomposent en 30 à 1000 réactions élémentaires

impliqtiant de 10 à 100 espèces chimiques [Z]. Les équations modélisant la totalité

de ces réactions sont bien sûr très complexes. Pour réduire la complexité, nous

considérerons un gaz possédant cieux états possibles. l’état brûlé et non-brûlé. où

une seule réaction exothermique et irréversible peut subvenir. Cette simplification

est physiquement acceptable à la condition d’accepter que les effets de diffusion

moléculaire, de la conduction thermique et de la viscosité soient négligés.

1.1. EQUATIONS D’EULER RÉACTIVES

Le système d’équations cl’Euler réactives est la façon la plus commune de moclé

liser le processus de la détonation à grande échelle.

L’état ther;nodvnaniique final du gaz réactant. connecté à un état initial non-brûlé

donné, est caractérisé par la théorie de Chapmnan-Jouguet (voir, entre autres, les

livres de Fickett et Davis [33] et de Gocflewski et Raviart [37j), tandis que la

théorie de Zel’cÏovich. von Neumann et Dôring (ZND) (voir Courant et Frieclrichs

[221 et I31) décrit la structure de l’oncle séparant ces cIeux états.
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Les écluations cl’Euler réactives, comme Findique le nom. sont constituées des

équations d’Euler de la clynaniique des gaz compressibles. additionnées d’une

équations modélisant mie réaction chimique exothermique irréversible

+
0 (1.1.1)dt ar

+
d(pu2 +p)

—at a —

O((E+p)u)
dv

3(pZ) d(pZu) -

+ = —pZK(p,p)
dt

Nous utiliserons la notation abrégée d’un système de lois de conservation avec un

terme de source

U + F(U)7. G(U), (1.1.2)

P Pu o
PU2 + p Ooù U = , F(U) = et G(U) =

E (E+p)u O

pZ pZn —pZK(p,p)

La variable Z représente la Jractwn de ta masse ctu gaz non-brûlé

masse du uaz non-brûlé
0<Z= <1.

— masse totale de gaz —

Les autres quantités physiques sont la vitesse u, la pression p, la densité p. L’éner

gie totale par unité de volume est définie par
‘3

t u_
E pe pi — ± E

où e est l’énergie totale par unité de masse et E, l’énergie interne spécifique, i.e.

par unité de masse. Ces variables ont été adimensionnalisées. voir [1 pour les

clét ails.

La température du gaz est donnée par T p/(pR), où la pression est définie par

l’équation d’état suivante

(D p = (‘ — 1)(E — pu2
— qopZ). (1.1.3)
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et R. la constante universelle des gaz parfaits. est norrnaliséee à 1. Les variables q

et -y sont la quantité de chaleur dégagée par la réaction chimique et la constante

polytropiciue d’un gaz parfait.

Le taux de réaction

K(p. p) = K(T): gaz non-Irùlé gaz brfdé

dépend de la température selon une toi (tArihenlus (dans les cas les plus simples
[60]

K(T) K0 e.p( (1.1.4)

où K0 est une constante propre au taux de réaction, utilisée comme un facteur
de mise à l’échelle et E est l’énergie d’activation

Le taux de réaction augmente exponentiellement pour une température T suffi
samment élevée, mais est négligeable en basse température.

Le comportement de la chimie d’Arrhenius peut être approximé par le modèle

discontinu de la température d ‘ignitio’n

f 1/r, T>;
K(T) /

(1.1.5)
I o T<T9.

où Tjgr, est la température d ‘ignition (ou de combustion) et 1fr est aussi une
constante d’équilibre (ou de mise à l’échelle). Nous utiliserons aussi une tempé
rature cl’ignition pour la chimie d’Arrhenius, clans le but d’éviter les problèmes

de coïd boundary [51 (ignition prématurée causée par du bruit numérique).

Une fois la réaction chimique déclenchée, la proportion de gaz non-brûlé diminue
proportionnellement à e_/T, En effet. la dernière équation de (1.1.1) est équiva
lente à

az az -

+ = —ZI(T).

On peut donc voir T conime étant l’échelle de temps de la réaction chimique. Pour

une combustion typique. T est très petit (jusqu’à l’ordre de 1O6). beaucoup plus
petit que l’échelle de temps associée à l’écoulement du uaz,

J Ô
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Dans le cas d’une réaction cl’Arrhenius, la constante K0 est habituellement appel

lée nombre de Domkhôte [60J. et les deux constantes. K0 et 1fr. jouent le méme

rôle. clans leurs équations respectives, relativement à la raideur de la réaction.

1.2. THÉoRIE DE CHAPMAN-.J0LGuET

La théorie de Chapman-Jouguet. développée par Chapman en 1899 et approfon

die par Joiguet en 1917 (consulter l’article de Chéret [181, pour plus de détails

historiques) suppose que la réaction chimique est complétée instantanément, que

l’échelle tic temps associée à cette réaction est mille, d’où l’appellation tic réac

tion à taux infini. Ce modèle propose un gaz réactant constitué de cieux états, en

équilibre thermodynamique, le gaz brûlé et le non-brûlé. La théorie de Chapman

Jouguet postule cie ces cieux états sont séparés par un front tic réaction infiniment

petit, c’est-à-dire par une discontinuité.

Introduisons la notation suivante l’état (O) réfère au gaz non-brûlé et (1) à celui

brûlé.

En plus des ondes de choc, raréfaction et discontinuités tic contact, nous devons

introduire la discontinuité séparant l’état (O) de l’état (1). En supposant que cette

chscontinuité se propage à la vitesse s, les conditions de Rankine et Hugoriiot (
s[U] [F(U)] ) sont:

s[p] = [pu]

s[pu] = [pu2+p] (1.2.1)

s[EÏ = [(E+p)u]

On reconnait les relations de saut de la clynarnicue des gaz chimictuement inertes.

En effet, la théorie de Chapman-Jouguet considérant la détonation comme une

onde de choc et combustion’ [181, les mêmes relations classiques de conserva

tion y sont observées. La différence entre le choc classique et celui de combustion,

réside en la libération d’énergie lors de ce dernier.

En dénotant la vitesse du gaz relative au front par d = u — s (i = 0. 1), on

peut dériver les relations suivantes à partir de (1.2.1)
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De la première équation. on obtient aisément

s[p] = [pu,]

pod0 = Pi’i (1.2.2)

De la seconde, en utilisant la conclusion précédente. on a

s[pttj = [pu2+p]

po±p0d p1+p1d. (1.2.3)

En utilisant la même méthodologie qu’au cas précédent, on trouve la troisième

relation

.s{E] [(E+p)u]

do(poao+po+po) = di(pi6i+pi+pi). (1.2.4)

En posant M l’expression (1.2.3) devient

po + McI0 = Pi + Md1

et ainsi,

M = (Pi P0) (Pi P0)
d1—tt0 Ui—U0

Sachant que d = iIt’ où e est le volume spécifique (i = p’), rions obtenons la

relation d’équilibre suivante

= Pi —Po
(1.2.5)

— vo

Celleci nous indique que la pression et le volume spécifique varient clans des cli—

rections opposées, ou encore que la pression et la densité évoluent dans le même

sens (la réaction étant exothermique et irréversible, le gaz ne peut passer de

l’état (1) à (O)). Les processus où la pression et la densité augmentent au cours
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de la réaction. sont appelés tÏtoncitions et ceux pour lesquels ces memes cjuanti

tés diminuent, sont appelées combustions lentes ou cÏeflagration.s La détonation

constitue le type d’explosion le plus puissant. car elle génère des pressions élevées.

Nous voulons exprimer tous les états brûlés pouvant être reliés à liii état non-

brûlé quelconque (O). Pour ce faire, nous allons définir l’analogue de la courbe de

Hugoniot du cas non-réactif.

Substituons les d et les pj clans (1.24) à l’aide des expressions contenant M

7 M2v0 N / M2v1 NPoEo+
2

+?o)Mvo= \PlEl+
2

+Pi)Mi

La relation (1.2.5), nous permet d’obtenir

2 9e0(p1 —po) v(p1 —p0)E0 — ±J)o1o = i — +pi1.’i2(vi — u0) 2(vi — uo)

d’où découle l’équation

— o + (Pi +p0)(v1 — 10) = O,

ciue nous appelerons la courbe Cl.

En posant E(v,p) = r(v,p) dans Cl, on définit la couTbe de C7’ussard C (ou

Hugoniot pour les gaz réactifs ou encore adiahatique de détonation), avec centre

(i’a,po), reliant un état non-brûlé donné (O) à l’ensemble des états brûlés possibles

(p. u) (mais pas nécessairement admissibles)

— o + (p+po)(L’ — u0) = 0. (1.2.6)

Remarciuons qu’il y a perte (le chaleur qo lors de la réaction chimiciue. ce cmi
explique que le pôle A0 = (to,po) n’appartient pas à C. En effet, d’après (1.1.3),

on a la relation

E/p — u2/2 — qoZ,

ce cmi implique cjue

(vo.po)
— o = q. (1.2.7)
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La théorie classique de la thermodynamique nous permet daffirmer que pour une

entropie constante. on a < O et > O. On peut conclure que ladhahatique

de détonation se traduit dans lespace (p. r), par une courbe concave. de pente

négative. De plus. en considérant la relation (1.2.7) et le fait que > O pour une

densité fixée. on peut conclure que le pôle est situé sous la courbe de CrussarcÏ

Il est possible cl exprimer C explicitement en termes de la pression et du vo

lume spécifique. On sait que la courbe de Hugoniot représente tous les états (y. p)

pouvant être reliés à l’état (vo,po) par un choc non réactif, pas nécessairement

admissible.

(1.2.8)

où N(v, p) O le long de la courbe d’Hugoniot (voir, entre autres, les livres de

Gocllewski et Raviart f1 et de Smoller [51) La différence entre cette courbe et

son analogue réactif (mis à part le sens physicue), est le fait cyue ?-L(m’o.po) = O,

i.e. A0 appartient à la courbe et constitue son centre.

De plus, pour un gaz parfait polytropique inerte chimiquement, on a

pv
C—

-v — 1

ce qui permet aisément de trouver

N = (p(v 2v0) — po(vo — [12e)), (1.2.9)

avec = Ef. Nous pouvons donc conclure ciue pour un gaz parfait polytropique.

la courbe de Crussard est une hyperbole rectangulaire

O = E(v,p)
— a0 + (p + p0)(v — ro),

qui s’exprime aussi en fonction de p

—
+ 2i2qo

(1.2.10)
V — /LV0

En considérant de nouveau la relation cléquilibre (1.2.5). on remarque que celle—

ci apporte une information supplémentaire quant aux états finaux possibles. La
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droit e

p(t) I2(i
— t°) +Po. (1.2.11)

reliant le pôle A0 aux points (r. i) est appellée droite de RayÏcigh.L intersection

tic cette dernière avec la courbe de Crussarci nous fournit Fensemble des états

(r. p) admissibles mathématiquement (pas nécessairement physiquement) pour

un état initial donné.

Notons que la pente de la droite tic Rayleigli est toujours négative. C’est pour

cette raison qu’une section tic la courbe tic Crussarci doit être ignorée. La portion

tic C comprise entre A et B. sur la figure (1.1), correspond à la zone d’intersection

avec une droite tic pente positive passant par A0. Cette section doit être omise.

car son existence contretiit la relation (1.2.11).

p0

V

p

vo

o FIG. 1.1. Courbe de Crussard C
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La courbe (le Crussarci. étant prie d’une section. est donc séparée en cieux

branches. La branche supérieure. correspondant à une réaction caractérisée par un

front cioncie compressif (p > pg). est appelée branche de tiéto nation. La branche

inférieure, correspondant une réaction ci expansion (p < Po). est appelé branche

de defiagration.

Les points CJ1 et CL, où la droite de Ravleigh est tangente à C. sont appe

lés points de C’haprnan-Jougnet. Ces cieux points divisent la courbe de Crussarci

en quatre sous-branches. La détonation de Chapman-Jougact (située au point

CJ1) sépare la branche de détonation forte (partie supérieure) de la branche de

détonation faible (partie inférieure). La ctéflagration de Chaprnan-Jougnet (au

point CJ2), quant à elle, divise la branche de la déflagration en une partie su

périeure et inférieure, respectivement appelées branche de déflagration faible et

forte (consulter la figure 1.2). Pour la suite, nous nous concentrerons uniquement

sur la détonation.

Il peut être démontré que pour une vitesse de propagation s, il existe 0 ou 2

états brûlés (pouvant être confondus, par exemple, dans le cas d’une détonation

C.-J.) pouvant être reliés à l’état non-brûlé (0), par une onde de combustion se

propageant à une vitesse s. De plus, ces cieux états appartiennent à la même

courbe de Hugoniot pour le gaz brûlé (voir ([31) pour la démonstration). Au

point CJ (nous abandonnons les indices, puisqu’il est maintenant unicjuement

question de la détonation), la droite de Rayleigh étant tangente à la courbe de

Crussarci. il est possible d’en déterminer la pente (pour le cas d’un gaz parfait

polytropique) en dérivant (1.2.10)

= + — 1) (1 ± +
qo(72—1) ) (1.2.12)

Une fois la pente Mcj connue. tout l’état brûlé (p. u. n, s)c.j peut être déterminé.

Remarquons ciue si M2 < M.j. il nv n pas de détonation. car la droite n’in

tersecte pas C et que si iI2 > nous observons soit une détonation forte ou
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(cJ2 +p) 1
“s

= ± 1)M2
—

(i’M- + p,,) 1
‘11

= ( + 1)M2
+ B.

Forte

p

p0

Détonation
C]1

Faible
C]2

V

FIG. 1.2. Courbe de Crussarci C et droites de Rayleigh 7?

une faible (voir la figure 1.3).

Maintenant7 pour une détonation non Chapman-Jouguet, nous savons seulement

que la courbe et la droite se coupent dans la zone (p > P0) fl (e < u0). En égalisant

les relations (1.2.10) et (1.2.1Ï) tout en isolant y. on obtient

(v j2 -a-) ) 1
V

=

J 1)M2 + (1.2.13)

avec B =
— ypu)2 + 2M2qo(1 — 2)/(7 + 1). La détonation forte étant

plus compressive que la faible. on a ciue e5 < y11’ (où les indices S correspondent

à la branche de détonation forte et V à celle de la détonation faible), et ainsi

Q
Une fois le volume spécifique connu, les autres variables physiques (p, u. u, s)

peuvent en être déduites.
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p

V

Les relations M = d0v0 et M > Mj, nous indiquent que la vitesse de propa

gation minimale du front de détonation est atteinte lors d’une détonation CJ. Il

est toutefois toujours possible de déduire la vitesse d’une oncle Chapman-Jouguet

(respectivement d’une oncle de détonation forte) à partir de la vitesse de propa

gration de la détonation forte (respectivement Chapman-Jouguet). La quantité f
nommée degré de poussée

f = (s/sCJ)2 L (1.2.11)

flous permet de déduire ces quantités. En pratique. cette quantité n’est pas

connue, mais elle est souvent utilisée comme paramètre de bifurcation clans la

théorie des détonations instables. De plus, connaissant f et les caractéristiques

de l’état initial, on peut définir rIe façon unique l’état brùlé.

La détonation faible (et la déflagration forte) est un phénomène non admissible

pour ce modèle (consulter [221. (z1) Ceci n’exclut cependant pas l’existence

FIG. 1.3. Variation de la pente de la droite de Rayleigh. Les indices

\iV réfèrent à la détonation faible et S à la forte.
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d’une telle oncle (voir [33]). toutefois son étude nécessite un modèle plus sophis

tiqué. Cest pour cette raison qu’à partir de maintenant, lorsque nous parlerons
de la détonation, nous sous—entendrons détonation forte ou Chapman—Jouguet.

1.3. THÉoRIE ZND

Maintenant que l’état brûlé, connecté par une oncle de détonation à un état

non-brûlé cjuelconque. est bien caractérisé, nous nous pencherons sur la struc

ture de l’onde. Pour ce faire, nous devons relaxer une hypothèse de la théorie de

Chaprnan-Jouguet, à savoir celle stipulant que la réaction est instantanée.

Au début des années 1940, Zeldovich [871, von Neumann [851 et Dôring [271, ont

proposé indépendamment un modèle pour le processus de détonation incluant un

taux de réaction fini. Ce modèle propose donc une solution constituée d’une oncle

de combustion se déplaçant à vitesse constante s, séparant deux états en équilibre

thermodynamique. Le taux de réaction est nul devant le front de l’oncle et fini

derrière.

Pour mettre l’emphase sur l’équation non-homogène des équations cl’Euler réac

tives, nous allons réécrire le système sous la forme

868f(6.Z)
— 0 (131)

at +
= -pZK(T)

p pu

avec 6= pu etf(,Z)= pu2+p

E (E+p)u

1.3.1. Détonation : Déflagration Initiée par un Choc

Une des idées de base de la théorie ZND est que la détonation peut étre vue
comme étant une oncle de déflagration, déclenchée par un choc compressible, se
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propageant dans le gaz non-brûlé. Le choc compresse le gaz non-brtlé. augmen
tant ainsi sa température de façon à ignitier la réaction ehimique.

Le choc relie létat non-brûlé initial A = (nj. p) à l’état intermédiaire A. =
(u., p.) (tous deux non-brûlés) et la déflagration connecte A. à l’état A1 =
(pi. u11p1) (brûlé).

Supposons que les deux ondes se déplacent à la même vitesse et que la même
quantité de matière traverse les deux discontinuités:

M = dopo = 4g,. =

et

V0—V. V.—?)1

De plus, la détonation est régie par:

et

_M2=POP1.
—

D en découle que les points 11e, A. et A1 appartiennent à la même droite de
Rayleigh. Le processus reliant A0 à A1 est donc équivalent à la combinaison
illustrée à la figure (1.4). Une détonation forte est équivalente à un choc non-
réactif suivi dune déflagration faible (car son centre N est situé au dessus de
Ai), tandis qu’une détonation faible peut être vue comme étant une combinaison
d’un choc suivi d’une déflagration forte (.47 est situé sous A9. Cette dernière
remarque est en accord avec le fait que les détonations faibles et les déflagrationsQ fortes sont toutes deux non wimisdbles.
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p

1.3.2. Solution de Type Ondulatoire

Nous voulons trouver une solution au système (1.3.1) de la forme

(Z)(t) = (Z)()
(1.3.2)

c’est-à-dire une onde itinérante (travctÏiriq wave), où s est la vitesse constante de

l’oncle connectant les états (O) et (1).

Les équations (1.3.2) doivent satisfaire

i) (‘ Z)() (o 1) pour > O, devant le choc

i) (, Z)(O) (. 1) pour = O, au choc

iii) 11m (. Z)() (, O) pour la réaction totale ( —* —oc loin derrière le choc)

où est l’état initial, est l’état final en équilibre et est l’état correspoildant

au choc, que nous supposons chimiquement inerte (voir la section précédente), i.e.

Q Z = 1 à travers le choc.

FIG. 1.4. Choc Suivi d’une Déflagration



23

Le problème consiste à caractériser létat après le choc (o. Z)() poui < 0.

Nous supposerons que la solution y soit lisse pour < O.

La première partie de la solution consiste à résoudre les premières équations de

(1.3.1):

do df(o.Z)
- =0

dt di

do fÏf(Ô.Z)
—s— + = 0. (1.3.3)cI

En intégrant (1.3.3), on obtient le système suivant

ft), Z())
-

f(ç. 1) = s()
-

Suivant la même méthodologie que pour la théorie de Chaprnan-Jouguet, nous

trouvons

M = no(uo — s) = p()Qu() — s) (1.3.1)

ainsi que les relations suivantes

M
u()

— 110 _P() — Po
(1.3.5)

v()
— V v() —

—M2 — () — Po

Ces dernières nous amènent à la famille de courbes de Crussard

a((), p(), Z()) — E(V, po, 0) + (p() + po)(v() — V) =0. (1.3.6)

Comme pour la théorie de Chapman-Jouguet, on peut exprimer y et p en fonction

de Z en résolvant les équations (1.3.5) et (1.3.6).

On remarque que lorsque 0. on retrouve l’équation de la courbe de Hu

goniot pour le gaz non-brûlé et que lorsque —* —DO, on retombe sur la courbe

de Crussarci pour le gaz entièrement brûlé (Z = 0). Entre les états non—brûlé et
brûlé, il y a une infinité de courbes définies par la relation (1.3.6) (voir la figure

1.5)

La seconde partie de la solution, consiste à développer la deuxième édluation de
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(1.3.1).

Sous l’hypothèse de continuité, 110U5 avons pour < O

:z 10,1f

3(pZ)

at
d(pZ)

—3
ci

8(pZu)
= —ZpK(T)+

d(pZu)
= —ZpK(T).

+

(1.3.7)

Nous pouvons réécrire (1.3.7) telle que

d(pu)]
+[P(n_s)] =-ZpK

Le premier crochet est nul d’après la première des écluations correspondant à

(1.3.3), ce qui nous permet de finalement obtenir

= Z()). (1.3.8)

Nous avons maintenant les outils nécessaires pour déterminer le triplet (v().p(), Z())

Détonation forte

-Détonation Chapman—Jouguet

z=0

A0
z= 1

FIG. 1.5. Courbes de Hugoniot associées à diverses valeurs de Z

pour < O, avec Z(O) = O.
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Comme nous l’avons fait remarquer plus tôt. 011 peut. redéfinir t’ et p en consi—

clérant Z comme un paramètre (gritce à (1.3.5) et (1.3.6)). Eu substituant ces
expressions dans (1.3.8). on obtient une équation différentielle ordinaire entière—
nient défini

(ÏZ()

Mc(Z)
K(T’(Z),p(Z). Z)() (1.3.9)

Z(O) O.

Cette équation aux dérivées ordinaires peut être résolue numériquement en fonc

tion de , puis rapportée en coordonnées (x, t).

La largeur de la zone de transition entre l’état brûlé et non-brûlé ( —oc et

> O) dépend du taux de réaction. ou mathématiquement. du terme de source.

On qualifie de raide (ou stzff) , une détonation dont la largetir de la zone de ré

action est très inférieure à l’échelle spatiale associée au mouvement du fluide. De

plus, les échelles spatiales et temporelles étant du même ordre de grandeur (reliées

par les contraintes des domaines de dépendance et d’influence des solutions), on

peut aussi caractériser la raideur d’une détonation d’un point de vue temporel.

L’échelle de temps nécessaire pour bien capter l’évolution de la réaction chuinique

d’une détonation raide est beaucoup plus courte que celle nécessaire pour suivre

l’écoulement du gaz.

D’un point de vue numérique, pour être capable de bien séparer les échelles impli

quées clans une détonation raide, nous avons besoin d’une longueur étalon. Pour

ce faire, nous allons utiliser la largeur de la zone d’une demi-réaction . ou en

d’autres termes, la largeur de la zone où la première moitié du gaz est brûlé

=

— f’ dZ. (1.3.10)
1’2 A(Z)

Cette expression est obtenue en intégrant le système (1.3.9).
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Pour terminer’ cette section. nous présentons un exemple qualitatif imidimen

sionnel de détonation. clans le but d’illustrer la précédente théorie.

Considérons un tube à choc de longueur infinie (de manière que les extrémi

tés n’influencent pas l’écoulement). Ce tube est rempli «un gaz binaire : du côté

gauche de la membrane se trouve le gaz brûlé et à droite, le gaz non brûlé, Le

gaz brûlé est aussi caractérisé par une pression. une densité et une température

supérieures à celles du gaz non brûlé. Initialement, on brise la membrane. Les clif

férentiels des quantités phvsicues sont suffisamment élevés pour déclencher une

oncle de choc se déplaçant clans le gaz non brûlé, Le choc réchauffe le gaz non

brûlé derrière lui de sorte qu’une réaction chimicjue est déclenchée. La pression

atteint sa valeur maximale derrière le choc, Cette valeur maximale est appelée

pression de von ATeumann et la température associée s’appelle température de von

Neumonn. Le choc étant compressif. l’ignition du gaz se traduit par une baisse

de pression et de densité (voir la figure (1.6)).

À la figure (1.7), on retrouve les profils ZND d’une détonation Chapman-Jouguet

(f 1) pour les conditions initiales

(p. u,p. Z)0 = (1,0,1,1):

et les paramètres 7 1.4, q0 25, E+ = 25. Le nombre de DanikhôÏer est fixé à

161, ce ctiii donne une largeur de demie réaction L112 0.10011. La pression de

von Neumann atteint la valeur de 42.1345 et l’onde de combustion se propage à

la vitesse s = 7.1247.
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Fic. 1.6. La détonation est équivalente un choc non-réactif suivi

Pression
rao)

1/2 :

Pression de von Neumann

Choc

Tube à choc

I Zonede
Gaz brûlé Gaz non—brûléréaction

Fraction de la masse du gaz non—brûlé

Z= 1/2

z=o

Z 1

cFune déflagration.
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Densité p Vitesse u
50 Pression p

40

30

20

10

o—

Proportion de gaz non—brulé z

10

0.68 J6 0.4

0.2

2
0

C

fIG. 1.7. Profils ZND typiques

Température T



Chapitre 2

ÉTUDE DES SOLUTIONS NON-PHYSIQUES

La méthode illustrée clans le précédent chapitre permet de déterminer l’état brûlé

pouvant être relié à l’état non-brûlé et la structure de l’onde reliant ces cieux états.

CepencÏant. il peut devenir très coûteux d’utiliser cette méthode et clans certains

cas, comme par exemple en plus d’une dimension spatiale ou pour des géomé

tries complexes, voir impossible. Il est donc essentiel de développer des méthodes

numériques basées sur d’autres méthodes que celle de la résolution de l’éciuation
aux dérivées ordinaires (1.3.9).

Il est bien connu que les méthodes de volumes finis se comportent très bien lors

de la résolution de problèmes menant à des solutions discontinues. C’est principa

lement pour cette raison que ces méthodes constituent la façon la plus répandue

de simuler des détonations. Nous reviendrons sur les méthodes de volumes finis

au chapitre 1. Pour l’instant, il suffit de retenir que toutes les méthodes de VO

lumes finis traitant le terme de source avec séparation des opérateurs (sptitting)

ou non. produisent des solutions non-physiques lorsque qu’on tente de simuler ries

détonation raides avec un maillage trop grossier. Ce phénoniène fut observé en

premier par Colella. Majda et Roytburd [21j.

Par solution non—physique, on entend une solution mathématiciuement vraie en

freignant certains principes de la physique.
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Avant de se consacrer au développement de schémas sous—résolus pou;’ les clé

tonations raides. il s’avère fort utile d’étudier les solutions non—physiques. Ce

chapitre est donc consacré à l’étude des propriétés de ce type de solution non

plsicue Dans un premier lieu, nous introduirons le contexte clans lequel elles

apparaissent et ensuite. nous utiliserons un modèle simplifié pour comprendre leur

nature non—physicjue. L’étude de ce modèle nous permettra de faire le lien avec

le comportement des schémas cliffusifs et nous conduira sur la piste de solutioii

étudiée clans cette thèse.

2.1. PRoBLÉMATIQuE DES SOLUTIONS NON-PHYSIQUES

Pour approximer efficacement une détonation, on devrait utiliser une discrétisa

tion de l’espace assez fine pour avoir cjuelques points clans la zone de réaction, de

même qu’un pas de temps assez petit pour “voir” la réaction chimique. Pour une

combustion tvpiclue, l’échelle de temps de la. réaction est très petite (de l’ordre

de 10_6 seconde), beaucoup plus petite que l’échelle requise pour simuler la cly

namicjue des gaz. En bref, pour pouvoir qualifier une simulation de résolue, la

cliscrétisation spatiale doit être de taille inférieure à L1/9 et le pas de temps plus

petit que T, pour une chimie discontinue. Sachant ciue la quantité Li/2 dépend

du nombre de Damkhôler. ou du paramètre T dans le cas discontinu, et que les

discrétisations spatiales et temporelles sont reliées par la condition CFL (voir

chapitre 4). il est suffisant de considérer Li/2 comme unique étalon. Ainsi, un

schéma est sous-résolu si sa discrétisation (:r+i — ,r, = Ax) est telle que Ax e S,

S={yERjg>L112}.

Dans le cas d’une simulation sous-résolue, la zone de réaction n’étant pas dis

crétisée (\.r > Lip). nous devons sacrifier l’idée d’obtenir la structure détaillée

de l’oncle (comme celle illustrée à la figure 1.7. par exemple). Pour un régime de

combustion raide, un schéma sous-résolu fournira, clans le meilleur des cas, le bon

profil de la discontinuité se déplaçant à une vitesse correcte.

Certaines approximations fournies par des schémas conservatifs peuvent sembler



31

raisonnables à première vue, mais être totalement dépourvues de sens plvsiciue.

La solution observée peut, dans les cas raides où la résolution est trop grossière,

évoluer à une vitesse supérieure à la vitesse théorique. Ceci est évidemment, voir

figure 2.1, un comportement induit par un mauvais traitement numérique. Effec

tivement. un raffinement du maillage est suffisant pour faire converger le schéma

vers la solution physique.

La solution non-physique observée est constituée d’une oncle de combustion sui

vie d’un choc dans le gaz brûlé. L’onde de combustion est en fait une détonation

faible qui, on se le rappelle, est inadmissible physiquement pour ce modèle. D’un

Pression

O Simulation
— Solution Exacte

o

X

z

X

FIG. 2. 1. Solution non-phvsicue typicÏue obtenue avec une méthode

sous-résolue non adaptée.

point de vue strictement nuniérique, la co;ivergence des schémas de volumes finis,

vers la solution faible non-physique, est causée en premier lieu par leur caractère

diffusif.
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Analysons la situation en une chniension spatiale. Lors de la siniulation sous—

résolue clune détonation raide. comme expliquée préceclemment. les résultats ob

servés devraient, dans les meilleurs des cas. montrer le bon profiÏ se déplaçant à

la vitesse exacte. En d’autres mots, la solution numérique devrait être constituée

«une discontinuité séparant létat brûlé du non-brûlé. se propageant à la vitesse

dictée par la théorie Chapman-Jouguet. i.e. la vitesse physique. Plus mi schéma

est diffusif, plus la largeur de transition du choc, nombre de points contenus claiis

l’espace séparant l’état de gauche de l’état de droite, est grande. Les schémas

utilisés étant cliffusifs, la largeur de transition associée à la détonation est non

nulle. Pour comprendre les implications, considérons le profil de la pressioll. La

diffusion crée l’aplanissement de la discontinuité qui se traduit par une augmen

tation de la pressimi inappropriée à la base de la discontinuité (voir la figure 2.2).

La température étant proportionnelle à la pression, il en résulte une hausse de

température au même endroit qui, si elle est assez élevée, déclenche du coup une

réaction chimique brûlant le gaz. Si la détollation est raide, le gaz allumé brûlera

entièrenient ou presciue en un seul pas de temps. La vitesse non-physique sera

ainsi proportionnelle à x/At. ce qui est bien sûr la conséquence d’un mauvais

traitement numérique.

2.2. ANALYSE DE LA SOLUTION NON-PHYSIQUE

L’objectif de cette section est de connaître les raisons du passage de la détona

tion forte à la faible lors de la résolution des équations «Euler réactives. Pour ce

faire. ou étudiera les circonstances théoriques du passage de la détonation forte

à la faible pour les équatious visqueuses de Navier-Stokes réactives et leur ver

sion simplifiée, élaborée par Majda [57]. Il a été montré que pour ces modèles.

dits visqueux, il existe des circoustances, traduites par des combinaisons de para

mètres, où on observe des détonations faibles. Dans ces circoustances, les ondes

de combustion faibles sont physiques.

En plus de résumer les caractéristiques de ces ondes, on tentera d’expliquer le

lien entre les raisons théoriques de la bifurcation des profils pour le modèle de
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Pression
==oooooooooo-o

Température
rum- - - -

z

Pression exacte

Température exacte

- : Z exacte

Conséquence de

G

Gaz brûlé prématurément

FIG. 2.2. Impact de la diffusion sur la capture (le la détonation raide.

Navier-Stokes réactif et les raisons qui rendent les simulatioiis des équations d’Eu

1er réactives si sensibles à la variation de la discrétisation.

Considérons d’abord les systèmes cl’éciuations de Navier-Stokes réactifs et d’Euler

réactifs. Les solutions de ces deux svstènies ont en commun le fait qu’elles sont

constituées d’ondes de combustion, se propageant dans un gaz réactif coniposé

de deux types de réactants. Ces deux systèmes modélisent le même phénomène

de combustion, à la différence que le deuxième se veut mie réplique à grande

échelle du premier, négligeant donc les effets de la viscosité, de la diffusion et des

échanges de chaleur.

Les équatioiis tic Navier-Stokes réactives modélisent une comhustioll à petite
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échelle. donc incluent les effets de transport

Pt + (pu).r = 0 (22.1)

(pu)t + (pu2 +p) pu

+ tuE + up),,
((u2))

+ c(/\T)

(pZ) + (puZ).r = —pK(T)Z + (DZ.r)x

où u, p. p. T, Z représentent respectivement la vitesse, la densité, la pression. la

température du gaz, la fraction de masse du gaz non-brûlé et où [t, c. À, D sont

les coefficients de viscosité, de chaleur spécifique, de conduction de la chaleur, de

diffusion entre les réactants. De plus, l’énergie spécifique totale E est telle que

E = p(e+qoZ+ ), avec e l’énergie spécifique interne et q > O la chaleur libérée

par la réaction chimique. La température T est directement proportionnelle à p/p

et K(T) est telle que

K(T) Koq5(T)

avec Ko le taux de réaction et (T) une fonction d’ignition ayant pour forme une

chimie cl’Arrhenius ou un delta de Dirac.

En posant t = À = D = 0, on obtient les équations d’Euler réactives

Pt + (plt)x = 0 (2.2.2)

(pu) + (pu2 +p)x = O

(E)t+(uE+up)1 = O

(pZ) + (puZ)1 = —pK(T)Z.

2.3. MODÈLE SIMPLIFIÉ POUR NAVIER-STOKES RÉACTIVES

Pour mettre en évidence les interactions entre les oncles de choc provenant de

l’advection du fluide et les processus de combustion (dynamique chimique), des

versions simplifiés de (2.2.1) (et donc de (2.2.2)) ont été développées. Considérons
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celle étudiée par Majcla [57]

U + (u)1 — qoZ, = 3u (2.31)

Z = —Ko(u)Z

où ii est une variable représentant un amalgame de la pression. la densité et la

température et 3 représente à elle seule la viscosité, la diffusion et les effets de

la conduction de la chaleur. Rappelons que nous nous intéressons au changement

de la nature de l’oncle de combustion reliant le gaz brûlé au gaz non-brûlé, c’est

à-dire le passage de la détonation forte à la détonation faible (physique clans ces

cas-ci). Le modèle simplifié (2.3.1) imite qualitativement le comportement des

équations (2.2.1) sur le plan, entre autres, des bifurcations des profils.

Remarque 2.3.1. On retro uve aussi dans ta Ïittératvre [21, 66] une autre version

du moctète siinptifié, où ta proportion de gaz non-brûlé est évoluée dans t ‘espace

‘ut + (L2
— qoZ) =

Z’r = —K(’u)Z.

Les cte’u:r versions sont q’uattat’cvem eut éq’uivatentes, pourvu que ta vitesse de pro

pagation soit positive.

On retrouve clans [5Ï une étude théorique des circonstances provoquant de telles

bifurcations : les voici résumées.

Nous cherchons une solution particulière de type oncles planes u’ = (u. Z)

tc’() =

(I — St)
> 0. (2.3.2)

Fixons l’état pré-choc à ‘wo = (uo. 1) et les conditions limites

1i111 w() = (ui. 0)

uni u’() = (uo. 1).
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En introduisant (2.3.2) clans le système (2.3.1) et en intégrant la première équa

tion. nous obtenons. en posant qZ et K = 3K. le système

u2
— us — + C (2.3.3)

Z’ = —Koo(u)Z.

En évaluant, à la limite ‘ oc. la première écluation. on fixe la constante cFin

tégration
1,

C = —u + L108 + qo.

Considérons à nouveau la première équation de (2.3.3)

—

u =——us—Z——u+uos+qo.

On remarque qu’évaluée à limite — —oc (en laissant tomber les indices 1)

O = — us — + suo + qo. (2.3.4)

elle peut posséder deux solutions u u < u*, cjui, par construction doivent être

supérieures à ri0. Cette dernière équation nous permet de déterminer la vitesse

de propagation de l’oncle

u2/2—ri/2+qo
(2.3.5)

Posons C(u) := n2/2 et 7(u) s(u
— 00) +

— qo. les courbes de Crussarci et

de Rayleigli pour le modèle simplifié.

De façon analogue à la théorie de Chapman-Jouguet, nous avons une détonation

forte si l’état thermodyiiamique du gaz brûlé se trouve à l’intersection de la droite

et de la courbe située au dessus du point de tangence. Si l’état final se trouve

sous le point de tangence, on a une détonation faible et le point de tangence re

présente la détonation Chapman-Jouguet. L’analogue de la théorie ZND a aussi

été développé pour ce modèle.

Ainsi. nous avons que l’état (Ufl, 1) peut être connecté par une oncle de coin

bastion, se propageant à la vitesse s. aux états (ut. O) ou (iI*. O). Si ces deux états

sont distincts, nous ne sommes clone pas en présence d’une détonation CJ. Alors

forcément, l’état (rit. O) est atteint avec une oncle de détonation faible. tandis que
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FIG. 2.3. Courbes de Crussard et Rayleigh pour le modèle simplifié

l’état (u, O) est relié à (no, 1) par une détonation forte. D’après les résultats de

Majda, on peut déterminer, selon la quantité de chaleur libérée q0, dans quelle

situation nous sommes. D’abord, définissons la quantité de chaleur libérée cr C1i

tique

soit nuii(q0) = q’ > O, Eq,. > q’ telle ciue

Kou Kou Konq’
9

<qc<q’+ +2
s-cv s

(2.3.6)

où est une constante positive, défimie de sorte que l’inégalité (2.3.6) soit tou

jours respectée.

Pour des valeurs fixes de K0 3K, n et uK, 011 a (voir [57] pour les argu

iïieiits)

o

A) Détonation forte

cr < qo (no. 1)_(n*, O)

Forte

Faible

0.5

q0/a + u0

Structure sous-jacente à A)
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siu—s>K0 _-_qr<q_+_—* siu—s<K0

N

/ si q <q0 si q <qo q N

profil non-monotone (pic) profil iiioiiotoiie

B) Détonation faible

cr (u0, 1)——-(u, O)

C) Postulat 121] : Détoiiatioii faible (par continuité de B))

cr > q0 (no, 1)——(u, O)

Par non—monotone, 011 entend un profil de u, pour mi temps donné, coniportant

mi ‘pic” de combustion, appelé pic de von Neumann dans le cas des équations

complètes (2.2.2). Le pic en question est la jonction du maximum de u. atteint

immédiatement derrière le choc, et de la zone de réaction. qui se traduit dans

notre cas en une diminution du maximum de n jusqu’à u* (voir la figure 2.4).

max(u)

—: Profil non—monotone
Gaz brûlé: u

— : Profil monotone

Gaz non—brûlé:

fIG. 2.4. Profils de u



39

FIG. 2.5. Profil de u pour une dlétonatioll faible cas B) et C)

Par contre, clais le cas d’une détonation faible, étant donné que u < un choc

doit amener u à l’état final u. Ce choc non-réactif se déplace à la vitesse s’ < s

= f(u)

(*)

où J(u) u2 est le flux. Le profil de la solution prend alors la forme d’un escalier

(voir la figure (2.5)).

Il a été montré [211 que le profil de détonation faible est dlyllamiquemellt stable

pour une petite perturbation des conditions initiales menant à une détonation

faible, l’onde retrouve rapidement sa iiature.

Jusqu’ici, on a gardé le taux de réaction K0 ,JK fixe en variant q0. Dans la

plupart des expérieiices qui suivront, c’est K0 (ou ses analogues) qui varie tandis

que la quantité de chaleur dégagée est fixée. Dans cc cas, on retrouve un scénario

similaire à celui décrit par A), B) et C).

O Ces deux variables, K0 et q0, peuvent être reliées par la relation (2.3.6) en consi

dérant q,. q(Ko) avec q constant pour K0 0 011 a q,. —÷ q’ et quand

X
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K0 — c on obtient q,. ‘ oc. Rappelons que K0 est un mélange d’effets de

transport et de taux de réactioll.

D’après (2.3.6), pour q’, s et u, donnés, q,. est borilé supérieurement et irifé

rieurement par les familles de courbes 11(K0) et fr(Ko) respectivement

11(K0) : q’ + +
2Kouq’

(2.3.7)

Iço•tt*
‘ïr(Ixo) (2.3.8)

On voit bien (figure 2.6) qu’en augmentant Ko, on diminue les possibilités d’avoir

FIG. 2.6. Représentation qualitative possible du domaine d’exis

tence de qc(Ko) pour q0 fixé t région entre 11 et r. Si K0 Zone 1

on a mie détonation forte et si K0 Zone 2, une détonation faible.

La courbe 11 est ici approximée par une droite, dans le but d’alléger

l’illustration.

qo > q et par conséquellt, 011 augiïiente les chamices d’observer nue détonation

faible. De la même façon, en dimimiuant K0, on observe plus probablement un

profil de détonatioll forte. Dairs le cas où q0 > q, et dans le contexte où, au lieu

Schéma du domaine d’existence de

-Zone4
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de garder K0 fixe et faire varier q. on fait maintenant varier Ko tout en gardant

qo fixé. il existe. de la même façon quau cas A) énoncé plus haut. des possibilités

de profils monotones et non-monotones.

Remarcjuons finalement que si l’équation limite (2.3.1) ne possède qu’une seule so

lution supérieure au seuil d’ignition u0. c’est forcément u = u. c’est-à—dire l’onde

de combustion est une détonation CJ. Pour s, q et UR donnés. il se peut donc

que l’unique possibilité de relier l’état brùlé au non-brfdé soit une détonation CJ

(aucune détonation faible possible).

Remarquons aussi qu’une condition nécessaire à l’apparition des détonation faibles

physiques est que la température cl’ignition ‘u91., soit inférieure à u.

2.4. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES RÉACTIVES

On observe qualitativement le même scénario qu’avec le modèle simplifié la struc

ture de l’oncle de combustion change selon qo (ou K0) suivant le même pattern

que dans le cas simplifié. Évidemment, les bornes sur qcT sont différentes, mais

la dépendance de la nature de la détonation par rapport à qo et K0, de même

que la dépendance implicite de cette quantité critique de chaleur libérée (donc de

la nature de l’oncle de combustion) par rapport aux variables thermodynamiques

et à la vitesse de l’onde sont toujours présentes. Pour obtenir des preuves et des

résultats quantitatifs, consulter 1211 et [35j.

Le même commentaire sur l’existence des détonations faibles physiques clans le

cas du modèle simplifié reste valable ici aussi. Une condition nécessaire pour leur

existence est que la température cl’ignition Ih,, soit inférieure à la température

atteinte après le passage d’une détonation faible.

2.5. EQUATIONS D’EULER RÉACTIVES

Q
Lors d’une simulation lulinérique des équations cl’Euler réactives, avec des concli

tions initiales provoquant une détonation forte. on observe un scénario semblable
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à celui décrit pour le modèle simplifié. Cette fois. contrairement aux cas visqueux

précédents. les bifurcations sont provoquées par le changement cFéchelle de dis

crét isat ion.

Soit L172 la largeur de la zone de demi-réaction, posons i 7L110 avec > O.

Pour < 1. le schéma est résolu la discrétisation spatiale (et clone temporelle,

compte tenu de la condition CfL) est du même ordre de grandeur que la plus

petite échelle contenue dans le modèle. Les expériences (consulter par exemple

[21J) montrent que pour un schéma de type volumes finis non-adapté spiit ou

non, les solutions sont très sensibles à la variation de y il existe une valeur

critique 7cc > 1 telle que la solution numérique bifurque de l’état physique à non-

physique. La valeur de 7cr est une propriété de la méthode. Nous devons préciser

ici que presqu’audune méthode à ce jour ne se montre insensible aux changement

d’échelles, à moins d’avoir subi des modifications à cet effet.

Pour K0, qo et Uo (Uo. Po Po. E0) fixés de sorte cjue la solution soit compo

sée d’une détonation forte, on résout numériquement en faisant varier 7

Pour ‘y < 1 (approche résolue), on observe bien le profil prédit par la théorie

ZND (même profil pour la pression et la densité, et pour la fraction de masse que

ceux illustrés à la figure 1.7 ).

Lorciue 1 < ‘y < 7cr’ mais très proche l’un de l’autre, on observe le profil mo

notone (comme, par exemple, celui illustré à la figure 2.2).

Finalement, pour - > -. on a le profil en escalier (discuté à la section 2.3).

Dans le dernier cas, la vitesse s > s de l’onde de combustion (encore une dé

tonation faible) est dépendante des dimensions du maillage. s oc A/t. Cette

vitesse est forcément non-physique et on peut conclure que ce comportement est

induit par mi mauvais traitement numérique.
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A’) Détonation forte

< cr (LR. 1)(LL. O)

L
B) Détonation faible

‘ ‘cr (L’R. 1) O)

C’) Détonation faible

> (Us, 1) (UL, O)

TÀB. 2.1. Type de solution obtenue lors cfune simulation mimé

rique typique avec cÏiscrétisation
.

De plus, les expériences laissent supposer qu’il existe un < tel que lorsque

< le profil contient Ïe pic de von Neumaim (non-monotone) et pour ‘y <

< -, on obtient le profil monotone associé lui aussi à la vitesse phvsiciue s.

Le tableau récapitulatif 2.2 compare les solutions numériques obtenues avec les
équations d’Euler réactives et celles obtenues avec les équations visqueuses de
Navier-Stokes réactives.

2.5.1. Solution non-physique

La solution non-physicue que nous observons lors d’une simulation sous-résolue
est constituée d’une oncle de combustion brûlant entièrement le gaz suivie d’un

choc. l’onde de combustion se propageant plus rapidement que le choc.

Appelons A0 l’état initial, Â* l’état intermédiaire brûlé et À’ l’état final. de plus

posons s la vitesse de l’oncle de combustion séparant Â0 de A et s’ la vitesse du
choc séparant l’état intennécliaire A* de l’état final À’ (s’

Comme d’habitude, appelons s la vitesse de l’oncle de combustion de la solution

phvsicue. Nous observons que s’ < s < s (démontré clans f2lj, pour le modèle
simplifié).
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ZO z-0

s,

I-

TAB. 2.2. Tableau récapitulatif des solutions analytiques et numé

riques pour les modèles visqueux et non-visqueux, respectivement.

Navier-Stokes Réactives fuler Réactives

(solution analytique) t solution ilumérique)

Solutions avec Solution physique Solut ion physique

détonation Obtenue avec un maillage résolu -y < ‘-y.

forte Profils : -Non monotone Profils -Non monotone ( < ‘)

-Monotone -Monotolle (7

Transition Variation de qo et ou K0 Variation de ‘y

Solutions avec Solution physique Solution non-physique

détonation Obtenue avec

faible un maillage sous-résolu ‘y > ‘y.

s
t vitesse de propagation s

t vitesse de prOpagatiOll

de la détonation faible de la détonation faible

s’ t vitesse de propagation s’ t vitesse de propagation

du choc non-réactif du choc non-réactif

i [f(u)] [f(u)1
3fl ul
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L’onde de combustion reliant A0 à A* est une détonation, car Po < p* (le cas

contraire aurait été une déflagration). Il s’agit maintenant de déterminer la na

ture de la détonation. Pour ce faire, il suffit déterminer si l’état final A* est sous,

sur ou dessus du point de tangence entre la courbe de Crussard et la droite de

Rayleigh associée à s. Dans ces circonstances, la détonation sera respectivement

faible, CJ ou forte.

Les effets nuisibles de la diffusion sur la solution peuvent être analysés sous l’angle

des courbes de Crussard et Hugoniot et d’après nos observations, nous postulons

que la structure de la solution nori-physicue se présente comme suit (voir la fi

gure 2.8). La première figure représente la courbe de Crussard (en rouge) des

états brûlés pouvant être associés à A0. La droite de R.ayleigh R (cri noir) est

associée à la vitesse physique s et son intersectioll avec la courbe de Crussard G

est l’état final A’ obtenu après le passage d’une détonation forte. Cette structure

représente la solution physique. Sur la niêine figure, la droite de Rayleigh R* (en

vert), est associée à la vitesse non-physique s > s. Elle coupe la courbe de Crus

sarcl avec centre A0 cri A*, l’état interméclaire de la solution non-physique. En
4* la réaction chimictue est terminée et tout le gaz est brûlé (voir le profil de Z

à la figure 2.7). La position de l’état brûlé A*, sur la courbe C, montre bien que

la détonation reliant A0 à cet état est bien une détonation faible. En effet, A* est

Q situé sous le point de tangence entre R* et C.

FIG. 2.7. Profil de pression non-physique en noir et physique en bleu.
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II)

R*

\ .R’

H’

•1

A0

FIG. 2.8. Structure de la solution faible 11011-physique : une déto

nation faible suivie d’un choc.

Nous avons observé préalablement qu’un choc non-réactif se propageant à la vi

tesse s’ traverse l’état A*. Ceci se traduit simplement, clans notre structure de

courbes, cri la droite de Rayleigh R’, associée à la vitesse s’, coupant la courbe de

Hugoniot H’ (toutes deux en bleu à la figure II de 2.8) avec centre A* au point

A”. Remarquons qu’à l’état A” notis avons p” > p’ et e” < e’ (où p est la pres

sion du gaz et e son volume spécifique). Cette observation est cohérente avec les

résultats observés. En effet, pour plusieurs expériences avec maillages grossiers,

l’état post-choc diffère légèrement de l’état final, loin derrière le choc. On peut

voir des exemples de l’existence de l’état intermédiaire A” dans [6] et [41], entre

autres. À notre conilaissance, la présence de cet état intermédiaire n’avait encore

jamais été documentée.

I)
À”

p
A A* A

A0
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Les courbes de la figure 2.8 proviennent chun exemple tiré de de la thèse de
Berkenhosch [1 page 1-11. La pression prédite en A” par le modèle des courbes
diffère de iVc de la pression observée par la simulation nunlériclue (voir la figure
2.9). Cette légère erreur est due au manque de précision lors de Févaluation de la
vitesse de propagation de la détonation faible.

14 A’ A”

12

s,

10

e

A
6

s
4

_____

2
A0

FIG. 2.9. La solution non-physique obtenue avec une méthode
sous-résolue se décompose en une détonation faible suivie d’un choc

non-réactif. Létat A’ est relié à A” par une raréfaction.

2.5.2. Solution physique Bonne vitesse de propagation

Soit S = {x e R .r > Ll/9}, il existe un domaine P S, variant selon la
méthode conservative utilisée, tel que lorsque le pas d’espace Ax e P. la solu
tion mimérique se propage à la vitesse physique. Notre objectif est de développer
une méthode où P S. mais d’abord concentrons nous sur le sens mathéma
tique d’une solution sous-résolue se propageant à la vitesse physique (c’est-à-dire
\xeP).

tant clommé que l’on considère une simulation sous-résolue. il est impossible
de capter les détails de la zone de réaction la solution observée se résume à
une discontinuité se propageant à la vitesse s (voir la figure (2.10) ). Le schéma
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L,, = . xi 50 t = 10

Pression

Temperature
Jii.. .. II.IW II..

X

FIG. 2.10. Profils de la pression et (le la température évoluant à la

vitesse physique, pour une simulation sous-résolue Ai G P

étallt conservatif, la solution observée est forcémellt une solution mathématique

faible il existe une onde connectant l’état non-brûlé A0 à l’état brûlé A’. On peut

faire ici le parallèle entre la solution détaillée obtenue avec un maillage résolu et

celle obtenue avec Ai e P et la solution mathématique décrite par la théorie

ZND et celle de Chapman-Jouguet. En effet, la solution monotone obtenue avec

Ai û P est celle décrite par le modèle de Chapman-Jouguet, i.e. le taux de

réaction est iiffini. Nous avons vu au chapitre 1 que cette solution est bien ma

thématique, malgré que la combustion est considérée comme instantanée. C’est

pour cette raison que nous accepterons la solution numérique monotone comme

une solution physique. car nous interprétons le manque «information causée par

la grossièreté du maillage. comme étant l’équivalent de Phypothèse que les deux

états sont reliés par une seule onde (le combustion (taux de réaction infini). De la

même façon. la solution numérique détaillée est Féquivale;it de la théorie ZND,

en ce sens qu’elle nous permet de utvoirt ce qui se passe au cours de la combustion.

On peut établir ici un lien entre la solution monotone et celle falsifiée par la
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viscosité numérique. Pour Ax e S n pC’ (où C indique le complément), la vitesse

de propagation de l’onde de combustion augmente artificiellement dû à la diffu

sion numérique. Ceci se traduit par une augmentation en valeur absolue de la

pente de la droite de Rayleigh partant de A0 (voir figure (2.11)). Cette structure

n’est pas une solution mathématiciue possible car la vitesse s est induite par le

schéma. Nous retrouvons toutefois la structure no physique détaillée à la section

précédente.

FIG. 2.11. Augmentatioll de la vitesse de l’onde de combustion de

S 8*.

2.6. LIEN ENTRE LES DÉTONATIONS FAIBLES PHYSIQUES ET NON-

PHYSIQUES

Il existe clairement un parallèle entre le comportement de la solution numérique

des équations d’Euler réactives et de celles de Navier-Stokes (2.2.1).

Il est bien connu que la capture des discontinuités n’est jamais parfaite la vis

cosité numérique introduite par la méthode étale le choc sur plus d’une cellule.

Cette viscosité nurnériclue mesure à ciuel point la méthode approximerait mieux la

A’

C

A0



version visclueuse du système, ou en cïautres mots. la viscosité numérique pour les
écluations non-visqueuses joue un rôle semblable à celui de la viscosité physique
pour les mèmes équations. mais visqueuses. A ce point, on ne peut sempêcher de

songer aux équations de Navier-Stokes, qui constituent la version visclueuse des
équations clEuler.

Sachant que la viscosité numérique est d’ordre O((A)’j. où n varie selon la
méthode, une augmentation d’échelle spatiale (se traduisant par une augmen
tation de -y. où .r = ‘yLlp) augmente la viscosité numérique. Augmenter la

viscosité numérique lors de la résolution des équations d’Euler réactives a, en
quelque sorte, des conséquences équivalentes à augmenter la viscosité physique
lors de la résolution numérique des équations de Navier-Stokes réactives.

Pour bien saisir le parallèle. il est sage de retourner au modèle simplifié (2.3.1)
de la section 2.3 de ce chapitre. Rappelons nous que le type d’onde de détonation
constituant la solution de ce système est sensible aux variations de K0 et de qo.
Ainsi, une augmentation suffisante de K0 provoque le passage de la détonation
forte à faible, avec la possibilité d’existence d’un profil monotone pour la déto
nation forte. Le taux de réaction est directement proportionnel à la constante
/3, un amalgame de la viscosité, la diffusion et de la conduction de la chaleur

Ko = /3K. Ainsi, une augmentation suffisante de la viscosité du système a comme
conséquence directe la bifurcation du profil de détonation.

Tel que discuté à la section 2.1. la version complète du système réduit (2.3.1)
réagit de façon qualitativement semblable, c’est-à-dire qu’on retrouve la même
dépendance de la nature de l’oncle de détonation par rapport au taux de réaction
et aussi la même dépendance implicite du taux de réaction par rapport à la vis
cosité. Tout ceci suppose que les simulations pour le système complet visqueux
sont faites à suffisamment fine échelle pour entièrement capter les effets de la vis
cosité et de la diffusion. Il est maintenant clair que la viscosité numérique imite
le comportement de la viscosité physique.
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2.6.1. Limite de la viscosité dissipante

En considérant encore une fois le modèle simplifié et le diagramme (2.6), on voit

cille lorsque la viscosité tend vers zéro (K0 O). le profil tend vers celui (le la clé

tonation forte non—monotone. Parallèlement, la limite de la viscosité évanescante

(vanishin.g viscos?ty) pour les équations de Navier-Stokes réactives est celle pré

dite par la théorie ZND. Ceci reste vrai pour une réaction très raide (à la limite

de la chimie raide). Dans le cas de la simulation sous-résolue d’un cas raide, la

solution des équations cÏ’Euler réactives (contenant une détonation faible) et la

limite de la viscosité diminuante pour Navier-Stokes réactives ne coiiicicÏent pas

Or, on sait que l’unique solution entropique d’un système hyperbolique de lois de

conservation est celle de la viscosité évanescente [37f. d’où la nature non-physicjrie

des solutions sous-résolues des équations cl ‘Euler réactives.



Chapitre 3

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE : LES

APPROCHES SOUS-RÉSOLUES

Nous avons vu au chapitre précédent que la viscosité numérique était l’un t:les

responsables de la bifurcation des schémas vers la solution non-physique. Nous

tenterons clone d’élaborer mie approche sous-résolue pour résoudre les détonations

raides en suivant cette ligne directrice. Nous passerons préalablement en revue les

principales approches développées précédemment clans le but d’éviter les solutions

falsifiées par le mauvais traitement numérique. Cette revue permettra, en autres

choses, de motiver l’approche choisie.

3.1. RAFFINEMENT DU MAILLAGE

Il est bien connu que. pour tin schéma avec séparation d’opérateurs (méthode

des pas fractionnaires), le raffinement du maillage est suffisant pour obtenir la

solution physique [211. Les observations pour les schémas sans séparation d’opé

rateurs mènent aux mêmes conclusioiis [1 ce cmi souligne la nature ntmlérique

de ce comportement.

Les méthodes de capture de discontinuités (front tracki’ng) avec affinage du maillage

(mesh refincment) au voisinage du front (nous référons au travail de A. Boiirlioux

[12, 13, 141) sont élaborées suivant cette idée.
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3.2. DÉDuCTIoNs DU MODÈLE VISQUEUX

sous avons vu au chapitre précédent que pour le modèle visqueux (simplifié et

complet). la solution contenant une détonation faible tend vers celle constituée

de la détonation forte. à mesure que ion diminue la viscosité.

C’est sur cet argument que Colella et al. [211, pour le modèle simplifié. et Pember

[63j. pour le système complet, fondent leurs méthodes ils s’assurent que la tem

pérature cÏ’ignition soit supérieure à la température atteinte après le passage de

la détonation faible. De cette façon, ils brisent la condition nécessaire d’existence

des détonations faibles physiques (voir la fin des sections 2.3 et 2.1 du chapitre

précédent), empêchant ainsi la formation de l’onde non-physique numérique.

De plus, il est très intuitif de croire qu’une augmentation suffisante de la tempé

rature d’ignition permet de rendre inoffensif l’aplanissement du choc causé par

la viscosité numérique. En effet, si la température cl’ignition est haute, il faudra

que la pression devant le choc soit élevée pour déclencher une réaction chimique.

ce qui est moins fréquent.

Berkenhosch et ses collègues [7, 81 ont relaxé certaines des conditions trouvées

par Pember, de façon à fixer un intervalle optimal pour la température cÏ’ignition

(pour le modèle simplifié et complet).

Pour ne pas se restreindre à une plage limitée de problèmes, nous voucfrions

néanmoins développer une approche permettant toutes les valeurs possibles de

température d’ignition.

3.3. TEcHNIQuEs DE LIMITATION

L’aplanissement du choc perturbe les variables thermodynamiques clans les cel

lules devant le front. Pour empêcher l’ignition prématurée du gaz contenu dans

ces cellules. Engquist et Sjogreen [30] proposent une méthode de projection de

O la température. L’idée est de remplacer la température des cellules à risque par
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celle de quelques cellules devant le front.

Bao et ‘lin [61. pour leur part, remplacent la température clignition par une suite

aléatoire uniformément distribuée. Cette stratégie est limitée au cas de la chimie

d’ignition seulement.

Oran et Bons [Goy proposent une autre projection de température. similaire à

celle de Engquist et Sjogreen. Ces mêmes auteurs suggèrent aussi c-le limiter la

quantité d’énergie libérée dans une cellule, à chaque pas de temps.

Dans le même ordre d’idée, Heizel et ses collègues [40, 411 utilisent la solution du

problème de Riemann pour les équations d’Euler (non-réactives) pour déterminer

dans quelles cellules le gaz peut brûler. En effet, sachant que le gaz peut brûler

seulement après le choc non-réactif, il suffit de le localiser à chaque pas de temps.

3.4. VIscosITÉ NUMÉRIQUE

Tel que mentionné plus haut, la diffusion ajoutée artificiellement au modèle par

les schémas numériques causent beaucoup de dommages lors de la capture d’une

détonation raide. La capture nette des chocs et des discontinuités de contact

constitue de phis un sujet de recherche ouvert. À la lumière de ces deux faits, il

est justifié de vouloir développer des méthodes numériques visant la diminution

de la viscosité numérique pour l’approximation des détonations raides.

Il a été observé par Colella et al. [211 que les méthodes de pas fractionnaires.

utilisant un schéma de Glimm pour la résoltition du système homogène, per—

forment très bien en régime sous-résolu. Les méthodes de Glimm. introduites par

Chorin (pour le contexte des ternies de source) [19], basées sur un résultat de

convergence de Glimni 1361. ont comme principale propriété de capter les discon

tinuités avec zéro point intermédiaire. Ces méthodes, utilisant la solution exacte

du problème de Riemann à une position aléatoire clans chaque cellule. ne sont
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nialbeurenient pas développées à ce jour en cieux et trois dimensions spatiales

[20].

3.4J. Notre approche

Notre objectif est clevelopper des méthodes numériques sous-résolues convergeant

vers lunique solution physique lors de la résolution ries équations «Euler réac—

t ives. Ces méthodes doivent bien sur être efficaces en régime résolu. Le chemin

choisi pour atteindre cet objectif est celui de la minimisation de la viscosité nu

mérique

3.4.1.1. Bonne capture des discontinuités

Nous nous fixons comme contrainte supplémentaire d’obtenir une capture bien

nette ries discontinuités. Un ordre rie précision élevé ne garantit pas une capture

précise des discontinuités, car le schéma retombe toujours au plus à l’ordre un

clans le voisinage de la discontinuité. C’est pourquoi cette propriété est très re

cherchée, en particulier lors de simulations multi—climensionnelles et clans les cas

rie géométries complexes. Nous tenons toutefois à maintenir Forcire cieux clans les

régions continues.

3.1.1.2. Évitement des Soïveurs (te R?emann

Nous nous fixons comme autre contrainte, l’évitement de la résolution du pro

blème rie Riemann aux interfaces des cellules. Cette contrainte aura comme im

pact d’agrandlir le champ «applications des méthodes. En effet, la solution du

problème de Riemann n’est pas connue explicitement pour tous les problèmes et

son approximation peut être un processus très lourd. Il vaut donc mieux l’éviter.

3.4.1.3. Ouverture à deutrcs cas test

Ceci nous amène à la dernière contrainte, celle «avoir une famille de méthodes

appliquables à d’autres problèmes hyperboliques avec termes rie source. raide ou

non. Ainsi, cette thèse explorera les limites rie l’approche dite boite noire clans

le contexte ries systèmes hyperboliques non-homogènes. avec connue application

ultime la détonation.



Chapitre 4

APPROXIMATION NUM1RIQUE DE

SYSTÈMES DE LOIS DE CONSERVATION

AVEC TERME DE SOURCE RAIDE

Ce chapitre présente chacun des outils utilisés pour notre approximation de sys
tèmes hyperboliques avec terme de source raide. La somme de ces outils a la
propriété d’être modulaire, c’est-à-dire qu’ils peuvent être utilisés séparément ou
en sous-groupe.

4.1. MÉTHODES DE VOLUMES FINIS POUR SYSTÈMES DE LOIS DE

CONSERVATIONS HOMOGÈNES

L’approche globale choisie ici est celle des pas fractionnaires (sptitting). Nous jus

tifierons notre choix à la section 4.2. Pour l’instant, nous nous contenterons d’ac
cepter qu’elle est la pius facile à mettre en oeuvre et qu’elle possède un pius grand

potentiel modulaire que l’approche directe (mtnsplit). La séparation d’opérateurs.
comme son nom l’indique, consiste à séparer la résolution du système hyperbo

lique homogène de la résolution du système d’équations aux dérivées ordinaires

sous-jacent. La présente section est donc consacrée à la résolution numérique du

système homogène. Pour alléger l’écriture. nous avons choisi d’exposer la théorie
en une dimension spatiale. L’extension en dimensions supérieures est, du moins

O en théorie, assez naturelle.



4.1.1. Systèmes de lois de conservations

On exprime les lois de conservation sous leur forme intégrale

d jl 2

f u(.r, t)d.r = f(u(i_i/o. t)) — f(u(.TJ±l/o. t)) (1.1.1)

avec u(.r. t) ii > [O. ) j) le vecteur de p quantités conservées et ,f(?1)

— P le vecteur de flux. Cette équation se traduit par le taux de variation

des p quantités de u égale le flux net à travers les frontières Xi_1/2 et

En supposant que u est clifféreitiahle par rapport à (.r. t) et f par rapport à u, on

peut intégrer (1.1.1) stir un domaine quelconque et obtenir la forme différentielle

des lois de conservation [37j

+ f Cu)1 0. (1.1.2)

On qualifie le système d’éciuations (1.1.2) cÏ’hyperbotiq?e si la matrice Jacohienne

clii flux ne possède que ries valeurs propres réelles )q ,...,À,,, et admet un système

complet de vecteurs propres {R1. . .., R} linéairement indépendants.

Un système de lois de conservation avec terme de source a la forme

d 1j±I/2 12+1/2

f u(r, t)dX f(u(rJ_1/o, t)) — f(u(x±12, t)) + f gQu(X, t))dx,
la_1/2 X_j/2

(4.1.3)

où g : W —* R est le vecteur de source. L’ajout de ce terme de source (ou puits)

se traduit ainsi un processus supplémentaire est impliqué, causant la perte ou

le gain de matière ‘u clans le domaine [ri_1/2, 1J±1/2].

4.1.2. Volumes finis approche classique

Les méthodes rie volumes finis sont connues pour fournir la capture la plus efficace

des discontinuités et c’est pour cette raison que ces méthodes sont les plus popu

laires pour la résolution des détonations. En comparaison, les méthodes standard

de différences finies sont reconnues pour étre peu efficaces aux abords des cliscon

tinuités et peuvent 11ième parfois comicluire à des solutions complètement erronées.

En effet, les schémas de différences finies ont tendance à produire des oscillations

non—physiques au t ont des cÏiscontmmtés.
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Uii schéma de différeilces finies approxime la solution en chaque point du maillage

choisi de l’espace-temps (xi, t’)

avec

= U(XJ).

Le domaine spatial d’une méthode de type volumes finis est divisé en cellules C

de centre x et c’est la moyerme de la solution qui est approxhïiée à chaque pas

de temps sur ces cellules

avec

vot(C) L2 u(x, t)d

= voitc L uo(x)dx,

où la notatioll ot(C) signifie longueur, aire ou volume de C.

t1

t

4 AX

FIG. 4.1. Problèmes de Rieinann aux interfaces de

une dimension).

u’(u?,u1)

Xi1,2 c C X.
1+1 +3/2

o

la cellule G (en

Xj 1/2

ZjJ/2

Intégrons l’équation de conservation (4.1.1) sur l’intervalle [ta, t1]

f
u(x,

Xjl/2

tt I

u(x, f)dr
=

t’1- 1

f(u(x_l/2, t))dtf f(n(+i/2, t))dt.
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En isolant le terme en t’ et en divisant par ï. nous obtenons

± /12

u(.r. t’’]d.r = f’’2 oCr. t’1)ct.j: (4.1.4)

— 1
[t+1

f(tt(i119. t))ctt
— f i(u(Ij_i/2. t))clt].

Les méthodes de volumes finis classiques comportent trois étapes

(1) Reconstruction

(2) Évolution

(3) Moyenne.

La première étape consiste à reconstruire une fonction polynomiale par morceaux

fi(c, t’) à partir des moyennes sur chaque cellule. Dans le plus simple des cas,

on aura une fonction constante par morceaux : u(.x, t) , pour tout .c clans

Cette reconstruction mène au schéma de Goclunov. La deuxième étape est

illustrée par Féquation exacte (4.1.4), à la différence ciue les valeurs exactes sont

reniplacées par les reconstructions u(r, t’1). Finalement, la dernière étape consiste

simplement à définir la moyenne sur la cellule au temps t”’

1
-‘j+1/2

= f
— 1/2

L’opération la plus délicate est toutefois celle de la construction des flux numé

riques. Le flux numérique est la valeur approchée ou exacte de

f f(u(.r+ip. t))dt. (1.1.5)

Les méthodes de volumes finis classiques supposent la résolution du problème de

Riemann aux interfaces des cellules. À chaque pas de temps. la valeur du flux aux

bords de la cellule C’ doit être connue

J(u(.r, t)) (4.1.6)

ou. suivant la notation de LeVeque [49j.

f(t(é11 ê))
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avec

u(én. UD)

(lésignarit la solution clii problème de Riemann entre les états D et é, évalué le

long de i/t 0. tel qu’illustré à la figure 1.1.

Voici en vrac les propriétés fondamentales des méthodes de volumes finis.

1.1.2.1. Stabilité

Si on veut que la solution numérique converge vers la solution analytique, le

schéma doit pouvoir détecter les changements au niveau des données initiales.

Pour cela, le domaine de dépendance du schéma doit absolument contenir entiè

renient le cloiname de dépendance théorique. On doit clone imposer que la distance

maximale parcourue, penchant t, par l’oncle la plus rapide soit inférieure à r

(voir la figure 4.1). En d’autres mots, les dimensions At et Ai doivent respecter

la condition nécessaire

Ai
niaxlz\H <
,i At

où niaxI/\I est la vitesse maximale des oncles émergeant de tous les points du

domaine, ou en d’autres termes, la valeur maximale des valeurs propres de la

matrice Jacohienne chu flux f de dimension p (i E [“p]), évaluée aux cellules j.
On appelle le nombre GFL (pour Courant. Frieclrichs et Lewy, les premiers à avoir

énoncé cette condition [23]). la quantité B telle que

n1aXj/\ B. (4.1.7)
Ai i,.

La condition CFL est nécessaire à la convergence et à la stabilité d’un schéma.

La stabilité numérique est la propriété qu’a une méthode numérique de four

nir des résultats stables (donc bornés) lorsque la solution exacte l’est. La façon

classique de déterminer les conditions sous laquelle une méthode est stable est

l’analyse de von Neumann. Pour plus de détails sur cette technique. consulter



61

I771 Lorsquune méthode &est pas inconditionnellement instable, elle peut pas

ser d’instable à stable en ajustant la dimension des pas d’espace et de temps.

Ainsi, le nombre CFL est fixé de façon à ce que la méthode utilisée soit stable

lorsque (4.1.7) est respectée.

Un schéma est convergent à lirire (p. q) s’il existe une nonne 1.II, telle que

IIu(s, t”) — 1191 = O(A9) + O(At9.

De façon générale, on utilise le théorème d’équivalence de Lax pour déterminer

la convergence d’une méthode.

Théorème 4.1.1. Pour un problème bien pos4 un schêma est

compatible d’ordre (p, q) + stable convergent à l’ordre (p. q).

Voir [67] ou [77] pour la preuve complète.

Par compatibilité , on veut dire que l’erreur de troncature locale i7 est telle

que lim r!’ = O, ou en d’autres termes, que la solution exacte est en défaut
(.2t.St)—O

de satisfaire le schéma d’une quantité rf = O(&) ÷ O(Afi).

4.1.2.2. Conservation et Compatibilité

La solution d’un système hyperbolique peut être discontinue, c’est-à-dire que la

solution peut contenir des chocs ou des discontinuités de contact et cela, même

pour des conditions initiales u(x. t = O) = uo(x) continues. Nous devons, dans

ce cas. relaxer les conditions de dérivabifité et nous contenter de solutions faibles

1371. en général non uniques. La forme différentielle (4.1.2) est donc maintenant

valide seulement dans les régions où u est continue. La forme intégrale (4.1.1) est

cependant encore valide partout. C’est d’ailleurs à partir de cette forme qu’on

établit les conditions de saut de Raukine et Hugoniot [37, 49, 75].

Une propriété fondamentale des schémas approedmant la solution de systèmes
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de lois de conservation est bien sfu la conserrciton des quantités la matière

cÏoit être conservée pour chacune des cellules C’y. Pour ce faire. le schéma doit

être construit à partir de la forme intégrale des lois de conservation (1.1.1) et

non de sa forme différentielle (1.1.2). On comprend que si ce n’était pas le cas.

le schéma serait fiable pour les solutions continues, mais risqi.ierait de converger

vers une solution erronée pour les cas discontinus. Une condition nécessaire à la

convergence est donc la conservation.

Un tel schéma doit s’écrire sous la forme conservatzve, découlant directement

de l’équation de conservation exacte (1.1.4)

—n+t —

At
1 8U

—

— tij±1/2 — Jj—1/2),

où fJ±112 est le flux numérique approximant le flux à l’interface j ± 1/2 (approxi

mation de (1.1.5)). On dit que le flux numériclue est compatible si, évalué entre

cieux états constants égaux, il renvoie la valeur exacte du flux physique de cet

état constant f+1/2Cu, u) = fQu). On dit d’un schéma qu’il est conservatif s’il

peut s’écrire sous la forme conservative et si ses flux sont compatibles.

4.1.2.3. Ordre supérieur

L’étape clef pour augmenter la précision spatiale d’une méthode de volumes finis

est la reconstruction. Pour faire mieux que l’ordre un, nous devons utiliser mie

fonction plus adéquate que la constante par morceaux : une fonction linéaire par

morceaux

Pour .r = {.rJl/2. ij+1/2), considérons le polvnônre

ù(r, t’) ê’] + ‘(i — ii), (4.1.9)

où est une pente clans la cellule C’a. La fonction (4.1.9) est construite de façon

à ce que sa moyenne stir la cellule C soit ê. peut importe le choix de la pente

1
‘j+1/2

f ê(.r. t”)cix =
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Lorcfre deux (ou même plus) est ainsi atteint par un choix judicieux de la pente.

Malheureusement. une pente non—nulle aux abords «une discontinuité introduit

des oscillations non-physiques. Nous devrons donc faire le compromis d’avoir

Forcire cieux (ou plus) clans les régions continues et dc se contenter de Fordre

un au voisinage des discontinuités. Les méthodes, basées sur une reconstruction

avec une pente avant la propriété de sannttler clans le voisinage dune disconti

nuité et de garantir l’occire cieux (ou plus) ailleurs, sont appelées méthodes de

limitation de la pente (sÏope-tirnitcr) ou reconstructions de type MUSCL . intro

cluites par van Leer 180, 81, 82, 83, 84J.

Pour limiter la pente, il faut d’abord pouvoir mesurer les oscillations. Pour cela,

nous devons hitrocluire le concept de variation totale

TV(u(t)) = sup tz(ïi, t) — u(xj, t)I,

où le sup est pris pour n’importe cjuelle partition du domaine spatial. Potir une

solution classique (continûment dérivable) d’une équation scalaire de conserva

tion. la variation totale (TV) devrait rester constante. S’il y a un choc, elle peut

diminuer ; mais en aucun cas elle ne saurait augmenter. D’où l’intérêt des mé

thodes numériques à mari ation totale non croissante au sens suivant.

Une méthode produisant l’approximation ttn+i à partir de n’importe quel en

semble est TVD (Total Variation Diminishing : Variation totale non croissante)

si:

TV(mm’) <TV(u).

Pour faire le lien avec ce qui a été dit plus haut, on peut s’assurer que l’étape de

la reconstruction est TVD (clone qu’elle n’introduira pas d’oscillations) et d’ordre

supérieur à un. en choisissant un liniiteur de pente approprié. Pour obtenir une

liste des limiteurs de pente les plus populaires. consulter le livre de LeVeque 1}•
Le choix du flux numérique peut parfois introduire des oscillations. De la même

façon que lors de la reconstruction, il faut choisir les limiteurs de pentes de sorte

que les flux numériques permettent au schéma de rester TVD.
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Pour le cas scalaire. la propriété TVD des schémas est très importante. car clans

un premier temps. les solutions faibles «une écjnation scalaire sont toujours à

variation totale non-croissante. Deuxièmement. on peut prouver la compacité des

espaces de fonctions TVD. ce qui nous permet de conclure à la stabilité (voir

[D• Pour le cas des systèmes. les solutions faibles ne sont cependant pas obli

gatoirement TVD. Dans ces conditions. on ne peut pas exiger la propriété TVD

«une méthode numérique pour systèmes hyperboliques. La pratique nous perniet

de croire ciuil est toutefois essentiel de s’assurer qu’une méthode est TVD pour

l’équation de conservation scalaire avant d’en faire l’extension pour les systèmes.

4.1.2.4. Solution. cuti opique

Il existe une vaste littérature sur le problème de la non-unicité/unicité des so

lutions faibles, l’unicité de celle des solutions faibles qui satisfait une condition

d’entropie, et sur la convergence des schémas vers cette solution unique. Le livre de

Godlewski et Raviart 3Y demeure une des meilleures références à ce sujet. Dans

le cadre de ce travail, nous nous contenterons d’en parler que de façon qualitative.

La solution d’une équation non-linéaire (scalaire ou système) est appelée solu

tion faible

On dit que la fonction u(r, t) est une solution faible d’une loi de conservation

(4.1.2) avec u(x, O) comme condition initiale, si

f f’ut + f(u)9]dx dt
= —! u(.r. O)(i. O)di,

est vraie pour toute fonction r dans C.

Cette solution faible peut contenir des discontinuités et dans ce cas perdre sou

unicité. Malgré le fait qu’il puisse exister plusieurs solutions faibles pour tin seul

système d’équations. il n’existe cependant qu’une seule solution ayant le bon sens

physique. La nattire choisit toujours le chemin le plus facile : l’entropie cïun sys

tème fermé doit augmenter ou rester constante. En particulier, pour une solution
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continue. Fentropie doit rester constante et elle doit sauter à une valeur pins é1e

vée à travers un choc.

Dans le cas des systèmes. s’assurer cpiun schéma numérique fournit cette unique

solution physique savère parfois un tour de force. Cette préoccupation est au

coeur de la présente recherche. En pratique, le choix de lunique solution entro

pique est possible avec une bonne connaissance de la physique du modèle.

4.1.3. Volumes finis : type central

Lors de l’évaluation du flux numérique, la solution du problème de Riemalln peut

être évaluée exactement ou approxirnée (plusieurs solveurs très efficaces ont déjà

été développés à cette fin). Cependant, pour certaines applications, le problème

de Riemann associé est très compliqué et on gagnerait à en éviter la résolution.

Dans ce cas, une option alternative est d’utiliser un schéma de type Lax-Frieclrichs,

t1

t

4

fiG. 1.2. Maillage décalé typique des méthodes de type centrai

à savoir un schéma de type central. proposé en premier par Nessyahu et Tadmor

pour la version unidimensionnelle [59] et par Ar;ninjon et ses collaborateurs pour

les versions en dimensions supérieures [4, 1

un+1
i÷112

x x+1
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En raison de leur simplicité et de leur efficacité prouvée en dimensions un. cieux

et trois. nous utiliserons ce type de schémas.

Pour alléger Fécriture. nous travaillerons, clans un premier lieu, avec une écluation

scalaire en une dimension (l’extension aux systèmes est directe)

U, + j(u) = 0. (4.1.10)

En utilisant la notation standard

1
1j+1

=

et en considérant la forme intégrale de la loi de conservation (1.1.10) sur la cellule

C1 := [x’, j±’] x [ta, trt+l] (voir la figure 4.2), on obtient

t,+I

= + f (f(îL(j, t))
— fu(x+, t)))dt. (4.1.11)

On remarque (voir figure 4.1) ciue est décalée de Ax/2 par rapport à C,

déplaçant ainsi le problème de Riemann à l’intérieur du domaine d’intégration.

Ce décalage a aussi comme impact d’imposer un nombre Cf L inférieur à 1/2.

Suivant Ness ahii et Tacimor [59J, on reconstruit à cliadlile pas de temps t” = nAt

une approximation linéaire par morceaux de u(i, t)

•1L’
t) u(t) + (x — 1j1,/2 <‘ <.TJ+1/2 (4.1.12)

où est une ttr, t’c nu!né7?gUe définie par

u,.
tt(.cj. t) + O(Ai).

Cette reconstruction nous permet d’obtenir l’oi’cÏre cieux clans les régions conti

nues.
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Ceci nous amène à lapproxiination numérique bien connue

_

1 2

t)di ± / L31(.r. t)d.r

=
— (it + + ( u —

En utilisant la notation

= [ f(u(ï, t)) - f(u(x’, t))]. (1.1.13)

on peut réécrire (4.1.11) conrnie

t”+I

= +1/2+f +i/2(t) dL (4.1.14)

Cette relation est la solution. sur l’intervalle [ta. t’]. de l’équation différentielle

= +i/2(t) (4.1.15)
j+1/2

Cette dernière expression est appelée forme semz-thsc7ète [621.

La méthode de Nessyahu et Tacirnor (NT) [591 est obtenue à l’aide d’une quadra

ture du point médian d’ordre cieux

= + \t+l/2(t) (4.1.16)

— [ f(u(x±i, t”’12) — f(u(i, t’1/2)))]

où le préclicteur au temps t + t/2 est défini par une projection de Taylor

= u(i,t’) —

avec f’ une dérivée numérique définie par

ï, a
.z:

O Plusieurs autres stratégies de type Runge-Rutta (R-R) ont ciéjà été développées
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(voir par exemple [621) pour résoudre la forme semi—discrète (1.1.15)

1/2 + L\t_l,2(t) (1.1.17)

—
±

k = 0. 1, 2 .....N. Cette approche nous permet Fextension à des ordres de précision

en temps supérieurs (la précision spatiale est améliorée en augmentant l’ordre dii

polynôme tÏinterpolation (4.1.12)). On trouve une revue exhaustive de ces stra

tégies (et les extensions pour les systèmes de lois ciéquilibre (balance iaws)) clans

le rapport de Russo [721.

La version à pas fractionnaires. de l’approche à cieux étapes de Pareschi [61.1, a

particulièrement attiré notre attention. Appliquée à un système homogène, cette

méthode devient simplement une généralisation du schéma NT. Tandis que cette

version conserve toute les bonnes propriétés du schéma NT (2 ordre de préci

sion, variation totale non croissante. prolongement possible en dimensions supé

rieures,...), elle permet un degré de liberté supplémentaire, soit la possibilité de

choisir la position temporelle du prédicteur. De plus, cette méthode, utilisée clans

sa version non homogène, est applicable aux problèmes raides de relaxation.

Résolvons l’équation différentielle ordinaire (1.1.15) à l’aide d’une méthode R-

K à deux pas

/2 + At(t+i12(t) + v±i12(t)). (4.1.18)

De manière à se concentrer uniquement sur Fintégration en temps. considérons

l’analogue de (4.1.18) pour l’équation linéaire y =

y’ = g” + t(ju4y + iiAy’) (4.1.19)

avec le pas de prédiction

fl-LC = yfl + L4y’. (4.1.20)

Pour obtenir le deuxième ordre de précision. nous procédons par la façon classique

pour obtenir les paramètres pour une méthode R-K (consulter le chapitre 5 pour
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les détails). Nous trouvons ainsi (pour n 0. 1)

1
1 — p y =

2u

En utilisant (1.1.18) avec la notation (1.1.13) et le préclicteur usuel des schémas

de type décalés. on obtïent la forme finale (en laissant tomber les barres)

= u —

+ Lt1) +
—

(4.1.21)

- 1)(fCu) - fCuTi)) + (f(+) -

où,\ At/x. On peut voir que cette forme simplifiée pour systèmes homogènes

du schéma original décalé de Pareschi (que nous appellerons PC (preclicteiir

correcteur)) est une généralisation du schéma NT. En effet, en posant = 1/2,

on retrouve la forme (4.1.16).

Le schéma peut être écrit sous sa forme conservative,

1 1 1, /(u + +) + (u — )

_\(((2
-

1)fCu7+1) + f(u)) - ((2 - 1)fQu) + f(u))),

où u12 est approximé par (u’ + u+1) + (tt — u+i). Nous voyons que le flrLx

numérique est compatible. En effet, soit JJ+I/2(u”, n”) = (2 — 1)f(u+i) +

f(u), le flux numérique, on a que fi÷l/2(u. u) f(u). La méthode est bien

conservative.

En suivant les nièmes étapes que clans Farticle de Nessyahu et Tachnor [591 et

en utilisant des dérivées numériques non-oscillatoires de type TVD. on peut voir

que la propriété TVD est conservée, sans coût supplémentaire.

4.2. TRAITEMENT DE LA SOURCE

Les équations cïEuler réactives fornient un système hyperbolique avec terme de

source tel (4.1.3). Il existe cieux approches classiques pour résoudre ce type de
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problème. La première est la séparation «opérateurs ou méthodes des pas frac

tionnaires. clans laquelle on résout le système hyperbolique homogène séparément

du système d’équations ordinaires sous-jacent contenant le terme de source. La

deuxième approche est la méthode directe, c’est-à-dire sans séparation d’opéra

t eurs.

4.2.1. Méthode directe

La façon directe est la plus pertinente du point de vue physique elle tient compte

du système comme d’un tout, les possibles effets du couplage sont co;servés. Cette

façon s’avère aussi être la plus délicate à mettre en oeuvre, particulièrement dans

le cas de systèmes raides. La présence de plusieurs échelles temporelles dans le

système est très contraignante du point de vue de la stabilité. Le pas de temps

d’une telle méthode explicite devra être du même ordre de grandeur que l’échelle

relative au terme de source. Or, dans le cas de la détonation raide par exemple,

l’échelle de temps associée à la réaction chimiciue est très petite (jusqu’à l’ordre

de 10_6 fois celle de l’aclvection du gaz). Ainsi, l’option d’une méthode explicite

directe est quasi non envisageable.

Il reste bien sûr les méthodes directes implicites ou semi-implicites. Dans bien

des cas, le traitement semi-implicite est suffisant le terme de source est traité

implicitement, tandis que le flux est traité explicitement. Dans le cas de la déto

nation raide cependant, l’approche directe semi-implicite semble faire bifurquer

les schémas vers la solution non-physique plus facilement que clans le cas du

traitement de la source implicite pour un contexte à pas fractionnaires. À notre

connaissance, aucune étude n’a été effectuée pour comparer les perfonnances des

solveurs semi-implicites et implicites à pas fractionnaires (à part celle de Falco

vitz et Ben-Artzi [10]. clans un contexte particulier). La raison est bien simple

à notre connaissance. aucun solveur semi-implicite n’est assez robuste en régime

sous-résolu pour le cas de la détonation raide. Dans la section 1.2.4.1. nous avons

tenté une comparaison, clans le contexte des méthodes PC.
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1.2.1.1. Méthodes de voiiines finiS ihiectes de lUpe cenfrcd O lit sijstème.s hy

perboiitju,es avec terme de source

Nous présentons ici, clans les grandes lignes, la construction dune niéthode cli

recte de type central pour système avec tin terme de source. Nous référons encore

mie fois au rapport tic Russo pour obtenir plus de détails à propos tic cette iné—

thodologie.

En reprenant la forme intégrale d’un système de lois tic conservations avec terme

de source (4.1.3) sur la cellule C+l/9

d X._j

f u(i, t)dx = f(u(x, t)) — f(u(x+1, t)) + f g(u(x, t))cLr,

où cette fois u, f, g R —* R sont des scalaires (encore une fois pour simplifier

l’écriture).

En intégrant cette équation sur [t’, tr+l] et en réarrangeant les termes, on obtient

1 t’]+ 1 t’]+

/ u(.r. tavl)d
- / u(x, t’)dx (4.2.1)

.r A,r j1

1
[fU+1

f(u(x+1. t))dt
—

ftfl±I

t))dt]

1
‘+1

•‘j±l

+ f f g(u(r, t))dxdt.

En utilisant la même notation qu’à la section 4.1.3

+i/2(t) = { f(u(i. t)) - f(u(.u+i. t))], (4.2.2)

G+112(t) = f g(u(.r. t)) d.r, (1.2.3)

on a

= ±1/2 + f +l/2(t)dt + f G+l/2(t)cÏt.

Cette dernière équation peut s’exprimer sous la forme semi-discrète

Q i,’2(t) + G÷11(t). (4.2.4)
j+i/2
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Divers schémas très stables de type Runge-Kutta. basés sur une cliscrétisation

implicite de G et explicite de f, ont déjà été élaborés pour résoudre (1.2.1)

± At+l/2(t) + (45)

= ± At G/±I/2(t ) + t

k 0. 1. 2 N. On gagne cependant à minimiser le nombre cïévaluations impli

cites (N) [551.

Ici encore, nous choisissons d’illustrer cette approche par l’exemple de la méthode

prédicteur-correcteur développée par Pareschi [611

n+n n F
= — /\ûf3 + cvAtg(u )

+ u) + — u1) (4.2.6)

+ [(cv 1)(JQu) - J(u1)) + (f(un+a) - f(ufl±))]

+ 2(1- [ (g(+G) + gQu)) + (1- 2cv)y(1t/2)].

Encore ici, le choix de cv = 1/3 est suggéré par Paraschi. Les évaluations implicites

de la source peuvent être problématiques. En effet, de façon générale la fonction g

n’est pas linéaire, clone les évaluations implicites nécessitent l’emploi d’un solveur

non-linéaire, comme par exemple Newton. Nous référons, à ce sujet, au livre de

Deufthard [261, qui traite des solveurs de Newton dans le contexte des systèmes

d’équations différentielles et aux dérivées partielles. La praticlue nous a cependant

amené à nous méfier de l’introduction de tels solveurs clans des algorithmes comme

(4.2.6). Nous avons reniarqué que cette introduction avait tendance, clans certains

cas. à déstabiliser le tout. À notre connaissance. aucune recherche na été faite

dans ce sens. Les cas classiques de systèmes avec termes de source, pouvant être

raides, utilisés pour tester les méthodes directes de type central (voir par exemple

[55, 61]) sont les écluations f-le Broaclwell et le modèle thermoclvnaniiciue pour

un gas monoatomique (e.cte’ncted thermocÏynomcs for a roonatomic gos). Dans

les cIeux cas, la source est linéaire en fonction de u. De plus. la convergence des

méthodes algébriques non-linéaires n’étant pas instantanée, elles augmentent de
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façon non—négligeable le temps de calcul. \OuS croyons clone que l’accord entre le

solveur non—linéaire et le schéma direct est la difficulté fondamentale de Félaho—

ration d’une bonne méthode directe pour les systèmes hyperboliques avec termes

de source. en particulier pour la détonation.

Nous avons développé la version en cieux dimensions spatiales cartésiennes de

Falgorithme (4.2.6). ce cuti généralise et complète le travail présenté par Pareschi

clans son article. L’algorithme et cuelques résultats numériques se trouvent au

chapitre suivant.

4.2.2. Séparation d’opérateurs (Méthode des pas fractionnaires)

La méthode de la séparation d’opérateurs est la pius intéressante clii point de vue

de l’exécution. Elle permet de combiner les schémas les plus efficaces pour trai

ter les systèmes hyperboliques aux meilleurs solveurs d’équations différentielles

ordinaires. De plus, contrairement à la méthode directe, nous évitons la coûteuse

inclusion d’un solveur implicite dans un schéma direct. Le terme de source peut

être traité implicitement. mais cela à moindre coût. car les flux ne sont pas im

pliciués.

Les cieux méthodes de séparation d’opérateurs les plus populaires sont celles de

Godunov et de Strang. Appelons F (pour le transport du fluide) un solveur

quelconque pour la partie homogène du système

u ± f(u) = 0 (1.2.7)

et 7?. (pour la Réaction) un autre solveur quelconque pour le système d’équations

différentielles ordinaires sous-jacent

= gQu). (4.2.8)

La niéthocle de Godrmov’ est la plus naturelle.

tPour cette section, la méthode de Godunov réfère à la séparation d’opérateurs de Goclunov.

noti à la méthode de volumes finis.



71

On y résout le système homogène (4.2.7) avec le solveur F. polir un pas de temps

complet t. et on résout ensuite le système (4.2.8) avec le solveur R pour ce même

pas de temps t. en prenant comme conditions initiales la solution obtenue avec

F. De façon schématisée, le schéma de Godunov s exprime ainsi

o F o (4.2.9)

La combinaison inverse est aussi possible. Nous verrons à la section 4.2.3 pourquoi

nous préférons cet ordre.

La séparation d’opérateur de GocÏunov est exacte pour des flux et des sources

linéaires avec opérateurs commutatifs, c’est-à-cUre que l’action de séparer les opé

rateur n’introduit pas d’erreurs supplémentaires. Dans ces conditions. la précision

totale du schéma sera clone la pius basse des deux solveurs.

On peut représenter un système linéaire par

— Au + Ou. = Bu + Ou,

avec B = = A8. Des flux et sources à opérateurs linéaires commutatifs sont

alors tels que

03 30 ou AC = (M.

On peut clone conclure que la méthode de Godunov est exacte pour toute éqila

tion scalaire linéaire. Dans les autres cas, la méthode de Goclunov est d’ordre un.

La démonstration est directe et peut être trouvée clans tout bon livre d’analyse

numérique, par exemple celui de LeVeque [49] ou celui de Dautray et Lions [241.

L’idée de la méthode de Strang est de partionner les opérateurs de façon à obtenir

l’ordre deux [781. Elle est schématisée ainsi

= Rt/2 o Ft o Wt/2 o u’. (4.2.10)

Encore ici. l’ordre peut être inversé, mais celui-ci (4.2.10) est préférable pour la

clét onat ion.



La méthode tie Strang permet tic passer à Forcire deux en temps. Bien sûr. si

une des méthodes .F ou R, est cForcÏre ïnférieur à cieux. Forcire total du schéma

restera plus petit ciue cieux. D’un autre côté. il est donc inutile de choisir des

solveurs d’ordre supérieur à cieux en temps. car la séparation d’opérateurs limite

le tout. Contrairement au spiitting de Godunov. la méthode de Strang ne peut

être exacte en aucun cas. On réfère encore ici à Dautrav et Lions [24] ou la thèse

de Berkei±osch [7].

Le tableau 4.1 résume la précision de ces cieux méthodes de séparation cl’opé

rateurs, dans différents contextes.

Méthode Caractéristiques O(At) O(t2) Exacte

Godunov Système linéaire V

Opérateurs commutatifs V

Linéaire + Op. commutatifs /

Strang Système linéaire V

Opérateurs commutatifs V

Linéaire + Op. commutatifs V

TÂB. 1.1. Erreurs causées exclusivement par la séparation d’opé

rateurs.

A priori, il semble plus sage de choisir l’approche de Strang. C’est vrai pour

les cas non-raides . Etant donné que la précision de tout schéma baisse autour

d’une discontinuité, le spiitting de Strang ne iious permettra donc pas d’obtenir

une meilleure capture des cliscontiimités. De plus. il faut être prudent lors de

l’implémentation de la méthode de Strallg avec un solveur F à pas de temps

variable (fixé de façon optimale par la condition C’fL). Eu effet. il faut prévoir la

dimension de At. selon la condition CFL, avant l’application du premier solveur

de réaction R,/2, sans oublier que celui-ci peut modifier l’état du fluide de sorte

que le pas de temps fixé précédemment ne soit plus optimal.
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1.2.2.1. Sépoiation ciopérateu.r.s pour les méthodes PC

Voyons clans notre coiïtexte de méthode préclicteur-correcteur (PC) comment ap

pliquer le spiitting. Pour alléger Fécriture. nous prendrons le cas de GocÏunov. En

combinant PC avec la solution de u = g(u)

Prédiction .F : u —

(u7)*

(ifl)

Correction Fc’ (fl ufl+)
(tLj±i/9)

• f n+1 * n-j-1
U12) 11j+1/2

Les exposants P et C identifient les opérateurs pour la prédiction et la correc

tion. Remarquons que rien ne nous oblige à utiliser les mêmes opérateurs pour

la prédiction que pour la correction. Il est important de voir la prédiction et la

correction comme deux entités séparées. Comme le nom le dit, le prédicteur sert

uniquement à enrichir le correcteur.

Par exemple, si on effectue une séparation d’opérateurs sur le schéma de Pareschi

avec terme de source (4.2.6), on obtient

= — (4.2.11)

(u) + Atcg(u)

1 1,
(Uj÷1/2 ) * = (u + + (u — u + 1)

± [(n - 1)(f(u)
- f(+i)) + (f(u) - f(u))]

= (t:)
+ 2(1- ) [ (g(u) + g(u)) + (1- 2n)9(1I/2)].

Nous avons ici que .F est une méthode cïEuler explicite et une Euler im

plicit e.

Liniplémentation d’un spiitting de Strang nimplique aucune difficulté supplé

mentaire. à part celle reliée au pas de temps. mentionnée plus haut.



4.2.3. Séparation d’opérateurs dans les cas raides

Lanalvse classique cÏerreurs associées à la séparation cFopérateurs n’est pins tout

à fait valable clans le cas de systèmes raides. Nous basons la première partie des

résultats présentés clans cette section sur le travail de Sportisse [761.
Considérons un système linéaire

= Bu ± Ce. (4.2.12)

qui. on le sait. peut représenter tm systènie hyperbolique linéaire. Supposons

que l’opérateur C représente un processus se produisant à une échelle de temps

beaucoup plus courte que le processus modélisé par 3. En d’autres mots, qu’on

puisse représenter C tel que

où et i représentent, respectivement, les opérateurs rapide et lent de ,. Le

paramètre positif a est très petit, tendant vers zéro. En reprenant la notation

habituelle, désignons par .F le solveur de la partie non-raide et par 7?. celui de la

partie contenant la raideur

F u1 = Bu

7? Ut Cu.

Comme le but de ce travail est de simuler des détonations raides avec un maillage

grossier, nous nons intéressons donc au cas où t > a. On comprend ciue l’ana

lyse classique des erreurs pour At O n’est plus valable, car le pas de temps est

beaucoup plus grand que l’échelle de temps la plus rapide.

Il est cléniontré dans [76] que. clans les cas où
,

O (i nul ou non), il est

préférable de garder le solveur associé à l’opérateur contenant la raideur pour la

fin. En résumé, voici les résriltats susceptibles de nous intéresser le plus. Dans les

cas raides, avec maillage grossier, on a que
- Xt X1 At/2 ..Xt \t/2

— Les schemas de Godunov 7? o F et Strang 7? o F o 7? sont tous

deux d’ordre un.
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- Les schémas de Godunov F’o R?t et Strang yit/20 .Sto y.lt/2 donnent des

résultats faibles (inférieurs à l’ordre un).

— Dans les cas non-raides IXo = O). l’ordre n’a plus d’importance et les schémas

de Strang retrouvent l’ordre deux.

L’analyse est effectuée pour des systèmes linéaires seulement. Nous pouvons ce

pendant présumer que les choses ne s’améliorent pas pour le cas non-linéaire, i.e.

le schéma de Strang ne regagne pas l’ordre deux et l’ordre des solveurs porte

encore à conséquence.

On peut alors conclure que si notre but est de simuler un système raide sur

maillage grossier, le choix entre Godunov et Strang n’a pas de conséquence, mais

l’ordre des opérateurs en a. Nous croyons toutefois qu’une bonne connaissance du

modèle à simuler doit primer lors du choix de la méthode de séparation d’opéra

teurs. Pour illustrer ce fait, étudions le cas des systèmes de relaxation, en parti-

ailier celui des équations de Broadwefl 1161.

4.2.3.1. Le cas des systèmes de relaxation

Les équations de Broadweli modélisent la cinétique d’un gaz raréfié

= 0 (4.2.13)

m+z = O

= (p2+m2_2p:).

Laquantitépreprésenteladensité,mlemomentumet :=f+g,lasomme des

densités de masse des particules de gaz se déplaçant à la vitesse de 1 et -1. La

signification physique détaillée de ce modèle peut être trouvée dans 1161. Men

tionons toutefois que la variable z des équations de Broadwell n’a pas la même

signification que pour les équations d’Euler réactives. Le paramètre e désigne la

distance moyenne qu’une particule parcourt avant d’entrer en collision avec une

autre particule (main ftte path,’libre parcours moyen).
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A la limite s — O.

p2 ± ,n2

2p

et le système à Féquilibre est déterminé par

Pt (pu)1 0 (1.2.11)

(pu) + + = o.

avec in pu.

Un schéma élaboré pour la résolution des équations de Broadwelï, doit approxirner

le système réduit (4.2.14), lorsque s — 0. Nous appelons les systèmes d’équations

qui possèdent une limite à l’équilibre, systèmes de lois d’équilibre de relaxation

(hatance taws of reiaiaton tpe). Pour une définition complète d’un système de

relaxation, consulter les travaux de Wlntharn [861 et de Lin [56J. Mentionons tou

tefois que les équations cl’Euler réactives ne forment pas un système de relaxation.

Mise à part la raideur du système, la principale difficulté lors de l’élaboration

d’une méthode pour un système d’équilibre de relaxation est la compatibilité

avec l’état d’équilibre à la limite.

Prenons l’exemple du schéma PC avec terme de source, plus particulièrement

sa version à pas fractionnaires (1.2.11)

f fl+Q’* — 72 \ 4’!
SJ J — l.t —

(u) + Atog(u)

1 1
(ltJ±1.2) = (it + u.1) + (u

—

u)

+ [(2
-

1)(f(u) - f(u)) + (f(u) - f(u))]

= (tLJ/2)
+ 2(1- n) [ (g(u72) ± g(u)) ± (1- 2a)g(ui’)].

Supposons un cas très raide s < 1 et notons tif. f les vecteurs u et f à l’éciuilibre

(1.2.11) (tels que g(uf) = 0) et ff(uf) le vectem’ f sous sa forme à l’équilibre
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évalué à l’état d’équilibre. En faisant tendre r vers zéro pour les cIeux préclicteurs

du schéma, on obtient

=
(fl

— (1.2.13)

(ti = ((u + (±i) + - (uf).) (4.2.16)

+
[(2 ‘)(h(’) .f±i)) + f(u)

- f (u)].

À Féquilibre, q(u) = g(u) = 0 et donc

f, fl+
— f *n+ ( n+1

— f *n+1
UEJj — Uf)j ,

— ‘EIj+1/2’

Étant donné que les quantités ‘u1 et ‘u’ de (4.2.16) doivent être évaluées lors

du pas de prédiction (qui est une prédiction à l’équilibre), nous obtenons donc

que

f, ‘fl+C
— f \fl.

‘, f 4 F
— —

(1/2
= (C + (u) + (C - (+)

+ [(2_ 1)(f(u) -fE(U+l))+fE((UE);) -JE((’L1E))].

Ce nouveau schéma est compatible avec le système à l’équilibre (‘LL)t+(JE(uE))X =

0, à part pour le premier pas de temps la présence de fQu) dans la correction

brise l’équilibre. En effet, en général, nous avons fQu) fE(’uE). Pour n > 0,

cette inégalité n’a plus beaucoup d’impact, car le pas de temps précédent a été

influencé par la relaxation, i.e. fE(’u) fEQi4’). Or, dans le cas où le vecteur de

conditions initiales ‘u° n’est pas à l’équilibre

(p°)2 + (m0)2

nous avons pour le premier pas de temps

f(u°) jf(tt).

Autrement dit, le schéma ne constitue pas une projection de l’état d’équilibre

pour le premier pas de temps, introduisant une erreur d’ordre plus ou moins At.

Malheureusement, cette erreur est traînée tout au long de la simulation. On peut

voir l’impact de cette erreur à la figure 4.3 : on observe une variation non-physique
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des fluantités à .c C). En effet. 011 remarque une baisse de densité et une augnien

tation du momentmll clans le voisinage de i = 0. Pour de plus grandes valeurs de

r. ces fluctuations existent clans la solution analvticiue. Toutefois. leur importance

devrait diminuer avec r et surtout. disparaitre pour r < t.

Ce problème de couche initiale est coimmm pour ce type de schéma. hue so

lution [17, 611 est d’effectuer une extrapolation de Richarclson après le premier

pas de temps, permettant de passer à l’ordre 2.

De notre côté, nous avons remarqué cjue la simple utilisation de la méthode de

Strang réglait le problème. Avec Strang, l’étape de la correction devient

Correction (u, 11n+Q) (u+l)*

F: ((1)* fl+)
,. (1tI/2)t

( n—’-l

__

n+1

De cette façon, on voit que l’acÏvection est faite sur un fluide déjà en partie à

l’équilibre.

Comme nous l’avons mentionné plus haut, le choix entre la méthode de Go

dunov et de Strang dans les cas raides dépend du modèle étudié. Dans le cas cFun

système de relaxation par exemple, la séparation d’opérateurs de Strang est le

meilleur choix.

Pour illustrer ce qui vient cl’étre énoncé. considérons 1 exemple suivant

Exemple 4.2.1.

f (. 1.0. 1.0). ï <0.2;
(p. ‘n. =

(1.0.0.13962. 1.0), i > 0.2.

avec coridstio’ns aux bords de type miroir.
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On remarque que les conditions initiales rie sont pas à l’éciuilibre. Le détail, sur la

figure 4.4, de la figure 1.3, montre une saillie près de la position initiale du choc.

Les conditions initiales n’étant pas à l’équilibre, cette saillie est causée par la

couche initiale, i.e. la mauvaise projection à l’équilibre au premier pas de temps.

Comme prévu, elle est moins prononcée pour le splittiiig de $trallg que pour le

splitting de Godunov (figure 4.4).

O p, Godunov
D m, Godunov
O z, Godunov

— p, Strang
— m, Strang
— z, Strang

4.2.4. Séparation d’opérateurs pour la détonation

Nous avons vu au premier chapitre que la derrière équation du svstènie cl’Euler

réactif peut être synthétisée par

Z + itZ1 = —ZK(T). (4.2.17)

Comme Z (et par conséquent p) est la seule variable noïi-conservée, l’opérateur R

est, daiis ce cas, l’opérateur chargé de la résolutioll de l’équation aux différences

finies

25

1.5

0.5

t

c
?

L Io

FIG. 4.3.

cas raides

—0.5 0 0.5 1 1.5 2

E = i.e — 8, t = t).5 , 1/3 (valeur optimale dans les

[61]), CFL = 1/3 et Ax = 0.01.

Z, = —ZK(T) (4.2.18)
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2,2

215

2.1

p, Strang
2 05

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O,0—_.___ —e,—e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0000

1 95

p, Godunov

1.9

1,55

15
—Ol —0.05 0 0.05 0.1 015

FIG. 4.4. Zoom sur p(x,t).

En supposant que la température reste constante pendant la réaction, l’équation

(4.2.18) devient linéaire et par le fait même, peut être résolue exactenient.

Cette supposition, largement acceptée clans la littérature, semble être physique

ment sans grande conséquence. En effet, lors de la réaction chimique, la tempéra

ture reste soit au-dessus, soit au-dessous de la température d’ignition. Si T <

Z = O et Z étant constant, T l’est aussi. D’un autre côté, si T > Z va di

minuer et donc T va augmenter [48], restant au-dessus de I.

En acceptant nous aussi cette hypothèse, l’opérateur de réaction devient

Z Zn+k = Z*e_t K(T*)
k = . 1. (4.2.19)

4.2.4.1. Comparaison des approches (]zrectes et à pas fractionnaires pour ta

dàtonation

Pour comparer les diverses approches discutées dans ce chapitre pour résoudre la

détonation, nous allons considérer un cas test d’ignition [40], que nons utiliserons

à plusieurs reprises.
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Exemple 4.2.2. Consdéivns le cas ci un tube à. choc ir,nph cl un gaz eutière’rneat

brûté à gauche cl une mci biane et non-brûlé à. ctroite. L état du gaz non-brûlé (O)

(p. u.p. Z)0 (0.887565. —0.577350.0.191709.1)

est choisi de sorte que état brûlé (I) soit

(p,u.p,Z)1 (1.1.0.1.0).

lo’rsqitune oncte CJ (f = 1). se propageant à. la vitesse cte s 1. sépare les deu:r

états. Les autres paramètres sont ‘y = 1.4, go = 1 et I 0.22 (soit 1.86% du

gaz non-brûlé : I,, T0 + 1.86T0/100 ].

Nous avons vu au chapitre 2, qu’une simulation sous-résolue peut être définie

par x e S, S = {y e R y > Li/2}. De plus, la solution d’une simulation

sous-résolue d’une détonation raide résulte en une solution non-physique. Mais

en pratique, la résolution nécessaire pour ne pas bifurquer vers la solution non

physicue est cl’au moins 2 à 3 points clans la zone de demi-combustion L172. Il

existe donc une zone grise de discrétisation résolue, où il est possible d’obtenir la

solution non-physique. Cette zone dépend de la méthode choisie, et peut, pour

certaines méthodes peu visqueuses, ne pas exister.

Rappelons-nous que plus le rapport 1/7 = Ll/2/x est petit, moins la

simulation est résolue (voir la figure 4.5).

tant donné que L172 varie clans le même sens ciue r (voir la définition de L172

(1.3.10)). climirnter T en laissant Ai fixe, fera diminuer le rapport 3 et rendra clone

la cliscrétisation plus grossière. Il existe clone un T,,u,,. propre à chaque méthode

numérique, qui rendra le rapport 3 trop petit pour que le schéma puisse fournir

la solution physique. En clautres termes. pour r < le schéma sera incapable

de fournir la solution physique. étant donné la présence de trop de diffusion. Plus

ce Trnjfl sera petit. et par conséquent, plus le rapport 3 L112/Ai sera petit,

plus la méthode sera efficace en régime sous-résolu. Ainsi rarement le rapport 3

nest inférieur à 2, à 11101115 d’avoir préalablement modifié la méthode pour le cas
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Résolu

Sous—
résolu

I L,

L112

FIG. 4.5. Proportions spatiales pour les simulations résolues et

sous-résolues.

particulier de la détonation.

Nous ferons varier r, de façon à trouver la limite Pour déterminer si r

est trop petit pour le maillage choisi, on détecte le commencement de la forma

tion du plateau caractéristique à la détonation faible (voir par exemple la figure

2.7). Le tout est géré par un algorithme de point médian Soit r1 et r, les

r étudiés aux expérimentations t et t, si par exemple r’ < r’ et si r

fait bifurquer le schéma vers la solution non-physique, alors le r de la prochaine

expérimentation sera r7+l = rTZ + (rt1_l
— r)/2.

Pour une méthode donnée, plus peut être petit et par conséciuent pius les

rapports rii,jn/t,noyen et Ll/2/Ax sont petits, plus une méthode est robuste en

régime sous-résolu. Lexercice présent nous permettra clone de choisir la méthode

de base pour résoudre les détonations raides. Les chapitres suivants seront consa

crés à l’amélioration de cette méthode.
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Nous choisissons o = 1/3. Ai 0.01 et At varie selon une Cf L de O.3.ré-

sultant en un At moyen autour de 0.0021. Chaque simulation est effectuée pour

1000 pas de temps. soit une durée totale d’environ 2.1 secondes.

Dans le but d’étudier le comportement de la séparation d’opérateurs et de la

méthode directe. clans le cadre des méthodes PC. nous comparons la méthode

directe (4.2.6) et la méthode à pas fractionnaires, pour des solveurs implicites ??

et R tels que ceux proposés par Pareschi (1.2.11) et un solveur 7? de solution

exacte (1.2.19).

\IéthocIe PC r,,,, rrnjn/Atrnoye,, Ly/2/Ai

Unspiit, non-linéaire 0.11359 67.8175 5.0967

Unspiit, linéaire 0.12786 60.1383 4.5382

Spiit. Solveurs implicites 0.095868 44.5566 3.4028

Spiit, Solveur exact 0.087463 44.3744 3.1044

TÀB. 1.2. Performance des méthodes PC, pour différents traite

ments de la source : Valeurs limites pour lesquelles le schéma four

nit encore la solution physique (i.e. pour Tmin — E, VE > 0, le schéma

converge vers la solution non-physique).

Dans cet exemple, les schémas dits unspiit sont les méthodes directes PC (4.2.6).

La version linéaire considère la température constante à travers le pas de temps,

contrairement à la version non-linéaire. Le schéma unsplit linéaire pour la variable

non-conservée pZ se résume à (de (1.2.6))

(pZ) = (pZ) — 1\n(pZu). — aAt(pZ)K(T)

(pZ)/9 = ((pZ) + (pZ)1) + ((pZ) - (pZ)1) (4.2.20)

+
- 1)((pZu) - (pZu)1) + (pZu) - (pZu)]

2(1-a)
[((pzI(r)); + (pZK(T))Ij + (1- 2)(pZ);1K())].

On voit que les termes implicites peuvent être facilement isolés lors de la résolu-

t ion.
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Pour la version non-linéaire, nous devons évaluer la température. une variable

qui est non-linéaire en Z (voir 1.1.3). Le sclïéma unspiit non-linéaire fait clone

appel à un solveur de Newton. ce qui augmente considérablement le temps de

calcul. Il a été mentionné à la section 1.2.1, que les schémas rmsplit semblent plus

prompts à converger vers la solution non-phvsicyue. Les résultats obtenus ici vont

claris ce sens (voir la figure 4.6).

Le solveur spiit implicite (4.2.11) traite le ternie implicite en supposant la tempé

rature constante au cours du pas de temps. Ce schéma est ainsi la version à pas

fractionnaires du solveur unspiit linéaire (4.2.20). Dans ces deux cas, nous avons

utilisé le spiitting de Godunov.

De plus, on voit que les résultats fournis par la résolution exacte de la réaction

chimique, dans le cas spiit, sont nettement meilleurs que ceux de l’approximation

implicite. En effet. pour une même cliscrétisation, il fournit une solution physique,

contrairement au solveur implicite. Intuitivement, ce résultat semble relié au fait

que les méthodes implicites sont généralement plus clissipatives que leur version

explicite [77J.

Ces résultats confirment la supériorité du choix du solveur exact de la réaction

chi;niciue (4.2.19).
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densité p vitesse u pression p

t = 4.2987
2000 pas de temps

0.6 Ax= 0.01

t = 0.09
0.4

o: Split, Solveur exact

0.2 o: Unspiit, non—linéaire

FIG. 4.6. Solutions obtenues pour le meilleur solveur (split. solveur

exact) et le pire (unspiit iion—linéaire), pour la valeur limite

0.09. On observe la naissance du profil iion-phvsique pour le schéma

unspiit non-linéaire.

1.5

0.5

0.8
température T ratio non—brulé z

o

o



Chapitre 5

APPROXIMATION NUM1RIQUE DE

SY$TMES DE LOIS DE CONSERVATION EN

2 DIMENSIONS AVEC TERME DE SOURCE

RAIDE

5.1. ExTENSIoN DU SCHÉMA PC EN 2 DIMENSIONS

La méthode de préclicteur-correcteur de Pareschi 16].J, présentée au chapitre pré

cédent, na jamais été développée en cieux dimensions, malgré son potentiel. Nous

présenterons clans cette section notre extension de la méthode unspiit préclicteur

correcteur de Pareschi ainsi que sa version spiit, appelée PC au chapitre précédent.

Considérons un système de lois de conservations, en deux dimensions spatiales,

avec terme de source

cl Yj+I y3+t

f f u(, y, t)d.rdy
= f (f(u(x,. y, t)) — f(u(x,+1’ y, t)))dy

x+1
± f (h(u(i, y. t)) — h(u(x, y+i,

î’+ îi+’

+1 J g(u(i.y.tfldxdy. (5.1.1)
I

avec u(:r. y, t) R2 x [O, oc) ‘ W’. le vecteur de d quantités conservées. fQu). h(u)

R’ les vecteurs de flux pour les directions LE et y respectivement et g —

Rd est le vecteur de source. On considère ainsi la conservation de la matière u

clans le volume de contrôle V = [.r, r4] x [y. yjy] [t’. t’] C [tv’, 1n-F1]
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En intégrant Féquation (5.1.1) sur [t”. t’j et en utilisant la notation

= / L’’ u(r

on obtient

1
•‘,+i Y3+t

1/2.j+1/2
. f, f, u(.r. y, t)dic1y

+1A{
ft,±1 fY31

(f(u(xi. y, t) — f(tt(+;,y.t)))dtdy

t+1 x+I

+ f f ((u(x, yj. t)) — h(u(:r, Yj+i, t)))dtd.T

x,1 y3+1

+ f f f g(u(i, y, t))dtdictY}. (5.1.2)

Dans un premier temps, concentrons-nous sur la première partie de l’expression

(5.1.2).

f u(x, y. t)ddy
= f u(x, y. t)didy ± f u(x, y, t)Uidy (5.1.3)

C GnC,3 CnC,÷13

+ f u(x. y. t)d.rdy + f n(i, y, t)d.rdy,
CnC,.3+1 CnC+1,3+1

où G, G et G1j+1 sont des sous-domaines du maillage d’espace,

illustrés à la figure 5.1.

On développe le premier ternie de l’équation (5.1.3). en approximant u(i1, y3. t’3)

par une fonction linéaire par morceaux

+ ‘(x — i) + (y
— yj),

où, tout comme en une dimension, l’ordre cieux est obtenu en posant

= u’(xj. y, t’1)A.r + O(i2).

= y. t”)y +
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I I I

I I I

I
j C

I i,j*1 I 1+1,1+1 I

y1 I I
J I j I

I I

I j I

cl I
.rr.rrrr_r t t t t t t t t

I I
I I

y
I

J I I
I I I

‘ C I I
I ‘I C. i
I

1+1,1

y1..1,2

xi_l)2
X j+i)2 X.1 X3,2

FIG. 5.1. Divisions du domaine d’espace centré en (Xi+l/2, Yj+1/2).

X,.J/2 Yj+1/2 . ù.
u(x,y,t)dxdy

= f f (j + (a
—

j) + — yj)ddy)

AxAy + +

En évaluant de façon similaire les trois autres intégrales de (5.1.3), on obtient

fX+l f u(i, y, t)d.dy =
(j + + +

+ (i,j
—

+ ui,j+1
—

+ +
—

— ni+l,j+l).

Pour évaluer la deuxième partie de l’expression générale (5.1.2) de Uj+l/2j+l/2, 011

Q procède comme en une dimension.
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En posant

1
= { f (j(u(.r. y. t)

— (u(.r,ï. y.

+ f (Ïi(u(.r. y3. t)) h(tt(r, Y3+i. t))) d}. (5.1.1)

1
x.±l Yj+1

Gl/2.jtl/2(t)
rAy f f, g. t))cLr dy (5.1.5)

on peut alors réécrire (5.1.2) sous la forme

dt i±1/2,j+1/2
= Ri/2i,/2 (t) + GI+l/2,+y/2(t). (5.1.6)

Encore une fois, on peut approximer l’eclo (5.1.6) à l’aide (l’un schéma Runge

Kutta:

= +1/2,j+1/2 + t(R+l/2J+I/2(t + R+l/2,+l/2(tn)) (5.1.7)

+t (G+l/2,j+l/2(t») + 7G±l/2.3+l/2(t) +

Pour fixer les paramètres y, , /3, -y et 6 en fonction de c, on considère l’analogue

de (5.1.7) pour l’équation linéaire

yt=Ry+Gy, (5.1.8)

où y e RN et R et G sont des matrices réelles constantes de dimensions N par

N:

y(t’) =
y(ffl)

+ tR(vy(tn1) + e(t)) (5.1.9)

+AtG(y(t”) + ‘5’y(t’) + 6y(t1)).

Pour fixer les constantes, on développe les termes de (5.1.9) en série de Taylor,

que l’on compare au développement de la solution de (5.1.8), de façon à obtenir

l’ordre deux en temps.

En développant y(t’) jusqu’à l’ordre trois en sachant que Ytt = (R + G)2y(t”),

on obtient

y(t’) = y(t) + Lt(R + G)y(t’) + 2At2(R + G)2y(t”) + O(At3) (5.1.10)
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En utilisant (5.1.10). la relation (5.1.9) petit sexprimer comme suit

(t”) + tv + )R + t 3 + ± )G)y(t’) (5.1.11)

±t2(vR2 + vRG + (o + )GR ± (a +

Maintenant en comparant (5.1.11) avec le développement en série de Taylor jus

cIuà Fordre trois de la solution de Fé.cÏ.o. (5.1.8)

yfl+l = yfl + At(R + G)y + (R2 + RG + GR + G2)y + O(At3). (5.1.12)

on obtient le système suivant

ij+= 1

= 1

c = 1/2

cy+6 = 1/2.

Ce type de schéma doit pouvoir résoudre des systèmes raides. Il est bien connu,

pour des questions de stabilité, ciu’il est préférable de traiter implicitement le

terme dlui représente l’échelle de temps la plus courte. Dans notre cas. il est

souhaitable d’avoir un schéma entièrement implicite en G et donc de poser /3 = 0.

De cette façon, l’unique solution, pour fixé est

1 — —, =
2 2n

1 1—2n

2(1—a) 2(1—a)

La dernière étape consiste à évaluer R±l/2,J+l/2(t) et G+l/2,J+l12tt). pour t fixé.

En applicjuant la quadrature du trapèze et en employant la notation .f(u(x. gj, t”)) =

f,, on Fobtient Fapproximation d’ordre deux suivante

R+l/2+l/2(t) = (f1.
—

f÷i. + f+i — f+i+i)

±(Ïi,i — + i+1 —
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e t.

c;l/9Jl/2(t) — (g + g.ji ± gi.j +

Le schéma PC2 prend finalement la forme

1/2.j±1/2 = ± ± + (5.1.13)

±
—

+ u’j+l —

± + Ui,j
—

+ [n
- - f1 + .f+i —

+ (f7 -f + - f±1)]

+ [(n — l)(Ii + — —

+ (h + - -

[tg + +g +

+ (1- 2ù)(gt’ ± g1 +
+

où .) = t/i et i = t/y. La prédiction au tempst est fixée en discrétisant

= —f(u) — hQu) + g(u)

= — — jthj + Atg. (5.1.14)

5.2. RÉSULTATS NUMÉRIQUES POUR LA DÉTONATION

5.2.1. Équations d’Euler avec gravitation

Nous avons choisi d’étudier le cas d’un écoulement compressible avec gravit atioll

pour tester l’ordre de convergence de la méthode PC2. En effet. pour ce cas simple

davection avec conditions initiales continues, la solution analytique est connue.

Les éciuations cIEuler bi-clirnensionelles avec giavité clans la direction y ont la



95

for;iie suivante

p t (pu) r + (pL’)y 0 (5.2.1)

(pU)1 + (pU2 + p).r + (P1t’)y = 0

(pc)1 + (puc).r + (pc2 + p) = —pg

E1 + (u(E ± p)) ± (c(E ± p)) —pcg.

avec 1 équation cFétat

p = ( — 1)(E — (t2 + e2)).

Exemple 5.2.1. Cet exempte est tiré du rapport technique de Deiterding [251.
On considère un domaine carré D {(x, g) E R2 x. y e [0. 2]} avec Ïes conditions

n?tiaÏes (p,p, u. u)0 = (pc(t), 1.0. 1.0, 1.25)

La densité radiale est définie par

pr(r)
p0 + pb[sin( + ) + 1], 0 < r < R,

)
fla, R<r

avec

r(x, y) = —
xo)2 ± (y

— yo)2,

où x = = 0.75, R = 0.5. p = 1.0, Pb = 0.05, g 1 et = 1.39.

Dans ce cas, la solution exacte se traduit en une advection de la densité initiale

1)
p(x, g. t) = po(x — u0t, y — u0t + gtj

u(x,y.t) =

y. t) = 1’o — gt

p(x,g,t) = Po

Pour cet exemple, nous utilisons PC2 tel qu’il est décrit en (5.1.13). cest—à-clire

sans séparation «opérateurs. L’ordre de convergence, qui est théoriquement 2,

est calculée avec la norme L de l’erreur globale sur la densité

IEHi
= f fleacte ppc2dD.
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Le nombre CFL est fixé à 0.3, tandis que 1/3. Les termes implicites sont

évalués à l’aide de deux itérations de Newton.

TAB. 5.1. Performance de la méthode

gence obtellus vérifient la théorie.

FIG. 5.2. Dersité à t = 0.5, pour Ai 0.05.

Ai Ordre de coflvergence

0.05 1.17212659e-03

0.025 3.17734630e-04 1.883234

0.0125 8.46301174e-05 1.908579

0.00625 2.2163276e-05 1.93300
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5.2.2. Onde de détonation évoluant dans un tube

Les équations modélisant la détonation en deux dimensions spatiales sont les

suivantes

p + (pu)x + (flt’)y = 0 (5.2.3)

(pu)t + (pli2 + p)’ + (PuL’)y = O

= O

(pZ) ± (puZ), + (puZ) = —pZK(p.p).

Pour le cas de la détonation, nous utilisons ce schéma sous sa forme spiit, eu

considérant la solution exacte de l’EDO sous-jacente ut g(u). On évite de cette

façoii les coûteuses évaluations implicites qui, comme il a été montré au chapitre

précédent pour le cas uniclimensioimel, ajoutent artificiellement de la viscosité à

la solution, la faisant bifurquer plus rapidement vers l’état non-physique.

Exemple 5.2.2. Cet exempte est tiré de t’articte de Bao et Jin [6j. On considère

un tunnet de dimensions [0, 300] x [0, 50J. Les conditions imposées aux murs su

périeur et inférieur sont de type parois rigides (solid walls).

Les conditions initiates sont définies par

f (1.0, 1.0,0.0,0.0, 1.0), x ;(p. p, u, e. Z) (5.2.4)
(3.64282, 54.8244, 6.2489. 0.0, 0.0), x <

où

f 10. y—25> 15:
(g) =

—

(5.2.5)
25

—
y — 25{, g — 2.5j < 15.

Pour cet exempte, ta chimie est discontinue, e ‘est-à-dire que

f 1/.
K(T) =

—

‘ (5.2.6)

I T<T10,

où T9n = 3.0, r = 1, q = .50 f 1.6 et = 1.2.

La discrétisation spatiate est Ai = Ag = Ï, de sorte que Li/2 = 0.8725-ÏAx.



98

o

La figure 5.3 illustre les contours de pression à divers moments. On voit bien les

points de triple contact (triple poznts), se déplaçant en directions opposées, se ré

fléter sur les murs pour ensuite entrer en collision, et ainsi de suite. Les points de

triples contacts restent en mouvement, tout au long de la simulation, selon un pat—

tern similaire à celui observé lors d’expérimentations 1151. Cette propriété est ui

excellent indicateur de l’efficacité de PC2 pour résoudre les équations d’Euler ré

actives. Remarquolls que l’échelle spatiale choisie, L112 O.87254Ax, correspond

à nettement moins que les deux à trois cellules dans la zone de demi-réaction

requises pour obtenir une bonne simulation d’une détonation. Ceci constitue ui

autre indicateur de la robustesse de PC2.

FIG. 5.3. Contours de pression, pour Ax Ay = 1.
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Chapitre 6

INTRODUCTION À LA COMPRESSION

ARTIFICIELLE

Le chapitre 3 propose l’élaboration d’une méthode numérique minimisant la vis

cosité nmnérique introduite par les schémas de volumes finis pour le système

hyperbolique homogène. Il a été montré au chapitre 2, que cette viscosité nuisait

à la capture de la détonation, de façon à faire converger le schéma vers la solution

non-entropique. À l’heure actuelle, mi des outils les plus puissants pour enrayer

la dissipation est la compression artificielle (ACM, pour Artificiat Compression

Metkod). En effet, l’ACM assure une capture des discontinuités en ] point. Pour

l’instant, la compression artificielle n’a jamais été utilisée ni adaptée pour ré

soudre le problème des solutions non-physiques pour la détonation.

Nous introduirons, dans ce chapitre, les concepts de base de cette méthode, pro

posée en 197$ par Harten [38J. Pour une étude approfondie de cette approche,

nous suggérons les travaux de Rouch [68, 7OJ.

6.1. LARGEUR DE CAPTURE D’UNE DISCONTINUITÉ

Soci I] démontra que la largeur de capture d’une discontinuité , c’est-à-dire le

nombre de mailles de largeur Lr sur lesquelles la discontinuité s’étale. est fonction

du temps et non de l’espace. En d’autres termes. à un temps tr, si la méthode

capte la discontinuité sur 5 mailles de largeur L\i, elle la capterait également sur 5

mailles pour une discrétisation de .r/1O, à t. Si on pouvait diminuer ce nombre
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de points de capture périodicuement. indépendamment de la cliscrétisation. on

pourrait obtenir une capture plus nette et plus juste des discontinuités. C’est sur

cette considération que Harten fonda sa méthode.

La diffusion numérique cl’rmn schéma est sa capacité de mieux approximer l’équa

tion augmentée d’un terme cliffusif

Ut + .f(u)
a(13(u)arq±iit)

(6.1.1)

si ,d(u) est approximativement constant, et où q + 2 est pair. Supposons qllun

schéma soit précis à l’ordre q pour la version homogène de l’équation (6.1.1), mais

précis à l’ordre q ± 2 pour l’équation augmentée. On dit alors que le coefficient

de diffusion numérique de la méthode est t3(u).

Pour la suite, supposons encore une fois u scalaire. Pour reprendre la notation de

Sod, appelons WQu0, uD) la largeur de capture d’une discontinuité entre les états

U et UD

W(’u0, IID) f 13(u)
, du. (6.1.2)

g(u) — C

Où la fonction g(u) est ici définie comme étant le flux selon le système de coor

données se déplaçant avec le front

g(u) fCu) — su,

où s est la vitesse de la discontinuité, définie par les relations de Rankine-Hugoniot

= J(u)
- f(uo)

(613)
LtD

— 0c

Avec le flux go, les concÏitims de Rankine et Hugoniot (6.1.3) deviennent

- g(u) — g(u) (f(uD) — f(uo))
—

— u0)
=

LIDLIG

ce qui nous permet de définir C = g(uD) g(u0).

Dans le système de référence original, un choc satisfait Finégabté d’entropie stricte

(large)

f(u) - f(uc) > f(u)
- f(uD)

u — U0 — — u
—
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En introduisant f(u) = g(u.) + su. ceci conduit à

g(u)
—

g(uc)
> >

g(u) — gQuD)

U—11f; —
— lJ—UD

d’où tg(u) — g(nc))sign(u. — ut;) > 0. Cependant. pour u. E int(uc. bD) on a

sign (u— tIC) = sign (UD — u0). d’où l’inégalité d’entropie suivante, clans le système

de référence mobile

(gu) — C’)sign(uD — u0) > 0 (6.1.1)

pour un choc et

(g(u) — C)sign(uD — u0) = 0 (6.1.5)

pour une discontinuité de contact, pour tout u E ‘Int(UG,UD). On remarque que

le terme g(u) — C est aussi présent clans la définition de la largeur de capture

d’une discontinuité. Plus g(u) — C est grand, plus W(uG, UD) est petit et par

conséquent, plus la capture est nette. Il est évident qu’augmenter la quantité

g(u) — C est équivalent à diminuer la largeur de capture. L’inégalité stricte dans

la condition d’entropie (6.1.1) suggère donc que les chocs sont généralement mieux

captés que les discontinuités de contact. La capture nette des discontinuités de

contact constitue un plus grand défi que celle des chocs. L’action de l’ACM est

cependant la même dans les deux cas, car l’équation (6.1.2) est valable pour les

chocs et les contacts.

6.2. FLux DE COMPRESSION ARTIFICIELLE

On suppose que la solution u(x, t) ne prend aucune valeur comprise dans l’inter

valle ouvert Ii7t(uc. uD). Considérons la fonction h(u. t) satisfaisant les conditions

suivantes

(1) h(u, t) O pour u(t) à l’extérieur de l’intervalle ouvert (u0, uD)

(2) h(u, t)signQuD(t) — uc(t)) > O pour u(t) dans l’intervalle ouvert (u0, ttD).

Cette fonction h est appelée flux de compression ait ificzelie et la figure 6.1 illustre

son comportement.

Théorème 6.2.1. La solution de l’équation homogène

Ut + f(u) = O
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FIG. 6.1. Profils possibles pour le flux de compressioii.

satisfait aussi Ï ‘é4uu.tion augmentée

Ut ± (f(u) + h(u. t)) = 0. (6.2.1)

Nous croyons que la clémoistration de ce théorème est utile à la compréiieiisioii

de la compression artificielle. Elle est tirée égalemeit du livre de $od IZTt

DÉMONSTRATION. Posoils J(u) f Qi) + hQu, t) le flux de l’équation augmentée

(6.2.1). Les comiditions de R-H deviennent

J(uD(t)) - f(uGtt)) f(D(t)) + h(uD(t). t)
- (f(uc(t)) + k(UG(t). t))

= f(uD)) f(uG(t)) par la propriété 1

S(t)(UD(t) - uGtt)).

Ainsi la discontinuité séparant les états UG(t) et UD(t), se propageant à la vitesse

O s(t), est une solution admissible pour (6.2.1).

t

o

h(u,t)>O

uDt1)

uG(t)

h(u,t)<O
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Il reste démontrer que cette solution est entropique. Posons

(u) = f(t) — s(t)u.

une fonction de flux clans le repère se déplaçant avec la discontinuité définie plus

haut.

Nous avons que

= f(uc(t)) - s(t)uGt

= f(uo(t)) + h(uc(t), t) - s(t)uo(t)

= Jctc(t)) — 5(t)nG(t) par la propriété 1

= guG(t)) = C par la définition de C

De la même façon, nous avons bien g(uD(t)) = g(uD(t)) = C.

Vérifions maintenant l’inégalité ouverte d’entropie pour (6.2.1)

(( u) — C)sign(nD(t)
— UG(t)) (f(u) — s(t)u — C)sign(UD(t) —

= (f(u) + h(u, t) — s(t)u — C)sign(uD(t)
— IG(t))

= (g) + hQu, t) — C)sgn(uD(t) — uo(t))

= (g(u) — C)sign(ttD(t) —

+h(n. t)signQuD(t)
— nc(t)) (6.22)

Pour tout n E intQuG, UD), le premier terme de la dernière expression est stricte

ment supérieur ou égal à zéro (pa.r (6.1.4) et (6.1.5)) et le dernier est strictement

positif par la propriété 2 de la définition de h. Nous avons ainsi que, pour le

flux augmenté «un flux de compression artificielle, clans le repère se déplaçant

avec la discontinuité, l’inégalité stricte d’entropie (6.1.1) pour (6.2.1) est toujours

respectée pour tout u E int(u0. UD)

((u) — C)sgn(uD(t)
— UG(t)) > 0 (6.2.3)

et ceci, indépendamment du fait que la discontinuité considérée est. une onde de

choc ou de contact. grâce à la propriété 2 de h(u. t) et à (6.2.2). D
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Une consécluence importante de cette inégalité est clu’une discontinuité de contact

pour léquation

Ut + .f(u) = O

devient un choc pour léquation augmentée (6.2.1) et quun choc reste un choc.

C’est pour cette raison cjue ion dit cjue laciclition d’un flux de compression aug

mente l’entropie d’une discontinuité.

D’après (6.2.2) et la propriété 2 de h(u, t), nous avons alors en tout temps que

((u) — C)sign(uD
— UG)> (g(n) — C)sign(uD — no) 0,

d’après (6.1.4) et (6.1.5). et clone que

- C> gQt) - C >0,

pour tout u e int(nc, UD), diminuant, par le fait même, la largeur de capture de

la discontinuité, d’après (6.1.2).

6.3. MISE EN OEUVRE DE L’ACM

Nous avons maintenant un outil permettant une capture plus nette des disconti

nuités et n’altérant pas la solution. Il reste à introduire cet outil dans nos solveurs.

Etant donné que

maxf(u),, + h(u)11j max(maxJf(n), maxIh(u)l),

la condition CFL nécessaire pour résoudre numériquement l’équation augmentée

Ut + (J(u) + h(u, t)) O

est plus restrictive que celle nécessaire pour la résolution des cIeux équations

séparément. L’approche la plus économique est alors la séparation «opérateurs

(partition du flux, i.e. une approche de type pas fractionnaires)

(1) F : u” (un±k)*

(2) FIl : (u1)*
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en gardant la même notation T pour le solveur de Féquation homogène les indices

f et h indiquent le flux traité.

Remarque 6.3.1. Cette séparation cl opérateurs met en évictence t aspect “pÏug

in” de Ï AGM. On peut adjoindre Ï’ACM à nirnporte quette méthode pour systèmes

hyperboliques homogènes, sans toutefois t’altérer ni modifier sa nuse en oeuere.

Nous avons discuté largement de la résolution numériclue de l’écjuation

ut + f(u)1 = O

à la section 4.L2, alors concentrons nous sur celle de

ut + h(u. t)1 = 0. (6.3.1)

De la propriété 1 de la définition de h, découle que

h(uD(t)) - h(uc(t))
UD(t) —

uc(t) —

ce qui implique que la discontinuité est stationnaire, c’est-à-dire que s(t) = 0. Une

conséquence directe de ce fait est que le nombre CfL peut être aussi grand que 1.

D’ailleurs, pour tous les calculs qui suivront, le nombre CfL sera toujours fixé à

1. Le premier pas de temps (prédicteur), associé à T, diffuse la discontinuité tout

en la propageant. Pour le deuxième pas de temps (correcteur), la discontinuité

diffusée par le pas prédicteur est alors compressée mais sans être propagée. Le

pas correcteur ne modifie donc pas le temps physique correspondant à la solution

obtenue au cours du pas précticteur. La durée At du pas correcteur, qui ne joue

aucun rôle physique, est appelé ‘pas de temps muet” (dummy).

Il est important de souligner que peu importe la méthode de volumes finis choisie

pour F. l’intégration de (6.3.1) doit se faire point par point, c’est-à-dire que

l’on doit opter pour des méthodes de différences finies au lien des méthodes de

volumes finis. Notons aussi que le choc étant stationnaire. l’erreur associée au

schéma de différences finies .F” n’est pas propagée dans le temps. Tout comme
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Harten r381. nous choisissons la méthode amont ( tipwiiid)

= (u) — — Hy/2),

où

HJ1/2 = %(h÷1 + h)
—

— hsign(u1 —

où At indique le pas de temps muet et h((u)). Le choix de la méthode

amont est inotwé par les théorèmes de Harten stipulant que. sous la condition

CFL définie pour h, le schéma amont préserve la monotonie et converge vers un

profil de capture à un seul point.

6.4. CHoix DU FLUX DE COMPRESSION

tant donné qu’en pratique, la position de la discontinuité et les états UG(t) et

UD(t) sont inconnus, il faut modifier la définition de h de façon à ce que11e soit

basée sur ui’.

Un flux de compression numérique h(n, t) doit satisfaire les conditions suivantes

(1) hCu, t) = O(A)

h(u(r + x, t), t) — h (uCr, t). t) = O(Ax2), pour u à l’extérieur d’une zone

de discontinuité ((t), UD).

(2) h(’u, t)sign(UD(t)—uc(t)) O dans une zone de discontinuité (mi0(t), UD(t)).

Un cas classique scalaire est h — u. Le flux suivant, proposé par Harten

pour un système à U équations, tient compte de la direction

= c4D0 (6.4.1)

où

f min(Dp,. Dm) sig’n.(Dp))
c• = max 0. mm

1<iKd IDp + Dm

où = u1 — u pour la composante de u, Dm = u, — u pour la

composante de u, D0’ = u1 — u_ sont des opérateurs de différences. C’est

d’ailleurs celui que nous utilisons.
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6.5. DÉTEcTIoN DES DISCONTINUITÉS

La force de la compression artifielle est potentiellement aussi sa faiblesse

LACM ne fait pas la différence entre les extrema continus et les discontinuités.

cest-à-cÏire que des régions à fort gradient peuvent être interprétées comme des

discontinuités et être compressées. L’ACM pourrait. par exemple, compresser une

raréfaction. Il y a donc un danger de surcompression.

Cette constatation suggère «ajouter de Finformation à l’ACM pour lui indicyuer

quand ne pas compresser. Une approche populaire est d’utiliser la régularité de

la solution. Ceci peut être fait par l’entremise des limiteurs de pente (voir la re

marque 6.5.1) ou simplement par des indicateurs de régularité basés, par exemple,

sur les dérivées premières, deuxièmes ou plus. Cette approche demande malheu

reusement beaucoup d’ajustements et n’est pas particulièrement fiable.

Remarque 6.5.1. Le nom d’ACM peut aussi étre appliqué à une approche basée

sur tes timiteurs de pentes au lieu des flux de compression. Ce concept a été cÏé

vcioppé par Harten [31 et ensuite raffiné par Lie et Noette [54], dans te contexte

du schéma NT. L idée est de définir ta zone de valeurs que peuvent prendre les

timiteurs de pente sans détruire le caractère TVD du schéma. De cela, déco ule

une classification des timiteurs connus et ta création d’un nouveau type de timi

teurs surcompressifs, appelés AGiVI, provenant de t’éta7gissement de la zone TVD.

Cette approche a te défaut majeur de nécessiter ‘un traitement distinct pour tes

discontvn’uités de contacts et tes chocs. Cela implique que l’implémentation de

cette approche nécessite ta décomposition en variables caractéristiques. Ceci entre

en contradiction avec Ï avantage principal des schémas de type ce7tral. i.e. d ‘évi

ter ta résolution du problème de Riemaun et par conséquent, la décomposition en

variables caractéristiques.
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La méthode développée par Rouch [68, 70] suggère un détecteur de discontinuité

(DDD) basé sur Fentropie des solutions. Le DDD est un opérateur booléen. fonc

tionnant de façon indépendante. diminuant le domaine cFaction du flux de coIn-

pression artificielle. Pour les cas scalaires. le DDD peut être basé sur la condition

cfOleinik [37]. Pour les systèmes. on doit utiliser les caractéristiclues du modèle

étudié.

Si on prend le cas qui nous intéresse, soit la détonation, nous savons que le choc

a lieu clans le gaz non-brûlé. Le choc est précisément ce ciue nous voulons com

presser, alors l’opérateur DDD fournira une réponse affirmative pour Z = 1 et

négative pour Z < l—a, où le a est représentatif de l’empattement de la méthode.

Le DDD associe une variable booléene à chaque point du maillage (le méme pour

chaque composante du vecteur de matière u) O si Z < 1 — a et 1 sinon. En

d’autres mots, le DDD empêche la compression clans le meclium brûlé, ce qui

correspond à la physique du problème.

Sans DDD, l’action de l’ACM, avec les schémas PC, a tendance a produire des os

cillations non-physiques clans le gas brûlé. Comme il sera discuté clans le chapitre

9, les détonations sont, la plupart du temps, instables. Les valeurs thermodyna

Iniques oscillent au front de l’onde de combustion, laissant une trace clans le gaz

non-brûlé. L’ACM a tendance à lire ces oscillations comme des discontinuités et

à les compresser, augmentant conséquemment leur amplitude. l\’Iême clans les cas

sous-résolus, quelques unes de ces oscillations peuvent être perçues, s’exposant

là encore à une surcompression. Cette observation motive l’utilisation d’un DDD

fondé sur la quantité de gaz non-brûlé.

Remarque 6.5.2. Une attention parficul/ère doit être portée au traitement des

conditions aux bords. Les ose ïttations causées par un mauvais traitement seront

potentettement amplifiées par la compression artificielle.
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Pour te trïifletneit des con.ditwns mr bords. dans un co ntcrte de schcma de type

centrai, t a lI.g7nentatlon cia doinctne pcir tle cellules fantômes (gliost ceils). pro

posée par Levy et Tadînor [53]. est t approcÏ7e p0117 taqueÏie nous GLOnS opte.



Chapitre f

CAPTURE SOUS-RÉSOLUE DE LA

DÉTONATION SANS VISCOSITÉ

NUMÉRIQUE

Ce chapitre est consacré à Fapplication des outils permettant de minimiser la vis

cosité numérique. En effet, au chapitre 2 et 3, nous avons conclu qe l’approche

choisie pour simuler des détonations avec maillage grossier serait de minimiser la

viscosité numérique qui est responsable de l’étalement du choc non-réactif, pré

curseur de la combustion.

Nous avions comme objectif, outre la capture de la solution physique, d’obte

nir une capture bien nette des discontinuités, tout en ;riaintenant la précision à

l’ordre deux dans les régions lisses. Les méthodes de volumes finis de type cen

tral, comme NT (4.1.16) et, de façon plus générale PC (1.1.21), respectent ces

conditions. De plus, l’ajout de la compression artificielle permet nne capture des

discontinuités sur une seule cellule. Coniine nous l’avons souligné à la remarque

6.3.1. du chapitre précédent, l’ÀCM est indépendante de la méthode choisie pour

résoudre le problènie homogène.

L’ACM est optimale lorsque qu’elle est combinée au détecteur de discontinui

tés entropique. C’est à cette étape que nous devons introduire de l’information

sur la physique du problème. Heureusement. le DDD est situé à l’extérieur de la
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méthode de volume finis et de FÀCM. LACM nalourdit donc pas limplémenta—

tïon des volumes finis et peut être désactivée si le problème le permet.

Les différentes approches pour résoudre le problème de la convergence tics sché

mas vers la solution non-physique ont été résumées au chapitre 3. Soulignons que

notre approche [691 se démarciue pour deux raisons majeures des autres méthodes

développées clans le passé. La première est qu’elle explore à fond l’hypothèse que

la viscosité numérique est responsable du comportement erroné des schémas. À
part les méthodes tic Glimm adaptées au cas de la ciétonation, aucune autre nié

thocle n’explore cette issue. La deuxième nouveauté est que notre méthode n’est

pas cantonnée à la résolution tic la détonation. Elle est encapsulée pour permettre

facilement de l’appliquer à d’autres problèmes.

7.1. ViscosITÉ NUMÉRIQUE MINIMALE

La compression artificielle jumelée à un détecteur de discontinuité permet une

capture de discontinuité en seulement un point. Toute l’information relative à la

discontinuité étant contentie clans une seule cellule, l’étalement se retrouve réciuit

à sa valeur minimale. En effet. pour qu’une méthode reste conservative. elle doit

obligatoirement étaler la discontinuité sur au moins une cellule (voir l’article de

Jeltsch et Klingenstein [41)•

Pour s’en convaincre, citons un simple argument géométrique. Pour que la posi

tion réelle de la discontinuité XGD, séparant l’état de gauche du droit, soit reflétée

clans la solution numérique il faut au nioins une cellule. Eu effet. si à chaque pas

de temps, la discontinuité tombe sur l’interface d’une cellule, la position réelle

est rapportée soit à l’interface ou soit au centre de la cellule. S’il y a une valeur

intermédiaire, la position réelle de la discontinuité peut couvrir toute la cellule

(la figure 7.1).

Remarque 7.1.1. Dans te cas des méthodes de GÏimm (voir chapitre 3/), la solu

tion, après une reconstruction sur diaque ceÏÏute et une évolution dans le temps,

est associée atéatoïrement à un point dans ta cellule. Contrairement au.r méthodes
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FIG. 7.1. Projection de la position XGD de la discontinuité, pour

une capture en un point. Pour représenter la position XG,D de la dis

continuité entre l’état u0 et uD, une seule cellule est suffisante, i.e.

l’information sur la position d’une discontinuité peut être contenu

clans une cellule, mais pas moins.

de volumes finis classiques, où l’on consdè’re ta moyenne de ta solution sur chaque

cellule, tes ‘méthodes de Gti’rnm ‘ne font pas intervei r de valeurs vnterrnédmnvs

tors de la capture d “une discontinuité. En conséquences, ces méthodes ne sont pas

totalement co’nservatives, mais converqent toutefois en moyenne avec pivbabiÏité

1.

L’utilisation de l’ACM réduit ainsi l’étalement à sa valeur minimale, tout en res

tant conservative. Cet outil est donc parfait pour tester l’hypothèse de la viscosité

numérique développée au chapitre 2, c’est-à-dire que l’étalement du choc empêche

la capture efficace des détonations avec un maillage grossier et donc qu’une nié

thode sans viscosité numérique convergerait vers la solution physique.

Q Avant d’exposer les résultats, nous tenons à mettre en évidence l’aspect modula

toire de l’approche ACM.
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O
7.2. ENcAPsuLATIoN

L’encapsulation de l’approche est illustrée à la figure 7.2. Dans un premier temps,

le problème homogène est résolu. La méthode de compression artificielle peut ou

non être jointe au solveur de type central. Pour obtenir de irieilleurs résultats clans

le cas de la détonation raide, l’ACM doit être combinée avec un DDD, pour faire

la différence entre uiie discontinuité et un extremum local. Ensuite, l’équation

aux différences ordinaires associée au terme de source est résolue avec le solveur

préféré. Dans le cas des détonations, la solution exacte est choisie.

Notre approche est bien encapsulée pour être appliquée à d’autres problèmes

que la détonation, avec ou sans terme de source, raide ou non. La raideur du

système peut être traitée par le solveur d’équations aux dérivées ordinaires et/ou

par le solveur de volumes finis (par exemple PC).

y

FIG. 7.2. Encapsulation de l’approche volumes finis de type central

avec le duo ACM et DDD
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7.3. RÉsULTATS EN 1D

Pour être en mesure de juger des résultats obtenus de façon quantitative. on utilise

la vitesse moyenne de propagation de Fonde de combustion

=
_‘

(Z1 — Z). (7.3.1)

Par exemple, si Z+l
— Z —1. alors le front est passé à travers la cellule i entre

t et t’1. On comptabilise ainsi le nombre de cellules avant brûlé pendant la si

mulation et on en fait la moyenne par rapport au maillage utilisé. Cette moyenne

converge vers s, la vitesse de propagation de la détonation, pour n — oc [7j.

La pertinence de cet outil de mesure augmente en fonction du nombre de pas de

temps utilisés.

Dans cette section, nous étudierons 1 cas test un faisant intervenir une chi

mie cl’Arrhenius et trois avec une chimie cI’ignition. Pour chacun de ces cas, la

méthode PC. avec c = 1/3, et séparation d’opérateurs Goclunov est utilisée.

7.3.1. Chimie d’Arrhenius

Le taux de réaction d’Arrhenius est décrit par

K(T)
K0 exp ( — E+/T), T> T

(7.3.2)
10,

où K0 est une constante propre au taux de réaction et E+ est l’énergie d’ac

tivation. La température d’ignition est fixée à 1% de plus que la température

non-brûlée. de façon à éviter une ignition causée par du bruit numériclue clans le

meclium non—brûlé.

Exemple 7.3.1. Cet exemple est uï’ cas classique de détonation forte où les

tongueu?s caractéristiques. e = ‘/7p et Li/2, ont ete norrnatisees à J5 et 1.

Ce cas est emptoyé, entre autres, par Bo urtioni t12] pour t étade des instabilités.

No us reprendrons cet exempte dans le dernier chap?tre po or t étude muttiéckette.

(p,p.u,Z)o= (1,1.0,1),
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Ko = 165.6762. E 50. Qo = 50. = 1.2.

Le drgr6 de poussée (Loir (1.2. 1)) est fi.r à f 1.74, de sorte que ta détonation
soit stable.

L ‘onde de combustion se propage à une vitesse (le S = 8.9823 et le gaz brûlé est
caractérisé par (p. p. u. Z)1 (3.9086. 61.0399. 6.68-12. 0) o uec une température et
une pression de von. Neuinann de 7.6502 et 73.2563.

À la figure 7.3. les résultats numériques obtenus avec l’approche ACM et DDD
sont comparés à la solution exacte (trait continu en noir). La discrétisation choisie
est de ; = 2100 = 2.1 x 103L112, ce qui ne permet pas de résoudre la réaction
chimique. Le profil observé en témoigne par l’absence clii pic de von Neumann.
La solution exacte exhibée ici consiste en la position du choc, l’échelle utilisée
étant trop grossière pour pouvoir observer le pic de von Neumann. Les concli

tions initiales sont crnstituées des cieux états constants (1) et (0) séparés par

une discontinuité. Les mêmes résultats sont observés pour des conditions initiales
contenant le profil ZND, mais nous croyons cependant qu’il est plus réaliste, étant

donné la discrétisation, de débuter avec un profil de type plateaux.

La capture du choc en un point (voir le profil de pression par exemple) est l’oeuvre
de la compression artificielle. Malgré la cliscrétisation employée, le profil est exact
sans aucune restriction quant à la température d’ignition. De plus. rappelons que
le schéma PC de volumes finis ne requiert pas la solution du problème de Rie
inann pour les équations «Euler.

La vitesse moyenne calculée pour 1000 pas de temps est de S. = 8.9894, ce
qui mène à une erreur relative de 7.9044 x 10 (ou 0.079047c) sur la vitesse ob
tenue par la théorie de Chapman-Jouguet. ce qui est très précis.

La figure 7.4 compare les résultats obtenus avec ACM et DDD (en bleu) et sans
(en rouge). Pour le cas sans compression. on observe clairement la solution non

G physique, caractérisée par un plateau. conséquence de la formation de clemc oncles
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FIG. 7.3. Exemple 7.3.1, avec PC et ACM, x

103L119, CfL= 0.4, t = 38135.99 (500 pas de temps).
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se propageant à une vitesse différente. La plus rapide étant la détonation faible

iion-phvsique et la plus lente, l’oncle de choc non-réactif reliant le gaz brûlé à son

état final. La vitesse moyenne de propagation est de = 13.79775, une quantité

qui est approximativement égale au ratio Ax/(2At). Ceci est bien sûr la consé

quence cl’ull traitement numérique non-adéquat, car cette vitesse indique qu’une

demie cellule est brûlée à chaque pas de temps.

7.3.2. Chimie d’ignition

Le comportement de la loi d’Arrhenius peut être imité par une chimie d’ignition

t 1/r. T>T
K(T)

— g
(7.3.3)

0. T<Tign,

où r représente l’écuelle de temps de la réaction chimique.

Exemple 7.3.2. Cet exemple consiste lui aussi en ‘une détonation forte, ‘mais

avec une chimie d’ignition. Matgré te ftit que ta chimie continue d’Arrhenius

x 10



FIG. 7.4. Exemple 7.3.1, x = 2100 = 2.1 x 103L1/2, t 38135.99

(500 pas de temps). En rouge, sans ACM ni DDD.

soit ptus proche de ta réalité, la chimie discontinve d’iqnition s ‘avère être un test

numérique plus sévère.

(p,p,u, Z)0 (1, 1,0,1),

q0 SO,y = 1.2,f 1.6.

L ‘état brûlé est donné par (p,p, n, Z)1 = (3.64282, 54.8244, 6.2489, 0). avec’ une

température et une pression de von Neurnann de 7.1136 et 67.35.48. La vitesse de

propaqation est de 8.6134.

Le but de l’expérience est d ‘étudier les limites des méthodes PC avec et sans

Ï’A1M et DDD, pour’ une discrétisation fixée à Ax = 0.2.5.

Pour ce cas, nous avons voulu trouver le r mimimum (Tmjn) pour lequel les versions

avec et sans ACM fournissent encore la solution physique (voir la section 4.2.4.1

du chapitre 4 pour une définition de T,.njn).
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Dans les travaux de Berkenbosch [1 il est démontré que la température d’ig—

nition joue un rôle primordial sur la détermination de En effet. plus on aug—

mente la température d’ignition. moins l’étalement du choc aura un effet néfaste.

Selon des arguments basés sur le modèle visqueux (voir le chapitre 2 et la section

3.2 cm chapitre 3). la condition selon laquelle on ne peut observer de solutions

non—physiques est que la température cl’ignition soit supérieure à la température

atteinte après le passage d’une détonation faible (Tfajble). Ceci empêche claire

ment la création d’une détonation faible caractérisée par la température Ifnible’

Étant donné que l’on résout ce problème en séparant les opérateurs (l’advection

et ensuite la réaction chimique), on peut relaxer cette condition en imposant que

la température d’ignition additionnée de l’augmentation de la température pen

dant la réaction chimique soit supérieure à Tfaflte Tfaible < Tign + (T —

T*).

où I est la température atteinte après I’advection du gaz (F Z*). dans

la zone de discontinuité. Cette condition se traduit par

Tfaihle <Tign + ( — 1)qoZ(1 — exp(—t/T)). (7.3.1)

La température après le passage de la détonation faible est facilement obtenue

grâce ax relations de Crussard et de Rayleigh de la théorie Chapman-Jouguet,

exposée au chapitre 1. Pour cet exemple, Tfajb/e = 11.2454 et pour les cas très

raides, 1 — exp(—At/) 1. La relation (7.3.4) devient

Tign > 11.2454 — 1OZ. (7.3.5)

De plus, étant donné que le maillage est décalé on a toujours, pour la capture en

1 point clans les cas très raides, que Z, < 1/2. Ceci peut s’expliquer à l’aide du

raisonnement suivant. Supposons les conditions suivantes

(O, j<J;
Z’rz< -J

11. i>J.

Dans les cas raides, où tout le ga.z de la cellule brûle pendant la chu;nie. on retrouve

ces conditions au début de chaque pas de temps. Sachant que la dernière équation

du système cl’EuÏer réactif se réduit à Z + vZ. —ZK(T), on peut approximer

(à l’ordre 1) la proportion de gaz non-brûlé après l’aclvection (avec séparation
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«opérateurs) par

O. j<J:
Z11

= J11’2 — — Z7) 1/2
— U.J12 < 1/2. j J:

1. j>].
(7.3.6)

Ceci implique qu’avec la compression artificielle, la température cIignition mini

male pour laquelle on n’observera jamais de solution non-physique est d’an moins

6.2151. Ce serait donc de tricher que de choisir une température cl’ignition su

périeure à 6.2451. pour ce cas test. En effet, pour une température cl’ignition au

delà de 6.2454, aucune solution non-physique n’est possible.

Le tableau 7.1 illustre les échelles de temps limites, i.e. Ïrnjfl, pour une discré

tisation fixée à = 0.25 et CFL = 0.4, pour trois températures d’ignition

différentes, pour les méthodes avec et sans AC1.

On remarque que l’ACM permet une résolution environ trois fois plus grossière.

T9 TrnIfl Atrnoyeii/rrnin Li/Li19 ACM

1.01 0.01446 0.6589 19.8208 Oui

5.5472 0.0016678 0.051651 Non

300 0.009927 0.9595 28.8617 Oui

0.02762 0.3443 10.3725 Non

5.00 0.005318 1.7911 53.8764 Oui

0.01070 0.8883 16.6312 Non

o

Pour la température «ignition minimale, i.e. 1% de plus que la température du

gaz non-brûlé, l’approche ACM est la seule à pouvoir fonctionner en régime sous
résolti. Remarquons que lapproche ACM fournit une solution physique pour un

pas d’espace de près de 20 fois plus grand que la zone de demi-réaction.

TAB. 7.1. Performance des méthodes PC, pour différentes tempé

ratures d’ignition. avec .c = 0.25, pour l’exemple 7.3.2.

Comme prévu, plus la température de seuil (1) augmente. plus les méthodes
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sont robustes en régime sous-résolu. Les températures cÏignition limites, pour les

quelles les schémas avec et sans ACM fournissent la solution physique pour tout

r. sont entre 5 et 6 avec ACM et entre 6 et 7 sans (tel que prévu par l’analyse

précédente). Consulter la figure 7.5 pour un résumé des performances des cieux

méthodes.

Mentionnons finalement que le test où la. température d’ignition est fixée à 1.01

constitue. sans contredit, le test le plus sévère. C’est pour cette raison ciue nous

fixerons, pour les 2 exemples à venir = 1.01 max(To) (où T0 est la température

du gaz non-brûlé).

7.3.3. Collision d’ondes

L’exemple suivant permet de tester la robustesse de notre approche en présence

d’autres oncles que la détonation.

Exemple 7.3.3. Il est question de la collision entre une détonation et une ra

réfaction [6]. Les paramètres sont les mêmes qu’à t’exempte précédent, mais avec

tes conditions initiales

(2.0, 10.0, 4.0, 0). .r < 10;

(p.p. u, Z)0 = (3.64282,54.8244. 62489. 0), 10 < x < 20; (7.3.7)

(1,1,0,1), 20 <x.

Dans cet exempte, il y a une détonation (ta même qu ‘à Ï ‘exempte précédent,),

une raréfaction et une discontinuité de contact se propageant vers ta droite et

une raréfaction se déptaçant vers ta gauche. Le but est de vérifier ta capacité de

t’approche ÂCilf à gérer les iiteractiois avec d’autres ondes non-réactives.

La température cl’ignition a été fixée à 1.01, pour rendre le test le plus difficile

possible. L’interaction avec la raréfaction perturbe la capture de la détonation,

car l’échelle de temps minimale requise pour l’approche ACM avec une cliscréti

sation de x = 0.2.5 est r,, = 1/66 = 0.01515, comparativement au cas sans

raréfaction où r,71 = 0.01446.
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FIG. 7.5. Performance des deux approches en fontion de la tempé

rature d’igrntion. Les coupures de x/L112 indiquent qu’à partir de

cette température cl’ignition, le schéma fournit toujours la solution

physique (Trnin t.q. Li/2 0).

On compare les résultats obtenus avec ACM sous-résolue (Ax 18.91038L1/2)

avec ceux de la simulation sans ACM pour une discrétisation résolue de x

0.0005 0.037$21L119. soit plus dc 26 points dans la zone de demi-réactioll.

On a. à la figure 7.6, la solution au temps t = 2. soit avant la collision et, à la

figure 7.7, la solution à t = 8, soit après la collision. Cette expérience est la inéine

que celle présentée par Bao et Jin 6J, à la différence qu’ils ont choisi une tempé

rature d’ignition supérieure à la nôtre, soit T9 3, rendant du coup l’expérience

— sans ACM
— avec ACM

1 2 3 4 5 6 7

T.ign

1 2 3 4 5 6 7

T.ign
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moins difficile. Malgré cela. contrairement leurs résultats. nous nobservons au-

curie oscillation derrière la détonation.

On remarque que la discontinuité de contact située derrière la détonation (clans

le gaz brûlé) est captée en plus «un point. Ceci s’explique par le fait que le clé

tecteur de cliscontimutés empêche de compresser clans le gaz hrtlé t H ne permet

la compression que clans le gaz non-brûlé. étant donné ciue le choc non-réactif s’y

trouve. En «autres mots. il indique au constructeur de flux de compression de ne

pas agir lorsque le gaz est brûlé.

L ‘approche ACM permet donc l’interaction avec d’autres oncles non-réactives.

Notre solution ACM ne dépend pas des conditions initiales, c’est-à-dire que le

solveur s’adapte sans effort à une modification de la solution du problème de Rie-

marin pour la version homogène du système cl’EuÏer réactif. Cette propriété de

flexibilité ouvre la voie à une multitude d’applications. Ceci constitue un avan

tage évident comparativement à d’autres méthodes, telles que celle proposée par

Helzel et al [40, 411. Dans leur cas, on permet au gaz de brûler seulement dans

une zone déterminée par la solution du problème de Riemann pour la version

homogène du système d’Euler réactif. Cette zone correspond à la portion située

entre le choc et la discontinuité de contact. En changeant les conditions initiales,

le problème de Riemann est modifié. Dans ce cas, il est pertinent de se demander

si, lors d’interaction avec d’autres oncles non-réactives, il est suffisant d’empêcher

le gaz de brûler entre le choc et la discontinuité de contact pour éviter la solu

tion non-physique. Ce genre de question soulève le manque de flexibilité de la

méthode.

7.3.4. Interaction avec im profil oscillatoire

Cet exemple est semblable aux deux précédents. à la différence que la détonation

évolue clans un milieu non—brûlé à densité non-constante.
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FIG. 7.6. Exemple 7.3.3, r 1/66, à t 2, avant la collision entre

la détonation et la rarefactioll. En noir, la solution de référence,

saris ACM ni DDD, avec = 0.037821L1I2 et en bleu, avec ACM

et DDD, pour Ai = 0.25 = 18.9103$L112, 210 pas de temps. On

observe majoritairement que la solutioll avec ACIVI et DDD (bleu),

car elle approxime parfaitement la solution exacte

Exemple 7.3.4. L ‘erernpÏe est anss tiré des t’ravauï de Bao et Jin 16]. Les

conditions initiales sont définies par

t (1.79463,21.53134,3.01511,0). ï <
(p.p,u,Z)o= —

(p(x),1,0.1), ir/2<x,

avec p(x) 1 + 0..5 siii(2x), où Ax = r/400. Le deqré de poussée (voir (1..1))

a été choisi à f = 1 de façon à ce que Ïa densité du gaz brûlé ne puisse atteindre
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Fic. 7.7. Exemple 7.3.3. T = 1/66, à t = 8, après la collision de

la clétollatioll et de la rarefaction. En noir, la solution de référence,

sans ACM ni DDD, avec x = 0.037821L1/2 et en bleu, avec ACM

et DDD, pour Ax 0.25 = 18.91038L112, 210 pas de temps. On

observe majoritairement que la solution avec ACM et DDD (bleu),

car elle approxime parfaitenient la solution ‘Texacte”.

une valeur inférieure à celle du gaz non-brûlé. Le reste des paramètres sont tes

mêmes que pour les deux exemptes précédents. Ce profit exagérément oscillatoire

n po ui but de tester Ïa capacité de t ‘approche ACVIvI d évoluer dans un gaz qui n’est

pas au repos. De ptvs, te cas d ‘un gaz non-brûlé avec densité non-constante sera

repris, en version pÏus douce, pour I étude nuttiéchetie.

4.5

3.5

1.5

20 40 60 80 100

Température T Fraction du gaz non—brulé Z

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

o



G

12.5

Pour un cas comme celui-ci, le détecteur de discontinuités doit être légèrement

modifié. En effet. si la méthode de compression artificielle compresse aveuglé

ment partout clans le gaz non-brûlé. les extrema des oscillations seront applatis.

Il sagit d’imposer une condition supplémentaire au DDD relative à la pente. En

deçà d’une pente de seuil. on ne doit pas compresser. Cette condition est facile à

implémenter et rappelons que le cas étudié clans cet exemple est extrême et que

clans des situations plus réalistes, le gaz inerte est moins agité.

Pour éviter qu’il y ait une réaction chimique prématurée dans le gaz 11011-brûlé,

aux endroits où To(x) > il faut fixer la température cl’ignition selon la valeur

maximale rie la température clans le gaz inerte, donc selon la densité minimale.

La température cÏ’ignition est clone fixée à 1.01 max(To) 2.2.

La figure 7.8 montre la solution obtenue avec l’approche ACM à t n/20 et

la figure 7.10, à t = n/5. On voit à la figure 7.9, un gros plan de la densité et

de la pression au temps t = n/20. La solution de référence est obtenue avec PC,

sans ACM et avec une discrétisation de A.L = n/10000.

On peut voir que la solution sous-résolue obtenue avec ACM et DDD est très

rapprochée de la solution de référence (résolue, sans ACM ), et ce avec une dis

crétisation 25 fois plus grossière. De pius, la solution est stable autour de la

discontinuité, on n’observe pas d’oscillation autour du choc.

Ces quatre exemples montrent la robustesse de l’approche ACM en régime sous

résolu. En plus de fournir la solution phvsiciue avec un maillage très grossier,

jusqu’à 2100 fois la zone de demi-réaction pour une chimie continue et 20 fois

dans le cas plus sévère d’une chimie discontinue, notre approche permet la cap

ture de la détonation dans des contextes physiques plus élaborés. En effet. avec

un maillage sous-résolu, l’approche permet une bonne capture de la solution phy

sique lors d’interactions avec des ondes non-réactives et pour un gaz non-brûlé en

mouvement.
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Densité p Pression p

4 6

Température T Fraction du gaz non—brulé Z

FIG. 7.8. Détonation se propageant dans un gaz à densité non

collstante, exemple 7.3.4, à t n/20, T 0.001, 388 pas de temps.

En noir, la solution de référence, sans ACIVI ni DDD, avec

0.36367L;/2 et en bleu, avec ACM et DDD, pour Ar = ir/400 =

9.09174Li/2.

7.4. R$ULTAT$ EN 2D

L’élaboration d’une méthode de compression artificielle bi-dlimensionnelle est pré

sentement sous investigation. Ce sujet constitue le principal intérêt de recherche

d’Olivier Roucli. Les résultats préliminaires sont très intéressants, mais au iïio

ment de l’écriture de ces lignes, des ajustements restent à faire. Les résultats

paraîtront sous peu dans [681 et [7OJ. L’application au cas de la détonation fera

l’objet d’uiie publication conjointe.

Le principal défi de la compression bi-dimensionnelle est la détermination de la

O direction de compression. Comme il a été discuté précédemment, un schéma sera

affecté par ure surcompression. En deux dimensions, une compression dans la
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Densité p
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Pression p
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o I I I

1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

FIG. 7.9. Zoom. Détonation se propageant dans un gaz à densité

non-constante, exemple 7.3.4, à t 7r/20, r 0.001, 388 pas de

temps. En noir, la solution de référence, sans ACM ni DDD, avec

Ax 0.36367L1/9 et en bleu, avec ACM et DDD, pour Ax =

7T/400 9.09174L112.

mauvaise direction aura un impact similaire à la surcomnpression. La compression

doit être appliquée dans le seiis de la propagation de l’onde. Malheureusement,

déterminer la direction de propagation d’une onde à l’aveugle, est une opération

très coûteuse. Une méthode “avec mémoire”, qui utilise une trace du front d’onde

enregistrée périodiquement, permettrait de déterminer le sens de la propagation

de façon moins dispendieuse. Cette idée est présentement sous investigation.
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Densité p Pression p

46

Température T
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6

FIG. 7.10. Détonation se propageallt dalÎs un gaz à densité noli

constallte, exemple 7.3.4, à t = ir/5. Ax 7r/400 9.09174L1/2,

r 0.001, 826 pas de tenips. En loir, sans ACM ni DDD, avec

Ar 0.36367L119

o

r
Fraction du gaz non—brulé Z
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Chapitre $

LIMITES DE LA CAPTURE EN UN POINT

L’hypothèse que l’étalement du choc sur plusieurs cellules cause la bifurcation

vers la solution non-physique est largement acceptée. Au chapitre précédent, nous

avons exploré cette hypothèse grâce à la compression artificielle. En effet, la com

pression artificielle permet une capture des discontinuités sur une seule cellule, ce

qui constitue l’étalement minimal.

L’implémentation de l’ACM avec le DDD approprié améliore de beaucoup la

capture des détonations avec un maillage grossier. Cependant, comme nos expé

rimentations nous l’ont démontré. il existe encore un point de rupture, c’est-à-dire

une discrétisation limite en dessous de laquelle le schéma avec l’ACM n’est plus

en mesure de fournir la solution physique.

Dans ce chapitre, il sera question de cette discrétisation limite, clans le contexte

des méthodes à pas fractionnaires. Son existence. même pour les schémas de

Glimm, perniettant une largeur nulle de capture, sera démontrée.

Dans la section 8.3. une modification externe aux schémas PC avec (ou sans)

ACM sera présentée (voir aussi [691). Les expériences du chapitre 7 seront re

prises avec cette modification.
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8.1. ExIsTENcE DLNE DISCRTISATION LIMITE

Considérons une méthode avec séparation d’opérateurs po’ir le problème de la

détonation

= 7? = 7? o u. (8.1.1)

où P est. comme à l’habitude. le solveur de la partie homogène du problème et 7?

un solveur pour la réaction chimique. Dans le cas de PC, la structure prédicteur

correcteur implique une résolution de la réaction chimique intermédiaire (au pré

clicteur). Le chapeau sur lopérateur F indique justement la composition possible

de ces solveurs. Le point à retenir de cette forme générale (8.1.1) est que la der

nière opération effectuée est une chimie. La solution est l’état intermédiaire

entre l’advection avec ou sans compression et la dernière chimie.

Pour l’instant, considérons le cas optimal où FACM est appliquée, c’est à dire

lorsque le choc est capté sur une seule cellule. Notons par u l’état intermédiaire

clans l’unique cellule contenant l’information sur la discontinuité. On a alors que

Z est la proportion de gaz non-brûlé avant la réaction chimique, clans l’unique

cellule contenant l’information sur le choc.

On a ainsi que

[Z0,Z1[= [1,0[,

ce qui nous permet de définir O < < 1 tel que

Z’ = 1 —6, (8.1.2)

où les indices O et 1 réfèrent encore aux états non-brûlé et brûlé respectivement.

Comme l’équation différentielle

= —ZK(T) (8.1.3)

peut être résolue exactement (en supposant bien sûr que la température reste

constante), nous avons que pour le cas de la chimie cFignition. lorsque 7 >

Z’ = ZexP(_) (8.1.4)

O (1_6)exP(_).
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Nous pouvons maintenant donner mie première définition de la discrb.sation

limite.

Définition 8.1.1.

VrE[0.1) et>0. >0 tel que

At At’ / AtN
(-)>(_) (1_E)exP__-)<à.

Il existe toujours une cliscrétisation limite ()‘ telle que tout le gaz clans la cellule

(ou la moitié, pour les maillages décalés) brûlera à chacyue pas de temps, menant

à la formation d’une oncle de combustion se propageant à la vitesse non-physique

de Ax/t (x/2t pour les maillages décalés).

La discrétisation limite a été définie clans un coiltexte continu. Étant donné cjue

nous travaillons sur des domaines cliscontmus. la définition de limite et donc de

convergence est légèrement différente. Elle dépend, entre autres choses, de la ca

pacité de la machine à représenter les nombres de petite taille.

Définition 8.1.2. 11 existe une discrétisation limite (t)’ < (2t)! telle que pour

tout () > on a (1 — E) exp ( — O (le symbole O indique numéri

quement nul).

À l’avenir, nous adopterons la dernière définition 8.1.2 de cliscrétisation limite et

pour alléger l’écriture, on laissera tomber l’indice d.

L’influence de E sur la détermination de la discrétisation limite n’est pas né

gligeable, il n’empêche cependant pas son existence. Dans le cas des méthodes de

Glimm, où à chaque pas de temps E O ( Z 1), la cliscrétisation limite est plus

grande que clans le cas avec ACM. mais existe toutefois. Ainsi, même avec une mé

thocle qui capte les discontinuités en O point à chaque pas de temps. il existe une

cliscrétisation limite (e)’ au delà de laquelle la méthode bifurquera vers la solu

tion non-physique. Le même raisonnement peut être repris pour une chimie d’Ar

rhenius. Dans ce cas. le point limite sera défini en fonction de tK0 exp(_E+/T).
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En pratique. la discrétisation limite dépend surtout du schéma utilisé pour l’ad—

vection et du cas test étudié. Il est très difficile de déterminer explicitement ()‘
pour un cas test et une méthode donnée. La raison principale est ciue la valeur

de change à chaque pas de temps. Il dépend continuemeiit de sa valeur au pas

de temps précédent. Nous savons toutefois que. pour les schémas de type central.

> 1/2 à chaque pas de temps (étant donné la Cf L sous la barre de 0.5. Voir

la section 7.3.2. équation (7.3.6)). Ainsi, la discrétisation limite pour chaque pas

de temps constitue la valeur maximale de la cliscrétisation limite pour le schéma

complet. À la figure 8.1, on voit que pour Z = 0.5 (soit sa valeur maximale

pour un schéma de type central), si ()‘ > 2, alors le gaz d’une cellule presque

complète (plus de 93%) brûlera à chaque pas de temps. La composition des pas de

temps ne peut que raniener cette limite à une valeur inférieure, car il est presque

impossible d’obtenir Z = 0.5 à chaque pas de temps. situant la linute en bas de 2.

Dans le cas d’un schéma de Glimm, Z vaut 1 à chaque pas de temps. Dans

ce cas, la discrétisation limite peut alors être fixée au voisinage de = 3, car

ainsi la proportion de gaz non-brûlé après la réaction chimique approxime 0.049$

(voir la figure 8.1), ce clui est suffisament petit pour considérer qtie le gaz de la

cellule est entièrement brûlé. Rappelons toutefois que les schémas de Glimm ne

sont pas totalement conservatifs et qu’ils n’existent pas en 2 ni en 3 dimensions

spatiales. Les discrétisations limites trouvées pour l’exemple de la chimie d’igni

tion (7.3.2) sont illustrées à la figure 8.2. À chaque pas de temps, avec l’approche

ACM, entre 71% et 95% du contenu d’une cellule sera transformée en gaz brûlé.

Ceci constitue la limite, i.e. qtie si l’on diminue l’échelle de temps pour t.t fixé,

ce sera trop de gaz qui brûle à chaque fois pour que la vitesse de combustion

demeure à s.

8.2. INFLUENCE DE LA MOYENNE

Pour une capture en un point. lorsciue le cap de la discrétisation limite a été

franchi, le problème de la détonation revient à un problème de point fixe attractif.

L’état brûlé représente le point fixe attractif à chacue fois que l’on active une



FIG. 8.1. Influence de E SUT la discrétisation limite.

cellule (T > T), l’état de son contenu converge automatiquement vers le point

fixe, l’état (p,p.u, Z)1. Dans ces conditions, on ne peut s’empêcher de penser au

cas test classique d’analyse numérique de Leveque et Yee [50]. Dans ce cas, il

est question d’une équation de Burgers avec un ternie de source comportant trois

points fixes, 2 étallt attractifs et un répulsif

t + uu = —u(u — 1)(u — 1/2). (2.2.1)

Il est démontré dans 150] que lorsque l’échelle de temps .t associée à la source de

vient très petite par rapport à la cliscrétisatioll spatiale ou temporelle, la solution

numérique devient non-physique. La discontinuité se propage alors à la vitesse

d’une cellule par pas de temps, ce dlui est forcément dû à un mauvais traitement

numérique.

Plusieurs auteurs suggèrent que le problème de la mauvaise capture de la déto

natioll avec un maillage grossier est le nième que celui du cas de Leveque et Yee.

Nos expérimentations démontrent que ce n’est pas tout à fait le cas. C’est l’éta

lement du choc sur plusieurs cellules qui est le premier responsable du mauvais
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comportement des schémas de volumes finis avec la détonation. Lorsque ce pro

blème est réglé, par exemple avec l’ACM, 011 retombe, lorsqu’on prend At/T trop

grand, sur le problème de point de fixe rencontré lors du traitement de l’équation

scalaire (8.2.1). C’est pour cette raison que nous croyons qu’il est faux d’associer

a priori ces deux problèmes. Par exemple, ni l’ACM ni les méthodes de Glimm

ne pourraient régler le problème de convergence vers mie solution non-physique

pour l’équation scalaire (8.2.1). D’un autre côté, rien n’assure qu’une méthode

bâtie spécifiquement pour le cas scalaire de Leveque et Yee fonctionnerait pour

la détonation.

Étant donné que, clans des cas de raideur extrême ((At/r)” < (At/r)), avec

l’utilisation de la compression artificielle, on se retrouve justement avec la même

problématique que celle décrite par Leveque et Yee, nous pouvons tirer la même

limite ACM
0.6589

z1 = 0.25871

z’ = 0.051742

0.1

Q

O

A t/r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 • 1.2 1.4 1.6 1.8 2

FIG. 8.2. Position des liniites pour l’exemple 7.3.2, agrandissement

de 8.1. Les limites ACIVI et sans ACM sont les valeurs de At/r pour

lesquelles les schémas PC avec et sans ACIVI cessent de fournir la

solution physique.
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conclusion qu’cux : le processus de moyenne implicjué clans les méthodes de vo

luines finis est responsable du comportement numérique erroné. Dans cette niéme

direction. il a d’ailleurs été suggéré par Ahgrall [lj que le processus de moyenne

clans la cellule empéche l’approximation adéquate de la matière non-conservée.

Dans des cas implicyuant un terme de source raide, tels la détonation, ce manque

de précision a les conséquences désastreuses ciue l’on connait.

Pour voir comment c’est possible, reprenons la forme intégrale d’une loi de conser

vation avec terme de source

d 13+1 13+1

f nt, t)dx fu(x, t)) — f Qu(xj+i, t)) + / g(u(, t))di, (8.2.2)

qui peut être intégrée exactement

C1a+1

J zt(x, t’’)dx = J u(x, t’1)dx (8.2.3)
I]

li

- [f f(n(x+i,t))dt
- f f Cu(xt))dt]

rt”’ tx,+’
+ J J g(u(x,t))didt.

t”

En utilisant la notation ( ) -j f, l’expression (8.2.3) devient

Ku(x, tn÷))xJ
= u(x, t))”1 (8.2.1)

At t”--’ t”-’

- (Kf@xi+it) - Kf(u(uj,t))) )
+ 1

I / \Ij--1

+ J Ç.(u(i t))? ctt.
t” I]

Lors du traitement numérique du terme de source, nous devons faire le compromis

suivant t

g(u(. t))) g ((v(.r, t))i+t). (3.2.5)

Cette approximation est typique des schémas de volumes finis pour système avec

terme de source. L’expression (8.2.5) n’est exacte que clans les cas où g est une

fonction linéaire en i. Dans le cas de la détonation et de l’équation scalaire (8.2.1).

ce n’est pas le cas, En particulier, pour la détonation, la linéarité est perdue avec

la température.
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Remarque 8.2.1. Une approrirnation du mém.c type que (8.2.5] intervient lors

du tradement de la parhe homogène de i éq’ucition. En effet, clans la plupart des

cas,

Kf(utrj.tfl)t f((di(.rj.t))
1).

Il sera question cte ce traitement des flv:r au dernier chapitre.

Schématiquement, le solveur R. : (u) —* (u)’ résout

ct(u(t)) t
dt

=g(u)

à la place de
ct(n(x.t))

g(u)). (8.2.6)

Au lieu de considérer la variation de la moyenne de u sur la cellule selon le com

poi’lement moyen de g, on suppose que la moyenne de u varie clans le temps

ponctuellement en fonction de cette même moyenne.

Dans le cas de la détonation, cette subtile nuance peut avoir des conséquences

graves. Le solveur P fournit une valeur moyenne des quantités physiques sur

chaque cellule. Parce qu’on utilise un maillage grossier, la zone de réaction est

très petite comparativement à la taille des cellules. Au lieu d’être augmentée

sur une partie de la cellule proportionnelle à la taille de la zone de réaction. la

température T* est augmentée sur toute la cellule, grâce au processus de moyenne.

Retournons au contexte qui nous intéresse, soit celui de la capture en un point

offerte par l’ACM. pour une discrétisation supérieure à la limite. Considérons la

solution Po u119 u172 obtenue après l’advection. juste avant la chimie finale

(on laisse tomber les crochets pour alléger l’écriture). On calcule u÷172 grâce à

la contribution de Ui+l/2, une valeur moyenne (d’ordre deux clans le cas de PC)

entre u? et La valeur moyenne 171/2 joue un rôle crucial dans l’approxi

mation de la détonation. Pour tin cas raide, si cette température est au-delà de

la température dignition, une réaction chimique sera déclenchée et tout le gaz de

O
la cellule [ii. xi+i] brûlera (voir la figure 8.3). Sinon, aucune réaction chimique

n’aura lieu et tout le gaz restera au repos. En d’autres mots c’est tout ou rien.



I

fIG. 8.3. Température moyenne supérieure à la température d’ignition.

8.3. MÉTHODE DE LA MODIFICATION DES MOYENNES

011 voudrait éviter cette “étincelle artificielle” crée par la mauvaise définition des

moyennes, de manière à ce que seulement une portion du gaz de la cellule brûle

et non sa totalité.

En considérant la valeur moyenne de la source sur la cellule [xj. .rj+i] au lieu

de la source évaluée avec la valeur moyelme, on pourrait éviter ce problème. Mal

heureusement, il est très difficile, voire impossible d’intégrer la relation (2.2.6).

Remarque 8.3.1. À notre connaissance, aucune approche utilisant ta moyenne

(q(n)) n’a été développée. Il serait a priori possible de développer un schéma uns

put (méthode directe,), avec raffinement du maittage autour du front caïcutant à

chaque pas de temps une apprvrimation de
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où U est te VeCteuT des quantités (p. pu. E. pZ). Il suffliad de définzr un sous

maditige dans [ii, r÷1] x [t’. tu_l] et ct ‘y calculer la moyenne de g. at’ec une

moyenne arithmétique par exempte.

Malgré le fait que nous devons renoncer à résoudre directement l’éciuation

cÏKU(x.t))

_

/
—

nous pouvons cependant trouver un compromis.

Le but est de limiter la portion de gaz à brûler à une quantité raisonnable. On

voudrait une méthode qui. lorscine la discrétisation est telle que (t/r) > (t/T)’,

ne brûle pas, à chaque pas de temps, tout le gaz contenu clans la cellule portant

l’information sur la discontinuité

Soit

6Z+112 = Z1/2 — Z’9 > 0, (8.3.1)

avec Z7112 = la moyenne obtenue avec le schéma de volumes finis centré,

la proportion de gaz qui brûle après l’aclvection, ctans la cellule centré en 1j+1/2•

L’étape de la chimie consiste à intégrer l’équation

Z —ZK(T) = g(Z), (8.3.2)

en notant maintenant la source g(Z), au lieu de g(U). pour mettre l’emphase sur

le rôle de Z. On a clone. le théorème fondamental du calcul, que la proportion

de gaz brûlé lors de la chimie est

t”4-1

= f Z(x±1p, t)K(T(.r3÷12. t))dt

o = f
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et ainsi

= _/ q(Z1,2)c1t (8.3.3)

+ I

=

- f g((zy’)cn. (8.3.1)

Comme il a été mentionné plus haut, c’est la température prise comme une fonc

tion de la moyenne et non comme une moyenne qui cause problème.

Le solveur P est composé dune prédiction et dune correction. La projection

au temps t1

U’ = — (8.3.5)

est une approximation d’ordre 1 de type différences finies (F étant le vecteur des

flux). Ce type de schéma est à proscrire pour les lois de conservations menant

à des solutions contenant des discontinuités, car il n’est pas compatible avec les

lois de Rankine et Hugoniot. Il est cependant approprié dans le contexte d’une

prédiction, car la condition CFL empêche. à chaque pas de temps. toute cliscon

tinuité de traverser les frontières passant par rj et par 1+i.

Pour la suite. nous avons besoin d’approximations au temps pour Z en

x et Le schéma (8.3.5) permettant d’obtenir les prédictions Z et Z71,

il suffit d’intégrer (8.3.2) exactement pour avoir une approximation dordre 1 de

Z’ et Z’. Rappelons ici que le ratio de gaz non-brûlé Z est une variable

non-conservat ive.

Cet te dernière approximation permet dévaluer

zi
=

Z(r, t)K(T(.c. t))dt

t,+1

et Z1 = f Z(i÷i, t)K(T(.v+i. t))dt.

ainsi que la moyenne cFordre 1

— iZj + Z+i
)j+1,f2 — 9

. (8.3.6)
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En développant la dernière relation sous sa forme intégrale. on obtient

— [ Z(i. t)K(T(r. t)) + Z(.rji. t)K(T(x±1. t))
Jj+i/2 t

f fli+l Z(r. t)K(T(r. t))
(ciuaclrature du trapèze O(A.r2))

, + 1
.fJ + 1—f g(Z)) ctt. (8.3.7)

Cette approximation de est dans l’esprit des commentaires précédents

portant sur la nioyenne du ternie de source. En effet, elle permet de profiter de

l’information provenant des côtés de la cellule et non seulernement du centre.

Nous proposons alors la modification des moyennes suivante

(Z)+i/9 = mifl Zi/2, (Z)1/9), (8.3.8)

qui modifie la proportion de gaz È brûler par

Z1 — Zj+1/2 — j+1/2 —
j+1/2

La figure 8.4 illustre l’action de la modification des moyennes sur la dïuantité de

gaz brûlant lors de la réaction chimique. Si 6Zj112 est supérieure à la valeur

moyenne entre et SZ1. on la remplace par cette moyenne.

Théorème 8.3.2. Le schéma PC avec pas fractionnaires

(U’1)t = — Àaf

(pZ) = ((pZ))* exp (—
(UJ))*

-

+ D) + (L7 - L1)

+ - 1)(f(L7) - f(U1)) + (f(Uj) - fçLT1))]

(pZ)12 ((pZ))* exp (- AtK((U2))).

avec (p, pu. )2 = ((p. pu. E)2)* et (p. pu. E)72 = ((p. pv. E)2) et

a e]0. 1[, uttisé avec ta correction des moyennes (8.3.8). pour Ïe p’iobtème des
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FIG. 8.4. Les quantités de gaz hrûlaiit lors de la réaction chimique

(après le pa.s d’advectioIi) sont illustrées cii mauve. La correction

apportée par la modification des moyennes est en bleu.

équations d’Euter réactives avec conditions initiales

(pispi u,0) x < xd;
U(x,t = O) (p.p.n,Z)(x,t = O) ‘ ‘ — (8.3.9)

(po,po.uo,l), x > x,

est cornpatzbte d’ordre x dans les zones où Z est discontinu et COmpatzÏ)le d’ordre

Ax2 dans tes zones où Z est continu.

DÉMONSTRATION. Dans un premier lieu, montrons que le schéma est d’ordre 2

clans les zones continues. Pour cela, il faut déterminer où sont les zones lisses.

Lorsque la source —pZK(T) = O, le ratio de gaz non-brûlé est constant et

donc continu. Lorsque Z est constant, on a forcément par (8.3.1) que àZj+i/2 =

= O et on retombe clone au schéma PC sans modification de moyenne,

qui on le sait est d’ordre deux 161].
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Concentrons nous sur les cas où la source est non-nulle. cest-à-dire dans la zone

de réaction. La seule possibilité d’obtenir une zone où Z est continu lorsque

—pZK(T) O est sur un maillage résolu. Dans ce cas. on capte la déflagration sui

vant le choc. Montrons cille, clans la zone de déflagration, on a (t5Z)JÏ/2 àZ1 ‘.
I —

ce qui revient à ne faire aucune modification des moyennes et ainsi obtenir un

schéma d’ordre i2.

On peut exprimer les différences telles que

* _zn+l _z*= Z÷1/2 j±I/2 — j+1/2(1 — exp(—t/r)) (8.3.10)

et de la même façon,

z + z;1
(1 — exp(—zt/r)). (8.3.11)(SZ)112 =

2

Pour avoir (Z)J±I/9 = min(cZ+i12, (Z)112) Z+i/2 le schéma PC doit

respecter

z +Z* <
j+l/2— 2

où Z (Ztl)*(solution après l’advection et avant la chimie). En se concentrant

sur les termes d’ordre un et en considérant un maillage résolu, la partie correcteur

du schéma PC. pour la dernière équation du système d’Euler réactif, devient

zt

________________
______

cL\tK(U’1)
(pZ) +(pZ)1

+ 2 ((t)j((2a — 1) + e(pZ)1/2

—(pZu)+i ((2a — 1) +

At(pZ) ±Z)1
+

2oAx
(2 — 1 + _xtI((c”)) ((pZ) — (pZu)j±i)

(pZ) ±(pZ),’1 Al
+ (2 — 1 + 1)((pZu)+1 — (pZu))

2cr

Al(pZ)’ +(pZ)1
+ — (pZu)+i)

et du côté de la prédiction,

Al(pZ) + (pZ*

____________

)j+l — (pZ) + (pZj1 —

2 2
((pZn)i + (pZu).+i). (8.3.12)
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En utilisant le limiteur m io mod(ci. h) = O.5(signe(u) + signe(h)) min( u . h) et la

notation D(f) = fj+ — f . le dernier terme de la prédiction devient

mnmod(D(pZu)1. D_(pZu)) + %minrnod(DtZu)j. D±(pZu)1).

(8.3.13)

Dans la déflagration. le flux de la quantité de matière Z est monotone croissant.

On déduit alors de (8.3.13)

± (pZu)+y) min (D(pZtc)+i, D+(pZu))

+ min (D+(pZu), D+(pZu)_i)

< D(pZu) + D(pZu)

= (pZ’u)+ — (pZtz). (8.3.14)

Étant donné que les limiteurs TVD sont tous basés sur les différences finies, le

résultat (8.3.14) reste vrai pour tout autre lirniteur. La relation (8.3.12) implique

alors

(pZ) +(pZ)1 (pZ) +(pZ)1
+ ((pZtt)2 — (pZu)2i).

Ce qui permet de dire

(pZ) + (pZ)1
(P )j1-1/2 2

et de conclure, par monotonie, que

*
z;+z;1

j+1/2
— 9

Ainsi le schéma PC avec modification des moyennes est précis d’ordre cieux dans

les zones de déflagration, car on a bien que (à’Z)Jl/9 = nlin(à’ZJ+i/9, (à’Z)i+1) =

àZ + 1/2

Il reste maintenant à considérer les zones où Z est discontinu. c’est-à-dire partout

où la source est non-mille en régime sous-résolu et lors de la capture du choc en

O
résolu sont des discontinuités. Nous savons qu’un schéma de volumes finis per-

forme au mieux à l’ordre 1 dans les zones de discontinuités. La différence
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o

étant une approximation d’ordre un de Zj+i/9, la modification des moveniies ne

change donc pas l’ordre clans les zones où Z est discontinu. D

Tout comme l’ACM, la méthode de la modification des moyennes (Mdlvi) est

compatible avec notre objectif de modularité. Bien sûr, McIIVI est construite pour

le cas particulier de la détonation, mais elle a l’avantage de rie pas être imbriquée

dans dans le schéma, mais plutôt d’agir comme plug-in” (greffon) à la fin de

l’intégration. Le schéma 8.5 illustre où la modification des moyennes entre en jeu.

8.4. RÉSULTATS EN ÏD

Dans cette section. ou reprend certains des cas unidimemnsiommels étudiés au cha

pitre précédent, de façon à comparer les résultats avec et sans la modification des

irmoyennes (Mc1M).

y

FIG. 8.5. Encapsulation de l’approche volumes fimis de type central

avec ACM, DDD et Mc1M
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Exemple 8.4.1. Soit ie.rcmpte 7.3.1 civec chim?.e ci’Arrhenfiis

(p.p, u. Z)0 (1. 1,0. 1),

= 165.6762. E = .50. cj0 .50. = 1.2. f = 1.71. L1,,2 1

À la figure 8.6. on voit les profils obtenus pour une simulation sous-résolue.

avec compression artificielle et modification des moyennes, caractérisée par .r =

1 x 1010 = 1 x 10’°Ll/2 et CFL = 0.4. Cette cïiscrétisation est largement suffisante

pour n ‘importe quelle application.

La vitesse moyenne calculée potir 4000 pas de temps est de S = 8.98276, ce

qui donne une erreur relative de 0.0050125% sur la vitesse s = 8.9823 obtenue

par la théorie de Chapman-Jouguet. Rappelons que pour la même expérience,

mais avec ACM et DDD seulement. l’erreur relative sur la vitesse de propagation

était de 0.07904%. Le maillage r = 2100 était la cliscrétisation limite per

mise par l’approche ACM, pour les mêmes conditions initiales. L’ajustement des

moyennes, en pins de permettre à la compression artificielle de converger vers la

solution entropique sur des maillages plus grossier, conserve la bonne vitesse de

propagation moyenne.

À la figure 8.7, on observe la solution obtenue avec PC et MdI. sans ACM, pour

la discrétisation de référence de l’exemple 7.3.1, soit Ai = 2100. Pour une tempé

rature d’ignition très basse, ici encore à 1.011’o, la modification des moyennes est

optimale lorscju’elle est jumelée à la compression artificielle. Le pas d’espace limite

de Ai = 1 x lOlo constitue une amélioration de la performance (le la méthode

d’un facteur de 10’°/2100 4.76 x 10°, i.e. avec MdI et 1’ACv’1 on peut capter

un détonation raide avec un maillage de l’orcl;’e de 106 fois plus grossier dlu’avec
ACM seulement. De plus, MdM utilisée seule est moins robuste que l’ACI\I seule.

Cette dernière constation est cohérente avec la conclusion tirée au début de ce

chapitre, soit qu’on doit éliminer la diffusion avant d’avoir un problème de type

point fixe.



146

o

Densité p

O ACM±MdM
— Exacte

FIG. 8.6. Exemple 8.4.1, avec PC, ACM et MdM, Ax 1 x 1010

1 x 10’°L1, CFL= 0.1, t = 1.815600 x 1011 (500 pas de temps).

Exemple 8.4.2. On reprend t ‘exempte 7.3.2 avec une chimie d ‘ignitio’n du cha

pitre précédent.

(p,p,u,Z)o=(Ï,1,0,1),qo=50,7=1.2,f=1.6.

En reprenant la même expérience qu’au chapitre précédent (i.e. trouver Tmjn tel

que pour Ax fixé à 0.25, le schéma fournisse la solution physique), on trouve que

le duo ACM et MdM est robuste sous toute discrétisatiomi. La valeur minimale

possible pour l’échelle de temps est de la précision de la machine. La capacité

des autres combinaisons sont synthétisées dans le tableau 8.1. Les domaines de

convergence de la table 8.1 soiit schématisés à la figure 8.8.

Exemple 8.4.3. On rejbit texpér7ence 7.3.3 de ta cottision entre une détonation

et une raréfaction j6]. Les conditions sont tes mêmes qu ‘à t ‘exempte précédent,
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FIG. 8.7. Exemple 8.4.1, avec PC et MdM, Ax = 2100 2100L1/2,

CFL= 0.4, t 38024.161.5 (500 pas de temps).

gn Tmin Atn2oyn/rmin Ax/Ll/2 MdM ACM

1.01 Précision de la machine O(1/Tmin) 0(1/Tmin) 0uj Oui

0.01446 0.6589 19.8208 Non Oui

1.1102 0.0079715 0.25808 Oui Non

5.5472 0.0016678 0.051651 Non Non

TAB. 8.1. Performance des méthodes PC, avec combinaisons de

ACIVI et MdM, pour Tj = 1.01.

mais avec

(2.0, 40.0, 4.0, 0),

(p,p, n. Z)0 = (3.64282, .54.8244.6.2489,0),

(1, 1,0,1),

x < 0;

10< x <20;

20< x.

Nous avons choisi une écuelle de tenips extrèment petite r 1x1020, pour iriettre

e évidence la robustesse de 1’ACM avec modification des moyennes, même lors
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FIG. 8.8. Doinailles de coiivergence pour le cas 8.4.2 avec CFL de 0.4.
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d’interactions avec d’autres oncles purement non-réactives. L’ajout de IVIclM 11e

perturbe pas la solution, car la méthode ne modifie pas les moyennes dans les

zones où Z est constant.

8.5. RÉSULTATS EN 2D

L’exteilsion de MdJ\’I en 2 dimensions est directe. La inoyerme d’ordre 1 est cal

culée sur les 4 cellules voisines

résultant à la modification des inoyeruies développée plus haut

ID.

‘o’.

In”

bit

I0

100

Ï
ACM +MdM
ACM
MdM
sans correction

=xt I t
l0’

=

zi:i + zi:i+i + zi+i,j + Z+1,+1
4

(8.5.1)

(SZ)+l/9J+l/2 n1h1(6Z+l/9+l/9, (Z)+l/9i+l/9), (8.5.2)
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Densité p Pression p
4.5 60

4
50

0.5
O 2 4 60

Température T Fraction du gaz non—brulé Z

0.8

0.6

0.4

0.2

20 40 60 80 100

FIG. 8.9. Exemple 8.4.1, avec PC et MJM, Ax 0.25 3.4902e+

020L119, CFL= 0.4, t = 8 (826 pa.s de temps).

qui modifie la proportion de gaz à brûler par

z’’ — z
i+1/2,j+1/2 — i+1/2,j+1/2 —

)i+1/2,j+1/2

Comme nous l’avons vu à la section précédente, MdM est optimale lorsqu’elle est

combinée à la compression artificielle. L’exemple suivant, 5.2.2 étudié au chapitre

5, montre l’amélioration que Mdlvi apporte à la capture de la clétoiiation en régime

sous-résolu, sans ACM.

Exemple 8.5.1. On considère un tunnel de dimensions [0, 300] x [0, 50]. Les

conditions imposées aux murs supérieur et inférieur sont de type murs solides

(solid walls).

Les conditions initiales sont définies par

C f (1.0, 1.0,0.0,0.0, 1.0). x > ;
(p, p, n. v,Z)o = (8.5.3)

(3.64282, 54.8244, 6.2489, 0.0, 0.0). î’
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où

f 10.
(y) = (8.5.1)

25
—

— 251. I — 25J < 15.

La chimie est discontioue

f 1/r.
K(T) =

—

(8.5.5)
0. T<Tgn,

où Tjgn 3.0, r 1. ‘b .50 f 1.6 et 1.2.

La discrétisation spatiale est firée à r = 1.

Le tableau 8.2 contient les échelles de temps limite, c’est-à-dire r minimums pour

lesciuels le schéma converge vers la solution physique. L’emploi de la modification

Tjj trnoye,,/Tnjn r/Ll/2 McÏ1VI

0.0526 0.5434 21.7756 Oui

0.1429 0.2002 8.0225 Non

TAB. 8.2. Performance des méthodes PC2, avec MdM, pour le tube

2D 8.5.1.

des moyennes pour le schéma PC2 permet une discrét.isation jusqu’à 2.7 fois pins

grossière. Rappelons ciue cette modification est peu coûteuse en temps (le calcul,

et ce même en plusieurs dimensions. En effet, en 1 et 2 dimensions spatiales,

elle représente une augmentation moyenne du temps (le calcul de 18% et 40%.

respectivement.

Q



Chapitre 9

CARACTÈRE INSTABLE DES DÉTONATIONS

FORTES

La théorie ZND. considérée jusqu’à présent clans ce travail, ne donne aucune

information sur la nature instable des détonations. Pourtant, il a été démontré

expérimentalement (voir par exemple [46j) ciue les détonations sont, dans la plu

part des cas, instables. Une petite perturbation de la structure de l’onde peut

la déformer de façon irréversible. L’instabilité est caractérisée par l’oscillation

des quantités physiques au front, clans toutes les directions. Bien qu’impossible à

capter avec un schéma en régime sous-résolu, la nature instable de la détonation

ne peut être négligée. Les maxima au front de l’onde peuvent atteindre jusqu’au

double de la valeur prédite par la théorie de Chapman-Jouguet. Ces faits motivent

la présence d’un volet traitant des instabilités, nième si ce travail est centré sur

les simulations à grandes échelles. Ce chapitre met en place quelques éléments

théoriques sur les instabilités et teste la capacité de l’approche PC à bien capter

les oncles de combustion dans les régimes stable, instable et transitoire.

9.1. ExIsTENcE DES INSTABILITÉS EN UNE DIMENSION

Pour toutes les détonations ayant subi une légère perturbation initiale, les quan

tités physiques oscillent après le choc. Une détonation stable se différencie d’une

instable par le fait que les oscillations diminuent dans le temps. En pratique. on

détermine la nature de la détonation en étudiant lhistorique du maximum de la

pression au front de l’onde. Pour une détonation stable, le maximuni converge
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vers la pression de von Neumaun. tandis que pmir une onde instable, les maxima

évoluent de façon non décroissante et parfois même chaotique.

Les premiers résultats théoriques prouvant la présence «instabilités clans la so

lution des équations cÏ’Euler réactives, sont dûs à Erpenheck (voir 1321 pour un

résumé de son travail). Plusieurs méthodes nmnériques ont été développées pour

obtenir des résultats concrets de l’analyse unidimensionnelle cl’Erpenbeck (voir

Farticle cFAbouseif et Toong [2] pour un résumé et la publication de Lee et Ste

wart [4Ï pour une nouvelle approche basée sur une étude simplifiée). Nous suggé

rons l’article de Roytburd [71] pour une vue d’ensemble des efforts déployés pour

l’étude, numérique et théorique, des instabilités en une et deux dimensions. Il a

été démontré en premier par Fickett et Wood [31 que la résolution numérique des

équations non-linéaires cl’Euler réactives prochut des oscillations dont la période

est très similaire aux prédictions de l’analyse linéaire cÏ’Erpenbeck. La compa

raison des résultats numériques et théoriques hi-dimensionnels a été effectué par

Bourlioux et al. ([12, 141). Étant donné la quantité et la qualité du matériel

concernant cette théorie, nous nous contenterons d’en résumer les grandes lignes.

L’introcÏuction d’une légère perturbation clans la solution du système des équa

tions d’Euler réactives, linéarisées autour du front. permet de mettre en évidence

la nature oscillatoire, croissante ou non clans le temps, des solutions. L’étude est

fondée sur les fonctions propres associées aux problèmes sous-jacents de valeurs

propres. On utilise souvent le degré de poussée f comme paramètre de bifurca

tion. Autour d’un degré de potissée critique f, la détonation change de nature,

en passant par un régime purement oscillatoire en ,f J.

Considérons le cas classique 7.3.1, étudié aux chapitres 7 et 8,

(p,p,u.Z)o=(1,1.O,1).qo=5O.E=5O.7=1.2. (9.1.1)

Le degré de poussée critique est de j 1.73 et l’onde est stable pour f > 1.73

(les oscillations décroissent clans le temps) et instable (sinon) pour f < 1.73.
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Remarque 9.L1. À partir de maïïitenant. nous n.’tudie?on.s que Ïes cas avec

chimies continues avec les données physiques (9.1.1).

9.2. ANALYSE NUf\IRIQUE DES INSTABILITÉS

Comme il a été mentionné plus haut, une résolution adéquate des équations d’Eu—

1er réactives non-linéarisées permet «observer la nature instable des détonations.

Il est cependant important de clarifier ce que résolution adéquate sous-entend.

9.2.1. Discrétisation

La variable la plus déterminante pour une bonne capture des instabilités est la

cÏiscrétisation spatiale x (donc aussi temporelle par la condition CFL). Ou doit

s’assurer, dans un premier temps, que la résolution permet de capter la solution

entropique. Dépendant du cas test étudié, il doit y avoir au moins 2 ou 3 points

clans la zone de demi-réaction.

Le fait que les maxima peuvent dépasser de moitié la valeur prédite par la théorie

Chapman-Jouguet a un impact sur la longueur de la zone de demi-réaction L112.
Soit l’état du gaz non-brûlé fixé, plus la pression du gaz brûlé augmeilte, plus Li/2

diminue. Ainsi, la discrétisation doit être généralement plus fine pour une cléto

nation instable que pour une qui est stable. Il a été observé par Bourlioux [12]

qu’une discrétisation trop grossière peut conduire à une solution physiquement

erronée. Lorsque la zone de demi-réaction ne contient pas assez de mailles, les ré

sultats peuvent exhiber le mauvais comportement quant à la stabilité de l’onde.

Pour obtenir qualitativement le bon comportement, 20 points/LI/2 est souvent

suffisant.

De plus. il a été démontré, par Sharpe et Falle [74], que pour bien capter quanti

tativement le comportement de l’olldÏe de combustion au froimt, il fallait plus de 50

points dans la zone de demi-réaction pour un cas stable et plus de 100 poillts/Ll/2

pour une détonation instable.
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Le choix de la chscrétisation adéquate est donc une tâche délicate. La conclusion la
plus largement acceptée est quune discrétisation de 20 points/L112 constitue un
minimum pour obtenir des résultats satisfaisant. tant donné que nous sommes
intéressés pius par Faspect qualitatif du comportement que cjuantitatif. nous nous
limiterons donc à une cliscrétisation de 20 à 30 points par Li/2.

De façon à illustrer l’impact du choix de la cliscrétisation et à tester PC, nous
avons choisi un cas test très difficile, soit une détonation avec un degré de pous

sée f = 1.725, très près de la valeur de transition f. À la figure 9.1, on voit
l’historique du maximum de la pression pour une cliscrétisation de = 1/20 =

0.05L119. On observe une diminution de l’amplitude des oscillations, malgré le

fait qu’à f = 1.725, la détonation soit instable. Ce résultat est donc causé par

un mauvais traitement numérique, précisément une cliscrétisation trop grossière.

À la figure 9.2. sont superposées les solutions pour .r 1/25 = 0.04L112 en

bleu et pour Zx 1/40 0.025L1/2 en noir. Le comportement observé dans les

cieux cas est le bon, soit une lente augmentation de l’amplitude des oscillations.

La solution obtenue avec le maillage le plus fin ;i’atteint pas les mêmes ampli

tudes que la solution avec la discrétisation plus grossière, mais le comportement
est cependant qualitativement le même. Cette expérience justifie notre choix de

= 1/25 clans la zone de transition.

9.2.2. Conditions aux bords

Le traitement des conditions aux bords pour la simulation des détonations en

une dimension, avec un maillage grossier. n’est généralement pas un problème.

On impose habituellement des conditions de type entrantes (‘inflow) du côté du
gaz brûlé et sortantes (outflow) pour le gaz non-brûlé (voir

[531
pour le traitement

uni-climensionnel des conditions aux bords clans un context.e de maillage décalé).

Lors d’une simulation résolue. les fluctuations des quantités phvsicjues au front deO Fonde laissent des traces clans le gaz brûlé, qui se propagent dans le temps. Ces
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FIG. 9.1. Historique de la pression maximale pour le cas 9.1.1. avec

f = 1.725 et Ax = O.O5Lp.

traces sont visibles, pour la pression par exemple, à la figure 9.3. Pour minimi
ser les effets aux bords il est suggéré, voir t4J, de laisser une grande distance
derrière le front.

Remarque 9.2.1. Les traces des oscillations au front existent indépendamment

du fait que la détonation soit stable ou non.

Étant donné que les historiques des fluctuations sont étudiés ai; cours de longs
lapses de temps, il n’est pas toujours possible de laisser une grande distance der
rière le front. Pour sauver du temps de calcul, il est préférable de faire un suivi du
front. Le domaine de calcul est recentré ponctuellement autour du choc. laissant
un nombre de points fixe derrière le front. Comme suggéré par Hwang et al.

le nombre de points dierriére le front devrait être assez grand pour empêcher la
caractéristique u + e, émanant du bord. de venir intersecter la caractéristique s,
ayant la discontinuité en Z comme origine. Au premier recentrage. à l’endroit
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où se fait la coupure du doniaine, il y a forcément une perte d’information et

la solution est clone corrompue. Il faut donc éviter que cette information erro

née ne parvienile au front. D’après les résultats de Hwang et al. et iios propres

expérimentations, nous jugeons que de laisser 2000 points derrière le front est

raisonnable.

9.2.3. Conditions initiales

Les conditions initiales sont composées de la solution ZND. L’erreur causée par

la discrétisation constitue la perturbation initiale déstabilisant la détonation. La

solution ZND est calculée en suivant le mécanisme présenté au chapitre 1.

Les conditions initiales plateaux ou de type tube à choc peuvent aussi être consi

dérées. La solution plateau constituant une énorme perturbation initiale, les ré

sultats ne s’en trouvent néaniïioins pas affectés considérablement Avec des condi

tions plateaux, en dehors d’un voisinage e : f — f0* < e, la solution retrouve son

74.5
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— Ax=1/25
— .x=1I4O
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FIG. 9.2. Historique de la pression inaxiniale pour le cas 9.1.1, avec

f = 1.72.5 et Ax = 0.04L1/9 et A = 0.025L1/9
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FIG. 9.3. Profil des quantités physiques pour le cas 9.1.1,

f 1.6, x = O.05L112, t = 5. Les traces des instabilités

reconnaissables par les légères fluctuations du gaz brûlé.

comportement théorique. En d’autres mots. le comportement est très robuste à
l’égard des conditions initiales, i.e. les conditions imitiales ont peu d’impact sur
le comportement de la solution. Cependant, à l’intérieur du voisinage de f. il en
est autrement par exemple, pour f = 1.725, le comportement de la solution est

influencé par le choix des conditions initiales. À la figure 9.4, on voit l’évolution

du maximum de la pression. pour la même expérience de détonation instable, avec

des conditions initiales en plateaux. Encore une fois. le comportement observé ne

correspond pas à la prédiction théorique.
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FIG. 9.4. Historique de la pression maximale pour le cas 9.1.1, avec

f — 1.725 et i = O.04L179 et des conditions initiales discontinues.



Chapitre 10

M1THODE MULTIÉCHELLE

L’Univers est composé de structures caractérisées par des échelles de grandeur
extrèmement variées de 10_14 mètres pour une fenêtre contenant un noyau
atomique jusqu’à 1025 mètres pour une fenêtre contenant plusieurs millions de
galaxies semblables à la Voie lactée tz3J Chacune des structures influence, clirec
tement ou non, le fonctionnement global de l’Univers et ce malgré la dimension
de la fenêtre associée à chacune des structures. En générai, pins la différence entre
la dimension des fenêtres impliquées est grande, plus un phénomène est difficile
à modéliser.

La stratégie la plus commune pour modéliser de tels phénomènes est le décou
plage. On divise en sous-problèmes, guidé par des considérations physiques et
mathématiques. Dans le cas de la détonation, par exemple, les équations cl’Euler
réactives modélisent le comportement macroscopique de l’écoulement du gaz ré
actif (les effets des échanges de chaleur et de la viscosité sont négligés). Pourtant,
au moins deux échelles sont présentes dans ce simple modèle une échelle que
nous appellerons macroscopique pour l’écoulement du fluide et l’autre microsco
pique pour la réactioll chimique.

Bien souvent, c’est l’outil d’observation ou de calcul, clans notre cas l’ordinateur.
qui fixe les limites entre les échelles. Contrairement aux croyances populaires,
l’étendue des échelles que l’ordinateur peut traiter simultanément reste limitée.

Q Supposons un domaine de calcul linéaire (en une dimension, d = 1). carré (d = 2)
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ou cubique (ci 3), où la longueur caractéristicjue maximale est Lm. Si 11 est

le nombre de variables à calculer sur chaque maille et que est la longueur

caractéristique minimale présente clans le modèle, alors la taille de la mémoire

vive (R12J : Raridom Access llemory) nécessaire pour effectuer le calcul [65] est

de

7L \d

RlI
=
ML) . (10.0.1)

rn n
Ainsi, pour un cas aclimensionnalisé typique de détonation raide, la mémoire vive

pour une simulation en une dimension est de l’ordre cl’tin mégaoctet. Un ordi

nateur de table standard construit en 2005 possède environ 512 mégaoctets de

mémoire vive, tandis qu’un super-ordinateur peut aller au maximum jusqu’à un

petaoctet (1010 octets). La figure 10.1 illustre l’étendue maximale des échelles

pouvant être traitées par les calculateurs présentement sur le marché.

La majeure partie de cette thèse est consacrée à l’élaboration de méthodes

3D

2D

JD

RAM
1025

L IL.
max min

FIG. 10.1. Estimé de la mémoire vive nécessaire (bytes) pour trai

ter un problème contenant des longueurs allant de L,01,

avec M = 1 minimal.
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pouvant capter le comportement d’une détonation en considérant l’échelle ma

croscopique seulement. L’utilisation tFune approche macroscopique ne peut se

faire sans compromis : perte d’information dans la zone de réaction et surtout.

incapacité de déterminer la nature stable ou instable de l’onde.

Si en plus de connaitre à peu de frais les caractéristicjues de la propagation d’une

détonation, on s’intéresse aux détails de la réaction chinuciue. alors l’estimation

(10.0.1) justifie la nécessité d’élaborer des niéthocles multiéchelles, surtout pour

les cas multi-cÏimensionnels.

10.1. MOTIVATIONS DE L’ELABORATION D’UNE NOUVELLE MÉ

THODE MULTIÉCHELLE

Il a été démontré ciue la plupart des ondes de détonation sont instables. De légères

perturbations peuvent s’amplifier avec le temps, causant l’oscillation des variables

thermodynamiques au front de l’oncle. Les variables peuvent atteindre le double

de la valeur prédite au front par la théorie classique ZND. Par contre, en moyenne

le profil et la vitesse de propagation de l’onde de combustion restent similaires

à ceux prédits par la théorie. Cependant, pour certaines applications, comme

par exemple la sécurité d’installations nucléaires, il est crucial de connaître les

valeurs maximales atteintes par les variables physiques telles la pression. Effecti

vement. pour déterminer l’épaisseur des murs, par exemple, les ingénieurs doivent

connaître la pression maximale qu’une détonation peut exercer sur ces murs ainsi

que le parcours à long terme de celle-ci.

Lors de simulations sous-résolues. le caractère instable est peu ou pas clii tout

capté. Dans ce chapitre, nous avons donc pour but d’enrichir les méthodes numé

riques. développées précédemment pour la capture efficace des ondes de détona

tion avec résolution grossière. avec de l’information sur les maxima.

Q
Ce chapitre étudie l’approche multiéchelle proposée par Anne Bourlioux. L’idée

est de coupler l’information provenant de l’échelle macroscopique (simulation
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sous-résolue) à celle microscopique (simulation résolue). Il rie s’agit pas de faire

rouler parallèlement cieux programmes. niais plutôt cl emboiter les cieux méthodes

de sorte que celle utilisant l’échelle microscopique soit sollicitée (le façon ponc

tuelle et régionale.

Les méthodes que nous avons proposées pour l’approche macroscopidlue traitent

le ternie de source avec pas fractionnaires et sont de type centré additionnées

d’un duo comprenant un détecteur tic chscontinuités (DDD) et mie méthode de

compression artifielle du premier ordre (ACM). Dans les cas d’extrême raideur,

l’outil supplémentaire MdM, basée sur la définition tic la moyenne, doit être ap

pliquée. Pour les calculs microscopiques, les mêmes schémas seront utilisés, niais

1’ACM, le DDD et la modification tics moyennes en moins. De plus, on aimerait

pouvoir récupérer l’information provenant tics calculs en résolu Ollf alléger la

simulation macroscopique, comme par exemple ce qui concerne l’évaluation des

flux numériques.

10.2. CoNCEPT

Pour enrichir les méthodes déjà existantes approximant de façon sous-résolue la

propagation d’une onde tic détonation, nous vouions capter de l’information, à

l’échelle de la réaction dhimiciue, sur les instabilités du front. En plus d’avoir une

capture efficace de l’onde sur un maillage grossier, cette approche fournira la va

leur des maxima tics variables physiques telles la pression et la densité,

Pour ce faire. on doit emboîter deux méthodes numériques évoluant à cieux

échelles différentes macroscopique (écoulement du gaz) et microscopique (réac

tion chimique). La méthodologie classique pour l’élaboration d’une telle méthode

multiéchelle comporte quatre étapes (voir [281, ou [291 pour un résumé)

(1) Évolution macroscopique

(2) Reconstruction passage tic l’échelle macroscopique à microscopique

(3) Évolution microscopique

(1) Estimation tics flux passage tic l’échelle microscopique à macroscopique
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10.2.1. Évolution

Contrairement aux approches multiéchelle dites hétérogènes. nous utiliserons le

même modèle mathématique pour décrire le phénomène aux cieux échelles, soit

les équations ci’Euler réactives, formant un système hyperbolique avec terme de

source

U + f(U) = G(U). (10.2.1)

Ce modèle permet à lui seul de représenter les cieux comportements globaux cmi

nous intéressent, soit la propagation de la cïétonatioir (échelle macroscopicue) et

les instabilités au front (échelle microscopique).

Remarque 10.2.1. Des approches hétérogènes ont déjà été élaborées pour ré

soudre certains problèmes de proputsion faisant intervenir ta détonation. L ‘article

de Powers (65] fait un su’rvot des avancées dans cette direction.

Sun et Engqu’tst [31] ont développé une méthode muttiéchette pour résoudre te

probtème de ta convergence des schémas vers la solution non-physique. Leur ap

proche consiste à considérer ta version homogène des équations d’Enter réactives

à t’échette macroscopique et ta version complète à t’échette microscopique. Nous

croyons que cette approche constmtue une erreur du point de vue de ta modélisa

tion. En effet, tes équations d’Enter réactives représentent déjà te phénomène de

combustion à grande échelle. Il est donc non justifié de les tronquer de la réaction

chimique.

Dans le même ordre d’idées, nous utiliserons le même schéma de base pour les

étapes cFévolution (1 et 3). Pour éviter les complications reliées au traitement im

plicite de la source. nous avons choisis de résoudre (10.2.1) à l’aide de la méthode

de séparation des opérateurs (voir le chapitre 4).

Pour l’opérateur d’advection (solveur de la version homogène de (10.2.1)). on uti

lise la niéthocle PC (voir (1.1.21) au chapitre 4). une variation de la méthode NT

de Nessvahu et Tacimor (un schéma de type Lax-frieclrichs d’ordre 2 sur maillage



161

décalé. voir 1]) permettant de choisir la position temporelle du préclicteur t

= — /\cF. (10.2.2)

1/2 = (U + D71) + - U1)

+[t - 1)(f(L7) - f(U1)) + (f(U) -

(10.2.3)

avec et des dérivées numériques et E]0. l[.

Pour la simulation macroscopique, PC doit être accompagnée d’une méthode de

compression artificielle accompagnée cl’ un détecteur de discontinuité approprié

(voir la section 6.5 du chapitre 6), pour diminuer la viscosité numérique associée

à la capture des discontinuités, et parfois même d’une modification de la moyenne

de la source lors de son intégration (voir la section 8.3 du chapitre 8).

Pour l’opérateur de réaction (solveur de U G(U)), étant donné la nature du

terme de source, on peut la résoudre exactement (voir la section 4.2.4 au chapitre

4).

10.2.2. Reconstruction

Cette étape consiste à reconstruire, sur un domaine macroscopique choisi, les

données microscopiques. C’est l’étape qui est techniquement, clans le cas de la

présente étude, la plus délicate.

10.2.2.1. Domaine Macroscopique de Raffinement

Le premier pas consiste à choisir le domaine macroscopique à raffiner. En une

dimension spatiale. ce choix est plus facile. Étant donné que toute Finformation

sur le front de la détonation est contenue clans une seule cellule (grâce à la coin-

pression artiflelle). nous prendrons cette cellule centrée en X et sa valeur associée

comme pivot.
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Remarque 10.2.2. Les majuscules seront désormais réservées aux raleurs ma

croscopques et les iTuflUsCtLleS aux Jfl1CTO$COpi(]Ues. De Ïti. même façon, Ai et AL

sont les discrétisations spatiale et temporeite à téckeite macroscop que, tands que

Ôr et 6t sont associés à t échetÏe microscopique.

À ce pivot, nous associerons une fenêtre .F,. Les dimensions de cette dernière

doivent être minimales, étant donné cjue nous raffinons à f échelle microscopique

toute la fenêtre. Ainsi, selon la cliscrétisation microscopique choisie. F, [X_k

où k, t > 1. tant donné que nous sommes intéressés à des cas où l’écart entre

les échelles est très grand, k t = 1 est suffisant, formant une fenêtre F

[Xi_1,

Le domaine microscopique devient alors

où

N Ax/Sx. (10.2.1)

10.2.2.2. Projection des Variabtes Entériennes

La clerLxièrne étape est la reconstruction de u = RU sur T. Pour de meilleurs

résultats, l’opérateur R doit être choisi selon le cas étudié. Le pas d’espace Ai est

choisis suffisament grand pour que, lors de la simulation macroscopique, aucune

fluctuation des variables physiques derrière le front ne puisse être captée, i.e. que

la résolution soit grossière au point de ne pas pouvoir voir les oscillations causées

pas les instabilités. Alors, dans le cas d’une détonation reliant deux états gazeux

constants. l’option la plus simple semble être la reconstruction de type plateaux,

où R produit une solution constituée de deux états constants, un dit brûlé et

l’autre non-brûlé, séparés par une discontinuité captée au point pivot (Xi, U)

(voir la figure 10.2).

Q
À la lumière des observations du chapitre précédant. portant sur les conditions ini

tiales pour les cas de transitions (section 9.2.3). il est plus prudent de reconstruire
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F

f1G. 10.2. Reconstruction plateaux u = RU sur mie fenêtre F

en conservant d’avantage d’information de la dernière simulation microscopique.

En effet, dans la zone de transition J — J < y, les conditions initiales de type

plateaux peuvent conduire à un comportement stable, tandis que l’oncle est in

stable. La reconstruction la plus naturelle est clone de réutiliser le profil obtenu

lors de la dernière évaluation microscopique, en prenant soin que la matière soit

conservée aux extrémités de la fenêtre. En d’autres mots, la quantité u au point

Xi_i doit coïncider avec U_1 et avec en C’est pour cette raison, entre

autres, que l’on ne considérera pas l’utilisation de la solution théorique ZND pour

la reconstruction. De plus, dans le cas où l’on devrait ajuster les quantités u_.1

(on a toujours uj+i L/j+i), il faut s’assurer que la transition entre les quantités

au point X1 et l’intérieur de la fenêtre Tj se fasse de façon lisse, pour ne pas in

troduire de iiouvelles discontinuités. Pour s’assurer de la régularité de la solution

à l’extrémité, il s’agit de trouver la première intersection (en partant du bord où

se trouve le gaz brûlé) de u avec U4.

Il faut de plus tenir compte des possibles complications pouvant survenir aux

bords ( voir le chapitre précédent, 9.2.2 ). La gestion des conditions aux bords,

X X
j-2 j-i X. X

j+l
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en la préseilce des traces des oscillations survenues au front, nécessite uii trai

tement particulier. Il est donc préférable de l’éviter, en particulier pour les cas

multi-dimensionnels. Il y a peu de littérature traitant de ce problème de condi

tions aux bords, car dais les études numériques des instabilités, le domaine est

choisi suffisament graiid pour que les traces n’interfèrent pa.s avec les bords. Dans

le cas d’uiie simulation multiéchelle comme la notre, nous ne pouvons pas nous

permettre de choisir un domaine microscopique trop grand, le but étant justement

l’économie de calcul.

Une troisième reconstruction, consiste alors à reprendre partiellement le dernier

profil microscopique, en coupant les traces des oscillations derrière le front. Pour

ce faire, il suffit de trouver la première intersection de Ui_1 après le pic de von

Neumann. La figure 10.3 illustre un cxci iple de ce type de reconstruction.

C’est cette dernière reconstruction que nous utiliserons pour tester l’approche

x*l

Fia. 10.3. Reconstruction à l’aide du dernier pas de temps micro

scopique sur une fenêtre j, avec lissage des oscillations.

inultiéchelle. La reconstruction de type plateaux peut toutefois être utilisée pour

fins de validation en dehors de la zone de transition.

O u micro
— reconstruction

xJ_1 xl
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10.2.3. Estimation des flux

Le passage de l’échelle microscopique à macroscopique doit se faire de façon à

enrichir la simulation sur le maillage grossier. Lne façon de le faire. est cl’améllo

rer l’estimation des flux. Pour voir comment. retournons à la construction cFune

méthode de volumes finis sur un maillage décalé.

En intégrant le système cl’éciuations hyperbolique homogène

T] + f(U) = 0 (10.2.5)

n+i/2 n+isur la cellule [Xi, X+1] x [t t ] via la regle de Green-Riemann, on

obtient

rxJ+t rv3+1

/ U(x,t’)dx
= J U(x,t’1)dx

.1 x xl

t+I

—(f F(U(X±1,t))
— f F(U(Xt))dt)

(10.2.6)

où le pas de temps précédent nous a permis de déterminer les valeurs moyennes

îXj±112

/ U(i, t)dc et / U(x, t’1)dr.
JXj1/2

La relation (10.2.6) est équivalente à

K U(x,t =

_ (u(x±1
)t

- K
(10.2.7)

Q
tant donné que la cellule contient peut-être une discontinuité en Xj±l/2.

nous ne connaissons pas exactement la valeur du premier terme de droite de
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l’équation (10.2.7) et c’est pour cette raison que nous devons lapproximer. Grtce

lemploi d’une approximation linéaire par morceaux

U,
L(i.t) U(t) + (.r

—

<;<X+l/2

où U est une dérivée nunléricllle

U,
= t) ± O(A.r),

on peut obtenir Papproximation bien connue d’ordre 2

X3 +

1 ‘j+1/2 1 X+i

=

L(.xtn)d;+f
X, + 1/2

=

avec U3 approxirnant U(.r, t).

On peut donc réécrire (10.2.7) sous sa forme conservative

K U(x, t’))’’ = U3l/2 —

(+1 —

t,+1

où F
= KF(U(Xj, t))) . Le défi majeur de la conception de méthodes de

volumes finis est l’approximation adéquate des flux numériques P+i et F3. Nous

devons souvent faire le compromis suivant

o F o (U(X, t)) (10.2.8)

où Ê est un opérateur d’approximation du flux numérique. Bien sûr, pour des

flux F non-linéaires. l’approximation (10.2.8) est source d’erreur car

(F o U(X, t)) F o (u(x. t)).

Remarque 10.2.3. Nous avons te mêm.e problème tors de l’évaluation du terme

de source. Cette appro.rimation pour te cas de ta source est même à la base de la

Q
co nLergence des schéi o.s de volumes finis vers la sotii,tion non-physique (voir la

section 8.2).
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C’est à cet endroit précis ciue l’on va injecter Finformation de l’échelle nncrosco

pique clans l’échelle macroscopique. Lors de la simulation à petite échelle. on fait

évoluer le schéma peuclant N pas de temps tf t (car L\i = Nf.r) entre t et t’’

(10.2.9)

Le rapport N (10.2.1) entre les cieux échelles spatiales est, par définition, très

grand. En évaluant le flux f(u(.xj X, t)) à chacun de ces pas de temps (l’emploi

de f fait référence au flux f du système (10.2.5), mais évalué sur le maillage micro

scopique), nous pourrons obtenir une vraie moyenne arithmétique (f o U(X, t)).

donc une évaluation exacte (dans la mesure où on discrétise) de F3.

10.2.3.1. CTitères d’Arrêt

La valeur du flux numérique convergeant rapidement à son point d’équilibre, il

n’est pas nécessaire de résoudre le système sur le maillage microscopique pendant

N pas de temps.

Nous avons établis deux critères d’arrêt pour limiter le temps de résolution micro

scopique. Le premier est basé sur la convergence des flux au point X (les flux aux

points Xj1 et convergent presqu’instantanément). Une fois que la moyenne

du flux au point X a convergé après M itérations, i.e.

f(X, t + Z1(t)) L’ f(X, t +
\f M—1

\PJ fl( tn
<

L..k=i J ‘. J’ Lj=I’ h) (10210)

pour a petit (une fonction de .r), on peut commencer l’évaluation macroscopique.

Étant donné que le comportement des oscillations du front à long terme nous

intéresse, nous avons déterminé un deuxième critère d’arrêt. Une fois que le com

portement. stable ou instable, est détecté. on peut arrêter la simulation ;nicrosco

pique. En analysant l’historique de la valeur maximale de la pression, par exemple,

on peut généralement déterminer temporairement le comportement après seule

ment trois oscillations complètes. En effet, si les trois maxima sont décroissants, la
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c détonation est stable, sinon, elle est instable. Ce critère qualitativement simple est

cependant problématique pour la mise eu oeuvre. Les oscillations principales sont

également composées d’oscillations. Les figures 10.4 et 10.5 illustrent la structure

et sous-structure des oscillations. Dans ces circonstances, il devient assez délicat

de déterminer la valeur des maxima globaux. Nous avons choisi d’interpoler l’his

p

100

95

90

85

FIG. 10.4. Historique des maxima de pression pour un cas stable

torique des maxima de pression par un algorithme d’approximation polynomiale

de degré élevé, comme par exemple poÏijfit de Matlab. Une fois l’interpolation

faite, il est facile de déterminer analytiquement, à l’aide des dérivées premières et

secondes, la position et la valeur des maxima. Cette approche comporte cepen

daiit une faiblesse majeure, soit le choix du degré du polynôme. Pour un degré

trop élevé, il y a danger de trop apprendre des oscillations (overfittinq), tandis

que pour un degré trop bas, on risque de ne pas obtenir parfaitement la valeur

des maxima et déduire le mauvais comportement. Nous avons donc opté pour les

compromis suivants : on laisse passer les premiers pas de temps avant de corn

mencer l’interpolation, car le comportement au début est souvent erratique. on

interpole ensuite avec un degré très élevé conime par exemple 20, et une fois qu’un

comportement a été reconnu, on valide l’apprentissage polynomiale grâce au test

statistique AIC.

80

75

70

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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o p

FIG. 10.5. Historique des maxima de pressioll pour un cas stable : zoom

Le test AIC, pour Akaike information criterion [31, est un test permettant de

juger le coût du nombre de paramètres en rapport à l’erreur générée par ce dci-

nier. Soit n le nombre d’observations, k le ilombre de paramètres du modèle et

SRC la somme des résidus au carré générés par le modèle, la statistique AIC est

détermiiiée par

AIC 2k — nln
($).

(10.2.11)

Plus l’AIC est négatif, meilleur est le modèle. Donc, une fois uii comportement

reconnu, on refait une interpolation avec un degré de moins et on conware les

AIC. Si la nouvelle illterpolation est meilleure, on diminue encore cl’uii degré, et

ainsi de suite jusqu’à trouver la meilleure interpolation et prendre une décision

plus éclairée.

Remarque 10.2.4. Dans tes cas où le degré de poussée tend vers 1, t’onde se com

porte de façon chaotique (voir [12[). Dans ce cas, ta méthode de reconnaissance

décrite ici n’est pas suffisante, dû à t ‘irrégutarité du comportement. Il

Q dans ce cas prévoir t ‘étaboration d ‘une méthode de reconnaissance de formes ptus

‘robuste.

Zoom
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10.2.3.2. Suivi du front

La convergence des flux et de leur mo eirne arrive bien avant la reconnaissance

tin comportement. Pour en tirer quand même profit. on initialise un processus

de suivi de front démarrant une fois que les flux au point X ont convergé. On

redéfinit un domaine centré autour du front (maintenant devant X) de plus petite

taille (2000 points derrière le front et entre 100 et 500 devant, voir section 9.2.2 et

10.3), que ïon recentre ponctuellement par la suite. Avec ce recadrage. on gagne

un temps précieux pour la suite de la simulation microscopique, sans altérer la

valeur des flux au points d’intérêt Xj1, X,

Remarque 10.2.5. Nous attendons ta convergence des flux et non de leur moyenne

pour démarrer le suivi de front, CT tes moyennes convergent évidemment plus

tentement. De cette façon, on économise un temps de calcul non négligeable. On

continue d’évaluer ta moyenne des flux au point X jusqu’à ta fin de ta simula

tion. Si te point X, vient à ne ptus être dans te cadre, on cesse t’évatuation du

flux moyen.

10.2.4. Algorithme

Les grandes lignes décrivant la méthode multiéchelle sont les suivantes

— Initialisation sur les domaine micro et macro

— Tant que le temps final n’est pas atteint

- Si c’est le premier pas de temps

— macro solution plateaux

— micro : solution ZND

Sinon, reconstruction micro à partir de la dernière solution micro obtenue

vo1ution de la solution micro sur la fenêtre .Tj (voir la figure 10.6)

— Si les flux ont convergés, recadrer et démarrer le suivi de front

— Si un comportement est détecté, arrêter la simulation micro

— volution macro avec ACM, DDD et MdM pendant t. eu considérant les

flux moyens.



171

o

FIG. 10.6. Maillage multiéchelle.

10.3. RÉsuLTATs NUMÉRIQUES

Cette section se divise en trois expériences visant à tester notre approche multié

chelle uni-dimensionnelle. Les deux premières concernent des détonations stable

et instable respectivement. La dernière consiste en une détonation évoluant dans

un gaz avec un gradient de densité positif. Les paramètres sont choisis de manière

à ce que la nature de la détonation passe de stable à instable.

10.3.1. Détonation stable

Nous étudions ici le comportement de la méthode multiéchelle décrite plus haut

pour un cas de détonation stable. Nous voulons vérifier que le changement cléchelle

ne perturbe pas la dynamique, au point de transformer une détonation stable en

instable. Nous reprenons le cas avec chimie cl’Arrhenius étudié aux chapitres 7, 8

et 9

(p.p. u. Z)0— (1. 1.0.1).

x X X X X. X.h5 j—2 j—1 j+1 h2 J+5
•— d —w

K0 165.6762,E = 50. = 1.2.
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Le degré de poussée est fixé à j = 1.76. de façon à observer une détonation stable.

Les paramètres de la simulation multiéchelle sont .r = 1/2t] = Ll/2/20. le rapport

entre les deux échelles V = 90001. le critère cFarrêt = (5i) (pour Finitiation du

suivi de front). le nombre de points conservés derrière et devant la discontinuité

pour le suivi de front est de 2000 et 500 respectivement, la condition CFL de 0.4

et le paramètre o de PC est 1, 3.

À la figure 10.7. sont illustrés les profils obtenus à t = $12, soit 5 pas de temps

macroscopiques. On reconnait le type de profils obtenus avec l’ACM, où toute

l’information de la discontinuité est contenue clans une seule maille. L’introcluc

tion des flux moyens provenant de la simulation microscopique a été validée à

l’aide de bilans de masse. Pour s’assurer que la méthode reste conservative, nous

avons vérifié ciue les masses totales, sur tout le domaine, obtenues avec les flux

moyens, soient les mêmes que celles obtenues avec la méthode PC classique, qui

est conservative. Avec le choix de reconstruction décrit à la section 10.2.2, la mé

thode est bien conservative.

Aux figures 10.8 et 10.9, on peut voir l’historique des maxima pendant la simula

tion totale. Pour les dimensions choisies, le comportement stable est détecté après

environ 14o d’un pas de temps macroscopique At. C’est ici que l’on comprend la

pertinence de l’approche multiéchelle versus celle du raffinement de maillage. En

effet, pour capter le comportement général de l’onde. il est suffisant de faire évo

luer le schéma sur le maillage raffiné pendant environ un septième du temps. Pour

une méthode de raffinement de maillage classique, on aurait fait évoluer l’onde

sur le maillage raffiné pendant tout At. ce qui représente me augmentation du

temps de calcul considérable comparé au mult iéchelle.

Pour chacun des 5 pas de temps macroscopiques, le comportement détecté est la

stabilité, et le comportement global est stable.

C



FIG. 10.8. Historique des maxima pour le cas stable, f = 1.76.

Q Nous avons testé la robustesse de la reconstruction avec l’expérience suivaiite

nous avons forcé l’arrêt de la simulation microscopique à 0.50 de At. Les flux
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FIG. 10.9. Historique de la pression maximale pour le cas stable : zoom

moyens n’ayallt bien sûr pas encore coiwergé, nous avons considéré les flux numé

riques de la méthode PC pour le schéma nïacroscopicfue. Le but de l’expériellce

était de voir si l’arrêt prématuré de la simulation microscopique avait un impact

sur le comportement global de l’onde capté par la méthode. Pour ce cas stable,

le comportement global reste inchangé, c’est-h-dire que la tendance à long terme

reste la stabilité, même si ce comportement n’a pas le temps d’être détecté à

chaque pas de temps. L’expérience a été répétée daiis la zone de transition, soit

pour f 1.725, et les conclusions sont les mêmes. L’implication directe de ce

résultat se situe au niveau de la méthode de reconstruction des coildiitions ini

tiales microscopiques. En effet, en une dimension, la dynamique est très robuste

aux conditions initiales. Nous avons niênie vu, au chapitre précédent, qu’elle est

visible même avec des conditions initiales plateaux (hors de la zone de transition).

Ceci donne plus de liberté pour la reconstruction sur le maillage niicroscopique,

sachant que la dynamique refera surface de toute façoii.
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10.3.2. Détonation instable

La deuxième expérience est similaire à la première, excepté pour le degré de pous

sée qui est fixé à f 1.6, résultant cii une détonation instable.

Les mêmes conclusions que pour le cas stable s’applicuent. Le profil macrosco

pique, à la figure 10.10, correspond à la solution exacte. L’approche multiéchelle

capte bien la dynamique générale de l’oncle (voir les figures 10.11 et 10.12). Pour

chaque simulation nncroscopiclue, le critère d’arrêt basé sur l’interpolation poly

nomiale de degré 20, avec un test dc sur-apprentissage tAlC), capte biell la nature

instable de la détonation. Techniquement, le caractère instable se détecte plus ra

pidement que le caractère stable. Dès que l’amplitude d’une oscillation dépasse

la précédente, l’onde est instable. Ceci explique pourquoi le caractère instable est

détecté à environ 6.6% du pas de teiïips macroscopique At, comparativement à

14% pour le cas stable.

Densité p Vitesse u 60 Pression

35 6 50

3 40

4
2.5 30
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2
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20
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1 0 — C
—20 —10 0 —20 —10 0 —20 —10 0
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0.2

-920 —10 0
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FIG. 10.10. Profils macroscopiques à t = 857, f = 1.60. Solution

exacte en rouge continu et solution approximée en bleu discontinu.

À la figure 10.13, 011 observe le comportement des flux pour le cinquième pas de

temps, à la cellule X. Les flux convergelit à 669 pas de temps (pour le cinquième
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pas de temps macroscopique), soit environ 7% des pas de temps nécessaires pour

capter la dynamique instable.

12000
I

f1=pu I

I f2=pu2+p I

Flux au point X. f3 = (E+p)U I

10000 J f4=puZ I

I moyenne de fi
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8000 I

i Convergence des flux,
6000 I 669 pas de temps Convergence de la dynamique,

8669 pas de temps I

4000
DaC

du suivi de front

o I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

pas de temps

FIG. 10.13. Flux pour X au 5 pas de temps macroscopique, J

1.60, N = 90001 zoom

10.3.3. Transition entre stable et instable

Pour cette expérience, on étudie la traiisition de l’état de la détonation de stable

à iiïstable. La transition est déclenchée par une légère augmentation du gradient

de densité en aniont de la détonation. Cette expérience s’avère être un test très

difficile, car en plus de faire évoluer l’onde de combustion dans la zone de transi

tion, elle vérifie sa capacité à détecter un changement de comportement.

tant donné que l’on se trouve dans une zone de transition, la cliscrétisation

doit être plus fine que pour les 2 expériences précédeiites. On fixe alors àx =

1/30 Ll/2/30. Comme pour les cas stable et instable, on choisit le rapport

entre les deux échelles N 90001, le ci-itère d’arrêt 6 = (x)3, le noiiibre de
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points conservés derrière et devant la discontinuité pour le suivi de front est de

2000 et 500 respectivement, la condition CFL de 0.1 et le paramètre n de PC’ à

1/3. La densité de départ clans le gaz non-briilé est de 1 et augmente à chaque

maille macroscopique de à’po = 0.001. Le degré de poussée est fixé à 1.731. soit lé

gérement au dessus de la valeur de transition. La variation de la densité devant le

front doit également se refléter clans la simulation microscopique. C’est au niveau

de la reconstruction microscopicue que l’ajustement s’effectue : devant le front,

on reconstruit le gaz non-brûlé de façon à ce que la densité augmente de

à chaque maille ( voir la figure 10.14).

PC

FIG. 10.14. Variation de p en fonction de Ax et €x.

103.3.1. Détermination du degré de poussée

L’augmentation de la densité devant le front, pour f fixe. est écjuivalente. pour

une densité constante, à une diminution de f. La détermination des valeurs du

paramètre de bifurcation f pour lesquelles la détonation est stable ou non, est

faite pour un état non-brûlé défini par (p,p. u. Z)0 = (1, 1,0, 1). Pour avoir une

idée de la. dynamique de la détonation pour une densité Po > 1, il faut évaluer

le degré de poussée correspondant au nième état brûlé, mais avec une densité

PC) 1. À partir des équations de Chapinan-Jouguet. il est possible d’établir une

relation entre le degré de poussée, la densité initiale et la vitesse de propagation

t
Po
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de la détonatioll s

s = (10.3.1)

avec 5cJ la vitesse d’une détonation Chapman-Jouguet

8CJ UO + CJ/P0.

où (voir la relation (1.2.12) du chapitre 1)

mcj PoPo +qo(2 — 1)p2(1 + il +
27Po

V poqo(7 — 1)

Pour différentes valeurs initiales de f, les relations entre Po et le degré de poussée

f associé à une densité de 1 (f(o 1)) sont illustrées à la figure 10.15. Nous

nous sommes intéressés au cas où f est illitialement fixé à 1.731, car il y a un

changement d’état assez rapide. Lorsque Po passe par 1.0116, le degré de poussée

de référence est 1.73 et l’onde devient alors instable.

En pratique cepellclallt, la vitesse s n’est pas exactement celle décrite cri (10.3.1).

f(p0 = I)

1.736 I

1.7:finit=1735

1.732

Stable

1.727 I
t mit1 i p0

1 1.005 1.01 1.015 1.02 1.025 1.03

FIG. 10.15. Variation de f associé à Po 1, pour une densité avec

gradient devant la détonation.
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Pour une détonation (stable ou instable), la vitesse de propagation de Fonde os

cille autour de la valeur prédite par la théorie de Chapman-Jouguet, mais cor verge

en moyenne vers elle. On peut voir le comportement de la vitesse ino emie de pro

pagation ($ (voir (7.3.1), chapitre 7)), par exemple, pour le cas où f = 1.6 à la

figure 10.16 . Ce fait inftueice la détennination de f(o 1). La densité devant le

front permettant de passer à l’état instable iie sera donc pas exactement 1.0116,

mais clans son voisinage.

Pour vérifier concrètement l’influence de la variation de la vitesse sur la détermi

85

f 1G. 10.16. Variation de S pour f 1.6, avec L112 2Ox.

nation du degré de poussée de référence, nous avons fait évoluer une détonation

dans un milieu où la densité augmente lentement. La densité du gaz non-brûlé

po passe de 1 à 1.02 avec une variation de P0 0.000001 par cellule et la dis

crétisation est de Ax 1/30. Cette expérience servira également pour valider la

solution obtenue sur le maillage microscopique de la simulation multiéchelle. La

figure 10.17 illustre le comportement du rnaximuni de pression lors du passage

de l’onde dans le gaz réactif avec un gradient de densité positif. L’onde devient

instable vers t 75, soit pour p 1.00142. À t 500, la pression maximale

oscille entre [71.1, 7.5.5].

si

8 05 -

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
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fIG. 10.17. Historique de la pression maximale le cas transitoire,

f 1.731, en continu avec Ax = 1/30 et densité du gaz non-brûlé

devant le front.

10.3.3.2. Simutation multiéchetie

Les profils de la solution à grande échelle se trouvent à la figure 10.18. Encore

une fois, on constate que l’introduction d’information de l’échelle microscopique

ne perturbe pas la solution finale. De plus, comme nous l’avons vu au chapitre

7, avec l’expérience 7.3.4 concernaiit l’interaction entre une détonation forte et

un profil oscillatoire, l’ACM gère bien les cas où le gaz est non stationnaire en

amont. Après 30 pas de temps, la densité au front est de Po 1.01014.

o Valeur Maximale de la pression

Valeur minimale de p0

La figure 10.19 niontre la solution obtenue sur le maillage microscopique pour
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FIG. 10.18. Profil (le la solution à grande échelle, pour le cas tran

sitoire f 1.731. Solution exacte en rouge continu et solution ap

proximée en bleu discontinu.

la simulation rnultiéchelle. On voit premièrement que le coiriportemeiit global est

similaire à celui observé pour la siniulation continue 10.17.

Sur la figure 10.20, on voit l’historique des maxima de pression. Les espaces entre

chaque simulation ont été éliminés, de façon à obtenir une meilleure vue d’en

semble. Prises indépendamment, les simulations microscopiques cessent d’être

stable vers t 655.5, avec une densité au front d’environ Po 1.00203. Rap

pelons que, pour la simulation continue (voir la figure 10.17), l’onde devenait

instable pour p 1.00142 et que pour Po 1.01014, la pression oscillait entre

71.1 et 7.5.5. Ces quantités sont inscrites pour fin de comparaisons sur la figure

10.20. En plus d’obtenir qualitativement le comportement désiré, les résultats

sont quantitativement très cohérents.

La méthode multiéchelle est doue assez robuste pour capter un changement

O d’état dans la dynamique, même dans la zone de transition. Les expérimenta

tions de cette dernière section permettent d’affirmer que l’approche multiéchelle,
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FIG. 10.20. Historique continu du maximum de la pression pour

le cas transitoire, J — 1.631.
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décrite dans ce chapitre, constitue une façon efficace d’enrichir les simulations
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uni-cÏirnellsionnelles à grande échelle dinformation provenant de Féchelle de la

réaction chimique.



CONCLUSION

L’objectif premier de la thèse était de simuler des détonations raides avec un

maillage grossier. L’approche choisie consistait à explorer à fond l’hypothèse que

la viscosité numérique est responsable du mauvais comportement des schémas en

régime sous-résolu. En effet, toutes les méthodes de volumes finis non préalable

ment modifiées pour le problème particulier de la détonation convergent vers la

solution non-physique lorsciue le maillage est trop grossier par rapport à la largeur

de la zone où se produit la réaction chimique.

Le processus de détonation étant modélisé par un système de lois de conservation

hyperbolique avec un terme de source, un des objectifs secondaires de la thèse

était d’ouvrir notre approche à tous problèmes modélisés par ce type de système,

avec ou sans ternie die source. En d’autres mots, nous ne voulions pas restreindre

notre méthode au cas de la détonation. Cette ouverture aux autres problèmes

implique une architecture modulaire, permettant d’ajouter de l’information sur

la physique du problème sans ébranler les fondations de la méthode, c’est-à-dire

une encapsulation respectant une hierarchie entre les solveurs et leurs fonctions.

Cette architecture est, à notre avis, la meilleure façon de minimiser I’apport de

Finforination provenant de la physicue du problème. Elle constitue le meilleur

compromis entre la boîte noire et le solveur entièrement couplé avec les proprié

tés du problème à résoudre.

Il est difficile de nier la nature instable des détonations, car son existence a été

démontrée tant expérimentalement que mathématiquement. Ainsi. obtenir une
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méthode robuste en sous-résolu est uni objectif pertinent, mais pour des applica

tions plus réalistes. il faut tenir compte des instabilités an front de la détonation.

Ces considérations étaient au coeur du dernier objectif de cette thèse, soit de

construire une méthode multiéchelle permettant d’obtenir rie l’information, pro

venant de l’échelle microscopique. sur les conséquences des instabilités.

Chacun des objectifs mentionnés plus haut a été réalisé. Certaines de ces réalisa

tions sont originales et constituent une avancée dans le domaine. Les prochaines

lignes résurnellt les principales idées originales rie cette thèse, clans l’ordre où elles

apparaissent dans la thèse.

DÉTAILS MATHÉMATIQUES DE LA SOLUTION NON-PHYSIQUE

La théorie de Chapman-Jouguet permet de comprendre comment l’état initial

non-brûlé peut être connecté par une détonation (ou une déflagration) à l’état

final, où le gaz est entièrement brûlé, et de décrire cet état.

La théorie de Chapman-Jouguet permet de décrire l’état final d’un gaz après le

passage cl’nme détonation. Elle fournit en plus une description mathématique du

passage de l’état initial du gaz non-brûlé à cet état fluai. Cette même théorie

nous a permis de détailler, à l’aide ries courbes de Crussard et de Hugoniot,

la solution non-physique observée lors des simulations numériques. En effet, les

schémas utilisés étant conservatifs, la solution non-physique constitue forcément

une solution mathématique. À notre connaissance, la structure de cette solution

n ‘avait jamais été explorée.

CHoIx DU SPLITTING POUR LES PROBLÈMES DE RELAXATION

Les systèmes de relaxation sont associés à beaucoup de problèmes physiques.

Plusieurs chercheurs s’intéressent au développement de solveurs efficaces pour ré-

sourire ries problèmes modélisés par des systèmes de relaxation (dans le contexte

des schémas de type central, voir [17, 55, 61]). Encore une fois. c’est la dif

Q
férence entre les échelles rie temps présentes dans le problème qui rendent la

simulation si délicate. Lorsque la solution analytique d’un système de relaxation
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est à Fécjuilihre. un schéma conçu pour ces s stèmes doit pouvoir fournir une

solution nunlérique aussi à Féquilibre. Le problème de la couche initiale. discuté à

la section 1.2.3.1. est un des principaux obstacles au développement de ce type de

méthode. Nous avons constaté ciue Futilisation d’un sp1ittng (séparation dopé

rateurs) de Strang. au lieu de celui de Gochmov. permettait de contourner ce

problème. Cette solution est une façon simple et efficace d’éviter le problème de

la couche initiale. Contrairement à l’approche proposée dans [17, 55, 61J. cette

solution ne recluiert pas une extrapolation de Richardson pour le premier pas de

temps. Ceci démontre de plus que le choix du type de séparation d’opérateurs

doit dépendre des équations étudiées.

DÉVELOPPEMENT EN 2 DIMENSIONS SPATIALES DE PC

La méthode de volumes finis de type central utilisée clans cette étude est une

légère modification du schéma proposé par Pareschi [611. appelée PC. Dans le

chapitre 5, nous développons et testons cette méthode en cieux dimensions spa

tiales. Les résultats obtellus, soit l’ordre de convergence et son comportement avec

la détonation, sollt très satisfaisants. Le schéma PC2 constitue donc une excel

lente base pour l’application de la compression artificielle multi-dirnensionnelle,

pour résoudre, entre autres choses. des détonations raides.

APPLICATION DE LA COMPRESSION ARTIFICIELLE AU PROBLÈME

DE LA DÉTONATION RAIDE

Basés sur l’hypothèse que la viscosité numérique est responsable de la bifurcation

des schémas de volumes finis vers la soliltion non-physique, nous avons proposé

une approche jumelant la compression artificielle aux schémas de type central

(voir les travaux de Arminjon pour les schémas de type central [4, 5]). La com

pression artificielle de Harten [38], additionnée cFun détecteur de discontinuité

entropique. concept développé par Rouch [681, permet une capture des disconti

nuités de contact. et des chocs sur une seule cellule. Gràce a cet outil, il est donc

possible de limiter Fétalement du choc de pré-combustion à une seule cellule.

Il a été démontré, au chapitre 7, que cette approche est très robuste en régime
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sous—résolu et fournit une capture bien nette des discontinuités. De plus, grâce à

la structure modulaire de la méthode, il est possible de l’utiliser pour résoudre
d’autres problèmes hyperboliques, avec ou sans terme de source. seulement en

modifiant le détecteur de cliscontimuté en fonction de la physique du problème

étudié.

LIMITES DE L’HYPOTHÈSE DE LA VISCOSITÉ NUMÉRIQUE

Malgré le fait que la compression artificielle réduise au minimum l’étalement d’un

choc (minimum permis pour obtenir une solution conservative), il existe toute

fois une discrétisation limite pour laquelle le schéma ne peut fournir la solution

physique. Il a été démontré au chapitre 8, que même avec une méthode per

mettant une capture des discontinuités en aucun point, comme par exemple la

méthode de Glimm 119, 361, il existe forcément une discrétisation limite, fonction

du paramètre déterminant la raideur du système, pour laquelle il est impossible

d’obtenir la solution physique. On a ainsi montré que de minimiser la viscosité nu

inérique était tine condition nécessaire à l’obtention de la solution physique pour

des maillages grossiers, mais non suffisante pour des cas extrêmes de raideur. À
notre connaissance, dans la littérature, la viscosité numérique demeurait le seul

facteur responsable pour le mauvais comportement des schémas en sous-résolu.

Certains chercheurs, comme par exemple Bao et Jin [6J, ont cependant associé les

problèmes de la simulation des détonations raides et de l’équation scalaire pré

sentée par LeVeque et Yee [501 aux mêmes causes, mais sans jamais en souligner

clairement le lien, ce que nous croyons avoir fait.

MÉTHoDE DE LA MODIFICATION DES MOYENNES

La deuxième méthode numérique proposée est en fait mie modification de la pre

mière (jumelant ACM et DDD). permettant la résolution avec une discrétisation

au delà de la discrétisation limite. La modification est faite au niveau de l’éva

luation de la moyenne du terme de source. Il est montré au chapitre 8. que cette

G
modification permet une capture efficace des détonations sur un maillage de n’lin
porte quelle dimension, sans altérer le travail de la compression artificielle. Dans
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l’esprit de ce cjiii a été fait précédemment. la modification des moyennes peut être

ajoutée ou enlevée du schéma. sans travail supplémentaire. Son efficacité en deux

dimensions spatiales. nième sans I’ÀCM. a été démontrée.

MÉTHODE MULTIÉCHELLE HOMOGÈNE

La troisième méthode est une approche multiéchelle clans le cadre de laquelle nous

avons utilisé les cieux méthodes décrites plus haut. La simulation sous-résolue

d’une détonation ne permet pas de capter les instabilités observées au front de

l’oncle de combustion. En pratique cependant, il peut être d’un grand intérêt de

connaître les conséquences physiques de la nature instable des détonations. En

effet, pour une détonation instable, la pression au front peut atteindre jusqu’au

double de la valeur prédite par la théorie classique de Chapman-Jouguet. C’est

pour cette raison que nous avons enrichi nos méthodes, déjà très robustes en ré

gime sous-résolu, d’information provenant de l’échelle microscopique associée à la

réaction chimique. Pour ce faire, on emboîte deux méthodes numériques évoluant

à cieux échelles chiférentes t macroscopique (écoulement du gaz) et microscopique

(réactions chimiques). Les méthodes de volumes finis de type central PC fournis

sant d’excellents résultats en maillage résolu, la façon de faire la plus naturelle

est donc d’utiliser le même schéma pour les deux échelles. La compression arti

ficielle et la modification des moyennes sont réservées à l’échelle macroscopique.

Les résultats du chapitre $ sont très concluants.

L’approche multiéchelÏe homogène (le même modèle est utilisé pour les deux

échelles) est une façon novatrice, robuste et économique dobtenir des résultats

à long terme et à grande échelle sur le comportement d’une détonation, tout en

ayant accès à de l’information provenant de la zone microscopique où la réac

tion chimique se produit. À notre connaissance. la seule tentative pour élaborer

une méthode multiéchelle pour les équations d’Euler réactives est celle de Smi et

Engquist 1311. Notre approche se démarque de la leur par le fait que la réaction

chimique est résolue à toute les échelles, ce qui est, à notre avis, pins réaliste.
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PERS P E CTIV ES

Les cieux premières méthodes décrites plus haut constituent un excellent point

de départ pour Félaboration d’un solveur multi-dimensionnel pour les systèmes

hyperboliques avec terme de source en particulier pour le cas très difficile (le

la détonation. Nous avons montré l’efficacité de ces méthodes en une dimension

spatiale. étape essentielle pour le passage aux dimensions supérieures. De plus.

l’extension à cieux dimensions spatiales de la modification des moyennes a été

testée et son efficacité démontrée.

Malgré l’amélioration des techniques de détection de discontinuité, la méthode

de compression artificielle continue de souffrir de sa qualité principale t la com

pression. C’est dans les cas multi-climensionnels que ce défaut est le plus visible.

L’enjeu majeur devient donc de déterminer et d’indiquer la direction dans laquelle

il faut compresser. Le passage à l’ordre deux de la compression artificielle permet

trait plus aisément de réaliser cet objectif. De plus. une méthode “avec mémoire”,

qui utilise une trace du front d’oncle enregistrée périodiquement, permettrait de

déterminer le sens de la propagation de façon moins dispendieuse. Les travaux

d’Olivier Rouch portent sur ces deux idées et les résultats préliminaires sont très

prometteurs. L’élaboration d’une méthode de compression d’ordre deux ou avec

mémoire ouvrent donc la porte à plusieurs problèmes nmlti-dimensionnels coin-

portant des détonations.

Les bons résultats obtenus avec la méthode multiéchelle font du passage au cas

biclimensionnel la suite logique de ce travail. En cieux dimensions spatiales. les

ondes stables sont quasiment inexistantes, car les instabilités se propagent clans

les cieux chrections (x et g). Dans ce cas, la nécessité d’une méthode multiéchelle

fiable est encore plus évidente que clans le cas unidimensionnel. Il est cependant

bien connu (voir entres autres [14]) ciue la largeur ciu domaine de cliscrétisation

influence le comportement des instabilités. Un des enjeux majeurs du développe

ment d’une méthode nmlti-climensionnelle est donc le choix de la largeur de la

C fenêtre de discrétisation microscopique. Il est important de choisir les dimensions
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de cette fenétre peur refléter les dimensions du domaine macroscopiclue. Sans

cette précaution. il est possible de créer mie dynamique clifféreiite de celle clu’on

observerait en raffinant tout le domaine.
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