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SOMMAIRE

La dynamique de N pôles à intensités variables est me généralisation du
cas classique de N tourbillons ponctuels clans un fluide parfait de dimension 2.
La dynamique est régie par un système d’équations différentielles ordinaires de
premier ordre. Une configuration de N pôles induit donc une dynamique « sans

inertie » la vitesse de chaque pôle dépend uniquement de la configuration des
pôles à l’instant présent et celle-ci n’a aucun effet sur l’accélération. Sous certaines
conditions, le système est hamiltonien.

La présente thèse est constituée de trois articles. Les cieux premiers étudient
le cas classique des tourbillons ponctuels alors que le dernier article porte sur le
modèle généralisé ax pôles à intensités variables. Un simulateur permettant de
calculer numériquement et de visualiser la dynamique des pôles a été développé.

Le premier article porte sur les solutions périodiques de tourbillons ponctuels
dans un fluide de dimension 2. On y présente un exemple inédit d’une famille
de solutions périodiques avec bifurcation de N tourbillons sur la sphère. Ce cas
particulier inspire une méthode qui permet de trouver une infinité de familles de
solutions périodiques sur des surfaces possédant certaines symétries.

Le deuxième article étudie les tourbillons ponctuels sur le cylindre. Le for
malisme hamiltonien est présenté un théorème sur la non-existence de solutions
périodiques relatives non-statiques est prouvé, les équilibres relatifs sont classi
fiés clans le cas où toutes les vorticités ont le même signe. Finalement, plusieurs
résultats déquilibres relatifs sont présentés dont certaines généralisations des cas
classiques de saute-mouton et du train de von KàrmÉm.

Le dernier article porte sur une généralisation de la théorie des tourbillons
ponctuels. Chaque singularité sera maintenant appelée < pôle >. En plus des
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tourbillons, chaque pôle peut être une source, un puits, un point de selle, une
selle de singe (. . .) de même ciue leurs superpositions. La dynamique du nouveau
système obtenu est illustrée par plusieurs solutions exactes.

MOTS-CLÉS

Systèmes hamiltoniens, systèmes dynamiques, tourbillons ponctuels, hyciro
dynamique idéale, solutions périodiques, solutions exactes.
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SUMMARY

Dynamics of N poles with variable strengths is n generalization of the classical

problem of pr point vortices in a 2-dimension icleal fluici. This system of orclinary

differential equations is of first orcler t.he dynamics has no inertia, in the sense

that the poles’ instantaneous positions cletermine their velocities, with no effect

on acceleration. Under certain restrictions, it is a Hamiltonian system.
This thesis consists of three papers. The first two stucly point vortices and the

third one presents a generalization of the moclel. A numerical simulator showing
dynamics of poles bas been developed to experiment and illustrate the behavior

of the systeni.

The first paper is about periodic solutions of point vortices in 2-dimensional
icleal ftuid on other surfaces than the plane. It presents the first known example

of a familv of periodic motions with bifurcations on the sphere. Ibis particular
example leads to a general methoci of finding periodic motions of N vortices on
surfaces possessing certain symmetries.

The second paper studies point vortices on the cylinder. The Hamiltonian for
malisrn is developed, n non-existence theorem for non-stationnary relative equi

libria is proved, equilibria are classifled when ah vorticities have the same sign.
Several resuits on relative perioclic orbits are estahlislied, inclucling as corollaries
classical resuits on vortex streets and heapfrogging.

The third anci last paper presents a generalization of the theory of point
vortices. Besicles vortices, we allow sources’sinks, sacidie points, monkey saclclles

(. . .) as well as their superpositions. We cali those new objects « poles ». We also
allow the strengths of these poles to vary. This leads to a rich dynarnical system

which we illustrate with a variety of exact solutions.
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INTRODUCTION

0.1. MODÈLE DES TOURBILLONS PONCTUELS

C’est au 19 siècle qu’Helmoltz a développé le modèle idéalisé des tourbillons

ponctuels dans un fluide parfait de dimension 2. Un tourblton. ponctuel est une

sorte de distribution de vorticité obtenue à la limite quand on rétrécit une

zone de vorticité dans un fluide tout en gardant fixe la vorticité totale de cette

zone. Les tourbillons ponctuels évoluent dans un fluide parfait, c’est-à-dire non

visqueux et incompressible, modélisé par l’équation d’Euler d’hydrodynamique.

Les équations étant du premier ordre, les tourbillons n’ont pas d’inertie : seules

leurs positions relatives importent sur l’évolution du système. L’espace de phase

de N tourbillons sur une surface est donc constitué du produit de N fois la surface

sans les diagonales pour ne pas superposer les tourbillons.

Lorsqu’on place plusieurs tourbillons ponctuels sur le plan, chaque tourbillon
influence la vitesse des autres tourbillons proportionnellement à sa vorticité F et

inversement proportionnellement à la distance (figure 0.1 (a)).

Par exemple, deux tourbillons de vorticités 1 et —1 se déplacent de façon

parallèle sur le plan (figure 0.1 (b)). Ce système dynamique est hainiltonien (sec

tion 0.2) et constitue une approximation en dimension finie de l’équation d’Euler.

Dans le modèle des tourbillois ponctuels. le mouvement de N tourbillons sur

une surface est réduit à la solution d’un système «équations différentielles ordi

naires. Jusqu’à 3 tourbillons, le système est intégrable. Pour N > 3. le système

d’équations différentielles qui régit le mouvement de N tourbillons n’est plus in

tégrable. Ainsi, la description des familles de solutions périodiques et d’équilibres
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VO<— /
/ /

d

(a) (b)

FiG. 0. 1. (a) Effet d’un tourbillon de vorticité f1 sur un autre tour

billon du système clans le plan: (h) cieux tourbillons de vorticités

opposées sur le plan se déplacent parallèlement.

relatifs est difficile et revêt une importance particulière pour l’approche pertur

batrice.

0.2. DYNAMIQUE HAMILTONIENNE DES TOURBILLONS PONCTUELS

L’espace des phases de N tourbillons sur le plan R2 C est donné par

{(z, z2,..., ZN) e C x ... x CIzk z si k Ï}.

Le champ de vitesses y dz/dt est généré par une fonction de courant i,/.’ telle que
7 . N

= —Vx y. Dans le contexte de N tourbillons ponctuels, Vx y = f,c.
Dans le plan, la solution fondamentale de V2b1 = —6 est

= logz—zi.

En définissant le hamiltonien comme

k<t

qui est une somme pondérée des N fonctions de Green t’ pour N tourbillons, les
équations du mouvements peuvent être réécrites

CIZk 2i6h 1 Fj
dit

—
fk)zk — 27u Zt Zk

(0.2.1)
1#k

Sur des surfaces autres que le plan, le hamiltonien des tourbillons ponctuels

s’obtient de la même façon : on résout. V2I = —w (où w est la vorticité) en
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trouvant la fonction de Green pour la surface étudiée. Le hamiltonien est une

somme pondérée des X fonctions de Green pour les N tourbillons.

0.3. I\IoDLE DES PÔLES À INTENSITÉS \ARIABLES

Une généralisation de la théorie des tourbillons ponctuels est présentée dans

Farticle du chapitre 3. Voici une introduction à ce modèle.

Le champ de vitesse induit par un seul tourbillon ponctuel posé à z = O sur

le plan est donné par

(0.3.1)
dt 2rri

où T E R est la vorticité du tourbillon. En permettant à f de prendre des va

leurs complexes, on obtient une tout antre dynamique. En posant = —f/2ri.
l’équation 0.3.1 devient

= jiz-’. (0.3.2)

Si t est imaginaire pur, on a un tourbillon de vorticité 27C,LI. Si ,u est réel, on a un

puits ou une source de flux 27r[c. La figure 0.2 illustre les lignes de courant pour

différentes valeurs de t.

/ —

(a) (b) (e) (U)

FIG. 0.2. Lignes de courant de tz1 avec (a) Re[t < 0, Imi = O

(b) Re t > 0, 1m i = O (c) Re i = 0. 1m i < O (cl) Re t > 0,

Imji < 0.

Une autre étape de généralisation consiste à considérer

dz
— = n e . (0.3.3)

Pour n E Z, on a un dipôle pour n = —2. un quadrupôle pour n = —3, un

sexapôle pour n = —4. ..; un champ uniforme pour n = 0, une selle pour n = 1.
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V-- V - --

- J
— V_V V /

ta) n = —1 (h) n = —3 (c) n —2

- ZZ
(cl) n = O (e) n = 1 (f) n = 2

FIG. 0.3. Lignes de courant de i-

une selle de singe pour n = 2... Les lignes de courant pour différentes valeurs de

n sont données à la figure 0.3.

On peut également admettre des superpositions de ces singularités,

(0.3.4)
nEZ

en considérant que seul un nombre fini des i7 seront non nuls. Par exemple, la

figure 0.4 (d) est une superposition des figures (a) et (b). Les figures 0.4 et 0.5

illustrent d’autres exemples de superpositions doubles.



fHt
fa) d:/dt =

j J

am

j

(b) dz/dt=

D

6-

(d) dz/dt z + z2

FIG. 0.4. Exemple de superposition lignes de courant

j “

--

\
5

(a) dz/dt =

‘SSS.

(b) dz/dt =

jS

,

1-

(cl) dc/dt + 2

FIG. 0.5. Exemple de superposition lignes de courant
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Finalement, en mettant plusieurs de ces singularités sur une nième surface. et

en permettant aux paramètres «intensité [t,, de varier comme fonction de z. on

obtient le modèle général étudié au chapitre 3.

0.1. APERÇU HISTORIQUE

La théorie des tourbillons ponctuels clans un fluide parfait de dimension 2 est
un chapitre classique d’hydrodynamique [Lamh (1932)1 chap.VII. [Villat (1930)1.
C’est au 19 siècle que [Helmoltz (1858)1 introduit le modèle. Par la suite, [Kirch

hoif (1876)1 démontre que les équations du mouvement de tourbillons ponctuels

dans le plan définissent un système dynamique hamiltonien. En 1877, dans un

document de 86 pages, [Grôbli (1877)] donne plusieurs résultats sur une série

d’exemples particuliers des tourbillons sur le plan. Il prouve entre autres que le

problème de trois tourbillons sur le plan est intégrable. Ce résultat est présenté

indépendamment par [Poincarré (1893)1. [Love (1894)J contribue aussi à la théorie

des tourbillons ponctuels. Il présente le mouvement de paires de tourbillons avec
un axe de symétrie dont la dynamique inspirera le nom saute-mouton (leapfrog).

Dans la première moitié du 20e siècle, les tourbillons ponctuels reçoivent

quelques contributions isolées, citons par exemple [von KàrmÉm (1912), 1mai
(1936), Lin (1941), Synge (1949)]. La plus importante est probablement celle
de [Onsager (1949)] (connu pour sa solution exacte au modèle d’Ising en 2 di
mensions). Onsager développe l’approche mécanique statistique des tourbillons
ponctuels. Il prédit l’organisation d’un nuage de tourbillons ponctuels en une
structure globale. Sa contribution semble être une première tentative d’explica

tion de l’organisation et de la persistance de certains grands tourbillons communs
dans les problèmes d’astrophysique et de géophysique.

\ters la fin du siècle, on a.ssiste à un reain d’intérêt pour le sujet (voir [Aref

(1983)] pour un survol). [Kimura (1999)1 étend la théorie à des surfaces simple

ment connexes à courbure constante. L’étude du cas intégrable de 3 tourbillons

est faite par [Aref (1979), Aref et Stremler (1996), (1999)1 pour le plan. et par
[Kiclambi et Newton (1998), (1999), (1999)a, (2000)1 sur la sphère. Les progrès

en systèmes dynamiques stimulent l’étude du problème non intégrable de N > 3



tourbillons [Aref (1979)1. L’approche perturbatrice motive la description d’équi

libres. cïéciuilibres relatifs et d’orbites périodiques. Sur le plan. [Aref (1995)] étu
die les équilibres et la stabilité d’une rangée de tourbillons. Sur la sphère, [Lim

et al. (2001)1 ont classifié les équilibres relatifs et IPekarsky et Marsclen (1998)]

ont fait l’analyse de stabilité. La connaissance de mouvements périocÏicues (cliii
IIC sont. pas des équilibres relatifs) sur la sphère est. plus rare [Tokiecla (2001)1
présente une famille infinie de solutions périoclicues de N tourbillons sur la sphère
et d’autres surfaces. Pour le cas non intégrable, la recherche d’équilibres et de pé
rioclicité passe souvent par l’utilisation de la symétrie pour réduire les degrés de
liberté du hamiltonien. Des arguments de symétrie sont utilisés par [Hally (1980),
Aref (1982), Pekarsky et Marsden (1998)]. Des équilibres asymétriques, beaucoup
plus difficiles à trouver, sont donnés par [Aref et Vainchtein (1998)]. Le problème
de N tourbillons a aussi été abordé selon de nouveaux points de vue : géométrie
symplectique [Lim et al. (2001), Montaicli et Tokieda (2003)1, action de groupes de
Lie [Montaldi et Tokieda (2003)], topologie [Kidambi et Newton (1999)a, Tokieda
(2001), Montalcli et Tokieda (2003), Boyland et Stremler (2003)].

La géiiéralisation à des pôles à intensités variables est inédite.

0.5. ETUDE NUMÉRIQUE DES PÔLES À INTENSITÉS VARIABLES

Bien qtie le sujet des tourbillons ponctuels est en train d’être étudié selon
plusieurs poillts de vue, l’analyse numérique est relativement peu exploitée. Dans
le plan, [Aref et Vainchtein (1998)1 ont utilisé un simulateur pour trouver des
équilibres asymétriques. [Achesou (2000)] a étudié la stabilité de la configuration
saute-mouton par des expériences numériques.

L’observation expérimentale du mouvement des tourbillons ponctuels dans
un fluide qu’on peut. traiter comme idéal, par exemple l’hélium liquide, est ex
trêmement. délicate. Il faut par ailleurs beaucoup d’expérience et. d’intuition pour
imaginer la dynamique de plusieurs tourbillons. Un simulateur de la dynamique
de pôles constitue donc un précieux outil d’expérimentation.

La plupart des résultats présentés dans cette thèse ont été inspirés d’expé
riences faites sur un simulateur de mouvement des pôles. Pour une configuration
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initiale des positions et des inteilsités des pôles, le simulateur calcule numérique
ment les trajectoires des pôles et affiche une animation de la dynamique obtenue.
Le simulateur a été conçu pour les tourbillons ponctuels sur la sphère et le cy
lindre, ainsi que pour les pôles à intensités variables sur le plan. Pour N pôles,
la résolution des 2N équations différentielles ordinaires de premier ordre se fait à
l’aide d’une méthode adaptative du logiciel Matlab.

0.6. ORGANISATION DE LA PRÉSENTE THÈSE

Le travail est organisé en trois chapitres composés d’articles ayant été rédigés
dans le cadre de mes études au doctorat. Voici les références aux articles inclus
dans la thèse.

Article 1

A. SOULIÈRE, T. TOKIEDA, Periodic motions of vortices on surfaces with sym
metry, J. fluid. IVIech., 460 (2002), 83—92.

Article 2

J. MONTALDI, A. SOULIÈRE, T. TOKIEDA, Vortex Dynamics on a Cytinder,
SIAM J. Applied Dynamical Systems, Vol.2, No.3, (2003), 417—430.

Article 3

A. SOULIÈRE, T. TOKIEDA, Dynamics of moving potes with variable strengths.

Mes contributions à chaque article sont décrites au début des chapitres. Les
accords et autorisations de publication sont inclus dans l’Annexe A.

Une description des méthodes numériques utilisées est présentée à l’Annexe B.



Chapitre 1

PERIODIC MOTIONS 0F VORTICES ON

SURFACES WITH $YMMETRY

AUTEURS ANIK SOuLIÈRE ET TADASHI TOKIEDA

1.1. CONTRIBUTION À L’ARTICLE

Ce chapitre est constitué de l’article Periodic motions of vortices on s’urface

with symmetry par Anik Soulière et Tadashi Tokieda paru dans J. Fl’uid. Mech.,

460 (2002), 83—92.

Voici la liste des contributions d’Anik Soulière à cet article

— conception du simulateur de mouvements de tourbillons sur la sphère;

— découverte d’une première famille de solutions périodiques avec bifurca

tions « twzsters »

— analyse des types de solutions et de leurs points de bifurcation en fonction

des paramètres;

— création d’exemples de solutions périodiques avec bifurcations utilisant clif

férents types de symétries;

— illustration numérique du hamiltonien servant à la preuve de la périodicité

des solutions;

— création d’un exemple de mouvements périodiques dont la configuration

initiale n’est pas symétrique (avec Tokieda).
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1.2. MOUVEMENT PÉRIODIQUE DE TOURBILLONS SUR DES SUR

FACES AVEC SYMÉTRIE

Dans le plan euclidien. l’étude des tourbillons ponctuels a reçu de nombreuses

élaborations lAref (1982), (1983), (1995). Aref et Vainchtein (1998), Lewis et

Ratiu (1996)1. L’étude des tourbillons ponctuels sur des surfaces autres que le

plan est relativement, récente (voir la section 1 de l’article pour un résumé). Par

exemple, il n’existait aucun mouvement périodique connu sur des surfaces autres

que le plan avant les tourbillons dansants de [Tokiecla (2001)1. Toutefois, ces

familles de solutions périodiques sont toutes topologiquement équivalentes (la

variation des paramètres ne génère pas de bifurcation).

L’élaboration d’un simulateur numérique a permis une expérimentation du

mouvement d’un grand nombre de tourbillons sur la sphère. Une solution pério

dique avec bifurcation de N tourbillons possédant certaines symétries a été dé

couverte. Cette solution est née d’une perturbation d’une configuration statique

de huit tourbillons sur la sphère. La démonstration de sa périodicité s’applique à

d’autres configurations de tourbillons qui possèdent certaines symétries.

Pour construire de nouvelles solutions périodiques, il suffit de réduire à 2

degrés de liberté le hamiltonien du système. Pour ce faire, on exprime la posi

tion de tous les tourbillons présents en fonction de la position d’un tourbillon de

référence. La trajectoire de chaque tourbillon suit la courbe de niveau du hamil

tonien qui passe par le tourbillon. On montre que ces courbes sont génériquement

difféornorphes à S’.

Dans cet article, on expose aussi l’idée de fission (spiitting) pour perturber

des équilibres et engendrer de nouvelles solutions périodiques à partir de confi

gurations stables. Elle est illustrée par un exemple (sommets du tétraèdre divisés

en trois). L’idée de fission est reprise sur le cylindre dans l’article suivant.
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PERIODIC MOTIONS 0F VORTICES ON SURFACES WITH SYIlMETRY

ABSTRACT

The tlieory of point vortices in a two-climentional icleal fluicl lias a long lis

tory. but on surfaces other tIan the plane no methoci of fincling periodic motions

(except relative equilibria) of N vortices is knowii. We present one such met.hocl

and finci infinite families of perioclic motions on surfaces possessing certain sym

metries, inclucling spheres, ellipsoicis of revolution and cylinclers. N can be made

arhitrarily large. Numerical plots of bifurcations are given.

1. INTRODUCTION

$ince the l9th century (Helrnholtz 1858; Kirchhoff 1876), the Hamiltonian

theory of point vortices in a two-dimensional ideal fiuid lias been a classic chapter

in hydrodynamics (cf. Aref 1983). Besides being a useful mathematical prototype

of fiuid motion, point vortices are of direct physical interest hecause they can he

desingularized to solutions of the Euler equation.

Much is known about periodic motions of these vortices on the plane. On
surfaces other tIan the plane, however, the subject is less well explored. On

spheres, Pekarsky & Marsden (1998) investigated the stability and Lim, Montaldi

& Roberts (2001) the classification of relative equilibria (vortices that move as a
rigici configuration), whereas on cylinders, fiat ton and spheres, Aref & Stremler
(1996), Stremler & Aref (1999) and Kidambi & Newton (1998, 1999, 2000a, b)
carried ont extensive studies of three vortices. Apart from these pioneering works,
few resuits pertaining to N vortices on general surfaces existeci until recently;
in particular, practically no examples of periodic motion were known. The first
infinite farnily of periodic motions, dancing vortices, was fomicÏ by Tokieda (2001)

(anci independently worked out by James IViontaldi). But dancing vortices were
all of a single topological type. i.e. as the parameters varied. they did flot undergo
bifurcation.

In the present paper we construct an infinite bifurcating family of periodic

motions of vortices on surfaces possessing discrete symmetries. N can 5e made
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arhitrarily large. The case of diheciral symmetry. inclucling spheres. ellipsoids of

revolution and cvlinclers. is clescriheci in cletail the twisters of § 3. In § 5, the

cases of cvclic anci regular polyhedral symmetries are outiineci.

Where should we look for such a family of perioclic motions? The iclea is to

enctow solutions with so much s mmetry that thev are left. with only two degrees

of freeclom, ancÏ in the resulting two-climensional system use the Hamiltonian to

delineate closeci curves. This is reminiscent of the standard approach to integrable

systems, which recluces dimensions hy fincling inclepenclent, Poisson-commuting

first integrals. An advantage of our approach is that e neecl not find these first

integrals, since we are concerned with individual trajectories, flot with invariant

ton throughout the phase space; a possible disadvantage is that perturbation

theory for symmetric solutions like ours may require a delicate book-keeping of

how dynamics intertwines with symmetry.

In plane theory, a sizable literature is alreacÏy available on periodic motions

involving symmetries, e.g. Aref (1982), Koiller et al. (1985), Lewis & Ratiu (1996);

notahly Aref (1982) constructed, from a different viewpoint, a plane analogue of

our twisters. Hally (1980) appears to 5e the earliest to treat vortex motion on

surfaces with symmetry.

A good variation on our model would be to add a slight thickness to the two

dirnensional fiuid, so that we could examine, for instance, hending of vortex tubes

and the evolution of a ensemble of Ekman houndary layers. Tropical cyclones

(cf. e.g. Holton 1979) constitute a cla.ss of ineteorological objects into which our

theory, or its variant, is likely to provide some qualitative insight. These cyclones

are intense vortical storms over tropical oceans above regions of warm surface

water (exceeding say 26° C) ; they are each tvpically a couple of hundred kilometres

across and are bonn as a cluster extending up to thousands of kilometres, a scale

over which the curvature of the Earth begins to feit. Another area of application

is the study of a rotating layer of liquid helium II (cf. Patterson 1974).
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2. PoINT VORTICES ON SURFACES

We recail tire theorv anci list explicit forinrtlae for Harniltonians on the plane

as weIl as on several other surfaces. Consider an icleal fiurici fiow in the complex

plane C. irrotational except in a domain D bouncled hy a loop = D. Tire
velocity field y is generateci b a stream funct.ion ip. Shrink D to a point z while

keeping tue circulation f = 17 y d constant; in tire limit, V x y =

converges to F tirnes a 5-frmction concentrateci at z, an object calleci pÏane point
vortex of voiticzty F. Tire dynamics of N interacting vortices lencis itself to a
Harniltonian formalisrn tire phase space C’\{z = z for k i}, the direct

srim Kih1er metric weightecl with vorticities Fdzd and tire Harniltonian

h = —(1/2ir) Zk<t Fkl log zk — Zt which is the weighted smu of N Green’s
fiinctions Li for N vortices. Indeed, in the plane C a fundamental solution to

—V2’J’ = S is /‘ o Ïog r, where r clenotes tire Eucliclean distance between vortices.
The equation of motion is

dzk 2 h 1
=- (k=1. ...dt i3(Fk) 2zri ZkZl

1k

tins means that each of its part.ners zt drags the vortex Zk with velocity pro
portional to F, inversely proportional to Izk — ziI, sweeping counter-clockwise
if F1 > O and clockwise if F. < O. For example (figure 1) when N = 4 amI
F1 —F2 F3 = —f4, if initially the vortices are placed in order at tire corners
of a rectangle, tien they move symmetrically along the branches of the curve
x2 + —2 constant > O. Tire dancing vortices mentioned in § 1 are baseci on
tins example; it will be used again in § 5.

FIGURE 1. Motion of vortices 0f vorticity F1 = —F2 = f3 = —F4 on the plane.
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On the sphere the cvlinder $i x R the hyperbolic plane H2. the ftat torus
12 anci orientable surfaces in general. the Hamiltonian vortex formalism is defineci

similarly hv calculating the Laplacian V2 anci solving for its Green’s function.

On the unit sphere $2•

h = — F.F1 log( — cos
“

where rk, clenotes the spherical distance between vortices with labels Ï and 1. It

shoulci he noteci here that V2 log(1 — cos r) 6 — 4îr and flot 6; we are obliged

to impose a backgro’und vorticity —1rr = —area(S2), for by Stokes’s formula the

integral of V x y over any closed surface must vanish. Since on account of its

isotropy the background vorticity does not affect the vortex dynamics, we shah

ignore it in what fohlows.

On the cylincler $i x R of unit radius, the Harniltonian is obtained by formally

periodizing the plane Harniltonian (invoke sinz = zfl>1(1 —z2/n2n2)) and then
jettisoning additive constants to force the convergence

1
—

h= ——FkFtlog sin9
k<1

where z = + iO, and (modulo 2n), O are the coordinates on the horizontal

circle $i, the vertical generator R.

On the hyperbolic plane H2 iJ) logtanh(r/2), where r this time clenotes the

hyperbolic distance; on the torus T2 and on an ellipsoid of revolution, ) is ex

pressible in terms of a Jacobian theta-function anci Lamé harmonics respectively.

The Hamiltonians are weighted sums of these i/,’.

Naturally, the theories on all these surfaces reduce to the theory on the plane

in the limit of infinitesimal distances.

3. PER.ioic MOTIONS WITH DIHEDRAL SYMMETRY

3.1 Twisters on the sphere

On the sphere $2, we take as coordinates the longitude (modulo 2zv) and

t.he latitude O (—w/2 < 9 < ïr/2) (rather than the usual colatitude in spherical

coordinates). Consider 2N + 2 vortices positioned as in figure 2(a)
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N vortices of vorticity +1 at (o, 0), (o+ 27r/N. 0), .. (o+ (N — 1). 2îr/N, 0).

N vortices 0f vorticitv +1 at. (—o. —9), (—o — 2n/N. —0) (— — (N — 1).

2zr/N. —0),

2 vortices of vorticity f at the north anci south poies.
(a) (h)

7 - 2

4,

. /

FIGURE 2. (a) Coordinates for ttvisters on the sphere. (b) Generators of D2N.

Vortices in this configuration, or twisters, form a parametric family, with a discrete

parameter N and a continuous parameter F. Aï ail times, twisters are invariant

under the action of the dihedral group D2N : this group is generateci by the

rotation (, 0) i—* ( + 2rr/N, 0) around the pole-pole axis and the flip (, 0) i—÷

(—, —0) around the Guif of Guinea-Kiribati axis (figure 2(b)). (The choice of +1

as t.he value of vorticity is immaterial, but the 2N non-polar vortices must have

the saine vorticity if the symmetry D2N is to act.) Thanks to these symmetries,

the positions of ail 2N + 2 twisters are determineci by the position of any non-

polar one of them. Let us designate one non-polar vortex as a tracer and draw its

trajectory on the phase sphere (, 0). Figure 3 (a—i) shows the result for N 3;

the motions of the remaining 2N — 1 non-polar vortices are reconstructeci by

applying D2N to the tracer: as regards the polar vortices, they neyer move. The

2N black dots on the equator at (O, O), (+n/N, O), . . ., (+(N — 1)7r/N, O), (n, O)

represent collision singularities where the northern and southern rings become

superposed; the two black dots at the poles represent coalescence of each ring

with a polar vortex. The Ha.rniltonian h diverges at ah these points.

While F < —(N — 1)/2. there are 2N equatorial saddÏes representing the

northern anci southern rings in fully staggered positions on the equator. They

are connecteci by separatrices, which separate three regimes of periodic motions

above the separatrices, westward wavy motion; below the separatrices, eastward
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wavv motion t inside the separatices. counter-clockwise spinning motions arounci

collision singularities.

When f —(N—1)/2. we see at the poles the hirths of new regirnes ofperioclic

motions which expand as f increases > —(N— 1)/2. Figure 3 (e), f = —0.9. shows

the new regimes soon after their births, for N = 3 t bv f = O (figure 3d) they
have grown and are easier to see. On each hemisphere, t.hey are t 2N clockwise

centres anci 2N new sadclles, the latter being connected hy new separatrices: in

the northern polar cap horclereci by t.he new separatices, eastwarcl wavy motion;
in the southern polar cap, westwarci wavy motion. Within the equatorial hand

bordereci by the new separatrices the motion is as hefore.

At a higher value of f, the new anci old separatrices in the equatorial hand

merge, squeezing to nu the olci westward ancl eastwarcl wavy motions t figure 3(e),

f = 0.7.

From then on, as shown in figure 3(f.g), f = f0, 1.8, the new saddles on
the two hemispheres become mutually connected by separatrices, whereas every

separatrix issuing from an old equatorial saddle circumnavigates a new centre
anci returns to the same saddle. Just outside the ‘figures of eight’ formed hy the
returning separatrices, a new regime of clockwise, peanut-shaped periodic motions
appears.

Meanwhile, the new’ (no longer so new) centres ahove and helow the equa
tonal saddles have been coming doser together. They eventually merge, as in
figure 3(h), f = 2.1, absorbing between them the equatonial saddles. As f conti
nues to increase, the equatorial banci where interesting things are happening be
cornes thinner and thinnen, and the now overgrown polar caps of eastward and
westward wavy motions invade a larger and larger portion of the sphere. but no
further bifurcations occur.
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FIGURE 3. Twister on the sphere, N3.
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3.2 Twisters on the cylinder

On the eviincler S’ x R . with coorclinates specifled in § 2. consicïer 2N vortices
of vorticity ±1 in the following positions

N vortices at (, O), ( + 27r/N, O) (Ô (N — 1)2n/N, O),

N vortices at (—o. —O), (— — 2n/N, —O) (— — (N — 1)2ir/N, —O).

As in the case of the sphere 2, these twisters are invariant under the action of the
dihedral group D2N. Figure 4 shows the trajectory of a tracer vortex for N 3.
As the only parameter at our disposai is the discrete parameter N, we have a
single picture for each N and no bifurcation.

FIGURE 4. Twisters on the cylinder.

3.3 Twisters on ellipsoids of revolution

Though t.he Hamiitonian formalism is difficuit to write out explicitly. it is clear
that surfaces possessing the symmetries of D2N are aiways hospitable to periodic
motions of twisters. If the surface is diffeomorphic to a sphere, polar vortices may
be introciuced. with attendant bifurcations. The case of eliipsoids of revolution
deserves special attention, for it can be thought of as an interpolation between
the sphere case and the cylinder case (figure 5).
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)

/

FIGuRE 5. Ellipsoicls of revolution interpotating between a sphere and a cylinder.

4. ANALYSIS 0F PERIODICITY, BIFURCATION AND LEVEL SPACING

4.1 Proof of periodicity by symmetry and Hamiltonian

It was ohserved in 3 that the positions of twisters are determineci hv the
position of any non-polar one of them. In other worcls, for given N and F, ail pos
sible positions of twisters form a certain two-dimensional surface in the phase
space; our phase sphere (figure 3) or phase cylinder (figure 4) is a cliffeomorphic
projection of on the tracer component’ factor of the phase space. Since the
dihecfral symmetry D2N preserves the Hamiltonian h. is cïynamicalÏy invariant.
Now h is a first integral in other words, every level set of h is dyiamica11y in
variant, generically a hypersurface of coclimension 1 in the phase space. Hence a
phase trajectory of twist.ers lies in the intersection of and a level set of h. Such
an intersection is generically a one-dimensional curve, and depending on whether
h is compact or not, it is diffeomorphic to a circle S (periodic motion) or to a
une R (separatrix); it can also degenerate to a point (equilibrium). This achieves
t.he proof that the generic orbits are perioclic.

To draw the trajectories on the phase sphere or cvlinder, it therefore suffices
to regard h as a function of two variables , O and plot. its level curves. In the case
of the sphere $2, by a routine calculation,

= (cos2 0)2f+V—1(1
— cos2 O cos2 6) sin2 () (i — cos2 cos2 ( +
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In die case of die cvlincler S’ <

(sii2 è + sinh2 9) H 5m () (sin2 ( + + sin2

The diffeomorphism x = sin 5 (c < r). y sin O 9I < 7r/2) or j = sinh 9

(9l < x) converts the above ecluations into (almost) algebraic equa.tions anci

rnaps tra.jectories to (alrnost) algebraic curves. The proviso almost’ is due t.o the

exponent F for 52 for rational F, these are genuine algebraic curves. for S x R
the probleni does not arise. A corollary of algehraicitv is that clegeneracies camiot

be too had : for example, equilibria are isolated (actually mere analyticity implies

this conclusion). Sharper information concerning the numbers of oyais (perioclic

motion in our context), branches (separatrices), isolateci points (equilibria) and
their arrangements may be obtained from the theory of topology of real algebraic

curves, originated by Harnack; cf. Bochnak, Coste Roy (1987) and the state of

the art in Mikhalkin (2000).

The case of ellipsoids of revolution, though analyticalÏy harder, is topologically

iclentical to the case of the sphere

4.2 Critical polar vorticity

for twisters on the sphere 2, the critical value —(N — 1)/2 of the polar
vorticity f for the earliest bifurcation (figure 3(b), F —1.0 when N 3)

may 5e deduceci by comparison with the theory on the plane. In the plane C, a
regular N-gon of vortices of vorticity +1 spins counter-clockwise. The vorticity

of a vortex that needs to 5e inserted at the centre to immobilize the polygon is
—(N— i)/2, independently of the scale of the polygon. On 2, as the northern ring

of twisters approaches the north pole, the influence from the southern vortices

becomes negligible, while in the neighbourhood of the north pole the sphere theory

is approximated better and better by the plane theory. So, in the limit, f <

— 1)/2 successfully induces a clockwise (westward) motion on Hie northern
hemisphere, whereas T > —(N—1)/2 is insufficient to brake the coi,nter-clockwise

(eastward) motion of the ring. Because the motion farther south is westward, the

latter scenario leads inevitably to the birth of new equilibria.
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4.3 Logarithrnic divergence of the Hamiltonian

Near the collision anci coalescence singularities (e.g. black dots in figure 3). the

Hamiltonian h diverges like — iog e, e \ O. This makes the spacing between levels

crowclecl near the singularities (which is not relevant here) and inconveniently

sparse near the equilibria (where we wish to zoom in). In numerical simulations,

we took the logarithmically biaseci spacing

t Ï /
min h + (max h — min h) (t = O L)

(L number of levels plotted), whose effect is to enhance the resolution near

minima if .8 > 1 ancl nea.r maxima if 3 < 1. Pictures in figure 3 and 4 were

plotted at biases 3 5, 1/2.

5. PERioic MOTIONS WITH OTHER SYMMETRIES

Symmetries different from that of the dihedrai group D2N can be exploited to

construct periodic motions of vortices. We adopt the notation ZN, S,, A, for the

cyclic group of order N. the group of ail permutations of n objects (symmetric

group), the group of even permutations of n objects (alternating group) respec

tively. ZN, D21, A4, S4 A5 exhaust ail discrete suhgroups of the group of spatial

rotations $O(3), which is the spatial symmetry group of the Harniltonian vortex

theory on the sphere S2. (The theory lias a few extra non-spatial symmetries,

such as the antipodal map comhined with the reversai of vorticities.)

ta) (c)

FIGURE 6. Spiitting a vortex : (e) dong the ecïges (b) dong tlie faces (c) astride the eciges,

alternating vorticities.

Four vort.ices of vorticity + 1 at the vertices of a regular tetrahedron are in

equilibrium. Now at each vertex, spht the vortex along the eciges into three vor

tices of vorticity +1/3 as in figure 6(a). The resulting motion of 4 x 3 vortices

(b)

s
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(figure 7) is periodic anci hifurcates once as the $piit pararneteT s varies. The

svrnrnetrv is A4. We obtain analogous perioclic motions with symmetries 34. 34.

A.5. A.5 starting from a cube, a regular octaheciron, a regular cloclecaheciron. a

regular icosahedron. Spiitting along the faces as in figure 6(5) again creates per

iodic motions; this time. moreover. as the spiit parameter varies the vortices of

a given polvhectrori move like the vortices of its dual polyhedron as the latter’s

spiit. parameter varies hackwarcl.

We have also found periodic motions to which the argument of § 4.1 does

not apply. Figure 8 shows two parallel equilateral triangles of three vortices of

vorticity +1 at asymmetric latitudes. The symmetry group is Z3.

FIGURE 8. Two equilateral triangles of vortices at assymetric latitudes.

Note that dancing vortices (cf. figure 1 and Tokieda 2001) too can accomino

date symmet.ries of regular polyhedra. Figure 9 shows the trajectories of 1 x 3 x 2

vortices of alternating vorticities started around the vertices of a regular tetrahe

ciron at t.he positions of figure 6(c).

FIGURE 7. Vortices starting on the edges near the vertices of a regular tetrahedron.
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FIGURE 9 Dancing vortices with tetrahectral symrnetry.

Let us summarize the approacli to the construction of perioclic motions of N

vortices developeci in this paper.

(1) Give the vortices initial positions with a cliscrete symmetry that preserves
the Hamiltonian. Hamilton’s equation heing first-orcÏer (vortices have no
inertia’), the velocities thereby inherit. the same symmetry, so that the
vortices will keep t-lie same symmetry throughout their evolution.

(2) Estimate the size of the syminetry, or more precisely. count the number G
of different group orbits in the given initial positions the larger the size,
the smaller G. The dimension 21V of the phase space is reduceci to 2G.

(3) If at. least 2G — 1 independent first integrals are available, then generic
trajectories are periodic. Even if there are too few first integrals, an ap
plication of the intermediate vaine theorem may stili cletect some periodic
motions.

Detection of asymmetric periodic motions is of course beyond the scope of our
approach. Aref & Vainchtein (1998) cliscovered asymmetric relative equilibria of
vortices on the plane.

AS. is grateful to i\Iartin Gander for lis advice on numerical rnethods. T.T.
thanks Isao 1mai, James Montaicli auJ Mark Roberts for helpful conversations.



REFERENCES

AREF. H. 1982 Point vortex motions with a center of symrnetry. Phys. FÏ,ids 25.

2183—2187.

AREF, H. 1983 Integrable, chaotic, and turbulent motion in two-dirnensional flows.

Ann. Reu. Fiuid Mech. 15, 345—389.

AREF, H. & STREMLER, 1\’I. 1996 On the motion of three point vortices in a periodic

strip. J. Fiuid ?Vlech. 314, 1—25.

AREF, H. & VAINCHTEIN, D. 1998 Point vortices exhibit asymmetric equilibria.

Nature 392, 769—770.

BOCHNAK, J., COSTE, M. & Roy, M.-F. 1987 Géométrie Algébrique Réelle. Sprin

ger.

HALLY, D. 1980 Stability of streets of vortices on surfaces of revolution with a

reflection symmetry. J. Math. Phys. 21, 211—217.

VON HELMHOLTZ, H. VON 1858 Ober Integrale der hydrodynarnischen Gleichungen

welche den Wirbelbewegungen entsprechen. Grettes J. 55, 25—55.

HOLTON. J. 1979 Introduction to dynamic meteorology. Academic Press.

KIDAMBI. R., NEWTON. P. 199$ Motion of three point vortices on a sphere. Physica

D 116. 143—175.

KIDAMBI, R., NEWTON, P. 1999 Collision of three vortices on a sphere. Nuovo

Gimento C 22. 779—791.

KIDAMBI, R.. NEWTON, P. 2000a Streamline topologies for integrable vortex mo

tion on a sphere. Physica D 140, 95—125.

KIDAMBI, R.. NEWTON, P. 2000b Vortex motion on a sphere with solid boundaries.

Phys. Flvids 12, 581—588.



2.5

RIRCHHOFF. G. 1876 VoTÏesvngen ilber rnathematische Physik. Mechanik’.

Kap. XX. Teubner.

KOILER. J.. PIXTO DE CARVÀLHO. S.. RODRICIJES DA SIA, R.. GONÇALVES DE

OLIvE1R\. L. C. 1985 On Àref’s vortex motions with a symrnetrv center. Physica
D 16. 27—61.

LEWIS. D.. RATIU. T. 1996 Rotating n-gon kn-gon vortex configurations. J. Non
tinear Sci. 6. 385—111.

LIM. C., MONTALDI. J.. ROBERTS, M. 2001 Relative equilibria of point vortices

on the sphere. Physica D 148. 97—135.

MIKHALKIN, G. 2000 ReaI algebraic curves, the moment map and amochas .Ann.
of Math. 151, 309—326.

PATTERSON. 5. J. 1974 Superftuid Hydrodynamics. North-Holland.

PEKARSKY. S. MARSOEN, J. E. 199$ Point vortices on a sphere stability of
relative equilibria. J. Math. Phys. 39, 5894—5907.

STREMLER. M. & AREF, H. 1999 Motion of three point vortices in a perioclic
parallelogram. J. ftuid Mech. 392, 101—128.

TOKIEDA, T. 2001 Tourbillons dansants. C. R. Acad. Sci. Paris, série I, 333, 943—
946.



Chapitre 2

VORTEX DYNAMICS ON A CYLINDER

AUTEURS : JAMES MONTALDI, ANHK SOULIÈRE ET TADASHI TOKIEDA

2.1. CoNTRIBUTION À L’ARTICLE

Ce chapitre est constitué de l’article Vortex Dynamics on a GytindeT par
Jarnes Montaldi, Anik Soulière et Tadashi Tokieda paru clans SIAM J. Applied
Dynamicat Systems, VoL2, No.3, (2003), 417—430.

Voici la liste des contributions d’Anik Soulière à cet article
— conception du simulateur de mouvements de tourbillons sur le cylindre;
— observation des mouvements saute-mouton et « twisters » sur le cylindre;
— calcul du harniltonien numérique et analyse des courbes de niveau pour les
théorèmes 3 et 4 (avec Tokieda);

— calcul d’une valeur critique pour le mouvement saute-mouton (avec To
kieda).

2.2. DYNAMIQUE DE TOURBILLONS SUR UN CYLINDRE

L’idée d’étudier les tourbillons sur le cylindre est inspirée d’un problème clas
sique d’hydrodynamique : le train de von Kârmân [von Kéxmân (1912), Lamh
(1932)1. Cet équilibre relatif de tourbillons ponctuels est intéressant par sa sen
sibilité aux perturbations. Il est de plus fréquemment observé dans la nature.
Sur le cylindre (bande périodisée), deux tourbillons remplacent les deux rangées
infinies de tourbillons constituant le train de von Kàrn1ân. Les perturbations de
cette solution périodique sur le cylindre seront nécessairement périodiques pour
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le train de von KÉtrmân associé. Il est naturel d’étudier une perturbation pério
cÏicyue du train puisque la perturbation peut provenir du mécanisme qui engendre
la rangée de tourbillons sur le plan. L’étude du train sur le cylindre offre clone
une simplification de l’analyse et du calcul numéricjue.

Cet article traite principalement des éqiulibres relatifs et des solutions pério
cliques relatives de N tourbillons sur le cylindre. D’abord, on présente le forma
lisme hamiltonien pour le cylindre. L’idée centrale pour déterminer le liamiltonien
est d’effectuer une périodisation de la fonction de Green du plan. Dans la section
3, on montre que si la somme des N vorticités des tourbillons est nulle, alors les
équilibres relatifs sont en fait des équilibres statiques. On donne une classification
des équilibres statiques de N tourbillons de vorticités de même signe. La section
4 traite des équilibres relatifs (la somme des vorticités est nulle). Pour trois tour
billons, on donne des conditions pour avoir des équilibres relatifs. Avec quatre
tourbillons, plusieurs résultats sont établis sur la classe de solutions périodiques
relatives de type saute-mouton (leapfrogging).

IVIa principale contribution à cet article est l’étude des mouvements d’un point
de vue numérique. En particulier, j’ai étudié le mouvement saute-mouton (leap
frog). Nous avons utilisé l’idée de la fission présentée dans l’article précédent.
L’idée de la preuve du théorème 3 rejoint celle de l’exemple des twisters sur la
sphère de l’article précédent. La preuve utilise principalement le théorème 1 et la
réduction des degrés de liberté du hamiltonien du système. Le théorème 4 pré
sente un résultat pour des configurations symétriques de quatre tourbillons sur
le cylindre. Le mouvement saute-mouton est un cas particulier de ce théorème.
L’ajustement des paramètres permet au mouvement d’être périodique sur le cy
lindre. Finalement, on trouve la valeui’ critique de distance des deux groupes qui
permet à la configuration d’engendrer le mouvement saute-mouton.
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ABSTRACT

Point vortices on a cylinder (periodic strip) are studied geornetrically. The Hamil
tonian formalisrn is developed, a non-existence theorem for relative equilibria is proved.
eciuilibria are classifieci when ail vorticities have the same sign, and several resuits on
relative periodic orbits are establisheci, including as corollaries classical resuits on vortex
streets and leapfrogging.

Ï. INTRODUCTION

Spatially periodic rows of point vortices in a 2-dlimensional ideal fiuid have long
attracted the attention of fttiid dynamicists. one of the earliest and the most popular
instances being K.rrnân’s vortex street 161, [16, photos 94—98]. The general problem
is as follows t analyse the motion of an infinite configuration consisting of vortices
ZI, . . , zf.J e C with vorticities P1. . . . , P e R together with their translates {zk +
27rrm k = 1,. .. , N, rn e Z}, where 2irr > O is the spatial period of translation.
Traditionally the problem is analysed on the plane C, but in this paper we place the
vortices on a cylinder C/2frrZ (fig. 1).

_______ ______

T

2it r

Ftc1.

Though the two pictures—periodic planar and cylindrical—are for most purposes equi
valent, as we shah see there are advantages. both conceptual and computational. to
working on a cylinder rather than on the plane. The proviso ‘for most purposes is
necessary because t.he cvhindrical picture posits that everything in the dynarnics be
2irr-periodic. whereas in the planar picture one could aÏlow, for example, non-periodic
perturbations to the periodic row. Physically, however, perturbations are usually due
to some small change in the mechanism generating the vortex row, and the simplest
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type of change generates spatiallv periodic perturbations. Symmetry-breaking pertur
bations. which do occur in real fluids anci are very interesting. arise at the next level cf

complexity. So it is natural to look at the cylindrical picture first.

We shah be interested in how vortices move relative te one another, more precisely

in their dynamics modulo the translational action cf the symmetrv group C/2zrZ. 11w

basic objects of interest are relative equibhna ancl relative perioclic orbits. A retative

equitibriam. is a motion of vortices that lies entirelv in a group orbit (i.e. it looks statio

nary up te translation). and a retatve peiiodic OTbit is a motion that revisits the same

group orbit after sorne time (i.e. it looks perioclic in time up te translation). Equilibria

and periodic orbits in the orclinary sense are speciai examples cf relative equilibria and

relative perioclic orbits. When we wish te exciude orchinary equilibria or periodic orbits,

we speak cf relative equilibria or relative periodic orbits witk nonzero drift.

As on the plane, dynamics cf point vortices on a cylinder lends itself to a Hamil

tonian formalism. Tire model presented here is then a finite-dimensionai Harniltonian

approximation to the vortex dynamics of the Euler equation. This approximation is

mathematicaily very rich and in the context of tire plane can daim a pedigreed history

[1, chap. VII], [17]. Conversely, the motion cf point vortices is amenabie te desingula
rization to a solution cf tire Euler equation.

For vortices on the plane or on a sphere, an extensive theory of relative equilibria is

availabie (especially when the vorticities are identical or opposite) [1, 9, 8]. In contrast,

apart from a study on 3 vortices on the periodic strip [2], and a study of rings cf point

vortices on surfaces cf revolution [41, no literature seems to exist on relative equilibria

and relative periodic orbits of N vortices on a cylinder. In this paper we develop tire

Hamiltonian formalisnr for vortex dynamics on a cyhinder (section 2), prove that if the

vorticities do net sum to zero a cylinder supports no relative equilibrium with nouzero

drift (section 3), ciassify equilibria when ail vorticities have tire same sign (section 3).

show that 3 vortices form a relative periodic orbit for ‘smaH’ initiai conditions or for
vorticities dependent over Q with zero sunr, and establish several resuits on a class cf

relative periodic orbits cailed ieapfrogging [16, photo 79] (section t), which may be
regarded as splitting of Kârmân’s vortex street.

Although Noether’s theoremn teils us that associated te any 1-parameter group of
svmmetries three is a corresponding first integral. there is a topologicai hypothesis (that
certain closed 1-forms are exact) which is net fulfihled by the cylinder, aud while the

subgroup cf horizontal translations R/2rZ C C/2rrZ does have a conserved quantity
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associated to it. the subgroup iR of vertical translations does not. However. since any

closed 1-form is ÏocaiÏy exact. this suhgroup cloes have tocaity welI-defined first integrals.

and one of the novelties of the present work is t.o exploit these local first integrals
(Theorems 2. 3. 1).

Many of the resuits have analogues in the theorv of vortices on a torus. i.e. for
spatially biperiochc arrays of vortices.

2. HAMILTONIAN FORMALISM 0F VORTICES ON A CYLINDER

Throughout the paper cylinder means the surface C/2rZ (R/27rr) x R, where
T > O is some fixed constant, the radius of the cylinder. The coorclinate z = x + iy on
C/2lrrZ is to be read mocitilo 2zrr. i.e. x x + 2rrn for ail n E Z; the x-axis (which
is n circle) is horizon tat, the y-axis vertical. The phase space for the motion of vortices

21, . . . , z with vorticities fi,. . , “N is the product of N copies of the cylinder with
diagonals removed (to exclude collisions). The Hamiltonian is a weighted combination
H(zi,.. . , z) = fkf/’(zÂ., 21) of Green’s function b for the Laplacian on the
cylinder : V2(z, 20) —(z) (see e.g. [15. section 21). Hamilton’s equations are

dzk 2 OH
N— )•

The quickest way to derive the Hamiltoniati on n cylinder is to periodize Green’s function
on the plane /J(zk, 21) = —log 2k — ztl by taking into account contributions from 2irZ-
translates. Formally the periodized Harniltonian becomes

— fkft log 2k —21— 2irrnl,

which, as it stands. diverges. But since additive constants in H do not affect the dyna
mics, we cnn subtract off a constant divergent series to force the remaining functional
part to converge. Jettisoning

—Z <1fkftlog 2nrn and pairing ternis in n and
—n.

— :i)fl (i_
(_zi)2)

—fkFl log sin zkzl

(2.2.1)
hie equations of motion on a cylinder are therefore

=f1cotan, (k=1.....N). (2.2.2)
1,lk
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For reference. we list expressions in real coordinates

H — Tft log {sn2
2r ) ± 5mb2

2T }‘ (2.2.3)

• Yk—Yïsinh

•

1k

1

sin2 (.Tk_) + sinli2 (Y Yi)

sin1

• 2 /__‘iN 2 — Y11,lk sm t i + smh t
\ 2r j \ 2r

Que noteworthy feature of (2.2.4) is that as Yk—Yt — oc (infinite vertical separation),
the velocity incluced by z on the vortex zk does not decay to O, but tends to Tt/4rrr. as
is obvious upon caïculating in the planar theory the circulation arounci a tau window
of width 2rrr enclosing z. Another way to interpret the feature is to note that in the
planar theory, up to rescaling, stretching vertical separation amounts to narrowing the
spatial period 2nr — O; the latter limit produces a vortex sheet (or more aptly vortex
une in tins 2-dimensional theory), which induces a velocity field constant above taud
the opposite constant below) the sheet independently of the distance to the sheet. This
is exactly as in 2-dimensional electromagnetism or gravity where the force induceci by
a homogeneous charge or mass distribution along an infinite une is independent of the
distance to the line.

Physically, periodizing the plane with period 2nr and considering N vortices on
the resulting cylinder is the sanie as periodizing with period 2nrn and considering nN
vortices on t.he resulting vider cylinder. The equivalence between these periodizations
is trivial yet sometimes useful

Propositïon. Let z1... . , z be vortices with vorticities Fi,... , Fr on a cytznder of
radins r. Nexttetz1 zv,zi+2rr. z,+2ici. z1+27rrn, ZV+27rr?i be
their n-foÏd copies’ wzth corresponding vorticities on a cytinder of radins m, where n
ts any strictty positive integer. Then the dynanucs on the cytinder of radins cri covers

the dynamics on the cytinder of radius r.

In particular. given a relative equilibrium or a relative periodic orbit. we can reel
off infinite families of relative equilibria or relative periodic orbits at no extra cost by
replicating the configuration sideways on a wider cylinder.

t.d.rh.
fit

dy
dt

(k = 1 N).

(2.2.4)
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Rernark 1. A torus bas tue forrn C/(7rZ+TzrZ). where the parameter r e C. 1m-r > O
controis the conformai class. The Hamiltonian is

H=_FcFt{IogIl(zk_zHr)]_ tIm(zk_zI)?}

k <1

where iii is the lst .Jacobian theta function 12]. [14]. 115].
A cvlincler lias a transiational symmetry cf /2îr acting on itself. hence acting

cliagonally on the phase space. The plane bas a supplementary rotational symmetry
z —* etOz. 9 e R this is lost on the cyhndsr. Via Noether’s theorem the transia
tional symmetry of C/2frrZ should give rise to a first integrai, a momentum map
(z; ZN) I’ Zk Fkzk, but there is a rub : because z’s are defined only modulo
27cr this tmomentum map’ is not weIl-clefinecl as a map to the dual of the Lie algebra
of the svmmetry group C/27rZ. Nor is it advisabie to treat this ‘momentum map’ as
n multi-vaiued function, for generically F1,. . . , Fpr are independent over Q and so the
ambiguity {27rr Zk I n;,... nN e Z} in the vaine of the ‘map’ is dense in R. Ne
vertheless, the momentum map is tocatty (i.e. on each chart) weli-defined. From now on,
whenever we write Zk FkZk, some suitabie ad hoc chart will be uncierstood.

When Zh. Fk O, the center of vortic’ity Zk Fkzk/ Zk Fk is n more intuitive first
integral [1, art. 1541. The next resuit provides a substitute for center of vorticity when

Zkk = O.

Theorem 1. Let {z} be vortices on the plane or on a cylznder whose vorticities sum
to zeTo : F = O. Suppose the vortices are paditzoned znto two groups {z’}, {z”} and
withzn each group F’ 0, F” O, 50 that the center of vorticity for each group
is wett-deflned. Then the vector connecting the two centers of vorticity is a local first
integrat (fig. 2).

/ 2 (j

()
2

: 2

2
2

2
u

2

Fia.2.

DÉMONSTRATION. Since F’ + Z F” = O, the vector in question is

Z F’z’ F”z” Z F’z’ F””
ZF’ — ZF”

— ZF’ ZF’ —
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anci Fz is a local first integral. D

Sfigure

Theorem 1 is serviceable in manv problems. The siinplest illustration is the motion

0f a rortez pair Z;. z with vorticities F. —F [16. photos 77. 78[. Treating ci as one group

anci Z2 as the other group. we check against Theorem 1 that z2 — z1 is constant cluring
the motion. In fact, according to (2.24) the vortex pair on a c linder forms a relative

equilibrium moving wit h siope

£2 — i I . Y2 — iii
— srn / sinhr / r

‘vVheu x2
— xi 0 or rr the pair moves horizontally the corresponding configurations

on the plane are the unstaggered or fullv staggerecl cases of K.rmn’s vortex street,

see also [4]. When z1, z2 are in general position. the corresponding vortex street on the
plane translates at an angle to the horizontal, a case studied in [11]. The ‘plane limit’
r —÷ 00 yields the angle of progression of a vortex pair on the plane —(12— xl)/(y2

— yi).
for a beautiful study of the stability of variant.s of vortex streets, see [5].

3. RELATIVE EQUILIBRIA

The first fact about relative equhibria of vortices on a cylinder is that there are not
many of them.

Theorem 2. Let z1,... , zy be vortices with voiticities F1 F on ci cytinderC/2-irrZ.
Suppose 0. Then alt retative equitibria are in fact equilibria. Moreove’r, if aÏtf ‘s
have the same szgn, then for each cyctic ordering there exists ci unique (‘up to translation
by C/2zrrZ) equitibrium, and alt the vortices are atigned on a singte horizontal circte.

DÉMONSTRÀTION. If z1,... , z, form a relative equilibrium, then all z’s move with some

cmmon clrift velocity r. The local first integral should Ilot vary

0= FkZ

so k = O or else r = 0.

If the vortices are not aligned on a single horizontal circle. pick a ‘top vortex’ (one

with maximal y-coordinate) and a ‘bottom vortex’ (one with minimal y-coordinate).

If ah F’s have the same sign, then by (2.2.1) the velocities of the top and bottom
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vortices must have .r-components with opposite signs. so this position cannot constitute
an equihbrium.

Now suppose ail the vorticities are of the same sign. fix a cyche ordering of the
vortices. and place the vortices in orcler on a single horizontal circle. The Hamiltonian
is given b

H _±ffOgSjfl2 (.vh._i’l)

k<i

Que readilv checks that this is a convex function of r1 one flrst checks that
wherever they are clefineci the second cleriva.tives satisfy a2H/aXkaXl < O for k I anci
a2H/a2 > O and t 82H/31k0rt O for cadi k: it tien follows from a variant of
Gershgorin’s theorem (Lemma 1 beÏow) that O is a simple eigenvalue of the Hessian
of H ancl ail other eigenvalues are strictly positive. Consequently on each connected
component of the domain of definition there is a unique minimum and no other criticai
point, and different connected components correspond to different cyciic orderings. This
is the same argument as for [9, Theorem 4.8]. E

Lemma 1. LeI A = (aki) be a symmetric N x N matrix satisfying 0k/ < O for k t,
and 0kk > O aH = O for each k. Then O is a simple eigenvalue of A and att other
ezgenvatues are strictty posztive.

DÉMONSTRATION. Let u = fui u)’ be an eigenvector of A with eigenvalue À.
normahzed so that there is an index k for which u = 1 and uj[ 1 for ail t. The kth
row of tic equation Au Àu is akk + Zl,tk akiut À, which in view of the hypotheses
on akt may he written Z IaktI(1 — u,) = À. But 1

— u O and akl > O for each t: it
follows that À O and À = O if and only if ah u = 1. On the other hand. (1 i)T is
obviousiy an eigenvector with eigenvalue O. Q

If the vortices are placed on a singie horizontal circle so that successive vorticities
have alternating sigils. tien we also get tic existence of an equilibrium, thotigh the
uniqueness probiem is open as the function is no longer convex. In full generality. if the
signs are neither the same nor alternating. the argument for existence fails as H +c
for some collisions and .‘ —oe for others.

Remark 2. For N = 2. if f1 + f2 O. we have genericaliy a periodic orbit and
exceptionahlv an equihibrium of antipodal vortices z, z + 7CV or a separatrix connecting
equihibria. For N > 2, if f. O but f’s have mixed signs. equilibria are iess severely
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constraineci. for example. for N = 3. let z1. z2 be vortices with vorticities Fi. F2 > O.

To secure an ecjuilibrium. the thirci vortex z with vorticitv F3 < O nntst be placecÏ at

one of the 2 stagnation points of the velocitv fielci induced hv zl. .D. given in view of

(2.2.2) as roots of

f1 cotan z1

+ 2 cotan = O.

Having chosen z3 as one of the roots and therebv inimobilizecl z3. acljust f so as to

inirnohilize z1
ziz:3F2 cotan + F3 cotan = O•

Then z2 too is automatically immobilized

F3 cotan —2
+ f1 cotan 2

2
=

The upshot is that given any zy, z2 with vorticities of the sarne sign. we have 2 positions

to place Z3 with the right vorticity of the opposite sign to secure an eciuilibrium. For

example, vortices zi, z2 both of vorticity F such that z2 — z1 = 2ib are immobiiized by

the adjunction of a vortex (:1 + z2)/2 of vorticity

f (sech_ — ï)

This is aiways less than —F/2 and in the plane limit T oc tends to the corresponcing

value in the planar theory —[‘/2. On the other hand, in the ‘vortex sheet limit’ b — oc

this tends to —F. also as it should. Similarly. vortices z1, Z2 of vorticity F such t.hat

Z2 — Zy = 2a are immobilized by the adjunction of a vortex (z1 + z2)/2 0f vorticity

/1 9(1
Fsec——1

In tue planar limit tins tends again to —[‘/2. On the other hand, it is O when a = lrr/2

z1, z2 are antipodal on the cylincler and are stationary already by themselves. When

a 7cr. z. z neari nieet at the back anci a stronger and stronger vortex is required

at the front to prevent them from moving.

Re7nark 3. Now suppose Zk [‘k = O. It was point cd ont at the enci of section 2 that
a vortex pair N = 2 is aiways a relative equilibrium. For N = 3 .Arcf and Stremier

[21 made a cletailed study of relative equilibria; the patterns of some trajectories are
surprisinglv complicated. For N > 3 and N even. we have for any a.b > O a fainiÏy of

relative equilibria consisting of n = N/2 vortices with vorticity f at

2rrr 971Tib,ib + .. .. ,ib+ (n — 1)—, (2.2.5)n n
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anci n. vortices with vorticitv —F at

27rr
ci— ib.a — ib+ o — ib+ (n— 1). (2.2.6)rt n

This is merely a crowclecl vortex street with spatial period 2zrr/n. or equivalentlv a
single vortex pair on a thinner cylincler of radius r/n (see stability calculations in [3]).

No essentially different family of relative equilibria seems to be known for ?\T > 3.
IHciclentall. even the trivial eciuivaleuce between 1 vortex on a cylinder of radius

r and n horizontally equidistributed vortices on a cvlinder of radius nr leacis to arnu
sing iclentities [1] t for example. equating the induced velocity fields anci rescaling the
variables in (2.2.2),

1 z+nt
— cotan cotan z, Vz E C.

Remark 4. On the plane equilibria do not exist either when ail f’s are of the sarne
sign (even the possibility of a horizontal circle is lost), and the non-existence of transia
tional relative equilibria with nonzero drift when Zk fk O holcis also on the plane and
011 a torus; the proof carnes over verbatim from the cylindnical theorem. A toms, howe
ver, accoinmodates more varied families of equilibria t for example, n1n2 vortices with
identical vorticity F placed on a sub-lattice (7r/ni)Z + (r7r/n2)Z form an equilibrium
[15]. Many further patterns of equilibnia may be designed on a torus with identical or
alternating vortices.

4. RELATIVE PERIODIC ORBITS

Once a relative equilibrium of vortices is known, a frequently successful recipe for
creating relative periodic orbits consists in splitt.ing the vortices. Assume the vortices

z with vorticities Fi, . . . F4v form a relative equilibnium. Let us split each
z into a cluster, near the original position of zk. of n. vortices ZkI. . . . , whose
vorticities are of the same sign and sum to k• \Ve expect the chuld vortices zk,1. . . . ,

to orbit around one another and remain a cluster, while seen from far away they stili
look like the original parent vortex Zk with vorticity Fk. It is reasonable to conjecture
that for suitable intial configurations the child vortices for;n a relative peniodic orbit.
and for perhaps genenic splittings thev form a relative quasi-periodic orbit.

A vortex pair on a cylinder, which corresponds in the planar picture to Kârmn’s
vortex street, is a relative equilibrium. In this section we shah create various relative
periodic orbits by spiitting a vortex pair: as a special case ve recover the phenomenon
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classically kriown in t.he planar picture as leapfrogging. In Theorem 3 we spiit one of the
vortices. while in Theorem 1 we spiit both. The spiit is measureci hy a compiex variable
Ç = + ir, (or rather bv 2Ç), and we are principallv interesteci in srnall values of Ç
In ail the formulae the radius of the cvlinder is nornializeci to r = 1 denormalization
is a matter of dirnensional analvsis. Later in the section aciclitional classes of relative
perioclic orbits are describeci.

Take a vortex pair at c, —c. where c = a+ ib E C. We spiit it into 3 or 1 vortices as in
fig. 3 the left diagram illustrates Theorem 3; the micicile one Theorem 4. case —b(1 +
f/F’)/2 < < b(1 + F’/F)/2; the right one case b(1 + f’/f)/2 <. Theorem 1, case
r < —b( + f/f’)/2 is like the right diagram reflecteci laterallv with F. F’ interchanged.

f f
f

-r’f’

o

—f,

r,

tE.
—f—r’

—f

Fia .3.

Theorem 3. Let c E C\{O}. On a cytinder. consider the configuTation of 3 vortices
wzth vorticities F, F’. —F — F’ (F and f’ being of the sanie sign) at

2F’ 2F

There exists an open punctured neighborhood of( = O such that for every initiat condition
((O) O in this neighbo7hood, these vortzces forni a relative periodzc orbit. If f/F’ E Q,
then for ci generic ch.oice of((O) (no restriction on its size) these vortices form. a retatve
periodic orbit, cind foT isoÏated choices of ((O) they forrn. a relative eqiitibrium or a

separatrix connecting relative equitibria.

Cornbined with Proposition of section 2. Theorem 3 gives relative equilibria and relative
periodic orbits of N = 3n vortices for ail n 1. The resuit for N = 3 when f/f” E Q
is in 121, but we give a somewhat different proof. The relative periodicity for srnall ((O)
is new.

The proof invokes the following elementary iernma.
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Lemma 2. Let H be o function with o7ily nondegenerate crlt?Co.i poznts 071 0 compact

surface with p punctures suck that HI — DC fl0T ecich pnnctwre. Then the generzc levet
sets of H cire chs]OZn.t Ufl?0fl5 of Ïoops. If p > 2. the7i besicles toops there exist lsotated
soddÏes on cl seporatrices connectzng the saftdtes.

DÉ\1oNsTRATI0N. B’ rescaling the values of H anci compactifying the punctures. we
reduce to the situation where H is defineci on a compact surface. takes values in [—1, 1]
anci attains +1 at the points where the punctures used to be. The first part of the
conclusion is immecliate from $arcl’s theorein and the implicit function theorem. Mo—
reover, from Morse theory

p — #sacldles #max + #min — #sacldles = Euler characteristic 2,

whence the second part of the conclusion. E

The idea now for the proof of Theorem 3 is to use symmetries and Theorem 1 to
rewrite the Hamiltonian as a function on a punctureci 2-dimensional sphere. satisfying
the condition of divergence near the punctures. Applying Lemma 2 and recalling that
a phase point in a Hamiltonian system moves along a level set of the Hainiltonian, we
shah he home.

PROOF 0F THEOREM 3. The center of vorticity of the group F, F’ is at c, that of the
singleton group —F — F’ at —c. By Theorem 1, the vector connecting these centers is a
local flrst integral. Hence passing to the quotient by translations, these centers may be
assumed immobile. \‘Vithin the group F, F’, the position of one vortex determines the
position of the other (it is at a definite ratio of distances across their center). Hence
the trajectory of the vortex with vorticity F determines the trajectories of ahI 3 vortices
up to translation, and the hamiltonian H may be regarded as a function of = + i
alone as tong as the trajectory of lies on a single chart . If the vortices F. F’ are very
close, they orbit like a binary star around their immobile center c within the chart.
so that sooner or later argç increases by 2r. Since H() — +oe as —* O. for large
enough E E J t.he conuected component of { E C\O H()I > E} surrounding the
singularity ç = O is topologically a punctured open disk, free of critical points of H.
(The infimum of such E is the largest of the saddle values of H.) The level sets of H
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on this neighborhood are topologicallv circles. ancl so ever starting from (O) O in

this neighborhooct returns to ((O). guaranteeing relative periodicit.

We must deal with the scenario where the trajectorv of ( does flot lie on a single

chart. Since f/f’ e Q. the lowest common multiple L of 2. 1 + f/f’. 1 + f’/F makes

sense. To clefine ( on the whole cvlinder, we must swell the cylinder to C/Lzr. The

swollen c linder C/Lir envers the original cvlinder C/2rZ and H as a function of (
lifts to a function on C/L7r\\{singularit.ies}. The singularities represent the collisions

between

f f’ (front and back), f —f — f’, f’ —f — f’

where IHI — oc off the singularities. by (2.2.1),

1+F/f’ 1+f’/F
= +

+ — +
. (2.2.7)

sin(j

Toward the ‘ends’ r —* +oc, HI — oc as well. Topologicallv C/LîrZ\{singularities}

is a sphere with at least 4 punctures. (2.2.7) shows that the critical points of H are ail

nondegenerate and HI — oc near each puncture. By Lemma 2, the generic level sets

of H are ioops, representing (putting horizontal translation back in) relative periodic

orbits. and there exist values of ( representing relative equilibria as well as separatrices

(relative heteroclinic orbits) connecting relative equilibria.

Remark 5. In Theoreni 3, relative periodicity when F/f’ Q is spoilt only for

((O) too large. For such ((O). the orbit is relative quasi-periodic. 0f course. even when

f/F’ Q there are questions that cari be settlecl within a chart. Thus, for 3 vortices

with arbitrary vorticities that sum to zero, topological reasons impÏy the existence of a

configuration t.hat forms a relative equilibrium.

Theorem 4. Let b e R\{O}. On a cytinder, consider the configuration of 4 vortices

wnth vorticities f. f’, —f’, —f T and f’ being of the same sign) at

2f’ - 2f 2f — 2f’ —ib+ b
f+f’’ +r’

_zb+p+p(.

Let f/f’ 1. Then for a generic cho?ce of the initial condition ((O) these vortices form

a retative perzodzc orbit, and for isotated choices of ((O) they forin a relative equitibriwm

or a separatrix connecting relative equitibria. If f/f’ = 1, the sam.e conctusion hotds for

((O) such that jIm ((0)1 <b or 7rH(((O))/f2 < logsinhb.

Combhied with Proposition of section 2, Theorem 1 gives relative equilibria and

relative periodic orbits of N = 4n vortices for ah n 1.
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DÉMONSTRATION. As in the proof of Theorem 3. the positions of ail 4 vortices are
deteTmmed bv those of the ones with vorticities F and —f. Thanks to a supplementarv
reffexive svmrnetry D —‘ the position of f determines that of —f. This tirne. after
passing to the quotient by translations. H is a genuine function on the cylinder C/7rZ
of = + q, —7r/2 < /2. with the singularities renioved. Off the singularities. bv
(2.2.1).

— 17f’ — T’/f
F’ . f. —( N . f.

_____

I = + 1 + f/f’)
srn ib

— 1 + f7f

(2.2.8)
In particular, when f/f’ = 1,

e2/f2 Srn + Sinh b
sinh (b + q) sinh (b

— )I. (2.2.9)sin -1- sinh
The isolated singularities represent sirnuitaneous collisions between

ff’and —f’—f

where H —* +oc, a;id, if f/f’ 1, between

f —f’ and f’ —f

where H — —oc. Toward the ends, H — +oc. There are also circles of singularities
= —b(1 + f/f’)/2. b(1 + f’/f)/2 representing collisions between

f—f, f’-.—f’

where H —. —oc. Let us saw the cylinder C/rrZ of ( into 3 trunks

= { I b(1 + f’/T)/2 < q},

C0 { — b(1 + f/f’)/2 < < b(1 + f’/f)/2},

= {( q < —b(1 + f/f’)/2}.

Topologicaily C+, Co, C_ are spheres with punctures. Co contains = 0, the sirnulta
neous collisions betweeu f f’, —f’ —f, so C0 has at least 3 punctures and HI — oc
near each puncture. Lemma 2 applies to C0 and implies the existence of relative periodic
orbits and relative equhibria.

For the nioment, suppose f/f’ 1. represe;iting the sirnultaneous collisions bet
ween F —f’. F’ ‘- —f is in C or C accordingly as f/f’ > 1 or < 1. If f/f’ > 1,
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this puts on C’± at least 3 punctures near each of which H —, DC. so Lemina 2 applies

and implies the existence of relative perioclic orbits and relative equilibria: whereas C_

acquires onlv 2 punctures. so we eau conclude the existence oni of relative periodic

orbits. If F/F’ < 1. the rôles of C, C_ are reversed.

Note that as H is s mmetric under the lateral refiection along = O and along

= 7r/2. every point on either une where aH/8i7 vanishes is critical. Let F/F’ > 1

and work on C. The strip O < < r/2 is free of critical points, for here by (2.2.9)

H is strictly monotone in along anv [me T] = constant. Along = O, H — —œ as

‘/ b(1+f’/F)/2 or b(F+F’)/(F—F’). hetween which OH/ai, must vanish, signaffing a

sacidie at say (1. Along = 7r/2. H — —œ or +œ as b(1 + F7F)/2 or +œ. These

bits of information. together with the fact that ail critical points of H are nonclegenerate.

imply that OH/6i7 vanishes twice along = 7r/2. signalling a maximum at say (2 and

a sadclle (which shah be left nameless). As a bonus we learn that 2 relative equilibria

are representeci in C. whereas a count of 3 singularities just predicts at least 1 relative

equilibrium. The analysis works mutatis mutandis on C_ if F/f’ < 1.

Finally, suppose F/F’ = 1. Then the simultaneous collisions F —F’, F’ ‘-. —F as

wehl as (i (2 escape to the encls ij —* +œ, and toward the ends 2zrH/F2 asymptotes

to log(sin2 + sinh2b), which remains bounded. Hence ail the critical points in C. C_
clisappear. Relative periodic orbits are represented by compact level sets of H, i.e. those

that fil the region <sinhb of C, C_: there is no relative equilibrium on these

trunks.

WDiW

_________

I

(((6’t’Wï)

-‘ —O5 O OS r

Fic .1.

The plots of fig. 4 depict the levei sets of H as a function of ( for F/F’ < 1, = 1,

> 1 respectively; they were drawn at b = 1. By (2.2.8). the levels for F/F’ < 1 ancl > 1

are mirror images of each other via ( —* . The blank holes and bands indicate where
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H diverges to —oc too steeplv. while the cliamond in the micldle of each plot surrotincis
a peak H +oc.

Take the N = 1 case as iii Theorem 4 and initially align the 4 vortices verticallv
= O. If ij(O) is sufficiently small. the vortices of the group f. f’ orbit like a hinary

counter—clockwise. the vortices of the group —f’. —f orbit like a binary clockwise. while
the 2 groups progress together like a vortex pair. The superposition procluces teupfrog

qing, a relative perioclic orbit whose plane limit r — oc is observeci as the motion of
a cross-section of consecutive vortex rings as t.hey overtake each other. By adjusting
the parameters f/f’, h. (O). we can render leapfrogging ou a cylincler not only relative
periodic but periodic . Alternatively. if ‘i(O) is sufficiently close to b(1 + f’/f)/2 or to
—b(1 + F/f’)/2. the vortices f’, —f’ or F, —f form a pair aiid rush off without leapfrog
ging. In the planar theorv, in the case F/F’ = 1, [31 calculated the critical value of ‘i(O)
that separates the leapfrogging and non-Ieapfrogging régimes. In our setup this value
may be obtained at once as follows.

In the situation of Theorem 4, clenote by p(b, F/F’) the distance from the origin
= O to the nearest separatrix. Then î(O) = p(b, f/F) p(b, 1). Denote by re =

re + 1re a value of at a saddle of H(), representing a relative equilibrium. Inside
the separatrices connecting the saddles we have leapfrogging; outside, not. p = p(b, 1)
is the ordinate at which a separatrix cuts the ij-axis. Since the value of H is the same
along the separatrices as on the saddles, H(O, p) H(re, 7)re). It is clear that a relative
equilibrium occurs when 2 vortex pairs are antipodal : re = ±ir/2, 1lre O. This fixes
p in the cylindrical theory v’ tanh p = tauh b. Restoring r and taking the plane limit
r —* oc, we get in the planar theory p b/V, agTeeing with [3, section 31, which arrived
at (b+p)/(b—p) =3+2.

When F/F’ 1, Cre ancl p(b, F/f’) are difficuit to pin down in closed form. At any
rate re = +r/2; ‘ire is the unique root of

(F+P’)tanhi1 + (f—F’)tanh (b— ii)

— f coth (b+ 1+2/f,) +T’coth(b_
1+f’/f)

=0

which in view of (2.2.4) is the condition that the verticallv aligned pairs F, —F and
f’. —P’, antipodal to each other. move with the saine velocitv. If F/f’ = 1 + e. then up
to 2nd order in e.

te / sech1b”\ e2” tanhb sech2b e2‘/re tanhb sech b — +
2 ) -i-) , p(b, 1±e) = p(b, 1)

1 + cosh2b 1v”
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Rernark 6. Bv an argument parallel to that of Theorem 1 we see that 4 vortices

with vorticities F, r. —f’. —f at

2f’ 2F 2f— 2f’—
a+ff,(. —a+ Ç. Ci f,Ç

leapfrog as well (fig. 5. left diagram).

-r f —r f

r’ r’ —r’

FIG.5.

Unuike the N = 4 case of Theorem 4. however, the configuration on the right cloes not
leapfrog.

Remark 7. Leapfrogging vortices and their generalizations analysed above owe their
relative periodicity to the type of symmetry compatible with the local first integral of
Theorem 1. Other types of symmetry permit other types of relative periodic orbits.
Thus, 2n vortices with identical vorticity F at (2.2.5), (2.2.6) form a relative periodic
orbit [13, section 3.21.

Remark 8. Vortex streets and leapfrogging vortices cari be adapted to a torus, where
they form relative periodic orbits. A torus accommodates many further types of relative
periodic orbits. For example on C/(îrZ+iirZ), by spiitting each point ofa sub-lattice into
a rectangular quadruplet of vortices with vorticities F, —f, f, —f, we create a periodic
orbit, the ‘dancing vortices’ of [151.
Acknowledgments. The work of JM was partially supported by the European Union
through the Research Training Network MASIE. TT thanks Yiannis Petridis and Mo
rikazu Toda for instructive conversations and David Acheson for his gift of a copy of
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Chapitre 3

DYNAMIC$ 0F MOVING POLES WITH
VARIABLE STRENGTH$

AUTEURS ANIK SOULIÈRE ET TADASHI TOKIEDA

3.1. CONTRIBUTION À L’ARTICLE

Ce chapitre est constitué de l’article Dynamics of moving potes with variabte strengths
par Anik Souliére et Tadashi Tokieda qui sera prochainement soumis pour la publication.

Voici la liste des contributions d’Anik Soulière à cet article
— conception du simulateur de mouvements de pôles à intensités variables sur le
plan;

— calcul et preuve de la quantité conservée centre d ‘intensité:

— solution exacte du système d’une paire de pôles à intensités constantes;
— solution exacte d’un polygone régulier de pôles de même intensité et critère d’équi
libre;

— découverte et preuve de la loi de Snell pour un couple de pôles traversant un saut
discret de la fonction S;

— découverte et preuve du mouvement périodique circulaire d’une paire de pôles
d’intensités t’ et t” telles que Re t —Re t”; critère d’équilibre pour le cas

t” —; illustration du mouvement saute-mouton qui en découle;
— découverte et preuve d’une variante du mouvement saute-mouton d’une paire de
pôles avec intensités variables;

— exemple d’une famille d’équilibres de N pôles dans le cas non homogène.
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3.2. DYNAMIQUE DE PÔLES À INTENSITÉS VARIABLES

Dans cette section, je résumerai les grandes lignes de Dynamics of mooing potes
with variable strengths. Dans la section 3.5 suivant l’article, j ‘ajouterai des figures, des
exemples et des preuves complémentaires à l’article.

Le dernier article présente une généralisation du cas de N totirbillons ponctuels
avec vorticités constantes à un système de N pôles avec intensités variables (voir la
section 0.3 pour une introduction). Voici une exposition très générale du système dyna
mique étudié. Considérons N points z1, z2 ZN E C que nous appellerons « pôles >.

À chaque pôle est associé une famille de fonctions à valeurs complexes {,%(z)}5 ap
pelées « intensités ». Pour chaque pôle, seul un nombre fini de ces fonctions sont non
nulles. La dynamique des pôles est donnée par

z(t) (zj(t)) (zj(t) - zj(t)) (i = 1,... ,N). (3.2.1)
j:ji nEYZ

Les équations étant du premier ordre, le système n’a pas d’inertie. L’espace des phases
demeure le même que pour les tourbillons ponctuels.

Le cas particulier

Rej41(z) = O Vu E Z et 1m j41(z) = O pour n —1 (3.2.2)

correspond à un système de tourbillons ponctuels tel qu’étudié dans les deux premiers
articles.

Après avoir exposé ce modèle très général. la suite de l’article se restreint au cas où
l’équation du mouvement est homogène (tous les sont nuls sauf pour un certain no)
et les intensités sont constantes.

On réécrit l’équation du mouvement de pôles en termes d’une fonction H rappelant
le Hamiltonien des tourbillons ponctuels. Cette fonction de la position des pôles du
système n’est pas une quantité conservée en général. Un premier théorème affirme que
H est conservée dans le cas où les intensités sont toutes imaginaires pures.

Le centre d’intensité’ est défini et un deuxième théorème affirme qu’il s’agit d’une
quantité conservée pour un degré d’homogénéité impair.

Enfin, un troisième théorème affirme que les équations du mouvement sont conser
vées sous symétrie affine de l’espace des phases si et seulement si le système est homogène
de degré n0 —1.

La deuxième partie de l’article donne une série d’exemples de solutions exactes pour
le cas homogène de degré n0 = —1 et pour des intensités qui varient en fonction de leur
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position sur le plan. La fonction S « fond de l’océan » donne cette dépendance, unique
pour tous les pôles : v!c(z) = 8(z).

Les solutions exactes dun couple de pôles et celles de polygones réguliers de mêmes
intensités sont trouvées à l’aide d’un principe utilisé dans le premier article. Pour une
configuration de N pôles comportant certaines symétries l’utilisation du centre d’in
tensité permet de réduire le degré de liberté de N à 1. En posant le centre d’intensité à
l’origine, l’équation du mouvement se ramène à une équation d’une seule variable

(3.2.3)dt iii
résolue dans f article. Dans le cas du couple de pôles d’intensités quelconques, le centre
d’intensité permet de trouver la position d’un pôle par rapport à l’autre. La figure 3.1
donne plusieurs illustrations de mouvements de paires de pôles à intensités constantes.

ta) (b) (c)

FIG. 3.1. ta) —p’; (b) Imp —Imp’; (e) p p’

Dans le cas du polygone régulier de pôles d’intensités constantes, c’est la symétrie
qui permet de ramener le système à une équation de la forme 3.2.3. L’ajout d’un pôle
supplémentaire d’intensité —(N — 1) p/2 immobilise le système (figure 3.2).

(a) (b)

FIG. 3.2. Pentagone régulier de pôles d’égales intensités (a) spi

rales; (b) ajout d’un pôle central d’intensité —(N — 1) p/2.

La dernière section de l’article présente une série de solutions exactes dans le cas
où les intensités dépendent de la position des pôles. Par exemple, on sait qu’ un couple
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de pôles d’intensités et — avancent en parallèle. Au passage d’un saut discret de la
fonction S, la trajectoire du couple se comporte comme un rayon lumineux suivant une
loi analogue à celle de Snell-Descartes en optique géométrique (section 3.4.2.1).

DYNAMICS 0F MOVING POLES WITH VARIABLE STRENGTHS

3.3. EQUATIONS 0F MOTION, CONSERVATION LAWS

Dynamics of point vortices with fixed strengths in a 2-dimensional ideal fluid lias a
long pedigree. (For classical references sec e.g. [1] Art. 154—160; as the subject remains
popular. recent ones are too nunierous to list.) In this paper we generalize it in two
directions i) besides vortices, we a.IIow sources/sinks a.s welI as their superpositions
(poles); ii) we allow the strengths of these poles to vary. This leads to a rich dynamical
system which we illustrate with a variety of exact solutions. One of these follows an
analogues of Snell’s law in optic. Though our motivation is pure-mathematical, i), ii)
may be of relevance for instance in magnetohydrodynamics with an external magnetic
fleld.

The imaginary unit wffl be written \/Zï rather than i. ‘vVe begin with a very general
setup but will particularize soon. Consider N interacting points z1,... , C called
potes, each pole z carrying with it a farnily of complex-valued functions {t%(z)}
called strengths, all but flnitely many of them being 0. The poles move according to

z(t) (z(t)) (z(t) - z(t)) (i 1 N). (3.3.1)
j:j nEZ

The dynamics of 3.3.1 has no inertia, in the sense that the poles’ instantaneous positions
determine their velocities, with no effect of acceleration; in other words, the phase space
is a product of N copies of C minus diagonals, not the (co)tangent bundie over it. The
setup makes sense on any domain on a Riemann surface, provided p is chosen
pure imaginary and equal to 1/27r/ï times the total circulation on the boundary (0
on a closed surface).

A term of the form [I(z — z) on the right of 3.3.1 represents a flow velocity induced
by z at z. The pictures for n = —1 have rotational syminetry : source or sink of flux
2irt for j real, vortex of anticlockwise circulation 27r/ï ,i for z pure imaginary, in
general a superposition of these, a spiral node.
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(b)

FIG. 3.3. (a) Superposition of n = —3 and n —2, t > 0; (e)
n=—1,Re[t>0,Im[t<0

Now suppose 3.3.1 is homogeneous, i.e. [4 O except for a certain exponent no and
moreover ail [t : are fixed. Then may 3.3.1 be recast in the canonical form

t3G(z—z)
[t i,j:ij

with

f (z — zj)°1/(no + 1) when n0 —1
G(z — z)

log(zt — z) when n0 = —1

(G as in ‘Green’). From

H(zi(t),... ,ZN(t)) = >(-H. + —H ) Z([t1 +) z(t),

we see

Theorem 3.3.1. If att are pure imaginary, then H is a fiTSt integrat.
Next let the homogeneity degree n0 be odd, with fixed. Pairwise cancellation in 3.3.1
yields , t’ dz/dt O, whence

Theorem 3.3.2. If M O, then the center of strength’ Zzj/M is
o. first integrat. If M 0, then for every partition I U I’ = {1,... , 1\T} such that
M1 := ,i O and Mi’ t’ 0, the difference between the ‘subcenters’

Z1i’z/M is afirst integrat.

Finally, how cari we extend the affine synunetry of the phase space to that of the phase
space-tirne so as to make 3.3.1 invariant? The requirement that time t be real yields
Theorem 3.3.3. The system 3.3.1 is C’ x C-invariant if and onty if il is homogeneons
of degree n0 —1: here (a, b) e C’ x C sends (t, z) to (Ia2t, az + b).

ta)
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3.4. ExAMPLE5 0F EXACT SOLUTIONS

‘vVe ‘viii, in what follows, focus on the case where 3.3.1 involves only the exponent

= —1 and ail tire strengths share a common dependence on the position p’(z) =
• 3(z) for some compiex-valued S (seabed’ or ‘step’ function) and constants [t having

the dimension of iength2/ time. Thus the equations of motion are

z(t)
z(t)-z3(t)

1,... AÏ) (3.4.1)
J .Jt

In most of our examples S will be a step function. Then Theorems 3.3.1, 3.3.2 and 3.3.3
hoId piecewise, as long as none of the poies crosses a discontinuity of S; when crossing
occurs, H and the centers of strengths jump to new values.

When 5(z) = 1 and ah i’ are pure imaginary, we are back to point vortices and
recover H as their Hamiltonian.

3.4.1. Seif-similar solutions

In problems invoiving self-simiiarity, Theorem 3.3.2 aiiows reducing the (compiex)
degree of freedom from N to 1, down to a single equation

= (3.4.2)dt J

which in polars separates into

__)=ReP, w$ argw=Imp.

The solution is

w(t) = Texp(P logT)w(O). T = 1 + (3.4.3)

Tire poles coliapse to their center of strength after time —Iw(O)2/2Rep.

3.4.1.1. Pair

Poies z. z’ of fixed strengths [t, 11i’ move seif-similariy around their center of strength
c. With a littie manipulation 3.4.1 takes the form of 3.4.2,

d ,‘2 1
— c) =

dt

with p = (i + [t’)/Il + [t/[tI12, w = z — c and analogously for z’ — c exchanging prime
and unprirne. If i + ji’ = O, then Theorem 3.3.2 implies at once that the pair moves in
parailei (e — oc).
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3.4.1.2. Regutar potygons

Place N poles of equal flxed strengths .t at the vertices of a regula.r N-gon, plus
1 pole of strength t’ at the center, which coincides with the center of strength c. The
poles spiral self-simllarly out or in. clockwise or anticlockwise, depending on N, , ,u’.
Denote by w3 (j 1,... , N) the Nth foots of 1. If z is any one of the vertices, then the
others are at c+wi (z— e), so3.4.1 takes the form of 3.4.2,

ç-c) - (l_wi)(z-c) ( [t+[t’)

with p — (N — 1)jI/2 + ï7, w = z — c. If t’ = —(N — 1)[t/2. then ail the poles are
imrnobilized.

3.4.2. Variable strengths

3.4.2.1. Snetts taw

Let S(z) = n in the lower haif-plane 1m z < O, S(z) = n’ n in the upper haif-plane
Imz O. A pair z, z’ with strengths —[t$(z), [tS(z’), moving in parallel, arrives from
the lower half-plane.

When z’ crosses the real axis, the pair starts moving self-similarly around their center
of strength c = (n’z’ — nz)/(n’ — n). When, after time t say, z crosses the real axis,
the pair finishes moving self-similarly arouncï c and resumes moving in parallel inside
the upper half-plane. The pair’s angles of inclination O, O’ before and after the crossing
satisfy

n sinOexp(_-8) n’sino’exp(__—9’)Im[L Im[t

z’ (t)

FIG. 3.4. A pair of poles crossing a discontinuity of S.

(3.1.1)
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Suppose jt pure irnaginary. Then 8, 8’ coincide with the angles of incidence ancl 3.4.4
gives an analogue of Snefl’s law in optics; 8’ = ir/2 represents the critical case where
the pair ‘skids’ along the real axis without entering the upper haïf-plane, hence the pair
reflects back into the lower haif-plane for O > arcsin(n’/n).

Proof of 3.4.4. With the notation of 2.1, it is readily checked that, during the crossing,
T = T’ (express z(O)—c, z’(O)—c in terms ofz’(O)—z(O)) and Imp/Rep —Imz/Reu.
We know

Texp(_ logT)(z(O) — e) z(t) — c, (3.4.5)

and subtracting from the corresponding equation for z’ — e,

TexP(_ logT)(z’(O) - z(O)) z’(t) - z(t)

comparing whose arguments we get

O — logT = 0’. (3.4.6)

Next take the imaginary part of 3.4.5 by using

z(O) e — z’(O) — z(O) exp(6).

and Imz(t) =r Imz’(O) = O whence Imc = —Imz(O) ri/(n’
—

n). We find

/ . r Imji —Imz(O)nTsmO——-——-1ogT) =n
/ =nsmO.

\ Reji .‘ z (O) — z(O)1

The daim 3.4.4 follows from this and 3.4.6.

3.4.2.2. Scattering

Let 5(z) 1/r inside a disc of radius r and 5(z) 1 everywhere else. A pair of
poles of opposite pure imaginary strengths moves in parallel in the direction of the dise.
The first pole is moving in the direction of the center of the dise. the second one misses
the disc. The distance between poles is greater then 2r. The discontinuity makes the
pair deviates from the initial direction. The angle of deviation after crossing the disc is
given by:

O = 2 arctan((1 — r)/d) (3.4.7)

where cl is the distance between the poles (Figure 3.5). When r — O and 2r/d 1
then 8 — ir.



“1
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FIG. 3.5. (a)r=O.4,drrl (b)r=O.O,d=1 (c)rzrO.O1,d=O.25

3.4.2.3. Leapfrog

Witli pure imaginary strengths, relative periodic motion called leapfrog has been
analysed by Love [3J in 1894 and studyied more recently by Acheson [21. The generali
sation of the strengths allows the motion to be periodic (Figure 3.6).

FIG. 3.6. A circular periodic leapfrog; initially aligned poles of
strength /L, —TZ, —jî and i.
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3.4.2.4. Leapfrogging of a pair

Let 3(z) = n in Imz < O, 3(z) n’ n in Imz O where n and n’ are real positive
constants. A pair with strengths v’ïi 3(z) and v/Zïk [L 3(z), [L and k real positive
constants. is initially at O and iz in the upper haif-plane. Then it leapfrogs each other
parallel to the real axis, in successive cycles where the center of strength jumps, moving
by

4k(n—n)
Re(z) (3.4.8)(1 + k) (n + n’)

per cycle (Figure 3.7).

FIG. 3.7. Leapfrogging of a pair of same strength.
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3.5. ANNEXE

3.5.1. Mouvement circulaire et saute-mouton

Voici un exemple de solution exacte complémentaire à l’article. Une paire de pôles
z et z’ d’intensités telles que Re i —Re i’ suivent des trajectoires circulaires concen
triques autour du centre d’intensité c (figure 3.8). En effet, à la section 3.4.1.1, on
démontre que

dt
Le produit scalaire entre les vecteurs d(z — c)/dt et (z — c) est nul. Il en est de même
pour d(z’ — c)/dt et (z’ — c). Le vecteur vitesse de chaque pôle est donc tangent aux
cercles de centre e et de rayons (z — e) et (z’ — c).

FIG. 3.8. Paire de pôles d’intensités t = 1 + 3i et u’ —1 + 2i; le

centre d’intensité est marqué par un z

Dans le cas particulier où z’ = —, les pôles progressent sur un même cercle (fi
gure 3.9(a)). En ajoutant un troisième pôle à la position du centre d’intensité e, on
obtient

d I_2 1 — 1—(z—c)= _=+7=dt i— t z—c z—e

cl , I,t12 1 — 1—(z—c)=
— +7dt — /-t z’ — e z’ — e

7 est l’intensité du pôle central. En choisissant
‘

—i I/2 1m /L, un équilibre est
créé (figure 3.9(b)).

La formation d’une configuration symétrique avec deux couples d’intensités ,u et —
est à l’origine du mouvement saute-mouton circulaire présenté à la section 3.4.2.3.



(a) (b)

Fic. 3.9. (a) Trajectoire d’un couple de pôles d’intensités [t et —)J,
le centre d’intensité est marclué par un x (h) au centre. l’ajout d’un

troisième pôle d’intensité —i jti/2 1m ,u crée un équilibre.

3.5.2. Saute-mouton d’une paire de pôles

Un autre exemple de mouvement saute-mouton engendré par un saut dans la fonc
tion S est énoncé à la section 3.4.2.4. Je présenterai ici quelques détails de la démons
tration.

Soit 5(z) n dans Imz < 0, 5(z) = n’ clans Imz 0. Sans perte de généralité,
prenons n et n’ des réels positifs. Deux pôles, z0 et z1 sont posés respectivement à O
et z. Leurs intensités sont données par /iïpS(z) et s/iïkpS(z) pour k et jt réels
positifs. À travers la discontinuité de S, le centre d’intensité passe de

n’ k
cor=ZO+ , Lz

n+n k

lorsque les pôles sont de part et d’autre de la discontinuité, à

0 + 1 ± k

lorsqu’ils sont du même coté. La figure 3.10 illustre un cycle complet d’un couple de
pôles pour k = 1. Le déplacement e1 — c0 est donné par

ktn n”
Lz.(1 + k) (n + n’)

Lorsque le deuxième pôle croise à son tour la discontinuité, on obtient le miroir
horizontal de la configuration initiale. Le centre d’intensité est alors déplacé de

k (n — n’) —

(1+k)(n+n’)

58

,,

OX

15

0



59

FIG. 3.10. Trajectoires de pôles de même intensité initialement

p osés à z0 = O et z1 z. $ admet une discontinuité en 1m z = 0.

Les pôles ont parcouru la moitié du cycle. L’ajout de deux autres déplacements du
centre d’intensité permet de compléter le cycle, d’où le résultat 3.4.8.

En prenant des intensités différentes, k 1, on obtient un mouvement saute-mouton
asymétrique (figure 3.11).

/
L},JJLJ

FIG. 3.11. Saute-mouton asymétrique, ,u = 3t’.
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3.5.3. La loi de Snell

La figure 3.12 montre quelques exemples supplémentaires. Potir des intensités ima
ginaires pures, la loi 3.4.4 est réduite à

n siriO n’ sin9’. (3.5.1)

Lorsque les pôles passent d’une région lente à une région rapide, (i.e. n > n’) le
couple fait demi-tour si l’angle d’inclinaison est supérieur à l’angle critique (figure 3.12
(b))

arcsin(n’/n). (3.5.2)

Des expériences numériques prédisent que la relation 3.5.3 demeure valide si le saut
dans la fonction S est croissant ou décroissant monotone (figure 3.12 (c)).

(a)

fl

(c)

FIG. 3.12. ta) 00 < 0; (b) Oo > 0; (e) variation monotone crois
sante de S.

R:

(b)
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3.5.4. Exemple d’équilibre dans le cas non homogène

En considérant le cas non homogène, les lignes de courants engendrées par tin pôle
superposent différents types de singularités (voir figure 0.3). Voici un exemple d’une
famille d’équilibres statiques à N pôles dans le cas non homogène.

Un seul pôle zO O sur le plan induit le champ de vecteurs donné par

z(t) z(t)’; + z(t)n2 (ni,n2 E Z, n1 <n2) (3.5.3)

où et sont des constantes dans C. Ce champ de vecteurs comporte N = n2 — n1
équilibres

______

/ o
z= /— (k=1,...,N). (3.5.4)

V /tfl2

Pour créer un équilibre statique avec N±1 pôles, on superpose N pôles aux positions
d’équilibres de z0 tels que 0, y pour j 1, 2,... , N (y E C) et on
ajoute l’intensité i94 —(N — 1) v/2 à z0. La figure 3.13 illustre un cas particulier de
ce type d’équilibre.

(b)

FIG. 3.13. (a) Lignes de courant de i1z’ + p2z7t2 avec (a) [t7,1

2 + i, ,ii,2 = i, n1 = —4 et n2 = 3; (b) configuration donnant lieu à
l’équilibre.

3.5.5. Autres exemples

D’autres exemples de solutions ont pu être observés sans être analysés. Voici quelques
exemples de solutions illustrées à l’aide dti simulateur.

La figure 14(a) illustre la trajectoire d’un couple de pôles d’intensités ,tt —1 —3 i et
= 1 + i passant une discontinuité de la fonction S. Ce type de mouvement peut-être

reproduit lorsque Re = —Re,u’ et 1m ,u 1m ji’.

(a)
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La figure 14(b) donne la trajectoire d’une couple de pôles à intensités variables
—1,55 iS(z) et iS(z) avec 8(z)

— 1/zI4 pour O < z < 1 et 8(z) 1 partout ailleurs.
Plusieurs solutions périodiques pourraient découler de cette configuration.

N

R,

ta) (b)

FIG. 3.14. Autres exemples de trajectoires d’un couple de pôles.



$YNTH1SE ET CONCLUSION

Le modèle de dynamique de N pôles à intensités variables, qui donne le titre de
la thèse, a été introduit dans le troisième chapitre. Le cas classiciue des tourbillons
ponctuels clans un fluide parfait de dimension 2 est un cas particulier tic ce nouveau
modèle.

La thèse commence par l’étude du cas particulier des tourbillons ponctuels sur la
sphère. puis sur le cylindre, pour terminer avec mie généralisation inédite de l’interaction
entre particules appelées pôles possédant certaines intensités.

La ligne directrice du travail a été l’utilisation de simulations numériques de la
dynamique des tourbillons. L’outil numérique a permis l’exploration, la découverte et la
compréhension de certains phénomènes tics systèmes dynamiques étudiés. Au premier
chapitre, la découverte d’un premier exemple d’une famille de solutions périodiques avec
bifurcation sur la sphère s’est faite à l’aide du simulateur. À partir de l’analyse théorique
tic cet exemple. iious avons pu généraliser le résultat en une méthode pour engendrer de
nouveaux exemples de solutions périodiques possédant certaines symétries. Cette idée
est réutilisée clans le troisième article lorsqu’il est question de solutions autosimilaires.

Après le premier article traitant principalement de l’étude des solutions périodiques
des tourbillons sur la sphère, nous avons étudié le cas du cylindre, intéressant par son
rapprochement avec le problème classique du train de von Ràrmim. Le cas du cylindre a
également été étudié d’un point de vue numérique. Plusieurs résultats sur les équilibres
relatifs ont été énoncés et démontrés.

Le troisième article porte sur la généralisation du modèle des tourbillons ponctuels.
Les objets ponctuels considérés, appelés pôles, permettent la superposition de tour
billons, de sources ou de puits. De plus, l’intensité associée à chaque pôle peut varier
en fonction du temps ou de la position. Le nouveau système donne lieu à une dyna
mique riche en solutions originales. Le troisième chapitre introduit le modèle et expose
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le formalisme associé. Plusieurs théorèmes sont énoncés. Plusieurs solutions exactes sont
données dont un phénomène clui s apparente à la loi de Snell en optique géométrique.

Le dernier article ouvre l’étude d’un nouveau sujet qui pourrait être exploré cla
vant age. Par exemple. il serait réaliste de croire que d’autres phénomènes cl’opticue
géométrique puissent être reproduits à Laide du mouvement de pales. Il serait égale—
ruent intéressant cLétudier le modèle sur une surface avec bords.
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Annexe B

SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Les simulations numériques utilisées pour expérimenter la dynamique des pôles ont
été programmées à l’aide du logiciel MATLAB.

Des simulateurs ont été construits pour
— les tourbillons ponctuels sur la sphère;
— les tourbillons ponctuels sur le cylindre;
— les pôles à intensités variables stir le plan.

3.1. STRUCTURE GÉNÉRALE

Pour chacune de ces surfaces, il existe une fonction qui permet de lancer la simula
tion. L’utilisateur doit fixer plusieurs paramètres qui gèrent

— le pas de temps t;

— la durée de la simulation;

— le nombre de tourbillons et leur position initiale;
— le nombre d’images dans l’animation;
— les dimensions de la fenêtre d’affichage;
— le choix de tracer la trajectoire des tourbillons en plus de leur position instantanée:
— le choix de la méthode numérique à utiliser.
Les fonctions initialisent les données du problème, utilisent une méthode numérique

standard pour calculer les positions de tous les tourbillons à chaque t convenu. Fina
lement, elles affichent l’animation résultante et retournent une variable matlab de type
Movie.
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B.2. VALIDATIoN DES RÉSULTATS

Pour tous les simulateurs, les solutions obtenues par une résolution numérique des
équations différentielles ont été superposées aux solutions exactes connues ou décou
vertes. Les méthodes numériques utilisées ocle45 ou ode23s semblaient très satisfaisantes
dans le contexte d’exploration de la dynamique.

B.3. CAS DU CYLINDRE ET DE LA SPHÈRE

Sur la sphère et le cylindre, le chapitre 3 de mon mémoire de maîtrise donne des
explications sur les méthodes utilisées et leur validation.
A. S0uLIÈRE, Tourbillons ponctuets dans un fluide parfait de dimension 2, Université
de Montréal (2002).

B.4. CAS DES PÔLES À INTENSITÉS VARIABLES

Dans le cas des pôles à intensités variables sur le plan, j’ai utilisé essentiellement les
mêmes méthodes que pour les tourbillons sur le cylindre. Le simulateur se limite au cas
non homogène avec un maximum de deux intensités par pôle. L’intensité peut varier en
fonction de la position sur le plan. L’équation du mouvement de N pôles est

z(t) S(z(t)) (z(t) - z(t)) (i 1... , N). (B.4.1)
j:jin1,2

Voici maintenant une description plus technique des fonctions disponibles pour les
pôles à intensités variables sur le plan. Les fichiers matlab peuvent être fournis sur de
mande par l’auteure de la thèse.

PlanePoles fonction principale. Elle contient toutes les étapes mentionnées
plus tôt. Elle fait appel à la plupart des fonctions suivantes.

Poleslnit Contient plusieurs exemples étudiés dans l’article. On peut sélec
tionner un exemple déjà préparé ou spécifier soi-même la position
et l’intensité de chaque pôle.

fPlanePoles Correspond à f dans l’équation différentielle u’ = f(u) du mou
vement des pôles sur le plan lorsqu’il y a une seule intensité non
nulle par pôle (n2 O dans l’équation 3.4.1).
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fsupPlanePoles Correspond à f dans l’équation différentielle u’ f(u) du mouve
ment des pôles sur le plan lorsqu’il y a deux intensités non nulles
pour au moins un pôle.

ode23s Méthode numérique de résolution cl’EDO conçue par matlab. Il
s’agit d’une méthode qui gère les équations différentielles ordinaires
raides (stiif). Cette fonction est utilisée si le paramètre ‘stiff’=l.

ode45 Méthode numérique de résolution d’EDO conçue par matlab. II
s’agit d’une méthode qui gère les équations différentielles ordinaires
non raides. Cette fonction est utilisée si le paramètre ‘stiff’=O.

PlaneMovie Cette fonction prend une matrice de positions en fonction du temps
et construit un objet de type Movie. Les tourbillons sont repré
sentés par le symbole o. La fonction permet de tracer la trajectoire
des tourbillons en plus de leur position instantanée si le paramètre
“Traj “r= 1.

Seabed Cette fonction donne la possibilité définir la fonction S de l’équa
tion 3.4.1. Plusieurs cas classiques sont déjà définis.

StartSimulation Cette fonction permet de fixer les paramètres de nouveaux
exemples de simulation du mouvement de pôles sur le plan. Un
modèle est présenté au début du fichier. Cette fonction pourrait
être éventuellement remplacée par un interface graphique.




