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SOMMAIRE

Nous étudions le probléme de prévoir plusieurs variables dépendantes & par-
tir d’'un méme ensemble des variables indépendantes dans le modéle de la ré-
gression linéaire multivariée. Nous considérons une famille d’estimateurs, appelés
estimateurs a rétrécissement, qui nous permettent de prévoir les variables dépen-
dantes par des combinaisons linéaires des prévisions obtenues par la méthode des
moindres carrés.

Notre étude est motivée par les travaux suivants :

[3] ou Breiman et Friedman proposent deux estimateurs du type "Curds and

Whey" et les comparent aux autres estimateurs existants;
y )
[1] ou Bilodeau propose des modifications aux estimateurs considérés dans [3] ;

[10] ot Srivastava et Solanky proposent deux estimateurs minimax KS et SS

et les comparent aux autres estimateurs existants.

Nous considérons aussi ’estimateur "full cross validation" introduit par Brei-
man et Friedman [3]. Nous le calculons de fagon différente en suivant la méthode
proposée par P. D. Sasieni dans les discussions sur le méme article.

Tous ces estimateurs sont comparés dans deux simulations (avec des données
générées de la loi normale et de la loi ¢t de Student) a I'aide des deux critéres

définis dans [3] et [10].

MOTS—-CLES : régression linéaire multivariée, prévisions, estimateur & ré-

trécissement
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SUMMARY

We study the problem of predicting several response variables from the same
set of explanatory variables in the model of multivariate linear regression. We
consider a group of estimators, known as shrinkage estimators, where the de-
pendent variables are predicted as linear combinations of the ordinary least squares
predictions.

This study is motivated by the following articles :

[3] where Breiman and Friedman propose two estimators of type "Curds and

Whey" and compare them to the existing estimators;
[1] where Bilodeau proposes modifications of the estimators in [3];

[10] where Srivastava and Solanky propose two minimax estimators and com-

pare them to the existing estimators.

We also consider the "full cross validation" estimator, proposed by Breiman
and Friedman [3] and compute it by using a method suggested by P.D. Sasieni in
the discussion section of the same paper.

All estimators are compared in two simulations (data generated from normal

and Student’s ¢ distributions) using the two criteria defined in [3] and [10].

KEY WORDS : multivariate linear regression, predictions, shrinkage esti-

mators
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LES LOGICIELS

Nous avons utilisé les logiciels Splus (version 6.2), SPSS (version 11.5) et
Fortran Power Station (version 4.0), dans ’environnement Windows XP Pro. Le
Fortran Power Station (FPS 4.0) a été utilisé pour la programmation en Fortran
90.

Dans le chapitre 4, nous faisons deux simulations avec 168 000 répétitions en
tout. Les nombreuses répétitions et la lourdeur des calculs (7 estimateurs et 12
critéres pour chaque répétition) imposent l'utilisation d’un logiciel permettant une
plus grande vitesse que celle des logiciels statistiques. Pour cette raison nous avons
choisi Fortran 90 qui nous offre également plusieurs sous-routines de minimisation
quadratique nécessaire pour calculer 'estimateur FCV (présenté au chapitre 3).

A toutes les étapes de la programmation des simulations, nous avons fait les
essails nécessaires pour s’assurer que les résultats obtenus avec Fortran 90 sont
identiques aux résultats obtenus par Splus (utilisé comme base de comparaison).
Par exemple, nous avons remarqué que dans Fortran 90, la sous-routine "CANCR"
qui calcule la matrice de coefficients canoniques C' (présentée dans la section 1.3)
nous donne des résultats différents que la fonction respective "cancor" de Splus.
Il s’agit d’une différence de l'ordre 10~2. Nous avons alors choisi de calculer C
a l'aide de la méthode matricielle présentée dans la section 1.3, donnant une
différence de I'ordre 107! entre les résultats des deux logiciels.

Les simulations ont été faites comme suit :

en FPS 4.0 nous avons écrit et compilé des programmes qui générent les
données (par les méthodes présentées dans les sections 4.1 et 4.2) et qui
calculent les estimateurs (K) (présentés dans les chapitres 2 et 3) ainsi que

les critéres Ay et Wiy (présentés dans la section 4.3);



- P’exécution des programmes a été faite sur deux ordinateurs de configura-

tion :

(1) INTEL(R),
Pentium(R) 4 CPU, 1.6 GHz ,
256 MB RAM,
20 GB IDE Harddisk

pour les petites valeurs des parameétres (p < 30 ou N < 300) et

(2) INTEL IA32 Architecture,
Dual P4 XEON CPU, 3.2 GHz , 2MB L2 Cache,
1 GB RAM,
120 GB SATA / IDE Harddisk

pour les grandes valeurs des paramétres (p = 50 ou N > 400);

les sorties (les valeurs des critéres) ont été traitées avec SPSS 11.5 pour
obtenir des fichiers txt compatibles avec les logiciels statistiques et pour
créer les boxplots dans ’annexe 1;
— nous avons utilisé Splus pour calculer les médianes et pour désigner les
figures dans la section 4.4.
Les deux exemples dans le chapitre 5 ont été élaborés avec Splus. Dans Splus,
il n’y a pas de fonction de minimisation quadratique nécessaire pour calculer
Pestimateur FCV (voir le chapitre 3) mais la compatibilité entre Fortran 90 et
Splus nous a permit de créer les fonctions nécessaires. En FPS 4.0 nous avons
fait une programmathéque de type .dll (dynamic link library) contenant la sous-
routine de minimisation. Ensuite, en ajoutant cette programmathéque comme un
chapitre de Splus, nous avons créé la fonction nécessaire pour la minimisation

quadratique.
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Chapitre 1

LA REGRESSION LINEAIRE MULTIVARIEE

1.1. LE MODELE

Considérons le modeéle de régression linéaire multivariée avec p variables ex-
plicatives x = (z1,...,z,)" et g variables dépendantes y = (y1,---,%) , ¢ < .

Les matrices des observations prennent la forme suivante :

x| yi
X = : =(zy), Y = : = (¥i5),
XN YN

ol X (respectivement Y) est une matrice N X p (respectivement N X ¢) dont la
n-iéme ligne correspond a la n-iéme observation indépendante.

Les vecteurs y,, n=1,..., N, sont indépendants de moyenne conditionnelle
E(yn|xn) = Ax, (o0 A = (aj,...,a,)" est la matrice ¢ x p des coefficients
inconnus) et de matrice de covariance conditionnelle ¥, supposée symétrique et

définie positive. La forme matricielle du modéle s’écrit alors
Y =XA"+E,
ou de maniére équivalente
Vn=Ax,+€,, n=1,..., N.

Ici, la matrice d’erreur E = (g;,...,ex)" est N x q et les termes d’erreur €, sont

supposés indépendants de loi Ny(0, %), £ est inconnue.



1.2. LES ESTIMATEURS

Soit M = X(XTX )_1X T la matrice de projection (symétrique et idempo-
tente, MM = M) et S =Y (I, — M)Y, une matrice symétrique définie positive.
L’estimateur sans biais de X est donné par

a 1
5

= N—pS'

Considérons la méthode des moindres carrés (notée par I’acronyme MC). L’es-

timateur MC des coefficients de la régression A est défini par
A=YTX(XTX)™\
Désignons par
V.=XA" = MY

les valeurs prévues par I'estimateur MC de Y. La prévision pour la n-iéme obser-

vation est donc y, = le\xn. Posons enfin
E:==Y - ?,

ou E désigne la matrice des résidus.
En termes de la matrice M nous avons les identités suivantes :
YTY = (MY)T(MY) =Y "MMY =Y MY,
E=Y-Y=Y-XAT=Y-MY =(I,- M.
Il en résulte que la matrice S peut étre réécrite comme
T o~ A
S=YT(I,- M)Y = ((Iq - M)Y) (I, - M)Y = ETE.
1.3. LES MATRICES C ET F' ET LES CORRELATIONS CANO-

NIQUES

Nous allons trouver une matrice ¢ X ¢ non-singuliére C' qui satisfait aux deux

conditions suivantes :
CTSC =1, e¢ C(Y'MY)C = F, (2)

ot F' = diag(fy,..., f;) est une matrice diagonale et f; > f, > --- > f, sont

ordonnés.
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Notons que les conditions données en (2) s’expriment de maniére équivalente

comme suit :
S=cCcTCc,
YTMY =CTFC™,
oit la notation C~ 7 signifie (C~1)T = (CT)~L.
Soit S = HsAgH{ la décomposition spectrale de S, o Hs est une matrice

orthogonale (i.e. Hg' = H{) et Ag est une matrice diagonale dont les éléments

sont dans un ordre décroissant. Posons
1 1 T
5 2
S72=HsAg*Hg,

1
= HsAZH{.

(10

S

Notons que les matrices S~z et S3 sont symétriques, définies positives et

1

satisfont aux identités (S%)_l =S, (S‘E)_l — S7et S-35S"% = I,

Introduisons la matrice symétrique G définie par

(10

G:=5:Y MY)S~2,
ou de maniére équivalente
YTMY = S:GS=. (4)
Soit
G = HgAcH,

la décomposition spectrale de G, ot Hg est orthogonale et Ag est diagonale dont
les éléments sont ordonnés dans un ordre décroissant.

Nous allons vérifier que la matrice C' définie par
C .= S_%HG (5)

satisfait aux conditions (2). Ceci repose sur les identités suivantes (obtenues a
Paide de (4) et (5)) :
CTSC = HL(S":85 3)Hg = HLI,Hg = I,

CT(YTMY)C = (HES 2)(S2GS?)(S~2Hg) = Ag = F.
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Les corrélations canoniques échantillonnales s’obtiennent a ’aide de la diago-

nalisation de la matrice
Q=0TY)YTX(XTX)'XTY,

ol X et Y sont centrées, i.e. chaque colonne est centrée 4 sa moyenne. En termes

des matrices C et F, cette matrice s’écrit

1

Q=TY)(YTMY) = [(YTMY) (S +YTMY)]™

= [(¥TMY) S+ 1) = [(CTTFCTY N CTTeY + 1]

-1 1

= [(cFeT)(CTC N + L) = [C(F + I)c

On obtient finalement

Q=C(F'+1)'c'=cCC?

corr

cL. (6)

Alors C est en effet la matrice des coefficients canoniques et la relation entre F

et les corrélations canoniques est donnée par

C? =diag(c?,c2,....) =(F '+ 1) =dia ( fi R Jo )
corr lag(cl 2 q) ( (1) g fl +1 fq+1
Comme les éléments f; sont ordonnés de maniére que f; > fo > --- > f,, nous

avons aussi ¢; > ¢3 > --- > cl.



Chapitre 2

LES ESTIMATEURS A RETRECISSEMENT

Rappelons que les vecteurs-lignes a; de I’estimateur des moindres carrés
A=YTX(XTX) ! sont donnés par la formule &; = (X7 X)X w;, ot le vec-
teur w; désigne la j-iéme colonne de Y. La matrice A est obtenue en faisant
la régression MC pour chacune des variables w; séparément, et donc sans tenir
compte des corrélations. Notons que les prévisions MC, Y =XAT , ne dépendent
pas de 2.

Breiman et Friedman [3] proposent de faire les prévisions en utilisant une
combinaison linéaire de toutes les prévisions MC des ¢ variables comme suit :

¥, = By, = BAx,,

Y =X(BA)T=XAT,

ou la matrice B, g X g est appelée matrice de rétrécissement et A = BA, une
matrice ¢ X p est 'estimateur & rétrécissement des coefficients A. En général, B

peut étre choisie de fagon différente. Nous allons considérer ici le cas
B =By = (Iq . CH(K)c-—I)T — [C(Iq _ H(K))C_I]T, (7)
ou C est la matrice des coefficients canoniques (introduite 4 la section 1.3) et

HY = diag ({7, .., )

aq

est une matrice diagonale dont les éléments sont des fonctions des éléments
fi,..., fq définis ci-haut. Comme on le verra dans les sections suivantes, plu-
sieurs choix des éléments diagonaux h§ ) ont été proposés dans la littérature.

L’indice (K) indiquera le choix effectué.



2.1. L’ESTIMATEUR “CURDS AND WHEY” (C&W)

Notons (yg,Xo) une observation future dont la prévision MC est y, = Axp.
Nous supposons bien sfir que cette observation future est indépendante des obser-

vations (Y, X). Dans le cas idéal, la distribution conjointe de (y,x) est supposée
y 0 S+ AVAT AV
~ Np+g )
0 VAT |14
La matrice de rétrécissement B est alors choisie pour minimiser le risque de
prévision
arg ngn E[(yo — BAxo) Q' (yo — BAxo)),

ot §) et une matrice symétrique définie positive arbitraire. La valeur optimale de

B est donc
B = E[YOS’\(T]EWOS’\J] N (8)

et elle ne dépend pas de €.
Breiman et Friedman [3] utilisent les expressions suivantes pour les espérances
dans (8) :
Elyo¥a] = El(Axo + €0)(xg AT)] = AE(xox] )AT = AVAT,
Elf,50] = AVAT + %2.
Nous verrons 4 la section 2.3 que la valeur £ ci-dessus est erronée méme pour

des distributions multinormales. Ils obtiennent donc que
B= (I, +rG™) 7,

oit G = AVAT et r = p/N. Comme les paramétres ¥ et G sont inconnus, on

prend les estimateurs échantillonaux S et YT MY et l’estimateur de B devient
Bopr = [I; +rS(YTMY)™Y"1.

En utilisant (3), 'estimateur s’écrit en termes de C et F' comme suit :

Bopr = [I,+rCTCHCF'C)] ™ = [, +rcTFCT]

= [ +rF T ' =T (L, +rF ) 'CT.
q q
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Il résulte de cette identité que la matrice (I,+7F 1)~! est diagonale avec éléments

diagonaux

<1+%)_1=Tfﬁ=1—ﬁ,

ce qui nous permet d’écrire 'estimateur sous la forme

Bopr = C~T (I, - HOPD)CT = (1, — CHOPDC)T,

H(OPT)=dia( ! e r )
vy T+ fq

2.2. L’ESTIMATEUR C&W-GCV

Notons que la matrice B dans (8) est obtenue a partir d’une observation future
¥, qui ne fait pas partie de I’échantillon. Cette procédure peut étre approchée par
la méthode de la validation croisée, notée par 'acronyme CV. Pour ce faire, on en-

léve chaque observation et on la traite comme une observation future. L’analogue

CV de (8) devient donc

B =YY (Y¥ia) ", (10)
~T
Y\
ol ?\n = : , ?\k = E\kxk est I'estimation MC avec la k-iéme observation
~T
Y\N

enlevée. Breiman et Friedman [3] proposent une simplification de plus en calculant

les y\; & l'aide de la formule :

1 1

Vi, = —— (V. — mpVe.) &
Y\ 1_mkk(Yk kY k) 1—r

(?k - Tyk)y
ou les éléments diagonaux myy de la matrice M sont remplacés par la moyenne :
1
My R Ntrace(M) =r. (11)

Cette approximation donne lieu & la validation croisée généralisée ou GCV. Nous

avons donc
1

-

}7'\", ~~ ()7 - rY)



que nous substituons dans (10) pour recalculer B (a l'aide de (1)) :

1
1—7r

B =

(YTY =Y TY)| (P77 —r(y TV +7TY) 027 Y )| -

(1—7)?
-1
—(1-7) (YTMY . 7'YTY) (YTMY Y MY + 7‘2YTY)
—(1—7) (YTMY . rYTY) [(1—2r)Y MY + 727 TY] ™
Puisque les matrices Y 7Y et Y T MY sont symétriques et QT = (YT M Y)YTY) !

on a
- (@ i) () ([0 ] (7))
= (1 _T) (@f - ,,.]q) [(1 ) 27‘)@T +T2[q] —1‘

Pour exprimer B en termes des matrices C et F', nous utilisons 'identité (6) et

le fait que I, = C~"C" :

B=(1-r)C7 " [(Ig+F ) =rL]CTC T [(1—2r)(I;+ F71)™' + 7«21,1]‘1 cT
=1 -r)C T [+ F Y —rL] [(1—27)( L+ F ) +021,] 7' CT
=C~'DCT,

ol nous avons posé
D=QQ-7r)[(I+F ) ' =rL] [Q=-2r) I+ F1) ' + r*1,] -t

Puisque les matrices I, et F' sont diagonales, D = diag(d,...,d,) 'est aussi et

ses éléments s’expriment :

-2y oo o]

(L—r)fi—r

= (1-—7‘)(1_7.)2][1_*_#.

Ceci entraine la forme cherchée de B :
B=CT"[l,-(I,-D)]CT = C—T(Iq _ H(cwc))CT

— [C(Iq _ H(CWG))C—l]T’

H
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. ‘G ) cwa CWG cWG .
ou HCWE) = chag(h(1 ) kS )), hl( J=1-4q;, = e Pour

Pestimateur C&W généralisé on obtient donc

_ T
Bewe = (Iq _ C’H(CIVG)C—I) ’

HEWG) _ diag <h(10WG) h(ClvG)) (12)
1 q 3
RCWEC) _ T
7 (1_T)2fi+7-2'

2.3. L’ESTIMATEUR C&W-GCV OPTIMALE
Calculons la matrice B de (8) en corrigeant l'erreur introduite par Breiman
et Friedman [3]. La deuxiéme espérance est une matrice

Blyo93) = ElAxox] AT} = EIAVAT] = (E[a] v&)))

ij=1,...q

dont I’élément (1, j) est

E[@;Va)) = tr[VE@a] )] = tr{VE[(X X)X Ty;y, X(XTX) ]}

=tr{VE[(X"X)"' X (0], + Xaa] X ")X(X X))}

= ay; tr{VE[(XTX)™']} + 2/ Va,

ofl 0;; sont les éléments de ¥. Puisque la matrice X X ~ W,(N,V) suit la
distribution de Wishart, E[(XTX)™!] = z——; V"' et I'élément (4, j) s’exprime
comme

1

EQ@/va)|= —F——
[1. J] (N—pl)

0ij +a; Va.
Il en résulte que la deuxiéme espérance dans (8) est

~a D
E[yoyg] = AVAT + mz

On notera que cette espérance repose sur la normalité des p variables explicatives.

Posons 7, = 52— . La matrice optimale B prend en effet la forme

p—1

B= (I, +m2G™) .
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Dans [1], Bilodeau a montré que l’estimateur CWG (12) n’est pas minimax et

il propose d’utiliser dans (11) Papproximation myy = 71, ce qui donne I’estimateur

-
Bewgopt = (Iq - C'H(C‘/‘/G"pt)C'*) ,

HEWGom) _ Jing ( picweort) h‘(lleVGopt)>, (13)
(€W Gopt) _ "
i (1—m)2fi+r}

2.4. LES ESTIMATEURS MINIMAX

Notons par
pgK) = E[tI‘E_l(A - AVK)XTX(A — /IK)T]

la fonction de risque pour l'estimation de A, o Ay est un estimateur des co-

efficients A. Pour 'estimateur MC on a pgA) = pq et les estimateurs minimax
satisfont donc A = pgK) —pg <0.

Srivastava et Solanky [10] proposent un estimateur sans biais de A et, en

considérant les estimateurs de la forme
~ T
A = |l,—cHWC]| A,

H) = diag ({0, .., b)),

ils cherchent & déterminer les {th)} (considérés comme des fonctions de {f1,. .., fo})
pour que 'estimateur A K soit minimax. Ils obtiennent ainsi deux estimateurs que
nous allons introduire maintenant.
Le premier estimateur, noté j](s, est déterminé en cherchant {hI(K)} de la
forme h; = d;/ fi, ou d; sont des constantes positives et ordonnées :
Bgs = (Iq - CH(KS)C_l>t,

HUES) — diag (h{),.., nf), (14)

RUES) _ ptq—2i—-1 1

* (N—p—q+2i+1)f;

Cet estimateur est minimax sip>qg+let N>p—q—1
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Si on cherche les {hiK)} de la forme h; = d/f;, ot d est une constante, ils

obtiennent l'autre estimateur Agg comme

Bs = (I, - CH‘SS)C‘I)T,

HE — diag(h{*, ... 1), (15)
LS _ Np+g—-1) (_{)
' (N=p)(N—-p+qg+1)\f;

Ce dernier estimateur est minimax si N > % et p>3g+1.

2.5. LES PARTIES POSITIVES DES ESTIMATEURS

Considérons les estimateurs du type (7). Leur facteur de rétrécissement est
la matrice diagonale (I, — HY9) dont les éléments peuvent prendre des valeurs
négatives. La pratique nous montre que ces estimateurs sont dominés par les

estimateurs ott les matrices H/O sont remplacées par la partie positive i.e.
K . K K
Hi() = cllag(h§+), o h,(ﬁ)),
hgf) = min{1, K}
(voir les articles de Srivastava et Solanky [10] et Breiman et Friedman [3]).

Il y a plusieurs autres estimateurs & rétrécissement. Dans [11], van der Merwe
et Zidek introduisent I’estimateur minimax FICYREG (noté MZ). Bilodeau et
Kariya [2] proposent un estimateur du type Efron-Morris (noté EM), qui domine
uniformément le MZ (en termes du risque p,), mais qui n’est pas invariant. Konno
|6] suggére un estimateur du type Efron-Morris (noté EMI) qui est invariant. Dans
[10], Srivastava et Solanky prennent en considération les trois estimateurs MZ,
EM et EMI, ainsi que l'estimateur KC (introduit dans leur article) et montrent
qu’ils sont inférieurs aux estimateurs KS+ et SS+ dans le sens des critéres de
la section 4.3. Dans [3], Breiman et Friedman comparent les estimateurs CWG+
et OPT aux estimateurs MC et MZ (ainsi qu’aux estimateurs obtenus par les
méthodes Separate Ridge Regression(Hoerl et Kennard, [4]), Reduced Rank Re-
gression (Izenman, [5]), PLS Regression (Wold, [12])) et les trouvent supérieurs

toujours au sens des critéres de la section 4.3.
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Pour étudier le comportement de l'estimateur FCV (introduit dans la section
suivante), par des simulations et des exemples, nous allons donc utiliser ’esti-
mateur OPT (défini dans (9)) et les trois estimateurs CWG+, KS+ et SS+ (les
parties positives des estimateurs définis dans (12), (14) et (15)). Nous allons aussi
considérer la modification CWGopt+ proposée par Bilodeau [1] (les parties posi-
tives de l'estimateur défini dans (13)). Finalement, nous allons inclure I’estimateur

s 12 OPT
MC comme référence de base. On remarquera que les éléments hg ) de I’

esti-
mateur OPT sont toujours inférieurs & 1; il est donc inutile de prendre la partie

positive.



Chapitre 3

L’ESTIMATEUR FCV ("FULL CROSS
VALIDATION")

Dans leur article [3], Breiman et Friedman proposent l'estimateur FCV,

A FCV = BA\, tel que B prend la forme
3 T
B=CTpC’ = (cpC™)

ol la matrice diagonale D est

D = arg min ZXN: [ = (G5 ACTI ), ]2

i=1 n=1

(16)
= arg Algégg; Iyn — CrnFnll?.

L’expression C\,, désigne la matrice des coeflicients canoniques pour les don-
nées avec la n-iéme observation enlevée et ¥\, est 'estimation MC avec la n-
iéme observation enlevée. La minimisation est faite sur toutes les matrices A =
diag(d1,...,0d,). Le résultat est donc une matrice diagonale D = diag(dy, ..., d;)
dont les éléments ne sont pas a priori ordonnés et peuvent prendre des valeurs
négatives. Dans [3]|, Breiman et Friedman proposent de régler ce probléme en
remplacant D par la matrice "la plus convenable" dont les éléments sont ordon-
nés et positifs. Nous considérons ici une méthode alternative, ou les contraintes
sont imposées lors de la minimisation.

Dans la discussion sur P'article [3], P. D. Sasieni propose une minimisation

directe, avec les mémes contraintes, & savoir on minimise (16) sous les contraintes
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linéaires
012002 ---26,2>0.
Ce probléme de programmation quadratique peut étre résolu a ’aide de différents
logiciels mathématiques. Par exemple, Fortran 90 offre les sousroutines QPROG
(dans la librairie IMSL pour Windows) et EO4NFF ou nag qp_sol (dans la
bibliotheque NAG pour UNIX).

Pour calculer D, nous allons écrire les contraintes linéaires sous une forme

matricielle et nous allons transformer la fonction objective

N
¢ = Z ||Yn - TAC\nY\n“
n=1

de fagon que la minimisation soit faite sur le vecteur ¢ := (d;,...,d,) au lieu de

la matrice A.
Les contraintes sont :
0 20>...26>20s
01 —02>0,6,—-083>0,...,00-1—9,>0¢et ;>0

1 -1 0 ... 0\

60>0 & H§>D0.

La fonction objective s’écrit :

<)
I
(=

HYn - TAC nY\n”

3
il
—

(yn - C, TAC’\ny\n)T (yn - Cy, TAC\ny\n)

Il
M=

3
I
—

Il
)=

(y — FinC\nACY, )( Y. —Cy, TAC\ny\n)

3
Il
—
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N
=> (nyn — FCWACLY, — ¥a CLTACL T\, + T1nC\n AC I C ,,TAC\ny\n)

n—

—

N
Z (yn Yn — C\ny\n)TA(C\n yn) (C\n yn)TA(C\nY\n)
+ FRCWACH CLTACT I, )

En utilisant a" Ab = b" Aa on obtient

N
o=%" [yl—yn — 250, C\WACTY, + TG ACT C‘TAC\ny\n]

n=1

r(YYT) - 2 ZN: (C’\ny\n)TA (Colya)+

+§:[( \ny\n) (C\;}C\;T)A@\ny\n)]

=1

Pour transformer ®, nous utiliserons les équations :
a'A=(Aa)" = (61a1,...,000) = 0 Ay = (Aaf)7,

ol a= (as,...,ay)" et A, = diag(a). Posons ¥\, := diag(C\, ¥\, ) = U, une

matrice diagonale. Nous avons alors

N N
@ =tr(YYT)=2) 6T 0Cly, + ) 6T 0,CLICLT,6
n=1 n=1

N T T N
= tr(vY ") =23 [(CT ) ya] 5+ 07 (c\—,j\p\n) (CyT oo
n=1 n=1

— vy ) =23 (0T ] s o[ (0T (05T ma) o

Mz

n=1
Soit

«m Y (00m) (05T w0)

n=l

une matrice ¢ X g, symétrique définie positive, et posons

N

Bi=2. (C@T‘I’\n)Tyn
n=1
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un vecteur ¢x 1. Notons aussi D = diag(d) = diag(dy, - ,dg), ot d = (dy, -+ ,d,)7
est un vecteur g x 1. L’équation (16) se transforme alors comme suit :
d= : T -9 T T
arg min [6Tad — 2876 + tr(YTY)]
— : T.5 2 T )
arg 6:11111161120 (5 ad — 20 (5)
L’estimateur FCV prend la forme
Apcy = AB, B=(CDC™)T, D = diag(d),

— : T, 9 T
d arg&nllilglzo(é ad —23"9).

Ecrite dans la forme générale, B devient
.

T T
B=(cpc) =|c(f,-1,+D)c] = |1 — Ctt, - D)C |
(Fev) q-1] "
— |1, - cr"Mc
HFY) = 1. — D = I, — diag(d) = diag(1 — dy,...,1 — dy).
: o (FCV) .
Puisque les d; sont positifs, notons que nous avons h; <1,ie.
HFCV) H(+FCV)
ol HiFCV) est la partie positive de HFCVY) définie comme 4 la section 2.5.
La force de I'estimateur FCV réside dans le fait qu’on estime les coefficients

sans supposer que les données sont normales. Cette méthode ne dépend pas de la

distribution de X ni de celle de Y.



Chapitre 4

LES SIMULATIONS

Nous choisissons d’étudier le comportement de ’estimateur Apcy en le com-
parant avec les six estimateurs A, Aopr, AcwGopt+, Acwat, Ars+ et Agsy (no-
tés par (K)). Le modéle de la simulation est pris de larticle de Srivastava et

Solanky [10] (voir aussi Breiman et Friedman [3]).

4.1. LES DONNEES DE LA LOI NORMALE

Dans les différentes simulations, le nombre p des variables explicatives est
p = 10,20,30 et 50. Pour chaque p, nous choisissons un nombre différent de
variables dépendantes. La taille échantillonnale est choisie en considérant des
petites et des grandes tailles par rapport au nombre des variables (voir dans le

tableau 4.1).

P q N

10| 3,4,56,7,8 30,50,100,200,300
20 5,10,15,18 50,100,200,300,400
30 | 5,10,15,20,25,28 | 100,200,300,400,500
50 | 10,20,30,40,45 |100,200,300,400,500

TAB. 4.1. Les situations de la simulation normale

Pour chaque répétition aléatoire de chaque situation, les p variables explica-

tives sont générées de la loi normale, i.e. chaque observation x, est générée

xanp(O,V>, n=1,...,N.
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La matrice de covariance est elle-méme aléatoire avec une réalisation différente
& chaque répétition :

V= (vy) = (7‘|i—j]>. .57=1,...,p,

ol 7 est généré de la loi r ~ Unif[—1,1]. Le choix aléatoire de r nous garantit
un degré différent de collinéarité pour les différentes répétitions. Quand r ~ 1
la collinéarité entre les variables explicatives est forte, alors que r = 0 indique

qu’elles sont presque indépendantes. Les réponses sont générées selon le modéle :
y,=Ax,+e,, n=1,...,N
ou la forme matricielle
Y =XAT+E. (17)

Les termes d’erreurs sont générés de la loi normale
€, NN,,(O,E), n=1,....N

avec deux structures de covariance, 3 = o[, (les variances des erreurs associées
4 chaque réponse sont les mémes) et ¥ = o2diag(q?, ..., 2%, 1%) (les variances sont
trés différentes). Pour chaque répétition, o2 est choisi de fagon aléatoire entre les
valeurs {1, 3,10}.

Pour chaque répétition, les paramétres de la régression A = (a;;) sont générés

selon le modéle
A=CGT,
ou (G est une matrice p X 10 dont les éléments sont

2
g(j,k):hk<(lk—|j—jk|)+) i=1,....p k=1,...,10.

Les valeurs h; sont ajustées pour que

Zg(j,k)zl, k=1,...,10.

i=1

Les valeurs jj, et [, sont des entiers aléatoires des lois Unif{1,...,50} et Unif{L,...

respectivement.

,6},
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La matrice C, de dimension g x 10, a des vecteurs-colonnes générés indépen-

damment selon la loi
(Ciry - -, Cqr) ~ N,,(O,F), k=1,....10

avec matrice de covariance

D= ()= (") ij=1..q

ol p est généré de la loi p ~ Unif[-1,1].
Pour chaque situation (p,q, N, ), nous avons fait 500 répétitions (ce qui

donne 105 000 répétitions en tout).

4.2. LES DONNEES DE LA LOI ¢

Contrairement aux autres estimateurs, le FCV ne suppose pas que les données
solent normales. Une deuxiéme simulation a comme but d’étudier son comporte-
ment sur des données provenant de la distribution ¢ de Student. Les matrices A
et X sont générées comme avant, la matrice ¥ se calcule du modéle (17), mais

les termes d’erreurs sont générés de la loi ¢
€n ~1,(0,8), n=1,...,N

avec le méme choix de . Pour obtenir la matrice £, nous avons besoin de générer

une matrice Z de dimension N X g, telle que
Z = (z;), 25~ N(0,1), i=1,...,N, j=1,...,q,
et d’un vecteur w, N x 1, tel que
2

w———(wi), w;~x,, t=1,...,N.

La matrice

m/ywr zi/Jwr o 2/ e
221/\/072 222/\/@ qu/\/w_Q

2N1/VWON  Zn2/ON 0 Zng/WN
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représente un échantillon de N vecteurs (les lignes de T') provenant de la loi
tqw (O, Iq). Comme la matrice ¥ est diagonale, la matrice F s’obtient par

E =0T, dans le cas ou & = 021,

E = oTdiag(q,...,2,1), dans le cas on ¥ = o2diag(q?, .. ., 2% 1%).

Comme le but de cette simulation additionnelle est de comparer les compor-

tements des estimateurs sur les données non-normales, nous ignorons les grandes

tailles V. Les situations étudiées sont les suivantes :

p q N

10| 3,456,738 30,50,100
20| 5,10,15,18 50,100,200
30 | 5,10,15,20,25,28 | 100,200,300
50 | 10,20,30,40,45 | 100,200,300

TAB. 4.2. Les situations de la simulation %,

Pour chaque situation (p,q, N,X), nous avons fait 500 répétitions (ce qui

donne 63 000 répétitions en tout).

4.3. LES CRITERES

La performance des estimateurs est évaluée & l'aide des deux critéres utilisés
dans [3] et [10].
Considérons l'estimateur (K). Pour chaque réplicat ’erreur quadratique moyenne

de la j-iéme variable est donnée par
~ t P
e;(K)? = (a; —3;(K)) V(a; — 8;(K)),

ot la notation a;(K)" correspond aux vecteur-lignes de la matrice Ax (qui re-
présente 'estimation obtenue par la méthode (K)). Les a;r sont les vecteur-lignes
de A, i.e. les vrais coefficients générés dans la simulation. Les deux critéres pour
chaque méthode (K') s’écrivent comme suit :
j=16(F CV)?

3:1 e;(K)? ’

_ 6j(FCV)2
Wi = jéﬁj‘.‘.’.‘,q}{ e(K)? [

Ay =
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ou (K) est {MC,CWG+,CW Gopt+, OPT,IKS+,55+} (ce qui donne douze
comparaisons en tout).

L’inégalité Ak < 1 signifie que la somme des carrés des erreurs obtenues par
Iestimateur FCV est plus petite que la somme des carrés des erreurs obtenues
par l'estimateur (K). Alors, pour cette répétition, 'estimateur FCV donne une
estimation des coefficients A plus exacte que celle donnée par l'estimateur (K).
Par contre, I'inégalité A(x) > 1 indique que P'estimateur (K) est plus efficace que
I’estimateur FCV.

Le critére Wk calcule le maximum des ratios e;(FCV)?/e;(K)?. C’est une
mesure de la pire erreur donnée par FCV par rapport a (K). L'inégalité W) < 1
signifie que P'estimateur FCV estime tous les coefficients mieux que ’estimateur
(K). De fagon réciproque, 'inégalité Wy > 1 indique qu’il existe au moins une
variable réponse dont ’estimation respective par FCV est moins bonne que celle
donnée par (K). Cependant, 'inégalité W gy > 1 ne signifie pas nécessairement
que FCV est moins efficace que (K) sur 'ensemble de toutes les variables (par
exemple dans le cas ou Ay < 1). Notons qu'un grand nombre de variables
réponse augmente la possibilité que les deux estimateurs FCV et (K) donnent ses
pires erreurs sur des variables distinctes. De plus, pour certaines répétitions les
erreurs ef sont trés petites (d’ordre 107) et dans cette situation une valeur élevée
de Wk ne correspond pas & une grande différence réelle. Le critere W) devrait
donc étre considéré en combinaison avec Ak).

Comme tous les critéres sont faits par rapport & la méme référence (celle de
FCV), les résultats nous permettent de comparer les comportements de tous les

estimateurs (K). Par exemple, pour deux estimateurs (K) et (L) nous avons

1 e, (FCV)? 1 ej(FCV)?

j=1 j=1

<
i1 (K)? j=165(L)?

j=1
q q
= Zej(K)Q > Zej(L)z.
=1 j=1

A(K) < A(L) =

Ceci montre que I’estimateurs (L) est plus efficace que l'estimateur (K).
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4.4. LES RESULTATS

Les valeurs des critéres Ay et W) sont illustrées & I'aide de boxplots pré-
sentés dans 'annexe 1. La partie de gauche représente le critére A(k) tandis que
celle de droite Wi, ot (K) désigne 'estimateur utilisé. Chaque figure contient
les résultats de tous les douze critéres, obtenus dans une situation particuliére
(marquée au-dessus). La variable Index a été créée pour nous indiquer le choix
de ¥ :

Index =1, si & = o,

Index = 2, si & = o2diag(q?, .. .,22%,12).

Au début, nous avons fait un boxplot pour chaque situation (p, g, N, Index)
et ensuite les résultats semblables ont été réunis et présentés dans une méme
figure avec sa description au-dessus. La convention utilisée sera d’agréger tous les
résultats sur les parameétres absents de la description. Par exemple, le premier
boxplot de 'annexe 1 avec p = 10, g = 3 signifie que les résultats sont agrégés
sur toutes les valeurs de N et Index et le dernier boxplot avec p = 10, Index = 2
signifie que les résultats sont agrégés sur toutes les valeurs de ¢ et V. Les boxplots
(présentés dans ’annexe 1) sont les suivants :

— les situations (p, q) : toutes les tailles N et choix de %,

~ les situations (p, ¢, Index = 1) et (p, q, Index = 2) : toutes les tailles N, car

les deux choix de ¥ nous donnent toujours des résultats différents,

- certaines situations (p, g, V) pour lesquelles les résultats obtenus pour cette

taille V sont différents des résultats de la situation respective (p, q)
- il y a quelques figures additionnelles qui contiennent uniquement les box-
plots des critéres A k), quand les Wk, prennent des valeurs trop grandes.
Les deux simulations sont traitées séparément.

La ligne horizontale tracée a une hauteur de 1 est la ligne de référence qui nous
aide & comparer les estimateurs (K) a l’estimateur FCV. Les boites au-dessous
de la ligne indiquent que les estimateurs respectifs sont moins précis que le FCV.

La boite la plus haute nous montre le meilleur estimateur parmi les estimateurs

(K) : MC, CWG-+, OPT, CWGopt +, KS+ et SS+.
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4.4.1. Conclusions de la simulation normale

Les estimateurs OPT et KS+ sont supérieurs a lestimateur MC, mais ils
sont toujours inférieurs aux autres estimateurs. Dépendamment des différentes
situations le meilleur estimateur est parmi les FCV, CWG+, CWGopt+ et SS-+.

En général, le comportement de 'estimateur CWG+ est inférieur au compor-
tement de FCV, de CWGopt+ et de SS+. Dans certaines situations, CWG+ est
équivalent & CWGopt+ et & SS+, mais il n’est jamais supérieur & FCV. Il atteint
sa meilleure efficacité pour des petits ¢ : ¢ = 3,4, p = 10 (voir les boxplots a la
page 38) ou ¢ =5, p = 20, 30 (pages 40 et 42), mais la seule situation o il peut
étre considéré comme un des meilleurs est le cas ot p = 10, ¢ = 3, N = 30 (voir
le boxplot a la page 39).

Nous avons choisi la médiane comme une mesure robuste qui nous permet
de voir facilement les tendances de comportement des estimateurs. Les figures
suivantes désignent la médiane des critéres A k) en fonction de ¢. La convention
utilisée est la méme que pour les boxplots. La médiane est donc calculée sur 5000
observations pour les figures 4.1, 4.2-gauche et 4.3. Dans la figure 4.2-droite, la
médiane est calculée sur 1000 observations de la situation p = 30, N = 100 (voir

les boxplots & la page 43).

MEDIANE
06

—  Asse

Fic. 4.1. La médiane des A(g); simulation normale; situations

p = 10 (& gauche) et p = 20 (a droite)
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L’estimateur SS+ est toujours supérieur aux estimateurs MC, OPT et KS+. 1l
est fait pour des petites valeurs de ¢ quand il est un des meilleurs : voir par exemple
les boxplots pour les situations p = 10, ¢ = 3,4,5 (page 38); p = 20, ¢ = 5,10
(page 40) et p = 30, ¢ = 5 (page 42). L'’estimateur SS+ reste également un des
meilleurs estimateurs pour des plus grandes valeurs de g, si la taille échantillonnale
est assez grande. Par exemple, en considérant les grandes tailles IV, dans des
situations ot p = 20, ¢ = 15,18, N > 100 (voir les boxplots & la page 41) et
p =50, ¢ <30, N > 200 (page 47), SS+ est l'un des deux meilleurs estimateurs
(avec le CWGopt+) parmi les estimateurs (K), tandis que dans le cas ol p =
30, ¢ > 10 (page 42), il est le meilleur estimateur parmi les estimateurs (K).
Cependant, pour les mémes (p, q) et des petites tailles N, I'estimateur SS+ devient
inférieur aux estimateurs CWGopt+ et FCV : voir les boxplots des situations
p =30, ¢ > 15 N = 100 (page 43); p = 20, ¢ = 15,18, N = 50 (page 41) ou
p = 50, N = 100 (page 45 et 46). Les différents comportements de I'estimateur
SS+ par rapport 4 la taille NV se voient bien en comparant les graphiques dans la

figure 4.2.

MEDIANE
MEDIANE
0

F1G. 4.2. La médiane des Ak); simulation normale; situations

p = 30 (& gauche) et p = 30, N = 100 (& droite)

Le SS+ est plus efficace dans les cas oi Index = 1 (quand il est souvent
équivalent & CWGopt+) et il est légérement inférieur & l'estimateur FCV. En
général, Uestimateur SS+ est inférieur & FCV. Le seul cas ot SS+ a le méme

comportement que FCV (selon le critére A(gsy)) est quand p = 10, ¢ = 3;
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puisque Wssy) > 1, SS+ peut étre considéré meilleur que FCV et équivalent
aux estimateurs CWG+ et CWGopt+ par des raisonnements similaires (voir les
boxplots a la page 38).

L’estimateur CWGopt+ est un des meilleurs. Son comportement est toujours
supérieur aux comportements des MC, OPT et KS+. Il est supérieur & CWG-+
(sauf dans le cas p = 10, ¢ = 3 ou ils sont équivalents). Bien que dans certaines
situations CWGopt+ est inférieur & SS+ (pour des grandes tailles N), il devient
largement le meilleur parmi les estimateurs (K) pour des petits IV, ot il reste seul
en concurrence avec FCV (voir les boxplots pour les situations p = 10, N = 30, 50
a la page 39; p = 30, N = 100 a la page 43 ou p = 50, ¢ > 20, N = 100 a la
page 46). Cette dépendance de la taille V se voit bien en comparent les graphiques
dans la figure 4.2. Pour p = 30 et toutes les tailles N, 'estimateur CWGopt+ est
inférieur a SS+ et & FCV (4.2-gauche); pour N = 100 (4.2-droite), il devient le
meilleur parmi les estimateurs (K).

L’estimateur CWGopt+ est uniformément un des meilleurs si Index est égal
a 1 ou 2. Comme on peut le voir dans les figures, il est un estimateur qui se
comporte bien pour toutes les valeurs de p et ¢ et il est trés efficace dans presque

toutes les situations (bien qu’en général il reste inférieur & ’estimateur FCV).

p=50

MEDIANE

FI1G. 4.3. La médiane des Ak ; simulation normale; situations p = 50

Le FCV est un trés bon estimateur qui est presque toujours le meilleur. Son

efficacité augmente avec la croissance des nombres des variables p,q ou p + g.
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Si le nombre des variables explicatives p est fixé, son efficacité augmente avec la
croissance du nombre des variables réponse ¢ (cette tendance se voit bien dans
les figures). Pour des petits ¢ — par exemple p = 10, g = 3,4 (voir les boxplots
a la page 38) et p = 20,30. ¢ = 5 (pages 40 et 42) — le FCV est équivalent a
CWGopt+ et & SS+. Avec la croissance de ¢, le FCV devient le meilleur. Avec
des grandes valeurs p, il est le meilleur pour tout ¢ (voir les boxplots pour p = 50
a la page 44 ou bien la figure 4.3).

La taille d’échantillon N n’influence pas beaucoup son comportement. II est
trés efficace pour toutes valeurs de la taille NV, mais le plus grand écart avec les
autres estimateurs s’obtient pour des petits IV car FCV n’exige pas la normalité
des données. Considérons par exemple le cas ot p = 10. Pour ¢ = 3 et 4, le FCV
est équivalent & CWG+, &8 CWGopt+ et & SS+ (selon les critéres A), mais en
considérant seulement la taille N = 30, nous constatons que FCV est légérement
supérieur a ces trois estimateurs si ¢ = 3; il est clairement supérieur & CWG+ et
SS+ dans le cas ot g = 4 (voir les boxplots & la page 39). Pour ¢ = 5,6,7 et 8§,
les différences sont plus grandes et évidentes. Nous avons des résultats semblables
pour p = 20 et 30. Pour p = 50, le meilleur estimateur est FCV (suivi par
CWGopt+ pour des petits IV et par SS+ pour des grands N).

Dans les situations ou Indez = 1, 'estimateur FCV est parmi les meilleurs (il
est équivalent & CWGopt+ et a SS+). Il devient encore plus performant quand

Index = 2 (ou il est le meilleur).



4.4.2. Conclusions de la simulation ¢, -

Dans cette simulation les comportements des estimateurs (I) restent sem-
blables aux comportements observés dans la simulation précédente. Les estima-
teurs OPT et KS+ sont toujours supérieurs & MC et inférieurs aux autres. Ici,
l’estimateur CWG+ est moins efficace. Il est supérieur 4 MC, & OPT et a KS+,
mais inférieur & FCV, & CWGopt+ et & SS+. L’estimateur SS+ reste efficace
dans les mémes situations que dans la simulation précédente sauf que maintenant
il devient strictement inférieur & FCV. Les estimateurs SS+ et CWGopt+ sont
les meilleurs parmi les estimateurs (K) et inférieurs & FCV. Voir la figure suivante

qui désigne la médiane des 3000 observations des critéres Ay en fonction de ¢

pour chacune des valeurs de p séparément.

MEDIANE

MEDIANE

p=10 p=20
[~~~ I
Q | Q |
|
@ @ |
o o
w I
(=] Z ©
S < S |
m I
< <
S 2 5 |
N o I
P P |
|
S 1 31, . . .
5 10 15 20
- Amc
a e Acwg+ g
— Acwgopt+
=30 Aol =50
p R P
Tt ASSE
[ I
e | e |
I
@ | o | |
(=] [=]
w |
Lie] Z ©
S < S| |
m |
21 23 |
o N ] I
S P |
I
=h 31 -l
5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50
q q

FIG. 4.4. La médiane des A de la simulation t pour des différents p
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L’estimateur CWGopt+ est le plus efficace pour les petits g et les petites
tailles N — p = 10, ¢ = 3,4, N = 30 (voir les boxplots & la page 48); p =
20, ¢q = 5, N = 50 (page 50) et p = 30, ¢ = 5, N = 100 (page 51) ol
il est équivalent & FCV. Dans les situations p = 50, ¢ = 10,20,30, N = 100
(voir les boxplots a la page 54) il est légérement inférieur & FCV, selon le critére
Acweopt+), mais avec Wicwaopt+) > 1. Dans toutes les autres situations il est
strictement inférieur & l'estimateur FCV.

L’estimateur FCV est le meilleur. Dans cette simulation il nous montre une
meilleure efficacité. Comparons par exemple (dans la figure 4.5) les résultats obte-
nus des deux simulations dans la situation p = 10, N = 30, 50 et 100, ot on trouve
le plus petit écart avec les autres estimateurs. La figure 4.5-gauche (données de
la loi normale) et la figure 4.5-droite (données de la loi t) désignent la médiane
des 3000 observations des critéres Ax) pour cette situation. Il est évident que

Pestimateur FCV se comporte mieux pour les données des la loi ¢1q2.

p=10, N=30,50,100, simulation normale p=10, N=30,50,100, simulation t

MEDIANE
MEDIANE

—~——
—

F1G. 4.5. La médiane des Ay ; situations p = 10, N = 30,50, 100

de la simulation normale (& gauche) et de la simulation t (a droite)

Dans la simulation ¢,,, on trouve les mémes tendances du comportement
de l'estimateur FCV. Son efficacité augmente avec la croissance du nombre des
variables réponse ¢ (si p est fixé) ou, en général, avec le nombre des variables p+¢
(voir la figure 4.4). Ici, il dépend moins de la valeur de Index, mais il est plus

efficace si Indexr = 2. Il reste sans aucune concurrence dans les cas des grands ¢
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et Index = 2 (voir les boxplots des situations p = 10, ¢ = 5,6,7,8, Index = 2
a la page 49; p = 20, ¢ = 10,15,18, Index = 2 a la page 50 et p = 30, ¢ =
15,20, 25,28, Inder = 2 a la page 52).

Un désavantage de P’estimateur FCV est qu’il n’estime pas les coefficients de
facon équilibrée. Dans les deux simulations, les critéres W) prennent toujours
des valeurs plus grandes que 1 méme si Ax) << 1 et FCV est le meilleur. Dans
une telle situation (o0t A(xy < 1 et Wx) > 1), il y a (au moins) une variable pour
laquelle erreur d’estimation e;(F'CV')? est beaucoup plus grande que les erreurs
e;(K)? donnés par (K), tandis que les autres variables sont trés bien estimées par
FCV. Cette tendance existe dans les deux simulations, mais elle est beaucoup
plus légére pour les données de la loi ¢, — les valeurs maximales de W sont
plus petites.

En conclusion, on peut dire que 'estimateur FCV est le meilleur choix quand

nous devons prédire plusieurs variables réponse d’une distribution non-normale.



Chapitre 5

LES EXEMPLES

5.1. CHIMIOMETRIE

Considérons les données de Skagerberg, MacGregor et Kiparissides [9]. Cet
exemple est étudié également par Breiman et Friedman [3] et Srivastava et So-
lanky [10]. Il y a p = 22 variables explicatives, ¢ = 6 variables dépendantes et
N = 56 observations. Les variables ne proviennent pas de la distribution normale
et nous considérons certaines transformations. Sur les variables dépendantes on
applique une transformation logarithmique et ensuite elles sont standardisées.
Sur les variables explicatives on considére deux transformations : la transforma-
tion logarithmique In(X + 0.03) et la transformation v/X + 0.03 (qui donne les
meilleurs résultats). Les résultats complets sont mis dans I’annexe 2. La matrice
de corrélation entre les variables dépendantes (voir le tableau 5.1) nous suggére

une corrélation forte entre y; et ys, ainsi que entre yg4, ys et ys.

Y1 Ya Y3 Ya Ys Ye

vy | 1.000 0.957 0.065 0.254 0.255 0.259
Yo | 0.957 1.000 -0.128 0.282 0.266 0.276
ys | 0.065 -0.128 1.000 -0.500 -0.484 -0.479
ys | 0.254 0.282 -0.500 1.000 0.974 0.978
ys | 0.255 0.266 -0.484 0.974 1.000 0.976
e | 0.259 0.276 -0.479 0978 0.976 1.000

TAB. 5.1. Les corrélations entre les variables réponse de ’exemple Chimiométrie
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Comme dans les deux articles, les erreurs de prédiction sont calculées par la
méthode CV, a savoir en enlevant successivement chacune des 56 observations
et en calculant chaque fois les estimateurs sur les 55 observations restantes. Les

erreurs de prédiction sont calculées pour cette observation :

e\n(K) =¥Yn— A(K)Xn, n = 1, ceey 56,
o (K) est une des méthodes MC, CWG+, CWGopt+, OPT, KS+ et SS+. On

prend finalement les moyennes

56
1
o(K) = = > ew(K).
n=1

Les calculs sont faits pour chaque transformation des données (Y, X); (¥, In (X + 0.03))

et (Y,v/X +0.03) et les meilleurs résultats sont obtenus pour (Y,v/X + 0.03)
(voir le tableau 5.2).

n Y2 Y3 Yq Ys Us moyenne
MC [ 0.0980 0.3334 0.1974 0.0967 0.2290 0.1714 | 0.1876
CWG+ [ 0.1489 0.1898 0.1923 0.0965 0.2113 0.1575| 0.1661
CWGopt+ | 0.1524 0.1844 0.2292 0.0985 0.2119 0.1551} 0.1719
OPT+ | 0.1208 0.2423 0.1885 0.0947 0.2092 0.1581| 0.1689
KS+10.1331 0.2202 0.1932 0.0965 0.2093 0.1596| 0.1687
SS+ | 0.1491 0.1882 0.1924 0.0969 0.2104 0.1562| 0.1655
FCV | 0.1876 0.1661 0.1719 0.1689 0.1687 0.1655| 0.1715

TAB. 5.2. Les erreurs de prédiction par CV pour (Y,vX + 0.03)

de 'exemple Chimiométrie

L’estimateur FCV a la meilleure performance pour les variables ys,y3 et ys,
mais en moyenne le meilleur estimateur est SS+. Ceci est en accord avec les
résultats des simulations o S+ est un des meilleurs estimateurs pour des petites
valeurs de gq.

Les résultats de 'annexe 2 révélent un phénomeéne important relié a la sélection
de modéles. La variable réponse étant la méme dans les trois analyses selon le

choix des régresseurs X, In(X + 0.03) et /X + 0.03, on observe que la méthode
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classique MC par le choix du modéle v/ X + 0.03 procure une réduction d’environ
50% des erreurs de prévision comparativement a toutes les méthodes de prévision
pour le choix du modeéle original X . L’effet du choix de modéle est beaucoup plus

probant que le choix de la méthode de prévision.
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5.2. PuLP-FIBER

Considérons ’exemple étudié par Rousseeuw, van Aelst,van Driessen et Agull6 [8]
(les données sont prises de Lee [7]). Il y a p = 4 variables explicatives, ¢ = 4 va-
riables dépendantes et N = 62 observations. Dans cet article les auteurs cherchent
les valeurs aberrantes, tandis que nous voulons améliorer les estimations faites sur
toutes les observations. La matrice de corrélation entre les variables dépendantes

(voir le tableau 5.3) nous montre que toutes les variables sont trés corrélées.

Y1 Y2 Ys Ya

vy | 1.000 0.914 0.984 0.988
y2 | 0.914 1.000 0.942 0.875
y3 | 0.984 0.942 1.000 0.975
ys | 0.988 0.875 0.975 1.000

TAB. 5.3. Les corrélations entre les variables réponse de ’exemple

Pulp-Fiber

Les erreurs de prédiction sont calculées par la méthode CV (comme dans
I'exemple précédent). Les fortes corrélations entre les variables réponse, la condi-
tion p = ¢ et les données qui ne sont pas normales sont les conditions sous
lesquelles I’estimateur FCV se comporte le mieux. Il est le meilleur estimateur en

moyenne (voir le tableau 5.4), ainsi que pour toutes variables sauf y,.

% Y2 Ys Ya moyenne
MC | 2.5413 0.1436 0.4844 0.1382 | 0.8269
CWG+ | 2.5322 0.1420 0.4822 0.1384 | 0.8237
CWGopt+ | 2.5309 0.1418 0.4819 0.1384 | 0.8233
OPT+ | 2.5285 0.1423 0.4822 0.1380| 0.8228
KS+ | 2.5314 0.1427 0.4832 0.1377| 0.8238
SS+ [ 2.5305 0.1412 0.4813 0.1385| 0.8229
FCV | 2.5082 0.1406 0.4795 0.1377 | 0.8165

TAB. 5.4. Les erreurs de prédiction par CV de 'exemple Pulp-Fiber
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Une fois que les données sont rendues normales, I’estimateur FCV n’est plus
le meilleur en moyenne. A titre de comparaison, nous avons donné dans ’annexe
2 les erreurs de prédiction calculées aprés une transformation Box-Cox.

Ici encore nous pouvons observer qu’une simple transformation de Box-Cox
(la variable réponse demeurant toujours la méme) permet & la méthode MC de
réduire d’environ 10% les erreurs de prévision par rapport A toutes les autres
méthodes appliquées sans aucune transformation. La sélection d’un autre modéle
permet encore une fois d’obtenir la plus grande ameélioration dans les erreurs de

prévision.



BIBLIOGRAPHIE

1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

7]

(8]

(9]

[10}

[11]

12]

BiLoDEAU, M. (2000), Multivariate flattening for better predictions, Canad. J. Sta-
tist., 28(1), 159-170.

BILODEAU, M., KARIYA,T (1989), Minimaz estimators in the normal MANOVA
model, J. Multivariate Anal., 28(2), 260-270.

BREIMAN, L., FRIEDMAN, J. H. (1997), Predicting multivariate responses in mul-
tiple linear regression, J. Roy. Statist. Soc., Ser. B, 59(1), 3-54.

HoEerL, A. E., KENNARD, R. W. (1970), Ridge regression : biased estimation for
nonorthogonal problems, Technometrics, 8, 27-51.

IZENMAN, A. J. (1975), Reduced-rank regression for multivariate linear model, J.
Multivariate Anal., 5, 248-264

KONNO, Y. (1991), On estimation of a matriz of normal means with unknown
covariance matriz, J. Multivariate Anal., 36(1), 44-55

Leg, J. (1992), Relationships between properties of pulp-fiber and paper, Ph. D.
thesis, University of Toronto, Faculty of Forestry.

Rousseeuw, P. J., VAN DRIESSEN, K., VAN AELST, S., AGULLO, J. (2004),
Robust multivariate regression, Technometrics, 46(3), 293-305.

SKAGERBERG, B., MACGREGOR, J., KIPARISSIDES, C. (1992), Multivariate data
analysts applied to low-density polyethylene reactors, Chemometr. Intell. Lab. Syst.,
14, 341-356.

SRIVASTAVA, M. S., SOLANKY, T. K. S. (2003), Predicting multivariate response
in linear regression model, Comm. Statist. Simulation Comput., 32(2), 389-409.
VAN DER MERWE, A., ZIDEK, J. V. (1980), Multivariate regression analysis and
canonical variates, Canad. J. Statist., 8(1), 27-39.

WoLb, H. (1975), Soft modelling by latent variables ; the non-linear iterative partial

least squares (NIPALS) approach, Dans Perspectives in probability and statistics



37

(papers in honour of M. S. Bartlett on the occasion of his 65th birthday), édités

par J. Gani, Academic Press, New York, 117-142.



38

“Tlll“lé££$£é

;$TTT__T‘jlllll

p=10 g=4
p=10 q=6

L2l

Tlilli

p=10 g=5

|10 1 BbheS
BT

p=10 g=3

.1.1. Boxplots de la simulation normale

.1. ANNEXE 1

onin |_ Lo DH_|l "
. o ron T
ol b Du s
— — - e )
— ] Qe 1 fo
= I~
. El_ L ey _|E|_ L Lot
- T —HTH -~
- Tt N —HTH =
g - E|_ L ey m IT L oot
(s & E|_ bty = T v

Y 0¥ AP

: E— —
: = ——
" —} Tnlg.;l._ ol
|+ 1aa) Il 1B}/ TEl_ Mo
Bnalgn — _ [ TEl_ tualp
: = — T |~
iy _ tomly
v nBL woo | T e
oy ElA _____ oy
-
yaduaty EI_ (idotucly v_h oy
(5
vy k=]
bmsly ﬂ_w. _ —.I_ ...... = sBualy
o o
-5 T~ g (
| il
[= % [=1



39

.TIITTIﬁé£HH£

[BITHRI

ISEERInarrs

BITHT 1T

[T

|

e eedrl | [

‘‘‘‘‘

(enabusin

Tl

BRI

Bl (+0mlpa

S

.....

(o1daury

.....

iy

;TTITTTDéégﬂg

EFTEH L[]

oty

L (oobuoir

foBualia

{eomy

.....

_____

(+maly

ket L

TTTTTTégéugg TTTTTTﬂgéQ$é
SR
:TTTTTTéQéA$£ :TTTTTTﬂﬂgg%g

| 7277, fpde0n

lrTBET I ]




40

]

ﬂ TTTTTﬂﬂﬂggg

BT

TTITTIégégg&

, QTT?TTLJl 1 l |1

.......

lomitih

......

[

L tobeaim

.....

.......

(o

......

lz28%aar] 1]




41

[T

H TTTTTlééléé

lprras T

onim

P

logagdr ] LT

)

[

.....

"

iR

I

toruy

BT E R



42

10
20

30 g
30 g

&

p

T Lt

p

=5
15

30 q
30 g

p
p

IR

e

Isire iy

_____

ELCERIIINE

=25
h— —
28

30 q
30 q

ElEEFE

p
p

25
=28

30 q
30 q

SET=I=T=T=1= i

p

p

.....

......

(ormty

.....



43

towty

PR

| .. Jlddild

BB

ob
B8R [T

|
il

P TR T ST
i f § ¢ ¢ 3 ¢£ §# 1
L |
=

SR e 188

s W1 L

......



p=50 g=10

p=50 q=20

i —
I} —
—T

-

I —

LI
MQSQQQ

3 - Fi Ej

i

p=50 q=30

= 1 3§ 5

=z - i 3 3

p=50 q=40

=8

3 i
i

p=50 q=40

p=50 =45

p=50 q=45

44



45

p=50 Index=1

p=50 Index=2 p=50 Index=2

] i -
nA%E—'F;é l. -
Pp g b3 L I

p=50 g=10 N=100




p=50 q=20 N=100 p=50 q=20 N=100

|

..599559%%5%%% ED | ii

£ z ; i 3 i 1 2 .

p=50 q=30 N=100 p=50 q=30 N=100

|

'5méﬁﬁm%%£%%% 0005

¥ - _ ] A < = 3 3 : 7 z
< F 3 o< # 0% 5 P ;7 o: 3 i 2 H
- r z *

p=50 q=40 N=100 p=50 q=40 N=100

|

iﬂéﬂ%é% Yl

p=50 g=45 N=100 p=50 g=45 N=100

_@hﬁ | IT .
T lancas



p=50 gq=10 N=200,300,400,500

Armc)

Alowge)

[

_{
——
-
11—

Iz - & 1 3
i s 3 3 s ¢ %
LI 1
3

ewge)

Wieet)
.

Wisae)

v
Vijewgtgte)

p=50 g=40 N=200,300,400,500

J:EEE.@E% £ 1 Eé:\t

= F 3 I ¥ = - § 3 3
i L S

Vi(ewy
Wigwgont

Ay

P

Ajrugis

p=50 q=20 N=200,300,400,500

EEEEER N

i 5 5 o i i : .3 H i
< P i ¥ i ¥ £ i } E
< F - S

p=50 9=30 N=200,300,400,500

—_ -
1
i s - ] i
Py !

p=50 q=40 N=200,300,400,500

2

OO0 d T
E§}33§

p=50 q=45 N=200,300,400,500

¥ o s 8 3
Z i 3 : H H
o



48

i TITTTI&ééég

S TaeTH L L7

Boxplots de la simulation ¢,

| “ITTIIééH;é

Pt

1.2,

_____

.....

44444

(8ua)y

e e
| il
Mt sl

.....

»»»»»»

......

il

ST
EFTeaTRI [T

- - - a M



49

”+TTTTTlééééé

lBTTReIf T

L ol

i

lzaHszHR T

[sbeciry

ezaoH] [T
L7l |
|28%acfR [ 177

.....

.....

e A O S S B

.....

.....

......

REANE 0kl

[T Rk



o0

ELA el

| 11 TTLngé : T TTégllé

ST I T IEeT

.....

i TTTTTTééllé

a2 i

(oxabusy

.....

......

Prp bbb
F z




[ *TT££;;£

i I

ﬂ TITTTT%&lL&

il S

........

.......

TTHHDHQ

| TTugémé

BE0RER LT

lzoBoaay [T

h

PRI

P JUAL.

(riy

{sabaaly

Ty

_____

i TITTTT££1L&

S

.......



52

gl

TTTTTTéé;;é

_____

ik

| ]
[ TT&HHDH

Latait] [T1]

oy

{owiy

.....
aaaaaa

| B - R R



Fi el

LLATLOtTET

toming

el

.....

.....

R

laig%%é%w $%T

oty

e

|

i

Mg

(ordotuciy

.....

L tmsaay

______

noBuat



p=50 =10 N=100

p=50 g=45 N=100

p=50 q=20 N=100

L1
“%é%%;$

p=50 g=20 N=100

E ;- .

p=50 q=30 N=100

L&TT;
LA

—

2z

p=50 q=30 N=100

SRS

|

-2

p=50 q=40 N=100

fo

= =o

I _léTTl
=hTea=de? 88T

gif ;%ggigg
'p=50 q=40 N=100

1 TlgTTl
2L Tzt laat
ERRERRR R

|=d

=Ee




.2. ANNEXE 2

.2.1. Chimiométrie

Les erreurs de prédiction par CV pour

v Y2 Y3 Y4

(¥, X)

Ys Yo

moyenne

MC | 0.5510 1.0991 0.2464 0.1187
CWG—+ 1 0.5646 0.7573 0.2199 0.1022
CWGopt-+ | 0.5184 0.6437 0.2544 0.0985
OPT | 0.5562 0.8960 0.2241 0.1071

KS+ | 0.5589 0.8710 0.2261 0.1066

SS+ | 0.5666 0.7328 0.2205 0.0994

FCV | 0.4111 0.3393 0.3170 0.3641

Les erreurs de prédiction par CV pour (Y,In(X + 0.03))

0.2700 0.1812
0.2315 0.1602
0.2291 0.1578
0.2393 0.1620
0.2378 0.1632
0.2293 0.1587
0.3606 0.3345

0.4111
0.3393
0.3170
0.3641
0.3606
0.3345
0.3544

n Y2 y3 Ya Ys Ys moyenne
MC | 0.3077 0.4056 0.2007 0.1190 0.2287 0.2061 | 0.2447
CWG+ { 0.3504 0.3953 0.1922 0.1222 0.2066 0.1696 | 0.2394
CWGopt-+ | 0.3580 0.3870 0.2202 0.1237 0.2050 0.1641 | 0.2430
OPT | 0.3133 0.3956 0.1928 0.1186 0.2103 0.1797 | 0.2350
KS--10.3472 0.4038 0.1975 0.1226 0.2116 0.1804 | 0.2438
SS+ 1 0.3571 0.3990 0.1923 0.1224 0.2060 0.1676 | 0.2407
FCV | 0.2447 0.2394 0.2430 0.2350 0.2439 0.2407 | 0.2411
Les erreurs de prédiction par CV pour (Y, X + 0.03)
[l Y2 Y3 Ya Ys Ys moyenne
MC | 0.0980 0.3334 0.1974 0.09667 0.2290 0.1714 | 0.1876
CWG+ | 0.1489 0.1898 0.1923 0.09647 0.2113 0.1576 | 0.1661
CWGopt+ | 0.1524 0.1844 0.2292 0.09853 0.2119 0.1551 | 0.1719
OPT | 0.1208 0.2423 0.1885 0.09467 0.2092 0.1581 | 0.1689
KS+ | 0.1331 0.2202 0.1932 0.09647 0.2093 0.1597 | 0.1687
SS+ [0.1490 0.1832 0.1924 0.09686 0.2104 0.1562 | 0.1655

FCV | 0.1876 0.1661 0.1719 0.1689%4

0.1687 0.1655

0.1715

D
on



.2.2. Pulp-Fiber

56

Les variables explicatives prennent des valeurs négatives et la transformation

Box-Cox est appliquée a (X+0.7). Les valeurs du paramétre de la transformation

sont les A qui minimisent les fonctions de vraisemblance respectives pour chaque

variable :

var lxl To T3z T4 ’91 Y2 Y3 Y4

/\maa:

12 14 06 -1.3\1.0 14 09 1.0

Les paramétres pour les variables réponse sont proches de 1, on ne les trans-

forme pas. On applique les transformations respectives sur les variables expli-

catives. Les erreurs de prédiction calculées par la méthode CV sur les données

transformées sont :

Les erreurs de prédiction par CV aprés transformation Box-Cox

n Y2 Y3 Yq moyenne
MC | 2.2320 0.1392 0.4305 0.1266 | 0.7321
CWG+ | 2.2144 0.1402 0.4256 0.1271 | 0.7268
CWGopt+ | 2.2120 0.1401 0.4253 0.1269 | 0.7261
OPT | 2.2083 0.1392 0.4266 0.1260 } 0.7250
KS+ | 2.2179 0.1382 0.4289 0.1256 | 0.7277
SS+ | 2.1975 0.1398 0.4231 0.1260 | 0.7216
FCV | 2.2179 0.1400 0.4274 0.1273 | 0.7282




