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Résumé

La modélisation du transport des éléments chimiques clans les zones radiatives
d’étoiles constitue l’une des principales difficultés de la théorie de l’évolution stel
laire. Les observations des abondances chimiques à la surface des étoiles indiquent
que la diffusion microscopidlue ne suffit pas pour restituer les anomalies cl’abon—

clances constatées. D’autres processus et en particulier le transport turbulent
provoqué par l’instabilité des couches racliatives en rotation différentielle doivent
être pris en compte.

Dans cette thèse. nous nous intéressons à la diffusion turbulente produite par
les instabilités de cisaillement et nous considérons une version très simplifiée des
écoulements présents clans les zoiies racliatives d’étoiles. L’écoulement vérifie l’ap
proximation de Boussinesq. est biclimensionnel et stablement stratifié. Un traceur
qui représente un élément chimique non réactif est lâché dans l’écoulement. Nous
avons réalisé différentes simulations numéricyues directes en augmentant l’effet de

la stratification stable. Pour calculer le coefficient de diffusion turbulente ver

ticale. deux approches ont été adoptées. D’abord, le flux mioyen du traceur est
relié à son gradient vertical moyen ce qui permet de définir un coefficient de clif

fusion turbulente. Ensuite, nous calculons le coefficient de diffusion à partir clii

déplacement de particules Lagrangiennes en se référant au régime de cliffusioii

décrit par Taylor.

Cette étude révèle l’existence de deux régimes de transport en fonction de la

stratification. Pour une stratification modérée, le coefficient de diffusion vertical

décroît plus vite que ne le prévoit un modèle de type longueur de mélange ce cmi
semble être du à une forte anisotropie entre les mouvements verticaux et hori

zontaux. Aux plus fortes stratifications. nous constatons cmue le déplacement ver

tical moyen des particules Lagrangiennes est sous-cliffusif et tend vers une valeur
asymptotique. Cet effet de blocage du transport vertical des éléments chimiques

n’est pas pris actuellement en compte clans les iïioclèles d’évolution stellaire.

mots clés

Stratification stable Rotation : Cisaillement Turbulence ; Abondances clii

miques Evolution stellaire Simulations liumériclues, L\pproxilnatio1i Boussinesci

Instabilités.
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$ummary

Moclelling the chenncal element transport in racliative zones of stars is the
one of the main clifficulties in stellar evolution theory. Observations of chemical
abunclances 011 top of stars show that microscopic diffusion cannot explain the

abundances anomalies. Other processes sucÏi as turbulent transport caused by
instability in radiative zones must be token into account.

In this thesis, we are interesteci in turbulent chflusion generatecl by shear in—
stabilities and Ive study a highlv simplified version of flows in stellar radiative
zones. The flow is under Boussinesq approximation, it is two-clirnensional and
stably stratifiecl. The tracer representing a non reactive chemical element is re—

leased in the flow. We clicl clifièrent direct immnerical simulations by increasing

stratification. To calculate the vertical turbulent diffusion coefficient, ve use two
clifferent approaches. first, the tracer mean flux is linkecl to the mean vertical
gradients, winch enables us to clefine a turbulent diffusion coefficient. Then, we
calculate the diffusion coefficient fr0111 the vertical clisplacement of Lagrangian
particies witb Ta lor diffusion theor.

This study shows two different states of the transport dependant 011 stratifi—
cation. For a modlerate stratification. the vertical diffusion coefficient decreases

faster than what is preclicteci by mixing length theones. Tins seems to result

from high amsotropy between vertical and horizontal motions. At highest stra

tifications. ve observe that mean vertical dispiacement of Lagrangiari particles

is under—diffusive and approaches ail asymptotic hmit. The hincirance of verti

cal transport ol chemical eleiïients is not taken into accourit in current stellar

evolution models.

K eywords

Stable stratification Rotation Shearing: Turbulence ; Chemical abundarices

Stellar evolution Numerical simulations Boussinesq approximation InstabiÏi—

tics.

iv



Table des matières

Résumé iii

Summary iv

Liste des tableaux vii

Liste des figures x

Liste des abréviations xi

Liste des notations xii

J Introduction 1

1.1 Motivations astrophysiques 1

1.2 Transport turbulent des éléments chimiques claris les atmosphères
stablement stratifiées 7

1.3 Contenu du mémoire li

2 Généralités sur la turbulence et le transport 12

2.1 La turbulence homogène et isotrope 12

2.1.1 Théories phénoménologiques de la turbulence 13

2.1.2 Théories phénoménologiques du traceur 15

2.1.3 Autres types de modèles 1$

2.2 Le transport turbulent. «un traceur non réactif 19

2.2.1 Le modèle de longueur de mélange 21

2.2.2 La diffusion des particules Lagrangiennes 22

V



TABLE DES MATIÈRES vi

3 Formalisme mathématique et numérique 26

3.1 Les équations du mouvement pour un fluide de Boussinesci 26

3.2 Algorithme de résolution des équations de Boussinesq 30

3.3 Algorithme de résolution des particules Lagrangieimes 33

4 Simulations numériques 36

4.1 Introduction 36

4.2 Description de l’écoulenient 11

4.2.1 Profils moyens et isocontours de vorticité 11

4.2.2 Distribution de l’énergie clans le domaine spectral 13

4.2.3 Evolution des nombres sans dimension Ret, Ri9, Fr et Pet 46

4.3 Transport vertical du traceur: Analyse et résultats 53

4.3.1 i\/Iéthocles de calcul du coefficient de diffusion du traceur . 57

4.3.2 Relation entre le coefficient de diffusion du traceur et l’ani
sotropie 61

4.3.3 Interprétation des résultats 63

5 Conclusion 74

A Annexe $0

A.1 Approche linéaire de l’écoulement 80

A.1.1 Instabilité de kelvin—Helmholtz 80

A.1.2 Ondes de gravité 83

B Annexe $5

B.1 Tests de l’algorithme de résolution des particules Lagrangiennes . 85

3.1.1 Déplacement de la particule dans un champ de vitesse uni
forme 85

3.1.2 Déplacement de la particule dans un champ de vitesse cir
culaire 86

Bibliographie 87



Liste des tableaux

4.1 Nombres physiques des simulations choisies. 40

4.2 Nombres physiques et valeurs moyennes des nombres sans climen
sion et de l’anisotropie pour toutes les simulations du tableau 4.1.
La notation <>t représente toujours la moyenne temporelle sur un
intervalle de temps de durée 6.4 56

1.3 Comparaison entr- la valeur asymptoticue et le déplacenient

vertical moyeu des particules Lagrangiennes < < (z — zo)2 >1/2 >. 69

vii



Table des figures

4.1 Superposition de l’accélération F et de la composante de vitesse e. 37

4.2 Superposition de la composante de vitesse e engendrée par le
forçage et d’une forme analytique U en tangente hyperbolique clans
les couches de cisaillement et constante entre ces couches 37

4.3 Superposition de l’accélération et des profils verticaux de la vitesse
horizontale moyenne < e. >x à trois instants t 0.2, 8, 16 dans le
cas non-stratifié Ri — O 38

4.4 Composantes de vitesse x pour Ri — 100 et Ri = 500 39

4.5 Représentation de l’anisotropie en fonction du temps pour l’en
semble des simulations du tableau 4.1 40

4.6 Profils de la quantité < V >x en fonction de z pour deux nombres
de Richarclson différents (Ri = 100 en haut et Ri 1000 en bas)
et pour trois instants t 0.2, $ et 16 42

4.7 Profils des quantité < v’ > et < e’ > en fonction du temps
pour les simulations 1 et $ du tableau 4.1 43

4.8 Profils des quantités < v’ >x et V >x en fonction de z à
l’instant t = $ poul les simulations 1 et $ du tableau 4.1 44

4.9 Spectres en énergie des fluctuations de température aux instants
t = $ et t 16 pour la simulation 1 en haut et la simulation $ en
bas 15

4.10 Nombre de froucle en fonction du temps pour l’ensemble des si
mulations du tableau 4.1 4$

4.11 Spectres en énergie desfiuctations de la vitesse totale aux instants
t = $ et t = 16 pour la simulation 1 à gauche et la simulation $ à
droite 49

4.12 Spectres en énergie des fluctuations de la composante Cx aux us
tants t = $ et t = 16 poui la simulation 1 à gauche et la simulation

$ à droite 49

viii



TABLE DES FIGURES ix

4.13 Spectres en énergie des fluctuations de la composante v aux ins
tants t = 8 et t = 16 pour la simulation 1 à gauche et la simulation
8 à droite 49

4.14 Nombre de Reynolds turbulent en fonction tin temps pour l’en
semble des simulations clii tableau 4.1 50

4.15 Nombre de Richarcison tic gradient en fonction du temps pour l’eiï—
semble tics sinmlations dii tableau 4.1 50

4.16 Nombre tic Péclet turbulent en fonction tin temps pour l’ensemble
des simulations du tableau 1.1 50

4.17 Isocontours tic la composante de vorticité w à Finstant t = 8 pour
la simulation 1 51

4.18 Isocoiltours de la composante de vorticité w. à l’instant t $ pour
la simulation 8 51

4.19 Isocontours du traceur à l’instant t 4.4 pour la simulation 1. . . 52

4.20 Isocontours du traceur à l’instant t 4.4 pour la simulation 8... 52

4.21 Nombre tic Péclet turbulent tin traceur en follction du temps pour
l’ensemble des simulations tin tableau 4.1 53

4.22 Profil initial du traceur .54

4.23 Evolution tic l’épaisseur tic la couche tic traceur pour les simula
tions 1 et 10 54

4.24 Profils de la quantité < C > en fonction de z 55

4.25 Spectres tics fluctuations du traceur aux instants t 4.4 et t = 8.8
pour la simulation 1 en haut et la simulation 8 en bas 56

4.26 Profils clii coefficient tic diffusion en fonction tic z à l’instant t 4.4. .58

4.27 Profils tiu flux du traceur en fonction de z à plusieurs instants... 59

4.2$ Représentation tic toutes les valeurs tin flux moyen du traceur en
fonction de son gracient vertical moyen pour la simulation 4 60

4.29 Représentation du flux moyen du traceur en follctioll de son gra

dient vertical moyen pour l’ensemble tics simulations du tableau
4.1 61

4.30 Déplacement vertical moyen des particules Lagrangiennes en fonc
tion du temps pour l’ensemble des simulations tin tableau 4.2 sur
la figure du haut et pour les simulations les plus stratifiées sur la
figure du bas 62

4.31 Echelles verticales tic vitesse et tic longueur pour les cieux versions
de moyenne verticale et pour la simulation la nioins stratifiée... 64



TABLE DES FIGURES x

4.32 Représentation de l’échelle verticale de longueur pour l’en
semble des simulations du tableau 4.1 dans le cas Zrn7. collstant.. 65

4.33 Représentation de l’échelle verticale de vitesse V pour l’ensemble
des simulations du tableau 4.1 clans le cas zm constant 66

4.34 Dépendance du coefficient (le diffusion du traceur en fonction de
l’anisotropie moyenne 67

4.35 Flux en fonction de l’échelle verticale de vitesse moyennée sur l’in
tervalle de temps [2.4, 8.8] 67

4.36 Représentation de VN/< V > en fonction de l’anisotropie 6$

4.37 Approximation Gaussienne de la fonction de distribution de pro
babilité notée /dp du déplacement vertical (z — zo), des

particules Lagrangienines à l’instant t = 2.4 et pour toutes les si—
mulations du tableau 4.2 72

4.38 Superposition du profil de la vitesse horizontale < y,, >7 moyemié
sur l’intervalle de temps [6.4, 8] et de l’altitude z(t) des particules
Lagrangiennes durant l’intervalle de temps [6.4, 8] pour toutes les
simulations du tableau 4.2. Les altitudes initiales des particules
représentées soiit régulièrement réparties sur la hauteur totale de
l’écoulement 73

B.1 Déplacement d’une particule clans un champ de vitesse uniforme.. $5

B.2 Déplacement d’une particule dans un chanip de vitesse circulaire. $6



Liste des abrévations

P? Nombre de Prandtl.

Sc t Nombre de $chmidt.

Re t Nombre de Reynolcis.

Ri Nombre de Richarcison.

Pc : Nombre de Féclet thermique.

Pec Nombre (le Péclet du traceur.

Re, : Nombre de Reynolds turbulent.

Nombre de Richardsou de gradient.

Fr : Nombre de Fronde.

Pe : Nombre de Péclet turi)ulent thermique.

Pe6 : Nombre de Péclet turbuleiit du traceur.

A Amsotropie.

xi



Liste des notations

i\/Ioyenne spatiale réalisée sur toutes les directions.

<>. t Moyenne spatiale réalisée clans la direction horizontale.

Moyenne spatiale réalisée clans la direction verticale.

iVloyenne temporelle eflèctuée sur un intervalle de temps de durée 6.4.

Moenne d’ensemble réalisée sur un nombre de 1)artiCUles Lagrangiennes à
réc iser.

<>c t MOveHile cleiiseiïihle réahsée sur le domaine de Fécoulement contenant

99.9Yo du traceur.

<>c’t Moveniie d’ensemble réalisée sur le domaine de l’écouleiiieiif contenant
99.9 du traceur et sur lintervalle de temps de durée 6.1.

t Transformée de Fourier de la grandeur

Partie réelle.

D Coefficient de diffusion moléculaire.

Viscosité cinématique.

Diflhsivité thermique.

D t Coefficient de diffusion turbulente égal à

<<V’

xC>J>-.
DL : Coefficient de chifusion turbulente egal a

DL t Coefficient de diffusion Lagrangien égal à
cI<(z—zo) >

xii



Chapitre 1

hitroduction

Le sujet de cette thèse porte sur l’étude du transport des éléments chimiques
clans une étoile et s’intéresse plus particulièrement au tïaflspOrt vertical turbulent
des éléments chimiques clans la zone racliative. Nous allons commencer par intro
cluire le modèle standard qui ne suppose aucun processus de transport clans la
zone racliative. Ensuite, nous énumérons des anomalies d’abolldauces observées
à la surface d’étoiles qui ne peuvent pas étre expliquées par ce modèle. Ceci
nous conduit à introduire le transport induit par la diffusion microscopique et le
transport macroscopique provocué par la turbulence et la circulation méridienne.
Ces modèles de transport améliorent le modèle standard et nous citons quelques
résultats. Cependant, les modèles macroscopiques utilisent les prescriptions sur le
transport turbulent qui sont basées sur des argunients phénomènologiques. Ceci
concerne en particulier, l’expression du coefficient de diffusion turbulente verti
cal. Dans notre étude, iïous adoptons une approche différente et nous simulons
numériquement des écoulements simples clans lesquels nous déterminons le coef—
ficient de diffusion d’un traceur passif. Auparavant clans cette introduction, nous
présentons les autres travaux de ce type. Enfin, nous terminons cette partie en
commentant le plan du mémoire.

1.1 Motivations astrophysiques

Le modèle “standard” prédit les abondances de surface d’une étoile durant soiï

passage sur la séquence principale en fonction de la masse, de la composition et
de l’âge. Il est monoclimensionnel et ne tient pas compte des effets de la rotation,
du champ magnéticue et de la perte de masse. Il a deux paramètres libres. Le
premier est la fraction de masse d’hélium, I . Le second est le rapport l//\ entre

la longueur de mélange Ï et l’échelle de hauteur en pression À
— [] qui est

utilisé clans le traitement de la convection par le modèle de longueur de mélange
[4] [67] [5]. Pour obtenir un modèle solaire, il faut choisir plusieurs combinaisons
(Y, -) et élimiimer celles qui ne restituent pas le rayon et la luminosité du soleil

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2

présent ce qui donne 1.6 — 2.0, et Y 0.27 — 0.28 [21]. Du point de
vue clii transport des éléments chuiniques, le modèle ‘standard” suppose que les
éléments sont brassés et uniformément mélangés entre le haut et le bHs de la zone

convective. Eu revanche, il n’y a pas de mélange clans les régions racliatives cmi
sont supposées inertes. Dans la suite, nous présentons brièvement les principales
observations qui ont montré ciue cette dernière hypothèse ne pouvait pas être
vérifiée et qu’un certain transport des éléments chimiques existe clans les zones
radiatives.

Le lithium a été essentiellement produit par le Big Bang et par spallation, tout
comme le bérvilium et le bore [43]. Il est un élément fragile clans les intérieurs
stellaires car il est détruit è une température de T 2.5 x 106K, tandis que le
béryllium et le bore supportent une température plus élevée T 4 x iO7K. Le
lithium peut être produit à partir du bérylliuni après capture d’un électron. Pour
cela, le béryllium cliii est créé profondément dans l’étoile doit être transporté par
convection clans des régions plus froides pour que le lithium produit ne soit pas
détruit. Le mouvement convectif doit être assez rapide pour que béryllium ne se
transforme pas en bore en capturant un proton au voisinage de T lx iO7K, mais
également assez lent pour que le lithium ne soit. pas ramené profondément clans
l’étoile et détruit. Ce scénario montre que le lithium et le bér llium constituent
de bons indicateurs des processus de mélange dans les étoiles.

L’analyse de la composition de l’atmosphère solaire révèle que l’abondance en
lithium est réduite d’un facteur 160 par rapport è la composition météoritique
[22] qui est la composition de référence. Le soleil comporte une épaisse enveloppe
convective cliii s’étend de la surface jusqu’à 0.71 R®, ce cliii est confirmé P
l’héliosismologie. Comme les espèces chimicues sont vigoureusement mélangées
clans la zone convective, le lithium atteint la base de la zone comivective où la
température est la plus élevée de toute l’enveloppe (T 2.1 x 10°K), mais pas
suffisante pour permettre la combustion du lithium (T 2.5 x 106 K). Seules les
étoiles (le la sécfuence principale de masse inférieure à 0.9 2L1® ont des zones convec
tives assez profondes pour brûler le lithium. Le mélange dans la zone convective
sur la séquence principale ne peut clone pas expliquer le déficit de lithium observé
à la surface du soleil. Plus généralement, les étoiles f et G sont déficitaires en li
thium. Dans l’amas des Hyacles cliii est un amas (l’âge intermédiaire, l’abondance
en lithium des étoiles G (Tuff < 6000K) décroit progressivement ciuancl Tejj cli
minue jlmsclu’à 5200 K [43]. kim delà de T(ff = 6400K et jusqu’à Tef f 6700K,
l’ahoiiclance en lithhmun des étoiles f décroît brutalement. puis retourne sans tian—
sition à des valeurs nonnales. C’est ce qui est appelé la brèche du Lithium. Pour
6100K < T11 < 6400K, l’abondance en lithium serait légèrement plus faible ciue
l’abondance galactique.

Environ 20 ¾ des étoiles de type spectral précoce de la sécluence iirinciiale
avec des tempéuatimres effectives comprises entre 7000 K et 20000 K présentent



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

des anomalies d’abondances. Ces étoiles dites chimiquement particulières sont des
rotateurs plus lents que les étoiles normales de même type spectral. Leurs ano
malies d’abondances peuvent être très importantes comme par exemple dans les
étoiles HgMn qui comportent des sur-abondances de mercure et d’autres métaux
atteignant un facteur 106 [44]. Les étoiles FmAm ont des anomalies d’abondance
moins élevées, mais qui sont variables pour les éléments chimiques situés entre le
pic du fer et CNO. Elles ont une composition de surface sous-abondante en CNO
et sur-abondantes en éléments du pic du fer.

Les étoiles chaudes, massives, de type O et B du haut de la séquence princi
pale, présentent un autre type d’anomalies d’abondances. Ces étoiles produisent
des éléments lourds par réactions nucléaires dans leur coeur mais les abondances
observées à la surface ne correspondent pas aux valeurs nucléaires, avec une sur
face enrichie en hélium et azote et des sous-abondances en carbone et oxygène.
Ces anomalies sont le signe d’un mélange en profondeur [36].

La branche des géantes représente les étoiles qui après avoir brûlé leur coeur
d’hydrogène quittent la séquence principale. La température effective décroît et
l’enveloppe convective s’étend de plus en plus profondément dans l’étoile jusqu’à
des endroits où les abondances ont été modifiées par les réactions nucléaires. Le
mélange rapide causé par les mouvements convectifs se répercute à la surface sur
les éléments légers et CNO. U s’agit en fait du premier “dredge-up” [51]. Bien que
la température à la base de la zone convective ne soit pas suffisante pour entrainer
la combustion du lithium, des abondances réduites de lithium sont observées en
surface [43].

Aucune des anomalies d’abondances que nous venons de décrire n’est restituée
par le modèle standard. Cela montre la nécessité de processus de transport dans la
zone radiative qui est supposée inerte dans le modèle standard. Ce transport peut
être dû à des processus microscopiques, agissant au niveau moléculaire, ou macro
scopiques. La diffusion microscopique comprend la diffusion atomique, thermique
et le triage gravitationnel des espèces neutres ou ioulées qui est alors couplé à la
pression radiative [64]. Son importance a par exemple été mise en évidence dans
les étoiles chimiquement particulières. Mais à elle seule, la diffusion microscopique
ne suffit pas à expliquer les abondances observées de ces étoiles [40]. De même, elle
ne permet pas de restituer le déficit du lithium constaté à la surface du soleil [43]
et sous la zone convective [12]. Il faut alors envisager des processus de transport
macroscopique. U peut s’agir d’un vent stellaire important pour les étoiles mas
sives [36], de la dissipation des ondes de gravité engendrées par la zone convective
[54] ou des mouvements turbulents et de circulation méridienne à grande échelle
induits par la rotation. Nous allons maintenant décrire des modèles tenant compte
du transport macroscopique en nous concentrant sur les mouvements provoqués
par la rotation.
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Pour une étoile en rotation riniforme, l’éciuilibre radiatif strict est impossible,
seul l’équilibre thermique peut être maintenu à l’aide d’un transport cl’éiiergie
par une circulation de matière à grande échelle. La circulatioll advecte le moment
angulaire ce qui induit de la rotation différentielle et cette rotation différentielle
peut être sujette au développement d’instabilités, comme par exemple les mstahi—
lités de cisaillement. La turbulence ainsi engendrée étant fortement affectée par la
stratification stable clui limite les mouvements verticaux, on s’attend à ce ciu’elle
soit fortement allisotrope Ainsi, dans une étoile en rotation, la turbulence aniso
trope à petite échelle et la circulation à grande échelle contribuerA au transport
des éléments chimiques.

Une des premières applications des modèles de transport macroscopique concerne
les anomalies d’abondances des étoiles HgMn et fmAm [42]. En effet, si la cir
culation méridienne est assez faible, l’hélium qui constitue une couche convec—
tive superficielle peut chuter profoiidénient clans l’étoile. La couche superficielle
d’hélium disparaît et de larges anomalies d’abondances se forment par diffusion
microscopique. En tenant compte de la circulatioiu méridlienile et de la diffusion
de l’hélium, le modèle prévoit l’apparition du phénomène HgMn et FmAm à des
vitesses équatoriales moyennes maximales égales à 75 km/s et 100 km/s, respecti
veinent pour les étoiles FIgMn et fmAm, ce qui est en bon accord avec les obser
vations [42] [10]. Mais comme ce modèle ne permet pas de restituer les amplitudes
des anomalies d’abondances des étoiles en rotation lente, une diffusion turbulente
y a été intégrée. Cette diffusion s’écrit sous la forme d’un tenseur diagonal cfui
est la somme du coefficient de diffusion de l’hélium D12 et des cliffiisivités turbu
lentes, D et D,L, respectivement clans la direction verticale et horizontale [li].
Pour les étoiles FrnArn, les résultats indiciuent que la diffusion turbulente doit
être très anisotrope D11/D > iO, pour que les anomalies calculées s’accordent
avec les observations. Il faut au moins que le rapport D/D12 ne dépasse pas 10,
sinon la chute gravitationilelle de l’hélium est retardée dans les étoiles de vitesses
équatoriales inférieures à la vitesse limite, et que le rapport D,1/D12 dépasse 106,

sinon l’hélium tombe vers le centre des étoiles de vitesses équatoriales supérieures
à la vitesse limite.

De même, les abondances en lithium des étoiles E à G [65] ont pu être restituées
avec des modèles de diffusion turbulente incluant une paramétrisation aclhoc.
Mais, en dehors de la brèche clii lithium, il faut changer la valeur des paramètres
pour reproduire les abondances en lithium. D’autres modèles {51] reproduisent
également la brèche clii lithium à condition de bien connaître la valeur du moment
angulaire des étoiles à leur entrée sur la séquence principale. Or, ce moment
angulaire initial n’est pas bien prédit par les modèles de pré-séquence principale.

Ces preiïuères tentatives ont indiqué la nécessité d’améliorer la compréhension
physique de la circulation méridienne et de la diffusion turbulente. En particu—
lier, Chaboyer &m Zahn [8] ont montré dlu’iine des consécluences d’une turbulence
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fortement anisotrope est que le transport par la circulation méridienne se com
porte comme un processus de diffusion. En effet. après avoir moyenné suivant la
latitude. l’équation de transport d’une espèce chimique s’écrit:

p8t’+ -!8,.fr2Ø7%] = -ïa,.[r2pDv8rt1] (1.1)

où C représente l’espèce chimique de moyenne:

C= f’CsinOdO (1.2)

p est la densité indépendante du temps. u(r, 8) est la vitesse radiale de la cir
culation méridienne et elle est définie comme suit : u,.fr, 8) = E L4(r)P(œsO).
Supposons que la diffusion turbulente horizontale réduise suffisamment les fluc
tuations de concentration C’ et que la turbulence soit anisotrope, alors les deux
relations suivantes sont satisfaites:

(8rt>IVC’I
(1.3)

t Dh>Dv(t)2

où D et D, sont les coefficients de diffusion verticale et horizontale, 1,, et th les
échelles de longueur caractéristiques des mouvements verticaux et horizontaux.
Avec les relations 1.3 et après un temps k’ le flux radial de l’espèce ebimique
s’écrit:

C’Ur =
n(n +1)

(1.4)

Le transport d’une espèce chimique dans une zone radiative d’étoile peut alors
être décrit comme un processus diffusif:
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PaL — ar[r2pDffarcJ]
(1.5)

OVCC Deff D + Z n(n+2+1)

Pour la circulation méridienne classique, de Edclington-Sweet, n est égal à 2
ce qui donne le coefficient de diffusion effectif suivant [8]

TT 9

_

7U2(?)

f — v +
JULJ

I\/lême si l’hypothèse d’une forte anisotropie de la turbulence n permis de
simplifier largement la modélisation du transport par acÏvection à grande échelle,
les valeurs des coefficients de diffusion turbulente verticale et horizontale restent
très mal connues.

Zahn [70] exprime le coefficient de cliffiision horizontale en fonction des com
posantes, radiale et horizontale, de la circulation méridienne

r2V — fU (1.7)

où f caractérise la rotation différentielle radiale et s’écrit t F =
dlnr2P Cette

2

expression sous-entend que la viscosité turbulente horizontale y11 est suffisante
pour conserver une rotation quasi—constante sur des sphères.

En présence d’une rotation différentielle radiale, des instabilités barotropes de
cisaillement peuvent engendrer des mouvements turbulents. Zahn [68] a estimé
le transport vertical illduit par ces mouvememits en utilisant le critère de stabilité

linéaire d’un écoulement cisaillé U(z) dans une zone racliative. Les mouvements

instables caractérisés par une échelle de longueur 1 et unie vitesse y doivent vérifier

le critère suivant t

vi dU2
N2 <Rig() (1.8)

dz



CHAPITRE 1. INTRODUCTION Z

où N est la fréquence de Brunt-Viiisàhii et i; la diffusivité thermique. Ri9 est le

nombre de Richardson tic gradient défini de la manière suivante Ri9 jr. Sa

valeur critique, Ri9., est de l’ordre de 1/4 (se réfbrer à l’annexe A). On sppose
alors que le transport turbulent est assuré par les pins grandes échelles du mou
vement qui satisfont cette condition, d’où l’expression tin coefficient de diffusion
turbulente vertical

_Vi
Ri9c(tlU/tlZ)2 (1.9)

Cette expression a été depuis complétée pour tenir compte de l’effet stabilisant
d’un gradient de poids moléculaire moyen ainsi que tic l’e’et clestabilisant de la
turbulence anisotrope sur le seuil de stabilité [37] [59].

A partir tic ces prescriptions pour le transport turbulent tics éléments cm—
nuques et tic modèles permettant tic déterminer la circulation méritlienne et la
rotation différentielle [8] [70], plusieurs auteurs ont cherché à reproduire les ano
malies d’abondance observées dans divers types d’étoiles [48] [38]. On notera ici
que tians ces modèles la valeur du coefficient tic tiiffusion turbulente vertical est
importante en praticiuc puistlue ce transport domine clans certains cas par rap
port au transport par la circulation méridienne, par exemple pour les modèles
d’étoiles massives [3$] ou d’étoiles géantes rouges [18].

Ii est tionc essentiel d’arriver à mieux contraindre le transport d’éléments

chimitiues intluit par une turbulence de cisaillement tians une atmosphère stable—
ment stratifiée. Les simulations numéritlues d’écoulements sont capables tic tester
les prescriptions pour le transport turbulent, même si ces tests se font tians des
configurations tl’écoulement simplifiées et pour tIcs nombres tic Reynoltis bien en
dessous tic leur valeur dans les étoiles. Nous décrivons dans la suite tics simu
lations numériques déjà réalisées ainsi tiuc tics modèles tic transport turbulent
en milieu stable. Pour la plupart, ces travaux ont été effectués en référence aux
écoulements géophysiques où le même type de problème se pose.

1.2 Transport turbulent des éléments chimiques dans les
atmosphères stablement stratifiées

La stratification est chtc stable lorsque la force d’Archimèclc s’appliquant sur
un élément fluide déplacé verticalement tic sa position ti’étiuilibre hydrostatique
tend à le ramener à sa position imutiale. Comme cette force tic rappel s’oppose
aux mouvements verticaux, la décroissance du transport turbulent vertical s’at

tribue généralement à une décroissance tics fluctuations de vitesse verticale. Mais,
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Vincent & al. [66] ont montré qu’un autre mécanisme pouvait également contri
buer à la décroissance du transport turbulent vertical clans une atmosphère stra
tifiée de façon stable.

En effet. en étudiant le transport d’un scalaire passif par un champ de vitesse

stochasticiue, ces auteurs ont montré que pour des fluctuations de vitesse verti
cale données, l’augmentation des fluctuations de vitesse horizontale provoque une
décroissance clii transport turbulent vertical. Cet effet peut être quantitativement
relié à l’anisotropie de l’écouler ient définie comme

-

— (<v > + <
(1.10)

(2<v>) -

Les valeurs de l’anisotropie sont contrôlées en ajoutant à un champ de vi
tesse stochastique isotrope ayant un spectre de Kolmogorov, un champ de vitesse
stochastique horizontal avec un spectre d’énergie E2k3, et en faisant varier le
coefficient E2. En outre, leurs simulations numériques directes de l’évolution d’un
champ de scalaire passif sont caractérisées pal’ les valeurs du nombre de Rey
riolcls turbulent, Re et le nombre de Péclet turbulent, Pe = , où I et
y sont respectivement l’échelle intégrale de la turbulence et la raciiie de la vi
tesse quadratique moyenne. D est le coefficient de dliffusioll atomique et n, la
diffusivité visqueuse. Les simulations numériques ont été réalisées pour des an
sotropies allant de 1 (cas isotrope) à 100. Elles montrent que le flux maximum
du traceur transporté dans la direction verticale est 30 fois plus important clans
le cas isotrope (A 1) que clans celui anisotrope (A 33). Cela correspond
à une réduction équivalente du coefficient de diffusion turbulente vertical défini
comme : DT. = —

où C est la concentration du traceur. Vincent cq al.

[66] montrent que clés que la diffusion turbulente domine la diffusion atomique,
le rapport DTz/(lzVz) est proportionnel à —1 pour A > 3. 1- et v sont respecti
veinent l’échelle intégrale verticale et la racine de la vitesse verticale ciuaclraticiue
moyenne. Ils interprètent la réduction du transport vertical à anisotropie élevée

pal’ une homogénéisation horizontale rendue efficace par des mouvements horizon
taux très rapides. PUis l’anisotropie augmente, plus l’effet cliffusif de la turbulence
horizontale réduit l’amplitude des fluctuations du scalaire passif’ et donc le flux

vertical du tracer r.

Une autre propriété remarciuable du transport turbulent vertical claris une at—
niosphère stable est le phénomène d’arrêt de la dispersion verticale des particules
Lagramigiennes. La dispersion verticale est représentée par l’évolution temporelle
du déplacement quadratique moyen < (z — zo)2 >, où la ilotation <> désigne
mine moyenne sur un ensemble de particules Lagrangiennes et z0 est l’altitude
initiale de la particule. Si le transport est de type diffusif, la dispersion croît

linéairement avec le temps et le coefficient de diffusion associé est défini comnrne
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1 cl< (z — zo)2 >,
DL = (1.11)

2 clt

Or. Csanady [15] a prédit que la dispersion verticale tendait vers une valeur
asymptotique indépendante du temps ce clui implique un coefficient de cliffu—
sion nul. Ce résultat a été obtenu en utilisant une description Lagrangienne des
écluations du mouvement dans lesciuelle les termes d’accélération dûs aux forces
de pression et aux contraintes visclueuses sont modélisés par une force aléatoire,
et la diffusion thermique des fluctuations de température est modélisée par un
terme proportionnel à ces fluctuations. La turbulence est supposée homogène et
isotrop e.

Pearson & al. [49] ont analysé la dépendance du modèle de Csanady [15]
au spectre temporel de la force aléatoire et ont ajouté un terme d’amortissement
représentant l’énergie rayonnée sous forme d’oncles de gravité par l’élément fluide.
Ils confirment les conclusions de Csanacly [15] dans le cas non-cliffusif où la densité
de l’élément fluide ne varie pas et montrent que la dispersion verticale moyenne
< (z — zo)2 > tend vers la valeur maximale u/N2, où v et N sont respecti
vement la racine de la vitesse verticale cuaclratique moyenne et la fréciuence de
Brunt-Vàisàlà. L’arrêt de la croissance de < (z — zo)2 > s’effectue pour t > 1/1V.
En prenant en compte la diffusion thermique, Pearson &m al. [49] trouvent que le
déplacement vertical quaclratique moyen, après avoir atteint l’état asymptoticue,
reprend une croissance linéaire lente sous l’effet des échanges thermiques eiitre
l’élément fluide et son environnement. Dans ce modèle, Feffet de la diffusion ther
mnique est controlée par le temps de diffusion d’un élénient fluide, une quantité
cliii dépend fortement de la taille de l’élément fluide en question.

Les expériences de laboratoire menées par Britter al. [7] sont compatibles
avec l’existence d’une dispersion verticale maximale. Elles consistent à placer une
source de scalaire passif clans un écoulement turbulent stablement stratifié formé
en aval d’une grille et à étudier l’évolution du panache de scalaire passif en aval de
la source. La croissance de la taille verticale du panache s’arrête et les valeurs de la
hauteur maximale du panache sont compatibles avec les valeurs de < (z — zo)2 >

données par Pearson S al. [49]. En revanche, la taille horizontale du panache n’est
pas influencée par la stratification et croît comme t’/2. Néanmoins, comïime l’ont
noté Pearson & al. [49], ces expériences diffèrent de leur théorie car dans les
expériences, la turbulence décroît en aval de la grille.

Plus récemment, des simulations numériques tridimensionnelles d ‘écoulements
turbulents soumis à une forte stratification stable ont été réalisées par Kinmra

Herring [27] puis par Kanecla 8m Ishicla [26]. Ces simulations clétermninent
l’évolution d’un champ de vitesse et de fluctuations de température en présence
d’une stratification stable caractérisée par une fréciuence de Brunt-Viiisàlé uni

forme. La turbulence n’étant pas entretenue, elle tend à décroître au cours du
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temps. Les auteurs ont calculé l’évolution de particules Lagrangiennes initiale
ment placées aux points de grille et ont déterminé la dispersion verticale moyenne
tic ces particules pour des valeurs croissantes de la stratification. Kimura & Her
ring [27] ainsi due Fiauecla Ishida [26] observent clairement ciuc la dispersion
est limitée par une valeur maximale pour les cas les pius stratifiés. Dans le même
temps, la vitesse verticale quadraticue moyenne n’a pas diminué significative
mellt en tout cas pas suffisamment pour expliquer la très forte suppression des
déplacements verticaux. Kaneda & Ishicia [26] notent ciue l’anisotropie dans leur
écoulement, telle ciue définie clans Vincent al. [66], reste de l’ordre de l’unité
pour les différentes stratifications et ne semble clone pas pouvoir expliquer la
décroissance de transport vertical clans leurs simulations.

Kanecla & Ishicla [26] ont proposé un atitre modèle basé sur une description
Eulérienne pour rendre compte de l’arrêt de la dispersion verticale. Leur point tic
départ est la théorie de la distorsion rapide (“Rapid Distorsion Theory”) qui, dans
la limite des très fortes stratifications, permet tic négliger les termes non-linéaires
vis-à-vis de la force d’Archimède. Il est alors possible tic connaître analytiquement
l’évolution d’ull champ initial tic vitesse tout en sachant qu’au delà d’un certain
temps, l’approximatioll n’est plus necessairement vérifiée. A partir tic ces solu
tions, Kanecla Ishicla [26] déterminent les corrélations en temps et en espace
du champ tic vitesse Eulérien. Ils se servent ensuite de la conjecture tic Corrsin
[14] pour relier les corrélations du champ tic vitesse Eulérien atix corrélations
temporelles du champ tic vitesse Lagrangien. Cette approximation suppose que
statistiquement la distribution spatiale tics particules Lagrangiennes à un instant
donné est •fai1lement corrélée avec celle à un instant ultérieur pourvu que la durée
qui sépare les cieux instants soit suffisamment graircie. L’évolution tic la tiisper
sion verticale aiflsi obtenue est remarquablemellt en accord avec les résultats de
leurs simulations numériques décrites ci-dessus. Dans le cadre tic cette théorie
linéaire, l’écoulement est constitué d’ondes de gravité et Kanetia z Ishicla [26]
interprètent la suppression tin transport vertical comme le résultat tic la somme
tics contributions d’oncles avant tics phases différentes.

En même temps ciue Kaneda cz Ishicla [26], Nicolleau Vassilicos [46] ont cal
culé ilumnériquement les trajectoires des particules Lagrangiennes dans un champ
dc vitesse également obtenu à partir tic la théorie tic la distorsion rapicic. Leur
approche est clone similaire au modèle de Kanecla Ishicla [26] à la différence
qu’ils n’utilisent pas l’hypothèse tic Corrsin pour obtenir la dispersion tics parti
cules, mais l’obtienne par un calcul numéridluc direct. Leurs résultats confirment
la suppression du transport vertical tians un écoulement obtenu à partir tic la
théorie dc la distorsion rapide, et la chspcrsion verticale moyenne < (z — zo)2 >

tend vers la valeur maximale v2/N2. où à la diflrence (Ïu modèle dc Pearson
ai. [49], c’est y la racine tic la vitesse quaclraticue moyenne et non v la racine
tic la vitesse verticale quaciratique moyenne qui intervient. Ils trouvent également
que la dispersion horizontale n’est pas affectée par la stratification.

Le travail présenté dans cc mémoire a été directement motivé par les résultats
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de Vincent & al. [66]. Nous avons en effet cherché dans quelle mesure la relation
simple trouvée par Vincent & al. [66] entre le coefficient de diffusion turbulente
et l’anisotropie reste valable pour un champ de vitesse effectivement solution des
équations de Navier-Stokes.

1.3 Contenu du mémoire

Le mémoire débute par un chapitre de généralités sur la turbulence homogène
et isotrope et sur le transport. Le chapître 3 intitulé formalisme mathématique
et résolution numérique présente les équations de l’écoulement et du traceur et
leur résolution numérique. La méthode de suivi des particules Lagrangiennes est
également introduite. Les simulations, leurs résultats et leur interprétation font
l’objet du chapître 4. Le mémoire s’achève enfin sur la conclusion.

Cette étude a été exposée sous la forme de poster et de présentation orale à
deux workshops, respectivement au workshops IWPCMT8 à Pasadena en décembre
2001 et au workshops IWPCMT9 à Cambfidge en juillet 2004. Elle fait l’objet
d’un article qui a été soumis au journal Physics of Fluids en juillet 2004.



Chapitre 2

Généralités sur la turbulence et
le transport

Le transport turbulent d’éléments chimiques est étudié clans bien d’autres
domaines que celui de l’astrophysique. Les élémellts chimiciues y sont souvent

supposés non réactifs et se comportent comme des traceurs passifs. Un traceur
passif est nue substance qui est transportée par l’écoulement sans l’afiècter et qui

diffuse sous l’effet clii mouvement Brownien des molécules. Comme la turbulence,

le traceur peut être décrit avec des lois phénoménologiques ou des modèles qui se

difibrencient les uns des autres par leur solutior du problème de fermeture. Grèce

à l’amélioration récente des performances des supercalculateurs, le problème de

fermeture peut être contourné en résolvant cÏirectenïent les équations de Navier

Stokes et celle de transport du traceur.

Ce chapitre présente la théorie de Kolmogorov et celles qui s’eiï inspirent
Polir décrire la turbulence biclimensionnelle et l’état du traceur. Ensuite, nous

considérons plus spécifiquement le problème clii trallsport du traceur. Nous in—
trocluisons le coefficiellt de diffusion turbulente tiré de la théorie de longueur

de mélairge. Puis, nous abordons la diffusion des particules Lagrangiennes claiïs

l’écoulement en rappelant les principaux résultats comme la définition du coef

ficient de diffusion Lagrangien qui est reliée à celle du coefficient de diffusion
turbulente.

Nous convenons que la notation C représente la concentration du traceur et

que les quantités avec l’exposant ou l’indice C se rapportent au traceur.

2.1 La turbulence homogène et isotrope

Le traceur est lâché clans des écoulements développant ripe turbulence ho

mogène (invariante par translation dans chaque direction) et isotrope (invariante

par rotation). Quand la turbulence est bien développée, son état et celui du

12
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traceur dans l’écoulement peuvent être décrits avec des lois spectrales qui pro
viennent de théories phénoménologiques. Pour suivre l’évolution de la turbulence
et du traceur, il faut résoudre les équations de Navier-Stokes et de transport du
traceur et faire des approximations des termes non linéaires. Ces approximations
caractérisent les modèles de fermeture entre eux.

L’espace spectral qui est évoqué dans ce chapître est l’espace de Fourier. Le
mode k est la norme du vecteur d’onde (k2, %, k2) en géométrie cartésienne tridi
mensionnelle et du vecteur d’onde (k2, %) en géométrie cartésienne bidimension
nelle.

2.1.1 Théories phénoménologiques de la turbulence

La théorie phénoménologique de référence est la théorie de Kolmogorov qui
s’applique à une turbulence tridimensionnelle. Elle est à l’origine de la théorie
phénoménologique de la turbulence bidimensionnelle qui sera ensuite décrite.

Théorie de Kolmogorov

Cette théorie spectrale a été élaborée par A.N. Kolmogorov [281 dans les années
1950 à partir d’arguments phénoménologiques et dimensionnels. Elle s’applique à
un écoulement de vitesse moyenne nulle qui développe une turbulence tridimen
sionnelle homogène et isotrope. Elle repose sur l’idée que l’énergie est transférée
des grandes échelles vers les petites échelles à taux constant et égal au taux de
dissipation visqueuse. Exprimé à partir de l’analyse dimensionnelle, le spectre en
énergie dépend du taux de dissipation visqueuse, e, et du mode k, et suit la loi:

E(k) CK6213k513 (2.1)

CK est la constante universelle de Kolmogorov et sa valeur expérimentale est
égale à 1.5. Quand la turbulence est stationnaire, elle est entretenue par injection
d’énergie aux grandes échelles et le taux de dissipation reste constant. Pour une
turbulence libre, le taux de dissipation dépend du temps.

L’échelle de dissipation notée 1d s’obtient de manière dimensionnelle à partir
de la définition du taux de dissipation visqueuse:

e = 2v f°° k2E(k)dk (2.2)
--
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où y est la viscosité cinématique. A cette échelle, le nonibre de Reynolcls local est
égal à l’unité : 1, ce qui donne en posant vd (Etd)’3, l’expression de

l’échelle de dissipatior visqueuse
()1/4

L’échelle intégrale I > ï représente la taille des plus grandes structures

de l’écoulement cmi contiennent l’essentiel de l’énergie cinéticlue. Entre les cIeux
échelles, la viscosité est sans effet sur l’écoulement et le spectre est dit inertiel. Le
rapport des deux échelles dépend clii nombre de Reynolds égal à et mesure le

nombre de degré de liberté dans chaque direction de l’écoulement
Cette relation donne un ordre de grandeur de la résolution nécessaire clans une
simulation numérique.

Cas bidirnensionnel

L’écoulement considéré développe une turbulence biclimensionnelle homogène
et isotrope et son champ de vitesse est de moyenfle nulle. Associée à l’émergie
cinétique, la seconde quantité d’importance est l’enstrophie notée p. Dans l’espace
spectral, elle obéit à l’équation

cl
—2v J k4E(k, t)dk (2.3)

dt Jo

où p(t) = J°° kE(k, t)dk, est la définition de l’enstrophie clans l’espace de fou
rier. Contrairement au cas de la turbulence triclimensiomielle, l’ellstrophie est
conservée clails la limite de nombres de Reynolds très élevés. La conservation de
l’énergie et de l’enstrophie sont les hypothèses de base du théorème de Fjortoft

cmui régit le transfert d’énergie clans la partie inertielle du spectre. Son énoncé est
le suivant [21]

Soient trois vecteurs d’ondes d’indices 1.2 et 3, colinéaires tels cmue k9 2k1
et k:3 3k1. La cluantité = E(k1, t2) — E(k1, t1), est la variation d’énergie
cinéticlue eiitre deux instants pour chaciue vecteur d’oncle. D’après les relations
de conservation de l’énergie et de l’enstrophie, si un nombre cl’oiïcle intermédiaire
k2 perd de l’énergie (éE2 < 0) alors l’énergie sera essentiellement transférée vers
k1 et l’enstrophie vers k3.

Ce théorème constitue le fondement des propositions de Kraichnaii [30] et
Leith [31] qui s’inspirent de la théorie de Kolmogorov pour formuler la théorie
phénoménologique de la turbulence biclimensionnelle homogène et isotrope.

Lenstropliie cascade des graïïdes échelles vers les petites échelles de l’écoulement
avec un taux de transfert constant et égal à et le spectre en énergie s’écrit
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E(k) fl213k3 (2.4)

Si e est le taux d’injection d’énergie cinétique au nombre d’onde k, alors
en posant que Ø k2e et que e kv3, le nombre d’onde d’injection se déduit
directement : k Ç. En fin de cascade, l’enstrophie est dissipée par la viscosité

et le nombre d’onde de dissipation noté kg s’écrit : kg
(3)1/6

Entre les nombres
d’ondes k et k, la viscosité n’affecte pas l’enstrophie et le spectre en énergie est
dit inertiel. Le rapport : (t)2 dépend du nombre de Reynolds et le

nombre de degré de liberté dans chaque direction de l’écoulement est égal à Rê12
pour la turbulence bidimensionnelle.

A partir du théorème de Fjortoft, Kraichnan 130] avance que pour une turbu
lence entretenue, l’énergie cinétique qui est injecté dans l’écoulement réalise une
cascade inverse vers les nombres d’onde k < k sans être dissipée. Elle suit la loi
2.3 de Kolmogorov avec un constante CK que les expériences et les simulations
numériques situent entre les valeurs 4 et 9 [32]. Cette cascade inverse se produit
par appariemment de grandes structures de l’écoulement.

2.1.2 Théories phénoménologiques du traceur

Cette théorie s’applique à un traceur qui est lâché dans un écoulement turbu
lent tridimensionnel possédant un spectre en énergie qui suit la loi de Kolmogorov.
Le champ du traceur est homogène et isotrope et de moyenne nulle. A l’image de
la théorie de Kolmogorov. l’énergie du traceur cascade des grandes échelles vers
les petites échelles avec un taux de transfert d’énergie constant et égal au taux de
dissipation. En fin de cascade, la diffusion moléculaire et la diffusion turbulente
du traceur deviennent du même ordre de grandeur ce qui est caractérisé par un
nombre d’onde noté k0. Ce nombre d’onde dépend du nombre d’onde de dissipa
tion kg et du nombre de Schmidt: Se = . Pour Se < 1, kc (Sc)34kg. Lorsque
Se 1, la turbulence est dissipée pour des échelles inférieures à 11kg> 1/kc et
k0 (Sc)kg. Le spectre du traceur, quant à lui, suit une loi de puissance quelle
que soit la valeur du nombre de Schmidt.

Spectre du traceur pour Se <1 ou k0 <kg

Quand l’écoulement se situe dans la zone inertielle du spectre de Kolmogorov,
le spectre du traceur présente deux types de comportement.

Si il est injecté à une échelle de l’écoulement notée kf, alors pour des valeurs de
k dans l’intervalle [sup(k, P),inf(kg, k0)], le traceur est simplement advecté par
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l’écoulement saris être affecté pas la cliffusivité moléculaire. Les théories cl’Obou
khov [47] et de Corrsiiï [13] supposent que les spectres en éllergie du traceur et de

l’écoulement sont liés par la relation : où est le taux de dissipation

du traceur. Ils suivent la même loi de puissance en k—5x3, mais avec des coeffi
cients différents. L’expressioll du nombre d’onde k0) se déduit de celle du nombre
d’oncle de dissipation en remplaçant la viscosité cinématique ‘-‘ par la cliffusivité

1/4moleculaire D : k0 (h)

Si le traceur est ponctuellement lâché clans l’écoulerneiit turbulent et représenté
par un image de particules Lagrangienues, alors la. distance entre deux particules
R(t) et le diamètre moyen du nuage u vérifient la loi de Richardson [52] tant

que ces distances resteiit inférieures ou du même ordre de grandeur que l’échelle
intégrale de Fécoulement. Eu posant

-,

la loi de Richarclson s’écrit

id
Ru i/3p3/i (2.5)

2 dt

Pour des valeurs de k claris l’intervalle [k0,k1], la diffusion du traceur est do—
minée par la diffusion moléculaire. Si les conditions de validité de l’approximation

Q uasi-Norrnal sont supposées vérifiées, le calcul du spectre du traceur selon Leslie
[33] donne la relation

2
E(k) D2 / q2Ec(cj)dqkE(k) (2.6)

3 .10

A partir d’arguments climensionnels sur la définition suivante du taux de dis—
sipation clii traceur

H-oc

2D/ k2E(k)dk (2.7)

et en utilisant la loi de IKolmogorov, le spectre du traceur stiit la loi de puissance

E0(k) 60D36213k’73 (2.8)
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Spectre dv, tracewt pour Sc 1 ou k0 k

L’écoulement est clans un régime dominé par la viscosité et le traceur subit un
cisaillement local d’échelle de longueur, kc[’, et de vitesse, vd = uk. Il est plus
étiré clans la direction du cisaillement que clans celle transversale. En l’absence
d’effet de diffusion moléculaire. le taux de dissipation du traceur s’exprime en
fonction de la vorticité de l’écoulement qui est proportionnelle à la quantité

()1/2

ce clui implique la loi de puissance suivante

1/2
E0(k) EC() k’ (2.9)

Cas bidimensionnel

L’écoulement clans leciuel évolue le traceur développe une turbulence bicli—
mensionnelle qui est supposée stationnaire, homogène et isotrope et son spectre
suit uiue loi de puissance en k—3 dans sa partie inertielle. Le traceur se propage
de manière homogène et isotrope et son champ moyen est nul. Contrairement à
l’écoulement, la double conservation de l’énergie et de l’enstrophie n’est pas satis
faite pour le traceur. En vertu du théorème de F,jortoft [21], l’énergie du traceur
cascade des grandes échelles vers les petites échelles avec un taux de transfert
constant et égal au taux de dissipation rc. Le nombre d’oncle k6 s’exprime de
la même manière que pour le cas tridimensionnel, en fonction du nombre d’oncle
de dissipation kd et du nombre de Schmiclt Sc. Il dépend de l’état turbulent de
l’écoulement.

Spectre dv, traceur pour Se < 1 ou k0 < kg,,

Dans la zone inertielle du spectre de l’écoulement, le traceur a cieux comporte
ments possibles. Si il est lâché au nombre d’oncle k k, alors pour des valeurs
de k clans l’intervalle [k,inf(kd, ko)], la proposition de Oboukhov [47] transposée
au cas biclimensionnel suppose ciue le spectre en énergie cIti traceur et le spectre
d’enstrophie de l’écoulement sont liés par la relation o , où est le
taux de transfert cl’enstrophie. Cette relation entraine la loi de puissance suivante
pour le traceur

E0(k) 0d3k’ (2.10)
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L’expression du nombre d’onde k0 se déduit de celle du nombre d’onde de
dissipation en remplaçant la viscosité cinématique par la diffusion moléculaire:

k0
(4)1/6

Si le traceur est ponctuellement lâché dans l’écoulement et repéré par des
particules Lagrangiennes, alors la distance notée R entre deux particules évolue
suivant une loi de dispersion qui est l’équivalent bidimensionnel de la loi de Ri
chardson:

‘1W (2.11)

Pour des valeurs de k dans l’interval [kc,kd], le spectre du traceur s’obtient en
effectuant le même raisonnement que pour le cas tridimensionnel ce qui donne la
loi de puissance suivante:

Ec(k) D3e0fl213k7 (2.12)

Spectre du tnceur pour Sc 1 ou k0 kg

Le spectre du traceur suit une loi de puissance en k’ en accord avec Batchelor

E3]• U présente les mêmes dépendances que celui proposé pour le cas t,idimen
sionnel au coefficient près:

Ec(k) £0() k1 (2.13)

2.1.3 Autres types de modèles

Les modèles de fermeture découlent d’approximations des équations de Navier
Stokes et de l’équation de transport du traceur. La plupart des modèles reposent
sur l’approximation Quasi-Normal (QN) [32] ou résultent de l’approximation d’In
teraction Directe (DIA) [29]. Les plus simples dans leur formulation servent de
lois de fermeture aux simulations numériques directes des grandes structures d’un
écoulement turbulent (LES).
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L’approximation Quasi-Normal est à la base des modèles EDQNM (“Eclcly
Danipeci Quasi—Normal Maukovian”) qui résolvent les équations de l’écoulement et

clii traceur claris l’espace spectral. Pour une turbulence prescue gaussienne, cette
approximation permet d’écrire les moments d’ordre pair des équations coirime une
somme finie de moments dorclre inférieur et pair. Pour les moments d’ordre im
pair, il faut illtrocluire un coefficient cl’amortissemeut, homogène à l’inverse d’un

temps, pour réduire leur contribution cliii doit rester négligeable. Les modèles

EDQN génèrent néanmoins des spectres avec des valeurs négatives. Pour y remédier,

la Markovianisation suppose que les moments d’ordre inipair doivent être ainor—
tis ou dissipés en un temps caractéristique très petit devant le temps ci’aclvec—
tion. Ce temps dépend de la cliffusivité visqueuse et du coefficient d’amortisse
ruent clui est ajusté pour permettre aux modèles EDQNM de restituer des lois

phénoménologiques ou les données observationnelles.

L’approximation DIA permet une généralisation bien définie mathématiquement

et consistente avec la physicue, des concepts de la théorie locale de longueur de

mélange que rions allons introduire à la section suivante. Elle rie génère pas de

fonction ou de constante arbitraire. Quand les champs moyens varient peu clans
le temps et l’espace, elle aboutit à des lois de transport qui ressemblent à celles de
la théorie de longueur de mélange. Dans le cas contraire, le transport moyeu en
n’importe quel point de l’écoulement est exprimé sous la forme d’une intégrale non
locale cliii tient compte des valeurs clii gradient du champ moyen sur une région

dont l’étendue est déterminée par les longueurs et les temps de corrélation des
fluctuations. A la différence de l’approximation QN, les modèles qui découlent de
l’approximation DIA permettent l’étude des corrélations temporelles. Mais, leur

formulation assez complexe pénalise les simulations numériques.

2.2 Le transport turbulent d’un traceur non réactif

L’évolution du traceur dans un fluide incompressible est décrite par une équation
de transport qui a la forme suivante

C + u.VC DC (2.14)

où D est le coefficient de diffusion moléculaire. Le champ de vitesse u est solution
des écluations de Navier-Stokes.

La concentration C est décomposée en la somme d’une valeur moyenne et
d’une fluctuation C’ suivant la décomposition de Reynolds
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(2.15)

La moyeniie peut toujours être déflhie comme une moyenne d’ensemble ef

fectuée sur plusieurs réalisations du même écoulement. iViais en pratique, il est
difficilement envisageable de répéter un nombre suffisant d’expériences. Une autre
définition de la moyenne est plutôt considérée. Elle peut être spatiale si l’écoulement
est statisticÏuement homogène dans une direction ou temporelle si l’écoulement
est statistiquement stationnaire. Les écoulements étudiés clans cette thèse étant
bidimensionnels et homogènes horizontalement, nous considérons la moyenne ho
rizontale

1 rxo+L

<C >
= J CcLr (2.16)

L .

avec < C’ >. qui est nulle. En utilisant cette décomposition, l’équation d’évolution
pour la concentration moyenne se met sous la forme suivante

8< C > + < u >,.6< C > = D0< C > — 0< C’u > (2.17)

Elle ressemble à l’éciuation initiale pour la concentration totale mais avec
n ternie de transport supplémentaire. Les corrélations entre les fluctuations de
vitesse et de conceiitration, —< C’v >, engendrent un flux de scalaire passif c1ui
est un flux turbulent.

Pour modéliser la turbulence, il est possible d’écrire rme écuation d’évolution
pour le flux turbulent. Mais cette équation contient des moments du troisième
ordre qu’il faudrait alors modéliser en fonctioll des moments du second ordre. A
cause de la non-linéarité des équations de Navier-Stokes et d’aclvection-diffusion
du scalaire passif, il est impossible d’écrire l’équation d’un moment sans introduire
le monnent d’ordre supérieur. Pour fermer l’équation, il faut faire une hypothèse
sur le moment d’ordre supérieur. C’est à ce problème de fermeture que se heurte
la modélisation de la turbulence.

Maintenant, nous décrivons le modèle de longueur de mélange pour le flux
turbulent. Puis nous regarderons un peu en détail le transport d’une particule

Lagrangienne par le champ de vitesse turbulent.
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2.2.1 Le modèle de longueur de mélange

Ce modèle est basé sur une analogie avec l’estimatioii tic la viscosité moléculaire
dans le cadre de la théorie cinéticlue des gaz. Nous considérons une distribution
de scalaire passif dont la concentration moyenne présente un gradient clans la
direction verticale. Pour simplifier l’exposé, la concentration moyenne est notée
C — < C >.

Supposons qu’un élément fluide parte d’un niveau z = O à t O avec une
concentration c0 = c(z = O, t O). En l’absence de diffusion moléculaire, l’élément
fluide conserve sa concentration, tic telle sorte que lorsqu’il passe à l’altitude z au
temps t, il a un déficit tic concentration, éc c(z, t) — c0, qui s’écrit également

(z) — c0 + c’(z, t), en utilisant la décomposition tic Reynoltls par rapport au
temps: La quaiAité 5(z) représente la moyenne tic c sur mi intervalle de temps
préalablement défini et c’(z, t) est la fluctuation associée. Si la contribution de la
turbulence à ce déficit tic concentration est négligeable et si la variation 5(z) — c0
peut être approximéc par la tluarltité zfl5(z), alors il en résulte que 5c z05(z).
Comme le volume transporté par unité tic surface et tic temps clans la direction z
est égal à la tluantifé < in >. le flux moyen de concentration peut être approximé
tic la iïianière suivante

—< C’v > z35< v > (2.1$)

Or, la corrélation eiitre l’altitude z et la vitesse correspondante < v > d’un
élément fluide doit décroître avec la distance parcourue. Si la ciécorrélation se pro
cluit pour tics valeurs tic z proche d’une longueur e appelée_longueur tic mélange,
le produit z< ‘v > est de l’ordre tic < v >e, où < v > est la racine de la
vitesse verticale cuatlratiquc moyenne, et le flux moyen de concentration s’écrit

—< C’v > a1< v >< C > (2.19)

où le coefficient C1i est une constante inconnue. Il est alors naturel tic définir un co

efficient tic cliflision turbulente comme égal à a1 < v >, où est généralement

défini comme la longueur tic corrélation tics vitesses Eulériennes verticales.

Le problème est que le modèle tic longueur de mélange est basé sur des
hypothèses non réalisées tians les écoulements turbulents. En particulier, une
séparatioii d’échelle entre l’échelle caractérisant le gradient de concentration moyen
ne et la longueur tic mélange est nécessaire pour que l’approximation : = z05,
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soit vérifiée pour des valeurs de z de l’ordre de L Mais clans les écoulements
turbulents, les tourbillons les plus grands tendent à avoir des tailles comparables
avec les longueurs de variation de l’écoulement moyen.

Comrrie le montre Lurnley [62], l’expression 2.19 n’a pas besoin du modèle de
longueur de mélange pour être justifiée lorsque la turbulence est dominée par une

seule vitesse caractéristique v > et une seule longueur caractéristiciue C. Soit

C’ l’amplitude des fluctuations de concentration engendrées par des mouvements

turbulents d’échelle verticale C, si l’échelle caractérisant le gradient de concen
tration vertical est de l’ordre de , l’amplitude des fluctuations sera de l’ordre
de dCCC. En supposant de plus que C’ est bien corrélé avec u, l’expression 2.19
vient naturellement en effectuant la moyenne horizontale. Dans le cadre de cette
interprétation, l’expression 2.19 résulte d’une analyse dimensionnelle et n’est pas
censée être vraie localement mais plutôt en moyenne dans une couche d’épaisseur
de l’ordre de L.

En revanche, lorsque l’écoulement est caractérisé par plusieurs échelles de
longueur ou plusieurs échelles de temps, le raisonnement précédent et clone l’ex
pression 2.19 rie sont plus justifiés [62].

2.2.2 La diffusion des particules Lagrangiellnes

La trajectoire d’une particule Lagrangienne X(t) qui est advectée clans un

écoulement de vitesse v(X, t) et qui est soumise à une dhifusiori moléculaire D est
régit par l’équation suivante [61]

- v(X, t) + b(t) (2.20)

où b(t) est un mouvement Brownien représenté par un bruit blanc Gaussien de
moyenne nulle et de corrélation : b,(t)b(t,) é(t — t1).

En l’absence d’aclvection, la densité de probabilité des écarts à la position
initiale AX(t) X(t) — X(t = 0) satisfait une écluation de type équation de la
chaleur. Pour des particules initialement concentrées en un point, la solution est
une distribution Gaussienne dont l’écart-type croît comme

Pour l’advection, la théorie de Taylor [61] fait l’hypothèse que la vitesse La
grangienne V(t) = v[X(t), t] est statistiquement stationnaire. Comme discuté
par Lumley [62], cette hypothèse est en particulier vérifiée lorsciue le champ de
vitesse Enlérien est statistiquement homogène et stationnaire. Le déplacement
quaclratique moyen vérifie
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cl
— < (AX(t)) >= 2 / <V(t) .V(t1) > cÏt1 = 2 J <V(0) .V(t1) > dt1 (2.21)
dt o

où la deuxième égalité utilise la stationnarité de V(t). Le temps de corrélation
Lagrangien est défini comme

j <V(0) . V(tï) > dt1
(9 29)L

Il mesure la mémoire de la vitesse Lagrangienne. Pour des temps courts par
rapport au temps de corrélation Lagrangien (t < TL), l’équation (2.21) se réduit à
la relation : < (AX)2 >< y2 > t2, où la corrélation des vitesses Lagrangiennes
a été approximée par < y2 >. Dans ce régime le transport de la particule est
ballistique. Si le temps de corrélation Lagrangien est fini. pour t > , 1111 régime
diffusif peut être atteint, où < (AX)2 >= 2 < > rt [61]. En effet, les
déplacements d’une particule considérés sur des intervalles de temps séparés par
des durées très supérieures à TL sont pratiqueirient indépendants. Pour des temps
longs, le déplacement X(t) — X(t 0) = .J V(t1)dt1, se comporte donc comme
une somme de variables indépendantes et le théorème centrale limite s’applique.
Ce théorème incliciue ciue la somme d’un série de n termes suivant la même loi
de probabilité a une loi de probabilité cmi tend vers la loi normale ciuancl n
tend vers l’infini, si chaque terme de la série est statistiquement indépendant des
autres. En d’autre terme, le déplacement devient un mouvement Brownien pour
les temps longs. Quand le déplacement ciuaclraticiue moyen croît moins vite que t,
le régime est sous-cliffusif. Il est rencontré dans la convection de Rayleigh-Bénarcl
où des particules sont piégées dans les cellules convectives. A contrario, quand le
déplacement cjuaclratique moyen croît 1)1115 vite cmue t, le régime est super-diffusif
et caractérise certains écoulements parallèles [20].

Néanmoins, si la vitesse Lagrangienne est stationnaire et si le temps de corréla
tion Lagrangien est fini, l’advection d’un scalaire passif par un écoulement turbu
lent atteint un régime cliffusif pour des temps suffisamment longs. Dans la suite,
nous allons nous intéresser au transport vertical de particules Lagrangiennes clans
l’écoulement et calculer le déplacement vertical quaclratique moyen à partir du
champ de vitesse sans tenir compte de la diffusion moléculaire. En référence au
régime de diffusion décrit par Taylor, nous définirons le coefficiert de diffusion
Lagrangien comme
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d< (z 2
> (2.23)

Nous achevons ce chapître en établissant une relation entre le flux turbulent
défini plus haut et ce coefficient de diffusion Lagrangien. Cette relation a été obte
nue par Pearson et al. [49] dans le cas d’une turbulence homogène et stationnaire.
L’équation de conservation du scalaire passif 2.14 peut être réécrite de la manière
suivante en supposant la stationnarité de la moyenne horizontale du traceur:

d(C’+<C>j_dC’ d<C>_
d

— V;: —

ce qui donne:

—C’(t)
=

[vz<f >2: — d(C’+< C >)] dt1 (2.25)

En multipliant par v(t) et en appliquant la moyenne horizontale, l’expression
du flux en résulte en remarquant que la quantité <C’ > est nulle:

—< C% >2: = 2 dt dz —
< AC(t)t(t) > (2.26)

où la notation <> correspond dans ce cas précis à une moyenne sur l’ensemble
des particules Lagrangiennes de même altitude z0.

L’intérêt de cette expression est qu’elle montre la différence entre le coefficient
de diffusion turbulente défini comme le rapport entre le flux turbulent et le gra.
dient vertical du traceur et le coefficient de diffusion Lagrangien. Cette différence
vient du terme qui contient AC(t) défini comme suit:

td(C’÷<C>.)

= L dt
dt1 (2.27)
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et qui représente la variation de concentration totale de l’élément fluide due aux
effets de diffusion moléculaire.



Chapitre 3

Formalisme mathématique et
numérique

Notre étuce concerne 1 évolution cl un traceur passif dans un écoulement tur
bulent bidimensionnel. Ce chapitre u pour objet la mise en écluations du problème
physique et sa résolution numérique. Il débute par la présentation des équations

qui régissent les écoulements stablement stratifiés dans le cadre de l’approxi

mation Boussinesci. Ensuite, les équations sont écrites clans l’espace de Fourier

qui est l’espace spectral adapté la géométrie cartésienne puisque les fonctions rIe

Fourier sont alors les fonctions de base. Nous expliciuons en détail la résolution

des écluations de notre problème avec la méthode pseuclospectrale. Puis, nous

présentons la méthode de suivi des particules Lagrangiennes qui sont introduites
dans l’écoulement pour calculer le coefficient de diffusion Lagrangien.

3.1 Les équations du mouvement pour un fluide de Bous
sinesq

Nous étudions un écoulemeut dans un domaine de hauteur L et de longueur,
un nombre multiple pair de L. Il est soumis à une force horizontale constante

orientée tantôt vers les r positifs, tantôt vers les négatifs ce qui crée plusieurs

couches de cisaillement clans l’écoulement. La définition mathématiciue de cette

force par unité de masse qui n’est autre clu’une accélération est la suivante

F(z) = (—1)F0,
(i —1)L

<z < , i [1, n] (3.1)

Elle génère (n — 1) couches de cisaillement. Le coefficient F0 représente l’ampli

26
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tude de l’accélération. Comme l’écoulement reste stablement stratifié, le gradient
vertical de température est constant et positif. Le fluide est incompressible, de
densité p° constante.

L’effet de la stratification est pris en compte clans les équations de Navier
$tokes en les écrivant avec l’approximation Boussinesci. L’approximation Bous
sinesq suppose qu’une perturbation de température induit une perturbation de
densité assez petite pour n’affcter que l’énergie potentielle de l’écoulement [9].
La perturbation de densité, ép, est une fonction linéaire de la température suivant
la relation —o(T — T0), avec un coefficient d’expansion volumique, o, très

faible. Pour les gaz et les fluides, la valeur de o est comprise entre 1O— et i03
[9]. T0 est la distribution initiale de température.

Si y est le vecteur vitesse, p la pression, T la température et C la concentra
tion du traceur, alors les équations de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de l’énergie, et l’équation de transport du traceur sont les sui
vantes

V.vO

Dv + v.Vv —-Vp + nv + fe — ge

(3.2)

6T + v.VT

0C + v.VC D\C

où e et e sont les vecteurs unitaires, respectivement clans la direction hori

zontale, et dans la direction verticale. v et v sont les composantes du vecteur
vitesse y. Les coefficients y, et D sont respectivement la viscosité cinématique,

la diffusivité thermique et la cliffusivité moléculaire.

En haut et en bas du domaine, l’écoulement est limité pas deux parois sup

posées rigides, imperméables et isothermes. De chaciue côté du domaine, l’écoulement

est périochciue. Les conditions aux limites sont de type ‘libre glissement” pour la
vitesse. La composante de vitesse, v, et la composante du tenseur des déformations,

(dv + av), sont nuls en z = O et z L. La distribution initiale de

température croît linéairement avec la hauteur et iie dépend pas de la coordonnée
x. Comme les parois sont isothermes, la température garde des valeurs constantes
en haut et en bas du domaine. Le profil initial clti traceur est Gaussien, selon la
direction verticale

C,,,L _tZ))

Co(z) = ecp 22 (3.3)
u2rr
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où u est l’écart type de la Gaussienne. La couche de traceur est centrée en z0
L/2 et la coilcentration du traceur doit rester nulle cii z = O et z = L.

L’éciuation de conservation de l’énergie est écrite en fonction de la variation
de température notée 9 par rapport à l’état initial: 9(, z, t) = T(, z, t) — To(z).
Avec’ la nouvelle équation de conservation de l’énergie, le système 3.2 devient

V.v=O

v + v.Vv -1Vp + vAv + Fe - ge
(3.4)

8t9 + v.V9 = _To + h:A9

3C + v.VC = D\C

Les équations 3.4 sont réécrites de manière détaillée en utilisaiit la relation
= —u(T — T0), et en posant : = < O.

Dtv + v.Vv —8Tp + vAv + F0(—1), <z < , i e [1, n]

3tVz + v.V’V 8zP + iAv + n’g9

,.9 + v.V9 = /‘v + hA9

C + v.VC = DAC
(3.5)

Les équations 3.1 sont aclimensionnées à partir de cindi quantités qui sont

la hauteur L du domaine de l’écoulement, l’amplitude F0 de l’accélération, la
densité Po, l’écart de température AT entre le haut et le bas du domaine et la
concentration moyenne C1, cPi traceur. Les relations d’aclimensioniialisation sont
les suivantes
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L , z L , t

— V = \/TT z

(3.6)

p p0LF0 y5, F F0

(9= AT &, C = G,,, C

Comme la particularité de l’écoulement est d’être forcé de manière permanente
dans la direction horizontale, la quantité F0 doit intervenir clans la définition du
temps caractéristique qui est égal à un temps cl’advection horizontale due au
forçage.

Sous la forme aclimensionnalisée, les équations 3.5 constituent le système sui
vant

3ê + = —dj + + (—1v, < , i e [1, n]

+ = —@ï5 + + (3.7)

VFoZ

810+V.VC

Des coefficieiïts sont apparus devant les termes des seconds membres, en par
ticulier devant les termes de diffusion. Il s’agit de l’inverse du nombre de Rey—

nolds : Re du nombre de Péclet associé à la température Pc

et du nombre de Péclet du traceur: Pec
= Le nombre de Richardson

= est le coefficient du terme d’Archiinècle. Le coefficient fi vaut -Ï
puisque la température initiale dépend linéairement de la hauteur de l’écoulement
et que j3 est négatif.

Le système d’équations aclirnensionnalisées 3.7 est à présent étudié sams les

tildes pour alléger l’écriture. Les équations de conservation de la quantité de

mouvement sont écrites sous la forme rotationnelle cil exprimant les termes non
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linéaires en fonction de la vorticité. Il suffit de remarquer que t v.Vv Vv2 +
w A y, ce cliii donne les équations suivantes

V.v’0

31v1. = —Vw
—

6.P + ‘ + (1). LI <Z < E [1,n]

= ut;wy
—

azp + + Ri (3.8)

—v.V9
—

u. + AJ9

= —v.VC + ——z\C
Pec,’

La pression P est définie comme la somme de la pression isotrope et de
l’énergie cinétique : P p + La forme rotationnelle fait apparaître clans

les équations de conservation de la quantité de mouvement la composante de

vorticité W.q (de — au), qui est perpendiculaire au plan de l’écoulement.

3.2 Algorithme de résolution des équations de Botissinesq

Nous avons utilisé 1111 code écrit par A.E. Dean [17] que nous avons adapté à
notre étude. Les équations 3.8 décrivent un écoulement qui ne comporte iii choc,
ni discontinuité ce qui permet l’utilisation d’une méthode spectrale pour leur

résolution. Les méthodes spectrales comparées aux différences finies présentent

l’avantage d’une grande précision et d’une convergence exponentielle.

Les équations de Navier Stokes du système 3.8 sont résolues avec la méthode
pseuclospectrale qui évalue les termes non linéaires clans l’espace physique et le

reste clans l’espace spectral. Les transformées de Fourier sont des transformées de

Fourier rapides (FFT) qui nécessitent moins d’opérations, O(N1nN) au lieu de
0(N2) dans le cas d’un calcul direct. Nos fonctions de base sont des produits de

fonctions sinus et cosinus, définis en fonction de la condition limite à satisfaire.

Ces fonctions de hase doivent s’annuller en haut et en bas du domaine pour la
composante de vitesse u, la perturbation de température 9 et la concentration

C du traceur.

Sur ces indications les décompositions clans l’espace physiciie des grandeurs

du problème sont les suivantes



CHAPITRE 3. FORMALISME MATHÉMATIQUE ET NUMÉRIQUE 31

cos(nkz/N,)

—
sin(nkz/N)

(3.9)
8 Zkrk sin(nkz/N)

C Z Ôeik2/ sin(nkzz/Nz)

où la notation désigne la transformée de Fourier de la grandeur *. Dans l’espace
physicue, AÇ, et N représentent respectivement les nombres de points de grille
clans la direction horizontale et verticale. Le maillage est régulier et le rapport

est égal au rapport d’aspect du domaille de l’écoulemellt. Dans l’espace spectral,
il y a N nombres d’oncle k., qui sont des multiples de l’inverse du rapport_d’aspect

et N nombres d’onde k. La valeur maximale du mode k + k, est

égale à N\/.

Le calcul des termes non linéaires clans l’espace physicue géière une erreur
cl’ “aliasing”. Elle est minimisée par une technique de troncature [53] appelée
“loi 2/3” qui annulle systématiquement les contributions (les nombres d’oncles
supérieurs à L’erreur cl’ “aliasing” décroît lorsque le nombre de points de
grille augmente.

L’accélération F0 est ajoutée aux équations de conservatioi de la quantité
de mouvement clans l’espace physicue. Dans l’espace spectral, les écluations du
système 3.8 se mettent sous la fbrme suivante

k. O

1 2—
—ew0

— mkP —

— — ik] — k2’ê + Ri (3.10)

— _jkp(tirO) ik(&)
— —

= ik.C’) — ik(?}C)
—

k{2Ô

La résolution des équations de coirservation de la quantité de mouvement du
système 3.10 a lieu en deux étapes, chacune d’une durée t. Lors de la première
étape est déterminé un champ de vitesse intermédiaire. Le champ de vitesse total
est obtenu à la fin de la seconde étape après avoir calctilé la pression en utilisant la
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condition cl’iircompressihilité. L’éciuation de conservatioll de l’énergie et l’éciuation
de transport du traceur sont résolues en une seule fois, avec le pas de temps

2ét. A la fin de chaclue itération t. les différents champs sont corrigés de
l’erreur cl’ “aliasing” avec la technique de troncature.

L’avancée en temps utilise les différences finies. Pour les termes non linéaires,
elle s’effectue avec le schéma Leapfrog clui est explicite et à l’ordre 2 :
DNL, où DNL représente les termes non linéaires qui sont calculés à l’itération
n. Pour les termes de diffusion, l’avancée en temps est réalisée avec le schéma
de Crallk—Nicolson clui appartient à la famille des schémas implicites de type
Adams-Moulton v’1—V’ (V2v”’ + V2v). Le schéma Leapfrog vérifie les
conditions imposées par le théorème d’équivalence de Lax et le schéma de Crank
Nicolson reste inconditionnellement stable. Ce théorème stipule que : Consistence
+ stabilité Convergence. Si \ représente les valeurs propres de la matrice de
cliscrétisation spatiale, le schéma considéré est consistent si les valeurs propres
vérifient la condition : 7?(À) < O, qui est nécessaire mais pas suffisante pour assurer
la convergence du schéma. Pour le schéma Leapfrog, la condition de consistence
est satisfaite avec R(Àz\t) O. La stabilité est assurée avec l’inégalité Àt <
1. Le schéma Leapfrog recluiert de moyenner au bout d’un certain nombre de
pas de temps, la solution avec celle calculée au pas précédent pour limiter les
discontinuités.

Les deux étapes de l’algorithme de résolution du modèle ilumérique 3.8 sont
présentées ci-dessous

Etape 1

— —‘ — _t vyfl —

‘L—1 + At ‘eJ — (5t + At

tIkI2)
[7L_1 — —

At {‘kSo) + ik()” fiïL}]
(3.11)

—
[â’’ — — Af {ik(vC)LL +

où l’astérisque identifie le champ de vitesse intermédiaire.
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Etape 2

+1(1 + lll) —

—

‘ê’(Ï + t) = y
—
ik (3.Ï2)

= O — P =

ce qui donne en éliminant la pression

vr—k.,2
n+1 (3.13)

(1+t)
‘

(l+L)

Comme cet algorithme ne comporte pas de modèle de sous-maille, les simula
tions réalisées sont dites directes (UNS). Un écoulement turbulent est correcte
ment simulé par DNS si le produit entre la valeur maximale du mode li et l’échelle
(le dissipation 1f1 reste de l’ordre de l’unité : idk, > 1.

Nous décrivons maintenant la méthode numériclue utilisée pour suivre les iai’—
ticules Lagrangiennes clans l’écoulement turbulent.

3.3 Algorithme de résolution des particules Lagrangierines

Nous avons choisi, testé puis codé une méthode précise de suivi de particules
Lagrangiennes. La trajectoire d’une particule Lagrangienne, notée X(t), est solu
tion de l’équation : X(t) = v(X, t), où y est la vitesse de l’écoulement prise à
la position de la particule Lagrangienne à l’instant t. Comme les particules La
grangiennes ne coïncident pas nécessairement avec les points de la grille spatiale,
leur vitesse est calculée soit par des méthodes d’interpolation soit par somma
tion directe de la série de Fourier lorsque le champ de vitesse est obtenu iJar mine
méthode spectrale. Cette méthode de sommation directe est la plus précise et
pourrait être employée clans notre cas, niais elle s’avère trop exigeante en temps
calcul quand il faut suivre un grand nombre de particules [1]. En effet, le calcul
de la vitesse par transformée de Fourier inverse passe par’ la somme de N x N
termes en géométrie bidimensionnelle. A contrario, les méthodes d’interpolation
n’utilisent que les points à proximité du point où est calculée la vitesse et ne me
quièrent qu’une somme sur un nombre limité de points, indépendant de la taille
globale du domaine numérique.
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Deux critères conditionnent le choix d’une méthode d’interpolation le temps

calcul et sa précision. En accord avec les résultats de l’étude comparative [1],
nous avons choisi une méthode d’interpolation utilisant les polynômes cl’Hermite.
Elle est plus précise que la méthode d’interpolation linéaire et que celle de La-
grange. Elle utilise non seulement les valeurs des vitesses aux points de grille, mais
également leur dérivées. De plus, elle convient à des problèmes avec des concli
tions aux limites périodiques ou non, tandis que la méthode d’interpolation de
Lagrange requiert des conditiolls aux limites périodicues. Elle est mise en oeuvre
de la manière suivante

La particule Lagrangienne de coordonnées (.v, z) se trouve clans une maille
carrée de dimension h qui est repérée en partant de son coill illférieur gauche. Les
quatre points de la maille ont pour coordomiées, clans le sens inverse des aiguilles
d’une montre : (:rj, zL), (XJ+i, zL), (j+, ZL+1) et (,j, zL+1). La vitesse interpolée
est calculée à partir d’un développement sur la base de polynômes 1D cl’Heruiiite
définis ci—dessous

Soit j =

r > .rj, H(c) = 1 — 32 + G(x) = h(3 — 22 + )

.r < 1,1+1, Hj+i(x) = 2(3
— Gj+i = Ïi(3 — 2)

(3.14)
Soit

z > zL, Hr(z) =
—

32 + 23L, G(z) = h(3L — 22L + L)

z < zL+1, Hr+i(z) = — 2L), GL+l(z) = ht3L
— 2)

Les coefficients de la décomposition sur la base des polynômes cl’Hermite s’ex
priment en foinction de la vitesse de l’écoulemenit et de ses dérivées spatiales
premières et secondes prises aux quatre points de la maille. La vitesse interpolée
notée v1 est déterminée à partir de la relation suivante
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Chapitre 4

Simulations numériques

Après avoii’ introduit le problème physique adimensionné et le code numérique
développé pour le résoudre, ce chapitre présente maintenant les simulations numé.ri
dues du tarisport d’un traceur cmi est lâché clans un écoulement cisaillé et stable—
meit stratifié. Conformément au problème physique, tous les résultats présentés
ici sont aclimensionnés. D’abord, sont détaillées les caractéristiques des écoulements
simulés, puis celles du traceur. Ensuite, viennent les méthodes de calcul du coef
ficient de diffusion turbulente du traceur et l’interprétation des résultats qui en
découlent.

4.1 Introduction

Notre objectif est l’étude du transport vertical clii traceur clans un écouleument
turbulent qui présente une fbrte anisotropie entre mouvements verticaux et hori
zontaux. Pour atteilldre des amsotropies élevées clans un écoulement biclimension
iïel, il s’est avéré nécessaire d’engendrer un écoulement moen clans la direction
horizontale. La superposition de couches de cisaillement remplit la condition re—
cherchée puisciu’elle comprend un écoulement horizontal d’ensemble et periïiet
(I’engenclrer et d’entretenir la turbulence pal instabilité de cisaillement. Pour
former ces couches de cisaillement. nous avons introduit clans les écluations du
mouvement une accélération F0 constante orientée alternativement vers les :c po
sitifs et vers les a: négatifs. Nous rappelons la définition nnathématiciue de cette
accélération

F(z) = (—i)F0,
(i—1)L

<
<

(4.1)

Elle génère (ri — 1) couches de cisaillememit. Dans la suite, le nombre de couches

36
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cisaillées est fixé à T ce qui correspond à n 8. La figure 4.1 montre le profil
vertical de l’accélération ainsi que celui de la composante horizontale de vitesse
à l’instant t 1.

1.5

0.5

0

-0 5

—1

-1.5
0.2 0.4 0.5 0,5

Fjo. 4.2 — Superposition de la composante de vitesse Vu; engendrée par le ibrçage et
d’une forme analyticue U en tangente hyperbolique clans les couches de cisaillement et
constar’rte entre ces couches.

Avec le temps, le cisaillement de vitesse s’amplifie jusqu’au moment où l’in
stabilité de Kelvin-Helmholtz peut se déclencher. Nous avons commencé par
étudier l’évolution non-linéaire de l’écoulement en l’absence de stratification. Nous
sommes arrivés à la conclusion que, dans ce cas, le forçage employé ne permet
pas d’accéder à des valeurs élevées de l’anisotropie. En effet, la clestabilisation des
cot.mches de cisaillement fait apparaître des mouvements verticaux qui provoquent
liii transport vertical de la quantité de mouvement horizontale. Ce transport en
trame une diminution du cisaillement entre les couches et tendl à modifier leur
position qui n’est plus cri phase avec celle du fhrçage. Cet effet est illustré sur la
figure 4.3 avec le profil de l’accélération superposé à celui de la moyenne horizon
tale de la composante de vitesse v1. Suite ati mélange des couches de cisaillement,
l’anisotropie n’augmente ciue très faiblement avec l’amplitude dii forçage. Elle

F —

c

FIG. 4.1 — Superposition de l’accélération F et de la composante de vitesse v.

1.5

U
1 ri i’

‘ 1’

J Li ùflJ
0.2 0.4 0.6 0.8
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reste de l’ordre de 1.

En revanche, la stratification stable des écoulements permet. d’obtenir avec ce

forçage des écoulements turbuleHts cisaillés avec une anisotropie élevée (jusciu’à
30).

10
Re 2000 et Ri O

F
0.2
$

5 16

1zr__
-5

0.2 0,4 66 0.8 1
z

FIG. 4.3 — Superposition de l’accélération et des profils verticaux de la vitesse horizon
tale moyenne < v. >r à trois instants t 0.2, 8, 16 clans le cas non—stratifié Ri 0.

En pratidlue. nous avons procédé tic la manière suivante. La condition initiale
est un écoulement horizontal tic vitesse proportionnelle à la vitesse c montrée
sur la figure 4 1 et tel que le nombre de Richarcison de gradient au centre de
la couche tic cisaillement est égal à 1/1. Nous avons choisi cette valeur car elle
correspond au seuil d’instabilité de l’instabilité de Kelvin—Helmholtz. L’approche
linéaire développée pour trouver ce critère d’instabilité est rappelée à l’annexe
A. Pour cette analyse, rions nous sommes placés diaIls le cas où le cisaillement
est caractérisé par une fonction en tangente hyperbolique. Ceci est justifié par la
figure 4.2 où le profil de vitesse engendré par le forçage est comparé à une forme
analytique ciéfinie par une fonction en tangente hyperbolique clans les couches tic
cisaillement et constante entre ces couches.

Pour démarrer l’instabilité, de petites perturbations de vitesse sont ajoutées à
l’écoulement. Pour toutes les simulations, elles sont bimodales, de nombres d’oncle

16 et k 32, d’amplitude 0.1 et de divergence nulle. La perturbation tic

température est égale à zéro. La figure 1.1 représente la composante de vitesse
v après une centaine d’itérations pour deux valeurs tin nombre tle Richarclson,

100 et Ri = 500. L’instabilité tic FeÏvin—I—IelmhoÏtz rie s’est pas encore
développée. Celle-ci se maiifeste enfin à partir de l’iistaiit t 1 et nous laissons
évoluer l’écoulenient jusqu’à ce que 1 anisot.ropie atteigne un état statistiquement
stationnaire.

L’anisotropie est tléfinie à partir du rapport entre les moyennes quadraticues tics
composantes de vitesse
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4
Rz — 100

3 Ri500

FIG. 4.4 Composantes de vitesse v: pour Ri = 100 et Ri = 500.

A
/<_u2 >

(4.2)
< e >

La notation <> représente toujours la moyenne spatiale clans les cieux clirec
tions, mais en éliminant les couches limites qui se forment au bord supérieur et au
bord inférieur du domaine. Les figures 4.5 montrent l’évolution de l’anisotropie
en fonction du temps pour différentes stratifications initiales (cf. le tableau 4.1).

Quelle que soit le degré de stratification considéré, lanisotropie passe par un
mmimum, puis croît et tend vers une évolution quasi—stationnaire d’autant plus
rapidement que la stratification est élevée. La valeur de la limite asymptotique
augmente de manière monotone avec le nombre de Richarcison et est comprise
entre 2 et 30.

L’écoulement ainsi obtenu est clone homogène horizontalement, mhomogène
verticalement et statistiquement stationnaire. Cest clans ces écoulements que
le traceur sera Uché et que sera étudié son transport vertical. En attendant,
nous allons présenter le domaine de paramètres explorés. Ils se divisent en deux
catégories, les paramètres physiques et les paramètres numériques et constituent
les données initiales des simulations. Ensuite, nous décrirons un peu plus en
détail les écoulements en analysant les spectres d’énergie et de fluctuations de
température ainsi ciue les cartes de vorticité.

Paramètres physiques

Les paramètres physicues sont les nombres sans ciimensioii figurant claris le
système cl’éciuations 3.8. Le nombre de Reynolcis s’assimile à l’inverse de la vis
cosité cinématiclue, le nombre de Richarclson au carré de la fréciuence de Brunt
\ïiiisiilii et les ionibres de Péclet de la température et du traceur respectivement
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100

10

10 2 4 6 8 10 12 14 16

FIn. 4.5 Représentation de l’anisotropie en foiictiori dti temps pour l’ensemble des
simulations du tableau 4.1.

à l’inverse de la cliffusivité thermique et moléculaire. Multipliés aux échelles de
longueur et de vitesse que nous allons choisir, ils constitueront les ilombres salis

dimension caractérisant l’écoulement et le traceur.

D’une simulation à l’autre, les valeurs des nombres de Péclet de la température
et du traceur restent constantes Pc 1 et Pec 5000. Les paramètres phy
siques qui varient sont le nombre de Reynolds et le nombre de Richardson. Parmi
l’ensemble des simulations réalisées, nous avons retenu une dizaine seulement
pour montrer clairement l’effet progressif de la stratification sur mi écoulement
(lui a développé le maximum de turbulence permis par la résolutioii numérique.
Les paramètres physiques de ces simulations sont résumés dans le tableau 4.1.

Nom. Siml Sim2 Sirn3 Sim4 SimS SirnG SimZ Sim$ Sim9 SirrilO
de simul.

Re 4050 5000 5000 5050 5050 5100 5150 5200 5400 5555
Ri 100 200 250 300 400 500 700 1000 1500 2000

iniuIatio’n U —

Simulation 7
b Simulation 8
h. Simulation 9
niiltioii10

TAn. 4.1 — Nombres physiques des simulations choisies.
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D’après les valeurs du tableau 4.1, le nombre de Pranciti défini comme le
rapport entre le nombre de Péclet et le nombre de Reynolcls conserve une valeur
proche de 2 x 1O’. Le nombre de Schmidt égal au rapport entre le nombre de
Péclet du traceur et le nombre de Reynolcls vaut 1.

Paramètres numériques

Les paramètres numériques sont destinés à l’algorithme de résolution. Le pas

de temps At est fixé à 2 z 1O_1. Le nombre de points de grille clans la direction
verticale est égal à N = 256. Pour un rapport d’aspect de 6, une grille de 6 z 2562

mailles carrées recouvre le domaine de l’écoulement. Dans l’espace spectral, les

modes varient entre O et krna 256, ce qui donne une échelle de dissipation

11 4 z iO égale à la taille de la maille.

Maintenant, nous allons décrire un peu plus en détail les écoulements simulés.

4.2 Description de l’écoulement

Les champs calculés comprennent les deux composantes de vitesse, v, et v,

et la fluctuation de température 8. Nous alloils montrer des profils de ces ciiaiïips
moyennés horizontalement la distribution biclimensionnelle de la composante
de vorticité, w, et les spectres clans l’espace de Fourier. Nous commenterons
également l’évolution des nombres sans dimension caractérisant l’écoulement.

4.2.1 Profils moyens et isocontours de vorticité

Les figures 4.6 présentent le profil vertical de la moyenne horizontale de la
composante de vitesse v à trois instants pour les simulations 1 et $ du tableau
4.1. Contrairement au cas non stratifié, il apparaît que la disposition des couches
de cisaillemient telle dlu’imposée par le forçage est bien conservée. Des couches
limites se forment au bord inférieure et au bord supérieure et leur épaisseur climi—

nue légèrement pour un nombre de Ridharcïson croissant. Par ailleurs, du fait du

faible nombre de Péclet, les fluctuations de température ont une amplitude très

faible et la stratification moyenne reste essentiellement inchangée par le transport

turbulent de chaleur. Cette situation pourrait être représentative des zones radia

tives d’étoiles puisdlue la cliffusivité thermique dl’origille racliative y est très élevée

et que l’héliosismologie ne détecte pas de modificatioll de la structure thermique
directement imputable au flux de chaleur turbulent dans la zone racliative. Fina
lement, nous remarquons que la moyeflne globale de v qui est réalisée clans les

deux directions, croît très légèrement au cours de la simulation avec ripe variation

inférieure à O.ZmYd. Les moyennes globales de la composante de vitesse v et de la

fluctuation de température & restent nulles.
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Fio. 4.6 — Profils de la quantité <v > en fonction de z pour deux nombres de
fflchardson différents (Ri = 100 en haut et Ri = 1000 en bas) et pour trois instants
t=0.2,8et 16.

Les isocontours 4.17 et 4.18 de la vorticité w visualisent son évolution dans
un cas faiblement stratifié (simulation 1) et dans un cas fortement stratifié (simu
lation 8). Dans les deux cas, la vorticité se concentre sous la forme de vortex qui
sont de plus en plus étirés dans la direction horizontale à mesure que la stratifica
tion augmente [57]. Dans le cas peu stratifié, les vortex sont suffisamment étendus
verticalement pour que des interactions aient lieu entre vortex appartenant à des
couches de cisaillement adjacentes. Dans le cas fortement stratifié, l’extension ver
ticale des vortex est tellement faible qu’une zone d’interface d’aspect laminaire
apparaît très clairement entre les couches de cisaillement. Nous reviendrons sur
cette propriété dans la suite mais elle permet déjà de comprendre pourquoi à la
figure 4.6, la disposition des couches de cisaillement évolue peu à fort nombre de
ffichardson.
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4.2.2 Distribution de l’énergie dans le domaine spectral

La distribution de l’énergie cinéticlue claris le domaine spectral, c’est à dire la
fraction d’énergie se trouvant dans la bande spectrale [k — , k + ], est donnée
par le spectre E(k) défini par

+
=

E(k)dk (4.3)

où v — < v > est la fluctuation de vitesse horizontale et v — < v >.,

celle de vitesse verticale. Les spectres, E(k) et E(k), et celui des fluctuations
de température E0(k), adoptent la même définition.

Au §2.1.1, nous avons rappelé que pour une turbulence biclirnensionnelle ho

mogène et isotrope, le spectre en énergie de l’écoulement suit une loi de puissance

FIG. 4.7 — Profils des cluaritité < v’ > et < v > en fonction du temps pour les
siuiulations 1 et $ du tableau 4.1.
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H

en k—3 clans la zone inertielle du spectre. Si la turbulence est maintemie sta
tionnaire sous l’action d’un forçage, une cascade iiwerse cl’éiiergie vers les petits

nombres d’oncle se forme avec un spectre en k—5x3. Elle rejoillt le spectre en k3
aux pins faibles nombres d’oncle.

Les figures 4.11, 4.12 et 4.13 montrent les spectres cii énergie pour les sirnu
lations 1 et $ aux instants t $ et t 16. La zoiie iiïertielle commence à partir
du nombre d’oncle k 10 et suit une loi de puissance en k’ pour les cieux si
mulations. Pour k < 10, il n’y a pas de cascade inverse d’énergie. Le spectre en
k3 est identifiable et se développe plus tardivement à faible nombre de Richard
son. Les écoulements que nous avons simulés peuvent effectivement être qualifiés
d’écoulements turbulents clans la mesure où ils possèdent des spectres à large
bande inertielle à l’intérieur de laciuelle se forment toutes les échelles turl)ulelltes
de l’écoulement [32]. La loi de puissance en k’ se différencie clairement du cas
homogène et isotrope et a déjà été observée dans des sinnilations numériclues
d’une couche de cisaillement biclimensionnelle et non stratifiée [32] (page 253).

FIG. 4.8 — Profils des quantités < v >T et < v’ > en fonction de z à l’instant
t = 8 pour les simulations 1 et $ du tableau 4.1.

Les spectres des fluctuations de température représentés sur les figures 4.9
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FIG. 4.9 — Spectres en énergie des fluctuations de température aux instants t $ et

t 16 pour la simulation 1 eu liant et la simulation 8 en bas.

suivent un loi de puissance en k—8. Comme le nombre de Prancltl cmi est égal à
2 x lO_zi est très petit, la majeure partie des échelles de température se trouve
dans un domaine dit ‘inertiel—diffusif” où le transfert non linéaire domine pOul

les vitesses et la diffusion moléculaire contrôle les fluctuations de température.

Comme indiqué au §2.1.2, Batchelor al.[3] ont supposé ciue l’approximation
Quasi-Normal devait être vérifiée clans ce cas ce dmui permet d’exprimer le spectre

des fluctuations de temnpérature en fonction du spectre d’énergie

E0(k) Eoïi3k4E(k) (4.4)

Puisque clans nos simulations E(k) k. nous en déduisons E0(k) k.
Cette théorie est donc en très bon accord avec les résultats de nos simulations.
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4.2.3 Evolution des nombres sans dimension Re, R,, F’t et Pe

Durant la simulation, le développement dc la turbulence se mesure avec le
nombre de Reynolcis turbulent défini à partir des échelles caractéristiciucs tic
longueur, t, et dc vitesse, ‘u, de l’écoulement : Re = . Le nombre de Péclet

turbulent,. qui compare les transports tic la chaleur par acivection et par diffusion,

est défini dc la même manière Pe

L’échelle intégrale t se calcule dans l’espace spectral en fonction de l’énergie

cinétique totale

—

(E(k)/k)ctk
(4 5)

— 2 Jxr E(k)dk

L’échelle de vitesse se détermine dans l’espace physique en fonction des fluc

tuations tics composantes de vitesse

= v >2 + < e >2 (1.6)

ou bien dans l’espace spectral à partil de l’énergie cinétique totale

=

E(k)dk (4.7)

Conime la turbulence dc iécoulement est consécutive au développement de
l’iiistabilité de Relvin—Hclmholtz, nous calculons le nombre tic Richarcison tic

gradient

2 (18)
(<‘>)

où N est la fréquence tic Brunt—Viiisèlii. Nous estimons l’cflbt tic la stratification

stable avec le nombre dc fronde Er .1L. Plus il est faible, plus l’cflèt tic la

stratification est important. Les figures 4.14, 4.16 et 4.10 montrent l’évolution
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de Reg, de Pe et de Fr en fonction du temps. A partir de l’instant t = 2, Re
se maintient entre les valeurs 100 et 200, Pet entre 0.02 et 0.04 et Fr entre
0.4 et 2. Les écoulements simulés développent une turbulence du même ordre et
les fluctuations de température restent dominées par la diffusion moléculaire. Le
nombre de Froude tend vers une limite asymptotique qui décroît jusqu’à la valeur
0.4 quand la stratification augmente. Pour les simulations les plus stratifiées 9
et 10, 11 se met tardivement à croître au delà de la valeur 0.6. Sur la figure
4.15 est tracée la valeur moyenne de Ri,. calculée à l’intérieur de trois couches
de cisaillement, celle située au centre de l’écoulement et une couche de part et
d’autre. La valeur de Ri, à l’intérieur de chacune des couches est déterminée sur
une demi-hauteur centrée. Le nombre de fflchardwn de gradient consente une
valeur moyenne inférieure ou égale à 0.1 en accord avec le critère d’instabilité de
Kelvffl-Helmholtz.

L’étude de ces nombres sans dimension nous donne l’occasion de faire un lien
avec la prescription sur le transport turbulent proposée par Zahn (voir équation
1.4). En effet, cette prescription suppose que le produit entre le nombre de Péclet
turbulent et le nombre de Richardson de gradient reste constant et de l’ordre de
l’unité pour des écoulements cisaillés stratifiés de façon stable lorque le nombre
de Péelet turbulent est très petit devant l’unité. Dans nos simulations, il est
proche de 2 x 10_2. Les évolutions de Ri, et de Pe en fonction du temps et pour
différentes stratifications initiales montrent effectivement que le produit Ri,Pe1
est à peu près constant en régime stationnaire, mais de l’ordre de 2 x i0. II est
possible que cette valeur soit effectivement égale à l’unité pour des simulations
numériques tridimensionnelles.

Après avoir présenté en détail les écoulements, nous allons maintenant étudier
le transport vertical du traceur qui est lâché dans ces écoulements turbulents.
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FIG. 4.10 — Nombre de Froude eu fonction du tenips pour l’ensemble des siniulations

du tableau 4.1.



FIG. 4.11 — Spectres en énergie des fluctuations de la vitesse totale aux instants t 8
et t = 16 pour la simulation 1 à gauche et la simulation 8 à droite.
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FIG. 4.12 - Spectres en énergie des fluctuations de la composante v

et = 16 pour la simulation 1 à gaudie et la simulation 8 à droite.
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FIG. 4.13 — Spectres en énergie des fluctuations de la composante v aux instants t = $

et t = 16 Iour la simulation 1 à gauche et la simulation $ à droite.
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Simulation 2 Simnlation 7

1000 Simulation 3 1000 Simulation S
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____

FIG. 4.14 — Nombre de Reyuolds turbulent en fouction du temps pour l’ensemble des
simulations du tableau 4.1.
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FIG. 4.15 Nmnbre de Richarcisou de gradient en fonction du temps pour l’ensemble
des simulations du tablean 4.1.
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FIG. -1.16 — Nombre de Péclet turbulent en fonction du temps pour Fensemble des
simulations du tablean 4.1.
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4.3 Transport vertical du traceur : Analyse et résultats

L’un des objectifs de notre étude est de trouver un relation entre le coeffi
cient de diffusion du traceur et l’arnsotropie de l’écoulement. Avant de définir le
coefficient de diffusion, nous allons présenter l’évolution du traceur comme nous
l’avons précédemmellt fait pour l’écoulement.

Le traceur est introduit dans l’écoulement dès que l’anisotropie a un compor

tement quasi-stationnaire et que le nombre de Reyllolds turbulent est supérieur à

120. L’instant où il est lâché dans l’écoulement est pris comme nouvelle
origine du temps. Les figures 4.21 montrent l’évolution du nombre de Péclet
turbulent du traceur qui est défini en fonction des échelles t et u introduites au
§4.2.3 et de la diffusivité moléculaire Pec,

1000
imuÏation 1
Simulation 2
Siniulation 3
Simulation 4
Simulation 5

100

0 1 2345 6 7 8 9

wuu
imutation 6
Simulation Z
Simulation 8
Simulation 9

Simulation 10

u
çj

100

0 1 2 3 45 6 7 8

Flo. 4.21 — Nombre de Péclet turbulent du traceur en fonction du temps pour l’ensemble

des simulations du tableau 4.1.

Il se situe entre les valeurs $0 et 250 et varie peu au cours du temps sauf pour
les simulations les plus stratifiées $, 9 et 10. Avec ces valeurs de Pec, la diffusion
turbulente du traceur domine la diffusion moléculaire.

Comme l’indique la figure 4.22, le profil initial du traceur est Gaussien. Il
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est centré en z0 = 1/2 et son écart-type est égal à 0.1. Le traceur est advecté
par le flot turbulent et forme une couche de mélange qui s’élargit au cours du
temps. La simulation est stoppée avant que cette couche de mélange n’atteigne
les couches limites de l’écoulement. La figure 4.23 montre l’évolution de la largeur
de la couche de mélange pour les simulations 1 et 10. Cette largeur est définie sur
l’intervalle de hauteur dans lequel se trouve 99.9% de la concentration de la masse
du traceur, la concentration ayant été préalablement moyennée dans la direction
horizontale. Nous constatons que pour la stratification la plus élevée, la largueur
n’augmente plus et même décroît légèrement ce que confirme également le profil
moyen du traceur représenté sur les figures 4.24. Le traceur commence à diffuser
dans les couches limites de la simulation la moins stratifiée à partir de l’instant
t = 8.8 qui est donc le temps d’arrêt de nos simulations.

FIG. 4.23 - Evolution de l’épaisseur de la couche de traceur pour les simulations 1 et
10.

Les isocontours du traceur 4.19 et 4.20 montrent que le traceur s’étend sur les
trois couches de cisaillement situées au centre de l’écoulement. Sa structure est
essentiellement ifiamentaire. Dans le cas peu stratifié, il est concentré en périphérie
des vortex de l’écoulement et dans le cas très stratifié, il borde les couches de

z

FIG. 4.22 - Profil initial du traceur.
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cisaillement.

A

V

A

V

Re r 4950 et Ri — 100

Le spectre du traceur est calculé de la même manière que les autres spectres à
partir des fluctuations de la concentration. D’après le §2.1.2, l’énergie du traceur
se comporte comme l’enstrophie de l’écoulement clans la zone inertielle. Sa loi
de puissance est proportionnelle à k2E(k), ce qui donne : E(k) 2 pour

E(k) o k’. Les spectres des figures 4.25 montrent que la loi de puissance en k2
est compatible avec les résultats numériques pour les modes inertiels 10 < k < 70.

Nous terminons cette présentation du traceur par un tableau récapitulant
les nombres pliysicues, les nombres sans dimension introduits pour caractériser
l’écoulement et le traceur, et l’anisotropie. Les nombres sans diiïiension et l’ani
sotropie sont moyennés sur l’intervalle de temps [2.4, 8.8] cpie nous justifierons
ultérieurement

Sur cet illtervalle de temps, nous remarquons que les valeurs moyennes du
nombre de Reynoldls turbulent restent du même ordre de grandeur, comme celles
des nombres de Péclet turbulent, cpielle que soit la simulation. Notms observons
des fluctuations dues au produit iv qui a tendance à décroître pour les simulations
intermédiaires. Comme attendu, les valeurs moyennes du nombre de froude et du

FIG. 4.24 — Profils de la quantité < C > en fonction de z.
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FIG. 4.25 — Spectres des fluctuations du traceur aux instants t = 4.4

simulation 1 en haut et la simulation 8 en bas.

et t = 8.8 pour la

Num. Simi Sim2 Sim3 Siml Sim5 Sim6 Sim7 SirnS Sim9 SimlO
de simul.

Re 4950 5000 5000 5050 5050 5100 5150 5200 5400 5555
Ri 100 200 250 300 400 500 700 1000 1500 2000

< Re >t 153.45 145 130 126.25 141.1 122.4 154.5 114.4 167.4 200

< -fi > 0.17 0.07 0.068 0.06 0.04 0.047 0.046 0.063 0.09 0.1

< Fr > 1.43 1.06 0.9 0.8 0.79 0.67 0.65 0.47 0.5 0.5

< Pet >. 0.031 0.029 0.026 0.025 0.02$ 0.024 0.03 0.022 0.031 0036
< Pec’ >, 155 145 130 125 140 120 150 110 155 180

< A >t 2.79 5.12 5.79 7.1.5 8_33 10.54 14.07 18.76 25.14 31.14

TAn. 4.2 — Nombres physiques et valeurs rnoyeures des nombres sans dimension et de

Faimisotropic pour toutes les siniulations du tableau 4.1. La notation <> représente

toujours la moyenne temporelle sur un intervalle de tenips de durée 6.4.

nombre de Richarclson de gradient diminuent quand la stratification augmente.

Mais quand cette dernière devient importante, elles s’arrêtent de décroître comme
si la stratification et le cisaillement perdaient de leur efficacité. Il se produit un

changement de régime qui sera également observé ciuand nous représenterons le

k
t — 4.4
t = 8.8

k
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coefficient de diffusion du traceur en fbrction de l’anisotropie au §1.3.2.

Cette secoilde partie du chapitre se poursuit maintenant avec la présentation
des métirocles utilisées pour calculer le coefficient de diffusion du traceur.

4.3.1 Méthodes de calcul du coefficient de diffusion du traceur

Nous allons introduire les méthodes de calcul des coefficients de diffusion
clétermmés à partir du champ scalaire clti traceur et des particules Lagrangienries.

Champ scalaire

Le coefficient de diffusion turbulente du traceur est défini comme le rapport
entre son flux vertical et son gradient vertical

D(z, t)
—

(4.9)

où le flux est calculé à partir des fluctuations de la composailte verticale de
vitesse. L’évolution du flux vertical tlu traceur est représentée sur les figures 4.27
pour les simulatiolls 1 et 8. Jusqu’à l’instant t 2, le profil dlu flux comporte en
général deux pics bien localisés dans la couche de mélange. Il devient ensuite très
irrégulier. Le profil vertical du coefficient de diffusion Dt(z, t) est représenté sur
les figures 4.26 à l’iiïstant t 4.4 pour les simulations 1 et 8. Ce coefficient n’est
clairement pas constant, ce qui n’est pas étonnant pour un écoulement turbulent.
Néanmoins. puisque nous voulons quantifier l’efficacité du transport dans ces
écoulements, nous avons cherché une procédure pour déterminer un coefficient de
diffusion moyen. Dans ce cadre, il faut noter qu’à l’intérieur des couches cisaillées,
le gradient vertical du traceur peut s’annuller sans que le flux soit également nul,
ce qui donne localemellt des illflhlis numériques de D,(z, t) qui sont clairement
visibles sur les figures 4.26. Cette propriété doit être prise en compte pour définir
une méthode de calcul du coefficient de diffusion moyen.

Nous avons d’abord essayé de moyenner le coefficient de diffusion dans des
intervalles situés entre les infinis numériclues. La largeur de ces intervalles est
fixée en se donnant une valeur minimum du gradient vertical du traceur < DC >,
en dessous de laquelle les valeurs de Dt(z, t) sont écartées. Mais en faisant varier
cette valeur minimum nous avons constaté ciue les valeurs moyennes du coefficient
de diffusioll changent de façon monotone. De plus, la dépendance du coefficient
de diffusion avec la stratification est également très sensible à ce paramètre.

Nous avons alors cherché à déterminer la relation entre le flux et le gradient
vertical moyen du traceur sous la forme < v’ x C > = ,f(< C >7), plutôt
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que d’essayer de calculer directement des moyennes du coefficient de diffusion.
La figure 4.28 montre cette relation lorsque sont considérées toutes les valeurs
du gradient vertical moyen et du flux prises à chaque altitude à l’iimtérieur de la
couche de mélange et dans l’intervalle de temps compris entre les instants t = 2.4
et t 8.8. Pour obtenir une relation moyenne nous avons ordonné et groupé les
valeurs de < dC >, puis nOus avons calculé les valeurs moyennes de < 8.C >
et de < v’ x C > clans chacun de ces groupes. Les figures 4.29 représentent
cette relation moyenne pour toutes les simulations clans le cas où les valeurs sont

moyennées par groupe de 1500.

Nous remarquons immédiatement que la relation < v z C > = f(< 6C >)
n’est pas strictement linéaire et qu’elle présente une très forte variation au voi

sinage de l’origine. Ceci permet de comprendre la difficulté rencontrée lors des

moyennes effectuées directement sur D(z, t). En effet, en toute première approxi

mation, la relation < v’ z C > = •f(< 8C >) peut être modélisée par deux
fonctions linéaires avec une discontinuité en zéro
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Flo. 4.26 Profils du coefficient de diffusion en fonction de z à l’instant t 4.4.
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FIG. 4.27 — Profils du flux du traceur cii fonction de z à plusieurs instants.

f <v’ZxC>Xa<3C>T+b, si <DC> est positif

I’ (4.10)
<v’xC>1=a<3C>—b, si <3C> est négatif

Nous constatons alors que le coefficient de diffusion défini comme la pente $

u + b/< 3C >T dépend de façon sensible de la valeur minimale choisie pour le
gradient vertical moyen. Pour éliminer cette contrainte, nous allons déterminer
an coefficient de diffusion moyen en calculant la pente moyenne de la relation
< v’ x C >. f’(< 6.C >). Etant cloané ciue les courbes des figures 4.29 sont

approximativement symétriques par rapport à l’origine, le coefficient de diffusion
moyen est défini conirne le rapport entre les valeurs moyennes des valeurs absolues
du flux moyeu et du gradient vertical moyen du traceur

— < < v’ x C > >ct
t

— < < 0zC >x >ct

Re = 5200 et Ri 1000

(4.11)
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où la moyenne est réalisée sur toutes les valeurs du flux et du gradient vertical
moyen localisées clans la couche de mélange et clans l’intervalle de temps [2.4, 8.8].
Précisons aussi que l’intervalle de temps utilisé pour le calcul des coefficients de
diffusion débute après ciue le traceur ait évolué sur’ plusieurs temps de retourne
ment Ï/v, où les échelles caractéristiclues 1 et u sont définies au §4.2.3. En effet,

l’instant t 2.4 correspond déjà à une cinquantaine de temps de retournement
1/v. De pins, il faut également noter que la moyenne temporelle est effectuée sur
une durée égale à 6.4 clui représente environ 120 temps de retournement. En uti
lisant la définition 4.11, nous avons obtenu mie valeur du coefficient de diffusion
turbulente pour chaque simulation du tableau 4.2.

Les particules Lagrarigienries

Les particules Lagrangiennes sont iiitiallement positionnées aux points de

grille et la moyenne n’est effectuée que sur celles situées e dehors des couches
limites ce clui représente 37894 particules. Les figures 4.30 montrent l’évolution

du déplacement vertical moyen : < (z — zo)2 >1/2 en fbnction du temps pour
toutes les simulations du tableau 4.2. Le coefficient de diffusion Lagrangien, tel
cjlie défini au chapitre 2

2id< (z—zo) >

dt
(4.12)

Sinu1aboii 4
004

A

D 002

X

- o
V

-002

-004

FIG. 4.28 — Représentation de toutes les valeurs du flux moyen du traceur en fonction
de son gradient vertical moyen pour la simulation 4.
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<ac >

20 40

est calculé à partir de ces courbes, puis moyellné sur l’intervalle de temps [1.6, 8].
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Les particules Lagrangiennes ne sont pas introduites clans l’écoulement en même

temps que le traceur, mais plus farci à l’mstallt t 0.8 pour optimiser la durée de
la simulation. L’intervalle de temps [1.6, 8] correspond à celui choisi pour calculer
le coefficient de diffusion turbulente V.

4.3.2 Relation entre le coefficient de diffusion du traceur et l’aniso
tropie

Comme nous l’avons déjà annoncé, cette étude fait suite aux travaux de
Vincent al. [66j que nous rappelons brièvement. Dans leurs écoulements, le
champ de vitesse n’est pas solution des équations de Navier-$tokes, mais c’est un
champ aléatoire Gaussien. Son spectre est la somme d’un spectre de Kolmogo
rov en k—53 et d’un spectre en k3 représentant la turbulence bidimensionnelle.
En modifiant la contribution de la seconde composante du spectre, l’anisotropie
peut prendre des valeurs supérieures à 1. Avec ce champ de vitesse, ils résolvent

l’éciuation de transport du traceur et définissent un coefficient de diffusion turbu—

lente qui est divisé par le produit des échelles de longueur et de vitesse déterminées

Simiujiation 1
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Simulation 3 -
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Fia. 4.29 — Représentation du flux moyen du traceur en fonction de son gradient vertical

moyen pour l’ensemble des simulations du tableau 4.1.
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FIG. 4.30 — Déplacement vertical moyeu des particules Lagrangiennes en fonction du

temps pour l’ensemble des simulations du tableau 4.2 sur la figure du haut et pour les
simulations les pius stratifiées sur la figure du bas.

à paitil du spectre vertical. Ils comparent leur coefficient de diffusion à celui cpu

serait calculé à partir du modèle de longueur de mélange. Ils constat eut ciue le rap
port entre le coefficient de diffusion turbulente et le produit des échelles verticales

de longueur et de vitesse est relié à l’anisotropie par une loi de puissance cl’ex

posant -1. Ils montrent ainsi ciue poui un spectre vertical doililé de l’écoulement
turbulent. le transport vertical du traceur peut être réduit en augmentant la
turbulence horizontale. En particulier, en l’absence de turbulence horizontale,

l’a;iisotropie est égale à I et le coefficient de diffusion turbulente s’identifie au

produit des échelles verticales de longueur et de vitesse.

Nos échelles caractéristiclues sont calculées clans l’espace physiciue. L’échelle
de vitesse V est égale à la racine de la moyenne quadraticiue des fluctuations de

la composante de vitesse v. L’échelle de longueur £ est une échelle intégrale clui
est définie de manière à éliminer les effets de symétrie
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V(t) = < v’2

(t)
(zm1/2) jr2 (zi, t)dzi, (4.13)

avec £(zi, t)
= <u,2>

1_1 < e’(zi)e’(zi + z2) >dz2

Pour alléger l’écriture, nous avons omis la dépendance en temps clans certains
membres de droite. La moyenne verticale est toujours calculée en éliminant les
zones de l’écoulement où se développent les couches limites. Néanmoins, pour le

coefficient de diffusion Lagrangien, la borne ZrflfLx du domaine sur lequel est réalisé
la moyenne est une constante. Pour le coefficient de diffusion turbulente, la borne
.rrnax est égale à la boriie supérieure de la couche de mélange du traceur et varie
au cours du temps. Ces cieux manières de calculer la moyenne verticale modifient
légèrement les valeurs de l’échelle verticale de vitesse à faible stratification, mais
n’affectent pas celles de l’échelle verticale de longueur comme le montrent les fi—
gures 4.31. Sur les figures 4.32 et 4.33, nous avons représenté les deux échelles
caractéristiques, et V.. en fonction du temps et nous remarquons que leur
évolution reste statistiquement stationnaire. La chminution de l’échelle verticale
de vitesse quand la stratification augmente est graduelle tandis que l’échelle verti
cale de longueur décroît seulement à partir de la simulation 8. Pour les simulations
allant de 1 à 7, nous remarquons que C a une valeur très proche de celle de la
demi-hauteur des couches de cisaillement, soit 0.07.

Les coefficients de diffusioll turbulente et Lagrangien sont maintenant divisés
par leur produit (V) respectif, préalablement moyenné sur l’intervalle temporel
[2.4, 8.8]. Les rapports sont tracés cii fonction de l’anisotropie moyenne sur la
figure 4.34. Pour le coefficient de diffusion Lagrangien, les valeurs de l’amisotropie
moyenne proviennent du tableau 4.2. Pour le coefficient de diffusion turbulente,
elles sont calculées en moyennant verticalement sur l’épaisseur de la couche de
mélange du traceur. Elles restent très proches de celles présentes clans le tableau
4.2 sauf pour le cas le moins stratifié ce que confirme la figure 4.34.

Nous achevons ce chapitre avec l’interprétation des résultats.

4.3.3 Interprétation des résultats

Nous remarciuons sur la figure 4.34 ciue l’évolution est similaire pour les
deux coefficients de diffusion et que deux régimes apparaissent. Les rapports,
V/< 2V > et DL/< >, sont inférieures à l’unité. Pour des anisotropies
moyennes inférieures ou égales à 10, ils diminuent ciuancl l’anisotropie moyenne
augmente. Dès que < A > > 10, ils se mettent à croître.
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FIG. 4.31 — Echelles verticales de vitesse et de longueur pour les cieux versions de

moyenne verticale et pour la simulation la moins stratifiée.

Vincent al. [66] trouvent ciue leur rapport DT/(iv) est proportionnel à
1/A pour A > 3. Dans notre étude, comme le coefficient de diffusion turbu
lente est proche par sa définition de celui de Vincent & al., nous avons cherché
une dépendance en 1/A du rapport V/< >. Cette démarche ne peut pas
également être menée avec le coefficient de diffusion Lagrangien. En effet, sa
définition est différente de celle du coefficient V. Il ne tient pas coiïipte de la dif

fusion atomiclue du traceur ce qui pourrait expliquer l’écart observé entre les cieux
rapports sur la figure 4.34. Durant le premier régime, pour 5 < < A > < 14, le

rapport VL/< ZVZ > peut être approximé par une loi de puissance et la valeur
de l’exposant ç que nous obtenons est égale à 0.76, valeur cmi est inférieure à celle
de Vincent & al.. Pour des anisotropies moyennes inférieures à 5, la figure 4.34
montre ciue les cieux rapports semblent tendre vers la valeur 1 pour une anisotro
pie de i, mais le manque (le simulations clans cette zone cl’anisotropies ne permet
pas de conclure pour le moment.

Nous remarquons que sur l’intervalle cl’anisotropies 5 < < A >t < 11, la cli—
mninution du ftux vertical < < v’ x C > est plus importante que elle des
fluctuations de vitesse verticale < V > comme l’indique la figure 4.35. Vincent
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FIG. 4.32 — Représentation de léchelle verticale de longueur pour Fensemble des

simulations du tableau 4.1 dans le cas Z,ntt.r constant.

& al. [66] interprètent la réduction du transport vertical par une diminution des
fluctuations du traceur due a une forte turbulence horizontale. Ici, la même in

terprétation est possible puisque le transport horizontal est très supérieur au

transport vertical mais la nature de ce transport est différente. En effet, dans

l’écoulement synthétique de Vincent al. [66], la forte anisotropie est due à des

fluctuations de vitesses alors que clans nos simulations, c’est le cisaillement de

la vitesse horizontale moyenne qui assure la forte amsotropie. Lautre explication

envisageable à la réduction du transport vertical est que les fluctuations verticales

du traceur ne peuvent pas se développer en présence d’une forte anisotropie des

vitesses Supposons que l’écoulement présente des alignements de vortex à peu
près semblables et permanents. Si en effet la vitesse verticale reste cohérente sur

une échelle horizontale donnée et que la vitesse horizontale peut être augmentée

sans modifier cette échelle de corrélation et sans créer un mouvement d’ensemble

de ces structures, le temps passé dans la structure cohérente diminue quand la
vitesse horizontale augmente. Le temps de corrélation Lagrangien diminue en
conséquence et donc le transport vertical. Cette idée a par exemple été forma

lisée par Horntrop et Majda [25] dans le cas très simple d’une vitesse horizontale
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uniforme associée à un champ de vitesse verticale statistiquement stationnaire
et Gaussien, ne dépendant que de la coordonnée horizontale. Ils trouvent ciue le

transport vertical décroît comme 1/A. Dans nos simtilatioirs, les vortex sont main

tenus pratiquement immobiles grâce aux amplitudes s métriclues de l’accélération

F, alors que le cisaillement de vitesse augmente avec la stratification. De ce fait,
dans les couches situées entre les zones de fort cisaillenient où l’anisotropie est
importante, l’efibt décrit par I-Iorntrop et Majda [25] pourrait avoir lieu.

Dans ce premier régime, la réclnctioii du transport vertical peut être ana

lysée en fonction de la stratification. Un coefficient de diffusion proportioïinel

à < V. >/N a par exemple été proposé [55] clans la littérature. La figure 4.36
représentant VN/ < V > en flIction de l’anisotropie montre bien un plateau

clans le domaine cl’anisotropie 5 < < \. >, < 14, et il est possible d’établir sim—
plemeut un lien entre le coefficient. de diffusion turbulente et l’anisotropie. En
effet. nous avons vu que le nombre de Richarclson de gradient garde une valeur à
peu près constante dans ces simulations. Or, ce nombre peut. être approximé de

la manière suivante : Ri N262/\LT2, où 6 est la demi-hauteur de la couche

de cisaillement et U l’écart de vitesse sur cette demi—hauteur. ce cliii donne

‘Simulatio% 1
Simulation 2
Simulation 3
Simulation 1
Simulation 5

J 1 2 3 4 5 6 7 8

FIG. 1.33 — Représentation de l’échelle verticale de vitesse V pour l’ensemble des
simulations du tableau 4.1 dans le cas Zmax constant.
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FIG. 4.34 — Dépendance du coefficient de diffusion du traceur en fonction de l’arnsotropie
moyenne.

N AU/é. De plus, nous avons vu que < £ >t a une valeur très proche de é.
Donc, Fexpression V < V >/N, peut aussi s’écrire

_____

<vz>t
é< V > AU

(4.14)

Cette relation correspond bien à la dépendance en 1/À du coefficient de dif
fusion mentionnée précédemment.
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FIG. 4.35 — Flux en fonction de l’échelle verticale de vitesse moyennée sur l’intervalle

de temps [2.4,8.8].

Nous décrivons maintenant le deuxième régime de transport. Les rapports

V/< £V > et DL/< .ZVZ >, commencent à croître à partir de l’anisotropie

moyenne égale à 10. Dans ce régime, le flux vertical < v’, x C > s’arrête de
décroître et n’évolue prescue plus comme l’indiquent les figures 4.29, alors ciue
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Fio. 4.36 — Représentation de VN/< V > en fonction de l’anisotropie.

dans le même temps l’amsotropie moyenne augmente significativement. Nous en
cléclmsons que le transport vertical du traceur ne semble plus être dépendant

de l’anisotropie. Ce régime n’avait pas été observé par Vincent & al. [66] alors

ciue les anisotropies atteintes étaient bien supérieures à 10. Cette différence peut
avoir plusieurs origines, étant donné les clifftrences entre les deux types de si
mulation La climensionnalité des écoulements, le champ de vitesse solution ou
non des équations de Navier-Stokes, la présence d’un écoulement nioyen et d’une

stratification stable dans nos simulations. Nous verrons néanmoins par la suite

ciue l’absence de stratification stable est probablement la raison pour laquelle les
simulations de Vincent & al. [66] n’ont pas montré ce second régime.

Nous abordons maintenant l’interprétation du déplacement vertical moyen des

particules Lagrangiennes représenté en fonction du temps sur les figures 4.30. A

partir de l’instant t 1, le régime transitoire est terminé. Comme l’incliciue la

droite de pente y 0.5 représentant la diffusion normale, le déplacement ver

tical moyen des particules Lagrangiennes montre un comportement sous-diffusif

pour toutes les stratifications considérées. La croissance du déplacement vertical

moyen devient de plus en plus faible au fur et à mesure que la stratification aug

mente. La figure 4.30 du bas montre ciue pour les simulations les plus stratifiées,

le déplacement vertical moyen tend vers une évolution stationnaire en oscillant

autour d’une valeur moyenne qui varie peu en fonction de la stratification, ce

que confirment les valeurs du tableau 4.3 qui contient le déplacement vertical

moyen des particules Lagrangiennes moyenné sur l’intervalle temporel [1.6, 8]. Ce

phénomène d’arrêt de la dispersion verticale des particules est bien illustré par

l’évolution de la fonction de distribution des déplacements verticaux des parti

cules représentée sur la figure 1.37. Cette fonction de distribution est intiallement

un pic de Dirac. Si la dispersion verticale était cliffusive ce pic évoluerait vers une
Gaussienne. Mais ici, les fonctions de distribution ne sont pas Gaussiemnes et,

dlans les cas les plus stratifiés, l’élargissement initial des fonctions de distribution

s’arrête après cuelques dizaines de temps de retournement.
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Nous avons trouvé que ce comportement avait déjà été observé par Kimnura &.
al. [27] à forte stratification. Ces auteurs ont réalisé des simulations numéridlues
directes tridimensionnelles de turbulence libre, illitialement homogène et isotrope,
stablement stratifiée et ensemencée de particules Lagrangiennnes. Ils ont constaté
qu’après une phase transitoire, le déplacement vertical moyen des particules La
grangiennnes s’arrêtait de croître et oscillait autour cl’tme valeur moyenne. Cette
valeur moyenne décroît avec la stratification initiale. Les fonctions de distribution
des déplacements verticaux montrées par Kimura al. [27] sont très similaires
aux nôtres. Ces résultats ont depuis été confirmés pal’ les simulations de Ka
neda al. [26]. Ces auteurs ont également proposé un modèle pour prédire la
valeur asymptotique du déplacement vertical moyen en fonction de la stratifica
tion initialle. Le point de départ de ce modèle est l’approximation de la “Rapicl
Distortion Theory” clui permet de justifier la linéarisation des équations pour les
pins grandes stratifications et pour u intervalle de temps limité. Kanecla al.
[26] utilisent en plus la conjecture de Corrsin qui permet de relier les corrélations
de vitesses Lagrangiennes aux corrélations de vitesses Eulériennes et en déduisent
la valeur asymptotique du déplacement vertical moyeu. Parallèlement, Nicolleau
& al. [46] ont également proposé un modèle basé sur l’approximation de la “Ra
pid Distortion Theory”. Mais à la différeilce de Kalleda al. [26], ils ne font
pas d’hypothèse supplémentaire et étudient le trallsport en •faisant le suivi, au
moyen de simulations numériclues, des particules Lagrangiennes clans le champ
de vitesse donné par cette approximation. Ils trouveirt que le déplacement vertical
moyen telld vers une valeur limite de l’ordre de , où e est la racine de la vitesse
quadratique moyenne.

Nous avons calculé cette cluantité moyennée sur l’intervalle de temps [2.4, 8.8]
clans nos simulations et nous trouvons ciu’elle concorde remarquablement bien

avec les valeurs < < (z zo)2 >‘2 > du tableau 4.3 qui ont été moyennées

sur l’intervalle de temps [1.6, 8]. En revanche, la valeur du déplacement vertical
maximal, e/N, donnée par le modèle de Csauady [15] décrit clans l’introduction
n’est pas en accord avec nos résultats.

Ri < < (z — z0)2
1/2

500 0.0267 0.0222
700 0.0272 0.0227
1000 0.018 0.0184
1500 0.02 0.0212
2000 0.02 0.0223

TAu. 4.3 — Comparaison entre la valeur asymptotique it et le déplacement vertical

mnoyen des particules Lagraiigiennes < < (z
— zo)2 >1/2 >.

Dans le régime cl’écoulenient fortement stratifié et non-cisaillé considéré par

Kaneda al. [27] et Nicolleau al. [46], ce sont les ondes de gravité (cf. armexe A)
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c1ui dominent l’écoulement. D’ailleurs, Kaneda al. [27] attribuent la réduction
et l’arrêt du transport vertical à un processus de mélange de phases de ces oncles.
Comme daiïs nos écoulements, les oncles détectées ont une amplitude inférieure à
2 x iO et donc ne dominent pas, cette explication n’est pas favorisée.

Pour se faire une idée du trajet des particules clans notre écoulement, nous
avons représenté à la figure 4.38, l’altitude z(t) de particules Lagrangiemies durant
l’intervalle de temps [6.4, 8] pour toutes les simulations du tableau 4.2. Pour
distinguer la position des particules par rapport aux couches de cisaillement,
nous avons superposé le profil de la vitesse horizontale < e >. moyenné sur le
même intervalle de temps. A partir de la simulation 6, nous observons clairement
ciue les particules cmi se trouvent entre les couches de fort cisaillement ont des

déplacements verticaux très faibles alors ciue les particules qui passent dans les

zoiïes de fort cisaillement peuvent avoir des déplacements verticaux de l’ordre

de la hauteur de la couche de cisaillement. Ce phénomène est en accord avec les
cartes de vorticité que nous avons montrées et cmi mettent en évidence dans les
cas fortement stratifiés, l’apparition d’une couche sans vortex entre les couches
de cisaillement. Cette couche semble assurer le blocage de la clispertion verticale
alors que la figure 4.8 montre que la vitesse verticale dans cette région n’est pas
significativement plus faible que dans les zones cisaillées.

Une autre question intéressante concerne le rôle de la diffusion thermiciue dans
le transport vertical. Nous avons en effet vu que Pearson et al. [49] prévoit qu’après
avoir atteint un plateau, la déplacement vertical moyen croît de nouveau sous
l’effet de la cliffusivité thermique clui diminue l’intensité de la force cl’Archimècle
exercée sur les éléments fluides. Dans notre cas, nous avons remarqué lors de
l’analyse du tableau 4.2, que les valeurs moyennes du nombre de Froude et de
Richardson de gradient évoluent de manière cohérente et présentent également
deux régimes en fonction de la stratification. Le second régime laisse penser ciue
la stratification et le cisaillement perdent de leur efficacité. Imaginons que les
fluctuations de température soient très atténuées par la diffusion thermique, alors
la stratification initiale de l’écoulement serait involontairement réduite pal la
diffusion thermiclue ce qui pourrait expliquer la croissance des valeurs moyennes
du nombre de Froucle et de Richarclson de gradient, et la diffusion thermniciue
contribilerait à la diffusion verticale du traceur.

D’autre part, une stratification importante doit induire une turbulence très

anisotrope, mais seulement dans le cas où celle-ci ne serait pas laminée par le
cisaillement horizontal cmi est également très élevé. Dans cette éventualité, clans
les zones cisaillées de l’écoulement, les vortex se connectent les uns aux autres et
ne sont plus discernables. L’échelle horizontale de longueur se met à croître de

manière anormale ce qui pourrait expliquer la croissance des valeurs moyennes des

nombres physiques < Re >t, < Pe > et < Pe0 >t, constatée dans le tableau
4.2 aux plus fortes stratifications. L’élément fluide contenant le traceur, ou la
particule Lagrangienne, se déplace alors dans la direction horizontale sans être
advecté et il n’y a plus de transport turbulent vertical. La diffusion atomique
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redevient alors non-ilégligeahie et intervient dans la diffusion du traceur. Même
si la figure 4.37 est compatible avec une croissance très faible du déplacement
vertical, il nous est actuellement difficile de conclure sans de nouvelles simulations
effectuées sur des durées beaucoup plus longues.

Il n’en reste pas moins que les déplacements verticaux moyens soiït très for
teinent réduits par une forte stratification stable. Et c’est justement l’absence
de stratification stable dans les simulations de Vincent et al. [66] clui explique la
différence entre nos résultats et les leurs.

Avant de conclure, nous revenoiis sur la figure 4.34 pour commenter le fait
que même si l’évolution des deux coefficients en fonction de l’anisotropie est
similaire, le coefficient de diffusion Lagrangien est toujours inférieur au coefficient
de diffusion turbulente. Comme nous l’avons déjà signalé, le coefficient de diffusion
turbulente tient compte des effets de la diffusion atomique chu traceur, mais pas
le coefficient de diffusion Lagrangien. Bien que le nombre de Péclet turbulent du
traceur: iv/D, soit toujours supérieur à 100, le nombre de Péclet eflèctif
DL/D peut devenir de l’ordre de 1 de telle sorte que l’effet de la diffusion atomique
du traceur peut expliquer la différence qui apparaît entre les deux coefficients de
diffusion.
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Chapitre 5

Conclusion

Le modèle “standard” qui retrace l’évolution des étoiles sur la séquence prin
cipale est monoclimensionnel. Il suppose aucun trallsport des éléments chimiques
claris la zone radiative, ripe zone convective bien mélangée, pas de rotation de
l’étoile et pas de champ magnétique. Les observatiolls illdicluent que les étoiles de
la séclueilce prmcipale présentent des abondailces anormales d’éléments chimiciues
dans leur atmosphère. Pour ne citer que les plus connues, UR déficit en lithium est
constaté clans les atmosphères d’étoiles de type G et F, des proportions d’éléments
lourds en désaccord avec les taux de réactiolls nucléaires sont détectées à la sur
face des étoiles chaudes en rotation lente et présentant un fort champ magnétique.
Ces anomalies d’abondances ne sont pas restituées par le modèle standard ce clui
suggère l’existence d’un transport des éléments chimiques clans les zones radia
tives d’étoiles. Nous avons vu dans l’introduction qu’il peut être de différents
types et que dans cette thèse, nous nous restreignons à l’étude du transport
d’éléments chimiques non réactifs par les mouvements turbuleiits induits par la
rotation différentielle. Des modèles coiïnus comme celui de J-P. Zahn [70] pro
posent un coefficient de diffusion turbuleiite empirique clui permet la restitution
de certaines anomalies d’abondances par le modèle “standard”. Néanmoins, nous
avons toujours besoin de mieux comprendre les processus physiques de la diffu
sion turbulente pour reproduire cri général les anomalies d’abondances observées
clans les atmosphères d’étoiles et l’évolution détaillée de la rotation différentielle.

Durant cette thèse, nous avons étudié un écoulement très simplifié par rapport
à ceux des intérieurs stellaires, ruais qui reste d’un grand intérêt pour ses applica
tions multiples dans le domaine de la géophysique et de la planétologie comparée.
Notre écoulemellt est bidimensionnel, continuement cisaillé par une force horizon
tale et stablement stratifié. Quand la stratification augmente, il développe une
turbulence (lui devient de plus en plus anisotrope. Un traceur passif est lâché
dans l’écoulement et nous étudions la diffusion turbulente verticale du traceur
en fonction du degré de stratification. En haut et en bas du clomaille, nos concli
tions aux limites sont non périodiques. Ce choix de conditions aux limites peut
contribuer à l’amortissement des ondes de gravité dont les effets sur la diffusion
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du traceur restent négligeables quelle que soit le degré de stratification dans nos
simulations.

Ce type d’écoulement a déjà été simulé par Vincent et al [66] en trois dimen
sions. Leur champ de vitesse est un champ stochastique Gaussien à deux compo
santes spectrales. La première est la loi de Kolmogorov pour décrire la turbulence
tridimensionnelle. La seconde est la loi de Kraichnan qui représente l’apport de
turbulence bidimensionnelle dans l’écoulement. Vincent et al ont défini une quan
tité, l’anisotropie, qui est le rapport entre les composantes de vitesse horizontales
et celle verticale. Leur coefficient de diffusion est le rapport entre le flux vertical
du traceur et son gradient vertical et il est divisé par un coefficient de longueur
de mélange qui conserve une valeur constante quand l’anisotropie augmente. Es
ont trouvé que le modèle de longueur de mélange surestime toujours la diffusion
verticale du traceur excepté pour une anisotropie égale à l’unité. Leur coefficient
de diffusion dépend de l’anisotropie suivant une loi de puissance d’exposant égal
à -1 jusqu’à des anisotropies de l’ordre de 100.

Dans nos simulations bidimensionnelles, l’écoulement est solution des équations
de Navier-Stokes avec l’approximation Boussinesq. Une accélération horizontale
est appliquée de manière continue à l’écoulement et son profil génère un champ
de vitesse horizontale avec des points d’inflexion. Quand le nombre de Richard-
son de gradient devient inférieur à 1/4, l’instabilité de Kelvin-Helmholtz devient
instable et plusieurs couches de cisaillement turbulent se forment. En augmentant
la stratification, nos anisotropies s’échantfflonnent de 1 à 30. Le traceur est intro
duit dans l’écoulement dès que l’anisotropie a atteint un état stationnaire et nous
calculons la concentration du traceur avec une équation d’advection-diffusion.

Nos simulations sont directes et réalisées avec un code numérique développé
par Deane [17] qui résout les équations avec la méthode pseudospectrale. Nous
restituons des lois de puissance connues pour les spectres d’énergie cinétique,
de la température et du traceur, ce qui indique que nos simulations sont bien
résolues. Le nombre de Prandtl est égal à 0.0002 et le nombre de Schmidt vaut 1.
Le nombre de Reynolds turbulent reste de l’ordre de 150. Quand la stratification
s’intensifie, le nombre de froude diminue d’un facteur 10. Nous avons introduit
des particules Lagrangiennes dans l’écoulement pour calculer un coefficient de
diffusion Lagrangien tel qu’il est défini par ylor [61].

Plus d’une cinquantaine de temps de retournement après la prise en compte
du traceur dans l’écoulement, nous avons déterminé le coefficient de diffusion
Lagrangien et le coefficient de diffusion turbulente dont la définition s’inspire
de celle de Vincent et al. Pour obtenir des valeurs des coefficients de diffusion
qui soient représentatives d’un domaine spatio-temporel, nous avons dû imagi
ner une moyenne spatio-temporelle qui ne soit pas affectée par les discontinuités
présentes aux centres des couches cisaillées. Ensuite, les coefficients sont divisées
par un coefficient de longueur de mélange qui, à la différence de Vincent et al,
décroît quand l’anisotropie augmente. Représentés en fonction de l’anisotropie,
les deux coefficients de diffusion évoluent de manière semblable. Le coefficient de
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diffusion Lagrangien qui ne tient pas compte de la diffusion moléculaire possède
des valeurs plus faibles. Comme pour Vincellt et aï, le modèle de longueur de
mélange surestime la diffusion verticale pour des anisotropies supérieures à 5.
Nous constatons deux phases d’évolution, la première pour des anisotropies entre
5 et 14, et la seconde pour les anisotropies supérieures à 14.

Durant la première phase, le coefficient de diffusion turbulente peut être ap
proximé par une loi de puissance fonction de l’anisotropie dont l’exposant est
supérieur à celui annoncé par Vincent et al. Nous proposons deux explications de
la réduction du transport vertical qui ne sont pas exclusives. Dans les couches de
cisaillement, la turbulence allisotrope serait à l’origine de la diminution de l’am
plitude des fluctuations du traceur, selon Vincent et al [66]. Elltre les couches
cisaillées, la composante de vitesse horizontale serait trop importante pour per
mettre le développement des perturbations du traceur, selon Horntrop et Majda
[25]. Le profil de l’accélération qui est applicuée continuement à l’écoulement
pour générer et entretenir les couches de cisaillement pourrait être responsable
de cette double interprétation.

Durant la seconde phase, pour des anisotropies supérieures à 14, le coeffi
cient de diffusion turbulente et le coefficient de diffusion Lagrangien gardent des
valeurs du même ordre tandis que celle du coefficient de longueur de mélange
continue de décroître quand la stratification augmente. La diffusion verticale du
traceur s’arrête. Cette évolution du traceur n’a pas été prédite par Vincent et al.
Elle est confortée par le déplacement vertical quadratique moyen des particules
Lagrangiennes qui tend vers une limite asyrnptoticue qui se met à dépendre fai
blement du degré de stratification. L’arrêt du transport a déjà été observé clans
des expériences, Britter et al [7], et des simulations de turbulence libre, IKimura
et al [27]. Il a été prédit par plusieurs modèles, le modèle de Pearson et al [49],
celui de Kaneda et al [26] et de Nicolleau et al [46].

Le modèle de Pearson et al [49] est une version améliorée du modèle de Csa
nady [151 qui est un modèle de type Langevin en présence de stratification. Dans
les équations de Navier-$tokes, le terme visqueux et le gradient des fluctuations
de pression sont représentés par une force aléatoire stationnaire que Pearson et
al interprètent en utilisant les ondes de gravité. Elle est la résultante des forces
causées par les ondes émises par l’élément fluide considéré et par les accélérations
et ondes produites par tous les autres éléments fluides. Les échanges de densité
entre l’élément fluide et l’environnement sont déterminés par son advection verti
cale et la diffusion moléculaire. Ils s’effectuent sur l’échelle de temps (7N)’, OÙ 7
est un paramètre variable et N est la fréquence de Brullt-Vàisàhi. Pearson et al re
marquent que la forme du spectre de la force aléatoire affecte les résultats à basse
fréqueimce et l’échelle intégrale de vitesse, mais n’influe pas sur le déplacement
vertical de l’élément fluide quand 7 < 1 et t > N’. La racine de la moyenne
quadratique du déplacement vertical tend vers la limite asymptotique annoncée
pas Csanady qui est égale à v/N. Ensuite, pour t > (7N)’, elle se met à
croître selon la diffusion normale en h/2, ce qui n’est pas prédit par le modèle
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de Csanacly. Pour t < N—’, suivant le choix du spectre de la force aléatoire, une
phase de diffusion normale peut précéder l’évolution vers la limite asymptoticyue.
Malgré une sérieuse amélioration du modèle de Csariady, le modèle de Pearson et
al conserve la même approche, de type “force aléatoire”.

Kanecla et al [20] étudient l’évolution chu champ de vitesse turbulent et du
champ de densité d’un écoulement stablernent stratifié. Ils proposent un modèle
théoriciue à partir des équations de l’écoulement soumises à l’approximation Bous
sinesq et à l’approximation RDT (“Rapid Distorsion Theory”) qui néglige les
termes non-linéaires. Ensuite, ils valident ce modèle théorique avec des simu
lations numériques directes tridimensionnilelles. Les équations y sont résolues
dans l’espace de fourier avec une méthode spectrale. Les conditions aux limites
somA périoclicues et la loi 2/3 contrôle l’erreur d’ “aliasing”. Pour obtenir le ten
seur des déplacements des particules Lagrangiennes, le modèle théorique doit
déterrrnner la corrélation des vitesses Lagrangiennes entre cieux instants. D’autre
part, l’étude de la corrélation des vitesses Eulérieniles entre cieux instants montre
qu’elle décroît, même quand la viscosité cinématique est nulle. Le mélange des
modes de Fourier de phases différentes serait à l’origiiie de cet amortissement
inéluctable. Ensuite, la corrélation des vitesses Lagrangienne est identifiée à celle
des vitesses Eulérielliles en supposant ciue le facteur qui les relie reste de l’ordre de
l’unité, ce qui n’est strictement valable que pour les basses fréquences. Cette ap
proximation relevant de la conjecture de Corrsin [14] permet d’élaborer un modèle
théorique qui explique la réduction du déplacement vertical des particules Lagran
giennes au moyen des ondes de gravité et qui retrouve la dépendance en l/I\T2 des
limites asymptotiques prédites par Pearson et al [49]. Kanecla et al n’observent
pas que l’arrêt chu transport vertical puisse dépendre de la diminution de la vitesse
verticale quaciratique moyenne ou de la forte anisotropie de la turbulence comme
c’est le cas dans notre étude. Leur approche repose sur l’approximation RDT qui
suppose que la composition spectrale de la turbulence de l’écoulement est définie
initialement et reste figée au cours chu temps. Ils n’indiquent pas sur qtmehle échelle
de temps caractéristiciue de l’écoulernellt l’approximation RDT reste valable, ce
qui pourrait discréditer leurs résultats aux temps tardifs.

Nicolleau et al [46] utilisent les mêmes approximations que Kaneda et al [20]
pormr étudier le transport ciars un écoulement tridimensionnel stablement stratifié.
Leur champ de vitesse initial suit la loi de Kolmogorov et décrit une turbulence
homogèlle et isotrope à Reynolds élevé. Son évolution au cours du temps est
calculée en résolvant les équations de Navier-Stokes écrites avec les approxima
tions Boussinesq et RDT. Qualld la viscosité cmématique est nulle, les équations
linéarisées génèrent une turbulence stratifiée qui s’auto-entretiellt. Cette approche
est valable à faible nombre de Froude et grand nombre de Reynolds. Elle permet
de définir une échelle de dissipation et une échelle de temps caractéristique, L/v,
en fonction de la hauteur L du domaine cubique et de la raciie des fluctuations
de vitesse quadraticues moyennes e de l’écoulement initial. Mais, la valeur du
nombre de Reynolcis reste inaccessible. Les éléments de fluides sont lâchés tarcli
vement clans l’écoulement ainsi que les particules Lagrangiennes. Pour Nicolleau
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et ai, la stratification induit des oncles clui interagissent avec le champ de vitesse

turbulent et le modifient, et affèctent en retour le transport dans l’écoulement. Le
déplacement individuel des particules Lagrangiennes est déterminé à partir des
réalisations du champ de vitesse Eulérien en effectuant des mterpolations pour
calculer la vitesse Lagrangienne à la position de la particule. D’après Nicolleau
et ai, la conjecture de Corrsin [14] n’est pas adaptée à la formulation du tenseur
des déplacements des particules Lagrangiennes qui est sensible à la composition
spectrale aux petites échelles. Pour t > L/v, Nicolleau et al constatent ciue la
diffusion est normale clans les directions perpendiculaires à celle de la stratifica
tion. Dans la direction de la stratification. le déplacement vertical quadratique
moyen des particules Lagrangiennes tend vers la limite asymptotique attendue,
en oscillant autour de la valeur moyenne v/N2, pour t > 2/N. La définition
de iiotre valeur moyenne est similaire, ruais le numérateur est moyenné sur l’in
tervalle de temps [2.4, 8.8] et non calculé à partir du champ de vitesse pris à
l’instant t 2.4. La vitesse verticale quadratique moyenne décroît fortement tout
en conservant une évolution stationnaire ce qui n’a pas été obtenu par Kaneda
et al [20], mais que flous avons observé. Comme pour Kaneda et ai, se pose ici la
cpiestioii du ilombre de temps de retournement, L/v, à partir duquel les termes
non-linéaires ne sont plus négligeables dans les équations de l’écoulement. Nicol
leau et al réfutent également l’approche de Pearson et aI [49] en remarquant que
l’excitation de l’écoulement par une force aléatoire a pour effet de décorréler le
transport dans la direction de la stratification des autres directiois, ce qui serait
inapproprié à l’étude de la diffusion turbulente.

Les simulations numériques directes de Kimura et al [27] sont les plus citées
et leur réalisation est similaire à la nôtre malgré cuelleques différences. Les si
mulations sont tridimensionnelles avec des conditions aux limites périoclicues. Le
champ de vitesse turbulent n’est pas généré et entretenu avec un forçage, mais
est imtialemellt un champ de vitesse isotrope stochastique Gaussien qui produit
un écoulement avec une turbulence décroissante. Les particules Lagrangiennes
sont introduites clans l’écoulement après le maximum cl’enstrophie. Le nombre
de Prancltl est très supérieur au nôtre et égal à l’unité, tandis que le nombre de
Reynolds turbulent est du même ordre. Kimura et al constatent également que le
déplacement vertical ciuadraticiue moyen des particules Lagrangiennes se réduit
fortement en présence de stratification et tend vers une valeur moyenne 1/N,
en oscillant. Leurs fonctions de distribution de probabilité du déplacement verti
cal sont également très similaires aux nôtres (cf. la figure 4.37). Kimura et al ne
proposent pas d’explication physique à la réduction du transport vertical. Mais,
ils remarquent que leur champ de vorticité est très anisotrope et maximal dans
la direction perpendiculaire à celle de la stratification, comme nous le coiistatons
également.

L’étude clui est exposée dans ce mémoire retrouve les résultats obtenus par les
précédents intervenants sur le sujet qui unanimemellt obtiellnent une réduction
du transport vertical quand la stratification augmente. Plusieurs processus phy

siques semblent être à l’origine, comme les ondes de gravité et l’anisotropie de la



CHAPITRE 5. CONCLUSION 79

turbulence, ainsi que ceux que nous ignorons. IVIême si la simulatiou numérique
directe se limite encore aux faibles nombres de Reynolds, il semble évident que
la progression vers la compréhension passe par la simulation numériclue directe
tridimensionnelle d’écoulements stablement stratifiés continuement cisaillés pour
développer une turbulence anisotrope statistiquement stationnaire qui permette
d’étudier la diffusion turbulente aux temps tardifs, sans aucun cloute sur la vali
dité des résultats.

La poursuite de cette étude peut se réaliser selon deux objectifs. A court
terme, il faut développer ou disposer d’un code numéridlue qui réalise des simu
lations numériques directes tridimensionnelles et il faut tester l’influence de la
dimension, des conditions aux limites et du profil du forçage sur les résultats
présentés dans ce mémoire. Comme les études antérieures à la nôtre ont été ef
fectuées avec u nombre de Prancltl très supérieur et égal à l’unité, il faudra
s’intéresser à la sensibilité de nos résultats à la diffusion thermique et également
s’intéresser à la diffusion dans les directions perpendiculaires à celle de la stra
tification. Nous devons aussi envisager des simulations avec une résolution plus
élevée pour déterminer précisément l’exposant de la loi de puissance et l’inter
valle d’anisotropies sur lequel elle s’applique. A plus long terme, nous projetons
de générer directement l’écoulement turbulent à partir d’un profil de rotation
différentielle et de retrouver la loi de puissance. Ensuite, nous ajouterons les
équations de Maxwell pour étudier l’effet de la topologie du champ magnétique

sur le transport. L’objectif final est d’intégrer clans le modèle “standard” une loi
de puissance qui tienne compte à la fois de la géométrie clii champ magnétique et
des mouvements turbulents induits par la rotation différentielle et d’observer les
variations de résultats qu’elle entraine.



Annexe A

Annexe

A.1 Approche linéaire de l’écoulement

Avait de devenir turbulent, un écoulement passe par divers stades .Au départ,
il est laminaire. Cette phase s’achève dès que les premières instabilités se ma
nifestent. Il entre clans une période transitoire durant lacfuelle les instabilités
s’amplifient. Il passe ainsi de l’état linéaire à l’état non linéaire au cours clucpiel
l’énergie se répartit sur une grande gamme d’échelles spatialles et temporelles.

Q uancl l’écoulement devient turbulent, il contient de nombreuses structures tour—
billonnaires. Les écoulements cliii nous intéressent sont constitués de couches hori
zontales qui glissent les unes par rapport aux autres avec des vitesses tangentielles
différentes. Ils sont monofluides et stablement stratifiés. Quand l’écart de vitesses
tangentielles augmente, des vortex se forment le long de la zone de discontinuité
et sont la manifestation de l’instabilité de Kelvii-He1mholtz. Cette instabilité se
déclenche à une certaine condition que nous allons maintenant déterminer. En
suite, nous parlerons des ondes de gravité cfili sont présentes clans nos écoulements.

A.1.1 Instabilité de Kelvin-Helmholtz

Considérons un écoulement tridimensionnel dans le repère cartésien (O, e, e, e),
de système de coordoniiées (x, y, z). L’écoulement est de hauteur L. Il est composé
d’un empilement de couches en mouvement relatif dans la direction de l’axe (Ox).
Le cisaillement entre les couches est maintenu par le profil de vitesse (U(z), 0,0).
Le fluide est incompressible, de densité po, et soumis à une stratification stable.
Les équations de l’écoulement sont écrites avec l’approximation Boussinesq [9]

—a(T — T0). ép est la perturbation de densité et T0 est le profil initial de
température

Les éciuations de l’écoulement clui décrivent l’évolution des perturbations de
vitesse (u, u,, v), de pression ép et de température O (T — T0), sont écrites à
l’ordre 1

80



ANNEXE A. ANNEXE 81

8ev’ + U8v’ = -V6p + vAv’ + gae (Li)

M+U8O=fiv+nttO

u et n désignent respectivement la viscosité cinématique et la diffusivité ther
mique. Le coefficient fi est défini à partir de la température initiale: fi = —8To <
o.

Pour réduire le système A. 1 à une équation avec une inconnue, il faut com
mencer par éliminer la pression en remplaçant les équations de conservation de
la quantité de mouvement par celles de conservation de la vorticité w = V A V’.

8w + U8w + [149— (ôvj]e, —

= ga(OO)e — ga(8O)e, + u.fS.w (A.2)

88+U8O=fi14+nAO

Ensuite, les équations de conservation pour les composantes w, et de la
vorticité sont combinées d’après la relation: 8w — 8w = —At4 = ,, ce qui
donne le système suivant:

8w, + U8,w2 — %(8,t4) = uAw

8W + U8W2 + 14Ç.% - (8i%) = -ga(8O + 0O) + usXW (A.3)

OtS + U88 = fi,4 + nt\O

Lorsque le problème est supposé invariant selon l’axe (Oy), les équations
se simplifient considérablement et la première équation du système A.3 devient
indépendante des deux autres. Le système se réduit aux deux dernières équations:

(ôW + U&W + = -ga(8O) + vAW
(A.4)

t O18+U8O=fi14+n.fX9
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Comme l’objectif est l’obtention du critère d’instabilité de Kelvin-Helrnholtz
relatif à uotre étude, l’analyse en modes normaux s’impose pour poursuivre la
résolution du système A.4. Les inconnues v et 9 sont supposées fonction de la
quantité : eï(k±nt) où k est le nombre d’oncle suivant l’axe (Ox). Le système A.4
peut être simplifié en remarquant que Ii —Av1 = (k2 — D2)v’ où D
En l’ahserce de termes de diffusion (y O et t = O), il se réduit à une équation qui
convieut aussi bien à un écoulement biclimensionnel citie tridimensionnel. Pour le
cas tridimensionnel, il suffit de remplacer par k2 k+k. Quand la géométrie
est bidimensionnelle, l’équation s’écrit en posant k = k [9]

( + U)(D2 — k2)v — cD2U
—

_____

— O (A..5)

L’étude de cette équation, aboutit au critère d’instabilité de Kelvin-Helmholtz
qui stipule que pour n’importe quelle valeur de k, l’écoulement reste stable si le
nombre de Richardson de gradient est supérieur à la valeur [45]. La condition

Ri9 < est donc une condition d’instabilité nécessaire mais pas suffisante. En
particulier, l’instabilité de Kelvin-Helmholtz ne se développe pas si la vitesse de
composantes (U(z), O, O) est linéaire. Il faut au moins que la dérivée seconde,
D2U, soit non nulle. Nous allons maintenant introduire la solutiou de l’équation
A.5 clans le cas où la vitesse de cisaillement est cléfiuie à partir de la fonction
tangente hyperbolique U(z) = Uotanh(f), et le profil initial de la température
est une fbnction linéaire de la coordonnée z ( = constante < 0) [9]. L’équation
A.5 est adimensionnée avec les grandeurs caractéristiques L et U0 et se iïiet sous
la forme

(U — c)(D2 — k2) v — vD2U + Ri9
(U — c)

— O tAG)

où c
=

et U(z) tanh(z). Le nombre de Richardsoll de gradient s’écrit

Ri9 Les conditions aux limites sont v O en z +ao.

La résolution de l’équation A.6 s’effectue pour l’état de stabilité marginale
qui est caractérisé par c3 = 0. Suite au passage de la variable z à la variable U,
l’équation A.6 n’est plus définie pour les valeurs de U = O et U = +1. La solution
est le produit des solutions particulières et dl’ulle fonction x, régulière en U O

et U +1: v = x(l — U2)9’ U’, où ;2
— Ri9 et + Cette
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fonction x est solution de l’équation différentielle suivante

d2 (t 2(i + 1)UN d (2jiy + i ± 2)(2 + p. — 1)

l—U2 1U2
° t-•’)

La solution particulière égale à une constante non nulle implique la concli—
tion : 2/q + il — 1 = O. En remplaçant avec les expressions de p. et p., le critère
d’instabilité de Kelvin-Helrnholtz apparaît : Ri9 k2(i — kg). Cette relation
définit la courbe de stabilité marginale qui sépare la zone stable de l’écoulement
de celle instable. Dans le plan (k, Ri9), elle est une parabole qui atteint son maxi
mum en k = avec Ri =

Dans les zones racliatives d’étoiles, il faut tenir compte de la gralldle diffusivité
thermique et de la très faible viscosité du fluide stellaire. Le rôle destabilisaiA de la
cliffiisivité thermique a d’abord été mis en évidence par A.À. Townsencl [63] clans
un contexte géophvsicue puis par J-P. Zahn [68] dans un contexte astrophysicue.
Les solutions du système A.4 dans le cas d’un profil de vitesse en tangente hy—

perbolicue et d’un profil de température linéaire ont été étudiées rumériquement

par F. Lignières S al. [35]. Dans les simulations numériques qui sont I1’éserltées

au chapitre 4, des petites perturbations sont introduites clans l’écoulement au
moulent où les couches de cisaillenieHt entreteiuies par forçage mécanitlue sont
caractérisées par un nombre de Richarclson de gradliellt égal à 1/4 et un nombre

de Péclet thermique variant elltre 0.02 et 0.01 selon la valeur de la stratification

initialle. En extrapolant les résultats de F. Lignières S. al. [35] à nos simulations,

l’échelle horizontale de la perturbation la plus instable s’avère proche de celle

trouvée clans le cas non diffusif (k = ) et la condition d’instabilité de Kelvin

I-Ielrnholtz, Rï9 < , reste encore valable.

A.1.2 Ondes de gravité

Les oncles de gravité sont d’autant plus présentes clans nos écoulements que la
stratification est importante. Leur vitesse de phase se calcule à partir de l’équation

A.5 cliii se simplifie en posant U O et D2U 0 [19], ce qui donne

— v [t;2 + = O (A.$)

La solution recherchée est de la forme : = où A est une

contante. L’équation caractéristiclue est la suivante : n2 N2 où N
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—ga’B est la fréquence de Brunt-Vàisi1à. Comme n2 est positif, les oncles de
gravité restent stables et de vitesse de phase égale à



Annexe B

Annexe

B.1 Tests de l’algorithme de résolution des particules La
grangiennes

Nous comparons la solution numérique à une solution analytique. Nous avons
réalisé deux tests sur une durée de 0.16. Pour le premier, la particule Lagraiigieune
se déplace clans un champ de vitesse uniforme. Pour le second, le champ de vitesse
est circulaire. L’écart entre les deux solutions est défini comme le maximum de
la moyenne temporelle des variations clans chaque direction et il reste inférieur à
10_b pour les cieux tests que nous avons réalisés.

B.1.1 Déplacement de la particule dans un champ de vitesse uniforme

Les composantes de la vitesse sont 7. clans la direction horizontale et 0.1 cÏans
la direction verticale.

0499
riuiïi

ana
04985

o 498

:E:
049626 28 3 3.2 3.4 3.6 3.8

X

Fia. 3.1 — Déplacement d’uic particule dans un champ de vitesse uniforme.
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B.1.2 Déplacement de la particule dans un champ de vitesse circulaire

La composante horizontale de vitesse est égale à —0.5sin(nAtlOOit) et la com
posante verticale, à 0.5cos(nAtlOOir). La particule Lagrangienne parcourt le cercle
au bout de ri 100 itérations avec un pas de temps At = 2. x 10’. Sur la figure
B.2, la particule a décrit quatre fois le cercle.

05

0499

0498

0 497

0496

0495

0494

0 493

0492

nurn
ana

2726 2.728 273 2 732 2.734 2.736
X

FIG. B.2 — Déplacement d’une particule dans un champ de vitesse circulaire.
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