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SOMMAIRE

Si un groupe agit linéairement sur un espace vectoriel V de dimension finie sur
le corps K, cela induit une action sur anneau K[V] des fonctions polynomiales
sur V en préservant le degré de ces fonctions.

Il est en général difficile de trouver les polynémes invariants pour une telle
action. Ces polyndmes forment une K-algébre graduée notée K[V]¢. De plus, si
on fixe un entier 7 et que nous considérons seulement les invariants homogénes
de degré i, ceux-ci forment un espace vectoriel de dimension finie sur K, noté
K[V]€. Ainsi, un outils largement utilis¢ dans P’analyse de ces invariants est la
série de Hilbert :

oo
H(K[VI®,t) =Y dimg(K[V]E)E.
i=0

Une approche récemment étudiée consiste a considérer l’expansion de Laurent
de la série de Hilbert autour de ¢ = 1. Nous pouvons ainsi réécrire la série de

Hilbert comme
(o o]

»i(K[V]%)

HK[VIC,t) =) ————

(KW =3 4

pour un certain entier n. Dans ce mémoire, nous discutons des coefficients ;(K[V]°).
Nous montrons quelques résultats qui ne sont pas dans la littérature. Par
exemple, au corollaire 2.5.3, nous donnons une formule pour ,(C[V]%) lorsque G
est un sous-groupe fini de SL(V'). Nous montrons également au corollaire 3.3.1 que
1 (K[V]®) = 9o(K[V]¢) = 0 lorsque G ne posséde ni réflexions ni 2-réflexions, a
condition que K[V]€ soit un domaine de factorisation unique (et ce, peu importe

la caractéristique de K). Dans la proposition 3.4.1, nous réussissons a annuler

plusieurs 1, (K[V]%) lorsque G est un p-groupe. Finalement, le théoréme 3.2.11
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est une généralisation de la conjecture de Carlisle-Kropholler (cette conjecture

avait été démontrée par Benson et Crawley-Boevey dans [Ben2]).

Mots clés : Théorie des invariants, série de Hilbert, coefficients de Laurent,

formule de Molien, cas modulaire, ramification, différent.



SUMMARY

A linear action of a group on a finite dimensional vector space V over a field
K induces an action of the group on the ring K[V] of polynomial functions on
V. This action preserves the degree of the functions.

In general, it is difficult to find the polynomial invariants for such an action.
Those invariants form a graded K-algebra denoted by K[V]¢. Furthermore, for
a fixed integer i, the set K[V]¢ of homogeneous invariants of degree i is a finite

dimensional vector space over K. Thus, we can define the Hilbert series :
H(K[V]9,t) =) dimg(K[VI7)E.
i=0

Some recent research is dedicated to the Laurent expansion of the Hilbert

series centered at ¢ = 1. We can indeed rewrite the Hilbert series :

o . G
v - 3 D)
1=0

for some integer n. In this master’s thesis, we discuss the coefficients ; (K [V]).

Some results in this thesis cannot be found in the literature. For example,
corollary 2.5.3 gives a formula for 1,(C[V]¢) whenever G is a finite subgroup of
SL(V). We also show in corollary 3.3.1 that v, (K[V]%) = ¥ (K[V]®) = 0if G has
no reflections and no 2-reflections, given that K[V]® is a UFD (with no condition
on the characteristic of K). In proposition 3.4.1, we give conditions on ¢ for which
¥;(K[V]®) = 0 when G is a p-group. Finally, theorem 3.2.11 is a generalisation
of the Carlisle-Kropholler conjecture (the conjecture was proved by Benson and

Crawley-Boevey in [Ben2]).
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PRELIMINAIRES

Nous prenons pour acquis que le lecteur est familier avec les définitions et les
théorémes de base en théorie des groupes, anneaux et modules, incluant la défini-
tion de groupe de Galois. Nous rappelons dans cette section certaines définitions
dont nous nous servirons tout au long du mémoire. Par exemple, les notions d’an-
neaux et de modules gradués. Prenez note que, pour nous, le terme «anneau»
désigne un anneau commutatif possédant un neutre pour la multiplication.
Définition 0.0.1. Un anneau R est dit un anneau gradué si on peut écrire
R =@ _ Ri de telle sorte que R;R; C R;y;. On dit que R est une K-algébre
graduée (pour un corps K ) si, de plus, chacun des R; est un K -espace vectoriel.
R est positivement gradué si R; =0 pouri < 0.

Pour un anneau gradué R, on définit un R-module gradué comme étant un
R-module M = @2 __ M; tel que R;M; C M;y;.

Les éléments de M; sont appelés les éléments de degré j.

Si M est un R-module gradué, nous écrivons M[d] pour le module qui a tous
les degrés décalés de d, c’est-a-dire que M[d); = Myy; pour tous les entiers j.

Par exemple, ’ensemble R = K|z, ..., z,] des polynémes en z1, . . ., T, est un
exemple de K-algébre positivement graduée ot R; est ’ensemble des polynémes
homogenes de degré i. R est aussi un R-module gradué.

De plus, nous verrons que ’ensemble des polynémes invariants est lui aussi
un exemple d’algébre graduée en graduant par le degré comme dans le cas de
Klzy,...,zn).

Puisque nous travaillons généralement avec des polyndémes, nous introduisons
certaines notations spécifiques aux polynomes. K[z, ..., T,| est 'anneau des po-

1 .0

lynémes en z1, ..., z,. Le degré d’'un monéme z7'z5? - - - 22" est oy +ag+- - -+ .
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Le degré d’un polynéme f (noté deg(f)) est le maximum des degrés des mondmes
de f. Le polynéme f est dit homogéne de degré d si tous les mondémes de f sont
de degré d. L’ensemble de tous les polynémes homogénes de degré d est noté
Klzy,...,zp)a. Finalement, si R est un sous-anneau de K{zi,...,z,], un idéal
de R est appelé homogéne si on peut choisir ses générateurs de telle sorte qu’ils
soient tous homogeénes.

Soit R un anneau. Un R-module M est dit noethérien si tous les sous-
modules de M sont finiment engendrés ou, de maniére équivalente, si toute suite
croissante

NCNCNgC -
de sous-modules de M est stationnaire (c’est-a-dire qu’il existe un nombre & tel
que Ny = Npp1 = Nppa = -+ -).

Un anneau R est dit noethérien s’il est noethérien comme R-module. Autre-
ment dit, tout idéal de R est finiment engendré ou encore toute suite croissante
d’idéaux de R est stationnaire.

Exemple 0.1. Quelques exemples classiques d’anneauz noethériens :
(1) Les corps sont noethériens puisque leurs seuls idéauz sont (0) et (1).

(2) Z est noethérien car c’est un anneau principal, c’est-a-dire que chaque

idéal de 7 est engendré par un seul élément.
(8) Klz1,...,zs) est noethérien. Voir théoréme 1.8.5.

(4) Si R est noethérien, R ® R [’est également. Donc, toute somme directe

d’un nombre fini de copies de R est un anneau noethérien.

Finalement, nous utilisons dans ce mémoire le vocabulaire de la théorie des
représentations. Il faut donc savoir que, pour un groupe G et un espace vectoriel
V sur un corps K, un homomorphisme de groupes p : G — GL(V) est appelé
une représentation de G sur V. Cette représentation est dite fidéle si p est
injectif. On dit alors que G agit fidélement sur V. Lorsque la représentation est
claire par le contexte, il arrive parfois d’écrire g au lieu de p(g), si g € G. Par
exemple, il est évident que det(g) désigne le déterminant de p(g).

Nous appelons action linéaire de G sur V le fait de munir G d’une action

sur V de telle sorte que pour tout g € G,v,w e Vetke K



g-wtw)=g-v+g-w,
(2) k(g-v) =g- (kv).

En fait, il y a correspondance biunivoque entre les représentations du groupe
G sur V et les actions linéaires de G sur V. En effet, si p est une représentation,
g -v = p(g)v détermine une action linéaire. De plus, pour une action linéaire
donnée, chaque g € G agit comme une application linéaire de V, ce qui donne un
homomorphisme entre G et GL(V).

Si le groupe G est fini (et muni d’une représentation), nous distinguons deux
cas. Le cas modulaire est le cas ou la caractéristique du corps K divise ’ordre
du groupe. Sinon, nous disons que nous sommes dans le cas non modulaire (qui

comprend par exemple le cas ou la caractéristique est 0).



INTRODUCTION

La théorie des invariants étudie les propriétés de ’anneau des polynémes in-
variants pour une action de groupe linéaire donnée. Dans ce mémoire, nous consi-
dérons seulement le cas ot G est un groupe fini muni d’une représentation sur
un espace vectoriel V' de dimension finie sur le corps K. G agit également sur
l'anneau K[V] des fonctions poynomiales définies sur V. Nous dénoterons les
invariants d’une telle action par K[V]°.

Par exemple, si nous considérons le groupe S, des permutations qui agit sur
les polynémes a n variables en permutant les variables, les invariants sont alors
appelés les polynémes symétriques. Un résultat classique d’algébre stipule que
les polynémes symétriques forment une algébre polynomiale. Autrement dit, les
polyndémes symétriques sont engendrés, comme K-algébre, par n générateurs al-
gébriquement indépendants (nous les donnons explicitement dans l'exemple 1.1).

Cependant, les polynémes invariants ne forment pas toujours une algébre po-
lynomiale. Autrement dit, en général, les générateurs possédent des relations algé-
briques entre eux. La structure de l'algébre des invariants est alors plus complexe.
Il existe par contre certains outils permettant de trouver des informations sur cette
structure. Un de ces outils est la série de Hilbert :

o0
H(K[VIC, )= dimg(K[VIO)E,
i=0
ott K[V]¢ désigne 'ensemble des invariants homogénes de degré i. En particulier,
P’expansion de Laurent de cette série autour de ¢t = 1 s’est avérée trés informative.
Nous montrerons que les termes de cette expansion ont une signification parti-
culiére qui nous permettra de déduire des propriétés spécifiques de I’anneau des

invariants. Nous nous intéresserons également a trouver des méthodes permettant



S

de calculer certains de ces termes sans devoir calculer la série de Hilbert, ce qui
nous permettra d’obtenir des résultats partiels dans des cas ol le calcul de la série
de Hilbert est trop difficile.

Avant de continuer, notons que dans ce mémoire, nous ne faisons qu’un survol
des résultats pertinents au probléme de ’expansion de Laurent autour de ¢t = 1. Il
existe cependant une littérature beaucoup plus large au sujet de la série de Hilbert
en général. En particulier, il existe de nombreux textes en physique traitant de
séries de Hilbert pour des groupes (finis et infinis) qui interviennent souvent dans
des problémes physiques. Si le lecteur est intéressé a ce type de probléme, il pourra
se référer aux textes [Jar], [Jar2] et [Pat], entre autres. De plus, on retrouve une

classification des sous-groupes de O(2) et O(3) dans [Jar3].



Chapitre 1

FAITS GENERAUX

1.1. DEFINITIONS

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et soit G un
groupe fini muni d’une représentation p: G — GL(V). G agit alors linéairement

sur V par g-v = p(g)v pour tout g € G et v € V. De plus, notons par K[V]

I'anneau des fonctions polynomiales sur V. Autrement dit, soit {z,zs,...,Z.}
une base de V*, alors K[V] = K|z1, 23, ..., T,] est 'anneau des polynémes en n
variables.

Alors, G (munie de la représentation p) agit sur K[V] par (g- f)(v) = f(g7!-v)
pour tout g € G et f € K[V]. Ainsi, nous définissons simplement I’anneau des

invariants (qui est également une K-algébre)
KIVI°={feK[V]lg-f=f VgeG}

Remarquons avant de continuer que I’action de G préserve le degré des poly-
nomes, c’est-a-dire que deg(g - f) = deg(f) pour tous les g € G et f € K[V].

Un exemple classique d’invariants est celui des polynémes symétriques, qui
sont définis comme les polynémes pour lesquels on peut permuter les variables
sans changer leur valeur.

Exemple 1.1 (Polynémes symétriques). Soit G = S, le groupe des permutations
de n objets. Soit V' un espace vectoriel de dimension n avec une base fixée. Pour
chaque permutation de S,, il existe une matrice de permutation et il est immédiat
que cette correspondance est en fait un homomorphisme (et donc une représen-

tation) entre G et GL,(K) = GL(V). Soit {z,xq, ..., z,} une base fizée de V*.
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S, agit sur K[V] en permutant les variables. Donc, K[V]>* est ’ensemble des
polyndmes symétriques.
Par le théoréme fondamental des polynémes symétriques (voir par ezemple

[Rot]),

K[V]Sn = K[fl)f%""f‘n],

ou fi =Y, x4Tj, -+ T4, la somme étant prise sur tous les 1 < j; < --- < j; < m.

A titre d’ezemple, pour n = 3, K[V|% = K[f1, fa, fa], ot

J1 =71+ T2 + 13,
fa = 7172 + 7173 + 1273,
f3 = T12273.

Dans cet exemple, nous voyons que 'anneau des polynémes symétriques est
polynomial , c’est-a-dire que les générateurs fi,..., f, sont algébriquement indé-
pendants (donc, K[fi, ..., f] est isomorphe & K[z, ..., z,]).

Par contre, un anneau d’invariants n’est pas toujours polynomial. En fait, c’est
rarement le cas. Autrement dit, il peut exister des relations entre les générateurs
(comme K-algébre), comme nous le verrons dans certains exemples (voir, entre

autres, ’exemple 2.1).

1.1.1. Algébres graduées

Puisque l'action de G sur K[V] préserve le degré des polynodmes, il est évident
que G agit également sur chacun des K[V]4, c’est-a-dire ’ensemble des poly-
noémes homogénes de degré d. On peut donc trouver les invariants de cette action,
que nous appelons K{[V]$. Ainsi, puisque K[V] = @52, K[V]a est une algébre
positivement graduée, cela implique une graduation K[V]¢ = @3, K[V]S.

Non seulement cette graduation nous permettra-t-elle de définir I’'objet prin-
cipal de ce mémoire (la série de Hilbert) dans le cas des invariants (voir section
1.2), mais elle permet également de simplifier ’analyse des invariants en transfor-
mant un espace vectoriel de dimension infinie en une somme directe de plusieurs
parcelles de dimension finie. Un exemple d’algorithme (bien que peu efficace en

pratique) se servant de cette construction est tiré du livre [Der] :
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Exemple 1.2. Soient 01,09,...,0, des générateurs du groupe G. Considérons

Uapplication linéaire
¢: K[V]a — (K[V]a)’
fr—Aon-f=Ffoa-f=Ff...,on- =)

Ainsi, K[V]S = ker(¢) peut étre trouvé simplement par les méthodes clas-
siques d’algébre linéaire.

Dans cet exemple, on voit qu’il pourrait étre utile de savoir s’il existe une
borne sur les degrés des générateurs de K[V, ainsi il suffirait d’utiliser cette
méthode pour un nombre fini de d pour trouver tous les générateurs. Plusieurs
théorémes bornent le degré des générateurs sous certaines hypothéses. Pour une

discussion de ces bornes, se référer au livre [Der].

1.2. SERIE DE HILBERT

La série de Hilbert est en quelque sorte une généralisation du concept de di-
mension d’algébre linéaire adaptée pour les K-algébres. C’est une série qui encode
la dimension, comme espace vectoriel, de chaque étage de la graduation. Elle nous
permettra entre autres de «deviner» les degrés des générateurs de I’anneau des
invariants.

Définition 1.2.1. Soit A = @;_, A; une K -algébre positivement graduée telle que
Ao =2 K et M = @5 M; un A-module gradué tel que pour tout j, dimg(M;) <

j=—c0

o0o. Alors, la série de Hilbert de M est

H(M,t) = f: dim (M)t

j=—oc0

Nous savons que pour deux espaces vectoriels V; et V5, nous avons que
dimg (Vi @ Vo) = dimg (V1) + dimg (V3)

et

Si nous utilisons ces propriétés pour chaque coefficient de la série de Hilbert, nous

pouvons déduire les propriétés suivantes pour des modules gradués M et N :



(1) H(M @ N,t) = H(M,t) + H(N,t)

(2) H(M ®k N,t) = H(M,t) - H(N,1).

Nous pouvons donc calculer la série de Hilbert des exemples suivants :
Exemple 1.3. Soit K un corps.

(1) Soit z un élément de degré d. Alors,

H(K[z],t) =1+t + 12 +t¥ ... = —

En effet, l'ensemble {1, z, 22, 2%, 2%, . . .} est une base de K|z] comme espace

vectoriel.
(2) Soit z1, 2, . .., 2, des éléments pour lesquels deg(z;) = d;, alors, puisque
Klz1,20,...,2,) 2 K21 @k K[2z2] ®k - - - ®k K|zn),
1
H(K[z1,29,- -, 2a),t) = m
(8) Soit A un anneau contenant K|z, 2a, ..., 2,] comme sous-anneau et tel
que

A=mK[z,20,...,2:) ® o K[21,20,. .., 22] ® - ® K [21, 20, - . ., 2n]

comme K|z, zo, . . ., 2,|-module gradué.

Alors,
151 452 . SR

H?:l(]‘ - td’)

H(A,t) =

ot s; = deg(m;).
En pratique, il n’est pas trés intéressant de calculer la série de Hilbert a partir
des générateurs (comme dans ’exemple précédent) puisque nous voulons nous ser-
vir de cette série comme outil pour trouver ces générateurs. Il nous faudrait donc

une formule nous permettant de calculer cette série sans connaitre les générateurs.

Nous discuterons de ce sujet au chapitre 2.

1.3. PROPRIETES DE K[V]¢

Comme mentionné au début du chapitre, ’anneau des invariants n’est pas, en
général, polynomial. Il posséde cependant plusieurs propriétés que nous déduisons

dans cette section.
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1.3.1. Anneaux noethériens

Nous voulons montrer que K[V]° est un anneau noethérien. Nous montrons
d’abord que toute K-algébre finiment engendrée est un anneau noethérien. En-
suite, nous obtiendrons que K[V]% est une K-algébre finiment engendrée.
Lemme 1.3.1. Soit M un R-module noethérien et soit N un sous-module de M.

Alors, le quotient M/N est également un R-module noethérien.

Démonstration. Les sous-modules de M/N sont en correspondance avec les
sous-modules de M contenant N, et ceux-ci sont finiment engendrés. Donc, un
sous-module de M/N est engendré par les classes d’équivalence des générateurs

du sous-module de M correspondant. [l

Donc, un quotient d’'un module noethérien est noethérien. Si R est noethérien,
nous avons la caractérisation suivante pour les R-modules noethériens :
Proposition 1.3.2. Soit R un anneau noethérien. Un R-module M est noethé-

rien si et seulement si M est finiment engendré.

Démonstration. Si M est finiment engendré, alors il est un quotient d’une

somme directe d’'un nombre fini de copies de R. M est donc noethérien.

Si M est noethérien, construisons une suite xj, Zs,Z3,... de telle sorte que
x; ne soit pas dans le sous-module engendré par i, zs,...,T;-1. Puisque M est
noethérien, cette suite doit se terminer. Donc, M est finiment engendré. O

Les anneaux polynomiaux sont des exemples d’anneaux noethériens. Plus gé-
néralement :
Théoréme 1.3.3 (Théoréme de base de Hilbert). Si R est noethérien, R[x] l’est

ausss.

Démonstration. Supposons que I est un idéal de Rz]. Il suffit de montrer
que I est finiment engendré. Soit Iy 1'idéal de R engendré par tous les coeffi-
cients dominants des polynémes de I. R étant noethérien par hypothése, Iy est
finiment engendré, disons par {aj,as,...,ar}. Choisissons alors des polynomes
f1, fas- -, fr dans I tels que le coefficient dominant de f; est a;. Notons par ¢; le

degré de f,.
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Soit maintenant f € I quelconque de degré m > maxz{t;}. Le coefficient
dominant de f est dans Iy, disons qu’il est Zf=o c;a; pour certains ¢; dans R.

Ainsi, le degré du polynéme f est strictement plus grand que le degré de
f = Tioafiam .

Nous pouvons réitérer ce processus jusqu’a ce qu’on puisse écrire f = g + h
ot g € (f1,..., fr) et deg(h) < maz{t;}.

Autrement dit, h € I N (1,z,2?%, ..., z™={&}I=1) Or, par la proposition 1.3.2,

2

(1,z,z°,... ,a:"m{t’}‘l) est noethérien comme R-module et, donc, le sous-module

IN(1,z,22,...,2me={t}-1) est finiment engendré. Or, il est évident que
I=(fi,....f)+In(1,z,2°%... ,:v"““‘{t’}_l).
Donc, I est finiment engendré. d

Remarquons que cela implique que R|z1,...,Z,] est noethérien si R est noe-
thérien, par récurrence. En particulier, si K est un corps, K{zy,...,z,] est noe-
thérien.

En fait, n’'importe quelle K-algébre finiment engendrée est noethérienne. En
effet, si A est une algébre engendrée par fi,..., f., alors on peut construire I’ho-

momorphisme d’anneaux

¢:Klzy,...,x] — A
z; — fi
Nous voyons alors que A ~ K]xz,...,z,]/ ker(¢) est noethérien. Nous mon-

trons maintenant que ’anneau des invariants est finiment engendré comme K-

algébre. Ainsi, il est toujours noethérien.

1.3.2. Nombre fini de générateurs

Notre prochain résultat est un théoréme da a Hilbert (dans le cas non modu-
laire), puis généralisé par Noether. Il faut cependant aborder le concept d’exten-

sion entiére.
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Soit A C B une extension d’anneau. Un élément x € B est dit entier sur
A §'ll existe un polynéme unitaire f avec coefficients dans A tel que f(z) = 0
(rappelons qu’'un polynéme est dit unitaire si son coeflicient dominant est 1).
L’extension est appelée une extension entiére si tous les éléments de B sont
entiers sur A.

Un résultat classique en algébre commutative nous dit que si z est un élément
de B, alors A[z] est un A-module finiment engendré si et seulement si z est
entier sur A. Par récurrence, A[zy,...,Z,] est un A-module finiment engendré si
et seulement si I'extension A C Alzy, ..., z,] est entiére.

Par exemple, dans le prochain théoréme, nous verrons que ’extension A® C A
est une extension entiére, oi A désigne les invariants de A pour une action du
groupe fini G. En fait, A est un A°-module finiment engendré.

De plus, nous montrerons que si A est une K-algébre finiment engendrée, alors
AC Test également.

Théoréme 1.3.4 (Hilbert-Noether). Soit K un corps et G un groupe fini agissant
comme groupe d’automorphismes sur une K-algébre A commutative et finiment
engendrée. Alors, AC est aussi une K -algébre commutative et finiment engendrée.

De plus, A est finiment engendré comme A€ -module.

Démonstration. Soit a € A. Alors a est un zéro du polyndéme unitaire

[1(x - g(a)) € A°[X]

geC
et, donc, A est une extension entiére de A®. Puisque A est finiment engendrée
par hypothése, nous pouvons choisir un ensemble fini de générateurs. A chacun
de ces générateurs correspond le polyndéme unitaire définit ci-haut. Soit A’ la
sous-algébre de A engendrée par les coefficients de ces polynémes. Alors, A’ est
une K-algébre finiment engendrée et, donc, noethérienne. A est un A’-module
finiment engendré, ce qui implique que A€ lest également (proposition 1.3.2).

Donc, A€ est une K-algébre finiment engendrée. (]

Le fait que ’anneau des invariants soit finiment engendré est reflété dans sa
sérte de Hilbert. En effet, dans ce cas, le théoréme suivant montre que la série de

Hilbert est une fonction rationnelle qui a une forme particuliére.
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Théoréme 1.3.5 (Hilbert-Serre). Supposons que A = @;‘;0 A; est un anneau

gradué avec Ay = K. Supposons de plus que A soit finiment engendré par des

€léments homogénes x1,%q,...,Ts de degrés ki, ks, ..., ks, respectivement. Soit
M = @3- _, M; un A-module finiment engendré. Alors,
t
H(M,t) = 1)

Hj:l(l —tks)

ot f(t) est un polynéme de Laurent en t avec coefficients entiers.

Démonstration. Par récurrence sur s. Pour s = 0, H(M, t) est un polynéme de
Laurent. Supposons maintenant s > 0. Notons M’ le noyau et M” le conoyau de
la multiplication par z (le conoyau est le codomaine quotienté par I'image). Cela
donne une suite exacte pour chaque r € Z :

Ts

0 M! M, My, — M., — 0.

Or, M' et M" sont des K[z, ..., zs 1]-modules finiment engendrés et ont donc
une série de Hilbert de la forme voulue, par ’hypothése de récurrence.
En utilisant la suite exacte ci-haut et en remarquant que pour une suite exacte

d’espaces vectoriels, la somme alternées des dimensions est nulle, on obtient :
theH (M t) — tRH(M,t) + H(M,t) — H(M",t) = 0.

Donc,
H(M" t) — thH(M', t)
1— ks

a bien la forme voulue. O

H(M, t) =

1.3.3. Normalisation de Noether

Bien que 'anneau des invariants n’est pas toujours polynomial, nous verrons
qu’il est «presque» polynomial dans le sens qu’il existe toujours un sous-anneau
B polynomial pour lequel 'anneau des invariants est un B-module finiment en-
gendré. Nous verrons également que dans le cas non modulaire, il est en outre un
B-module libre.

Introduisons tout d’abord la notion de systéme homogéne de paramétres.

~J

Soit A une K-algébre positivement graduée telle que Ag = K. Un ensemble
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{6:,0,,...,0,} d’éléments homogénes de A de degrés strictement positifs est ap-
pelé un systéme homogéne de parameétres si

(1) 64,0,,...,0,, sont algébriquement indépendants sur K.

(2) Aestun K[6,6,,...,0,]-module gradué finiment engendré.
Similairement, si M est un A-module gradué, '’ensemble {6;,0,,...,0,,} d’éle-
ments homogeénes de A est un systéme homogéne de paramétres pour M si

(1) 64,65, ...,60, sont algébriquement indépendants sur K.
(2) K[Gl, 02, ey gm] N A’I’L’I'LA(]\/[) = (.

(3) M est un K[6y,6,,...,0,]-module gradué finiment engendré.

Le théoréme de normalisation de Noether (que nous énongons ci-aprés) garan-
tit I’existence d’un tel systéme sous certaines conditions. De plus, la cardinalité
d’un tel systéme est unique et correspond en fait a la dimension de Krull du
module M.

Nous définissons la dimension de Krull d’un anneau R, notée dim(R), comme
la longueur n de la plus longue suite Py C P, C Py C --- C P, d'idéaux premiers
de R. On pose dim(R) = oo si ces longueurs ne sont pas bornées.

D’autre part la dimension de Krull d’'un R-module M finiment engendré,
notée dimg(M) (ou dim(M) si 'anneau R est clair par le contexte), est égale &
dim(R/Ann(M)).
Théoréme 1.3.6 (Normalisation de Noether). Soit A = ;2 A; une K-algébre
graduée finiment engendrée avec Ag = K. Soit maintenant M = EB;’;_OO M; un
A-module finiment engendré. Alors, il existe toujours un systéme homogéne de
paramétres {61,0s, ..., 60,} pour M.

De plus, m = dim(M).

Démonstration. Voir [Ben|, théoréme 2.2.7. O

Comme nous l'avons mentionné, dans ce mémoire, nous nous intéressons &
I’expansion de Laurent de la série de Hilbert des invariants autour de t = 1.

Soit M un R-module. Nous noterons par y(M) l'ordre du poéle en ¢t = 1 de
H(M,t). Nous voulons montrer que y(M) = dim(M). Une conséquence de cela
est que y(K[V]%) = dim(K[V]°) = dimk (V).
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Théoréme 1.3.7. Soit A = @?;o A; une K-algébre graduée finiment engendrée
avec Ag & K. Soit maintenant M = @5 ___ M; un A-module finiment engendré.

j=—00
Alors, v(M) = dim(M).

Démonstration. Par le théoréme de normalisation de Noether, il existe un an-
neau polynomial R = K[f,,...,0,] tel que M est un R-module finiment engendré
et Anng(M) = 0.

Nous voulons montrer qu’il existe une copie de R incluse dans M. Autrement
dit, il existe un m € M tel que Anng(m) = 0. Ainsi, pour ce m, R-m C M est
une copie de R.

Nous démontrons cela par récurrence sur le nombre de générateurs de M
comme R-module. Si M a un seul générateur, disons m, alors M = R-m et
Anngp(m) = Anngp(M) = 0.

Maintenant, supposons qu’il existe un s > 1 tel que {m1,...,ms} est un
ensemble minimal de générateurs pour M. Si Anng(mi,...,ms_1) = 0 ou si
Anng(mg) = 0, alors, la preuve est terminée puisque nous pouvons prendre un
m € M tel que Anng(m) = 0, par I’hypothése de récurrence. Donc, supposons

que ce n’est pas le cas et posons

a = Anng(my,...,mg) #0
B = Anng(ms) # 0

Ainsi, le produit « - 8 est non nul car R est un domaine intégre. Mais alors,

NOUS avons que
0+# a-BC Anng(my,...,ms) = Anng(M) =0,

une contradiction.
Ainsi, nous avons montré qu’il existe un m € M tel que R-m est isomorphe &
R. Autrement dit, si d est le degré de m, alors H(R - m,t) = t*H(R,t). De plus,

puisque R -m C M, nous avons que
H(R-m) = t*H(R,t) < H(M, ),

dans le sens que 'inégalité est vraie pour tous les coefficients.
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Finalement, puisque M est finiment engendré, il existe un R-module libre
L et un homomorphisme surjectif L — M. En effet, si M est engendré par
my, ..., Ms, on peut considérer L comme le module libre de dimension s, avec des
générateurs ep, ..., e,. Pour que ’homomorphisme surjectif préserve la gradua-
tion, on peut définir le degré des générateurs de L comme d; = deg(e;) = deg(m;).

Ainsi, la série de Hilbert de L est

= (itd‘> H(R,t

De plus, puisque nous avons un homomoprhisme surjectif, cela implique I'inégalité
H(M,t) < H(L,1).

Autrement dit, nous avons

tYH(R,t) < H(M, 1) (th>

Or, les deux séries aux extrémités ont un pdle d’ordre r puisque

1
PR = o)
o k; = deg(6;).
Nous pouvons donc montrer que ’ordre de H(M, t) a aussi un pole d’ordre 7.
Il suffit tout d’abord de remarquer que dans notre cas, nous pouvons multiplier
chaque terme par (t—1)" et préserver les inégalités. Ensuite, lorsque nous prenons
les limites lorsque t tend vers 1, la convergence des deux séries aux extrémités

implique la convergence de la série du milieu.

Donc, v(M) = r = dim(M) par le théoréme de normalisation de Noether. [

Donc, si nous considérons le cas A = M = K[V]%, nous obtenons 7(K[V]°) =
dim(K[V]%). De plus, un systéme homogéne de paramétres pour K[V] est égale-
ment un systéme homogéne de paramétres pour K[V puique K[V] est un K[V]°-
module finiment engendré. Donc, dim(K[V]) = dim(K[V]%), ce qui veut dire que
YK[VIC) = dim(K[V]) = dimg (V).

Remarque 1.1. En fait, pour un A-module M satisfaisant aur hypothéses du

théoréme 1.8.7, nous aurions pu définir directement la dimension de Krull de M
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comme étant dim(M) = y(M). Cette définition simplifie en général les démons-
trations. A titre d’exzemple, il est maintenant aisé de démontrer que la dimension
de Krull de K[zy,...,z,] est n. En effet, il suffit de remarquer que la série de

Hilbert

n

’H(K[xl,...,mn],t) = H(l—;td*),

i=1

ot d; = deg(z;), a un péle d’ordre n.

1.3.4. Modules Cohen-Macaulay

K[V]€ est donc un module finiment engendré sur un anneau polynomial. Cela
ne veut pas dire, cependant, qu’il est libre sur cet anneau. Un anneau R est
dit Cohen-Macaulay s’il est libre sur I’anneau polynomial engendré par un
systéme homogeéne de paramétres. Similairement, nous avons défini un systéme
homogeéne de parameétres pour un module M et nous disons que ce module est
Cohen-Macaulay s’il est un module libre sur ’anneau polynomial engendré par
ce systeme.

Remarque 1.2. On peut montrer que la propriété Cohen-Macaulay ne dépend
pas du choiz du systéme homogéne de parameétres (voir [Ser|, théoréme 2, p.IV-
20).

Remarque 1.3. La définition que nous avons donnée pour un module (ou un
anneau) Cohen-Macaulay n’est pas celle que nous rencontrons usuellement dans la
littérature. Un module est dit Cohen-Macaulay si sa profondeur (que nous n’avons
pas définie ici) est égale a sa dimension de Krull. Cependant, notre définition est
équivalente. Une preuve de cette équivalence est présentée dans [Ben|, théoréme
4.8.5.

Comme nous 'avons vu a la section 1.3.2, pour un module M finiment en-
gendré, il est toujours possible d’écrire la série de Hilbert comme une fonction

rationnelle de la forme
f(t)
H;=1(1 — th)

ou f(t) est un polynéme de Laurent en ¢ avec coefficients entiers.

H(M,t) =

Si, de plus, M est Cohen-Macaulay, alors nous avons une information supplé-

mentaire sur la série de Hilbert. En effet, dans ce cas, M est libre sur un anneau
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polynomial, disons K|fi,..., fs], tel que deg(f;) = k;. Ainsi, nous pouvons tou-

jours écrire

M =mK[f1, far-- -, [s) @ K[f1, fo, -, fs] @ - @K [f1, f2, .- -, fs]-

Supposons que deg(n;) = d;. Donc,

th +td2+,,_+tdt
H;:l(l _th)

Il arrive parfois que K[V]® soit Cohen-Macaulay. En fait, nous verrons au

H(M,t) =

chapitre 2 qu’il est toujours Cohen-Macaulay dans le cas non modulaire.

Dans ce cas, nous pouvons toujours écrire

Klz1, ..., 30 = K[f1, for - FAl @ mK[f1, for oo, fu) ® - @ K [ f1, far -, [

pour des polynémes fi, fo,..., fu, 71,70, - - -, Mk invariants.
L’ensemble {fi, f2,..., fa} est alors appelé un ensemble d’invariants pri-
maires, tandis que ’ensemble {91, 79, ..., 7}, un ensemble d’invariants secon-

daires. Bien que le choix de ces ensembles ne soit pas unique, le nombre et le

degré de ces polyndmes le sont.

1.3.5. Anneaux Gorenstein

Soit R un anneau Cohen-Macaulay et soit A un anneau polynomial sur lequel
R est libre. Nous pouvons définir le module canonique de R comme étant le
module

wA(R) = HO’I’TLA(R, A)

Ainsi, le module canonique est en quelque sorte le dual de R. Si R est isomorphe
a wa(R) (comme R-module), nous disons que R est Gorenstein. En d’autres
termes, un anneau Gorenstein est « auto-dual ». Si l'isomorphisme préserve la
graduation, on dit que R est Gorenstein gradué. Nous verrons que les anneaux
Gorenstein peuvent étre caractérisés par leur série de Hilbert.

Remarque 1.4. Nous montrons ¢ l'anneze C que wa(R) ne dépend pas du choix
de A, & isomorphisme prés. Nous écrirons par la suite simplement w(R) pour le
module canonique. Une conséquence de cela est bien sir que la propriété Goren-

stein ne dépend pas non plus du choiz de A.
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Nous avons une équation fonctionnelle pour la série de Hilbert du module

canonique :
H(R,t™Y) = (-1)"""H(w(R), )

pour un nombre entier r (n est la dimension de Krull de R).

En effet, soit {¢;} une base de R comme A-module libre. Soit maintenant
{#7} la base duale (donc une base pour w(R)). Autrement dit, ¢;(D>_a;¢;) = a;.
Si e; est le degré de ¢;, alors le degré de ¢! est —e; puisque ¢; fait diminuer le
degré d’un élément de e;. Ainsi, nous avons que la série de Hilbert de R est

D 1.
H(R7 t) - H?:l(]- _ tdeg(fJ))

tandis que la série de Hilbert de w(R) est

Z &
H(w(R),t) = H?:l(l — tdeg(fi))’

RS ! Y2 . . . .
D’ott nous avons ’équation fonctionnelle si nous posons n+r =Y deg(f;).
Nous nous intéressons donc aux anneaux (orenstein, c’est-a-dire aux an-
neaux R tels que R = w(R) (comme R-module). Dans ce cas, nous avons 1’équa-

tion fonctionnelle
H(R,t™!) = (=1)"t" "H(R, t) (1.3.1)

pour un entier q.

Remarque 1.5. Nous pouvons voir w(R) = Homu(R, A) comme un R-module

en définissant, pour v, € R et f € Homa(R, A), un produit (r- f)(r') := f(rr').
Cette relation peut également étre énoncée de la maniére suivante. Puisque R

est Cohen-Macaulay, nous avons vu que sa série de Hilbert est de la forme

f(t)
H?:o(l - td‘)’

ou f(t) est un polynéme & coefficients entiers positifs ou nuls et les d; sont des

H(R,t) =

nombres naturels. Posons f(t) = ag + a1t + ast> + - - - + a,,t™. Alors, la relation

(1.3.1) implique que a; = am—; pour ¢ =0,1,...,m.
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En effet, supposons que les e; sont ordonnés de sorte que e; < ey < --- < e;.

Alors, par I’équation 1.3.1, nous avons qu'’il existe un entier ¢ tel que

Dot =ty

En comparant les deux c6tés en en regroupant les termes qui ont méme exposant,
nous avons que bien que a; = a,,—; pour t =0,1,...,m.

En fait, il est intéressant de noter que R.P. Stanley a déja démontré qu’un
anneau gradué Cohen-Macaulay R intégre est Gorenstein si et seulement si sa
série de Hilbert satisfait a4 1’équation 1.3.1.

Théoréme 1.3.8. Soit R un anneau intégre gradué et Cohen-Macaulay. R est

Gorenstein si et seulement si sa série de Hilbert satisfait a [’équation 1.3.1.

Démonstration. Nous avons déja montré un cété de [’équivalence. Maintenant,
supposons que R est un anneau gradué intégre tel que sa série de Hilbert satisfait
a 1.3.1. Supposons également que les e; sont ordonnés comme précédemment et
que les ¢; forment une base de R sur A. ¢, est I'unique élément de la base qui
est de degré maximal. En effet, le fait que A C R implique qu’un (et un seul)
des ¢; soit une constante. En fait, c’est ¢; étant donné que les e; sont ordonnés.
Autrement dit, nous avons que e; = 0 et que e; > 0 pour ¢ > 1. Donc, a; = 1. Or,
par la relation 1.3.1, a,, = a; = 1, ce qui montre bien que ¢; est I'unique élément
de la base de degré maximal. Ainsi, ¢} est I'unique ¢; de degré minimal.

Définissons alors le morphisme

(:R — w(R)= Homu(R,A)

T o— (

ol G (1) = ¢%(rr’).
Nous voulons montrer que ¢ est en fait un isomorphisme. Tout d’abord, si

nous passons aux corps de fractions, nous avons un morphisme

¢: Q(R) — Homqa)(Q(R), Q(A))
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Remarquons avant de continuer que z € Q(R) peut s’écrire comme Z o1 7 € R
et 0 # a € A (voir remarque 1.6). De plus, f(g) = (z ol CE(:T:) = % *(rr'). Or,
puisque Q(R) est un corps, le noyau de ¢ est soit 0 ot @(R). Le noyau n’est pas
Q(R) puisque ((¢s) = (s, €t C4,(1) = ¢3(¢s) = 1 # 0. Dong,  est injectif.

Finalement, R et w(R) ont la méme série de Hilbert (il faut peut-étre multiplier

la série de w(R) par un facteur de t7), ce qui implique que R|q] et w(R) sont

isomorphes. O

Remarque 1.6. En fait, plus généralement, si R C S est une extension finie
d’anneauz intégres, alors les éléments du corps de fractions de S sont de la forme
sfr o s € S et 0% r € R. Si on note par Q(S) le corps de fractions de S et
par T l’ensemble des éléments s/t ot s € S et 0 # r € R, alors nous voulons
montrer que Q(S) = T. Or, puisque l’extension R C S est finie, alors l'extension
Q(R) C Q(S) est finie. Or, T C Q(S) implique que Q(R) C T est également
finie. Donc, T est un corps. Ainsi, pour chaque s € S, s/1 € T. Puisque T est
un corps, on a également que l'inverse 1/s € T. Donc, T est le corps de fractions
de S et ainsi T = Q(S).
0 1

Exemple 1.4. Soit G le groupe de matrices engendré par M = agis-
-1 0

sant sur Clz,y). Le groupe G est un sous-groupe de SL(V) (donc C[V]® est
Gorenstein, comme nous verrons dans le théoréme 2.5.1). Nous calculons la série

de Hilbert de C[V]® dans ezemple 2.1 :

1 1 2 1 1+
G — =
e =g laor T Tve T a0 T -B0-®

qui est bien de la forme prédite (ici m =4).

1.4. EXPANSION DE LAURENT AUTOUR DEt =1

Nous allons utiliser la notation suivante pour les termes de ’expansion de

Laurent :

Po(M) + Y1 (M) n P (M)

MM ) = o+ o b e



22

ou n = dim(A). Puisque la dimension de Krull de A n’est pas nécéssairement
égale & celle de M, il est possible que les premiers termes soient nuls. Remarquons
également que les 1;(M) sont des nombres rationnels.

Nous énoncons maintenant plusieurs résultats concernant les coefficients de

Laurent ;(M). Nous ne supposons pas, pour l'instant, que M correspond aux
invariants d'une action de groupe. Nous traiterons ce cas particulier dans les
prochains chapitres.
Remarque 1.7. Dans la littérature, les deuz premiers termes sont habituellement
notés deg(M) et Y(M). Cependant, cette notation est difficile a généraliser pour
les autres termes de ’expansion. Pour cette raison, nous utiliserons tout au long
de ce texte la notation 1;(M) pour le i° terme de cette expansion. Donc, deg(M) =
Po(M) et Y(M) = (M)

Nous présentons tout de suite notre premier lemme (tiré de [Ben]) sur les
deux premiers termes de cette expansion. Rappelons que nous notons M|[d] le
module gradué tel que M[d]; = M,;q4. De plus, si A est un anneau intégre, nous
définissons le rang d'un A-module M, noté rangs(M), comme la dimension de
Q(A) ®4 M sur Q(A).

Lemme 1.4.1. Nous avons que :
(1) o(M]d]) = Yo(M)
(2) %1 (Md]) = 1 (M) — dpo(M)
(3) Si A est integre, (M) = ranga(M)ho(A)

Démonstration. (1) et (2) peuvent étre démontrés par calcul direct. En effet,

on a que
H(M,t) = t*H(M[d], t).

Or, on peut réécrire cela comme

d

H(M,t) = (Z(t - 1)i> H(M[d], t)

i=0
puisque t = ((t — 1) + 1)¢ et nous utilisons la formule du binéme. En prenant
I’expansion de Laurent des deux c6tés, nous obtenons les deux premiers points

du théoréme.



23

(8) Voir le lemme 1.4.2 (3). a

Définition 1.4.1. Soit M un A-module. Nous définissons la longueur de M
(notée longs(M)) comme la longueur h de la plus longue suite 0 C My C M, C
<o+ C My =M de A-modules, si les longueurs de telles suites sont bornées.
Similairement, nous définissons la hauteur ou la codimension d’un idéal
premier P, notée haut(P) ou codim(P), comme la longueur h de la plus longue

chaine d’idéaux premiers
PoCPiC---CPr="P.

En fait, si nous comparons la définition de hauteur avec celle de dimension
nous voyons que dim(P) = n — h si P est un idéal premier de hauteur h dans
un anneau de dimension n. C’est pour cette raison que certains auteurs écrivent
codimension plutét que hauteur. Dans ce texte, nous utiliserons toujours le mot
hauteur.

Nous avons une formule trés utile pour le premier terme non nul de I’expansion
de Laurent provenant de l’article [Avr] :

Lemme 1.4.2. Soit M # 0 un A-module gradué finiment engendré avec
h = dim(A) — dim(M).
Alors,

(1) (M) = p;(M') + 1;(M") pour tout j € Z si on a une suite exacte

0—-M —>M-—->M'—0.

(2) Y;(M) =0 pour j < h.

(8) Yn(M) = > plonga, (Mp)Yn(A/P), ot la somme est prise sur les idéauz

premiers P homogeénes de hauteur h.

Démonstration. (1) est une conséquence de Padditivité de la série de Hilbert
et de 'unicité des coefficients de ’expansion de Laurent.

(2) est évident puisque dim(M) = dim(A) — h et que nous avons déja montré
que le premier terme non nul de l'’expansion de Laurent d’un module M est le

coefficient de (1 — t)=#m(M),
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(8) Voir larticle [Avr]. O

Dans la section 1.3.5, nous avons donné une équation fonctionnelle satisfaite
par la série de Hilbert d’'un anneau Gorenstein. En fait, cette équation donne
beaucoup d’information sur les coefficients de Laurent.

En effet, considérons une série rationnelle de la forme

t
M) = i
Hi—.l(l —t%)
ou f(t) est une série a coefficients entiers et les d; sont des nombres naturels. 11
n’est méme pas nécessaire de voir H(t) comme la série de Hilbert des invariants
pour le moment. Il suffit de remarquer que l’ordre du pole de H(t) ent =1 est n

et que H(t) admet donc une expansion de Laurent

o U1 (172

) R T e S

H(E) = -

ot les v; sont des nombres rationnels. Nous pouvons également définir la série

H(t) par équation fonctionnelle

H(E™Y) = (1) TTH(2).

Ainsi, nous pourrons éventuellement considérer H comme la série de Hilbert
du module canonique. Pour I'instant, remarquons que cette série aura, elle aussi,

une expansion de Laurent

= o W Vi
H(t) = I O e e S s

ou les 9; sont des nombres rationnels.
Nous avons alors le théoréme suivant tiré de I’article [Bro2| qui met en relation
les coefficients des deux expansions :

Théoréme 1.4.3. Avec les notations précédentes :
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(1) Soit F = dlgl_?dn, les coefficients 1; et 1/33- sont reliés comme suit :

Yo = to=7F;
71;1 +1 = qF;
Py —thy = (Q+1)(¢1~g‘-7:);

m

Z ! (-1

i=0 \m —1

Z TTL_ ' (—1)"¢s
; 1—1

i=1
pour m > 1. En particulier, quand ¢ = 0, nous avons que
- T [m-—1 ;
Ym = Z , (=1)¢.
=1 \ ¢t —1
(2) Si on suppose que H(t) satisfait lui-méme a l’équation fonctionnelle

HE) = (1) IH(t)

pour un entier q, alors Fq = 2¢,. Donc, si ¢, = 0, alors ¢ = 0 et pour

tout m > 1,
! (m-1 .
L= (=D™m=>_ | (—1)*4s.
=2 17—

Ainsi, si m > 2 est minimal tel que ¥, # 0, alors m est pair et

m’(ﬁm = 2'1/)m+1 .

En particulier, ¥9 = Y3 st i, = 0.

Démonstration. (1) Tout d’abord, si H = =—£%.~ alors

-5y
o . F) _
o = lim H(¢)(1 - )" = lim T Attt +ta0)  didydy g

Nous pouvons utiliser le méme type d’argument pour 1 puisque, explicitement

~ 2 (di—1)—g
D=
M) = e
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Si nous substituons ¢ par t~! dans I’expansion de Laurent de H(t), nous ob-
tenons
1 IR T G (1-1)
[ F+ > (1 —t1) F+ 1&1 ~ |.
- ( 2 “amy TR

Puisque H et H sont reliés par ’équation fonctionnelle, alors ’expansion de

H(t ') ci-dessus est égale a

(—t)s o
1—t) (I+§¢"(l ) ) !
ce qui implique que
(f+2¢1 — ) =t <f+zz/3,.(1—t)i>. (14.2)
i>1 i>1

En se servant de 1’égalité

5= (r=i=g) =2 (") a-w

nous pouvons déduire que le coté gauche de ’équation 1.4.1 est égal a
F i | 1 —t)™
+Z(Z(H)< w)( )
m2>1
D’autre part, nous pouvons nous servir du fait que
q . .
ti=(1-(1-1))= -1 (1-1¢)
a-a-or =% (Y)eva-o
>0
pour développer le cété droit de ’équation 1.4.1 et ainsi obtenir que celui-ci est
égal a

P 3 (3 (o)) oo

m>1 =0

Donc, en comparant les coefficients des deux cotés de I’équation 1.4.1, nous ob-
tenons tout de suite l’égalité voulue pour m > 1 :
_1 1.0, — _1 m—1i ~'.
S (7= (0, ) o
i=1 =0
(2) Supposons que 1’équation fonctionnelle soit vérifiée pour H. Ainsi, nous
avons H = H et ¥; = ¢; pour tout i. Nous obtenons donc automatiquement que

21 = Fq et donc que ¢ = 0si Y = 0.
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Par (1), lorsque ¢ = 0, nous avons que pour tout m > 1
v =5 ("D 1y
— 1—1
Nous pouvons alors soustraire & chacun des cotés (—1)™,, pour obtenir
m—1 m—1
S o (i [
i=2

O

Corollaire 1.4.4. Soit G un groupe fini muni d’une représentation sur un espace
vectoriel V de dimension finie. Si K[V]¢ est Gorenstein et qu’il eziste un k > 1

pour lequel
D1 (K[V]F) = $a(K[V]®) = -+ = %1 (K[V]F) = 0, mais u(K[V]F) #0

alors, k est pair et
ke(K[V]®) = 2 (K[V]°).

L’exemple 2.3 contient quelques exemples d’anneaux d’invariants Gorenstein
ainsi que leur série de Hilbert. Nous pouvons voir dans ces exemples les relations

énoncées ci-haut entre les deux premiers termes non nuls.

1.5. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES INVARIANTS

Dans la présente section nous donnons une interprétation géométrique des
invariants. Pour un bref survol des notions de base de géométrie algébrique, nous
référons le lecteur a ’annexe B.

Posons d’abord V//G la variété algébrique affine correspondant & ’anneau
K[V]€. Autrement dit, supposons que K[V]° soit engendré par fi, ..., fm comme

K-algébre et que ces générateurs satisfont aux relations

Tl(fl,...,fm)=O,...,Tk(f1,...,fm):O,

Ainsi, K[V]¢ 2 Klyi,...,Ym]/(T1,-..,7) et nous définissons V//G comme la
sous-variété de K™ correspondant & l'idéal (rq, ..., 7). Si K est un corps algébri-

quement clos, nous voulons montrer qu’il y a bijection entre V//G et ’ensemble
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V/G des orbites de G dans V. Cela nous permet donc de considérer V/G comme
une variété algébrique affine.

Pour démontrer cette bijection, nous utilisons le morphisme ¢ : V — V//G,
appelé le quotient catégorique, qui correspond a l'inclusion K[V]¢ — K[V].
Plus précisément, si v € V, on définit ¢(v) = (f1(v),. .., fm(v)).

Théoréme 1.5.1. 5i K est algébriquement clos, il y a bijection entre les orbites

dans V et les éléments de V//G.

Démonstration. Par définition de ¢, il est évident que si deux éléments v et w
de V se trouvent sur une méme orbite, alors ¢(v) = ¢(w).

Il reste & montrer la surjectivité de ¢. Soit z = (21,...,2m) € V//G C K™.
Considérons l'idéal Z = (fy; — 21,..., fm — 2zm) de K[V]. Puisque K est algébri-
quement clos, ’ensemble des zéros V(Z) n’est pas vide. Donc, il existe v € V tel

que fi(v) = 21,..., fm(v) = 2. Alors, ¢ est surjectif. O

Nous pouvons nous servir des propriétés gométriques de V//G (ou V/G) pour
comprendre K[V]%. Par exemple, il est clair que K[V]® est polynomial si et
seulement si V//G est un espace vectoriel. Un espace vectoriel ne posséde jamais
de singularités (pour la définition d’une singularité dans un contexte algébrique,
référez-vous a ’annexe B). Cependant, V//G peut en posséder. Le théoréme 1.5.5
montre que V//G est toujours un espace vectoriel s’il ne posséde pas de singulari-
tés. Auparavant, nous devons énoncer le fameux lemme de Nakayama et quelques
corollaires.

Lemme 1.5.2 (Nakayama). Soient R = D, R: un anneau positivement gradué
tel que Ry = K est un corps et p lidéal mazimal ;.o Ri. Soit M = P 454, Ma
un R-module finiment engendré.

Si I C p est un idéal homogene tel que I - M = M, alors M = 0.

Démonstration. Soit I = P d>a, 1a pour un d; > 0 et supposons que M # 0.
On peut alors supposer que My, # 0. Alors, le degré minimal d’un élément sera

dy + do > do, ce qui contredit que My, C I - M. d

Corollaire 1.5.3. Soit N C M un sous-module gradué tel que M C N + - M,
alors M = N.
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Démonstration. Par hypothése, nous avons que
- (M/N)YC (u-M+ N)/N = M/N.
Donc, par Nakayama, M/N = 0. O

Corollaire 1.5.4. Soient my,ms,...,m, € M des éléments homogénes tels que
mi, Ma, ..., M, forment une base de M/(u- M) comme K -espace vectoriel, alors

mi, Mo, ..., m, sont un systéme de générateurs minimal de M comme R-module.

Démonstration. Soit N = (m;,ma,...,m,). Alors, par hypothése, N est un
sous-module de M tel que M = N + p- M. Donc, par le corollaire précédent,
M = N. De plus, s'il existait un systéme de générateurs plus petit pour M, leurs
classes d’équivalences engendreraient M/(u - M), ce qui contredirait le fait que

c’est un espace de dimension r. O

Nous sommes maintenant préts pour démontrer :
Théoréme 1.5.5. Soit G un groupe agissant linéairement sur un espace vectoriel
V' de dimension finie sur un corps K algébriqguement clos. La variété V//G est

un espace vectoriel st et seulement si elle ne posséde pas de singularités.

Démonstration. Il suffit de montrer que si V//G ne posséde pas de singularités,
alors c’est un espace vectoriel. K[V]% est un anneau gradué positivement tel que
K[V]§ = K. Soit p I'idéal maximal comme dans le lemme de Nakayama. V//G
sans singularité implique que dimg(u/u?) = dim(K[V]¢) = n. Par le lemme de
Nakayama (ou plutdt par le corollaire 1.5.4), I'idéal p peut étre engedré par n
éléments. Or, puisque p contient tous les éléments de degré strictement positif
dans K[V]®, cela implique que K[V]¢ est lui-méme engendré, comme K-algébre,
par ces mémes n éléments. Puisque nous avons supposé que dim(K[V]®) = n,
cela veut dire que ces n éléments sont algébriquement indépendants. Donc, K[V]¢

est polynomial. O



Chapitre 2

CAS NON MODULAIRE

Dans ce chapitre, nous nous attardons seulement au cas non modulaire. Tout
au long du chapitre, nous étudions K[V]° en supposant que la caractéristique
du corps K n’est pas un diviseur de 'ordre du groupe G. Comme nous le ver-
rons, cette supposition aide grandement & l'analyse de K[V]°. De plus, le cas
non modulaire est important puisqu’il comprend le cas «classique» du corps de

caractéristique 0.

2.1. THEOREME DE MOLIEN

Dans le cas non modulaire, il est possible de calculer la série de Hilbert de
K[V]€ & partir d’aucune autre information que I’action du groupe (i.e. la repré-
sentation de G). Le principe est simple : si nous pouvons construire une projection
dont I'image est K [V]JG, alors la trace de cette projection est égale a la dimension
de K [V]JG Il faut cependant faire attention puisque la trace est un élément de
K tandis que la dimension est un nombre naturel. Cela ne pose évidemment pas
probléme en caractéristique 0. Heureusement, il existe une maniére de donner un
sens & cette interprétation en caractéristique p.

Supposons que |G| = p*m avec m non divisible par p. Alors, on peut toujours
trouver un isomorphisme entre les racines m-iéme de 'unité de K et les racines
m-iéme de l'unité dans C. Soit maintenant ¢ € G d’ordre non divisible par p.
Alors, par I'isomorphisme précédent, les valeurs propres de g correspondent & des

nombres complexes Aq, Ag, ..., A,. On définit alors

trace®(g) ;== M + X+ -+ X, €C
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ainsi que
deto(g) = /\1)\2 cee )\n e C.

Cette méthode, consistant & «relever» les traces et les déterminants dans un
corps de caractéristique 0 est appelée le relevé de Brauer (pour plus de détails,
voir [Neu] pp. 47-49). Ainsi, lorsque nous sommes en caractéristique p, il suffit
de remplacer trace par trace® et det par det® dans 'argument qui suit.

Dans le cas non modulaire, on peut définir la projection 7€

= ﬁ deG 9
dont I'image est K[V]°. Donc, dimg (K[V]S) = trace(n®, K[V];), c’est-a-dire la
trace de 7% sur K[V];.
On obtient donc que
H(K[V]C 1) = Ztracew , K[V];) tj— ZZtrace (g, K[V];)E.
7=0 gEG] 0

De plus,

= . 1
>t KVt = ——>n
j=0 racels, KIVlsJt det(1 — g~1t)

En effet, pour montrer cette égalité, nous pouvons supposer que K est algébri-
quement clos, puisque travailler dans une extension de corps ne change aucun
des deux cétés de l'égalité. Donc, il existe une base de V pour laquelle g est
triangulaire supérieure (si K est de caractéristique nulle, g est diagonalisable).
Supposons que les valeurs propres de g sont Ay, ..., A,. Alors, les valeurs propres
de g sur V* sont A\[*,..., -1, Donc, les valeurs propres de g sur K [V]; sont les
produits de j des \; (avec possiblement des répétitions).

Autrement dit,

n

N —= )\_]tj e AT = .
;trace(g, K[V]J)t (];0 1 ) <Jz=% n ) 11:[1 1 _ )\ 1t det(l _ g_lt)

Nous venons donc de montrer :

Théoréme 2.1.1 (T. Molien). Soit G un groupe fini agissant linéairement sur un
K -espace vectoriel V. Supposons que la caractéristique de K ne divise pas l’ordre
de G (cas non modulaire).

Alors,

HKIVT 1) |G| Z det(1 — gt)
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Ce théoréme sert entre autres & suggérer le degré des générateurs des inva-

riants, comme le démontre I’exemple suivant.

0 1
Exemple 2.1. Soit G le groupe engendré par la matrice agissant sur
-1 0
10 0 1 -1 0 0 -1
Clz,y]. Alors G ={ ) ) , }oet
01 -1 0 0 -1 1 0
1 1 2 1 14+t

MCey™ )= |G T Tee T aa ) T a-oa-®

Cette série suggére que Clz,y]® = C[fi, fo] ® fsC[f1, f2] ot les fi sont de

degré 2, 4 et 4, respectivement. Or, on peut trouver trois invariants avec les bons

degrés :
fi=2* 4+
fo =z’
fa =2’y — zy?,

Avec ces valeurs pour fi, fo et fs, C[f1, fo] ® f3C|f1, fo] est une sous-algébre
de C[z,y]® qui a la méme série de Hilbert que C[z,y]®. On conclut alors ’égalité.
Remarque 2.1. Il existe également une version plus générale du théoréme de
Molien qui permet de calculer, sous les mémes hypothéses, la série de Hilbert de
KWV ={feK[V]|g-f=x(9)f} pour un caractére x (c’est-a-dire que x est
un homomorphisme entre G et K*).

La formule est
1 x(g)
H(K[V]S,t) = — E e
x |G| = det(1 — gt)

En particulier, le cas x = det joue un réle important pour la théorie des anneauz
Gorenstein puisque, dans le cas non modulaire, 'anneau K[V)$, est isomorphe
au module canonique. Cela est en fait le résultat du théoreme de Watanabe dont

nous rediscuterons (voir le théoréme 2.5.1).
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2.2. LES DEUX PREMIERS TERMES

Nous voulons maintenant nous servir du théoréme de Molien pour trouver des
formules pour les deux premiers termes de I’expansion de Laurent : 1o(K[V]%) et
b (K[V]O).

Supposons que V est une représentation fidéle de G. Remarquons alors que,
dans le cas non modulaire, il est facile de déduire (K [V]¢) par le théoréme de
Molien. En effet, soit {\;} 'ensemble des valeurs propres de g € G, un terme de

la formule de Molien est de la forme

1 1 1 1
[Gldet(1 ~tg)  |GITTE (1~ tX)
et contribue au pole d’ordre n pour t = 1 si et seulement si A\; = 1 pour tous les
1. Or, puisque nous sommes dans le cas non modulaire, la caractéristique de K
ne divise pas l'ordre de g. Donc, g doit é&tre l'identité de G pour contribuer au

terme vo(K[V]¢). Donc,

So(K[VIS) = l-gl

Nous verrons dans le théoréme 3.1.2 que ce résultat demeure vrai dans le cas
modulaire.

Nous pouvons utiliser la méme technique pour calculer 1 (K[V]%). Aupara-

vant, nous devons définir :
Définition 2.2.1. Soit G un groupe muni d’une représentation sur un espace
vectoriel V' de dimension n. Un élément g # 1 de G d’ordre fini est appelé une
réflexion s’il existe un hyperplan (donc un sous espace de V' de dimensionn—1)
qui est laissé fize point par point par g. Le groupe G est un groupe de réflexion
s’il est engendré par des réflexions.

Plus généralement, un élément (# 1) d’ordre fini est appelé une k-réflexion s’il
fize point par point un sous-espace de V' de dimension n —k. Donc, les réflexions
sont des 1-réflexions.

Par exemple, le groupe S, (muni de I’action linéaire qui consiste & permuter
les éléments de la base de V*) est un groupe de réflexion puisqu'il est engendré
par les couples (i, 7), 1 # j. Chaque élément (¢, j) fixe ’hyperplan qui correspond

a I'équation z; — z; = 0.
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Un terme de la formule de Molien contribue au péle d’ordre n — 1 si et seule-
ment si n — 1 des A; sont égaux a 1 et que la valeur propre restante n’est pas 1.
Autrement dit, g € G contribue au deuxiéme terme si et seulement si g est une
réflexion.

De plus, la contribution d’une réflexion g, si la valeur propre différente de 1

N Y
1151‘((1 U Glaei—t9)) T TGIa=N

est A, est

Finalement, remarquons que

1 N 1 __a—Ay+u—A4)_1
1—-X 1—=X1 1—=X1—-)X4+1

Autrement dit, si nous regroupons les réflexions avec leurs inverses, nous

voyons que la contribution de chacune est ﬁ Si une réflexion est son propre

inverse, elle a comme valeur propre A = —1 et sa contribution est également

1 1

= L
IGI1-(-1) — 2G|

Notez que cette valeur propre A peut étre vue comme un nombre complexe en
utilisant le relevé de Brauer. Donc, cette analyse a un sens méme dans le cas oil
la caractéristique de K n’est pas 0.

On conclut alors que dans le cas non modulaire

n(KIVI) = 5

ou 7 est le nombre de réflexions de G.
L’exemple suivant nous montre comment cette analyse est particuliérement

utile lorsque G est un groupe de réflexion.

Exemple 2.2. Supposons que G est un groupe de réflexion. Nous verrons alors
au théoréeme 2.3.1 que K[V est polynomial et donc que K[V]® = K|[f1,..., fa]
pour certains f; € K[V] . Posons d; = deg(f;). Nous avons alors la série de

Hilbert
1

[l (1 - t%)

Nous pouvons facilement calculer les premiers termes de l’expansion de Laurent

H(K[V]® ) =

de cette série et obtenir :

1 1 2di+dy+-+dy—n) 1

G —
H(I([V] ,t) - dlden (l—t)n + didy---d, (l—t)"—l
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Or, cela nous donne beaucoup d’information en comparant avec les valeurs de

Yo et ¥y que nous avons trouvées. Nous avons donc automatiquement que
|G| =dids - - d,
et le nombre de réflexions de G est
r=(d—1)+(dg— 1)+ +(dn — 1).

Nous voyons donc que ce sont les réflexions qui contribuent au terme 1 (K[V]¢).
Toujours en utilisant le théoréme de Molien, il est facile de déduire que si G ne
posséde aucune réflexion, alors ce sont seulement les 2-réflexions qui contribuent
au terme 1o (K[V]%). Par contre, dans ce cas, il est difficile de trouver une formule
permettant de calculer la contribution de ces 2-réflexions. De méme, s’il existe un
nombre 1 < k£ < n pour lequel G ne posséde pas de [-réflexions pour | < k, alors,
ce sont seulement les k-réflexions qui contribuent au terme v (K[V]).

Dans les prochaines sections, nous discutons des propriétés de ’anneau des

invariants dans le cas non modulaire.

2.3. ANNEAU POLYNOMIAL

Dans le cas non modulaire, il existe un critére pour savoir si K[V]° est po-
lynomial ou non. Nous avons le résultat suivant énoncé sans preuve (voir [Ben],
théoréme 7.2.1) :

Théoréme 2.3.1 (Shephard-Todd, Chevalley). Supposons que G est un groupe
fini agissant fidélement sur un espace V de dimension finie. Alors,
K[V]® polynomial = G est un groupe de réflezion.
De plus, dans le cas non modulaire, nous avons l’équivalence
K[V]C polynomial <= G est un groupe de réflexion.

En caractéristique 0, il existe une classification des groupes de réflexion irré-

ductibles. Cette classification est donnée dans le tableau 7.1.1 de [Neu] et dans

le tableau 7.1 de [Ben)].

2.4. ANNEAU COHEN-MACAULAY

Théoréme 2.4.1. Dans le cas non modulaire, K[V]¢ est Cohen-Macaulay.
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Démonstration. K[V] = K[z;,...,Z,] est un anneau Cohen-Macaulay puisque
{z1,...,2,} est un systéme homogeéne de parameétres. Soit {y,6s,...,0,,} un
systéme homogene de paramétres pour K[V]|¢ (existence d’un tel systéme est
garantie par le théoréme 1.3.6). Ainsi, K[V]¢ est un K[6,0,...,0,,]-module
finiment engendré.

Or, K[V], étant un K[V]°-module finiment engendré par le théoréme 1.3.6, est
également un K([f1,60s,...,0,]-module finiment engendré. Donc, {6;,6s,...,0,}
est un systéme homogéne de paramétres pour K[V], ce qui implique que K{V]
est un K[6y,0s,...,0mn]-module libre puisque K[V] est Cohen-Macaulay.

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que K[V]€ est un sommand direct
de K[V], c’est-a-dire qu’il existe un K[V]%-module U tel que K[V] = K[V]°@U.
Si c’est le cas, nous avons alors que K[V]® est également un K[0;,60,,...,0,]-

module libre. Considérons ’homomorphisme 7 sur K[V] défini par

1
WG(f):@Zg'f-

geqG

Cet homomorphisme est en fait une projection dont I'image est exactement K[V,

ce qui termine la démonstration. U

2.5. ANNEAU GORENSTEIN

Dans le cas non modulaire, il est facile de savoir si K[V]¢ est Gorenstein
gradué pour une action linéaire donnée du groupe G sur l’espace vectoriel V
grace au théoréme de Watanabe.
Théoréme 2.5.1 (Watanabe). Soit G un groupe fini muni d’une représentation
sur un espace vectoriel V de dimension finie sur le corps K. Si la caractéristique

de K n’est pas un diviseur de |G|, alors
w(K[V]%) = KV]g, = {f € K[V]| g- f = det (9)f, Vg € G}.
En particulier, K|V]® est Gorenstein gradué <= G < SL(V).

Démonstration. Soit A = K|[fy,..., f,] un anneau polynomial sur lequel K[V]¢

est libre (on se souvient que K[V]¢ est Cohen-Macaulay). Posons k, = deg(f,) et



supposons que k; > 0 pour tout . Nous avons

w(K[V]%)

IR

Hom4(K[V]C, A)[Z(ki —1)]

= (Homs(K[V], A3k~ 1)°

12

(K[V] ®det™")¢ = K[V]S,

2.5.1. Classification des sous-groupes de SL,(C)

Dans le cas ot K = C, nous avons par le théoréme 2.5 que C[V]° est Go-
renstein si et G < SL(V) =& SL,(C) ou n est la dimension de V. Bien sir,
po(K[V]®) = 1/|G|, comme c’est toujours le cas. Le fait que G < SL,(C) im-
plique de plus que %, (K[V]®) = 0 puisque G ne contient aucune réflexion.

De plus, nous pouvons déduire du théoréme de Molien :

Théoréme 2.5.2. Supposons que nous sommes dans le cas non modulaire et soit
k > 1 tel que codim(V?) > k pour tout o # 1 (V7 est le sous-espace fixé par o).
Alors,

|Gl (K[V]®) = Z |Gw |9 (K[V]EY)
W
ot la somme est prise sur les sous-espaces W C V de codimension k et Gy est
le sous-groupe de G qui fize point par point W.
Nous montrerons au corollaire 3.2.9 que le théoréme, pour £ = 1, demeure
vrai dans le cas modulaire. Pour £ > 1, nous ne savons pas, a ce jour, si nous

pouvons laisser tomber ’hypothése du cas non modulaire.

Démonstration. Remarquons d’abord que si W et W’ sont des espaces distincts
de codimension k, alors Gw N Gy = {1}. En effet, si 0 € Gw NG, alors o fixe
point par point le sous-espace de V engendré par W U W' qui est un espace de

codimension < k, ce qui contredit I’hypothése.
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D’autre part, par le théoréme de Molien, nous avons que

1 1
H(K[V]C,t) = @z;m

1
TGl a=or +szet1—tcf Zdetl—ta ’

oc

ol la somme est prise sur les W de codimension k et H est la réunion des Gw .

Or, nous pouvons réécrire

_ o Gwl 1 1
Z 2 det(1—to) ;lG—VI/' (Ugw det(1 —to) (1—t)">

cEGW
o#l

=3 <|GW|H(K[V]GW,t) A _lt)n> -

w

En remplacant dans ’égalité précédente et en prenant ’expansion de Laurent
autour de t = 1 de chaque coté, nous obtenons, en remarquant que les éléments

qui ne sont pas dans H ne contribuent pas au terme (K [V]),

W(KIVI®)  w(K[VO) 1
aope * ('i—m-k*o((l—t)n—k-l)

1 K[V] ) 1
= |G| ( +Z|GW| — O<—(1—t)” P 1))

On obtient le résultat voulu en comparant les coefficients des deux expansions.

O

En particulier, pour G < SL(V),
Gl2(CIVI®) = ) IGwla(CVI®)
w

ou la somme est prise sur les sous-espaces W C V' de codimension 2. Or, Gy est
isomorphe & un sous-groupe fini de SLy(C) puisque tous les éléments de Gy sont
diagonalisables et ont tous des valeurs propres égales & 1 pour les n — 2 vecteurs

propres se trouvant dans W.
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Les valeurs de 1»(C[V]®W) sont donc faciles & trouver puisqu’il existe une
classification des sous-groupes finis de SLy(C). En effet, selon [Spr|, Gw est

isomorphe & un des groupes énumérés dans le tableau 2.1.

Type | Description | X+ H(C[V]X,t) | X o (CIV]%7)
A, | Groupe cyclique T (1—215%2%;)—2 (r2 —-1)/12
D, | Groupe dihédral dr | 5= (lljtg“,’)“;j_ ey (4r(r +3) — 1)/12
Es | Groupe tétraédral | 24 (1—16)(1-_-::;(1 75 14
E; | Groupe octaédral | 48 = t8)(11—_tt1326)(1—t18) 32
Es | Groupe icosaédral | 120 | = tu)(}:giﬁm_ ) 90

TAB. 2.1. Classification des sous-groupes finis de SLy(C)

On peut résumer les résultats du tableau 2.1 par la formule
|1 X, [92(CV]*) = (ce(X0)1X:] - 1)/12,

ou c(A,)=r,¢(D,) =r+3, c(Es) =7, c(E7) =8, ¢(Es) = 9. Remarquons que
si nous nous restreignons au cas K = R, seul le type A, apparait.

Nous venons de montrer :
Corollaire 2.5.3. Soit G un sous-groupe fini de SL(V), ou V est un espace

vectoriel de dimension finie sur C. Alors,
1
Gy _ —
Po(C[V]") = e EW (c(Gw)|Gw| — 1)

ot la somme est prise sur les sous-espaces W de codimension 2.

Nous pouvons réutiliser la méme astuce en supposant cette fois que 1, (C[V]°) =
o(C[V]€) = 0. Ainsi, pour calculer ¥3(C[V]%), nous serions intéressé & une clas-
sification compléte des sous-groupes finis de SL3(C) qui peut étre trouvée dans
[Yau]. Cependant, il n’est pas nécessaire d’utiliser une telle classification pour
trouver 13(C[V]%) puisque nous avons mentionné que la série de Hilbert d'un
anneau Gorenstein satisfaisait & une équation fonctionnelle de la méme forme
que celle du théoréme 1.4.3. Nous pouvons donc déduire du corollaire 1.4.4 que

¥3(C[V]9) = 0.
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Evidemment, il serait facile de généraliser cette méthode dans le sens que nous
pouvons calculer 1, (C[V]%) si G < SL(V) et que G ne posséde pas de r-réflexions

pour 7 < k. En effet, dans ce cas,
$1(CV]F) = $(C[V]®) = - - - = %1 (C[V]F) = 0.

Si k est impair, alors nous savons que 1x(C[V]¢) = 0. Si k est pair, nous
pourrions considérer une classification des sous-groupes de SL;(C). En fait, il
n’est pas nécessaire de considérer tous les types de sous-groupes finis de SLi(C),
mais seulement ceux qui ne possédent aucun élément ayant des valeurs propres
égales & 1 (sauf l'identité). En effet, un tel élément fixerait un sous-espace de
codimension < k. De tels groupes sont appelés des groupes sans points fixes et
nous en rediscuterons dans la section 2.6.

Exemple 2.3. Voici quelques exemples d’anneauz d’invariants Gorenstein :

(1) Soit G le sous-groupe de SLo(C) engendré par les matrices

w 0 0 1
et

0 ° -1 0

ot w = e2™/8, C[V]% est donc Gorenstein.

De plus, nous pouvons calculer (puisque nous sommes dans le cas non
modulaire) la série de Hilbert avec le théoréme de Molien et ensuite trouver

son expansion de Laurent autour de t = 1. Ce calcul nous donne :

¢y L 1o _ny..
HCV]" 8 = 12(1 — t)2 Tt 144(1 f+

Nowus avons bel et bien que 11 (C[V]®) = 0 et que ¥»(C[V]®) = ¥3(C[V]).

27i/10

(2) Posons cette foisw = e et soit G le sous-groupe de SL4(C) engendré

par les matrices

w 0 0 0 0 100

0 «* 0 0 0 010
et

0 0 w' 0 0 0 01

0 0 0 w¥ w0 00
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Toujours en utilisant le théoreme de Molien pour ensuite trouver l’expan-

sion de Laurent autour det =1,

1 1389 1389

G —
H(CV]™,t) = 20(1— %% T 3200 " 1600

(1—1t)+

Nous avons encore une fois Y1 (C[V]¢) = 0 et les premiers termes non
nuls sont reliés par 414(C[V]®) = 2¢5(C[V]°).

2mri/34

(8) Prenons cette foisw = e et soit G le sous-groupe de SLg(C) engendré

par le matrices

(o 0 0 0o 0o 0 o0 o0) (0 100000 0)
0 w5 0 0 0 0 0 0 0 0100000
000 w¥ 0 0 0 0 0 0 0010000
0 0 0 w 0 0 0 0 y 0 0001000
0 0 0 0 ws 0 o0 o0 0 0000100
00 0 0 0 w¥ 0 0 0 0000010
00 0 0 0 0 wd o0 0 000O00O0GO0 1
\0 0 0 0 0 0 0 &%/ \-10000000
Cette fois,
HCVI, 1) = 1 30497 30497 1)+

- 272(1 —t)8 + 69632 + 17408

Nous avons encore une fois 1 (C[V]®) = 0 et les premiers termes non

nuls sont reliés par 8g(C[V]¢) = 2¢ho(C[V]°).

2.6. GROUPES SANS POINTS FIXES

Comme nous en avons discuté briévement dans la section 2.5.1, les groupes
sans points fixes jouent un réle important dans I’analyse des termes de ’expansion
de Laurent. Nous précisons ici la définition :

Définition 2.6.1. Pour un groupe fini G, une représentation sur un espace vec-
toriel V' de dimension finie sur un corps K est appelée une représentation sans

points fizes si pour tout 1 # o € G, o ne posséde pas de valeur propre égale ¢ 1.
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Un groupe G muni d’une telle représentation est appelé un groupe sans points
fizes.

Autrement dit, G ne posséde aucune k-réflexion pour & < dimg (V).

Dans le cas K = C, ces groupes jouent également un role dans la théorie
du codage pour des réseaux d’antennes & haut débit, ce qui a mené les auteurs
de l'article [Sho] & donner une classification compléte de ces groupes (et de leurs
représentations). En fait, cette classification avait déja été démontrée dans le livre
[Wol].

Remarquons que puisque nous sommes dans le cas non modulaire, nous pou-
vons nous servir du théoréme de Molien pour déduire que si n = dimg (V') et que
G est sans points fixes, alors

%o(C[V]®)

+ 9 (CIV]I%) + Y (CVIO) 1 = 8) + - --

Autrement dit, ¥;(C[V]®) = 0 pour 0 < i < n. Ainsi, si G < SL(V) et n > 1,

on a, par le corollaire 1.4.4,
1 (C[V]®) = 2941 (CIV]%).

Les groupes de I’exemple 2.3 sont des exemples de groupes sans points fixes qui
sont également des sous-groupes de SL(V'). Nous donnons ici quelques exemples
de groupes sans points fixes qui ne sont pas des sous-groupes de SL(V).

2mi/20

Exemple 2.4. (1) Posons w = e et soit G le sous-groupe de GL4(C)

engendré par les matrices

w 0 0 0 0 100
0 w® 0 0| |0 010
0 0 w® 0 0 001
0 0 0 ¥ wb 0 0 0

En utilisant le théoréme de Molien et en calculant l’expansion de Laurent
autour de t = 1, nous trouvons

1 2589 4989

HCVI® ) = 01— 17 6400 © 30000 "4 F
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(2) Posons w = e¥™/30 et soit G le sous-groupe de GL4(C) engendré par les

matrices

w 0 0 0 01 0 O 0 0 10
0wl 0 0 w0 0 0 L0 00t
0 0 wl 0 00 0 -1 -1 0 00
0 0 0 o 0 0 —w® 0 0 -1 00

Toujours en utilisant le théoreme de Molien et en calculant I’expansion de

Laurent autour de t = 1, nous trouvons

| 48251 51973
VI t) = B
HECIVIT Y = 5@ =47 * 86400 * 23200~V

Comme nous pouvons le voir dans les exemples 2.3 et 2.4, il semble y avoir une

régularité dans les 1, (C[V]%), c’est-a-dire dans le premier terme non nul suivant
10(C[V]®). En effet, il semble que le dénominateur de 1, (C[V]%) soit toujours

un diviseur de

|G[2%mx V) (dimye (V) + 1)(%dz’mK(V) +1)%

Bien qu’une explication pour une telle formule nous soit inconnue, plusieurs
calculs tendent & la confirmer. Nous 1’énongons donc comme conjecture.
Conjecture. Soit G un groupe fini muni d’une représentation sans points fixes

et soit n = dimV, alors
|G|28™E V) (dimye (V) + 1)(%dz‘mK(V) + 1)%4,(C[V]°)

est un entier.



Chapitre 3

CAS MODULAIRE

Dans ce chapitre, nous tentons de généraliser les résultats obtenus au chapitre
précédent dans un contexte modulaire. Puisqu’il n’est plus possible d’utiliser le
théoréme de Molien en général, nous devons trouver de nouveaux outils nous
permettant d’obtenir tout de méme des résultats partiels. Pour cette raison, le cas
modulaire s’avére beaucoup plus complexe que le cas non modulaire. La théorie
présentée dans ce chapitre utilise des notions trés diverses telles que le différent

et la ramification d’idéaux premiers.

3.1. ¢o(K[V]%)

Commencons d’abord par le premier terme : 1(K[V]%). Pour ce, nous aurons
besoin du théoréme suivant provenant de la théorie de Galois :
Théoréme 3.1.1. Supposons que V est une représentation fidéle du groupe fini
G sur le corps K. Alors, K(V) est une extension normale et séparable de K (V)¢
pour laquelle G est le groupe de Galois. K[V]|® est intégralement clos dans son

corps de fractions K(V)C.

Démonstration. Puisque G agit comme groupe d’automorphismes sur K (V'), il
est évident que G est le groupe de Galois de 1’extension.

Tout élément de K (V) peut s’écrire comme f1/f, ot fo € K[V]® en multi-
pliant le numérateur et le dénominateur par les éléments de 1’orbite de f5. Cela

implique que K (V)¢ est bien le corps de fractions de K[V]C.



45

Finalement, un élément f de K (V)€ qui est intégre sur K[V]¢ ’est aussi sur
K[V]. Or, K[V] étant intégralement clos dans K (V), cela implique que f € K[V].
Or, f étant G-invariant, nous avons que f € K[V]C. O

Nous pouvons maintenant montrer la méme formule que dans le cas non mo-

dulaire.
Théoréme 3.1.2. Soient G un groupe fini et V une représentation fidéle de G

de dimension finie sur un corps K, alors

1

1/10(K[V]G) = @

Il est important de noter qu’ici, aucune assomption n’est faite sur la caracté-

ristique de K.

Démonstration. Par le théoréme 3.1.1, nous pouvons conclure que
rangxie(K[V]) = |G|.
Donc, par le lemme 1.4.1,
Yo(K[V]) = |Gl (K[V]).

Or, ¥o(K[V]) = 1 puisque

HEWL 0 = =g

3.2. ¥1(K[V]9)

Dans le cas non modulaire, nous avions une formule pour %, (K[V]®) que nous
avons donné au théoréme 2.5.2 (en posant k = 1) :
Gl (KIVIE) = D IGwln (K[VI®),
w
ol les W sont les hyperplans de V' (c’est-a-dire des sous-espaces de codimension
1). Cette section vise & montrer que cette formule tient également dans le cas
modulaire. Ensuite, nous nous servirons de ce résultat pour déduire quelques

formules.
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Pour y arriver, nous aurons besoins des notions de diviseurs premiers, de
ramification et de différent que nous introduisons maintenant.
Remarque 3.1. En fait, le théoréme 2.5.2 est plus général puisqu’il donne cette
formule pour un k quelconque, & condition que les ¢; sont nuls pour 1 < 1 < k.
Dans le cas modulaire, nous ne démontrons que le cas k = 1. Le fait que le cas
k = 1 demeure vraie dans le cas modulaire incite évidemment d se demander si
nous pouvons également généraliser pour k > 1. La réponse a cette question n’est
Pas encore connue.

Avant de continuer, nous devons cependant définir la notion d’anneau normal.

Un anneau A est dit normal §’il est commutatif, noethérien et intégralement clos.

3.2.1. Diviseurs premiers

Nous verrons dans cette section que les idéaux premiers de hauteur 1 jouent
un réle important pour calculer le terme 1, (K[V]%) puisque certains d’entre eux
correspondent, & des hyperplans de réflexions.

Tout d’abord, nous aurons besoin de la définition d’idéal fractionnaire qui
généralise le concept d’idéal.

Définition 3.2.1. Soit A un anneau normal et L son corps de fractions. Un
idéal fractionnaire o est un sous-A-module de L qui a la propriété qu’il existe
z € A tel que za C A.

En particulier, les idéaux sont des idéaux fractionnaires en prenant z = 1.

Un idéal fractionnaire est dit principal s’il est engendré par un seul élément
y € L (comme A-module) et est noté (y).On dit qu’il est divisoriel s’il est une
intersection d’idéaux fractionnaires principaux.

On écrit o' = {b€ L | ba C A} =(),e.(a™"), qui est un idéal fractionnaire
divisoriel. Ainsi, (a~1)~! est le plus petit idéal fractionnaire divisoriel qui contient
a. On introduit alors la notation & = (a~1)71.

Nous pouvons maintenant classer les idéaux fractionnaires par classes d’équi-
valence en posant que deux tels idéaux a et 3 sont Artin-équivalents (noté
a ~ f3) si et seulement si @ = B (i.e. « } = B'). La classe d’équivalence de

I'idéal o est noté d(a).



47

On dénote par D(A) 'ensemble des classes d’équivalence des idéaux fraction-
naires de A.

Cette équivalence est compatible pour la multiplication d’idéaux dans le sens
que si o ~ 3, alors ary ~ [y pour < un idéal fractionnaire. En effet, si a ~ f3,
alors a=! = 8~1. Donc,

(@) t={zellzyCal}={zel|zyCp'}= ()"
Cela nous permet de faire de D(A) un groupe abélien en définissant une opération

entre les classes d’équivalence (notée additivement) comme suit :

d(a) + d(B) = d(apf).

Le neutre est donc 0 = d(A).

De plus, D(A) est un groupe abélien ordonné si on introduit 1'ordre
d(e) 2 d(B) < a Cp.

Pour cet ordre, deux éléments de D(A) ont toujours un infimum et un su-
premum. On peut montrer qu’un groupe abélien ordonné muni d’infimums et de
supremums est toujours isomorphe au groupe abélien libre sur les éléments mini-
maux strictement positifs (voir par exemple la proposition 3.1.4 dans [Ben]).

Appelons ces éléments minimaux les diviseurs premiers de D(A). Ainsi,
D(A) est le groupe abélien libre sur ses diviseurs premiers.

Or, ces diviseurs premiers correspondent exactement aux idéaux premiers de
hauteur 1. En d’autres termes, si P est un idéal fractionnaire, alors d(P) est un
diviseur premier <= P est un idéal premier de hauteur 1.

Commencons d’abord par montrer les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.1. Si P est un idéal divisoriel, alors d(P) est un diviseur premier si

et seulement st P est un idéal premier dans A.

Démonstration. Supposons que d(P) est un diviseur premier. Puisque nous
avons que d(P) > 0, alors P C A. Siz,y € A et zy € P, alors d(z) + d(y) =
d(zy) > d(P). Or, puisque D(A) posséde des supremums et des infimums pour
tous ses éléments, cela implique que d(z) > d(P) ou d(y) > d(P). Autrement dit,
rE€PouyeP.
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Inversement, supposons que P est un idéal premier de A. Nous pouvons alors
écrire d(P) = >_n;d(P;) ot les d(P;) sont des diviseurs premiers et, donc, des
idéaux premiers. Ainsi, nous pouvons écrire P = [[ P/, ce qui veut dire qu’il

existe un ¢ pour lequel P = P;. O

Lemme 3.2.2. Tout idéal premier non nul contient un idéal premier non nul qui
est divisoriel. De plus, un idéal premier divisoriel ne peut étre strictement contenu

dans un autre.

Démonstration. Soit P un idéal premier non nul et soit 0 # z € P. Nous
pouvons alors écrire 0 # d(z) = > n;d(P;) de telle sorte que n; > 0, que les
P; soient divisoriels et que les d(P;) soient des diviseurs premiers. Par le lemme
alors d(y) > d(z) et
donc (y) C (z). Ainsi, [P C (z) C P. Or, P est premier, ce qui implique qu’il

précédent, les P; sont des idéaux premiers. Si y € [[ P

T )

existe un 7 pour lequel P; C P. |

Nous pouvons ainsi démontrer que les diviseurs premiers correspondent en
effet aux idéaux premiers de hauteur 1.
Proposition 3.2.3. Un idéal premier est divisoriel si et seulement s’il est de

hauteur 1.

Démonstration. Si P est un idéal premier de hauteur 1, il doit étre divisoriel
par le lemme 3.2.2. Inversement, supposons que P est divisoriel. S’il contient
strictement un idéal premier, celui-ci doit contenir un idéal fractionnaire. Or, cela

est impossible par le lemme 3.2.2. (I

Notation. Soit A un anneau normal et L son corps de fractions. Pour chaque
élément 0 # = € L, I'idéal fractionnaire principal (z) est divisoriel. Donc, il existe

des uniques coeflicients vp(z) € Z tels que
d(z) =) vr(z)d(P),
o)

ou la somme est prise sur les idéaux premiers de hauteur 1. Cette somme est finie

puisque vp(z) est 0 sauf pour un nombre fini de P.
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3.2.2. Ramification

A la fin de ce chapitre, nous verrons que, comme dans le cas non modulaire,
ce sont les réflexions qui contribuent au terme 1, (K[V]%), ce qui motive la com-
préhension du lien entre certains idéaux premiers de hauteur 1 et les hyperplans
de réflexions. La notion de ramification permet, entre autres, de savoir quels sont
les idéaux premiers de hauteur 1 qui correspondent & ces hyperplans.

Supposons que A C B est une extension finie d’anneaux normaux dont les
corps de fractions sont L C L'. Si [ est un idéal premier de B, alors P = 8N A
est un idéal premier de A. Nous disons alors que § est au-dessus de P. Dans ce
cas, un résultat classique d’algébre commutative est que 3 est de hauteur 1 si et
seulement si P est de hauteur 1.

Donc, si [ est de hauteur 1, nous pouvons comparer vp et la restriction de
vg & L. En fait, par la discussion dans [Ben] juste avant le corollaire 3.2.6, nous

avons que la restriction de vg sur L est un multiple entier de vp. Définissons alors

Up = e(ﬂ, P)’U'p.

Le nombre e = e(3, P) est appelé 'index de ramification de 3 sur P. Nous
disons que l'extension A C B est non ramifiée en § si e(3,P) = 1. Sinon, elle
est ramifiée.

Dans le cas ot L € L' est une extension de Galois (c’est la cas qui nous
intéresse) il existe une maniére de mesurer la ramification a P'aide de la théorie
des groupes. En effet, notons G le groupe d’automorphismes associé a 1'extension.

Notons G4(f) le sous-groupe de G défini par

Ga(B) ={o € G|afo™" = p}.

C’est le groupe de décomposition de (.
On s’intéresse alors au sous-groupe normal de G4(3) (appelé groupe d’iner-
tie et noté Gg) composé des éléments qui agissent trivialement sur Bg/GBg. Nous

verrons que dans le cas de K[V]%, les idéaux premiers 3 de hauteur 1 sont en
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fait engendrés par des formes linéaires et correspondent a des hyperplans de ré-
flexion. De plus, le lemme 3.2.4 nous donnera que Gg = Gw si W est ’'hyperplan
correspondant & la forme linéaire qui engendre 3.

Remarque 3.2. Par le théoréme 1.4.4 (i) dans [Ben|, G agit transitivement
sur l’ensemble {8 = (1, [P, ..., 0} des idéauzr premiers au-dessus de P. Donc,
e(B,P) ne dépend pas de 3 et est souvent noté e(P).

Le prochain lemme montre clairement, dans le cas des invariants, le lien étroit

qui existe entre les notions de ramification, de groupes d’inertie et de réflexions.
Pour W un hyperplan, nous notons By l'idéal premier de K[V] engendré par une
forme linéaire qui s’annule en W. Un hyperplan W est appelé un hyperplan de
réflexion du groupe G si Gy n’est pas trivial.
Lemme 3.2.4. Supposons que G agit fidélement sur V. Si B est un idéal premier
homogéne de hauteur 1 de K[V avec un groupe d’inertie non trivial, alors 8 = Bw
pour un certain hyperplan de réflexion W C V. Le groupe d’inertie de 3 est alors
Gw. Posons P = BN K[V|C. Si char(K) = 0, l’indez de ramification e(P) est
égal & |Gw|. Si char(K) = p et que |Gw| = p*h ot h n’est pas divisible par p,
alors e(P) = h.

Démonstration. L’idéal 3 est engendré par un élément homogeéne (disons de
degré d) puisque K[V] est un domaine de factorisation unique. Supposons que
d > 2. Alors, tout élément du groupe d’inertie fixe les éléments de degré 1, mais
cela implique que le groupe d’inertie est trivial puisque l'action est fidéle, ce qui
contredit I’hypothese. Donc, [ est engendré par un élément homogéne de degré 1.
Le groupe d’inertie de P est donc le groupe qui fixe point par point 'hyperplan
W correspondant au générateur de [ (i.e. Gw).

Pour trouver l'index de ramification, nous devons séparer la preuve en deux
cas. Premiérement, supposons que char(K) = 0. Dans ce cas, Gw est cyclique,

engendré par un élément g d’ordre h diagonalisable avec une seule valeur propre

différente de 1. Donc, il existe une base {vq,vs,...,v,} pour laquelle g(v;) = v;,
1 <i<netg(v) = My, ot \* = 1. Notons {z;,2,...,2,} la base duale,
alors K[V]°% = K|zy,...,T,_1,2"]. Dans ce cas, 8 = (z,) et P = (z). Donc,

e(P) = h.
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Finalement, supposons que char(K) = p. On peut alors écrire |Gw| = p°h
ou h n’est pas divisible par p. Puisque les éléments de Gy agissent trivialement
sur W, on peut choisir une base {v,vs, ..., v,} pour laquelle les éléments de Gy

sont de la forme

(10 0 pig )
01 0 Pag
00 1 png
\O 0 =+ 0 puy)
On peut donc choisir des générateurs g et gi1,92,..., 9. tels que g;(v;) = v;

pour 1 < j < netg(v,) =v, +Z?=_11 Aijv; pour certains coefficients A;; € K. De
plus, g(v;) = v; pour 1 < j < n et g(v,) = Av, ot \* = 1.

Pour la base duale {z1, 2, ...,z,} 'action est comme suit : g(z;) = z; pour
1 <j<netg(z,) = 'z, Ensuite, gi(z;) = ; — \ijz, pour 1 < j < n et

gi(z,) = T,. Encore une fois, nous avons P = (z) et e(P) = h. O

Comme mentionné précédemment, nous verrons plus tard que les réflexions
sont les seuls éléments qui contribue a la valeur de v, (K[V]%). Donc, il est im-
portant de bien comprendre la ramification des idéaux premiers de hauteur 1. Un
outil nous permettant de tester s’il y a ramification ou non en un idéal premier de
hauteur 1 est le différent (parfois appelé le différent de Dedekind). C’est a cette

notion qu’est dédiée la prochaine section.

3.2.3. Différent

Supposons que A C B est une extension finie d’anneaux normaux dont les
corps de fractions sont L C L. On peut alors voir L' comme un espace vectoriel
sur L et, pour chaque z € L', la multiplication par z peut étre vue comme la
multiplication par une matrice avec coefficients dans L. On écrit alors T'r1,1,(z)
pour la trace de cette matrice.

Les propriétés de base de cet objet sont que si on a L C L' C L”, alors

Trpyr o Trpeyy = Trpeyr. De plus, dans le cas ot L C L' est une extension
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séparable, alors la forme bilinéaire (z,y) —— Trp/r(zy) est un pairage non-
dégénéré L' Q, L' — L (c’est-a-dire que si Trp(zy) = 0 pour tout y, alors
T = 0).

Nous supposons maintenant que L C L' est une extension séparable. On
définit alors

Dpja={z € L'|Vy € B, Try(zy) € A},

appelé le différent inverse.

Nous avons alors que 'application ’Dg} 4 — B* qui envoit = & 'application
y +— Trp,(zy) est un isomorphisme. De plus, Dg} 4 est un idéal fractionnaire

divisoriel et nous définissons son inverse

DB/A = (DB}A)_I

que nous appelons le différent.

Comme il a été dit & la fin de la section précédente, ce différent sert, entre
autres, a tester la ramification. En effet, nous avons le théoréme :
Théoréme 3.2.5. Soit A un anneau normal, noethérien et intégre dont le corps
de fractions est L. Soit L C L' une extension de corps finie et séparable et soit B
la fermeture intégre de A dans L'. Soit maintenant B un idéal premier de hauteur

1 dans B. Alors, A C B est ramifiée en B si et seulement si § 2 Dpya.
Démonstration. Voir [Ben)], p.40. O

Il est donc trés utile de trouver un test permettant de savoir si § 2 Dpg/4. Une
maniére d'y arriver est en calculant vz(Dp/a) puisque il est non nul seulement
lorsque 3 2 Dp/a.

On peut d’ailleurs calculer la valeur de vg(Dp4) localement dans le sens que
v(Dp/a) = va(Dp;pes).
3.2.4. Formules homologiques
Il existe des méthodes homologiques nous permettant de trouver des relations
entre les termes de ’expansion de Laurent. Ces méthodes consistent généralement

a utiliser le module Ezt. Nous référons le lecteur & ’annexe A pour plus de détails

sur ce module.
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L’approche utilisée par Luchezar L. Avramov, Ragnar-Olaf Buchweitz et Ju-
dith D. Sally dans [Avr|.consiste & comparer les coefficients de ’expansion de

Laurent en t = 1 des fonctions rationnelles

L o(—1YH(Exty (M, N),t) et MALEIHND
En fait, nous avons :
Théoréme 3.2.6. St M et N sont des A-modules finiment engendrés tels que
Exty (M, N) =0 pour i > 0, alors il y a égalité des fonctions rationnelles

H(M,t ' YH(N, t)
H(A,t1)

> (=1)'H(Exti (M, N),t) =

i
La 0-iéme relation obtenue (i.e. la relation entre les coefficients de (1 — t)°

dans l'expansion de Laurent) est :

Yo(A)o(Homa(M, N)) = 1ho(M)iho(N).

La premiére relation (entre les coefficients de (1 — ¢)!) est :
po(A)(Y1(Homa(M, N)) — ¢1(Exty(M, N))) =
PY1(A)o(Homa(M, N)) + 1ho(M)h1(N) — tho(N)ih1 (M).

On peut continuer ainsi pour obtenir d’autres relations de ce type. A titre
d’exemple, si on utilise la notation

J
&;(M, N) = > (=1)'¢;(Extiy(M, N))
i=0
la deuxiéme relation donne :
Yo(A)ea(M, N) — h1(A)er(M, N) + (12(A) — ¥1(A))eo(M, N) =
Yo(M)ha(N) — 1 (M)h1(N) + (Y2(M) — $1(M))ho(N).

Bien que nous avons besoin de la condition Exty (M, N) = 0 pour i > 0 dans
le théoréme 3.2.6, cette condition n’est pas nécessaire pour chacune des relations
précédentes. Nous devons d’abord définir la notion d’anneau régulier.
Définition 3.2.2. Un anneau A de dimension de Krull n est dit régulier en
codimension k si A ne posséde aucune singularité ou si les singularités sont

toutes de codimension > k.



54

Théoréme 3.2.7. Soient M et N des A-modules gradués ou A est un anneau
gradué.

St A posséde un unique idéal premier P de hauteur 0 et Ap est un corps, alors
la 0-iéme relation est vérifiée.

Si A est un domaine intégre régulier en codimension 1, alors la premiére re-
lation est vérifice.

Si A est un domaine de factorisation unique régulier en codimension 2, alors
la deuzieme relation est vérifiée.

Pour les démonstrations de ces résultats et pour plus de détails, nous vous

référons a [Avr].

3.2.5. Formule de ramification

Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.2.5, Benson et Crawley-
Boevey (voir [Ben2|) ont démontré une formule de ramification :

Théoréme 3.2.8.

L5 Lha(A) = a(B) = 5 3 0s(Diya)t (B/),
B

ot la somme est prise sur les idéauz premiers homogénes 3 de hauteur 1.

Démonstration. Par le lemme 1.4.2, nous avons que
¥1(Dp)a) — ¥1(B) = ¥1(Dgja/B) = Y longs,((Dp)4/B)s)¥1(B/B)
B

= ng(DB/A)¢1(B/ﬂ)
B

D’un autre coté, ’Dg} 4 = B* comme A-modules. Donc, il suffit d’'utiliser la

premiére relation du théoréme 3.2.7 en posant M = B et N = A pour obtenir
$1(Dya) +1(B) = 2L : Ly (A).
Nous obtenons le résultat voulu en combinant les deux égalités. (]

Bien siir, nous voulons appliquer ce résultat dans le cas des invariants d’un

groupe fini.



Corollaire 3.2.9. Nous avons la formule

Gl (K [V]®) = |Gwlb (K[VI9),

w

ot la somme est prise sur les hyperplans de V.

Démonstration. Dans notre cas, Gw N Gy = {1} pour des hyperplans W et
W' distincts. Autrement dit, Gy est le seul idéal premier homogéne de hauteur 1
sur lequel 'extension K[V]S" C K[V] est ramifiée. Donc, par le théoréme 3.2.8,

1

|Gw |1 (K[V]SY) = ivﬂw(DK[V]/K[V]GW)¢1(K[V]/ﬂvv)

1
= Vsw (Prvyxie)¥i(K[V1/Bw)
Donc, en prenant la somme de chaque cété sur tous les hyperplans et en

réutilisant le théoréme 3.2.8,

S IGwIB(KIVI®) = 23 v, (Do a (K TV)/ )
%% w

Gl (K V)

O

Cette formule est en fait trés utile puisque les ¥ (K[V]¢") sont plus faciles &
obtenir. En effet, le prochain théoréme montre que K[V]®¥ est polynomial.
Théoréme 3.2.10. Soit G un groupe fini agissant fidélement sur un espace vec-
toriel de dimension finie et supposons qu’il existe un hyperplan W de V' qui est
laissé fixe point par point par les éléments de G.

Alors, K[V]¢ est polynomial, disons
K[V]® = K[h, hs, ... ha),

ol deg(h,) = di.

En particulier,

H(K[V]C,t) = m
et donc,
VUK[VI®) = ——((ds = 1) + (do — 1) + - - + (dn — 1)).

- 2(G]
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Démonstration. Tout d’abord, remarquons que nous pouvons supposer que K
est algébriquement clos. En effet, prendre une extension du corps ne change pas
les générateurs des invariants et, donc, ne change pas le fait que K[V]¢ soit
polynomial ou non.

Supposons, par ’absurde, qu’il existe une singularité z € V//G. Considérons
P'ensemble des translations par W : T' = {1, | w € W}, ot 7,,(v) = v+w. Puisque
W est invariant pour 'action de G, ces deux actions commutent, c’est-a-dire que
o(v + w) = o(v) + w pour chaque o € G. Cela induit donc une action de T sur
K[V]C et, ainsi, sur V//G.

Or, cette action préserve les singularités, c’est-a-dire que pour tout w € W,
Tw(Z) est aussi une singularité. W étant de codimension 1, cela implique que
I’ensemble des singularités est aussi de codimension 1. Cependant cela est impos-
sible pour un anneau normal (comme K[V]¢) par le critére de Serre (voir [Eis],

théoréme 11.5). O

Il existe également d’autres preuves (ou variations de cette preuve) pour ce
résultat ne passant pas par la géométrie algébrique. Voir, par exemple, [Har]| et
[Chu].

Nous n’avons qu’a substituer ce résultat dans le corollaire 3.2.9 pour démon-
trer :

Théoréme 3.2.11. Soit G un groupe fini agissant fideélement sur V', alors pour

chaque hyperplan W de V, K[V|C% est polynomial, disons
K[V|°" = K[pY, nY ... BY

ot chaque hY est de degré dY¥.

Alors,
P (K[V]%) 2|G|Z (dY = 1)+ (dY = 1)+ -+ (¥ —1)).

Remarque 3.3. Le résultat obtenu précédemment pour ,(K[V]%) dans le cas
non modulaire n’est évidemment qu’un cas particulier du dernier théoréme. En

effet, dans le cas non modulaire, le nombre de réflexions peut s’écrirer =, Tw
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ol Tw est le nombre de réflexions qui fizent ’hyperplan W. Or, nous avons vu
dans l'exemple 2.2 que rw = ?:l(dzw - 1).
Exemple 3.1. Supposons que K = Fo5 et V = K3. Considérons le groupe G <

GL,(K) d’ordre 20 engendré par les matrices

10 0 1 0 0
01 0 fe]O -1 0
01 -1 0 0 1

Nous pouvons calculer 1 (K[V]®) = 1 (K|[z,y, 2]°) en nous servant du théo-
réme 8.2.11 (remarquons qu’il ne serait pas possible de tout simplement se servir
du théoréme de Molien puisque |G| = 20 est un multiple de la caractéristique de
K ). Puisque le groupe est fini, il est possible d’énumérer tous les éléments de G et
de calculer pour chaque élément ’espace propre associé a la valeur propre 1 (i.e.
le sous-espace fizé par cet élément). Nous pouvons ensuite retenir seulement les
éléments fizant un hyperplan.

Dans notre cas, nous trouvons 6 hyperplans de réflexion :

w, = ((1,0,0),(0,0,1))

((1,0,0),(0,1,0))
Wi = ((1,0,0),(0, 1, -1))
Wy, = ((1,0,0),(0,1,1))
Ws = ((1,0,0),(0,1,2))
We = ((1,0,0),(0,1,3))

ou la notation (X) désigne le sous-espace de V' engendré par la liste de vecteurs

X. Parmi les réflerions que nous avons retenues, seule la matrice

1 0 O
0 -1 0
0 0 1

fize Uhyperplan Wy. Donc, K[V]°" = K|z,y?, 2] et S (d¥* = 1) = 1.
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L’hyperplan Wa, cependant, est firé par 9 réflexions. Il est cependant facile
de constater, par la définition de Wy que z et y sont des invariants. Il ne reste
plus qu’a trouver le troisieme générateur. Une technique souvent utilisée est de
prendre une des variables et de la multiplier par tous les éléments de son orbite.

St nous faisons cela avec z, nous obtenons

w = (2(z+y)(z+2y)(2 + 3y) (2 + 4y)(-2) (-2 —y) (-2 — 2y)(~2 — 3y) (-2 — 4))

et K[V]": = K[z,y,w]. Donc, cette fois-ci, S (d'? — 1) = 9.

Nous pouvons continuer ainsi pour les autres hyperplans pour obtenir :

@ -1 =1
@>-1 =9

d*—1) = 2

1

¥

1

@ -1
@ -1 = 2
@ -1 = 2

(@ -1) = 2

MMM

Donc, nous pouvons déduire en nous servant du théoréeme 5.2.11 que

oy L _ 9
P (K[V] )_2|G|(1+9+2+2+2+2)— 50"

Autrement dit,

HKIVI® 0 = 2 + s + 0 (s )

Nous pouvons par exemple donner une formule explicite pour le cas spécial
K = F, ol p est premier (& condition que l'action du groupe G soit fidéle).
Cette formule était une conjecture de Carlisle-Kropholler qui a été démontrée
par Benson et Crawley-Boevey dans [Ben2|. Nous déduisons ici ce résultat du
théoréme 3.2.11.

Pour un hyperplan W, on peut toujours choisir une base {vy,...,v,} de V telle

que W est engendré par {vs,...,v,}. Sur cette base, la représentation matricielle
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d’un élément de Gw est de la forme

Plg 0 - 0
P2g 1 0
Png O 1

Soit alors hw 1'ordre du groupe formé des p;, tels que g € Gy . Posons éga-
lement ay comme étant le nombre de ¢ entre 2 et n pour lesquels les p;; ne sont
pas tous 1.

On voit alors que Gw est en fait un produit direct entre le groupe (Z/(p))*w
(aw < n —1) et le groupe cyclique Z/(hw) ot hw est un diviseur de p — 1. En
réajustant la base de V' comme il faut, on peut écrire que Gy est engendré par
les éléments g et ga, ..., gay+1 tels que

g(v1) = My gi(v1) = v+

g(vi) =v;  gi(v;) = v; (G>1)
ol A est un racine primitive de I'unité d’ordre hy dans F,.

L’action de ces générateurs sur la base duale {z1,...,z,} est alors donnée par
g(x) =21z gi(m) =z
9(z;) =z;  gilz;) = z; — iz (G>1)

ol §;; est le delta de Kronecker.
En sachant cela, nous pouvons facilement déduire les invariants du groupe

Gw qui sont donnés dans le lemme suivant.

Lemme 3.2.12. Les invariants B¢Y = F,[zy,...,z,]°" forment un anneau
polynomial
F hw xp p—1 xp p—1
p[ml Ty — T2Xy - oy 41 — Taw+1T0 7Iaw+21---7xn]-

Démonstration. Les générateurs donnés sont définitivement des invariants puis-
qu'ils sont des produits d’orbites des z;. Il est également clair que B D BW est
une extension finie de degré hwp®”. Or, ce nombre est également l'ordre du
groupe Gy et donc, si on passe aux corps de fractions, I’extension est du degré
prédit par la théorie de Galois. Il ne reste plus qu’a remarquer que cet anneau est

intégralement clos pour conclure I’égalité avec les invariants. (I
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Il ne nous reste qu’a utiliser ce résultat dans le théoréme 3.2.11 pour démontrer
la conjecture de Carlisle-Kropholler :
Théoréme 3.2.13 (Conjecture de Carlisle-Kropholler). Soit G comme précédem-

ment, alors
( [ ] 2‘G|§ : (l”/ Z” 1)

ot la somme est prise sur tous les hyperplans de réflexions de G.

3.3. ¥a(K[V]%) ET 2-REFLEXIONS

Nous pouvons nous servir du théoréme 3.2.7 pour déduire un résultat intéres-
sant au sujet du terme (K ([V]%).
Corollaire 3.3.1. Soit G un groupe fini agissant linéairement sur un espace
vectoriel V' de dimension finie sur un corps K. Si K[V]® est un domaine de

factorisation unique et que G ne posséde ni réflexions ni 2-réflexions, alors
i (K[V]F) = (K[V]®) =

Ce résultat est clair dans le cas non modulaire. Cependant, ici, nous ne faisons

aucune hypothése sur la caractéristique du corps.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme 3.2.7 dans le cas A = K[V]% et
M = N = K|[V]. Le fait qu'il n’y ait pas de réflexions et de 2-réflexions implique
que K[V]€¢ soit régulier en codimension 2. Les hypothéses du théomréme 3.2.7
sont donc bien vérifiée. En utilisant la premiére relation de ce théoréme, nous

obtenons facilement que 1 (K[V]®) = 0 puisque
O (Baty e (K[V], K[V]) = i (Homgwe (K V], K[V])) =

En effet, les Ext K[V]G(K [V], K[V]) sont de codimension > 2 & cause de la régu-

larité de K[V]“ en codimension 2 et Homge(K[V], K[V]) = K[V]-G.
Ensuite, nous pouvons utiliser ce résultat dans la deuxiéme relation pour

obtenir que ¥5( K[V]€) = 0. Encore une fois, beaucoup des termes de cette relation

s’annulent pour les mémes raisons que celle mentionnées ci-haut. (]
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Ce corollaire nous montre & quel point il est important de savoir si K[V]¢
est un domaine de factorisation unique ou non. Il existe en fait un théoréme qui
permet de tester s’il en est un. Nous I’énoncons ici sans preuve (voir [Ben)]) :
Théoréme 3.3.2 (Nakajima). K[V]® est un domaine de factorisation unique st
et seulement s’il n’existe pas d’homomorphismes de groupes G — K* non triviauz

prenant la valeur 1 sur toutes les réflexions.

3.4. p-GROUPES EN CARACTERISTIQUE p

Le corollaire 3.3.1 nous donne des conditions pour annuler les deux premiers
termes de I’expansion (aprés 1o(K[V]%). Dans cette section nous nous intéressons
& savoir quels termes peuvent étre annulés ainsi dans un cas particulier : les p-
groupes en caractéristique p.

Par définition, un groupe G est appelé un p-groupe si |G| = p™ pour un entier
a> 1.

Supposons que R est un anneau polynomial sur un corps K de caractéristique
p et que G est un p-groupe agissant sur R comme un groupe d’automorphismes
de K-algebres. Nous verrons qu'’il est possible de déduire que quelques-uns des
¥;(RC) seront nuls et de borner la valeur du premier v;(R®) potentiellement non
nul (nous excluons évidemment (R®) qui est déja connu).

Plus précisément, définissons I’ application transfert (parfois appelé I’ ap-

plication trace) comme suit :

Tr’. R — R¢

T — ZO’(’I‘)

ceG

Notons I'image de ce transfert par I¢ = Tr%(R). 1l est possible de vérifier que
I¢ est un idéal de R®. Nous verrons que 1;(R®) = 0 pour 1 < i < haut(Ig).
Autrement dit, c’est la hauteur de I qui détermine quel sera le premier terme
aprés 1o(RC) qui pourra étre non nul. En fait, nous avons seulement défini la
hauteur d’un idéal premier. Pour un idéal quelconque 7, la hauteur de I est le

minimum des hauteurs des idéaux premiers qui contiennent /.
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Bien qu’il existe une infinité de K G-modules (c’est-a-dire des K-espaces vec-
toriels munis de ’action linéaire du groupe G) indécomposables non isomorphes
entre eux, seul un nombre fini de ceux-ci interviennent dans la décomposition
de RC (voir [Kar]). Soit alors D le maximum des dimensions des K G-modules
indécomposables de la décomposition de R®, excluant ceux isomorphes & KG.
Alors, nous avons le résultat suivant tiré de [Bro2] :

Proposition 3.4.1. En utilisant les notations de la discussion qui précéde,

(1) Pour touti > 0,

G| -
|G|

G =D tim(RE /1o); < dim(BE) — —=dim(R); < |G||Gl

dim(RC /Ig);.
|G|
(2) Pour 0 <i< haut(IG), nous avons que ¥;(R¢/Ig) = 0 et donc

o(RC) = ,¢1(RG) =0 pour 1 < i < haut(Ig)

€]
et

G|—-D
%%m(@(RG/IG) < Vhaut(re) (R) <

G| =

|G| ¢haut(IG)(R /IG)

Démonstration. (1) N’importe quel K G-module indécomposable qui inter-
vient dans la décomposition de R; contient un invariant puisque nous
avons supposé que G est un p-groupe. Donc, dim(RE) est le nombre
de KG-modules indécomposables dans la décomposition de R;. Le seul
sous-K G-module de R sur lequel 'application Tr% ne s’annule pas est la
représentation réguliére de dimension |G| pour laquelle 'image est unidi-
mensionnelle. Donce, dim(I¢); est le nombre de copies de la représentation
réguliére dans la décomposition de R; et dim(R®/I¢); est le nombre de

copies des autres KG-modules indécomposables. En particulier,
|Gldim(l¢); < dimR;
et
dim(R€/15); < dimR; — |G|dim(Ig); < D dim(R®/I¢),

puisque tout autre K'G-module indécomposable dans la décomposition a

dimension entre 1 et D.
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En soustrayant |G|dim(R®/I¢); de toutes parts de I'inégalité et en divi-

sant par —|G|, nous obtenons 'inégalité du lemme.

(2) Nous avons

¢ _ Yhaut(ic) (RE/ 1) 1
H(R /IG’ t) - (1 _ t)n—haut(fc) +0 (1 _ t)n—-haut(lg)—l :

Il suffit alors d’utiliser (1).




CONCLUSION

La série de Hilbert est un outil trés utile en théorie des invariants puisque
ses propriétés réflétent souvent des propriétés de I’anneau des invariants. Entre
autres, il s’est avéré trés informatif de comprendre ’expansion de Laurent de cette
série autour de ¢ = 1. Par exemple, nous avons vu qu’un des termes nous donne
de T'information sur les réflexions dans le groupe. Cependant, il est en général
difficile de calculer ces termes. Heureusement, dans le cas non modulaire, il existe
une formule, donnée par le théoréme de Molien, qui nous permet de trouver la
série de Hilbert (il suffit ensuite de trouver son expansion de Laurent). De plus,
dans ce cas, nous savons que nous pouvons calculer le nombre de réflexions &
partir du deuxiéme terme de ’expansion. Par contre, dans le cas modulaire, nous
n’avons pas de formules nous donnant directement la série de Hilbert. Nous avons
cependant vu que le deuxiéme terme de I’expansion donne, encore une fois, une
information au sujet des réflexions du groupe. Par contre, cette information est
un peu plus subtile que dans le cas non modulaire.

Un des buts visés de ce mémoire est de montrer qu’il reste encore énormément
de chemin & faire dans cette étude et que, finalement, nous ne connaissons que
trés peu de choses au sujet des termes de I’expansion. Pourtant, I’étude de ces

termes semble intéressante dans le contexte de la théorie des invariants.
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Annexe A

MODULES EXT

Si L,M et N sont des R-modules. La suite d’homomorphismes

LM —>N
est appelée exacte si im(d) = ker(d). Elle est appelée un complexe si
im(d) C ker(d). L’homologie du complexe est alors définie comme étant le
quotient ker(d)/im(d). L’homologie sert donc & mesurer & quel point la suite
n’est pas exacte.

Plus généralement, une suite

dn+1 dn
s 1 Mn Mn_1_>...

est appelée une suite exacte si ker(d;) = im(d;y1) pour tout i. Cette suite est
un complexe si on a seulement que im(d;y1) C ker(d;). La i-éme homologie du
complexe est le quotient ker(d;)/im(d;y1).
Soit P un R-module. On dit que P est projectif si pour toute suite exacte
d o
L— M —N
la suite
Hom(P,d) Hom(P,d)
Hom(P,L) =<— Hom(P, M) <— Hom(P, N)
obtenue en appliquant le foncteur Hom(P, —) est également exacte.

On appelle alors résolution projective de M une suite exacte

dnt1 dn d T

P P, P Py M 0
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telle que tous les P, sont projectifs. Une telle résolution est possible pour tout
R-module M (voir [Osb]).

Supposons maintenant que N est aussi un R-module. On peut appliquer le

foncteur Hom(—, N) a la suite précédente et enlever le terme Hom(M, N) ce qui

donne le complexe suivant :

Hom(d,,N) Hom(dp,N)
v S —— HO’ITL(Pl,N) B HO’ITL(P(),N) <~ 0

Hom(dn.H,N]){ Hom(dn,N)
+1; om(Pn,

- <— Hom(P, ) ~— ) <— -

On dénote alors par Eztk(M, N) la n-iéme homologie de cette suite. Par
exemple, Ext%(M, N) = Hompg(M, N). Les modules Ext servent & «mesurer»
a quel point N n’est pas projectif dans le sens que si N est projectif, alors
Ezt}(M,N) = 0 pour n > 0 puisque la suite ci-haut est exacte. Remarquons
également que la définition que nous avons donnée dépend du choix de la réso-
lution prejective de M (qui n’est pas unique). Or, il est possible de montrer que
cela ne fait aucune différence sur les modules Fxzt & isomorphisme prés.

Un résultat classique d’algébre homologique sur les modules Ext est le théo-
réme d’existence d’une longue suite exacte. Tout d’abord nous avons besoin de :

Théoréme A.0.2. Supposons que nous avons le diagramme commutatif

dans lequel toutes les lignes sont des suites exactes et toutes les colonnes sont des
complezes. Dénotons par H,(C) la n-iéme homologie du compleze {C;}. Alors il

existe une suite d’applications &, : H,(C") — H, 1(C) telle que
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- ——— Hoa(C7)
n(d) Hu(4)
Hn(c) —_— Hn(cl) - Hn(C”)
611—1

est exacte.

Démonstration. Nous devons d’abord définir é,. Considérons le diagramme

commutatif

0 Cn Cr Cr 0
dn d, d!
¢n 1 1/)71—1
0 —Chy—C,_, —C/_| —0

et suposons z € C! avec d!(z) = 0. 9, est surjectif, donc, 3 y € C’ tel que
Yo(y) = z. Par ailleurs, 0 = dl(z) = dln(y) = Yn_1d,(y), donc d, (y) €
ker(Yn-1) = im(¢n-1). Nous définissons d,(z -+ im(d.,,,)) comme étant la classe

correspondant & ce z € C,,—1 pour lequel ¢,_1(z) = d!

»(y). Il nous reste a vérifier :

(1) z+im(d,) est indépendant du choix de y : Si ¢,,(v') = z, alors ¢,(y—y') =
0, donc y — ¢’ € ker(¢n) = im(¢,)). Donc, y — ¢’ = ¢,(t) pour un certain
t € Cn. Ainsi, d,,(y) — d,(v) = d,(y — ¥) = dén(t) = ¢n-1dn(t). Donc,
si d,(y) = ¢dn-1(2) et d,,(y') = dn-1(2'), alors (puisque ¢,_; est injectif)
z — 2 =d,(t) € im(d,), d'ou z +im(d,) = 2’ +im(d,).

(2) z +im(d,) € H,-1(C), c'est-a-dire que d,—1(z) = 0 : ¢p_od,_1(2) =
dl_1¢pn1(2) =d,_d,(y) = 0. Donc, d,,_1(z) = 0 car ¢,_5 est injectif.
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Si z € im(dy,, ), alors z € im(d,) : Si z = d], (s), alors nous choisissons
u € C; ., tel que ¥ny1(u) = s (cela est possible puisque 9, ; est surjectif).
Alors, = d 1 %n41(u) = Ynd,,,(u), donc nous pouvons prendre y =
d;,+1(u). Mais alors, d/,(y) = 0 et nous prenons donc z = 0. Par (1), tout

autre choix de y donne un z € 0 + im(d,) = im(d,).

Maintenant, nous savons que d,, est bien défini (nous pouvons également véri-

fier que c’est un homomorphisme). Il nous reste maintenant 4 montrer ’exactitude

de la suite aux endroits ou les §,, sont utilisés :

(4)

ker(6n) 2 im(H,(v¥)) : Si z+im(d,.,,)-€ im(H,(¢)), alors on peut choisir
y tel que H,(v)(y+im(d,,,)) = z+im(H,(¥)), puisque la seule restriction
est que ¥, (y) = z. C'est-a-dire que nous pouvons remplacer z par ¥, (y)
sans changer la classe de im(d, ;) dans H,(C"). Cependant, pour ce z et
ce y, d,,(y) = 0 car cela représente une classe d’homologie dans H,(C").

Ainsi, z = 0 et 6,(z +im(d,,,;)) = 0.

ker(dn) C im(H,(¢)) : Si dn(z +im(d],,)) = 0, alors z € im(d,), c’est-a-
dire que z = d,(t) pour un ¢t € C,. Ainsi, d,(y) = ¢n_1(2) = dn_1d,(t) =
d;,¢n(t). Autrement dit, d,(y — @d.(t)) = 0. Or, ¢¥n(y — én(t)) = ¥n(y) —
Ynn(t) = = — 0. Donc, Ha(¥)(y — ¢a(t) +im(dyy,)) = = + im(dy).

ker(Hn_1(¥)) 2 im(6,) : Par définition, H,_1(¢)0,(z + im(d.,;)) =
Pn-1(2) +1im(d,,) = dy,(y) +im(d,) = 0.

ker(Hn,—1(¥)) C im(6,) : Si z + im(d,) € ker(H,_1(¢)), alors ¢,_1(z) €
im(d,,), c’est-a-dire que ¢,_1(z) = d.,(y) pour y € C,,. Posons z = 1, (y).
Autrement dit, nous parcourons la définition de §,, & I’envers, donc nous
devons seulement nous assurer que z + im(d;, ) € H,(C"), c’est-a-dire
que d,(z) = 0 pour le £ que nous avons défini. Or, d"(z) = d/¥,(y) =

wn—ld;(y) = wn—ld)n—l(z) =0.

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que la suite est exacte aux autres endroits.
Remarquons que H,(¢)H,(¢) = H,(v¢) = H,(0) = 0. Donc, nous avons au
moins que ker(H,(v)) D im(H,(¢)).
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(8) ker(Hn(v)) C im(Hn(¢)) : Supposons Hy,(¥)(u + im(d,,.,)) = 0. Alors,
Yn(u) € im(d, ), alors 9, (u) = d.,(v) pour un v € C)/_,. Maintenant,

Yn1 est surjectif, donc v = 1,41 (w) pour un certain w € C} ;. Ainsi,

"pn(u) = d;/z+1 (v) = d;,z+1¢n+1 (w) = "pnd;wl(w)

d’ott Yn(u — d;, 1 (w)) = 0. Clest-a-dire que u — d}, ., (w) € ker(¢y,) =

im(¢r), donc u—d.

n

+1(w) = @n(t) pour un certain ¢t € Cy,. Or, dp_1d,(t) =
d,¢n(t) = d;,(u) —d,d!, ., (w) = 0, puisque u représente une classe d’homo-
logie. Donc, d,(t) = 0 car ¢,_; est injectif. Donc, nous pouvons conclure

que Ho()(t + im(dns)) = u + im(d,.,).

Nous pouvons maintenant démontrer :

Théoréme A.0.3 (Suite exacte longue pour Ext). Supposons que

0 C C’ c’ 0

est une suite exacte courte de R-modules. Alors, pour tout R-module a droite B,

il eziste une suite exacte longue

Ezt"*Y(B,C)

Ezt*(B,C) — Exzt*(B,C') — Ezt"(B,C")

Ezt(B,C) —— Ezt'(B,C")

\

0 — Hom(B,C) —— Hom(B,C") — Hom(B,C")

Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
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0 — Hom(FP,,C) — Hom(P,,C') — Hom(P,,C") —= 0

0 — Hom(P,,C) — Hom(P,,C'") — Hom(Py,C") — 0

0 0 0

Les rangées sont toutes exactes puisque les P, sont projectifs. Il ne reste qu’a

utiliser le théoréme A.0.2. O



Annexe B

INTRODUCTION A LA GEOMETRIE
ALGEBRIQUE

B.0.1. Variétés algébriques affines

Une variété algébrique est en fait I’ensemble des solutions d’un systéme d’équa-
tions polynomiales.
Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur un corps K et soit K[V] Palgébre

des fonctions polynomiales sur V. Pour un ensemble S C K[V], on note
V(S)={veV]|flv)=0,VfeS}

On remarque que V(S) = V(J) ou J est 'idéal engendré par S.

Définition B.0.1. Un sous-ensemble X C V est appelé un ensemble algé-
brique si X = V(J) pour un idéal quelconque de K[V]. De plus X est appelé
une variété algébrique affine si X peut s’écrire comme V(P) ot P est un idéal
premier.

Autrement dit, un sous-ensemble X C V est un ensemble algébrique s’il peut
étre vu comme un ensemble-solution d'un systéme d’équations polynomiales. Il
est une variété algébrique affine s’il peut étre vu comme ensemble-solution d’un
systéme d’équations polynomiales tel que les polyndomes du systéme engendrent
un idéal premier. Nous verrons plus tard pourquoi il est important de distinguer
le cas ou I'idéal est premier.

Dans la prochaine section, nous verrons comment correspondent les notions

d’algébre et de géométrie.
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B.0.2. Idéaux radicaux, premiers et maximaux

En général, pour un idéal propre I de K|z, ..., Z,], rien ne nous garantit que
V(I) # 0. Par exemple dans R?, V(z? + y? + 1) = (. Cependant, il y aurait eu
des solutions dans C2.

Le célébre Nullstellensatz (théoréme des zéros) de Hilbert, nous garantit l'exis-
tance de solutions (c’est-a-dire que si I est un idéal propre de K|z, ..., z,], alors
V(I) # 0) a condition que K soit algébriquement clos. Notez que nous appelons ce
résultat la version «faible» du Nullstellensatz, par opposition & la version «forte»
énoncée au théoréme B.0.4.

Par contre, méme dans le cas algébriquement clos, la correspondance entre
les idéaux et les ensembles algébriques n’est pas biunivoque. En effet, supposons
que X = V(I) pour un idéal I. Alors, nous avons également que X = V(I?). Par
exemple, V(z? + 32 — 1) = V((2? +y% — 1)?).

Pour contourner ce probléme, nous définissons le radical de I'idéal I d’un

anneau R comme étant
VI={re€R|3,enr" € I}.

L’idéal I est dit radical si v/ = I.

Remarquons alors que V(I) = V(v/1) et que, en particulier, v/T = v/I2. Donc,
si nous nous restreignons aux idéaux radicaux, il est possible que nous puissons
obtenir cette fois-ci une correspondance biunivoque entre ces idéaux et les en-
sembles algébriques.

C’est en effet le cas (si K est algébriquement clos) et c’est exactement ce
qu’affirme le prochain théoréme qui est une version plus forte du Nullstellensatz :
Théoréme B.0.4 (Nullstellensatz, version forte). Soient K un corps algébrique-
ment clos et I un idéal de K|zy,...,2,]. Si f € K[z1,...,Z,] s’annule partout
sur V(I), alors f € V1.

Donc, nous pouvons noter Z(X) I'unique idéal radical qui correspond 4 ’en-
semble algébrique X. Remarquons que cette correspondance inverse ’ordre dans

le sens que X C Y si et seulement si Z(X) D Z(Y).
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Par la discussion de la section précédente, X est une variété algébrique affine
si et seulement si Z(X) est un idéal premier. Il y a donc non seulement une
correspondance biunivoque entre les idéaux radicaux et les ensembles algébriques,
mais également entre les idéaux premiers et les variétés algébriques affines.

En supposant toujours que K est algébriquement clos, nous avons également
une correspondance biunivoque entre les points de V' et les idéaux maximaux de
K[zy,...,z,). En effet, pour un point ¢ = (¢1,¢,...,¢,) € V, nous avons que
{e1,62,. .-, ¢n} = V(z1 — 1,22 — ¢, ..., ZTn — ¢,) qui est un idéal maximal (noté
Le). Il reste & montrer que tout idéal maximal est en fait un . pour un ¢ € V. Soit
alors 4 un idéal maximal quelconque. Puisque p est un idéal propre, V(u) # 0.
Soit alors c un point de V(). Cela se traduit par u C .. Nous obtenons I’égalité
par la maximalité des deux idéaux.

La raison pour laquelle nous nous intéressons tant aux correspondances biuni-
voques est que nous pouvons maintenant nous détacher du concept d’espace vec-
toriel. En effet, au lieu de parler de points, de variétés et d’ensemble algébriques,
nous pouvons parler, respectivement, d’idéaux maximaux, d’idéaux premiers et
d’idéaux radicaux. Or, ces types d’idéaux sont présents dans tous les anneaux,
pas seulement dans les anneaux de fonctions polynomiales sur des espaces vec-
toriels. Nous pouvons donc utiliser des arguments «géométriques» sur une classe
beaucoup plus large d’anneaux.

En fait, nous avons déja vu sans le savoir ce genre de généralisation. En effet,
nous verrons plus loin que la définition de dimension de Krull correspond & la
notion géométrique usuelle de dimension, quoique nous pouvons utiliser cette
définition dans un contexte non géométrique (comme nous ’avons fait).

Nous résumons cette correspondance entre géométrie et algébre dans le tableau
B.1 qui nous servira dorénavant de «dictionnaire» pour passer de l'un a ’autre.

Dans la prochaine section, nous verrons plus précisément comment interpréter
géométriquement un anneau intégre, dans le cas particulier ou il peut étre vu
comme une K-algébre finiment engendrée. Le but visé est évidemment d’utiliser

ce procédé sur 'anneau des invariants.



B-iv

Algébre commutative Géomeétrie algébrique

Idéal radical «— Ensemble algébrique
Idéal premier «—— Variété algébrique affine
Idéal maximal «— Point

Dimension de Krull «— Dimension
TAB. B.1. Dictionnaire Algébre-Géométrie

B.0.3. Anneau de fonctions polynomiales

Comme nous I'avons vu, 'anneau K[V] = K][z,...,z,| peut étre interprété
comme |’anneau des fonctions polynomiales sur V. Soit maintenant X C V une
variété algébrique affine. Nous aimerions lui associer un anneau de fonctions po-
lynomiales (noté K[X]). Une fagon de faire est de prendre les restrictions des
polynémes de K[V] sur X. Cependant, pour que les éléments de K[X] soient
tous dinstinguables, nous devrons travailler sur des classes d’équivalences de telle
sorte que deux polynémes f, g € K[V] sont identifiés s’ils ont les mémes valeurs
partout sur X.

Autrement dit, f et g sont équivalents si le polynéme f — g est toujours 0 sur

X, ie. f—ge€I(X). Nous définissons donc

K[X] = K[V]/Z(X)

que nous appelons I’anneau des fonctions polynomiales sur X.

Nous voyons ici la raison pour laquelle nous donnons un nom différent aux
ensembles algébriques dont 1’idéal associé est premier. Cela correspond au fait
que ’anneau des fonctions polynomiales soit intégre.

En fait, toute K-algébre intégre finiment engendrée peut étre vu comme un
K[X] pour une variété X . En effet, soit A un tel anneau et choisissons un ensemble
de générateurs {f1, fa,..., fr}. Nous pouvons toujours construire un homomor-

phisme de K-algébres
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¢: Kzy,...,zx)] — A

$i|—>fi

Il est donc évident que A = K{zy,. .., zx]/ ker(4) ou ker ¢ est un idéal premier
puisque A est intégre. Ainsi, A = K[V (ker(¢))].

Donc, pour chaque K-algébre intégre finiment engendrée, on peut lui associer
une variété algébrique affine. Pour cette raison, on appelle une algébre de ce type
une algébre affine.

Cependant, le choix de la variété n’est a priori pas unique. En effet, il dé-
pend du choix des générateurs pour l’algébre affine. Or, tout comme pour le
cas polynomial, il est assez aisé de montrer que tous les idéaux maximaux de
K[X] = Klzy,...,2,)/Z(X) sont de la forme (z; — ¢1,...,2n — ¢,)/I(X) et,
donc, correspondent & des points de X. Il y a donec, en quelque sorte, unicité.

Autrement dit, pour une algébre affine A donnée, les points de la variété
algébrique affine associée sont en bijection avec les idéaux maximaux de A qui,
eux, ne dépendent pas du choix des générateurs.

Plus précisément, si X et Y sont deux variétés algébriques affines telles que
K[X] = K[Y], alors X est isomorphe & Y. Nous n’avons pas encore défini la
notion d’isomorphisme entre deux variétés :

Définition B.0.2. Soient X C K™ et Y C K™ deuz variétés algébriques affines.
Une application F : X — Y est appelée un morphisme s’il eziste des polyndomes

en n variables fy, fa, ..., fm tels que

F:(a1,...,a.) = (filat, .. an), .-, fmla1, ..., an)).

Un isomorphisme est, bien sir, un morphisme bijectif.

Par conséquent, lorsque nous avons une algébre affine (par exemple 1’anneau
des invariants), nous pouvons parler de la variété algébrique affine associée.

Comme cela a été mentionné auparavant, on peut également définir la notion

de dimension d’une variété algébrique affine. Soit X une telle variété, on définit
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sa dimension comme étant la longueur m de la plus longue chaine
XoCXpC---CXp=X

de variétés algébriques affines. Si les longueurs de telles chaines ne sont pas bor-
nées, on dit que la dimension est infinie. En particulier, comme d’habitude, la
dimension d’un point est 0, celle d’une courbe est 1, celle d’une surface, 2, etc.
Dans I'anneau des fonctions polynomiales, un telle chaine de variétés corres-
pond & une chaine d’idéaux premiers. La dimension d’une variété algébrique affine
est donc égale & la dimension de Krull de I’anneau correspondant (on comprend

maintenant pourquoi la notion de dimension de Krull est en effet une dimension).

B.0.4. Localisation et singularités

Nous nous intéressons aux propriétés des variétés car celles-ci donnent de
I'information sur ’algébre affine.

Une notion qu’il est important d’étudier est la notion de singularité. Intuiti-
vement, une singularité est un point sur une variété algébrique affine pour lequel
I'espace tangent n’a pas la méme dimension que la variété.

Ces singularités empéchent, par exemple, un isomorphisme entre la variété
et un espace vectoriel puisque les isomorphismes conservent les singularités et
que les espaces vectoriels n’en possédent pas. Nous cherchons donc une méthode
purement algébrique permettant de déceler la présence de singularités.

La premiére étape consiste & définir précisément ce que nous entendons par
«espace tangent» en algébre.

En analyse, si M est une variété différentiable et x € M, nous définissons
'espace tangent T,(M) de la fagon suivante. Nous commencons par une courbe
paramétrée p : (—¢,e) — M telle que p(0) = z. Ensuite nous définissons une dé-
rivée en z comme étant d.p(f) := 2 f(p(t)) |.=o pour une fonction f différentiable
en z. L’espace tangent est alors I’espace vectoriel de toutes ces dérivations.

En algébre, nous pouvons définir ce méme genre d’idées sans se servir de
dérivées et de fonctions différentiables. Plutét que de s’intéresser aux fonctions

différentiables en z, nous considérons les fonctions réguliéres en z.
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Définition B.0.3. Soit X une variété algébrique affine et x € X. Notons par
K(X) le corps des fractions de K[X]. f € K(X) est dite réguliére en z sl
eziste g, h € K[X] telles que f = g/h et que h(z) # 0.

L’ensemble des fonctions réguliéres en z est noté ;. Par la définition pré-
cédente, il est évident que O, = K[X],,, c’est-a-dire que O, est ’ensemble des
fractions # telles que g, h € K[X] et que h n’est pas dans u, (on se souvient que
Hz est I'idéal maximal de tous les polynémes s’annulant en z). De plus, il est fa-
cile de montrer que p,O, est I'unique idéal maximal de O,. Un anneau ayant un
unique idéal maximal est appelé un anneau local et O, est appelé la localisation
de K[X] en l'idéal p,.

Plus généralement, pour un anneau R et un idéal premier P, on peut localiser
R en P en formant ’anneau Rp des fractions dont le dénominateur n’est pas dans
P. Encore une fois, PRp est I'unique idéal maximal de Rp.

Il ne nous reste plus qu’a définir 1’espace tangent en £ comme étant I’espace
vectoriel des dérivations en z (noté T,(X)). Pour nous, une dérivation en  est
une fonction D : O, — K telle que :

(1) D est K-linéaire.

(2) D(a) =0si A€ K.

(3) D(fg) = f(z)D(g) + g(x)D(f) si f,g € O..

Dans le cas d’une variété différentielle, les «dérivations» d,p que nous avions
données sont exactement les fonctions ayant les propriétés ci-dessus. La seule
différence est que cette fois-ci toutes les définitions sont purement algébriques.

Donc, nous pouvons définir une singularité d’une variété algébrique affine X
comme étant un point z € X tel que dimg(T,(X)) # dim(K[X]).

Nous nous intéressons maintenant & trouver la dimension de 7, (X). Soit D une
dérivation en z. La valeur de D sur O, est complétement déterminée si on connait
sa valeur sur un ensemble de générateurs de u, O, griace aux propriétés énoncées
ci-dessus. Donc, il va de soit que la dimension de T,(X) est tout simplement le
nombre minimal de générateurs de u, O, qui correspond 4 la dimension, comme

espace vectoriel, de 1O/ (p0z)2.



Annexe C

MODULE CANONIQUE

Dans 'annexe A, nous définissons les A-modules Ezty (M, N) comme étant

les homologies du complexe
<o +— Homy(Py, N) «— Homy(P;,N) «— Hom(Py, N) «— 0
pour une résolution projective
-— P — P — Py — M — 0.

Nous définissons alors la dimension homologique de M, notée hdim(M),
comme la longueur d'une résolution projective minimale de M. Si A est polyno-
mial, ce nombre est égal 4 la plus grande valeur de % pour laquelle Exty, (M, K) # 0
puisque la dimension de cet espace est égal au nombre de générateurs de P, comme
module libre. En effet, il a été démontré que les A-modules projectifs sont libres
lorsque A est polynomial (Quillen et Suslin 1976).

Similairement, nous définissons la codimension homologique de M, notée
heodim(M ), comme la plus petite valeur de ¢ > 0 pour laquelle Exty (K, M) # 0.

Nous avons vu dans la section 1.3.4 que ’anneau des invariants est parfois

Cohen-Macaulay. Un tel anneau posséde toujours une série de Hilbert de la forme

ft)
[Tzo(1 —2%)’

ol f(t) est un polynéme & coefficients entiers et les d; sont des nombres naturels.

H(M,t) =

Nous verrons que si un A-module M est Cohen-Macaulay, presque tous les
Exty (M, A) sont triviaux. En particulier, si B est un anneau polynomial sur

lequel M est libre, alors Extiy(M, B) = 0 pour tous les 2 > 0. Donc, nous nous
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intéressons uniquement & Exty (M, B) & Homp(M, B) qui est en quelque sorte le
«module dual» de M, que nous appelons le module canonique. En particulier,
les anneaux Cohen-Macaulay qui sont isomorphes & leur module canonique sont
appelés Gorenstein. Nous redéfinirons ces termes plus précisément plus tard et
nous verrons que les anneaux Gorenstein ont une série de Hilbert qui a une forme
trés particuliére.

Tout d’abord, citons le théoréme suivant (voir [Ben], corollaire 4.5.2).
Théoréme C.0.5. Soit A = Klyi,...,ys] un anneau polynomial gradué dont
les degrés des y; sont strictement positifs. Si M est un A-module gradué Cohen-
Macaulay de dimension de Krull n, alors Exty, (M, A) = 0 pour i # s — n.

Ainsi, par le théoréme C.0.5, Ext5 " (M, A) est le seul module de cette forme
qui est possiblement non nul. Cependant, il semblerait que ce module dépende
de s qui est le nombre de générateurs de A. Nous aimerions trouver un module
qui caractérise M et qui ne dépend d’aucun choix. Le prochain théoréme nous
expliquera comment passer d’un ensemble de générateurs & un autre.
Théoréme C.0.6. Soient A= K[yy,...,ys] € A = K[yy,...,Ysz1] des anneauz
polynomiauz gradués tels que les degrés des y; sont strictement positifs. Si M
est un A'-module gradué qui est finiment engendré et Cohen-Macaulay de dimen-
sion de Krull n comme A-module, alors M est aussi Cohen-Macaulay comme

A’-module et il y a un isomorphisme de A-modules

Eztsft (M, A') = Exts,™(M, A).

Démonstration. Nous avons une suite exacte courte de A’-modules

1®ys+1—ys+101

0 — A ®sM AQuM — M — 0
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et donc une suite exacte longue

Exts;™(M, A") Ext;(A' ®4 M, A')

Ext;™(A' @4 M, A)

Extsti="(M, A')

——> Extsf"(A @4 M, A')

Par le corollaire C.0.5, le terme en haut & gauche de cette suite est nul. Main-

tenant, si

P B M 0

est une résolution projective de M comme A-module, alors
e AI®AP1 —_— AI®AP0 — A/®AM — 0

est une résolution projective de A'®4 M comme A’-module (c’est une suite exacte
car A" est un A-module libre).

De plus,
Hom (A" ®4 P, A') 2 Homuy(P,, A') & A’ ®4 Hom4(P,, A)
comme A’-modules. Donc,
Exty, (A @4 M, A') = Exty (P, A') = A' ® 4 Ext'y (M, A).

Cela implique que le terme en bas & droite de la suite exacte longue est égale-
ment nul. Ainsi, Ea:tfq“fl"”(]\/[ , A’) est isomorphe au conoyau de 1®y,41 —Ysy1 ®1
sur A’ ®4 Exti (M, A) qui, comme A-module, est isomorphe & Ezt5™(M, A).

a

En fait, 'isomorphisme du théoréme précédent ne préserve pas la gradua-
tion. On devrait plutot écrire Ext5' (M, A') & ExtS™(M, A)[deg(ys+1)] pour
préciser que la graduation est décalée de deg(yss1).

Nous pouvons maintenant définir le module canonique. Soit R un anneau
gradué Cohen-Macaulay finiment engendré sur le corps K par des éléments ho-
mogenes yi,...,Ys de degrés strictement positifs. On peut voir R comme un A-

module, ot A est I’annean polynomial A = K[y, ...,y
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Supposons que la dimension de Krull de R soit n. On définit alors le module
canonique de R comme le R-module
s
wa(R) := Exty™(R, A)[-(D _ deg(w:)) + n].
i=0
En fait, en utilisant le théoréme C.0.6, on peut toujours passer de ’ensemble
de générateurs ¥y, . . ., ys & un autre ensemble de notre choix en ajoutant les géné-
rateurs voulus et en enlevant ceux que nous ne désirons pas. Donc, la définition du
module canonique ne dépend pas réellement du choix de A (& isomorphisme pres).
C’est pourquoi nous pouvons simplement écrire w(R) pour le module canonique.
En particulier, puisque R est Cohen-Macaulay de dimension de Krull n, on
peut toujours choisir A de telle sorte que s = n et que R soit finiment engendré
sur A. Nous venons donc de montrer que si A = K[fy,..., fn] est choisi de cette
facon, alors

w(R) = Exty (R, A)[~ ) _(deg(f;) — 1)] = Homa(R, A)[— Y (deg(f;) — 1)].

i—0 i—0



