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Sommaire

Soit w(z) une fonction holomorphe non constante dans le disque unité U telle que
w(0) =0. Alors, si | w| atteint sa valeur maximale sur le cercle | z|=7<1 en un point z,
avec |zO\ =r, on peut écrire z,w'(z,) = kw(z,) ou k est un nombre réel et k >1. Cette

propriété, connue sous le nom de lemme de Jack, sera démontrée et plusieurs applications

seront données.



iv

Remerciements

J’exprime toute ma gratitude & Monsieur Richard Fournier, mon directeur de recherche,
pour son encadrement exceptionnel. L’aboutissement de ce mémoire doit beaucoup a sa
conflance, & son soutien incessant aussi bien scientifique que matériel et a ses
encouragements permanents.

Je tiens aussi a remercier Monsieur Paul M. Gauthier pour ses conseils judicieux et pour

son soutien. Qu’il trouve ici I’expression de ma profonde reconnaissance.



Table de matiéres

SOMMAITE..c..ueeeiiiiicrieniicssiesnssensisneiessissssssnsnenssssnssssessstsssssssssssssssasssassssasssns iii
ReMErciements ......cccceieesnrcsanssenssncsssssnssssssnsnnsancsnsssassnssssssssasssans “ iv
Introduction. . 1
Chapitre 1. Démonstrations du lemme de JacK ......ccevvevcericniiscniscsnscicssenssanesanssssnssanens 2
1. Le lemme de Jack .2
2. Démonstration de Miller et Mocanu. cesessesennesnne .6
3. Le lemme de LOWIET ....uuicerecreinceninnsinisnscniseniseesensnssssscsssssessssssssssssssssassssssnsnsnns 14
4. Le lemme de Hayman....... .- 18
S. Raffinement de Fournier 19
6. La proposition de Erdés.. - cesesensssnness 22
7. Démonstration de Ruscheweyh........ . 24
Chapitre 2. Applications du lemme de Jack 33
1. Le théoreme de Jack.............. . . 33
2. Applications de Miller et Mocanu..... . 36

3. Application du lemme de Jack a la résolution partielle d’une conjecture de S.

Miller....... . . 42
4.Application de Hallenbeck et Ruscheweyh.........cccecccrvurccnniscrrssasessanccnrossssssssssancen 44
Chapitre 3. Extension du lemme de Jack ... 47
Conclusion sesessasessasessessssnssstssstsssanesstsatssantssstssasssansssasssane 59

Bibliographie............ 60



£
)

Introduction

Ce mémoire porte sur un lemme publié par I. S. Jack dans « Functions starlike and
convex of order a », J. London Math. Soc., 3, pp. 469-474, (1971), qui a beaucoup
d’applications dans le domaine de la théorie des fonctions. Le mémoire est composé
essentiellement de trois parties. La premiére partie porte sur la démonstration du lemme
de Jack. En 1979 Sanford S. Miller et Petru T. Mocanu ont affirmé dans un article intitulé
«Second order differential inequalities in the complex plane », J. Math. Anal. Appl., 65,
pp. 289-305, (1978), qu’il y avait une erreur dans la démonstration de Jack. Un autre but
de cette premiére partie est de trouver s’il existe vraiment une erreur dans cette
démonstration et de présenter plusieurs démonstrations comme par exemple celle due a
Sanford S. Miller et Petru T. Mocanu, qui utilise des arguments propres a I’analyse réelle,
ou celle basée sur un lemme énoncé par K. Léwner et qui utilise des méthodes plus
géométriques. On montre aussi qu’au moment out Jack publiait son lemme, il existait dans
la littérature spécialisée des résultats plus faibles, comme par exemple la proposition anti-
calcul due & Erdos (qui met en évidence les différences entre le calcul réel et ’analyse
complexe), des résultats qui contenaient implicitement le lemme dans un article de
Valiron et des lemmes plus généraux, par exemple St. Ruscheweyh a utilisé le lemme de
Julia pour la démonstration.

La deuxieme partie traite de certaines applications du lemme de Jack : un théoréme
publié par Jack dans lequel on trouve une relation entre la convexité d’une fonction
complexe et la propriété d’étre étoilée, quatre théorémes publiés par Miller et Mocanu, un
résultat di & Richard Fournier sur le comportement des fonctions analytiques dans un
point ou elles atteignent leur valeur absolue minimale et un théoréme portant sur la
relation de subordination dii a Hallenbeck et Ruscheweyh.

Finalement on présente une extension nouvelle du lemme de Jack pour les polynomes de

degré fixe.



Chapitre 1

Démonstrations du lemme de Jack

1. Le lemme de Jack

En 1979, Sanford S. Miller et Petru T. Mocanu ont affirmé dans un article intitulé
«Second order differential inequalities in the complex plane » [11] qu’il y avait une
erreur dans la démonstration de Jack. Le but de cette section est de trouver s’il existe
vraiment une erreur dans cette démonstration. Pour ce faire, on commence par introduire
le lemme de Jack tel qu’il a été présenté et démontré en 1969 par Jack et publié

subséquemment dans [6] :

Lemme. Soit w(z) une fonction holomorphe non constante dans le disque unité U telle
que w(0)=0. Alors, si |w]| atteint sa valeur maximale sur le cercle |z|=r<1 en un
point z; avec |zo| =r, on peut écrire :

zoW'(2p) = kw(z,)
ou k est un nombre réel et k> 1.
Démonstration.
Jack commence la démonstration du lemme en définissant la fonction M(r,w) comme
étant la valeur maximale de |w(z)| sur le cercle | z|=r. Il affirme, en citant Valiron
[16], que logM(r,w) est une fonction continue, croissante et convexe de logr. Il

continue en remarquant qu’en chaque point sur le cercle | z|=r ou | w(z)|= M (r,w) on

doit avoir:
R _ 0,ou z =re'’ et w(z) = Re".
06
Alors, pour R # 0il obtient:
10,0 16
LR _6-2 (ogR) = Re[i(logw)} = Im| &) |
R 06 06 06 w(re”)

Il en conclut que :
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ZoW'(zy) _
Tzo) =k(lz, )

ou kest réel et z, est un des points sur le cercle |z|=rou |w(z)| prend la valeur

z,w'(z,)

w(z,)

maximale. Donc serait une fonction de | z, | seulement et ne dépendrait pas de

arg(zo). On montrera ici que cette derniére affirmation est fausse: en prenant une

fonction de la forme

zZ—a

w(z) =z ,ae(0,0),

’on voit bien qu’elle est analytique dans le disque |z|<1et que w(0)=0. On calcule

ensuite la fonction R(r,0) :

R(r,0)= z|

|z—al _r\/a2 —2arcos@+r’
|[1-z| 1-2rcos@ +r*

Pour obtenir les points de maximum, on calcule la premiére dérivée par rapporta 8 :

- =p— =—7 —
060 96\ 1-2rcos@+r? 2 Va?-2arcos@+r* 80 1-2rcosf+r?

1\/1—2rcos¢9+r2 2arsin6?(1—2rcos¢9+r2)—2rsin0(a2—2arcos€+r2)

oR _ c'?\/az—Zarcost9+r2 1\/1—2rcos¢9+r2 0 a®-2arcosf@+r?

=—r

2 Va®-2arcos@+r’ (1—2rcos@+r2)2
—lr\/ 1-2rcos@+r? 2rsin¢9<a—2arcos¢9+ar2—a2+2arcos0—r2)
2 Va*>-2arcos@+r? (1—2rcos€+r2)2
_(l—a)sinﬁrz\/ 1-2rcos@+r’ (a—rz)
2 a2—2arcose+r2 (1_2rcosg+r2)2'

On obtient donc 2—§=0pour @=kr, r=0et pour > =a. En prenant r=+a, par

exemple, on a que

2_
R(JZ,Q):J;\/a 2a\/c70050+a=a
1—2«/;c059+a

ce qui nous conduit a conclure que 1’image du cercle de rayon Ja centré a I’origine par

w(z)est un cercle de rayon a aussi centré a I’origine. Maintenant, si on calcule la valeur

de k aux deux points z, =—va et z, = Ja nous arrivons a:



zw'(z,) l-a 2
LT R Y
k(z2)=zzw(22) 14z, l-a 2

" ¢c—a
et on en conclut que & = k(r,&). Plus généralement soit B(g) = Hg—_’

7=l alg

un produit de

(e'¢ )‘ = rPa?(lB(g)| =1 et évidement
ol=

BeH (U ) Par ailleurs

Bl)_ ( s, a¢ ] o)
Blg) “\s-a, 1-a¢) Slc-afi-a,)
o B'(e"’) |a 2 e 1+ae"

Ble*) fz;ll ae"| 2o

Supposons que cette derniére expression ne dépende point de ¢, i.e.,

eZ

1+ae
_K,KeR, K 20.

On considere une fonction

" 1+dc
Flc)= =
=51

En tenant compte des répétions possibles de certains des a, , on peut écrire

Vo 1+ac
Flg)=) 1, —
() ; 7

N
ou les 4, sont des entiers positifs non nuls avec 4 = zzl . » a, distincts. On peut écrire
J=1

alors qu’une fonction de la forme
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N
ou a, €U sont distincts et Zl ,=1,1,>0, 1 €Q, a sa partie réelle constante sur
J=1

ls| =1 ; puisque cette fonction est holomorphe pour |¢|<1+&, £ >0, il suit du principe

du minimum (maximum) pour les fonctions harmoniques que

YN o 1+a
G(g)=constante = Y/, _’gsl,
J=1 l_a_/g
y k
donc ZEJ lj =0 pour k=1, 2, ..i.e.
J=1
a a a, Y1,Y) (0
a’ a,’ ay | L| |0
a" aV a,” \i,) \o

Mais ceci est impossible car le déterminant de la matrice est non nul, les a, étant
distincts. Il est donc impossible que méme deux a, soient distincts et alors

_ n o 19 _ 2 _ 2
B(§)=(g aj ete’“’B(e )— : lal +n= : lal

l-ac B(e"”) - ll_aew’lz - 1—2Re(c_le"’)+|a|2

Comme cette derniére expression ne dépend pas de ¢ on déduit que a=0, donc tout

produit de Blaschke fini avec au moins un zéro non nul pourrait servir de contre-exemple.
Pour finir la démonstration, Jack obtient £ > n ou n est la puissance du premier terme

non nul du développement de la fonction w(z) en série de Taylor autour de I’origine. Il
montre que la condition w(0) =0 implique que le terme constant est nul et que n>1. De
ceci et du fait que k(r) = k(| z, I) est une fonction convexe et croissante de logr, il en

découle le résultat cherché.
Puisque log M(r,w) est une fonction convexe et croissante de logr, il déduit que

dlogM(r,w) rM'(r,w)
dlogr M(r,w)

est une fonction croissante de logr et implicitement de r 1a ou la dérivée

dlog M(r,w)
dlogr



existe. Aux points ou la dérivée n’existe pas, en se basant sur le théoréme de Hadamard
sur la croissance de la fonction M (r,w) (Valiron [16], [17]) qui dit que la dérivée a
gauche et la dérivée a droite existent et la dérivée a droite est supérieure ou égale a la
dérivée & gauche, il en déduit que

rM'(r,w)
M(r,w)

est une fonction croissante méme si elle n’est pas continue. Mais, dit-il,

k(r) = zw'(z,) — Re|:Z|W'(Z|)jI _ I‘Re[a—ar(logw) |z=zl il - Olog R

= r OR
W(Zl) W(Zl) or 2=z R or z=z

et alors le lemme est démontré puisque R|,_, = M (r,w). On remarque que cette derniére

affirmation est aussi fausse puisque, prenant en considération ’exemple que 1’on a donné
plus haut,
k(a,0)= k(Va,z)

méme si

Rl_g=RI_z=M{a,w)

et en général

rM'(r,w)

k(r,0) = M)

Pour conclure, I’idée essentielle de la démonstration étant incorrecte, on doit trouver une

autre fagon de prouver ce lemme.

2. Démonstration de Miller et Mocanu

Ce sous-chapitre porte sur la démonstration du lemme de Jack due a Sanford S. Miller et

Petru T. Mocanu [11] et aussi sur un théoréme qui généralise le lemme de Jack.

Lemme 1. Soit n>1 et

+1
g(Z)= gnzn + gn+lzn +..

une fonction complexe réguliére dans le disque unité U telle que g(z) n’est pas

16,

identiquement nulle dans U et n>1. Si z, =rje , alors

.1y <let|glz,)|= ﬁﬂ?ﬂg(z)
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—

Zog'(zo)
X g(Zo)

=m

et

b)R Zog"(zo)
JRe g'(ZO)

Démonstration.

a) On prend g(z)= R(r,,6)e""*®) pour z=re’. Alors

+1>2moum=>n=>1,

zg'(z) _0¢ i OR

. . . . OR .
Comme z; est un point de maximum de R on doit avoir £(20)= 0 et on obtient que

Zogl(zo)

g(Zo)

=m ou m est un nombre réel. Maintenant il faut démontrer que m > n. Soit

h(z)= g(ZOZ)

g(zo)zn_l '
Alors
n_n + n+l _n+l + .. 1 i .
h(2)= Bty g(ngH)lzzg_lz = g(z )(gnZoZ-i-gnuZo 'z? +)
0 0

Puisque g(z) n’est pas identiquement nulle dans le disque unité, g(zo);t 0. Autrement,
si g(z,)=0, alors g(z)=0 pour |z|=7, et par le principe de maximum g(z)=0 pour
|z| <r, donc g,=g,,=..=0, dot g(z)=0pour tout zeU, ce qui contredit
I’hypothése.

Pour toutz € U onaque z,z € U et alors la série de Taylor g, (z,z)" + g,,,(z,2)"™" +...

converge. On en déduit que h(z) est analytique dans U . En appliquant le principe du

maximum on obtient

1
|1(z)| < ngx’g(zore”’ )l pour |z|<r<1.
0

Comme ’zore"’[ = |2or| = |2|r < 1, et |g(z, )] = max|g(z)| il suit que :

[z[<r

m3x|g(zore’9)I <lg(z,))



£,

d’ou

|i(z)| < L etaussi |h(z)| < =1.

rol r n-1

En appliquant le lemme de Schwarz on obtient que |(z) <|z| et que
g (Z 0Z ) < | L
g (z 0 )

En particulier, en n’importe quel point z=r, 0 <r <1,onaque

Re g(ZOr)< n

(Zo)

Comme

on a que

m=i[ML lim g( )1 —lim[l gle r)} -

dr g(Zo)

et aussi, puisque m est réel,

m= 1im|i1 —-Re g(zor)]_l__ > lim I-r_ n
rol g(zo) 1 r

b) En partant de

a_g_Re'g[a_(o ,IGRJ
oz 20 R o6

et en dérivant encore une fois on obtient :

g _ 0 I:g[ago 1 aRJ}_zg'—g(a_go_ilggj+§g_(a_¢ 1 6R)

az>  oz| z\ 090 R o0 z? 080 Ro6) zoz\o0 Ro6
_'-gg% ¢ _ii(aco_ La_R)
z2 g z| z06\98 RoH
_gY -sg' ig|d’p iR +L(3_R]2
zg z*| 86> R 06* 2\ o6

et ensuite



{/"‘\

122z ) (=) o 10k L[

g\g g 96> Ro0* R*\06)
. . . OR .
Puisque z, est un point de maximum de R(r,,») nous avons que %(zo)= 0 et aussi

2

que (z,)<0. Alors, comme

92
2,8'(z,)

=m21,
g(Zo)

on en déduit que :

i[m(%z(:;)+q—mz}—ﬂ(zo)— i _OR( .

" 96? R(z,) 00*

En prenant les parties imaginaires on arrive a :

e are

d’ou :

Re Zog"(zo)
g’(zo)

Lemme 2. Soit ¢(z) une application injective du disque unité fermé U dans Q telle que

+1>2m.

(p(O) =0 et telle que ¢(z) soit réguliére sur U a I’exception d’au plus un péle sur oU .

On note par n(w) I’argument de la normale extérieure a 0Q en w € 0Q). Soit
w(z)=a+w,z" +w,,z"" +..

telle que w(z) soit réguliere dans U et w(z)$ apour n>1. On suppose qu’il existe un

point z, = 7,e'® e U tel quew, = w(z,)e Q et w(]zl <r,)cQ.Sig,=¢"(w,) alors:

a) arg(z,w'(z,)) = argls,0'(c, ) = n(w,),

b) |zow'(z,)| = mlg,0'(s,)] > 0 et

0) Re[M+l}2mRe{g0? (g°)+1} ot mznxl,
w(z,) ?'(s0)

Démonstration.
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a) Comme w, est fini et ¢(¢) est univalente on a que 9'(c,) =0 et n(wy)=n(e(s,)).

Puisque 0Q = (p(6(7) on peut écrire 0Q = (0(1, 9) et alors le vecteur tangent en w, sera

op
aQ(gO)

et le vecteur normal extérieur sera
.0 Op
i— =c, — }
69(g°) So %z (go)
Ceci conduit a

n(w,)=arg(c,0'(s, )
On définit

glz)=¢7" (wl2)).
Alors g(z) est réguliére dans |zo| <r et |g(zo)| =1. Aussi
g(0)=¢"(w(0))=¢"(a)=0
et
|g(z)| <1 pour tout |z| <7,.
On calcule ensuite les dérivées d’ordre k de g . En sachant que ¢(g(z)) = w(z) on obtient
que
g'(z0 )0 (g(z,)) = w'(z,) =0
et, puisque ¢'(g(z,))# 0, on en déduit que
g '(Zo ) =0.
Pour la deuxiéme dérivée on a
g"(z0 o' (g(z0))+ [g'(20 )T 0"(8(20)) = £7(20 (820 )) = w'(2,) = 0
d’ou
g"(ZO ) =0.
On montre de la méme manicre que
g(")(zo)= 0 pourtout 1<k <n-1.

Alors les conditions du lemme 1 sont satisfaites et on a que w'(z)= ¢'(¢)g'(z) et
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2g'(z) __ . 128'(2)
(Z) g(z)¢’(§) () () ()

Puisque z, est un point de maximum de |g(z) pour |z <r,, on peut appliquer le lemmel

et alors
%@ _, 5,
PO
d’ou
zow'(zo)=mg0(o'(go).
Donc

arg(z,w'(z, )) = arg(500"(60)) = m(w, ).
b) En utilisant la méme argumentation on vérifie directement que
[20w(20)| = mlgo0' (56 )] 2 (50 )| > 0.
¢) En calculant la dérivée de
logw'(z) = log ¢'(g(2)) + log g'(2)

on obtient

et ensuite

@), gl ), C) |
o) 0GR 86 T e)

En utilisant le lemme 1 on a que

| -md s o2

G'o(” (go)
| @ (go) i

go(” (go)
| o) H}

n+l

> mRe +m

=mRe

Théoréme. Soit w(z)=a+w,z" +w,,,z"" +... réguliére dans le disque unité U telle que

w(z)#aet n>1.8i z, =r,e'®, 0<r, <1 et |w(z,)| = 1|nax|w(z)| alors
s
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2 2
w(z,)
2
b ReZ2"C0) 115 1 ot iz |W°2_a| > ol =la].
w(z, ) wol* =l Iwo| 1

Démonstration.

a) On définit I’application conforme

W,e +
p() = wy —2=
W, +ag
ou
w, =w(z,).
Pour ¢ =¢'’ona
e + L e’ + L
W w
Iw(ele)l = |W0|'_——0 =‘W0| = =|W0|'
1+ —-e” e +—
W Wo

Donc ¢ transforme le disque unit¢é U en un disque de rayon |w,|. Donc si

Q= {qo(g)l o] < 1} alors w(]z| <n)cQ.

On note ¢, =@~ (w,). Alors

-W_ogo +a _ 1
W, +ac,
implique que
W, —a
So W_o";
Comme
— ! 2 2
o'(c)= WO(Wogoj‘aJ =w, |w0| —|a|
W, +ag, (wo + Eg)z

on obtient



o

2 2 2 2 — -\
A T e SR 1 - M 2 )
rosteng]| (Lot}
Wy —a W, —a
Ensuite

(— —)2 2

9040’(9'0):""0&_z Woz—a 2 - o |W02"a| 2

Wo—alwo| =la|” || ~la]

et en utilisant le lemme 2 on obtient

arg[z,w'(z, )] = argls,0'(s, )] = arg(w, )

et on en déduit que

o] )

|- a0
W(Zo)
On a aussi que

Zow’(zo) —k §o¢"(§o) IWO _a|

wz,) "o | o
ou k>n,donc
ZoW'(Zo)_: > [w _a|:Z > QW01“|‘7|)2 _ [wol-d
wz,) ol =la” ol " ol +la

b) Pour démontrer la deuxiéme partie on calcule

!

0"(5) =y [wo| —Ialz{(—l_—)—z} = 2w, (" —|a|2)%

W, +ag W0+Zlg')3

eten ¢ = ¢,on obtient

v"(0)= 2w, QW0|2 ‘|a|2) 2 = 2w, QWoI2 —|a|2) a<W -

o —a
3 2 2)3
(w0+5ﬁ_fj GWOI ~dl

W, —a
a(w —-a
=—2w0__.._0_____

i

Alors

13



(.__ _2§0Wo% —— ——  _
cw'le) [l ] abr-a) _wi-a dln-a)
,( ) - (— —)2 - 0 2 2 W_—E 2 12
¢'(s, , b —a [wo|* ] o —a|w,| —ld]
o T
_ - we—a | —aw
ol =lal”  [wo|* ~|dl’

Ainsi

¢'(so)

Re[gow(go)}l_lwor+|a|2—z-Re[EwoL wo=d __ (no|-lal) _|wo|-ld
paf =l e ol [ D+

On applique ensuite le lemme 2 et

Re[ (e )] 12 kRe[——g‘)(/,)”(gO) ¥ 1} sl
W(Zo) 9”(5'0) Iwo|+|a|

ouk=>n.

( 3. Le lemme de Léwner

Dans ce sous-chapitre on donne une démonstration du lemme de Jack & 1’aide d’un

lemme énonce par K. Léwner [13]. Ensuite on présente le cas d’égalité pour le lemme de

Jack, un résultat dit a Richard Fournier [3].

Lemme. Soit f (z) une fonction réguliére telle que | f (z)| <1 dans le disque unité¢ U et

réguliére en z=1 avec f(0)=0 et f(1)=1. Alors f'(l) est nécessairement réelle et

r')=1.

Démonstration.

La fonction f/(z) satisfait aux conditions du lemme de Schwarz et alors |f(z)| <|z| pour

14

ze U . Sionprend z sur la droite réelle positive, 0 < z <1, ona que | f (z)| < z et ensuite

- f(2)|z1-|f(2)|z1-2z,
donc

1- f(2)

>1.
2 1-z

~



15

En prenant la limite z — 1 on obtient

ol f(z)

1

W)=

Soit I"un chemin analytique qui passe par 1 tel que ' — U . Alors le vecteur tangent a I’

en 1 aura une direction

E<.9‘<2r—.
2 2

On considére I’ paramétrisé par

={(x(s), y(s))| s € [a,6]}, x(c)=1, y(c)=0,avec a<c<b
Alors le vecteur tangent a ["en 1 sera
tle)=(x"(c). ¥'(c))
ou ¢ ala direction 9. Aussi f(I) est aussi un chemin analytique, f ()=1et f () est

enti¢rement contenu dans U . Le vecteur tangent 2 f(T') a la forme

o) =% 1 dv) [[6udx+6udyJ+i[§rzé+@Qﬂ=

\ds ds Ox ds Oyds Oxds Oyds
='(@4x__@d_y . (avdxﬁu dy
\Ox ds Oxds Oxds Oxds

du dv)(dx dy)
=| —+i +i
\dx dx\ds ds
eten 1, 8(c)= 1'(t(c).
Alors

argf(c)=arg f'(1)+argt(c) = a + 8.

Evidement, puisque f (F) reste dans U, la direction du vecteur tangent en 1 sera

£<a+.9<3—ﬂ
2 2

pour tout J e (% 37) On en déduit que o =0.

Remarque Soit w(z) une fonction réguliére dans le disque unité U telle que w(0)=0.

Alors si |w(z)| atteint sa valeur maximale sur le cercle |z|=r en un point zg,

on définit la fonction

()| = men(z)
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_ wlz2)
f(z) = W(ZO)

et pour |z/<1

w(z,2)| w(z, )|
11(2)| = e )l_l,f(o) 0, (1) = ) =1.
Al

Donc les conditions du lemme sont satisfaites et f'(1)>1 ) réelle.
Comme
7(z)= zow'(z,2)
w(z,)
on obtient

donc le lemme de Jack est une conséquence directe du lemme de Lowner.

Proposition. Soit f(z) réguliére dans le disque unité U telle que f (z) ait un zéro

d’ordre 721 en origine. Si z, est tel que [z,|=r, 0<r <1, et que |f(z,)| = max|f(z)|
|zl=r

alors
2, S ’(Zo) >
f (Zo)
avec égalité si et seulement si
flz)=Kz".

Démonstration.
La premiére partie de cette proposition a déja été démontrée. Pour démontrer la deuxieéme

partie on définit une fonction w(z) réguliére dans U U {1} telle que w(z)=a,z" +...

2

w({U)c U et w(l)=1. On a déja démontré que w'(1)>n et on veut démontrer que

n

w'(1)=n si et seulement si w(z)=z".
Soit

w(z)=z"w,(2)
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ol w,(z) est réguliére dans U U i}, w(©U)cU, w (1)=1 et w,(0)=a,. A cause de
cette derniére condition, si on suppose que w, (z) n’est pas constante dans U alors

<1. Ensuite on définit une autre fonction

2,

_ WI(Z)_an l_a_n
w = Pica

qui est réguliére dans U, w,(U)c U, w,(0)=0 et w,(1)=1. On peut donc appliquer le
lemme de Lowner et on obtient que w, (1) est réel et w) (1)>1. Alors

)L N = e a @ e)-a]_1-2; EH o

a, n [ _Zwl(z)]z

1-
I-a, [1 —a,w, (z)]2 1-

etenz=1o0na

2

n

1-|a |2 1-|a
wi(1)=w'(1) “ =w!(l T_>1
2() ](/1—2Re[an]+|a”2 1()|1—a,,2
ou encore
2
W)=l 50
1-|a,|

En dérivant w(z) on obtient

w'(z)= [z"wl (z)]'= nz" w,(z)+ z"w|(z)
et alors
t-a,f
n=w()=nw(1)+w(1)= n+1—# >n
- al1

ce qui est une contradiction, donc w,(z) est constante et w(z)=z". Autrement dit

w/(1)=n < w(z)=z"et le résultat de cette proposition en découle immédiatement si on

prend

wlz =f(zoz)
() f(zo).

En dérivant w(z) on a
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W)=z f(z)

et pour z=1

w’(l) =z, f’(zo)

ce qui est équivalenta f (z) =Kz", KeC.

4. Le lemme de Hayman

Dans ce sous-chapitre on introduit un résultat plus faible que le résultat du lemme de

Jack. Il s’agit d’un lemme énoncé par W. K. Hayman, [9].

Lemme. Soit f (z) réguliere sur le disque |z‘ <r telle que

E%-If(re’g)|=0 en 0=6,.

Alors, si z, =re'®et f(z,)#0, z, /') est réel.
f(zo)

Démonstration.

Soit

u(z) = loglf(z)] .

Alors u(z) est harmonique en z = z,, puisque f(z,)# 0, et aussi

S—Z (re'g” )= 0.
On exprime, par la suite, #(z) en termes de x et y et on obtient

ou  8(rcosb) N ou  d(rsing)
d(rcos®) 86  d(rsin@) 86

iu(r cos@,rsinf)=
00
= %(—rsin9)+%yu-(rcos¢9):

=r a—ucosé’—%sine .
Oy Oox

En =6, ona
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iu(re“g)lg:g =7 %cosﬁ—a—uSine lo-6,=0-
ag A a.)l ax (]

Par ailleurs on a que

re'” a_u_ia_u = (rcos@, +irsiné, %—i%
ax oy ax oy

=r a—ucose?o+a—usin6?0 —ir —@—Licostﬁ?o—a—usinﬁ0 b
ox oy oy Ox

Il s’ensuit que

Maintenant si on écrit

on a que
log f(z)= 10g|f(z)| + iarg[f(z) = u(z)+iarg[f(2)] = u(z) + iv(z)

ou u(z) et v(z) sont des fonctions réelles, donc en utilisant les relations de Cauchy —

Riemann on arrive a

u Gv ou .0u
22222

Alors on peut écrire

im{z, L flog /)] -0

ce qui est équivalent a

5. Raffinement de Fournier

Le but de ce sous-chapitre est de présenter un résultat dii & Richard Fournier [3]. Le
théoréme utilise le lemme de Jack pour obtenir plus d’information sur le comportement

des fonctions analytiques en un point ou elles atteignent leur valeur absolue minimale.
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Théoréme. Soient n>1, r>0, f(z):= Zakzk réguliére dans le disque unité fermé U
k=n

etra, (0 < ‘a j| <lLj=12,.,N ) les zéros non nuls de f(z) avec les multiplicités dans le
disque de rayon r centré a l’origine. Si on prend z, tel que |20|=r et que

1/ (z)| = rﬁi‘,llf(z)| alors

<n+

° f(z0 ,:11—|ajl.

2 f,(zo) il-*-laf'

Démonstration.

On considére le produit de Blaschke

et la fonction analytique dans U

F(z)=2z"" l:gg :

Il est évident que F (z) a un zéro d’ordre au moins 1 en origine et que
z
n+1

On sait aussi que le produit de Blaschke a la propriété que pour |g| =1

() = [T { I -rpel-,

jll_ |1 aJG" JI|§ a,

max F(z | max|F(z)|

|zlsr

donc

1 n+l

__r
min] )

1 nl
(Z)[ TZN =r

|z|5r

et autrement dit z, est un point de maximum de |F(z) dans le disque |z|<r. On peut

alors appliquer le lemme de Jack et on obtient



P\
{ |

R
")
et aussi
. F,(ZO) >1
F (Zo)

En développant cette derniére expression on obtient
F'(z,) d :|
——=z,|—InF

%o F(z,) Z°|:dz nF(e) -

=y

= 2, {%{(rz +1)lnz+In b(ij ~In f(z):|} -

n+l
=z, +
Zy

SN
) T )

et puisque pour |¢| =1

1 b'(l) _ f'(zo ):l _
z, b(1)  flz,)

=2y

1]
N
L.
ﬂ- =
)
(N -
R
+
Y
MR
w
N— S
| I |
1l
1
)
M-
T
|
Q"N
|
+
p—
QIR
L.
SN
N— S
I___l

on déduit que
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6. La proposition de Erdos

Dans ce sous-chapitre on introduit un résultat plus faible que le résultat du lemme de
Jack. Il s’agit d’une proposition que Bak et Newman atribuent & Erdos (« La proposition
anti-calcul », [2, p.73] ). Le cas d’égalité atribué plus haut a Fournier est aussi une
conséquence de cette proposition.

Proposition. Soit [ (z) réguli¢re dans un disque fermé telle qu’elle atteigne son module
maximum en un point @ sur la frontiére du disque. Alors f '(a);t 0 si fn’est pas

constante.

Démonstration.
On suppose que f (z) n’est pas constante dans le disque. La fonction f (z) étant

analytique dans le disque fermé, on peut la développer en une série de Taylor en «
16)= 1@+ ra)e-a)s @) E
Si on suppose que f’'(a)=0 alors
(z-a)f (z-a)
/@)= fla)+ frla)y=—+ frla) ="+

On suppose ensuite que f ”(a)¢0 et on prend a l’intérieur du disque un point

w=a+65e"’ tel que les premiers deux termes du développement en série de Taylor,

2
fla)et 1 "(a)@ respectivement, aient le méme argument

arel () - arg{f () e2) }

On obtient

o _ aglf(a)] - arg[ /()]
2

etsi = arg[a]i% on a que

|52

fla) LR iy L
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et alors

o) - r) LR SR
fm(a)663e316 L l _

>

()5282“9
fla)+ 12K |

n
f" 6‘2 m 3 36
=|f()|+ (Z)| _lf (a): ¢ +‘

Mais, pour ¢ assez petit,

f(@)|s?
4

n=3

et on obtient

@)z 1@+ L )
ce qui contredit I’hypothése.
Dans le cas ou 8 = arg[a]i% le point @ sera positionné a I’extérieur du disque |z| <1
pour tout & positif. On peut alors, en modifiant légérement & et en ajustant

. e g . P £
convenablement & , obtenir @ a I’intérieur du disque. On définit 8, = 6 + 5 et alors

" 2 28
a)o’e .
cose + i% sing

fla)s LS

_ ‘f(a)_'_ f”(a)fzem

>\ f(a)+ Mcosg

—————||sin gls’

=|f(a)|+ (jcos £6? —[sin £|)5

. . 1
Pour des valeurs petites de & |cos]6?® —[sing| > 5 et alors

f (a)+—f "(a)fzeZIH'

" )|52
) .

2]f(a)|+

Donc
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@) = e} LR ST ‘

2 |fla)e LSO/

B |

Z|f(a)|+ 2 ‘ <

En prenant un ¢ assez petit,

b

> {n) 5"6"'0 f”(a)\&z
> ") " IS 2

n=3

on obtient

f"(@)|5?
— >

et on arrive de nouveau & une contradiction puisque @ est un point de maximum. On en

|f(@)|2 1 ()] +

conclut que f"(a)# 0.

7. Démonstration de Ruscheweyh

Dans ce sous-chapitre on donne une version plus générale du lemme de Jack due a S.

Ruscheweyh [15]. Pour la démonstration on utilise le lemme de Julia [6].

i-2f
W, = |2<k|k>o

l—lz

Lemme. La région

est un disque dans le disque unité U tangent a dU en z =1 appelé horocycle. Soit

feH (U ) telle que f (U ) c U . On suppose qu’il existe une suite {zn} dans U telle que

z, > 1, flz,)>1,et
n—w n—»w0

__1—|f(2,,) > A<,
1—|Zn h—0

Alors f(W,)c W, pourtout k > 0. De méme:

- £ SA|1—z|2
=@ -’
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pour zeU.
En particulier 4 > 0.

Démonstration.
On prend autour de chaque z, un disque non-euclidien K(z,,7,) tel que

Lkl

On voit bien que limr, =1.

n—w

Le disque K(z,,7,) est défini a I’aide de la distance pseudo-hyperbolique :

_zn

p(z,z,,)=‘z—

—Zz,Z

Donc K(z,,r,)={zeU| p(z,z,)<r,}. K(z,,r,) est un disque euclidien qui est obtenu &

n?

partir de I’application inverse du disque |g[ < r, par la transformation de Mdbius :

n

c=rl)= e
—Z Z

z2—z

n

Donc K(z,,r,) est aussi un disque euclidien de rayon R, et de centre C,. On pose
z=x+iy,z,=x,+Y,

et en partant de la condition

on obtient:

2 , ) 2 . 2

- ,,| =| x+iy—x,—iy, | =|(x—x,,)+z(y—y,,)|
‘1 - (x + iy)(x,, - iy,,) |l - (x + iy)(x,, - iy")

(x-x)+0-2)
(1 —-XX, =YY, )2 + (y,,x -X, y)2

(x2 +y2)+ (x,,2 +y,,2)— 2(xx,, +yy,,)
1+x2(x"2 +y"2)+ yz(xn2 +y,,2)— 2(xx" +yy,,)
-2 )

Lol [z, - 20k, +02,)

‘z z
‘l—znz

et ensuite:
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IZI2 +|Zn|2 _2(xxn +yyn)< r,12 +rn2|Z|2|Z"|2 —2"112(xx" +yy")’

2
Z,0

izlz —r"2|Z|2|Zn|2 _z(xxn +yy")+2r"2(xx" +yyn)< rnz -

|Z|2(1_rnz|zn|2)+ 2(’;12 -1 XXy +yyn)< rn2 _Izniz’

2 2 _ 1, P
o -2 e, ) <
-7, an 1-r, Iznl
Mais
A A T R A A T W B A A A e
1—r,,2|z,,|2 (l—r,,2 z, ? (1_”"2 Z, ’

_2 (l—lz,,lzf _

hn

2 2 |Z"|2 2
(l—rn Zn| )z (l_rn

@—rzz

n

')

ot o) o b

2
xx, + +|Z n
1-—-}"22 2( n yyn) | n| ( 2 2)2 (1_—’,"2

n 1"‘}‘"
il

et alors
2
n
2’
i

z

V4

n n

2
2
1-r | 2 (l—Z
Iz—z" " <r l -
1

2 2 n 2 2 2
BRER ‘ (1 =ty Izn l )Z
2
1-r7 | 1-lz,|
7 — n n
n 1 2 2 n 1 2 2
—V |Za —t lznl
On en conclut que
2 2
1-r 1-|z
— n _ n
Cu =2z, 2 2 et Rn - rn 2 7
l_rn |Zn| 1_rn |Zn|

Alors on peut calculer les points {a,,f,}de valeur absolue minimale et maximale
respectivement sur le cercle 0K (z,,,rn) de rayon R, etde centre C,:

o —C —R 2 _, 1-r,’ _, 1—|Z,,|2 Zy _ 2, lz{l"'z—’” l—|z"|2J=

n 2 2 n 2 2 | | 2 n n
1-r, Zy 1—rn IZn Zn 1_rn Izn

n

ZI! le

|2

2
z |Z"'—|Z" By —1, +r"IZ" Z, qzn|_rn X1+rn Z, ) _ |zn|_rn Z,
2 - 5 2 -
|Zn| l_r,, |Z,,| |Zn| l—rn|zn| |Zn|
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2 2 2
z l1-r 1-|z,|” =z z 2 1-|z
- no__ n n noo__ n _ n .
ﬂn _Cn+Rn |Z |_Zn 2 2+rn 2 2 |Z |_ 2 2 1 rn +rn 2 -
n l_rn Zn| 1—7"" an n l—rn an n
2 2 Ni-r.z.)
Zy, |Z”|“‘ Zaln +rn -1 znl _ z, qzn +rn 1—‘}‘" Zy _ lzn|+rn z,
2 2 - 2 2 -
l_r,, |Z,,| Ian l_rn Z,,I |Zn| l+rn|zn| |Zn|

En calculant la limite pour #» — o on obtient :

2,7 T,
o =lima, =lim 25 B g Bl 2 Lo
now n—»wl_rnlznl|zn| n—)eol.._.rn Zﬂln—)co |zn| n—)eol_rn z,
1-r,
1_11_|Z"I 1—k
) -7 -
= lim =
e 1oz . 1+k
v, +1
I-r,
. . zZ |+r =z
ﬂ=11m,3,,=11m|"I =1,
e e 1 + rll ZII ZM

Donc lim K(z,,7,) est un disque euclidien dont la frontiére est un cercle de diamétre égal

n—w

au segment de droite [% ,1} . De méme lim K(f(z, ),,) est un disque euclidien dont la

+ n—w

frontiére est un cercle de diamétre le segment de droite [% ,l} .
+

On considére maintenant les deux horocycles

{ -2 } { 1—2f }
W,=4z| ———<k,k>0t et W,, =4z < Ak,k >0

2 2
L[

—|z
et on calcule I’équation de leur frontiére. Alors pour W, on a que :

-2 _[G-x)-5" _(-x+)’
-l 1-fx+pf 1-(+y)

<k

d’ou
1-2x+x* +y? <k(l—)c2 —yz),
(k+1)+y*(k+1)-2x <k -1,
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2x k-1

y -V <-—0,

k+1 k+1

1 2x 1 , k-1

) o <)
x— +y <{—1.
k+1 k+1
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1

= 4 + —
k+1 (k+1) ‘ <k+1 (k+1)

On en conclut que la frontiére de ’horocycle W, est un cercle de rayon r = % et de
+

centre ¢ = ;1—1 11 s’ensuit que le segment de droite E—_—i— ,l] est un diameétre du cercle
+

+

euclidien W, ; méme chose pour I’horocycle W, pour lequel on obtient comme diamétre

le segment de droite 1= Ak 1.
1+ Ak

Puisque deux cercles avec le méme diamétre sont identiques on déduit que

limK(zn, ”) W, et th(f(z ) )

n-—>»owo

Par ailleurs on a que [6, lemme 1.2]

| f()-7()] |z-=
1= 7G)/G)| 12,2

n|

s Z2#2Z,

W,

ou autrement dit pour tout z € K(z,,7,), p(f(z), f(z,))<r, donc pour tout z € K(z,,r,)

f(z)e K(f(z,),r,) d’oi on conclut que

f(K(z,.r, ) = K(1(z,)m,)

et par la suite

f(Wk)CWAk'

Remarque. Soit f (z) bornée et analytique dans 1’angle

o]
I'= zeU[1 <ap,a>1.

~[
Si lirrll f(z)=a alors dans un angle plus petit I ona

lim f(z)=a.

xel,x—l
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En effet si on prend

f,,(z)=f(1+l(z—1))ou zeTl

n
on a que
1 1 1
1-1-—(z-1 lz— 1,
’ n(Z *z n|Z ll ) n|z 1| :‘Z_l|<a
1—‘1—1(z—1)( 1—‘1—1-(2-1)1 1—’1—1—1\4 1=
n n n n

Puisque f, converge ponctuellement pour tout z € I' on applique le théoréme de Vitali

et on obtient que f, converge uniformément sur tout compact de I" et donc

lim f,(z)= lim f(x)=a.

zel’ n—w xe(0,1),x-1

On en déduit que lri,m lf(z) =a.

Remarque. Soit f € B et on suppose qu’il existe une suite {zn} dans U telle que

z, =1, f(z")"::ol,et

n—m

t-rG)f
2
B= sup———1 — |f(zz)| .
z |l - z|
1-[2f
Alors
a) si B = on suppose que
lim}:|f—(z"—)—| =A<
noso ] — |Z"|

et en appliquant le lemme de Julia on obtient
Il—f(z)l2 SA|l—z|2 ,
1—|f(z)|2 1—|z2

d’ou on déduit que B < 4 et donc 4 =co. Par conséquent dans un angle

zelU
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freole]
—zeU| <ar,a>1

1=l

on a que

A L= f(z )|

On en conclut que

1-r@)_ o, 1256

) zel,zo1 |1 — Z| zelzol -2z

b)si B <o alors B> 0 et par le lemme de Julia si

fim
n—ow l—Z"
alors
LGl P s
1-lfG 1=
On en conclut que
Iimlnlf(z)| >B
o1 l—|z| o

Ainsi sion prend z, = x, réelet x, — 1 onaque

n—aw

- £( x,) ](1 x")2 [1 Viealk ]l et f(x,)—>1

n—w
Il

et alors
l_lf(xn) 1+x |l f(xn)ll_|f(xn)| 1_'xnz
l—x" 1+|f ")l 1+|f ,,) 1—|f(xn)|(l_xn)2
S|1—f(x,,)|2 1-x,°
l_'|.f(xn)|2 (l_x")z

donc

=1-El

n—)co 1- |Z|

Il découle que, pour z, = x, réel, 4 = B et ensuite on peut écrire
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<lim

noeo 11—y e 11— X, nowo ] — n—o

LA D A C e ( )I<A2 hm[M}ZB

donc

—> B

n—w

1-x

n

et

1= 7Gxl
1=[7(x, )|~

11 s’ensuit que arg[l — f(x)] e Oet en conséquence

B=liml_|f(x)l |1 f@)| limi f(x) 710).

x—l 1-x .\'—»l 1—-x x—l1

- 1.

1-

-|

c)si B<oo alorsdansunangleF={zeU| <a},a>lona

1=/ -l e 141G -

B <2aB.
1] (1+|z|)|1 f2)]1-| 1+]7 1-[4

1- f(z)

—Z

Donc

est bornée et analytique dans un angle T" et en utilisant la remarque

précédente on obtient

. lim l_f() =B et 11m f'(z)=8B

zelzol |-z zel,z1

pour tout angle T".

Corollaire. Soit w(z) analytique dans le disque unité U, telle que w) (0)= 0 pour tout

0<k<n.Soit z, e U tel que [w(z)| <|w(z,)| pour tout || <|z,|. Alors

RPN

W(Zo)
estréelet k>n.

Démonstration.
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Le résultat est une conséquence directe du théoréme de Julia. Soit q(z) analytique dans
U et dans un voisinage de z =1. On suppose que |q(zx <1 dans U et que q(1)=1.
Alors en utilisant le lemme de Julia

1-q(z )| <q'(1 )|1 Zl

1-lg@)] " -l

En particulier, lorsque g(0)=0, ¢'(1) est réel et g'(1)>1.

On prend
(Zoz)
Q( ) = W(ZO )

et en calculant la premiére dérivée on obtient

' _ZoZW'(Zoz)_(n_l)w(zoz)
R A

I1 s’ensuit que

donc k=>n.
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Chapitre 2

Applications du lemme de Jack

1. Le théoréme de Jack

Dans cette section on présente un théoréme publié par 1. S. Jack [10] dans lequel on
trouve une relation entre la convexité d’une fonction complexe et la propriété d’étre

étoilée. Jack inventa son fameux lemme précisément pour obtenir ce résultat. La fonction
0
fZ)=z+ Zanz"
2

réguliere dans le disque unité U est étoilée d’ordre o (0 < ax <1) si

9 e

et si pour tout & > 0 il existe un point z, e U tel que

Re{m}<a+a.

f(zo)

On dit que f(z) est convexe d’ordre « si

28,

et si pour tout £ > 0 il existe un point z, e U tel que

Re[l+—zﬂz—°—):|<a+a.
f’(zo)

Le lecteur trouvera dans [12] des informations pertinentes concernant ces fonctions. Nous

z|<1

reproduirons maintenant la preuve de Jack :

Théoréme. Soit f(z) convexe d’ordre ¢ ; alors f (z) est étoilée d’ordre B(a), on

( )>2a—1+x/9—4a+a2

Bla 7

Démonstration.
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Pour faciliter les calculs on peut énoncer le théoréme de la fagon suivante: si f(z) est
convexe d’ordre

_a’+3a

bo2(a+1)

alors elle est étoilée d’ordre au moins

20, -1+9-4a, +a"  a+1

B 2

Soit la fonction

Si on écrit explicitement z = x + iy, on obtient pour |z| =1

o(z)= 1-a(x +iy) _ [1——a(x+iy)][(1 —x)+iy] _ (1-x)1+a)+i(-a) _

A—x)-iy (—x) +y° 2(1-x)
_ 1+a+iy(1—a)
2 2(1-x)

on voit bien que (p(z) transforme le disque unité U en demi-plan & droite de la ligne

l+a ) . P .
Rez = T . Maintenant si on définit la fonction

) 1-awlz)
)= T Tl

on obtient immédiatement le résultat si on peut démontrer que #(z) est subordonnée 2 la

fonction qo(z) ce qui est équivalent a dire que |w(z] <1, z| < 1. On écrit donc

h(2)f(z)=2/"(z)
et, en dérivant, on obtient

H(2)f (2)+ h(z)f'(z)= f(2)+ 27" (2)

et ensuite
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LK),y HEE), ) )
7= e T =gy )
), 2 v an) vl
i) 70 WGP
), () awls)
l—w(z) l—w(z) l—aw(z)

Soit z, \w(z(,] = r|r}|a=1x|w(zx. En appliquant le lemme de Jack on a

que
z,W'(zy) = kwlz, ), k €R, k>1.
Il s’ensuit que

1+ Zof"(zo) _ 1“aw(zo)+ Zowl(zo) _ azow'(zo) -
f’(zo) 1_W(Zo) 1_W(Zo) l_aw(zo)
=1_0"W(Zo)+ kw(zo) _ kaw(zo)
1_W(Zo) 1_W(Zo) l_aw(zo).

Si on suppose que pour un certain r <1 ]w(zo)l =1, w(z0 ) #1, alors

Re—l—aw(zo)} _ a+l ,
1= w(zo) 2
Re;lliwﬁgz)] = Re[k 11+ mlz,) i“;z‘;(j; )} = Re[k — vi & )] +Re(~k)= g —k= —é‘-,
e e || M)
>_k kl-a
2 2l+a
On en déduit que

Rel+Z°f(Z°)Sa+1—Z€- k kl-a a+l El—asa+l_ll—a:
7'(z,) 2 2 2 2l4a 2 2l+a 2 2l+a

_a’+2a+l-l+a a’+3a
2(1+a) " 201+a)

2
ce qui contredit le fait que f(z) soit convexe d’ordre «, = %310){. Donclw(z)| <1,
a+

|z| <1let h(z) est subordonnée 4 la fonction o(z).
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2. Applications de Miller et Mocanu

Dans ce sous-chapitre on présente quatre théorémes publiés par Miller et Mocanu [11].
Plusieurs résultats similaires peuvent aussi étre trouvés dans leur livre [12] plus récent.

Ces théorémes sont des conséquences directes du lemme de Jack.

Définition. Soient r =7, +r,i, s =5, +5,i, et t =¢, +1,i. On définit P, (a), ot nest un
nombre entier positif et 4 un nombre complexe tel que Rea >0, comme étant

I’ensemble de fonctions w(r,s,t): C* — C satisfaisant aux conditions suivantes:

a) w(r,s,t) est continue dans un domaine D de C*,
b) (a,0,0)e D et Rew(a,0,0)>0,

n|a—r2i|2

c) Ret//(rzi,s,,tl +t2i)s 0 lorsque t//(rzi,s,,t, +t2i)e D, s < et s, +£ <0

Rea

Théoréme. Soit y € ¥, (a) continue dans D et soit p(z)=a+ p,z" +p,,z"" +... une
fonction réguliére dans U telle que p(z)#aet n2>1. Si (p(z), zp'(z), 2 p"(z))e D
lorsque ze U etsi Re t,//(p(z), zp'(z), 2 p"(z))> 0 lorsque z €U alors Re p(z)>0 pour
tout ze U .
Démonstration.
On suppose qu’il existe un point

zp=re%elU,0<r, <1
tel que

0=Rep(z)= Irrllslrrol Re p(z).

Alors on obtient [11, p298]

_ n|a - P(Zo)|2
2Re[a—p(zo )]

z,p'(z,) <

et

Rezy’ p(zy)+2,p(7,) < 0.



En utilisant la partie (c) de la définition de ¥, (a) on doit avoir

Rey(p(z), 2p'(2). 2" p"(2)) < 0
ce qui contredit I’hypothése, donc

Re p(z)> 0 pour tout ze U .

Théoréme. Soit f(z)=z+a,z* +... réguliére dans U . Alors

a) 1nf Re[zf "(Z)H} >0 implique que mf Re[i ,(Z)jl >

f(z)

b) IIEILf; Re[%(zz))] 2 % implique que 12215 Re[&} > %,

et ces bornes sont les meilleures possibles.
Démonstration.

a) Soit

2z(z)
p(z)= ( ) -1

Alors plz) est réguliére dans U , p(0)=1, =
) =1, 23 -2

76, Pl 2C) |0y )
S

(z) 2 P+l

W)= S

zf (z)__ p(z)+1 et

37

Sionprend n=1 et D =(C\{~1})x C* dans la définition de ‘¥, (a) alorsy € ¥, eton a

Rey(p(z),2p'(z))> 0, pour tout ze U

et en utilisant le théoréme précédent on doit avoir
Re p(z) >0, pourtout ze U .

On en conclut que

reZ" )
f(z)

>—, sizelU.
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b) Soit

p(z)=2@—l.

z

Alors p(z) est réguliére dans U , p(0)=1 et

T L1 Ty (e) )
w(r,s)= % + ﬁ )

Sionprend n=1et D =(C\{-1})x C*dans la définition de ¥, (a) alorsy € ¥, etona

Rew(p(z),zp'(z))> 0, pour tout z e U
et en utilisant le théoréme précédent on doit avoir
Re p(z)> 0, pourtout ze U .

On en conclut que

ReL(Z)>l zelU
fle) 2 '

Pour prouver que 5 est la meilleure borne inférieure possible, on considére la fonction

et on obtient

#'(z)_flz) _ 1

f(z) oz 14z

Puisque

1 1
RCE—E pour |ZI—1, z#-—1

on en déduit que la borne donnée est la meilleure possible.
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Théoréme. Soient M(z) et N(z) réguliéres dans U telles que M(0)= N(0)=0, et soit

y réel. Si N (U ) est étoilé par rapport a I’origine alors

M(z)

a) ReM( )>7, ze U, implique Re—=

>y,zelU,

N'(z) N(z)

M'(z) M(z)
b) Re—; < <y, ze U, implique Re—= <y, zeU.

N'(z) N(z)
Démonstration.
a) On définit la fonction

M
ple) =208y

Alors

M) w0
O30 7= w0

et il en découle que

Re p(0)= ReM() ReM’(O)—7>O.

No) T TTN)

Puisque N (z) est étoilé par rapport & z=0, ze U, et une fonction f est étoilée par

zf'(z)

rapport a |’origine si et seulement si f(0)= 0, f’(O);t 0 et Re f( ) >0, zelU,ona
z

que p(z) est une fonction entiére.

Ensuite on définit a(z) telle que

ayant la propriété que
Re—1——>0 et Rea(z)>0, ze U,
a(z)

et on écrit
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M) MENG)
N'(z) N'(z)N(z)
_ M'(2)N(z)- M(z)N'(z)+ M(z)N'(z)
N'(z)N(z)
ple) M )=
= p(z)+a(z)zp'(z)

donc on peut écrire

ANELIOI0)
w(r,s)=r+as.
Alors
Rey(p(0).0)=Re p(0)>0
et

Rey(r,i,s,)<0 lorsque s, <0,

M'(z)
N'(z)

puisque Rea >0. Donc y €', et en utilisant ’hypothése Re >y, zelU, on

conclut que

Rey (p(z),2p'(2))> 0.
Il s’ensuit en utilisant le premier théoréme que
Rep(z)>0, ze U,
ou, autrement dit

M(z)
Re N (z)

>y,zeU.

b) La deuxiéme partie de ce théoréme peut étre démontrée de la méme fagon que la

premiére partie en remplagant M(z) par — M(z).

Théoréme. Si f(z)= z(l +a,z"+a,, z"" + ), n 21, est réguliére et univalente dans U

et [ (U ) est €toilé par rapport a I’origine alors



P

A

41

Démonstration.

Soit

p(z)= 2[@}2 -1

Alors p(z) est réguliére dans U et en dérivant on obtient

@)
(z)=2 { z } ['(2)z-f(2) _nz'(z) plz)+1_n plz)+1
p 2 @ P 7 f(Z) S > .

donc
g
etona
22 2 1))
o)==+ 2.

Puisque (1,0)= g >0 et

—nll+r’
Rey(r,i,s,)=Re ,S' +2< 70 rz +2<0
P+l 20 2+r?) 2

1+7,’ . . .
lorsque s, <-n 22 ona e, . Puisque f (z) est régulicre et univalente dans U et

F(U) est étoilée par rapport a I’origine Re (( )) >0 et alors Rew(p(z),p'(z))>0. En

appliquant le premier théoreme on a Re p(z) > 0, le résultat cherche.
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3. Application du lemme de Jack a la résolution partielle d’une conjecture de
S. Miller

Théoréme. Soit w(z)= Zakz" une fonction analytique dans U et N 2 0.
k=N

a) Si [w(z)+zw'(z)| <1, ze U, alors |w(z)| < zeU,

N+1°

b) Si |w(z)+ w'(z)+ zzw"(z)‘ <1, zeU alors |w(z)| < !

L——,z€U,
N°+1

les bornes étant exactes.

Démonstration.
a) Si z, =r,e'®, r, <1, tel que

wz,) = maxw(z)|

on a par le lemme de Jack
z,W(z,)=mw(z,), meR, m> N
et ensuite

W(Zo)+ Zowl(zo)= (m + l)w(zo)a

W(ZO ) _ W(Zo )’:; j-olwl(zo)

3

< < ,
m+1 m+1 N+1

|w(zo)| _ Iw(zo)”"zowl(zo)l < 1 1

donc

,zelU.

wle)] < N1+1

Pour montrer que la borne est optimale on considére la fonction

w(z) = e” ¥, 4eR
CN+1

et on vérifie que

lw(z)+ zw'(z)|= =|zN| <1,

z|<1.

e” zV + Ne” z"
N+1 N+1

Puisque
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1
suphle)] = 5
la borne est la meilleure possible.
b) Si z, =re'®, r, <1, tel que
w(z, ) = max w(z)]

|z|<ry

on a par le lemme de Jack (version de Miller et Mocanu)

|w(zo)+ zgw'(z,)+ ZOZW"(Zo)‘ = wlz, ){1 * Zoyréz(: ;)[l * e )}H i

= [w(z, ){1 + m[l + %”(ZE)L;)}H >

2|w(zo)|l+mRe{l+ ZoW (ZO)] 2|w(zo)|(1+m2)
W(Zo)

et alors

|W(ZO)|=’W(Zo)'*‘zow'(jo)*'Zozwn(zo)[ < 2l < 21 ’

m-+1 m+1 N°+1
donc
1
|W(Z)|Sﬁ, zelU.

Pour montrer que la relation est optimale on considére la fonction

¢

w(z) = —5 ¥

= z
N%+1

et on vérifie que

e’ v, Ne® ., NWN-1)* ,

]w(z)+ ow'(z)+ zzw”(z)| =3 +lz VTl NIl

=‘z”‘<1,

z|<l.

Puisque

1
N +1

sup|w(z)| =
zel

cette borne est la meilleure possible.
Ces deux résultats sont en fait des cas particuliers d’une conjecture due a Sanford Miller

et ensuite généralisée (et résolue!) par Goldstein, Hall, Sheil-Small et Smith [7]. Les
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moyens mis en ceuvre pour la résolution de cette conjecture impliquent cependant des

résultats plus profonds et généraux que le lemme de Jack.

4.Application de Hallenbeck et Ruscheweyh

Dans cette section on présente une application du lemme de Jack due 4 D. J. Hallenbeck

et Stephan Ruscheweyh [8]. On dit qu’une fonction f e H (U ) est subordonnée a une
fonction univalente F e H(U), on écrit cela f (z)< F(z), si f(z)=F(w(z)) avec
we H(U) et |w(z)| <

zl,zeU.

Lemme. Soit F(z) une fonction analytique, convexe et univalente dans le disque ouvert
unité U telle que F(0)=1. Soit f(z) une fonction analytique dans U telle que
f0)=1et f(z)= F(z) dans U . Alors pour tout ¥ # 0, Rey >0ona g(z)-<F(z) ou

¢z)=y =7 [ (et

0
Démonstration.

f (z) étant analytique dans U on peut écrire:

f(z)=l+iakz",zeU
k=1

et ensuite
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ou * dénote le produit d’Hadamard des fonctions 4 et f. Ici

Wz)=y:z Zr“’ ’Jdr—}/z j——dr

0 \ k=0

h(0) = I:}/z 4 j(z,w ljd L =(yz—r§;r;Jz=O -1.

Soit w(z) une fonction méromorphe dans U telle que

h(z) = —

1-w(z)’

Alorsw(z)sera analytique dans le disque D, ou R=minﬂzk|:h(zk)=0}. Soit z"un

et

point tel que [z'|=R et h(z')zO. Alorsz" est un pdle dew(z)et donc il existe un

voisinage de z* dans lequel w(z)> 1. 11 suit que ’on peut trouver un point z, tel que
|zo| <R w(z,)=1et w(z,)<1 pour tout |z| < |zo| . En dérivant 4(z) on obtient

W)
S i

d’un c6té et

y-l1 y-1
H(z)=—y? 270 —d 2 __ Yy /4
()= z j eyt E e L)

de I’autre c6té. Donc

WAV w'(z)
z h( ) 2(1- Z) [1 w(z) ’

1 zy 1 L2 w'(z)
1-z }/zl— (z) }’[1 w(z)2
L 1w w)

-z 1—w(z) 7 wl(z) [1 w(z)]

Puisque la fonction de K&be envoie le cercle unité 0U sur le segment de droite réelle

(— o0, %] et [w(z,) =1 onaque

W) o W) 1

-wlz)f 7 f-wlz)] 4
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En utilisant le lemme de Jack on a aussi que

Zowl(zo) cR. et Zowl(zo) >1.
w(z,) w(z,)
Donc
elzowl(zo) W(ZO) ; SO
7 wz) [1-wl(z)]
et comme
Re 1 _Re 1 R l——cos&+isin(9=1

= = e —
1-w(z,) 1-cos@ —isin@ 2—2cosf 2

on déduit que Re sl. Il en découle que |zo|21 donc w(U)c U. Puisque

-z,
1 . . . . 1
¢(z)= " envoie le disque unité U dans le demi-plan Re¢ > A on a que
—Z
1 1 1 , o
Re——2> I/ VzeU, donc Rek(z)> / . Par conséquence, en utilisant la formule
1- w(z) 2 2

de Herglotz, il existe une mesure de probabilité ,u(¢9) telle que

e)= T2 et gle)= Trlee ),

o l—2ze

ce qui implique le résultat.
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Chapitre 3

Extension du lemme de Jack

Dans ce chapitre on présente une extension nouvelle du lemme de Jack pour les
polynémes de degré fixe. Les résultats de ce chapitre sont nouveaux et feront
ultérieurement 1’objet d’une publication.

Soit P, I’ensemble des polyndmes de degré au plus » a coefficients complexes. Soit R

I’ensemble des fonctions holomorphes F dans le disque unité U telles que F(0)=1 et

Re F(z) > % si zeU.Pour ge P,, N R, on pose §(z)= z"é’(%) et on remarque que

GeP, q0)=0 et §(z)=z"+a,,z"" +.... Dans ce qui suit on démontre le théoréme

suivant:

Théoréme. Soit &R et zedU tels que, étant donnés pe P, non constant et

geP_,NR,

n-1

—maxlp )|

Alors

p(2)*5(2) 20 et o0 2E)*D) o

plz)*3(z)
L’égalité ne peut tenir que si p est un mondme de degré n.

Démonstration.

1l suit d’un théoréme de Ruscheweyh [15, p.128] que
|p(6)* als)[+1p(c)* 7(c)| < max|p(z)|,
D’apres les hypothéses énoncées plus haut
max|p(c)| =|p(2)* a(z) + *3(2)]

<|p(z)*g(z)|+|p(2)* G (2)]
< max|p(c)],

<1.
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d’ou
max|p(c)| =|p(z)* 4(2) + ¢ pl2)*3(2) | = |p(2)* 4(2)| +]p(z)* 7).
On suppose maintenant que p(z)*§(z)=0. Alors
max|p(s)* 9(c)| =|p(z)* 4(2)] = max|p(c))
Mais un résultat de Fournier et Lesage [5, Lemme 5] dit que cela est possible que si le
polyndme p(c) est constant, ce qui contredit I’hypothése du théoréme. 11 suit donc que
plz)*G(z)#0

et que

-0 P(2)*q(2)| _
pe)*a(z)

L |P)*alz)
"pE)a6)

1+e

Par conséquent

-0 P2)*alz) |
a6

plz)*q(z)
plz)*3(z)

Si on suppose maintenant que =0, alors on obtient évidement que

p(z)*q(z)=0 et ainsi
|p(2)* 7 (2)] = max| pls)* 4(c)| = max|p(c)|.

Mais comme

()= 4(o)l= ) 3(6) et maxp(e)| = maxlo(c)]. pe .,
ona
max|p(c)*7()| = max|p()* 4(c)| = max|5(c)]
11 suit du méme résultat de Fournier et Lesage que () est constant, c’est-a-dire que

p(g) est un mondéme de degré n.

Remarque. Ce théoréme contient le lemme de Jack pour les polyndmes. En effet il est

bien connu [14, p. 508] que
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et on peut calculer

ainsi

L’énoncé de notre théoréme sera alors, avec 8 =0,
|p(s)*la(6)+ (). =|p(z)| = max|p(s)|> 0
implique

0< Pl2)alz) _ap'(z)
pl2)*7(z)  npl2)

avec égalité si et seulement si respectivement p(g) est constant ou p(g) est un mondme

de degré n.

Remarque. Les polynémes de la forme
-l l+x k
=1 —
gn(z) +;2(k+a)g

appartiennent a P,

n-1

NR pour —1<a <4,567.... Ceci est un résultat di & Young-

Rogosinski-Szeg6-Gasper [1]. Le théoréme présenté plus haut peut dans ce cas étre

énoncé de la fagon suivante:

Soit p(g) = iakg" € P, un polyndme non constant tel que
k=0

n-1 1 18
e l+a
a, + E + a,z"+a,z"
k+a n—-k+a) 2

= max|p(c))|

pour certains z € U , d e Ret o « admissible ». Alors

& l+a v
n 0
a) ;—Z(n—k+a)akz +a,z" #0,



{

50

n-1
a, +22(1k+7a)akz" +a,z"
b) e—l@ k=1 > O

;V_‘: I+a az"+az"
“on—k+a) * "

avec égalité si et seulement si

a,=a,=..=a,,=0.

Remarque. On peut montrer que le lemme de Jack « polynomial » implique le lemme de
Jack plus général pour les fonctions holomorphes et méme une version légérement

améliorée du lemme de Jack.

Soit d’abord f (g) eH ((7 ) dont on suppose que, pour un & € R,
<|f(e“9) , U {e"g}.

Il existe alors une suite { ,,} de polynémes tels que

p,(c) = f(¢), uniformément sur |g| <l+eg,

pour un certain € > 0. Soit en particulier

p.(s)|

e'% )| = max
n
celU

ou on suppose sans perte de généralité que 6, — 6 . Alors

n—w

op. (e < limlp e )| =[ 7).

()] = lim

11 suit de I’hypothése sur f (g) que e = e’ et par conséquent

It9 pn IG ' elg
n—»uo f e'g )
Soit maintenant f(c)e H(T) et 6 eR tel que l f (e"’)‘ = m%x| f(5)|. On peut facilement
ce

montrer que ou bien f (g) est un multiple d’un produit de Blaschke fini ou bien il
n’existe qu’un nombre fini de points sur 8U o f(¢) atteint son module maximum. On

peut donc géométriquement considérer la situation suivante :
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L]

1 “ / 11y
| de'v+B=¢" 1€°)

///_' l

4R
N

@y

Figure 1
Donc une fonction f,(g)= f (Ag+B) est du type décrit plus haut avec

1£(e?)| = max|/(c)] . Ainsi

fle' flae” +B fle?) 4e' +B

On remarque maintenant que

|[4e" + B|=|4+|B|=1
donc

Arg(Ae'”’ )= Arg(Ae'”’ + B)= Arg(B) =6

OSe'gf ¢’ .
feIB

Finalement soit ' € H (U v {e’g }) avec | f (e’g )| = r?e%x| )]

et alors
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If1s

fe")

Figure 2

et f(4¢+ B) est comme dans le cas précédent.

Remarque. En ce qui concerne ’extension du lemme de Jack, il conviendrait d’établir

qu’il existe « assez » de polyndmes g € P, , " R et de polyndmes p non-triviaux tels que

n-

| p(g)*[q(g)+ e”’q(g)“m =r£1€%x| p(g)| car autrement cette extension n’aurait pas

vraiment de sens. Par « polyndmes non-triviaux » on veut dire des polynémes p pour
lesquels I’égalité plus haut tient et qui ne sont pas de la forme p(g) = A¢" + B (pour ces

polyndmes-ci I’égalité tient pour tout choix de g € P,_, N R). Il est connu [4, Théoréme

n-1
1] aussi que la représentation

d)rea)=5 o)

=0 Y
l-e"wg
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2yx
(ict o(g") est une fonction du type ¢"*' g(g) avec ge H (U )) est valide avec w, =e " ,
[

J=0l..n-1,etl = g[Re q(Wje-'; J - %} ,J =0,1,...,n—1. On sait en particulier que
n

sil; >0,j=0,],..,n-1, les seuls polynémes p pour lesquels I’égalité peut tenir sont les
polyndmes triviaux ; ceci est en particulier toujours le cas si |1x|1f; Re q(z) > % . On sait
¢|<

aussi que si tous les /, sont strictement positifs sauf possiblement un et » > 1, il en est de
méme. On remarque aussi que dans le cas extréme ou tous les /, sont nuls, sauf un, tout

polyndme p est en quelque sorte extrémal (il s’agit du lemme de Jack usuel) et on peut

. . . - k
montrer que cela ne peut arriver essentiellement qu’en choisissant q(g) = Z(l = —)g" .
k=0

n-1
Eneffetsoit ge P, "R, g(c)=1+ Zakg" avec Req(s)> ?12-
=1

a6)+*56)= 3 ——+ofs")

i

j=l
l-e"w

si |g) < 1. On sait que

n
ou {w j} sont les racines d’ordre » de 'unité, /, > Oet ZI ; =1. On voudrait savoir pour
=

quels polyndmes g on a un seul terme dans la somme de droite, i.e.,

19~ 1 n
4()+ ()= ———+ols")
l-e"wyg

pour j et ¢ fixes. On aura alors

a(7,6)+ e 6) = ———+olc")= gl ¢ )+ e* (4, ),
l—e"_'g
donc on pourra supposer que w, =1 et
q(s)+e”q(c)= 1¢ +olg").
l—e%g

On vérifie aussi facilement que la condition précedente est maintenant équivalente &
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lkz
= — n
an—k =e H

p) k P) n—k
¢ ¢
[e "] ak+(e ”J a,, =1

n-1
et on pourra aussi supposer que ¢ = 0. Soitdonc g € P,_, " R avec q(g) =1+ Zakg" et
k=1

9
a, +e

c’est-a-dire que

~ 1 n
q(s)+3(s)= §+0(g )
Ceci est en fait équivalent & n’importe laquelle des conditions suivantes :

a(c)+3(c)=1+g+..+¢",

a, +a,,=1,1<k<n-1,

1__e1(n+1)¢
q(e"”)+ e™? qie"’ J=1+¢"% +..+e" = ,
1—e"

—1—

s ' L L 1_el(n+l)¢
e ? q(e’¢)+e2 gle?)=e 2

[

l-e
sinn—+l¢

2 Re{e_'?’q(e"’ )} = —2¢ )

sin -
2

Posons Q(g) in-—kg" €eP, ,NR.Ona
n

n-1
k=0

)+ 0()=1+¢+..+¢",

2Refrmglere |- Sl

sing
et en particulier

Refe™""lg(e*")-0le™ )} =0.

I1 suit de cela que

im0l -
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donc le polynéme trigonométrique de degré au plus »—2
l-e—mw [q(eZqu )__Q(eZNp )]

n
est réel et on peut 1’écrire Zake”“” avec a_, =, , 0<k <n.Ilsuit que

k=-n

n
Z akel(lu-n)a)

i
k=-n

gle™)-0le™)=-

et on obtient que

0(6)-0(0)= -r(c) aves (e)=c"H{ L.
Cette condition équivaut a la condition initiale car alors

(0 20Xe) - 7(6)-3(6) - - i5<g)1=g"@=ia@=m(g>

S

N | —

et ainsi
q(s)-0(5)+3(c)- O(c) = -iP(c)+iP(s) =0
9(c)+3(c)=0(c)+0(g)=1+5+..+¢".

On a donc
n 1
S P(:] = P(c),
g
e Ple" )= P(e'“’ ),

cos(ng)Re P(e"” )+ sin(ng)Im P(e"" )= Re P(e"’ ),

sin(ng)Im P(e"’ ) = [1-cos(ng)]Re P(e"” ),
2 sin(ﬂj cos(l—,lﬂ) Im P(e"’ ) =2sin’ (M) Re P(e'¢ ),
2 2 2
cos(fzﬁj Im P(e"’ ) = sin(%) Re P(e'¢ )
D 2km . [ ng . 4
En particulier si ¢ =——, k=1,2,...,n—1,0na sin 7 =0 et ainsi ImP(e )= 0.En
n

outre pour les mémes valeurs de ¢,
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Re q(e"6 )—% =Re q(e’“’ )— Re Q(e’¢ )= ImP(e"” )= 0.

Donc le polynéme trigonométrique Req(e"’ )—% de degré au plus n—1 a des zéros

doubles distincts en ¢ = 2kx , k=1,2,..,n-1, (les zéros sont doubles car on sait que
n

g€ R). Ainsi Re q(e’”’ )— Elz—et Re Q(e"’ )— % ont les mémes zéros avec les mémes

multiplicités. On peut en déduire que
Re q(e"’ ) = %+ c[Re Q(e"’ )— %] ouc=0,
et
2r 2z
1= q(O) =Re q(O) = % JRe q(e"’ }1¢ = % + c{i Re Q(e"” )_ %}W}

=%+c{ReQ(O)—l] =l+£=1
donc c=1 et alors Req(e"’):ReQ(e"’) et enfin g(¢)=Q(c)+Ki ou KeR,

done 4(s)=0(c).

q <1,

Remarque. Considérons maintenant des entiers positifs K et N assez grands et § eR

fixé. On définit un polynéme g(¢) e Pk € Py, par

ie NK
2 (eNEgJ -1
_Lq _C 18 K
‘g"—e y (e”_"g] -1

Ici la constante C est positive et on la choisit telle que

24(0)-1= 517;}[2 Regle”)-1dp =1

donc telle que g(0)=1. Il est clair qu’alors g e Py, N R.On obtient que
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- NK-1 l
9(c)+e”4(s) = X ——4—+ols™)
= -e Nw,¢

2y g
. ; . 2 — -1 1 .
oun w,=e™, j=0l,..NK-1, et l =7\[E{Req[wje ”K]—Ej|,j=0,l,...,n—l et

clairement

2ym

ouw =e®, j=01.,K-1,et A,>0,7=0,1,..,n-1. Cela signifie que

[q(g)+ e’gq(g)]* (A +Bg"™ )= A+ Be?c™

et aussi que

i6
la(6)+e“q()]* (@ + p5* )=+ pe¥ .
Il est donc évidement possible de choisir des nombres complexes 4, B,a, f tels que
la()+e g ()l lea+ (-l + (- 1) +1Bs™ ],
=|ta+(1-t)a + (1-1)Bg" +1Bs™ L,

pour tout ¢ € (O,l). Ceci montre que des polyndmes extrémaux non triviaux existent

Il est possible de créer un exemple du méme type mais avec une construction plus
directe. Posons pour n =2T
ip

e -
=1+—¢".
q(s) t¢

e’
¢’ et
2

Alors g(g)e P NR et Glg)=¢"+

o e'? +e'l0-0) ;
9lc)+e Gle)=1+————¢" +e’c™
etsi @ =2¢ il suit que

1@ 2T

g(c)+e’G(c)=1+e"c" +e"¢

d’ou il découle que les polyndmes du type



M4+ Bg™)+(1-A)C+Ds¥)

seront extrémaux en satisfaisant a la condition

lo()+ eae)]+[ala+ BeT)+ 0~ A+ g™ ],
= |4+ B¢ )+ (1-2)C + Ds™ )|,

pour tout A e [0,1].

58



P

59

Conclusion

Un but de ce mémoire était de trouver s’il existait une erreur dans la démonstration du
lemme de Jack, de présenter plusieurs démonstrations des résultats soit plus faibles, soit
équivalents, soit plus forts que celui du lemme de Jack et ensuite d’analyser quelques
applications de ce lemme. Nous avons prouvé qu’il y avait des erreurs dans la
démonstration de Jack et nous avons donné plusieurs démonstrations qui nous semblent
correctes. Dans le dernier chapitre, nous avons introduit un résultat nouveau qui

généralise le lemme de Jack aux polyndmes de degré fixe.
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