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SOMMAIRE

Dans les années 90, J. JeZek et R. Quackenbush ont rédigé un article intitulé:
Minimal Clones of Quasiprojections [4]. Cet article joue toutefois plutét le role
de résumeé.

Nous nous attardons dans ce mémoire & compléter de fagon concise et dé-
taillée les preuves des différents résultats rapportés, ce qui avait été omis dans
la version originale. Nous commencgons par expliquer ce qu’est une combinaison
pour ensuite démontrer certaines propriétés qu’ont les clones minimaux définis &

partir de relations d’équivalences ou d’ordres partiels.

Mot-clés : clones minimaux, quasiprojection, combinaison, semiprojection,

degré-intérieur (degré-extérieur), ordre lisse.
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ABSTRACT

In the nineties, J. JeZek and R. Quackenbush published: Minimal Clones of
Quasiprojections [4]. The paper was written more as an anouncement of results
rather than as a full paper.

This thesis gives the full proof of the different results proposed in the paper,
which was omitted in the original version. Firstly, it explains the concept of a
scheme and gives the demonstrations of the propreties that minimal clones have

from equivalence relation or partial order.

Key words : minimal clones, quasiprojection, scheme, semiprojection, in-

degree (out-degree), smooth ordering.
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INTRODUCTION

DEFINITIONS

Voici quelques définitions élémentaires qui adouciront le contact du lecteur

aux pages qui suivront.

Soit A un ensemble et n un entier positif. Une opération n-aire sur A est une

application f : A" — A.

Pour des entiers n > 1 et 1 < i < n, la i-iéme projection (aussi appellée

opération triviale ou sélecteur) n-aire sur A est 'opération définie par

eni(a1,...,an) =a;, Vay,..,a, €A.

Si f est n-aire et gy, ..., g, sont des opérations k-aires sur A, alors on définit
une opération k-aire f(g1,...,gn) sur A, appellé la composition de f,g1,...,gn

comme suit [7] :

flo1, -, gn) a1, ... ar) = f(g1(a, ..y an)y s gn(@s, - yax)) , Vai, ...,ax € A.

Un clone est un ensemble d’opérations sur un ensemble A qui est fermé pour

la composition et qui contient toutes les projections.



Donc 'ensemble Oy, constitué de toutes les opérations sur A, est un clone et

I’ensemble J4, constitué de toutes les projections sur A, est aussi un clone.

Dans la suite de ce texte A sera un ensemble fini et |A| > 3.

Soit C' un sous-clone de O4. Le clone C est dit minimal si C # J,4 et les
seuls sous-clones de C sont J4 et C' lui-méme. Chaque clone non trivial (c.-a-d.

distinct de J4) contient un clone minimal. [1]

On notera par [f] le clone engendré par une opération f non triviale (c.-a-d.
le plus petit clone qui contient f). Un clone non trivial C est minimal si et seule-

ment si C = [f] pour tout f € C\Ja.

On appellera quasiprojection, toute opération n-aire f sur A telle que
fla1,...,a,) € {a1,...,a,} , Vay,..,a, € A.

Finalement, on dit qu’une opération n-aire f sur A est une semiprojection s’il
existe un nombre 7 € {1,...,n} tel que pour tout ay,...,a, € A qui ne sont pas
deux a deux distincts, f(a1,...,a,) = a;. Nous dirons dans ce cas que f est une

semiprojection sur la i-iéme variable.

D’autres définitions seront nécessaires dans la suite du document, mais pour
une meilleure compréhension elles seront introduites dans la partie du texte ou

elles interviendront.
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BUT DU MEMOIRE

Nous voulons trouver les clones minimaux générés par des quasiprojections.
Pour ceci nous nous servirons tout d’abord d’un résultat de I. Rosenberg [1] qui va
comme suit ; chaque clone minimal est généré par une des cinq types d’opérations

suivantes :

1) unaire,

2) binaire idempotente,

(1)

(2)

(3) ternaire majoritaire,

(4) Popération ternaire z + y + z dans un groupe Booléen,
(5) semiprojection.

Comme nous sommes dans le cas des quasiprojections, nous pouvons constater
qu'il n’y a aucun clone minimal correspondant au type (1) ou au type (4). En effet
pour le type (1), puisque nous sommes dans les quasiprojections, f(a) =a Va €
A. Ce qui en fait alors une projection (donc [f] sera le clone de projections, donc
le clone trivial).

Pour le type (4), nous obtenons la méme conclusion, puisque pour |A| > 3 et
dans le cas des quasiprojections cette opération sera triviale. Pour les types (2)
et (3) tous les clones minimaux de quasiprojections ont été trouvés par Csakany
[3] en 1983. Donc il ne nous reste plus que le type (5), celui des semiprojections.
Nous nous intéresserons dans ce mémoire seulement aux clones minimaux de
quasiprojections générés par des semiprojections m-aires sur A, ou A sera un
ensemble fini de cardinalité au moins 3 et o n >3.

Il est & noter par contre que tous les clones minimaux sur I'ensemble & trois
éléments ont été trouvés par Csakany [2]. Ce qui implique que tous les clones
minimaux engendrés par des semiprojections sur I’ensemble & trois éléments sont

connus.
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Commme nous le verrons dans les différents chapitres, il nous sera impossible
ici, contrairement aux travaux sur la recherche des clones minimaux sur ’ensemble
a trois éléments, d’énumérer tous les clones minimaux de quasiprojections générés
par des semiprojections n-aires sur A (lorsque |A| > 4). Il nous sera possible
toutefois de trouver certaines propriétés de ceux-ci et ce qui les définit en nous

aidant des combinaisons ; sujet qui sera abordé dans le premier chapitre.
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Chapitre 1

LES COMBINAISONS

Comme l'indique le titre de cette section, nous introduirons ici la notion de com-

binaison, ce qui sera d’une aide précieuse afin de décrire les clones minimaux de

quasiprojections. Regardons tout d’abord ce que signifie le terme combinaison.
Désignons 1’ensemble de tous les sous-ensembles & n éléments de A par (%).

On appelle combinaison, une application s : M —— p qui a pour domaine (:) et

qui fait correspondre a chaque M € (:) une relation binaire réflexive p sur M.

Rappel 1.1. Soit p une relation binaire sur A. Alors,
e p est réflexive si (a,a) € p Va € A :

a

O

e p est symétrique siVa,be A
(a,b) € p=(b,a) €p

a” b

S

e p est anti-symétrique siVa,b € A
(a,b) € p, (bya) Ep=a=0.
e p est transitive si Va,b,c € A

(a,b) € p, (b,c) € p=>(a,c) €p
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De plus nous définissons une combinaison-eq comme étant une combinaison
s tel que s(M) est une relation d’équivalence (c.-a-d. une relation réflexive,
symeétrique et transitive) sur M pour tout M € (:), tandis qu'une combinaison-
ordre est définie comme étant une combinaison s telle que s(M) est un ordre
partiel (c.-a-d. une relation réflexive, anti-symétrique et transitive) sur M pour

tout M € (:)

Définition 1.1. Soit s une combinaison, nous définissons ®s comme une opéra-

tion n-aire sur A telle que

Qn, Si0Q3,...,0, sont deur a deuz distincts
ds(a, ..., an) = et (a1,a,) € s({a1,-..,an}),
ay, sinon

Exemple. Soit A = {0,1,2} et n = 2. Donc (%) = {{0,1},{0,2},{1,2}}. Et

supposons une combinaison s comme suit :

M| {01} (02} | {12}
S(M)‘ Po,1’ ,00,2' P12

ou, par exemple, pg; serait comme suit :

£)

0

ﬁ/v

Alors,

®,(0,1) =0, car (0,1) ¢ s({0,1}) = po1 ,



=1

®,(1,0) =0, car (1,0) € s({0,1}) = po1 ,

®.(0,0) =0, car a; = 0 et as = 0 ne sont pas distincts.

Définition 1.2. Soitn > 2 et a = (ay,...,a,) € A™. Alors
(i) a ={a1,...,a,} , c.-a-d. l’ensemble dont les éléments sont ay, ..., a, ,
(11) tn = {a € A" : |a| < n},
(iii) on = {a € A : |a| =n} = A" — ¢,.

Exemple.

(1) 12 = {(a,a) € A*:a € A}

(2) 13 = {(a1,a9,03) € A% : a; = ay, ou a; = a3, ou ay = as}

Définition 1.3. Soit s une combinaison quelcongue. Un ensemble M € (2) est
un ensemble de base de s si s(M) # to. De plus une combinaison est dite non

triviale si elle posséde au moins un ensemble de base.

Nous aurons aussi & travailler avec le cas ot n = |A|. La combinaison s
correspondra alors a une seule relation binaire réflexive que nous noterons par R
(c.-a-d. s({ai,...,a,}) = s(A) = R). Alors nous écrirons ®g au lieu de ;.

Finalement nous utiliserons la notation Cs = [®;] ou bien Cr = [Pg].

Lemme 1.1. Soit f une quasiprojection n-aire sur A qui est aussi une semiprojec-

tion sur la i-iéme variable. Soiti,j deuz nombres distincts de l’ensemble {1, ... ,n}
tels que f(ai, ..., a,) = a; # a; pour un n-tuple (ay, ..., a,) € A™.
Alors

O

9(z1, . xp) = fo1, o xy1, f(@1, 0, T0), Ty e, Tn)
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est une quasiprojection et une semiprojection non triviale sur la i-iéme variable

avec la propriété que pour tout b= (by,...,b,) € A™ et k € {1,...,n}

gb)=br #bi<= k=7, f(b)=0b;.

PREUVE. Soit b = (b1, ...,b,) € A™ tel que b; # g(b). Alors,

bi ?é g(b) = f(bl, ceey bj—l, f(b), bj+1, ,bn) .

Comme 7 # 7, on a

(bl, ,bj_l, f(b), bj+1, ey bn) € On -

Comme f(b) € b, nécessairement

et donc
g(b) = f(bl, 7bj—1;bj1bj+11 1b71) = f(b) = bJ

De plus 'hypothése f(ai,...,an) = a; # a; pour un n-tuple (ai,...,a,) € A"

montre que g n’est pas triviale. O

Lemme 1.2. Soit f une semiprojection n-aire sur la premiére variable tel que
f(a,...,a,) € {a1,an} VY a, ..., a, et soit m une permutation de {2,...,n — 1}.

Alors lopération

g(xla 7xn) = f(f(mla 7xn)am7r(2)7 )xﬂ(n—l))mn)

est aussi une semiprojection sur la premiére variable telle que g(ai,...,a,) €

{a1,a,} Y a1,...,a, ; 0n @

g(a, ..., an) = an <= fla1,...,as) = an 0u f(a1,8r(2); s Cr(n-1), Cn) = Qn .



O

O

PREUVE. (=) Soit a = (ay,...,a,) € A" tel que

a; # g(a) = f(f(a)’ Ar(2)s -y Am(n-1), a‘n) .

Comme f(a) € {a1,a,} nous avons deux cas possibles.

(1) Supposons que f(a) = a;. Alors a; # g(a) montre que a’ = (a1, ax(),

<y Or(n—1), Gn) € 0. Donc,
g9(a) = f(a') = an .
(2) Supposons que f(a) = a,. Alors,
g(a) = f(an, an(), -, Or(n-1), Cn) = Gy, .
(<=) Nous devons considérer deux cas.
(1) Soit f(a) = a,. Alors,
g(a) = f(an, an@), -, Ar(n=1), Gn) = Gy .

(2) Soit f(a') = an.

- Si f(a) = a4, alors

- Si f(a) = a,, alors
g(a) = f(an, ar(), - Qn(n-1), Gn) = Qn .

d

Lemme 1.3. Soit f une quasiprojection n-aire sur A qui est une semiprojec-
tion sur la premiére variable. Définissons [’opération g telle que pour tout a =
(ay,...,a,) € A™ on a

9(a) = a, # a1 <= @ € g, et f(a1,ar(2), .-, Ar(n—1), Gn) = Gn POUT QU TNOINS UNE

permutation m de {2,...,n — 1}.
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Alors g € [f].

PREUVE. Selon le lemme 1.1 il existe g € [f] n-aire, et 2,5 € {1,...,n}, ¢ # J,
tels que g est une semiprojection sur la i-iéme variable, non triviale, qui pour

tout a = (ay, ..., a,) € A" satisfait

(i) g(a) € {ai, a5},
(i) g(a) = a; # a; <= f(a) = a;.

Avec g, le clone [f] contient aussi chaque fonction obtenue de g par échange de
coordonnées. Alors nous pouvons supposer que i = 1 et j = n.

Pour une semiprojection h sur sa premiére variable, avec
h(ay, ..., a,) # a3 = h(ai, ..., a,) = a,

on définit,
Ry, = {(ay,...,a,) € A" : h(a1, ... ,an) = an # a1}
Pour une permutation 7 de {2,...,n — 1} et avec l'opération g définie dans le
lemme 1.2 on a que
Rg 2 Rf
Si Ry, # Ry, on remplace f par g dans le lemme 1.2 . En répétant ceci pour

les (n — 2)! permutations de {2,...,n — 1} on arrive & 'opération donnée dans le

lemme. d

Lemme 1.4. Soit C un clone minimal de quasiprojections sur A généré par une

semiprojection n-aire. Alors C' = Cs pour une combinaison s.

PREUVE. D’aprés le lemme 1.3 le clone C' contient une quasiprojection n-aire g,

non triviale, avec la propriété décrite dans le lemme.
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Comme C est un clone minimal, on a
C=lg].
Soit M € (ﬁ), définissons la relation binaire s(M) par
s(M) = 1,U{(a,b) € M?: g(a,cg,...,Cn_1,b) = b, ol {c3,...,cn_1} = M\{a, b}} .

Par le lemme 1.3 la définition de s(M) ne dépend pas de l’ordre des éléments
de M\{a,b}. Donc
g =, .

Et alors,
C=[%]=Cs.

O

Lemme 1.5. Soit s une combinaison et soit g une quasiprojection n-aire sur A

telle que pour tout a = (ay,...,a,) € A™ on a
A
gla)=ar#a; <= M=ac¢€ ( ) et k=min{2 <j<n:(a,a;) €s(M)}.
n

Alors g € Cs.

PREUVE. Pour i =1,2,...,n , définissons une opération n-aire g; sur A par

91(z1, oy Tn) = 21,

et pourz > 1,
gi(CIIl, ,IEn) = @s(gi_l(:rl, ,HIn), T2y oo s Tj—1,Li41y - s Ty $i).
Nous montrerons par induction sur i = 1,2, ...,7n que pour tout a = (a, ...,a,) €

A" avec M = a, on a
A
gi(a) =ar # a1 <= M € <n> et k=min{2 <j <i:(ay,a;) € s(M)}

Pour i = 1, g1(a) = a; donc I'énoncé est évident.
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Supposons que 1’énoncé est vrai pour un 1 < i < n. Soit a = (ay, ..., a,) € A™
tel que pour un 1 < & <mn,
gir1(a) = ®5(gi(a), ag, ..., G, Giga, ..., On, Qiy1) = a F a1

1) Soit gi(a) = a;. Alors
giv1(a) = Bs(a1, ag, .., Qiy Qigay ooy O, Gig1) = Qi F Q1 (1.0.1)

On voit que a € g, car si a € t, alors b = (a1, as, ..., ai, Gy, ..., An, Qitr1) € Ly
et &,(b) = a4.

De a € g,, de g;(a) = a1 et par '’hypothése inductive on obtient (ai, as), ...,
(a1,ai) ¢ s(M) (ou M = a).

De (1.0.1) et par les propriétés de ®;, on obtient k = i+1 et (a1, ait1) € s(M).
Donc,

i+1l=min{2<j<i+1:(a,aqa4)€s(M)}

et I’énoncé est vrai pour 7 + 1.

2) Soit gi(a) = a; # a;. Par I'hypothése d’induction a € p, et pour M = a
onaMe () etl=min{2<j<i:(a,a;) € s(M)}.
Alors,
giv1(a) = O(ay, as, ..., 63, Qigay vy Gy Gig1) = O

,car I <i. Donc k = [ et ’énoncé est vrai pour 7 + 1.

Ceci termine ’étape d’induction. Donc pour ¢ = n ceci reste vrai et on obtient

alors I’énoncé du lemme. g

Lemme 1.6. Soit s une combinaison quelconque et pour chaque M € (:) soit

t(M) = {(a1,8,) : M ={ay,...,an}, (@i, ai11) € s(M) (1 =1,...,n—1), (a;,a,)
¢s(M)(i=1,..,n—2)}.

Si au moins un t(M) est non trivial, alors ®; € Cs.
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PREUVE. Définissons g comme une opération identique a celle du lemme 1.5 et
pour i = 1,...,n — 1 et pour z = (z1, ..., Z,) définissons une opération n-aire h;

sur A par ;

et posons h = h,, 1. Alors h a les propriétés suivantes :

(1) C’est une semiprojection sur la premiére variable. En effet, soit a =

(a1, ...,a,) € A™ tel que a € t,,. Alors

hi(a) = g(a) = ay

h'2(a‘) - g(al) as,...,an-1,a1, a"n) =1
h’n—Q(G’) = g(ahan—h ag, ..., 0n-3, 01, a'n) = a1
h"n—l(a') = g(a’la as, ..., 0n_2,01, a‘n) = a1,

donc h(a) = a;.
(2) Soit a = (a1, ...,a,) € A™ tel que a € g, et h(a) = a,, alors (a1, a,) € t(a).
En effet soit a = (a1, ...,a,) € A, a = M et h(a) = a,,. Alors
a, = h{a) = hp_1(a) = g(hn-2(a),as, ..., an_9,a1,a,)

et a, # a; montre que h,_s(a) = an—1 et (an_1,a,) € s(M).

Par induction sur 57 = 2,...,n — 2, nous montrons

Qp—j = h.n_j_l(a) s (an_j_l,an_j) € S(]\.[) , (an_j_l,an) ¢ S(A/[) . (102)
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Soit j = 2. Alors

An-1 = hn—2(a) = g(hn—3(a)7 an—-1,82,...,0n-3, 01, a’n)

montre que h,_3(a) = an_2, (@n_2,a,) ¢ (M) et (an_2,a, 1) € s(M).

Supposons que (1.0.2) est vrai pour un 2 < j < n — 2. Alors

An—j = hn—j—1(a) = g(hn—j—Q(a)v An—jy ey AGn—1, A2, ... , Gp—j—2, A1, an)

montre que A,—;—2(a) = an—j-1, (n—j-1,a8n) ¢ (M) et (an_j 1,an;) €

s(M).

Ceci conlut la preuve par induction et la preuve du lemme.

O

Lemme 1.7. Soit C un clone minimal de quasiprojections sur A généré par une
semiprojection n-aire. Alors C' = Cs pour une combinaison s telle que s est soit

une combinaison-eq soit une combinaison-ordre.

PREUVE. Selon le lemme 1.4 nous avons que C' = C, pour une combinaison s.
Soit t la combinaison n-aire définie comme étant la fermeture transitive de s(M)
pour tout M € (’2) Par le lemme 1.6, ®; € Cs.

Comme s(M) C t(M) pour tout M € (%), I'opération @, est non triviale. Et
comme C; est minimal, alors Cy; = C,. Sans perdre de généralité, nous pouvons
supposer que s est un quasi-ordre sur M (c.-a-d. s est réflexif et transitif). Pour

z = (z1,...,Z,) définissons maintenant

9(z) = (21, ..., T 1, Ps(Tp, To,y oo, T, T1)) -

Pour M € (f:) soit (M) la relation définie comme suit : (a,b) € (M) sia = b
ou (a,b) € s(M) et (b,a) ¢ s(M) (donc I(M) est anti-symétrique). Rappelons
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que pour tout a = (ay, ...,a,) € A®
®)(a) =a, # a1 < a € g, et (a1,a,) € (M) (ouéa= M) .
Nous avons aussi que pour tout a = (ay, ...,a,) € A®

g(a) = ®,(ay, ..., an-1, s(@n, G2, ..., Gn_1,01)) = A, # a1

< ®,(an,a0,...,00_1,01) = 0y , @ € 0, , (a1,a,) € s(M) (o0 M = a)
< a € o, (an,a1) & s(M) , (a1,a,) € s(M)

<= a € g, (a1,a,) € [(M).

Nous avons deux cas :

(i) Soit (M) = i pour tout M € (2). Alors le quasi-ordre s(M) est
symétrique, c.-a-d. une relation d’équivalence pour tout M € (ﬁ) Donc
s est une combinaison-eq.

(ii) Soit (M) 2 1o pour au moins un M € (’:) Comme chaque [(M) est
un quasi-ordre anti-symétrique on a que [ est une combinaison-ordre. De
plus ®; € C; est non triviale et donc C; = Cj.

O

Le Lemme 1.7 conclut donc cette section sur les combinaisons. Le résultat
qu’il nous donne sera utile dans la suite de cette recherche sur les propriétés des
clones minimaux de quasiprojections puisqu’il nous raméne a deux cas ; en effet
chaque clone minimal C' de quasiprojections généré par une semiprojection n-aire
est égal & Cy, pour une combinaison s telle que s est soit une combinaison-eq,

soit une combinaison-ordre.
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Chapitre 2

LES COMBINAISONS-EQ

Nous nous attarderons dans cette section & certaines propriétés que nous avons
trouvées sur les clones minimaux lorsque s est une combinaison-eq. Nous dis-
tinguerons les cas n < |A| et n = |A|. Mais considérons tout d’abord un lemme

concernant n < |A] :

Lemme 2.1. Soit s une combinaison-eq telle que Cs est un clone minimal. Alors
Cs = C; pour une combinaison-eq t avec la propriété suivante : il existe deux
entiers positifs p,q (q > 2) tels que pour tout ensemble de base M de t, la relation
d’équivalence t(M) a ezactement p blocs de cardinalité q, tandis que tous les

autres blocs sont des singletons.

PREUVE. Pour M € (;‘) nous dénotons par by la taille maximale des blocs
de la relation d’équivalence s(M) et par g le max{by : M € (:)} Soit p le
nombre maximal de blocs de taille ¢ parmi les relations d’équivalence de s(M)
avec M € (:) Evidemment q > 2, car au moins un s(M) # 9, et p > 1.

Soit 4,7 € {1,...,n} et x = (z1,...,2,). Si i < j posons
Zi,j(l') = (I)s(l'i,.’El, vy Tin 1y T 1y -+ 3 Tj=15 Tyl -+ ) Ty ZJ) .
Et si ¢ > j posons

Z-L',j(IL') = @5(.’1,'1',11:1,... 7$j—1a$j+l;"- y Li1,Litd, --- ,.’En,CUj) .
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Finalement posons zi,i(:z:) = ;. A noter que pour i # j et pour tout a =

(ay,...,a,) € A™ on a que

zi;(a) = aj # a; <= a € pn et (a;,a;) € s(M) (ou M =a) .

Pour z = (z1, ..., Tn), POSONS
9(z) = O5(211(2), -, 21,4-1(T), 24,(T); Z4,g+1(T), -, 24,29-1(T), 224,24(T); 229,2¢+1(%),
e 299.3g—1s s Zp—1)q,(p—1)g> Z(p—1)a,(p~1)g+1(T)s -+ s Zp-1)g,pg—1(T),
ZPq,Pq(x)’ ZPQ+1,PQ+1(x)’ ) Zn—l,n—l(x), Zl,n(x)) .
Comme z; ;(z) = z; pour 2 = 1, ..., p, on a que pour tout a = (ay, ... ,a,) € A"
(et M =a)

g9(a) # a1 <= g(a) = an # 0

<= z1.(a) = a, , (a1, ..., 21,4-1(a), ag, Zg.g+1(Q), ... , Zq,29-1(a), G2q,
Z2q,2q+1 (a), ceey 22q,3q_1(a), ey a(p_l)q, Z(p—l)q,(p—l)q+l (a), vy
Z(P—l)q,pq—l(a)ﬂpq’apq+1a O 1,0n) € On , (a1,0,) € 5(M) .

Comme z; j(a) # a; <> a € p, et (a;,a;) € s(M) (pour tous j = 1,...,q et
i# 7). Alors,

g(a) # a1 < a € o, , (ai,a;) € s(M) pour tous i = 1,¢,2¢, ..., (p — 1)g
et (lorsque i = 1) pour tous 7 =k, ou k € {2,...,q— 1} U{n}
et (lorsque i # 1) pour tous j =i — 1+, oul € {2,...,q}.
Par le choix de g et p il existe b = (b1, ...,b,) € A" tel que g(b) = b, # b;.

Soit h 'opération définie & partir de g par la construction du lemme 1.3. On

peut vérifier que h = ®; ol t est la combinaison suivante :
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Pour M € (‘:) on a

t(M) = 1,U{(a1,a,) : il existe une permutation 7 de {2,...,n — 1} telle que

{al, An(2); -+ Br(g—1), an} ’ {awr(q)7 cery a7r(2q—1)} PR {a'7r((p 1)g)y -+

Qn(pg—1)} Sont des blocs de s(M)} .

Ceci montre que pour tout ensemble de base M la relation d'équivalence t(M)
est une relation avec exactement p blocs de taille g tandis que tous les autres blocs
sont, des singletons. On observe que ®; € C; ol ®; est non triviale.

Par minimalité Cs = C;. O

2.1. CAs: n < |A|

Avant de commencer, regardons tout d’abord un lemme important auquel

nous devrons nous référer dans la suite de cette section.

Lemme 2.2. Soit f une semiprojection n-aire non triviale sur sa premiére vari-
able et C = [f]. Alors :

1) Toutes les opérations de C d’arité plus petite que n sont triviales.

2) Si C est un clone minimal, alors toutes les semiprojections d’arité dif-

férentes de n sont triviales.

PREUVE. 1) Soit 1 < m < n et g € C une opération m-aire. Ici g est
une opération terme de l'algébre < A; f >. Le terme doit contenir un
sous-terme de la forme f(z;,,...,;,) avec iy, ... 4, € {1,...,m}.

Comme m < n on a que %; = % pour une paire 1 < j < k < n. Par
conséquent f(z;,,...,Z:,) = T; et le terme peut étre simplifié. En répétant
ceci on arrive & g triviale.

2) Par la contraposée supposons que C contient une semiprojection g non

triviale et m-aire avec m > n. Alors C D [g] # J.
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Par 1) Popération non-triviale f n’appartient pas & [g] et donc C 2 [g] #
J, i.e. C n’est pas minimal.

g

Désignons par U la collection des ensembles de base pour s et définissons une

relation n-aire R sur A par :
(a1,...,a,) € R<={a1,...,a,} € U et (a1,an) € s({a1,...,an}) .
Important : Il est & noter, puisque s est une combinaison-eq, que ’'on a
(a1, a9, ,Gn-1,0n) € R <= (an,a9,...,0n-1,01) € R .
Posons f = ®,, tel que pour tout a = (ai,...,a,) € A™ on a que
fla)=a,#a1<<=a€R.

et C = [f].

Comme nous ’avons remarqué au lemme 2.1, nous pouvons restreindre notre
attention au cas ou il existe deux entiers positifs p, ¢ (g > 2) tels que pour tout
M € U, la relation d’équivalence s(M) a exactement p blocs non singletons, tous

de cardinalité q.

Lemme 2.3. La condition suivante est nécessaire pour que le clone C' soit min-
imal : Si (a1,...,a,) € R et a € A\ {a1,...,a.}, alors il existe un nombre
i€{1,..,n} tel que (a1, ... ai_1,Q,Qi41, ..., Gn) € R.

PREUVE. Pour i € {2,...,n — 1} et pour z = (y, ..., T,) posons

gi(l‘a $n+1) = f(f(m)am% <oy L1, Ty it 1y -+ 5 Tn—1, :L‘l) .
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Soit a = (a1, ... ,a,) € A™ et any1 € A on a que

gi(a, Gni1) = an # a1 <= f(f(a), a9, ..., i—1,An1, Git1, - Gn-1,01) = Qn F# Q1
< f(a) = a, et (an, a2, , AGi1, Gnt1s Gitly e, Cno1,01) ¢ R

<= a € Ret (an,a9,...,8i—1, Cny1, Ciy1, ey Ono1,01) € R .

Pour z = (z1, ..., Z,), pOSons maintenant
gl,n(33> xn+1) il f(f(x)a T2,y .oy Tpn—1, f(f($n+11 Ty vy 3;-,1), T,y -y Tp—1, xl)) .
Soit a = (ay, ..., a,) € A™ et a,41 € A arbitraires. Posons ¢ = (as,...,0n-1),

b= (any1,¢,an) €t d = (ant1, ¢, a1). Alors nous aurons la notation suivante

gl,n(aa a‘n+1) = f(f(a’)v ¢, f(f(b)v ¢, a’l)) .

1) Soit a € R. Alors f(a) = an.
a) Supposons que b € R. Alors f(b) = a, et

gl,n(av an+1) = f(am ¢, f(a'n’ ¢, a'l))'

Ici (an,c,a1) € R par la symétrie de s(M) et a € R. Donc

gl,n(aa ant1) = f(@n,¢,01) = ay.

b) Soit b ¢ R. Alors f(b) = an41 et

G1.0(a, @ny1) = f(an, ¢, f(d)).

Sid € R alors f(d) = a; et g1(a, nt1) = f(an,c,a1) = a1, en vue de
a € R et de la symétrie.
Sid ¢ R alors f(d) = ant1 et 91.1(a, Gny1) = f(@n, €, 0nt1) = ap, en
vue de b ¢ R et de la symétrie.

2) Soit a ¢ R. Alors f(a) = a; et

gl,n(aa an+1) = f(alv ¢, f(f(b)’ ¢, al))'
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a) Sib € R, alors f(b) = a, et, du fait que a ¢ R, on a (a,,c,a1) ¢ R et

donc

G1,2(a, Gnt1) = f(a1, ¢, flan, ¢, a1)) = flai,c,a,) = ar.

b) Si b ¢ R, alors f(b) = a,41 et

gl,n(aa an—i—l) = f(alv c, f(d))

Sid € R alors f(d) = a1 et g1.(a,ant1) = flai,c,a1) = a1.

Sid ¢ R alors f(d) = any1 €t g1,2(a,an41) = f(a1,¢,8n41) = a1, en

vue de d ¢ R et de la symétrie.

En somme, pour tout i = 2,...,n — 1 nous avons les deux opérations (n + 1)-

aires suivantes :

9i(a, any1) = an # a1 <= a € R et (an, a2, ..., Gi—1, Gnt1, Qit1, -, Gn-1,01) € R

et
91, 0ny1) =0n # a1 <> a € R, (an41,02,...,0,) € Ret
(@ny1, 02y -y Qno1,01) € R .
Pour z = (z1, ..., T,) posons maintenant
9(z, Tnt1) = 92(T1, . s Tno1, 93(Z1, -, Tty oo Gn=1(T1s oo s Te1, 91,0(T, Thg1),

= xn+1)7--'7$n+1)'
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Soit a = (aq,...,a,) € A™ et a1 € A, on a que

9(a, any1) = an # 01 = 91n(a, Gn11) = an et gi(a,0nq1) = @, ,Vi€{2,...,
n—1}
< a€R, (an41,02,-,0,) € R, (@ny1,00,...,0,_1,01)
¢ Ret (ay,...,Qi—1,Qny1, Qig1, -, 0n) € R Vi € {2,
v, —1}
&>a€R et (ar,.,0i-1,0n41,0ix1, -, an) & R Vi €

{1,...,n}.

D’aprés le lemme 2.2, Popération g est triviale, c-a-d. g(z1,...,Zny1) = T1.
Alors pour tout (aj,...,a,) € Ret a € A\ {ay,...,a,} il existe un nombre

i € {1,...,n} tel que (ay,...,ai-1, 0, Qit1,...,05) € R. a

Lemme 2.4. Chacune des conditions suivantes dans l’ordre est nécessaire pour
que le clone C soit minimal :
(1) Si (ay,...,a,) € Reta € A\ {a,...,a,}, alors (ai1,...,an_1,a) € R,
(a,as,...,a,) ¢ R ou (a1, ...,an 9,0n,0) ¢ R;

(2) Si(ay,...,an) € R eta € A\ {ay,...,a,} est un élément tel que (a, as, ..

b

a,) ¢ R, alors il existe au plus un nombre i € {2,...,n — 1} avec la
propriété que (a,as, ..., a;_1, 0811, ,0n,0;) € R, et si i a cette propriété,
alors (a1, ...,0;-1, @, Qiy1, ..., Q) € R.

PREUVE. (1) Pour z = (z, ..., z,) posons
h(T, Tpi1) = (@1, s Tno2, Tn, F(F(T), T2y oo, Tty f(Tna1s Ta, oo, T, 1))
Soit a = (a1, ...,a,) € A™ et a,41 € A, posons b = (ag, ..., a,-1) €t

U= u(a'7 a'n-l—l) = f(f(a): b, f(a'n-Ha b, al)) .
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Soit
z=h(a,anq1) = far, ..., an-2,0n,u(a,0ny1)) # a1 -
On observe que u # ay, car sinon z = f(aq,...,0n_2,0,,01) = a;. Comme
f(a) € {a1,a,} on a deux possibilités.
1.- Soit @ € R. Dans ce cas f(a) = a,. Alors (an41,b,a1) ¢ R, car sinon
flani1,b,a1) = a1 et uw = f(an,b,a;) = a; en vertue de a € R et de la symétrie.
Ainsiu = f(an, b, ant1). Si(@n,b,ant1) ¢ R, alorsu = a, et z = f(a1,...,an 2,

@n,a,) = a;. Nous avons donc que (an,b,a,41) € R et u = an,41. Alors

z = f(a‘h ver 3 Qn—9, Qp, an+1) ?é ay

montre que (ay, ..., Gn—2, G, Any1) € R.

En résumé on a (en vertue de la symeétrie) que :

a€R,(a1,b,8n41) € R, (@ny1,0,0,) € Ret (a1,...,8n 2,8n,8n41) €E R .
(2.1.1)
2.- Soit a ¢ R (et donc f(a) = a;). Alors

U= f(a'17b,f(a'n+lab7a1)) .

Ici (a1, b, f(any1,b,a1)) € R, car sinon u = a; et z = a;. Par le méme ar-
gument (a,y1,b,a1) ¢ R. Donc u = f(a1,b,a,+1) = a1, car (a1,b,an41) ¢ R en

vertue de la symétrie. Donc dans tous les cas z = a; lorsque a ¢ R.

En conclusion h(a,a,+1) # a1 si et seulement si on a (2.1.1).

Nous vérifions que h est une semiprojection sur la premiére variable. Soit

a=(a,...,a,) € A% et a,y1 € A. Sia €, alorsa ¢ R et
h(a,an+1) = a; , par (2.1.1).

Soit any1 = a; pour un j € {1,...,n}. Sij =1, alors (a1, ..., @Gn—2, An, Gny1) &

R. Si j = n, alors (a1,b,a,+1) = a ¢ R. Et finalement, si j = 2,...,n — 1, alors
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(@nt1,b,a,) ¢ R. Donc dans tous les cas, (2.1.1) n'est pas vrai. Donc h est une
semiprojection (n + 1)-aire.

Maintenant supposons par I’absurde qu'’il existe (ay, ..., an41) € A™! tel que
(2.1.1) soit vrai. Alors h serait une semiprojection (n + 1)-aire non triviale dans
le clone minimal C, une contradiction du lemme 2.2.

Donc pour tout a = (ai,...,a,) € A" et apy1 € A\ {a1,...,a,}, on a que

(2.1.1) n’est pas vrai.

On dénote respectivement par p,q,, s les énoncés :

a € R, (a1,b,an41) € R, (ans1,b,0,) € Ret (a1, ..., an-9,0n,any1) € R.

La négation de (2.1.1), c-&-d. pAgATAS, est DVEVTVGE (ouV et A
sont respectivement la disjonction et la conjonction logique tandis que p est la
négation de p).

La conclusion est donc :

«a¢ Rou(ay,b any1) € Rou (ans1,b,0,) ¢ Rou (ay,...,an_9,0n,0n41) & R ».

Nous pouvons aussi écrire la conclusion sous une autre forme. En effet,

On obtient donc la conclusion :
« a € Rentraine [(a1, b, any1) € Rou (ant1,b,a,) € Rou (a1, ..., 0n-2,n, Gny1) &

R] ».

(2) Pour = = (1, ..., Z,) posons

Uz, Tny1) = F(fF(2), f(z2, T3y oo, Tny G)y oo s F(Tiy Ty oon  Ti 1, Tig1y e s
xnyg)7 1f(:[/‘n 1,22y, Tn-2, m'rhg)) 331) 3

ot g = f(Tnt1, T2y, Tn) -
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Soit a = (a1, ...,0,) € A", apy1 € A et pour i = 2,...,n — 1 posons

bi = f(ai,ag,...,ai 1,ai+1,...,an,g) . (212)

Soit t = t(a,any1) # a1. Alorsa € R, car sinon f(a) = aj et t = f(ay, ba, ..., bn_y,
a) = a.

Alors f(a) = a, et

t= f(an, b2, ,bn—la Cll) 7& a . (213)

Par la définition de g on a g € {an,a,+1}. Supposons que g = a,. Alors par

(2.1.2), b; = a; pour tous ¢ = 2,...,n — 1. Alors par (2.1.3), on a que

t = f(an, as,...,an-1,0a1) # a1 -

Alors (an,as,...,an-1,a1) ¢ R et donc par symétrie a = (ay,...,a,) ¢ R, ce
qui contredit a € R.
Donc g = ap41, c-8-d. (ant1,as,...,0,) ¢ R.
- Si (aj,a2, .., Gj-1,Qj41, - , On, Gny1) € R €t (ag, ag, ..., Gk 1,1, - , On,
an+1) € R pour au moins une paire 2 < j < k < n—1, alors b; = by, = an41

et t = a, par (2.1.3).

- Si (ai,a9,...,8i—1,8i41, -, Gn, Gny1) € R pour tous ¢ = 2, ...,n — 1, alors
t= f(ana az, ..., dn—1, a’l) 7é a .
Il a été montré un peu plus haut que c’est impossible, car a € R.
- Si (@i, a2, ..., @i—1,Qix1,y -, Ay Gny1) € R pour exactement un i € {2, ...,
n — 1}, alors

t= f(a‘n)a‘27 7a'i—1)a'n+17a’i+1a cery an—l;al) # a ,

montre que (Gn, @2, ..., Gi—1, Antp1, Gitl, -, An-1,01) ¢ R et que t = a,,.
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En somme, t # a; implique que t = a, et que
p:a€R,

q: (@ny1,02,.--,0,) € R,
et
r: (I) (ai, a2, -, i1, Qit1, - , n, Gnp1) € R pour au moins deux i € {2,...,n — 1}
ou
(I1) (as,az, .-, @i—1, Git1, -+, Gn, Gny1) € R pour exactement un i € {2,...,n — 1}
et (an, a2, ..., QGi—1,8i41, -, 0n-1,01) € R .
(2.1.4)

Nous vérifions que ¢ est une semiprojection sur sa premiére variable.

Soit a = (a1, ..., @) € A" €t any1 € A. Sia € 1y, alors a ¢ R et
t =t(a,ans1) = a1, par (2.1.4).

Soit a1 = a; pourun j € {1,...,n}. Sij > 1, alors aucun (a;, as, ... , @i—1, Git1,
ey Gny@np1) € R. Etsi j = 1, alors (ant1, a2, -, an) = (a1, a2, ..., a,) = a et donc
(2.1.4) n’est pas vrai.

Donc ¢ est une semiprojection (n-+1)-aire. Encore une fois par le lemme 2.2, on
a que t est triviale. Alors pour tout a = (ay, ...,a,) € A" et an.1 € A\{ay, ..., a.},

on a que (2.1.4) n’est pas vrai.

Nous cherchons donc la négation de p A g A r afin que ¢ soit triviale. Ce qui
nous donne pVgqgVT.

Il est & noter que la négation de la condition r est la condition suivante :
(P) (as,a9y ..y Giz1, Qig1y -, On, Gny1) € R pour au plus un ¢ € {2,...,n — 1} et

(ai, as, ... ,Q;—1, ;41 .-, 0p, an+1) € R— (al, vy Qi1 Qg 1y Qi1 - ,an) € R.

Donc la conclusion est :

«a ¢ Rou (any1,0a2,...,a,) € Rou (P) »
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On peut aussi exprimer ceci de fagon différente. En effet
PVIVF = [pVyg —T = [pAg —T.

Nous pouvons donc exprimer la conclusion comme suit :

«la € R et (any1, a2, -..,a,) ¢ R] entraine (P) »

2.2. CAS : n=|A|

Lemme 2.5. Soit n = |A|. Soit s une combinaison-eq et supposons qu’il eziste
2 entiers positifs p,q (q > 2) tel que I’équivalence s(A) a exactement p blocs non

singletons, tous de cardinalité q. Alors Cs est un clone minimal.

PREUVE. Nous savons qu’il existe assurément un clone minimal C' contenu dans
Cs. De plus, par le lemme 1.7 nous savons que C' = C; ou t est une combinaison

telle que t(A) est soit une relation d’équivalence soit un ordre partiel sur A.

Regardons maintenant quelques définitions et quelques lemmes qui nous serons
utiles pour la suite de la preuve.

Soit 7 une relation binaire sur A et 7 une permutation de A. On dit que 7
est un automorphisme de r si (a,b) € 7 <= (w(a),w(b)) € .

Soit f une opération n-aire sur A. On dit que 7 est un automorphisme de

I’algébre < A; f > si pour tous a4, ...,a, € A

f(m(a1), ..., m(a,)) = 7(f(a1, .-, an)) -

Lemme 2.5.1. Soit s une relation binaire sur A et m une permutation de A.

Alors m est un automorphisme de s st et seulement si m est un automorphisme de

< A; P, >.
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PREUVE. (=) Soit 7 un automorphisme de la relation s. Soit a = (a4, ...,a,) €

A™ arbitraire et posons

m(a) = (m(a1), ..., m(a,)) .

Supposons que ®,(a) = (a;). Alors soit
(i) a; = a; pour certains 1 <7 < j < n, soit
(i) a = A et (a1,a,) € s.

Dans le cas (i) on a que 7(a;) = 7(a;) et donc
O (m(a)) = m(a1) = 7(Ps(a)) . (2.2.1)

Dans le cas (ii) on a que (7(a1), 7(a,)) ¢ s et {w(a1),...,7m(a)} = Aet (2.2.1)
est aussi vral.
Maintenant soit ®,(a) = a, # a;. Alors @ = A et (a1,a,) € s. Alors

{m(a1),...,m(an)} = A et (n(a1),7(a,)) € s, ce qui donne
®y(m(a)) = m(an) = 7(2s(a)) -

(<=) Soit un automorphisme de 'algébre < A; ®, > et soit (b,c) € s, b # c.

Ferivons A\ {b,c} = {as, ..., an_1} et posons
6= (bas, ..., an_1,c) .
Alors @,(a) = c et donc
7(c) = 1(Ds(a)) = Ds(m(a)) = Bs(m(b), w(a2), ..., T(an-1),7(c)) .

Comme b # c et {m(b), 7(az), ..., m(an-1),7(c)} = A, on voit que (7(b), 7(c)) €

s. Donc 7 est un automorphisme de la relation s.

Lemme 2.5.2. Soit n = |A| et u et v des relations binaires telles que ®, € C,.

Alors chaque automorphisme de u est un automorphisme de v.
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PREUVE. Soit 7 un automorphisme de u. Alors par le lemme 2.5.1, la permuta-
tion 7 est aussi un automorphisme de 'algébre < A; @, >.

Le clone C, est engendré par ®,. Il est bien connu et facile & vérifier qu’alors
7 est aussi l'automorphisme de ®, € C,. Par le lemme 2.5.1, on obtient que 7

est un automorphisme de la relation v. (]

Lemme 2.5.3. Soit t une combinaison-ordre non triviale telle que ®; € Cs et
soit
A; ={a€ A:{a} est un bloc des} # 0

et Ay = A\ Ay. Alors t out™ = {(a,b) : (b,a) € t} est égale a

Ly U {(al,ag) ta1 €Ay, a0 € Az} . (222)

PREUVE. Ecrivons a < b pour (a,b) € t\ to. Il est évident qu’une permutation
m de A est un automorphisme de s exactement si 7 envoie tout bloc de s sur un
bloc de s.

Une antichaine de t est un sous-ensemble B de A tel que a £ b pour tous
a,b € B. Nous avons besoin des deux faits suivants.

Fait 1. A; est une antichaine de t.

PREUVE. Supposons par l'absurde qu’il existe a < b avec a,b € A;. Soit 7 la

permutation de A définie par
b siz=a,
mT)=qa siz= b,
T  sinon.

Comme a,b € A;, on voit que {a} et {b} sont des blocs de s et donc 7 est un

automorphisme de s, donc un automorphisme de t. Alors

=m(a) <7w(b)=a<b;
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une contradiction dans ’ordre ¢. O

Fait 2. A, est une antichaine de t.

PREUVE. Supposons par I’absurde que a < b pour certains a,b € Ay. Soit a € By
et b € By ol By et By sont des blocs de s, de taille ¢ > 1, pas nécessairement
distincts.

Il existe une permutation 7 de A telle que

(i) w(By) = Ba, w(B2) = By, 7(a) = b, 7(b) = a et

(ii) 7(z) = = pour tous z € A\ (B1 U By).

Evidemment 7 est automorphisme de s et donc de ¢. Alors
b=m(a) <7(b)=a<b,;

une contradiction dans ’ordre t.

O

Nous supposons que t est non trivial, donc il existe a < b. De plus A; et A,
étant des antichaines on a que a € A; et b € A;_; pour un ¢ € {1,2}.

Supposons que a € A; et b € Ay, Soit ¢ € A; et d € A, arbitraires et soit
b € By, d € B,, oul By et By sont des blocs de s, de taille ¢ > 1, pas nécessairement
distincts.

Soit 7 la permutation de A telle que

(i) m(B1) = Ba, m(By) = By, ©(b) = d,

(ii) m(a) = ¢, m(c) = a et

(iii) m(z) = z pour tout z € A\ ((B; U Bp) U{a,c}).

Alors 7 est un automorphisme de s et donc de ¢. Alors
c=m(a) <wb)=4d.

Ceci montre que ¢ est 'ordre donné par (2.2.2). Sia € Ay et b € A; la méme

preuve donne que ¢ est l'inverse de la relation (2.2.2). O
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Lemme 2.5.4. Si la relation t donnée par (2.2.2) est non triviale, alors ®, ¢ Cs.

PREUVE. Supposons par ’absurde que ®; € C,. Alors ®, est une opération terme
de < A; P, > ; c.-a-d. qu’il existe une expression 7(z1, ..., Z,), batie & partir des
symboles ®, et des variables z, ..., z, telle que ®(xy, ..., z,) = 7(z1, ..., T,) €8t
valide identiquement sur A.

Soit z; la premiére variable de 7. Fixons b € A; et ¢ € A,. Etant donné
que {b} est un bloc de la relation d’équivalence s(A), on montre facilement que
7(a) = b pour tout a = (ay,...,a,) € A" aveca = A et a; =b.

Nous avons donc trois cas.

1) Soit 1 < i < n. Choisissons a; = ¢, a; = b et {aa,...,a;-1,8i41,...,an} =

A\ {b,c}. Alors
®,(a) =c (car a; = c € Ay),

ce qui contredit ®;(a) = 7(a) = b.

2) Soit 2 = n. Posons a; = ¢, a, = b et {ag,...,an-1} = A\ {b,c}. Alors
Qi(a) =c#b=1(a),

une contradiction.

3) Finalement soit ¢ = 1. Posons a; = b, a, = cet {ag, ..., an-1} = A\ {b,c}.

Comme b < ¢ on obtient

une contradiction.

Ceci montre que ®; ¢ Cs. O

Lemme 2.5.5. Sila relationt™! = 1,U{(z,y) : = € Ay , y € A1} est non triviale,
alors @41 ¢ Cs.
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PREUVE. Analogue & la preuve du lemme 2.5.4 . O

Lemme 2.5.6. Soit t une relation d’équivalence non triviale dont les blocs non
singletons sont tous de méme taille. Si @, € Cs, alors on a cing cas :
(i) t=s,
(ii) As est le seul bloc non singleton de t,
(111) A; est le seul bloc non singleton de t,

(iv) |A1| = |A2| > 2 et Ay, Ay sont les seuls blocs de t,
(v) A1l = ¢.

PREUVE. Il est évident que t = s fait partie des cas possibles. Regardons pour
les autres.

Soit t # s. Par le lemme 2.5.2 tout automorphisme de la relation s est un
automorphisme de la relation ¢. En particulier toute permutation de A; respecte
les blocs de t et donc soit

(i) A; consiste en des blocs singletons de t, soit

(ii) A; fait partie d’un bloc B de t.

En effet B = A;, car s’il existait b € B\ A;, alors pour tout ¢ € A,
lautomorphisme 7 de s, tel que 7(A;) = A; et w(B;) = By ot By et B, sont des
blocs de s avec b; € B; (i = 1,2), assurerait que ¢ € B et donc B = A.

Finalement supposons qu'il existe ci,co € Ay, avec (¢1,c2) € t\ s. Soit
(b1,by) € A2\ s et les blocs de ¢ sont les blocs non-singletons de s plus A;.

Il existe un automorphisme 7 de s tel que 7(c;) = b; (2 = 1,2). Comme 7
est aussi un automorphisme de t et (¢, c2) € t, on obtient que (b1, by) € t. Il est

facile de voir que maintenant A, est un bloc de t.

Nous avons montré les cas (ii)-(v). d
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Lemme 2.5.7. Soit t la relation d’équivalence sur A au bloc Ay et aux singletons

{z}, avec x € A;. Alors @, ¢ Cs.

PREUVE. Supposons par ’absurde que ®, € C;. Alors ®; est une opération terme
de < A; ®, > ; c.-a-d. qu'il existe une expression 7(zy, ..., Z,), batie & partir des
symboles @, et des variables 1, ..., z, telle que ®y(zy,...,z,) = 7(x1, ..., T,) €8t
valide identiquement sur A.

Soit z; la premiére variable de 7. Fixons b € A; et (c,d) € A%\ s. Comme {b}
est un bloc de s on a que 7(a) = b pour tout a = (ay,...,a,) € A™ avec & = A et
a; = b.

Nous avons trois cas.

1) Soit 1 < i < n. Choisissons a1 = ¢, a, =d, a; = b et {ag, ..., ai_1,iy1, -,

an—1} = A\ {c,d,b}. Alors
®,(a) € {c,d} (car (c,d) € A?\ s)

ce qui contredit ®,(a) = 7(a) = b.
2) Soit i =n. Posons a; = ¢, a, =bet {as,...,a,—1} = A\ {¢,b}. Alors

Dufa) = c#b=1(a) ,

une contradiction.
3) Soit ¢ = 1. Posons a1 = ¢, a, = d, {az,...,an-1} = A\ {c,d} et soit B le
bloc de s qui contient ¢, mais pas d.

Posons = = (z1, ..., Z,). Le terme 7(z) contient le sous-terme
O (1, 72(2), ... , ()
ol z; est la premiére occurence de x; dans 7. Il est facile de vérifier que
z = ®(c, m(a), ..., m(a)) € B

en effet si 7,(a) ¢ B, alors z = ¢ € B. Sinon z € B.
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Si 'on continue de cette fagon on obtient 7(a) € B tandis que ®;(a) =
d ¢ B. Une contradiction.
Ceci montre que ®; ¢ Cs. d

Lemme 2.5.8. Soit |A;| > 2 et soit t la relation d’égquivalence sur A au bloc Ay

et auzx blocs {z}, avec z € Ay. Alors @ ¢ Cs.

PREUVE. Supposons par I'absurde que ®; € C. Alors ®; = 7 pour une opération
terme de < A; $; >.

Soit z; la premiére variable de 7. Fixons b,c € Ay, b# ¢, et d € A;. Comme
{b} est un bloc de s on a que 7(a) = b pour tout a = (a1, ...,a,) € A% aveca = A
et a; = b.

Nous avons deux cas.

1) Soit 1 < 7« < n. Posons a; = d, a; = b et {as,...,0i-1,8i41,...,Qn} =

A\ {b,d}. Alors comme {d} est un bloc de ¢ on a

une contradiction.
2) Soit 2 = 1. Posons a; = b, a, = c et {as,...,an-1} = A\ {b,c}. Alors

comme (b,c) €t ona
Dy(a) =c#b=1(a),

une contradiction.

Ceci montre que ®; ¢ Cs. O

Lemme 2.5.9. Soit |A;| = |As| > 2 et Ay, As les seuls blocs de t. Alors @, ¢ Cs.

PREUVE. Supposons par 'absurde que ®, € C;. Alors ®, = 7 pour une opération

terme de < A; &5 >.
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Soit z; la premiére variable de 7. Fixons b,c € Ay, b # ¢, et d € Ay. Comme
{b} est un bloc de s on a que 7(a) = b pour tout a = (a1,...,a,) € A% aveca = A
et a; = b.

Nous avons deux cas.

1) Soit 1 < ¢ < n. Posons a; = d, a; = b et {ag,...,0i—1,Qix1, ..., A} =

A\ {b,d}. Alors

®,(a) € {d,an} C Ay .

Comme 7(a) = b € Ay, on a une contradiction.

2) Soit 4 = 1. Posons a; = b, a, = c et {as,...,a,1} = A\ {b,c}. Alors

une contradiction.

Ceci montre que ®; ¢ C,. O

Lemme 2.5.10. Soit |A;| = q et supposons que s a p blocs de taille q, ot p,q> 1.
Soit les blocs de t les p blocs non singletons de s plus A;. Alors & ¢ Cs.

PREUVE. Supposons par I’absurde que ®; € C;. Alors ®; = 7 pour une opération
terme de < A; @, >.

Soit z; la premiére variable de 7. Fixons b,c € A, b # ¢, et d € A;. Comme
{b} est un bloc de s on a que 7(a) = b pour tout a = (ay,...,a,) € A" aveca = A
et a; = b.

Nous avons trois cas.

1) Soit1 < i < n. Posonsa; =c¢,a; =b, a, =det {as,...,ai-1,0i41, .., 0n_1}

= A\ {b,c,d}. Alors
Q(a) =c# b=17(a),

une contradiction.
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2) Soit ¢ = n. Posons a; =d, a, =bet {as,...,an_1} = A\ {b,d}. Alors
Py(a) =d#b=1(a),

une contradiction.

3) Soit 2 = 1. Posons a; = b, a, = cet {ag, ..., an—1} = A\ {b,c}. Alors
@u(a) = c £ b=r(a)

une contradiction.
Ceci montre que ®; ¢ Cs.
]

Finalement revenons a la preuve du lemme 2.5. Par les lemme 2.5.1 & 2.5.10

on obtient que C; est un clone minimal. ([
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Conclusion

Tout d’abord, par le lemme 2.1, nous avons que si C, est un clone minimal,
alors C; = C; pour une combinaison-eq t spécifique: soit une combinaison qui
a la propriété que pour tout ensemble de base M de t, la relation d’équivalence
t(M) posséde exactement p blocs non singletons de cardinalité ¢, tandis que tous
les autres sont des singletons.

Ensuite, par le lemme 2.5, nous avons pour le cas ou n = |A| que si s est
une relation d’équivalence sur A avec au moins un bloc non singleton et avec des
blocs non singletons de méme cardinalité, alors Cs est un clone minimal.

Finalement, dans le cas oti n < |A|, les lemmes 2.3 et 2.4 nous ont donné deux
conditions nécessaires pour que le clone C' = [f] = [®;] soit minimal.

Il est & noter qu’ici, contrairement & un ensemble de trois éléments, nous
n’avons pu trouver tous les clones minimaux. Par contre, nous sommes arrivés a
des conclusions qui nous permettent d’établir le moment ot les clones considérés

sont ou ne sont pas minimaux.
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Chapitre 3

LES COMBINAISONS-ORDRES

Tout comme au chapitre 2, nous verrons ici certaines propriétés sur les clones
minimaux, mais cette fois-ci lorsque s est une combinaison-ordre. Nous nous
intéresserons aux cas n < |A] et n = |A.

Mais commencons d’abord par quelques définitions élémentaires qui nous per-

metteront d’aborder le premier lemme de ce chapitre pour le cas n < |Al.

Définition 3.1. Pour un élément a d’un ensemble partiellement ordonné, le nom-

bre d’éléments qui couvrent a est appellé son degré extérieur.

{ éléments qui
® [} ® oo ] } =

couvrent a

Définition 3.2. Pour un élément b d’un ensemble partiellement ordonné, le

nombre d’éléments couverts par b est appellé son degré intérieur.
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éléments
®

® N <
{ \\ } couverts par b
[ J

Définition 3.3. Soit t(M) un ordre partiel, on dit que t(M) est de longueur 1
st pour tout (a,b) € t(M), fic € M tel que (a,c) € t(M) et (c,b) € t(M).

Lemme 3.1. Soit s une combinaison-ordre telle que Cs est un clone minimal.
Alors Cs = Cy pour une combinaison-ordre t qui a les propriétés suivantes : pour
tout ensemble de base M de t, l'ordre t(M) est de longueur 1 ; il eriste deux
entiers positifs p, q tels que pour tout ensemble de base M de t, le degré extérieur
de tout élément de M est soit 0 ou p et le degré intérieur de tout élément de M

est soit 0 ou q.

PREUVE. Soit t une combinaison-ordre tel que C; = C; et tel que pour toute

autre combinaison-ordre ¢, o Cs = Cy, on a que

SO < Y )] (3.0.3)

Me(2) Me(2)
Pour z = (z1, ..., Z,), posons
g(.’E) = (bt((pt(mli vy Tpn—2, Tn, :L'n_l), T1y .oy Tp-2, (Dt(x)) .

Soit @ = (aq,...,a,) € A" tel que g(a) # a;. On a que a € p,, car sinon
®,(a) = a1, Di(a1, -, An_9,0n, an 1) = a1 et alors g(a) = ®y(ar, a1, ..., An—2,a1) =

a.
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On a également que (a1, a,-1) € t(M) (ou M = a), car sinon $;(ay, ..., an_2,
Un,0n-1) = a1 et alors g(a) = ®(as, aq, ..., an—2, P:(a)) = a;.

Donc
g(a) = ®(an—1, 01, ... ,Gn_9, P:(a))
montre que, tout dépendant si (a;, a,) € t(M) et si (an_1, an) € t(M), g(a) =
an ou g(a) = an—1.
Donc pour tout a = (ay, ...,a,) € A™, on a que

g(a) # ay; <=a € o, et (al, an—l) € t(M) .

L’opération g est une semiprojection sur la premiére variable. Par les lemmes 1.1

et 1.3, il existe une opération ¢’, définie & partir de g, telle que
gla)=a, # a1 < a € o, , (a1,a, 1) € t(M) et (an-1,an) € t(M) .

Soit k 'opération définie & partir de ¢’ par la construction du lemme 1.3. On
peut vérifier que k = &y, ou t’ est la combinaison suivante :

Pour M € (:) on a
t' (M) = 13U {(a,b) € t(M): ilexiste c€ M ,a#c#b, tel que (a,c) €
t(M) et (c,b) € t(M)}.
On observe donc que
o, =kelf]=C,=0Cs,
donc que
o, cCs .
Par (3.0.3) nous aurons assurément que t' est trivial. Donc que
(M) =1y .

Alors pour tout (a,b) € t(M) , B c € t(M) tel que (a,c) € t(M) et (c,b) € t(M).
Donc t(M) est de longueur 1 pour tout ensemble de base M de t.
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Ainsi la premiére propriété est montrée.

Soit p le degré extérieur maximal de t(M), t(M) étant toujours un ordre

partiel. Pour z = (zy, ..., Z,) posons
215 = ‘I)t(ﬂ?h ey Tim1y Tigdy - 5 Ty 33i) )

et
h(z) = ®(T1, 21,2, -+ » Zipy Tpt1s - » Tn) -
Soit a = (ay, ..., a,) € A™ tel que h(a) # a;. Montrons que z;; = a; (donc que
(a1,a;) € t(M) (ou M = a)) pour tous j = 2, ..., p. Par la contraposée supposons

que z1; = a; pour un 2 < j < p. Alors on obtient
h(a) = ®.(a1, a2, ., Bj—1,81, 41, - 3 Qp; Qpt1, -, On) = Q1 ,

contrairement a notre hypothése.
Maintenant a € g,, car sinon z;; = a; pour tous j = 2,...,p et h(a) = a;.
Finalement
h(a) = ®.(a1,ag, ..., Ap, Gpt1, .-, Gn) F Q1
montre que (a1, a,) € t(M) et h(a) = a,.
Donc pour tout a = (ay, ..., a,) € A™ on a que

h(a) = a, # a1 <= a € 9, et (a1,a;) € t(M) pour tout 7 € {2,...,p,n} .

Donc h est une semiprojection sur la premiére variable. Soit [ 'opération
définie & partir de h par la construction du lemme 1.3. On peut vérifier que
[ = ® out” est la combinaison suivante :

Pour M € (’2) on a
t"(M) = 1, U {(a,b) € t(M) : I’élément a est de degré extérieur p}.

On observe que

o e Cs .
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Selon la minimalité de ¢ (voir (3.0.3)), on a forcément que ¢ = t”. Comme p est

maximal, on observe que le degré extérieur, pour tout élément de M, est soit 0

soit p.
Finalement, soit ¢ le degré intérieur maximal de t(M). Pour z = (z, ..., Z»)
posons
!
h (:L') = (Dt(mla vy Tn-1, (I)t(x% T1,Z35 -3 Tn-1, (I)t(xf% T1,T2, ..., (pt(mqv L1y, Tg-1,

Tg41, - Tn1,Tn)-- ) -
Soit a = (ay, .. ,a,) € A™ tel que h'(a) # a;. Pour j = 2, ..., ¢, posons
bj = ®(aj,a1, -, Qj1, Qjs1, - 5 Cn1, Pe(@jpn, ., Pulag, a1, ..o Gg-1, Ggy1, -, Gn)
L))

Montrons que b; # a; pour tous j = 2,...,q. Par la contraposée supposons

que b; = a; pour un 2 < j < g. Alors
bj—1 = ®i(aj_1,a1,...,8j-2,05, ..., Gn_1,05) = Q; .
Procédant de cette fagcon on obtient
by =ay et h'(a) =ay,

contrairement & notre hypothése.
Maintenant a € g,, car sinon on aurait b, = a4 et h'(a) = a;.
Comme b, # a, on a que by = a, et (aq,a,) € t(M) (o0t M = a). De la méme
maniére on obtient (a,—1,a,) € t(M) et ainsi de suite jusqu'a (as, a,) € t(M).
Finalement
h'(a) = ®u(a) # ay
montre que (a1, a,) € t(M) et h'(a) = an.

Donc pour tout a = (ay, ...,a,) € A™ on a que

h'(a) = a, # a; <> a € g, , (a;,a,) € t(M) pour tout 7 € {1,...,q} .
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Donc h' est une semiprojection sur la premiére variable. Soit m ’opération
définie & partir de A’ par la construction du lemme 1.3. On peut vérifier que

m = ®un, ou t” est la combinaison suivante :

Pour M € (ﬁ) on a
t" (M) = 13U {(a,b) € t(M) : Iélément b est de degré intérieur g}

On observe que

b € Cs .

Par (3.0.3) on a toujours que ¢ = ¢, donc comme g est maximal, on observe que

le degré intérieur, pour tout élément de M, est soit 0 soit q. O

3.1. CAS: n < |A| ET UNE SEULE BASE M.

Lemme 3.2. Soit M un sous-ensemble de A et n = |M| > 3. Soit R un ordre
partiel de longueur 1 sur M tel que tous les éléments de M, a degré extérieur non-
nul, sont de méme degré extérieur et tous les éléments a degré intérieur non-nul
sont aussi de méme degré intérieur. Soit f une opération n-aire telle que pour

tout a = (ay,...,a,) € A™ on a
fla)=a,#a; <= M =a et (a1,a,) €E R,

et soit C = [f]. Supposons qu’il existe au moins deux paires différentes d’éléments

a,b € M, a # b, tels que (a,b) € R. Alors le clone C n’est pas minimal.

PREUVE. Il y a trois facons différentes d’avoir deux paires différentes d’éléments
a,be€ M, a#0b, tels que (a,b) € R :
(1) Le degré intérieur commun ¢ des éléments aux degré intérieurs non-nuls
satisfait ¢ > 2.
(2) Le degré extérieur commun p des éléments aux degré extérieurs non-nuls

satisfait p > 2.
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(3)p=g=1let |R| >4

Cas (1) .
Pour z = (1, ..., Z,) et pour tout 7 € {2,...,n — 1} posons
Di(z,Tny1) = f(x1, o Tic1, F(Tiy Tay ooy Tim 1, Titdy oo s Ty Tt s Tn)s Tikls - s Tn)
et
Ei(z,zpy1) = f(z1, oy Tic1, [(Ziy Ty ooy Tim1, Tid 1y ooy Ty Tngl)s Tidkls - » L) -

Soit a = (ay,...,a,) € A™ et a,41 € A tel que D;(a,any1) # a;. Alors
Ay, ..., Gi—1, Qiy1, --- , On sont deux a deux distincts, f(a;, as, ..., a1, Git1,
vy Gpe1, Gnt1, Gn) = a; €t f(a) = a,. Alors M = é et (a1,a,) € R. De
plus pour k = {as,...,a,} 0N & Gny1 = @1 OU Apy1 € k. Siapy = aq, il
faut que (a;,a,) ¢ R.

En somme,

D’i(a) an+1) = Qn 7£ a) <= M=a ) (aluan) € R et

soit a,41 # a1 ou (a;,a,) € R .

Maintenant soit a = (a1, -..,a,) € A" et any1 € A tel que E;(a, ant1) # aq.
Alors ay, ... ,@;_1,i41, --- , G, sont distinets, f(a;, a1, ..., @1, Gig1, - CGno1,
Uni1) = a; et f(a) = a,. Alors M = a et (a1,a,) € R. De plus pour
I ={a1,...,an_1} ON & @py1 = @y OU Gpy1 € L. Si apy1 = a, il faut que
(a;,a,) ¢ R.

Donc finalement,

Ei(a’7 a'n+1) = 0n # a) < M=a ) (a'lva'n) € R et

soit ani1 # a, ou (a;,a,) ¢ R .



Pour z = (21, ..., Z,) posons maintenant
91(T, Tny1) = Do(z1, .., Tno1, D3(z1, oy Tty Dol (Dn1(@1, oo s Tng1)s oo s Tngl),
Tnt1)
et
(T, Tng1) = Eo(T1, oy Tn1, E3(Z1, oy T, Ba(oo . (Bn1 (21, oo s Tag1)s ooy Tot1),
Tpt1) -
Soit a = (a1, ..-,a,) € A™, ap41 € A et
z = Ds(ay, ..., an-1, D4(...(Dn-1(a, @nt1), @Gnt1), -, Gn1) -
Alors,

91(a, any1) # a1 <= Do(ay, ... yOn—1,2,0n41) =2 , M =4, (a1,a,) ER

et apy1 = a1 = (aq,a,) ¢ R .
Si 'on continue de la méme fagon on obtient

91(a, ant1) # a1 <= 91(a,0ny1) = an F a1, M =a, (a1,0,) ER
et a1 = a1 = (a;,a,) ¢ R pour tous ¢ = 2,...,n — 1
< gi(a,an41) =a, # a1, M=a, (a1,a,) € R

et a,4+1 = a1 = a, est de degré intérieur 1 .

Par I’hypothése sur les degrés intérieurs du Cas (1), on peut remplacer

I'implication par a,,1 # a;.

Par le méme argument, pour a = (ay, ..., a,) € A", a,4+1 € A on a que

gn(a’ an+1) #a; < g'n(a'a a"n+1) =a,#a1,M=a, (alaan) €R

®

et app1 = a, = a, est de degré intérieur 1 .
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Par ’hypothése sur les degrés intérieurs du Cas (1), on peut remplacer
I'implication par a,1 # a,.
En somme on obtient
g1(a, 1) =an # a1 <= M =a, (a1,a,) € Ret app1 # 01
et
gn(@,0n11) =an #F a1 <= M =a, (a1,a,) € R et any1 # an -
Pour z = (z1, ..., Z,) posons maintenant
B(z,zp41) = f(z1, T3, -y Tn—1, Tny1, f(T)) -
Soit a = (a1, ...,a,) € A™ et a,41 € A 0n a que
B(a,apy1) =0, # a1 <= M =a, (a1,a,) € Ret ape1 =as .
Posons
Us =z,
et pour tout 7 € {3,...,n — 1} posons
U; = f(z1, B(To, Tiy T1, T3, o, Tie1y Tid1y ooy Tng1 )y L3y oor L1, Ui—1)
Soit a = (ay,...,a,) € A™ €t a,41 € A. Alors
Us(a, any1) # a1 <= Us(a,ane1) = an # a1
< {a1,B,as,...,a,} = M et (a1,a,) € R
< B=ay,a= M et (a,a,) € R
<= a=M, (a1,a,) € Ret apy1 # asz .

Par induction sur 2 = 3, ... ,n — 1 le méme argument montre que

U,-(a,, an+1) = Qn ?é a] <—= a=M . (al,a,,v) € R et Qpy1 é {CL3, ,(J,i} R
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en particulier
Un_l(a, anH) = an ‘f" o <<= a=M, (al,an) € R et Any1 ¢ {ag, ,an_l} .
Soit z = (z1, ..., Tn) POSONS

U(I7 xn+1) = gn(l'l; coe 3y Tp—1, 91(331; ooy Tp-1, 91(332, T1yeer y Ln—1, Un—la $n+1),

Tnt1); Tnyl) -
Pour tout a = (ay, ...,a,) € A" et a,41 € A on a que

U(a’a‘n+1) = Qn # a) <= M=a ) (al7a’n) €ER y On4l 74 An
(a2aa’n) €ER y On41 7£ ay , Qny1 7é an et

Un—l = Qn .
En somme on obtient que

Ulag,tpp1) =an a1 <= M =4a, (a1,8,) € R, Gns1 # @n , (a2,0,) E R,

Uni1 # 01, Gni1 # Q2 €t an1 € {as, ..., 001}
<< M=a, (a1,a,) € R, (as,a,) € Ret

Qi1 ¢ M .

Finalement U est une semiprojection (n -+ 1)-aire sur sa premiére variable.
De plus U est non triviale. En effet, par hypothése, il existe trois éléments
distincts aq,as,a, € M tels que (a1,a,) € R et (az,a,) € R. Pour
M\ {a1,a2,a,} = {as,...,an-1} €t ay11 € A\ M on obtient U(a, @ns1) =
a, # a;. Le fait que U soit une semiprojection non triviale d’arité n + 1
montre que [f] n’est pas un clone minimal (lemme 2.2).

Cas (2) .

Pour z = (z1,...,Z,) et pour tout ¢ € {2,...,n — 1} posons

‘/i(m7xn+l) = f(xlu f(f(xly w3 Tim1y Togely Tigly -o- ,.'13”),173, ,In7x2)7£3a 7$‘n) .
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Soit a = (ay,...,a,) € A™ et a 41 € A on a que

‘/i(avan-i-l) = 0n 7é a) < M=a ) (alva’n) € Ret
f(f(ala ey @1, Qng 1y Aigely oy a’n)v as, ..., Qn, a2) = Qg
< M=a, (a1,a,) €E R,

(al,ag) € Ret An41 7é a; .

Pour z = (21, ..., Z,) posons maintenant
‘/l,n(-'L‘a xn-}—l) = f(:L'l’ f(f(xlv cer y Tp—1, f(mn-i-l)xQ) 73371))73:3, 7$n7$2)7$31 cery
Tn)
et
V(x) xn-}—l) = ‘/l,n(‘rla .- 1-Tn—17 ‘/2("1:1) ):L"n—17 eee Vn—l(l‘7 xn+1); mn+1); ety xn-{-l)a
$n+1) .

Il faut tout d’abord caractériser Vi ,. Soit a = (ay, ..., an) € A™ €t a1

€ A. Posons
d= f(ali vy Gn1, f(an+1a g, ... )a’n)) )

c= f(d,as,...,a,,a2) ,
et dénotons par P I’énoncé « @ = M, (ay,a,) € R ».
Alors
Vin(@, ans1) # a1 <= Via(a, ans1) = an # a1
<= Petc=as
< P ,d=a; et (a1,a3) € R
< P, (a1,a7) € Ret f(any1,09,...,0n) # an

<= P, (a1,a2) € Ret ay # Gng1 # On -
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Pouri=2,...,n— 1 soit

v = ‘/Ti(al7 ey -1, Vi+1(a1) ooy Qp—1, .-t aVn—l(a) a’n-{-l)) a’n-{-l)’ 1a’n+l)7 an+1) .

Alors

V(a,any1) # a1 <= V(a,any1) = an # a1
< P, (a1,a2) € R, any1 ¢ {a1,a,} et v2 =a,
< P, (a1,a2) € R, any1 ¢ {a1,090,a,} et v3 = a,

<= P, (a1,a2) € R, any1 ¢ {a1,09,a3,a,} et v4 = a,

<— P , (al,ag) € Ret An+1 ¢]\([ .

En résumé, pour tout a = (ay, ...,a,) € A" et a1 € Aona

V(a,ane1) =an # a3 <= M =a, (a1,a,) € R, (a1,a2) € Ret any1 ¢ M .

Finalement V est une semiprojection (n+ 1)-aire sur sa premiére variable.
De plus V est non triviale. En effet, par hypothése, il existe trois éléments
distincts a1, as, a,, dans M tels que (a1, a2) € R et (a1,a,) € R. Pour M'\
{a1,a2,a,} ={as,...,an_1} €t any1 € A\ M on obtient V(ay,...,a,41) =
an, # a;. Le fait que V est une semiprojection non triviale d’arité n + 1
montre que [f] n’est pas un clone minimal.

Cas (3) .

Pour z = (zy, ..., z,) et pour tout ¢ € {2,...,n} posons

Qi(iE, :En+l) = f(fEl, ey Tp—9, f(.’L'Q, f(.’l?l, oy Ti—1, Ty 1, Tig1, --- ,iL'n). T3y... y Tpn-9,

Tn, Tn- 1); mn) .
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Soit a = (ay,...,a,) € A" et a,41 € A on a que

Qi(av an+1) 75 a) <= Qi(aa an+1) = Qn 7é a

< M=a ’ (a'han) € Ret f(a27 f(a‘h ey A1,
Qn41 i1, - 7a‘n)7 as, ..., Ap—2,0n, a‘n—l) = Qn-1

= M=a, (a1,a,) € R, (ag,an_1) € R et

Qnt1 7 Qi -

Pour z = (zy, ..., z,) posons maintenant

Ql(xamn-i—l) = f(xl, f(an Tn+1, T3, - axn—21$n7xn—1)7x3) 1$n)

et

Q("E) In-}-l) = Ql(xlv w3 Tp1, QZ(:EI, ey Tp—1y ooy Qn(za In-{-l)a xn-{—l)a 7xn+l)f

mn-}-l) .

I faut caractériser ;. Soit a = (a1,...,a,) € A" et a,41 € A. Alors

Qi(a,an41) =an# a1 <= M =4a, (a1,a,) € Ret f(as,ane1,03, ..., 0, 9,
n, Gn-1) = Q2
&< M=a, (a,a,) € Ret

Qn+1 = Q1 = (a'2;a'n—1) ¢ R

Soit a = (a1, ...,a,) € A", any1 € A et pour i = 2,...,n posons

g = Qi(a‘l7 ey A1, Qi+l(a‘la R ¢ S PP 7Q'n(a) a’n—}—l)a a’n+l)7 )a’n+l)7 an—}—l) .
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C.
Dénotons par P I’énoncé « M = a, (a1,a,) € R ». Alors
Q(a, any1) # a1 <= Q(a,any1) = an # a1
< Q1(a1, -, 8n_1, G2, Gny1) = Gn
< P ,q=a, et a1 =a; = (az,a,-1) ¢ R
<= P ,an41 =01 = (a2,an-1) ¢ R, @3 =0y , (a2,a,-1) € R
et any1 # G2
< P, any1 € {a1,02} , (a2,00-1) € Reet g3 = ay
<= P, any1 € {a1,02,a3} , (a2,a,-1) € R et ¢4 = a,
< P, an41 ¢ M et (ag,an-1) ER.
Donc pour tout a = (a1, ...,a,) € A" et a,41 € A, on a que
Q(a,0n11) =anF# a1 <= M =a, (a1,a,) € R, (az,an—1) E Ret apy1 § M .
Comme précédemment on a que @ est une semiprojection (n+ 1)-aire non
triviale par ’hypothése du cas (3). Puisque @ € [f] ceci implique que C
n’est pas un clone minimal.
tJ
Lemme 3.3. Soit M un sous-ensemble de A tel que n = |M| > 3 et soit a, b
deuz éléments distincts de M. Soit f une opération n-aire sur A telle que pour
tout ¢ = (a1, ...,a,) € A" on a
fle)=an#ay <= M=¢,a,=aceta,=5b
et soit C = [f]. Alors C est un clone minimal.
C PREUVE. Afin de démontrer ceci, nous devrons travailler avec des opérations

g(x1, ..., %) engendrés par f et nous servir de cinq faits concernant ceux-ci.
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Définissons tout d’abord la notion de longueur, profondeur et de premiére vari-

able.

On appelle g € [f] m-aire, une opération terme (de 'algébre < A; f >). Elle
est donnée par au moins un terme (de l'algébre < A;f >), ce qui en fait une
expression formée correctement a partir des symboles z1, ..., T,, des variables.

Par exemple, pour n = 3 et m = 4, dans

g(l‘l, ,IL‘4) S f(f(d?g, I3, 1134), f(f(xg, Ta, 5171), i, 334), £E3) (311)

la partie de droite est un terme et g, donné par (3.1.1), est une opération terme.

La premiére variable d’'un terme est la premiére variable rencontrée dans le

terme si 'on va de gauche & droite, p.ex. zo dans (3.1.1).

La longueur d’un terme est le nombre de symboles f et des symboles de vari-

ables dans le terme, p.ex. 13 dans (3.1.1).

Un terme peut étre représenté par un arbre avec une racine, ou la racine est
de degré n, les sommets intérieurs sont de degré n + 1 et les feuilles de degré 1.
Pour le terme (3.1.1) larbre est représenté a la Fig 3.1.

A chaque feuille correspond une variable tandis que le symbole f correspond
a tout autre sommet. La profondeur d’un terme est la longueur maximale des
chemins allant de la racine a une feuille, p.ex. la profondeur du terme (3.1.1) est
3.

Dans les faits 1 & 5, Popération g(zy,...,Z,) est donnée par un terme, d =

(@1, .. am) EA™ et 1 < i< m.

Fait 1. Soit g une opération m-aire et x; la premiére variable dans g. Si g(d) # a;

alors d D M, a; = a et g(d) = b.
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PREUVE. Par induction sur la profondeur £ du terme. Pour k£ = 1 le terme est
f(zy,...,x,) oul; > 1 pour tousi=1,...,n.

Comme g(d) # a; onaque l; =i, l, =net {l,..,L,} ={1,...,n}.

Alors {ay,...,an} = M, a; =a et g(d) =b.

Supposons que ’énoncé est vrai pour tous les termes de profondeur au plus
k et soit t un terme de profondeur k£ + 1. Alors le terme est de la forme
f(t1, ..., tn) ot t;(z1, ... , T ) sont des termes de profondeur au plus k (3 = 1, ..., n).
(Pour 'exemple (3.1.1) on aurait ti(z1,...,74) = f(z2,23,%4), ta(T1,...,2T4) =
f(f(z3, T2, 21), 21, 24) €t t3(21,...,Z4) = T3.)

Soit g; I'opération terme correspondante au terme ¢; et soit ¢, = gi(d) (I =
1,...,n). Evidemment la premiére variable de g; est z; et f(ci, ..., ¢n) = g(d) # a;.

Alors par la définition de f on a que {cj,...,cn,} = M, ¢c; = a, ¢, = b et
g(d) = b. De plus chaque ¢; € {a1,...,a,} et donc d D M. Ceci conclut I'étape

d’induction et démontre le Fait 1. O

Fait 2. Soit g une opération m-aire. Si g(d) = a; alors x; est la premiére variable

dans g.
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PREUVE. Soit z; la premiére variable du terme. Posons a; = a et a; = b pour tous
led{l,..,m}—{i}. Comme a,b € M, d’aprés 'hypothése on a que g(d) = a;.
Du fait que n > 3, pour tout (e, ..., &) € {a,b}™ on a f(ey,...,em) = €;1.

Ceci permet de simplifier graduellement 'expression g(d) en allant du bas
vers le haut (Pour exemple (3.1.1) on aurait g(d) = f(as, u,v) = ag, olt ay = a,
u= f(f(as,as,a1),a1,aq) € {a,b} et v=as € {a,b}).

De a = a; = g(d) = a; et a # b on obtient la conclusion voulue i = j. O
Fait 3. Soit g une opération m-aire. Soit ¢ € M et posons
¢, poura; ¢ M,
a;, Sinon.

Les deuz affirmations suivantes sont vraies : (1) Si g(d) = a alors g(d') € {a, b}
; (2) sig(d) € M\ {a} alors g(d') = g(d).

PREUVE. (1) Nous procédons par induction sur la profondeur de g.

(i) D’abord soit g de profondeur 1 et g(d) = a. Alors

g(l‘l, ,CEm) = f(.'IIil, ,fEin) oul< ’l:l, ,’in <m.
Alors
a = g(d) = f(a’i17 "'aaim)
montre que a;, = a et si {a;,,...,a;,.} = M, alors a;,, # b.

Comme a € M on a a;, = a et donc f(aj ,...,a; ) € {a,b}.

(ii) Soit £ > 1 et I’énoncé (1) vrai pour les opérations terme de profondeur
au plus k. Soit g(x1, ..., Z,,) une opération terme de profondeur k + 1 tel
que g(d) = a.

Il existe des opérations termes g;(z1,...,ZTm) (2 = 1,...,n) telles que

9(x1, ooy Tm) = f(G1(L15 o, Tim)y oo s Gn(T1, v Tm))



Alors
a=g(d) = f(g1(d), .-, gn(d))

montre que g;(d) = a. Par ’hypothése d’induction g;(d') € {a, b} et donc
g(d') € {a,b}. Ceci termine I’étape d’induction et démontre (1).

(2) Par induction sur la profondeur de g.

(1) Soit g de profondeur 1 et soit g(d) = e € M \ {a}. Alors

e =g(d) = f(ai,, -, ai,)

et donc a;, =e € M. Alors a;, = e et
g(d) = fle,aiy, ..., a; ) =e=g(d) .

(ii) Soit k& > 1 tel que (2) est vrai pour toute opération terme de profondeur au
plus k. Soit g une opération terme de profondeur k + 1 et soit g(d) =e €
M\ {a}. Alors il existe des opérations termes g;(x1,...,Tm) (1 =1,...,7n)

telles que
e = g(d) = f(g1(d), ..., gn(d))

Comme e # a on voit que g;(d) = e. Par I'hypothése d’induction g;(d’) =

e et donc

g(d) = f(e, g2(d), .., gn(d')) = € = g(d) .

Ceci termine I’étape d’induction et démontre (2) et le Fait 3.

g

Fait 4. Soit g une opération m-aire et soit g(d) = a1 pour tout d € M™. Alors

g(d) = a; pour tout d € A™.

PREUVE. Tout d’abord, par le Fait 2, on a que z; est la premiére variable dans g.

Nous montrons le fait par induction sur la profondeur & d’une opération terme.
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(i) Soit k = 1. Par ’hypothése
gldy=ayside M™
et donc par le Fait 2 on obtient que z; est la premiére variable de g, c.-a-d.
g(z1, ..., Tm) = f(z1,Zip, ..., T3, ) pour certains 1 < iy, ..., 0, < m.

Supposons par absurde qu’il existe d € A™ tel que g(d) # a,. Par le Fait
l,onadD M, a =aet g(d) = b. Posons
a, poura; & M,
a;, sinon.
Donc d' € M™ et par le Fait 3 on a g(d') = b, une contradiction.
(ii) Soit k > 1 et le Fait 4 vrai pour les opérations terme de profondeur
au plus k. Soit g(z1, ..., %) une opération de profondeur k + 1 tel que

g(d) = a; pour tout d € M™. Il existe des opérations terme g;(z1, ..., Tp)

(t=1,...,n) telles que

9(Z1, ., Tm) = f(1(Z1, s Tm)y oo s Gn(T1, o s Tn))

Supposons par absurde qu'il existe d € A™ tel que g(d) # a;. Nous
obtenons deux cas possibles.

(a) g1(d) # a;. Alors a; = a et g1(d) = b (par le Fait 1). Posons

a, poura; & M,

a;, sinon.

Alors d € M™. Par le Fait 3 on a g,(d’) = b. Donc

9(d') = f(b, gad), ..., gn(d)) = b,

une contradiction.



(b) g1(d) = ay. Alors

g(d) = f(a1,92(d), -, gn(d)) # a1

montre que a; = a et g(d) = b. En reprenant la méme construction
pour les aj, on obtient que d' € M™. Par le Fait 3 on a g(d') = b, une
contradiction.

Ceci termine ’étape d’induction et démontre le Fait 4.
0

Fait 5. Le clone C ne contient aucune semiprojection non triviale d’arité > n.

PREUVE. Nous savons qu’une semiprojection d’aire > n sera une projection sur
I’ensemble M, car celui-ci est de cardinalité n. Donc par le Fait 4, que nous
venons de démontrer, ceci implique que ce sera aussi une projection sur I’ensem-
ble A.

[l

Nous pouvons maintenant retourner a la démonstration du lemme 3.3. 11
existe assurément un clone minimal C’ contenu dans C. Il s’agit de montrer que
C'=2C.

Le clone C' est généré par une semiprojection m-aire g qui est, par le lemme
1.7, de la forme g = ®, pour une combinaison s. Par le Fait 5, m = n et alors,

en utilisant le Fait 1, on voit que g = f. Donc
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3.2. CAS : n=|A|

Définition 3.4. Nous appellons ordre lisse un ordre partiel R de longueur 1 sur
A tel que si (a,b) € R, (¢,d) € R, a # b et ¢ # d, alors il existe un automor-
phisme a de (A, R) avec a(a) = ¢ et a(b) = d.

Lemme 3.4. Soit R un ordre partiel sur A tel que le clone Cr est minimal. Alors

Cr = Cs pour un ordre lisse S sur A.

PREUVE. Soit § un ordre partiel de cardinalité minimale par rapport aux ordres
partiels avec la propriété Cs = Cg. Selon le lemme 3.1, S est de longueur 1 et
il existe deux entiers positifs p, ¢ tels que tous les éléments de A sont de degré
extérieur égals & 0 ou p et de degré intérieur égals & 0 ou ¢g. Si soit p ou q égale
1, S est assurément lisse. Donc soit p, g > 2.

Posons f = ®g. Soit (a,b) € S tel que a # b. Réarrangeons tous les éléments
de A dans un n-tuple ai,...,a, de facon a ce que a; = a et a, = b. Commme
I’élément b est de degré intérieur au moins 2, nous pouvons donc poser, sans
perdre de généralité, que (ag,a,) € S.

On considére le n-tuple de variables zy, ... , z,. Pour chaque paire (3, j) de nom-
bres distincts dans {1, ..., n}, nous définirons par X; ; la séquence (z;, zy,, ..., Z1,_,, ;)
ouly < ... <lyyet{ils...., 01,5} = {1,...,n}. Si, de plus, k est un nombre
dans {1, ...,n} différent de 4, 7, alors Xi’fj sera la séquence X; ; sans la variable x.

Pour chaque semiprojection A n-aire sur A sur la premiére variable telle que
h(zy,...,zn) € {1,Z,} VZ1,...,Z, et pour chaque paire (i,5) de nombres dis-
tincts dans {1, ..., n} on définit une opération n-aire ¢; ;(h) sur A en la distinguant

de six fagons différentes.

1¢" cas : Si (a;,a;) € Seti¢ {1,n}, on pose, pour z = (T1, ..., Tn),

Gji(h)(z) = f(z1, ..., zim1, F(Xij), Tig1, -, Tno1, B(T)) .
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Soit b= (by,...,bn) € A™ et B; j = (bi, by, ..., bi,_,, b;) on a que

Gij(h)(b) # by <= f(Bi;) =b; , h(b) =b, , b= Aet (b,b,) € S

< (bi,b;) €S, h(b) =b, ,b=Aet (b,b,) €S .

2™ cas : Soit (a1,a;) € S. On pose, pour T = (x1, ..., ,),
Cl,](h)(x) = f(xla ey Tn—1, f(l‘Q: f(Xl,j)va::h vy Tn—1, h(x))) .
Soit b = (by, ..., bn) et By ; = (b1, by, ..., b, _,, b;) on a que

C1,(h)(B) # by <= f(b, f(B1;), b3, 1 b1, h(D)) = b, , b= A et (by,b,) €S
= f(Bij)=b1, h(b) =b, , (b, b)) €S ,b=Aet (b,b,) €S

= (b1,b;) ¢ S, h(b) =b, , (by,b,) €S ,b=Aet (b,b,) €S .

3ieme nqq - Qopit (anyaj) ¢ S. On pose, pour T = (331, ,$n)7

Cui(R)(x) = f(Z1, o s Tt f22, 21, T3, -, T 1, f(R(2), XT5)))

oup=1sij#letp=2sij=1.

Soit b= (by,...,b,) € A™ et B}, = (bp, b, ..., by,_,, b;) on a que

Cn,](h)(b) ’_Ié bl — f(b2,b1a b3) abn—hf(h'(b)a B;)l,])) = bn ) l;: Aet (b17bn) €S
> f(h(b),By;) =by , (bs,bs) €S, b= Aet (by,b,) €S
<= (bn,b;) € S, h(b) = b, , (ba,bn) €S, b=Avet (by,b) €S .

4'me cas: Soit (¢,7) est telle que (a;,a;) € S et 5 ¢ {1,n}. On pose, pour z =

(Ili eey :E'n)a

Cl,](h)(x) = f(a:l) axj—la f(Xi,j)7:I"j+17 <. Tp-1, h’(m)) .
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Soit b = (b1, ...,b,) € A™ et B;j = (bi, by, ..., bi,_,,b;) on a que
Gij(h)(b) # by <= f(Bi;) =b; , h(b) =b, , b= Aet (b,b,) €S
<= (b;,b;) €S, h(b)=b,,b=Aet (b,b) €S .
5%me cas: Soit i # n et (a;,a;) € S. On pose, pour T = (1,0, Tn),

Gi(h)(z) = fz1, ... s Tom1, FIF(Xin), T2y ooy T, R(T))) .

Soit b= (by, ..., bn) € A™ et B;1 = (bi, biy, ..., by, _,,b1) on a que

Ci1(h)(b) # by <> F(F(Bi1), b2y vr, b1, (b)) = by , b= A et (by, by)

< f(Bin) =b1, h(b) =b, ,b=Aet (by,b,) €S

<:>(bi,b1)65,h(b):bn,b= et (bl,bn)ES.

6™ cas: Soit (a;, a,) € S. On pose, pour z = (x4, ..., z,,),
gz,n(h')(z) = f(zla v 3 Tp—1, f(inpv h( ))) .
oup € {1,...,n— 1} et est un nombre différent de 1.

Soit b= (b1,...,b,) € A™ et B}, = (b;, by, ..., bi,_,, by) on a que

Gin(R)(b) # by <= f(B}, h(b)) = b, , b= Aet (by,b,) €S

< (bi,b,) €S, h(b) =b, , b= Aet (b),b,) € S.

En somme, dans tous les cas, pour b = (by, ..., b,) € A", onaque G ;(h)(b1, ...
b < :

(1) b=4,

(2) h(b) = bn,

(3) (b1, ba) € 5,

(4) (b:;b;) € S = (ai,05) € S,

(5) Si (as,a;) ¢ S et i€ {1,n}, alors (by,b,) € S.

60
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Définissons maintenant I'opération g comme suit : g = (12(...(Crn—1(f))--)
ol entre (1 et {,n—1, ON & toutes les opérations (; ; avec (4,7) € {1,...,n}% i # j
dans n’importe quel ordre.

Soit b = (by, ..., b,) € A™ tel que b € ¢, alors g(b) = b;.

Par hypothése (a1,a,) € S et (as,a,) € S donc les conditions (3) et (5)
deviennent inutiles, tout comme la condition (2), car nous n’avons plus de fonction

h. Pour tout b = (by,...,b,) € A™ on a que
g(b) # by <— b= A et pour tous i, € {1,...,n}, avec i # 7, on a que (b;,b;) €
S ssi (ai,a) €°S.
Soit S’ la relation binaire sur A définie par (u,v) € S’ si u = v ou s'il existe
une permutation = de {1,...,n} telle que 4 = a1y, ¥ = Gn(n) €t pour tous
i,j € {1,...,n} on a que (a;,a;) € S <= (ar(), an(s)) € S.

La derniére condition peut étre formulée comme suit : Soit 7 une permutation

de {1,...,n} et ¢, l'application a; — ar;).

Une permutation % de A est un automorphisme de S si pour tous (a,b) € A*
(a,b) € S <= (¢Y(a),y(b)) € S .
L’ensemble des automorphismes de S est dénotée par Aut(S). Alors
S = 13 U{(ar(1), On(n)) : o € Aut(S)} .

Par hypothése (a1,a,) = (a,b) € S. Comme ids (la permutation identité)
appartient & Aut(S) on a que (a,b) € S’ et donc S’ est non triviale. De (a;,a,) €
S on voit que S’ C S et donc par la minimalité de S on obtient S’ = S.

Alors pour chaque (c,d) € S avec ¢ # d il existe ¢, € Aut(S) tel que (c,d) =
(@r(1), @r(ny)- Ceci montre que S est lisse.

L]

Lemme 3.5. Soit R un ordre lisse sur A. Alors Cr est un clone minimal.
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PREUVE. Définissons C comme I'ensemble des opérations f(zy, ..., z,) sur A pour
lesquelles il existe un ¢ € {1,...,m} avec les trois propriétés suivantes :

(1) (as, f(a1, ... am)) € R, Vay,...,am € A,

(2) si {a1,...,am} # A, alors f(ai, ..., am) = a;,

(3) f préserve tous les automorphismes de (A, R).

Bien entendu C est un clone. De plus Cr C C. 1l existe un clone minimal &
intérieur de Cr et selon le lemme 3.4 ce clone minimal sera égal 4 Cg, S étant un
ordre lisse sur A. Comme Cs C Cg, S C R. Nous voulons maintenant montrer

que RCS.

Comme Cs n’est pas un clone trivial, il existe a,b € A, a # b, tels que
(a,b) € S.
Soit (c,d) € R tel que ¢ # d. Alors il existe un automorphisme h € (A, R) tel
que h(a) = c et h(b) = d. Soit e = (a,ag, ..., an_1,b) € A™ tel que
(I)s(e) =b.
Alors par (3) on a
Ds(h(e)) = h(Ps(e))
@, (h(a), h(az), ..., h(an-1), h(b)) = h(b)

®s(c, has), ..., h(an_1),d) = d

ce qui montre que (¢,d) € S. Donc RC S. O
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Conclusion

Pour conclure, nous avons par le lemme 3.1, que lorsque s est une combinaison-
ordre telle que C; est un clone minimal, alors Cy = C; pour une combinaison-ordre
t qui a les propriété que pour tout ensemble de base M de ¢, ¢(M) est de longueur
1 et il existe deux entier positifs p et ¢ tel que le degré extérieur de tout élément
de M est soit 0 ou p et le degré intérieur de tout élément de M est soit 0 ou q.

De plus, dans le cas ou n = |A|, les clones minimaux sont égaux a Cg, R étant
un ordre lisse sur A (ceci nous est donné par le lemme 3.4 et 3.5).

Donc, en joignant ceci & la conclusion du chapitre deux, nous obtenons que
tous les clones minimaux de quasiprojections générés par des semiprojections n-
aire sont de deux types ;

(1) Cr pour une relation d’équivalence R sur A qui a au moins un bloc non
singleton et dont tous les blocs non singletons sont de la méme cardinalité.

ou
(2) Cr pour un ordre lisse R sur A.

Et tous les clones de ces deux types sont des clones minimaux.

Finalement, lorsque n < |A|, nos conclusions sont différentes de celles du
chapitre 2 portant sur les combinaisons-eq. En effet, nous avons ici prouvé que
tous les clones minimaux correspondant & une combinaison-ordre avec une seule
base M sont de la forme C;, ol s est une combinaison avec une seule base M et

tel que s\ id4 est de cardinalité 1.
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