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SOMMAIRE

Ce mémoire est d’abord une présentation de quelques preuves connues de 1'in-
égalité fameuse de Bernstein pour les polynémes algébrique et trigonométriques
a coefficients complexes.

Nous présenterons ensuite une étude détaillée des cas d’égalité d’un raffine-
ment de 'inégalité de Bernstein dii & Ruscheweyh. Pour cela nous étudierons en
profondeur un article récent de Dryanov et Fournier.

Nous nous attarderons finalement & déterminer les polyndémes extrémaux
d’une classe de raffinements de 'inégalité obtenus récemment par Frappier, Rah-

man et Ruscheweyh.

Mots-clés : Polynémes algébriques, polynémes trigonométriques, inégalité de Bern-

stein.
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SUMMARY

This masters thesis is a presentation of several known proofs of Bernstein’s
inequality for algebraic and trigonometric polynomials with complex coefficients.

We will then present a detailed study of Ruscheweyh’s equality case of one of
the refinements of Bernstein’s inequality. For this we will study in detail a recent
paper by Dryanov and Fournier.

We will finally determine the extremal polynomials of a class of refinements
of Bernstein’s inequality that were first obtained by Frappier, Rahman and Ru-

scheweyh.

Keywords : Algebraic polynomials, trigonometric polynomials, Bernstein’s in-

equality.
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INTRODUCTION

Considérons un polynome de degré n, bien entendu de module borné sur
le disque unité du plan complexe. Que peut-on dire de la taille de sa dérivée?
L’inégalité de Bernstein répond a cette question en montrant que le module de
la dérivée est en quelque sorte comparable au maximum sur le disque unité du
module du polyndéme.

La forme classique de I'inégalité de Bernstein est
7'l < =lpll, n =1
pour tout polynéme p de degré plus petit ou égal & n. Ici

lall = maxlq()]
pour chaque polynéme g de degré plus petit ou égal & n. En outre, les polyndmes
p pour lesquels ||p'|| = n||p|| sont uniquement des mondmes de degré n ou la
constante identiquement nulle. Dans ce contexte nous appellerons ces polynémes
des polynémes extrémaux.

Une extension de ce résultat aux polynémes trigonométriques a été démontrée
par S. Bernstein pour les polyndémes sinusoidaux et aussi pour les polynémes
cosinusoidaux en 1912. La forme de l'inégalité de Bernstein présentée ci-dessus
fut d’abord trouvée par M. Riesz en 1914.

Dans ce document nous allons étudier quelques preuves de l'inégalité de Bern-
stein, quelques raffinements de la méme inégalité ainsi que les polyndmes extré-

maux pour ces raffinements. L’inspiration de cette étude des cas d’égalité est
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principalement due & un article de Dryanov et Fournier de 2002 ot ils ont démon-

tré que les polyndémes extrémaux du raffinement

2n
26/ (2)] + =5 laol < nllpll, m 22, 1] < 1,

ag étant le coefficient constant du polynéme p de degré plus petit ou égal a n,
sont tout simplement les monémes de degré n ou le polynéme identiquement nul.

Ce résultat est élégant dans sa simplicité et aussi par le fait que le cas d’égalité
de I'inégalité de Bernstein dans sa forme classique conduit aux mémes polynémes

extrémaux. Ceci méne & ’étude des cas d’égalité des raffinements :

29/ (2) = Ap(2)| + dalaol < (= Nllpll,  n=2 0<A<Z, (1)

29/ (2) — §-| tdalaol < (=)o, m22, @)
127(2) — (b(2) — p(0))| + dulao] < (= Dllpll, 7 >2, 3)
[p(R) - p(2)] + dalaol < (B" — Dlpl, n>2, R>1,  (4)

12 (2)] + dulon] < nlpl), n>2, (5)

|2p'(2)] + dnlaz| < nllpll, n 2 6. (6)

Ces raffinements ont été démontrés dans une série d’articles par Frappier, Rah-
man et Ruscheweyh. L’initiative de ces raffinements remonte & des séminaires de
I’Université de Montréal en 1982 ou Ruscheweyh nous a fourni le cas particulier
de l'inégalité (1) avec A = 0. L’objet de cette étude est de démontrer les étapes
principales qui nous ont permis de répondre a la question suivante : Est-ce que
les polyndmes extrémaux des variations ci-dessus de l'inégalité de Bernstein sont

des mondmes ?



Chapitre 1

QUELQUES RESULTATS DE LA THEORIE
DES SERIES DE FOURIER

Dans ce chapitre nous ferons un rappel de quelques résultats de la théorie des
séries de Fourier. Les résultats de ce chapitre peuvent étre retrouvés dans [11]
et [13]. Nous allons utiliser ceci dans le chapitre suivant ot nous démontrerons
I'inégalité de Bernstein.

Les notations suivantes seront utilisées tout au long de ce document. La partie
réelle de z € C est Rz. La partie imaginaire de z € C est Iz. Nous dénotons
D= {2 € C : |z| <1}, le disque unité fermé du plan complexe. Nous dénotons
D={z€C : |z| <1}, le disque unité ouvert du plan complexe. Nous dénotons
OD = {z € C : |z| = 1}, le cercle unité du plan complexe. Nous dénotons par
P,,, I'ensemble des polynémes de degré au plus n a coefficients complexes, c’est a
dire que si p € P, alors p(z) = Y _._,a,z” ou a, € Cet z € C. Pour tout p € Py,

dénotons [[p]| = sup.cp Ip(2).

1.1. LE NOYAU DE DIRICHLET ET LE NOYAU DE FEJER

Etudions en détail le noyau de Dirichlet.
Définition 1.1.1 (Le noyau de Dirichlet). Le polynéme trigonométrique
Dn(6)= > €, 6eR
pH=-—m
est appelé le noyau de Dirichlet.

Nous avons le résultat immeédiat :



Théoréme 1.1.1 (Le noyau de Dirichlet).

. l 6
Pour tout 0 € R, D,,(6) = —Slll[(wt 2) ] (1.1)
sin(z)

DEMONSTRATION. D’aprés les propriétés des fonctions exponentielles, on voit

que,

Dn(@) =14 e e =142R) e
p=1 u=1
o0 _ gilm+1)0
1—e® ]
¢ (i(m+1)8
—] — 2R .
1— e’o] [ 1—e

eie(l _ e—iG)
=1+2m5izﬁfgﬁ

=1+ 2R]

=1+ 2% ]

(ei(m+1)9)e—%

(1 —eif)e~%

|- 2% |
ei@ . 1 ei(m+%)9
=R g
Rieim+2)?]  sin[(m + 3)6)]

=1-1
sin(%) sin &

Regardons maintenant en détail le noyau de Fejér.

Définition 1.1.2 (Le noyau de Fejér). La somme

K.(0) = ! > Dn(6) ot.6 €R
=0

n+1m

est appelée le noyau de Fejér.
Remarque 1.1.1. Voici une propriété des fonctions trigonométrigues que nous

allons utiliser dans le théoréme suivant :

1 —cos[(n+1)8] = (1 —cosf)[n+1+2 i(n + 1 — m) cos(mé)].

m=1



DEMONSTRATION. Il est clair que pour n = 1,
1 —cos[(n + 1)8] = 1 — cos(26)
= 2(1 — cos#)(1 + cos )

=(1—cosf)[24+2(n+1—1)cosd|

=(1—cosb)n+1+2 i(”*‘ 1 —m) cos(mé)].

m=1
Ensuite, en raisonnant par récurrence, nous déduisons que la propriété trigono-

métrique :

1~cos[(n+1)8] = (1 —cosf)[n+1+2 zn:(n + 1 — m) cos(m#)]

m=1

est vraie pour n > 1. d

Ceci méne au résultat suivant :

Théoréme 1.1.2 (Le noyau de Fejér). Pour tout 6 € R,

n

Z(n + 1 — m) cos(mf) > 0. (1.2)

m=1

n+1

DEMONSTRATION. D’aprés (1.1) ,

n

" 1
_ 1(m+ )
mE___oDm(H) = sm(g) E sin[(m + )9] sl Q Im E e

m=0 3) 0
1 e7 — ¢iln+2)e 1 1 — eilnt+1)0
B sin(% ) m| 1—et I= sin(g)lm[ e% —e%
_ 1—cos[(n4+1)8] 1~—cos[(n+1)6]
~ 2sin(9)sin(d) 1—cosf

Il est maintenant évident que K,(8) = ﬁ% > 0. De plus,

1 — cos[(n + 1)4]
(n + 1)(1 — cosf)

K.(6) =

[n+1+2z (n+ 1 —m) cos(mb)]

m=1

n

Z(n + 1 —m) cos(m#).

m=1

=1+

n+1



1.2. LES FONCTIONS 27-PERIODIQUES

Pour une preuve de 'inégalité de Bernstein dans le prochain chapitre, nous
avons besoin d’étudier les sommes de Césaro d’une fonction continue et 27-
périodique arbitraire. Soit g une telle fonction.

Soit Zf;_oo cne™ sa représentation en série de Fourier ot ¢, = 51;; ffﬂ g(@)e"*dep.
Dénotons la v'*™¢ somme partielle de g par S,(6;g) = Z;z_y cpe™. Dénotons
aussi la moyenne arithmétique des sommes partielles de g par 0,,(8; g) = #1- S 0 Su(6;9).
La section 1.1. implique que

5.619)= Y. [3= [ o(@le mdgien

n=—v

1 [™ ‘L
_ i(6—¢)n
=5/ 99 > endg

n=—v

-~ _Zg(qs)Dy(e — $)ds.
et
om(0; 9) = m;ﬂ Vé S.(6;9)
- L Z[% / 9(8)D.(6 ~ ¢)ad]
- [ O 2 D,(8 - ¢)]d¢
= o | 9)Kn(® ~ $)do

_ 0-m
=5 | a0 -oae1as
= [ 00— PEn$)ds

-7

pour tout 6 € R.
Nous allons aussi avoir besoin de la remarque suivante.

Remarque 1.2.1. Pour toute fonction g continue et 2w-périodique,

m

1 i

n=-m



DEMONSTRATION.

om(0;9) = —= Y _ S.(6;9)

= —[Z(m +1—1n)c,e™ + Z (m + 1+ n)c,e’™]

n=0 n=-m

Le théoréme suivant est le résultat de ce chapitre qui nous permettra de prouver
I'inégalité de Bernstein au prochain chapitre :
Théoréme 1.2.1. Supposons que g soit une fonction continue 2m-périodique telle

que |g(0)| < M pour tout € R. Alors,
lom(@9)l <M VOER,

avec égalite si et seulement si il existe v € R tel que g(0) = Me* pour tout 6 € R.

DEMONSTRATION. D’apres (1.2),

1 [7 1 [7 2
o ) K,.(6)do = . /_w[l + o ;(m + 1 — p) cos(ub)]do
_1 ﬂd6+—1——i(m+1— )/”cos( )df =1
o), 7r(m+1)#_l oy HI&T= L

T



Donc,

| 2n(6: 9)| —-2—/ 9(0 — $)Kon(3)d |
1
27r
g
2

=M.

96 — ) | Kin(4)de

Considérons maintenant le cas d’égalité. Supposons qu’il existe v € R tel que
g

g(8) = Me™ pour tout 6 € R. Alors,

1 [ -
om0 = 5 [ MeKn(@)ds

Me" (7
-1 5 [ Knl@)a|

=M.

Inversement, supposons que | o,,(8; g)| = M. S'il existe o € R tel que |g(a)| < M,

par continuité on aura,

M =| om(8;9)|

_ % / " 90— O Kn($)dd |

-

< M(% /_ﬂ Ko($)dg)

=M.

Ceci est une contradiction. Et donc |g(0)| = M, V0 € R. d



Chapitre 2

TROIS PREUVES CLASSIQUES DE
L’INEGALITE DE BERNSTEIN

Nous allons dans ce chapitre prouver l'inégalité de Bernstein de trois maniéres

différentes.

2.1. L INEGALITE DE BERNSTEIN

Voici le résultat classique qu’on peut retrouver dans [13, chapitre 14].

Théoréme 2.1.1 (L’inégalité de Bernstein). Soit p € P,,. Alors,
p'(2)] < nllpl| ¥z €D,

avec égalité en un point zo € OD si et seulement si il eziste v € R tel que p(z) =

||P||6i'72” pour tout z € D.

DEMONSTRATION. Soit p € P, tel que p(z) = Y ._,a,z". Définissons le poly-

néme trigonométrique g(8) = e™?p(e~*). Notons que,
g g

n n
g(e) — em0 § :aue—wo — § :an_uew9_
v=0

v=0
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Et d’aprés la remarque 1.2.1. ,

n—1
1 )
g = — _ _ in(~0)
on-1(=0;9) 1) +1 Z [(n—1)+1—|u|)a,—pe
p=—(n—1)
1 n—1
=2 (= pan e
pn=0

n

1 .
= E kae'®*=™?  (avec un changement de variable)
k=1

1 : :
- Z kak(ele)k—le1(1—n)9
n k=1

1 —i(n— {1
= e (=18, /%), (2.1)

Nous avons aussi

19(0)] = e™p(e™)] = Ip(e™)] < llpll, V0 € R.

Et donc en appligant le théoréme 1.2.1. a (2.1),

el Lo i
| 0a1(=0;9)] = |————p (")l = ~Ip (") < lIpll, YV & € R.
Supposons maintenant que [p'(e?| = nl|p||. Alors |o,-1(—0;g)| = |Ip||. Par le

Théoréme 1.2.1., g est constante et on voit facilement que p est un monéme de

degré n ou bien p = 0. t

2.2. QUELQUES LEMMES UTILES

Les deux lemmes suivants sont nécessaires pour établir la formule de Riesz, qui
nous ménera 4 une extension importante de 'inégalité de Bernstein. Les résultats
suivants concernant la formule de Riesz peuvent étre retrouvés dans [13, chapitre
14].

Deéfinition 2.2.1. Dénotons par 1, la classe des polyndmes trigonométriques de
la forme t(0) = > i__, are™*®, a, € C.
Remarque 2.2.1. Nous aurons besoin de l’identité suivante pour la preuve du

prochain lemme :

n—1
=n+ Z(n — (e +e77"), Vv €R.

i=1

1 — cos(nv)
1—cosv
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DEMONSTRATION. Pour tout v € R,

n—1 n—1 n—1
n+ Y (n—5) (e +e ) =n+2RD (n—j)e? =n+2RH kel
=1 =1 k=1
n-1 1 e—inu
. . inv —ikvNry . inv — ’
k=0
iy (TRETT — ™)
= 2R|ie™ .
n + 2R[ie A=) ]
B §R( —n+ ne—i2u _ 2e—iu + 261'(11—1)1/
- (1 _ e—iu)2
_ 2§R[ei('n—1)u . e—iu _ 2?1'711/ +2 + ei(n+1)u _ eiu]
(1 _ e—w)Q(l _ ew)2
1— e 1 — cos(nv)
=21 —) = .
(2—2§R€“’) 1—cosv
]
Le lemme suivant peut étre trouvé dans [3].
Lemme 2.2.1. Pour tout p € PP, et pour tout v,9 € R,
, , 1 [7 1—cos ,
e p () = —/ cos(nv + 'y)—(ny)p(e’("’_"))du.
T 1-—cosv

DEMONSTRATION. Soit p(z) = Y 7_,arz® € P,. Alors, pour tout ¢,y € R, nous

avons

et () = Z kageF+m)
k=1

D’aprés la remarque 1.2.1. et en appliquant la propriété : ffﬂ etdy = { s ’:fioo ,

1 /™ 1-— ;
- / cos(nv + ’y)—cos(ny) (e ) dy
T 1 —cosv

-
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n—1 n
1 [T, . g y N
— 5 / [ez('nu-*-’r) + e—z(nu+7)][n + E (’I’L _ j)(emu + e—z]u)] 2 :akezk(d)—x/)dy
n
-7 j=1 k=0

n n—1
1 . L : s
=5 E ake"‘(*"“)/ e =R (n 4 g (n —3)e’")dv
T =0 - j=1
n n-—1
1 1. T N
- 2_ § :akezk(¢+7) / ez(n—k)u(§ :(’I’L _ ])ezgu)dy
Y
k=0 - j=0

1 & "
- S ol — - k)
k=0

= Z kayet @+,
k=0

Lemme 2.2.2. Supposons quet € 7,1 et v € R. Alors,

1 [" 122 9jn
— t(0)do = — t(— )
5 _ﬂ() nZ(n +7)
7=0
DEMONSTRATION. Soit t € 7,,_; tel que
n—1 n—1
t(@) = Z ake”“e =ap + Z ake"“e.

k=—(n—1) e=—(n—1)

. 7r 7 i
Alors, en appliquant " e dv = {2‘;S;i“f:00 on aura

n—-1
1 4 ak 7T ikO
o ( )d el 27r/ € ap

Ainsi
1 n—1 2]7]’ n—1 n—1 )
— H2LE — ik(=L5+7)
- 2 ( +7) Z(ao + Z aie )
7=0 Jj=0 k=—(n-1)
k%0
n—1 n—1 o
=ap+ — Z ape™* Z(ezT)J
k=—(n—1) 3=0
k0
1 n-1
= qag+ — Z are™ = ag.
k=—(n-1)
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Et donc,
n—1
1 /7 1 25
% _Wt(G)dB = Qg = 'T—L;t(—— + )

2.3. LA FORMULE DE RIESZ

Nous allons maintenant utiliser la formule de Riesz pour obtenir une extension
de l'inégalité de Bernstein. On peut utiliser les résultats de la section 2.2 pour
donner une preuve nouvelle de la formule d’interpolation de Riesz. On pourra
comparer cette preuve a celle donnée dans le livre [13, page 511].

Théoréme 2.3.1. Sit € 7,, alors

2n

t'(y) =D (-1)"\t@—6,), VY ER,

v=1

ot \, = et 6, = 2"1r avec 1 < v <2n .

1
n(2sin( %’i N2

DEMONSTRATION. Supposons que p € P, et que v ,% € R. Définissons pour k

entier,
1 - cos(k
lkz—(,:r) . 0<k<2n.
1 — cos(*X)
0 si k est pair
Il est clair que I = ﬁ@ si k est impair  Posons
n? k=0
1 —cos(nv) , ;
t(v) = cos(nv + v) ————2p('¥~).
(v) (w4 7)—— == )
Remarquons que
i(nv+y) —i(nv+) n—1
e +e . g .
— YR 1% —ijv i(Y—v)
tv) = G ) )
1=

Ceci met en évidence le fait que t est un polynéme de degré inférieur a 3n — 1. Et
donc t € 74,—1. Cela nous permet d’appliquer le lemme 2.2.2. au polynéme £(6).

Nous obtenons



Maintenant, en utilisant le lemme 2.2.1. ,

. . 1 [" 1— .
ety /() = —/ cos(nv + ’y)Mp(e’W’"’))dy

T J 1 —cosv
1 m
= —/ t(v)dv
™ m
B 1 4n—1t(jﬂ_ ’7)
"~ 2n 4 2n n
J:
1 N jm 1 —cos(¥ — ) I
= 5 D cos(5) T2 (e E)
2n 271 - COS(E - 5)

(2.2)

Comme (2.2) est vrai pour tout v € R, nous pouvons choisir vy = 0.

2n—1
: 1 ™
e¥p ' (e'?) E cos(km)lp(e’ s )

2n—1

1 2 i) k 2 i(h—
- i 3 (-1 i(w—41) ]
2n [n p(e™) + P (=1) 1-— cos(—k;:’) (e )
k impair

2n—1 i(h—km
p(e®—5D))

ey~ L
= —ple — — - 7
2p( ) n LZ=1 1-— cos("”)

k impair
Alors,
2n—1 : kw
1 p(e’®~ )
w w etV — VpeP
p'(e") - Sp(e¥) = ~5- Z a2+ YPER
k impair
et donc

i) I( imp) ( i¢) 1 [’i_:l p(ei('lﬁ—;—:{)) VpelP
e'p\er)—npe’)=—— TS R P 2n-
4n c~ sin (35)
k impair

En posant k£ = 2v — 1,

2n
e¥p’(e™) — np(e¥) = = > Ap(e¥)), Vpe P,

ou encore

( _”"p ) Z/\ ie "”" P 0")) VpeP,.
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Pour un t € 7, arbitraire posons p(e®¥) = e"¥t(¢)). Alors p € Py, et d’aprés la

formule précédente
2n
() == Aie "%ty —0,).
v=1

Nous remarquons maintenant que,

2v

~1
2

. _—inf,

—ie = —ie75T ) = _je T =M = (—1)".

Et finalement,

2n
() => M(-1)t¥—0,), Vier etVyeR.
v=1
O

Remarque 2.3.1. Z?f;l A, = 1, ou A, est défint comme dans le théoréme

précédent.

DEMONSTRATION. Considérons le polynéme trigonométrique sin(nf). D’aprés la
formule de Riesz,

2n

(sin(nﬁ))l = Z(—l)")\,, sin(n(f — 6_nu)).

v=1

Et donc,
2n

ncos(nf) = Z(—l)")\,, sin(nf — nb,).

v=1
En posant 8 = 0,

2n

n = Z(—l)”“/\,, sin(

v=1

2v—1

m)

2n

—_ (_1)u+1/\u(_1)u+1
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2.4. L'INEGALITE DE BERNSTEIN POUR LES POLYNOMES TRIGO-

NOMETRIQUES

Théoréme 2.4.1. Soit t € 7, tel que [t(6)| < M pour tout § € R. Alors,
|t'(0)] < Mn, V8eR.
Nous avons égalité pour un 8y € R seulement si t est de la forme,

t(6) = ae™ + be”™ ou la| + 16| =

DEMONSTRATION. Encore d’aprés la formule de Riesz, pour tout ¢ € 7, tel que
|t(8)] < M et pour tout 6 € R,

|—|Z 1)\ t(0 —6,)|

< Z | A, |6 — 6,)| notons que A, > 0

v=1
2n
<M Z A\, = Mn.

v=1
Maintenant, supposons qu’il existe 8y tel que |t'(f)| = Mn. On aura

2n
Mn = |t'(8)| = |Z 1)"At(00 = 0,)] < > AJt(6o — 6,)| < M.

v=1

Donc, |t(6 — 6,)] = M, pour chaque v admissible car Zi’;l A, = n et aucun des

coefficients A, n’est nul. L’égalité,

|Z 1) A\ t(6 |—Z)\|t90—
implique donc qu’il existe un v € R tel que I'on ait
(=1)"t(6p — 0,)e" = M, Vve{l,..2n},

ou

(=1)"t(8p — 6,)e”" = —=M, Y v e {l,...,2n}.
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On voit que t(6p — 6, )e’ alterne entre M et —M. On en tire facilement que t(6)
a la forme M sin (n(6 — 6p)) + ccos (n(6 — ),

ou ¢ est une constante. Maintenant,

16) = e—i'y[% (em(o—oo) e m(o-oo)) i E(ein(e—oo) n em(e-oo))]
21 2
M c . . . M . c . !
o F il —infp - —1n00) inf —z‘y( _ 7 info e 'meo) —1inf
€ ( 5 e + 2e e +e % e -+ 26 e

= ae™ +be™™ ou a,beC.
De plus,
[t(0 — 6o)| = M = max ae'™ + be”i”9| = |a| + |b| < M,
€

ce qui donne, |a| + |b] = M. O

2.5. UNE AUTRE PREUVE DE L'INEGALITE DE BERNSTEIN

Nous prouverons maintenant l'inégalité de Bernstein, cette fois a ’aide d’un
théoréme di & Lagrange.
Définition 2.5.1. Une transformation de la forme

az*; (a,b,c,d € C,ad — be # 0)

Z —

cz +
est appelée une transformation de Mdbius.
Dénotons la transformation de Mobius n — i%ﬁ;l, par T¢(n).

"~ Théoréme 2.5.1 (Théoréme de Lagrange). Supposons p € P, tel que
p(z) #£0,Y z € D. Alors,

¢

p(z2) + %p'(z) 40,V (,zeD.

DEMONSTRATION. Supposons p € P, tel que p(z) # 0,Vz € D.

Alors, il existe k£ € C tel que p(z) =k H;;l(l —n;2) o m; € D . Remarquons que

Inp(z) =lnk+ Zln(l —n;2)

=1
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et donc pour tout ¢ € D,

Maintenant,

n  p(z) n i 1—n;z
——lzn:l n;(¢ — 2)
nj:l ].—’I]J'Z

1 n

Pour z,( € D, I'image de D par la transformation n — T, £(n) est un disque
ne contenant pas l'origine en son intérieur. Par convexité les nombres T¢(n;)
appartiennent au méme disque et comme ils sont distincts, leur moyenne ne peut

étre nulle, i.e.,

"2z #0, vz, €D,

d
La preuve suivante de I'inégalité de Bernstein est essentiellement due & de Bruijn
[2].
Théoréme 2.5.2 (L’inégalité de Bernstein).

Sip € Py, alors
1¥'(2)] < nllp|l, Vz € D.

DEMONSTRATION. Il est clair que pout tout A € C tel que |A| > ||p]|, nous avons
p(z) —A#0, VzeD.
D’aprés le théoreme de Lagrange,

p() - A+ 2P (2) 0, W,z €D,



c’est a dire que

p(2) ~ Zp(z) + Sp(2) £, WG,z e D.

Ainsi
. ’ s
p() = Zp(2) + ()| < Il VG 2 €D,

11 existe (o € ID tel que,

o)~ Z9(:) + 2p(2)] = [ple) - Zp/ ()] + |2 vz e,
Et , ,
POL < |p(z) - Zp()] + |22 < o, vz € B

Finalement, par continuité, nous avons |p'(z)| < n||p||, Vz € D.
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Chapitre 3

UN RAFFINEMENT DE L’INEGALITE DE
BERNSTEIN

Dans ce chapitre nous allons raffiner ’inégalité de Bernstein en tenant compte
d’un des coefficients du polynéme. L’idée de tels raffinements est principalement
due & Ruscheweyh [12, chapitre 4]. Dénotons ’ensemble des fonctions analytiques

sur D par H(D). Définissons foo(2) = S arz® et fo(z) = Sp_parz*. Pour

deux fonctions telles que foo(2) = Y pop akz® €t goo(2) = D peg bez* dans H(D),

le produit d’Hadamard est
foo * goo(2) = Z aby2®
k=0

et est une fonction de H(ID). Définissons B, = {f € P, : f(0) =1 et ||f xp|| <
Ipll, VP ER,} et Boo = {G € H(D) : G(0) =1 et |G f|| < |fIl ,VFf € H(D)}.
Enfin définissons Fj(2) = 1+ 5 p_; Arz* € H(D) et Foo(z) = 14+ Y po, Ar2 €
H(D).

3.1. QUELQUES LEMMES UTILES

Nous rappelons maintenant le lemme de Schwarz, un lemme utile dans ce
chapitre.
Lemme 3.1.1 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction analytique sur le disque

unité ouvert telle que |f(z)| < 1 pour tout z € D et f(0) = 0. Alors |f'(0)| <1 et
f(2)] < |2],Vz € D.

Dans chaque cas, ’égalité n’a lieu que pour des multiples de la fonction identité.
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Les résultats suivants se trouvent dans [13, chapitre 12| et [12, chapitre 4].
Définition 3.1.1. Si la matrice carrée H est telle que H = HT, la matrice H est
appelée hermitienne.

Dénotons la matrice hermitienne correspondante a f, par

ag aq ce an

a1 (417 R ¢ e |
M(fasn) =

Anp Qp-1 .. agp

Définition 3.1.2. Le m*™® mineur principal de fo est le déterminant de la ma-
trice hermitienne correspondante a f,, que nous allons dénoter par det M (foo; m).

Lemme 3.1.2. F € B, si et seulement si la forme de Toeplitz-Hermite de F,

n
(20,21, -, 2n) Z Ay vzyz, Av=1A=ALk=1,...,n,
=0
est semi définie positive.
Proposition 3.1.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la forme de
Toeplitz-Hermite de F,, soit définie positive est que tous les mineurs pincipauz
de la matrice hermitienne correspondante soient positifs.

Lemme 3.1.3. Nous avons F' € B,, st et seulement si

F(z) = G(2) + 2" H(2) 01 G € By, et H € H(D).

En fait la classe B, est identique a la classe des fonctions normalisées & partie
réelle plus grande que %, d’ou le résultat suivant qu’on retrouve dans le livre de
Tsuji [15, page 153-159] :

Lemme 3.1.4. (Carathéodory et Toeplitz). Si det M(Fo;n) > 0, n = 1,2, ..,
alors Fy, € Bo. Réciproqguement, supposons que Fo, € By, et qu’il existe v > 1

tel que det M (Fo;v) = 0. Alors, il existe un nombre N > 1 tel que

det M(Fy;n) >0 quand n=0,...,. N — 1

det M(Fo;n) =0 quand n > N,
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et
N
Foo(z) = Z ¢ >
= 1-— CjZ
ou les coefficients A;, j = 1,..., N sont strictement positifs et les N nombres

complezes (; € oD, j=1,...,N, sont distincts.

3.2. UN RAFFINEMENT DE L'INEGALITE DE BERNSTEIN

Dans ce qui reste du chapitre 3 de ce mémoire nous exposerons les résultats
principaux d’un article dd & Dryanov et Fournier [4].

Voici quelques remarques utiles pour la preuve du raffinement de l'inégalité
de Bernstein qui nous intéresse. Dénotons Fyg(z) = Z’.‘__g Rolyd 4 deifon,
Remarque 3.2.1. Soit d, = sup{d > 0 : ||p'|| + d|ao(p)| < n|lp|l, Vp € P}
Alors, d,, = sup {d >0: Fyp€B,,V0c R}.

DEMONSTRATION. Définissons, p(z) = z"p(%) et observons que si p € P, et que
si nous représentons p par p(z) =y pa,z*, alors p'(z) = 1577 va,z” et aussi
(P)(z) = 23" va,z". De plus remarquons que ||| = sup,ep |2”|[p(2)] =
ol ,V p € P,. Maintenant,

1,,- d -
121l + dlaol < nllpll &~ + ~laol < [I2l] (¥ p € Pr)

1
& —sup|zZya,, e ”|+—|a0| <|pll (vVpeP,)

ZED v=1
1 n—1 ‘ d
& Zsup | > (n = )ansy?| + Tlaol < 5] (VP € o)
ZGD =0
n—1 (n_ ) 0
& Z ]an ;2 +ag (VpeP,0eR)
7=0
- n—j de®?
o —J 2\ < |5
& | Y« (27 +—-) | <ol (YpePubeR)
7=0 3=0
& p(2) * Fap(2)| < Il (VpeEP,,0€R, z€D)

= Fd;g € B, (VH € R)

et donc, d, = sup {d >0:Fyp€B,, Vi€ R}. O
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Remarque 3.2.2. Le k™™ mineur principal de Fyp, det M (Fye; k), vaut %2‘"1

et ainsi det M (Fyg; k) > 0, VE <n —1.

DEMONSTRATION. Nous avons

n n—1 n—2 n—=k \
n—1 n n—1 oo n—(k=1)
1
detIV[(Fd;o;k)zwdet n—2 n—1 n . n—(k—2)
n—k n—(k—-1) n—(k—2) ... n

En soustrayant la 5™ colonne de la (j + 1)*™ colonne (1 < j < k) et ensuite

en ajoutant la (k + 1)®™® rangée & la premiére rangée nous obtenons

n -1 -1 ... -1 2n—k 0 O
n-1 1 -1 ... -1 n—1 1 -1
1 1
det]Vf(Fd;g;k)=W n—2 1 1 | :W n— 2 1 1
n—k 1 1 ... 1 n—%k 1 1
k+1

1 -1 -1 20 0

mm—ki1 1 ... -1 m—-kl12 2 ... 0

TR | ST Tk : :

1 1 1 1 1 1

k k
= TRt 277 >0

Remarque 3.2.3. Le n**™ mineur principal de Fyy satisfait a

2n—1 d n -+ 2
o) > 1+-)(1—
det M(Fyp;n) > o (1+ 2)(1 2n

d).
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DEMONSTRATION.
n n—1 1 d, e
1 n—1 n .. 2 1
det ]V[(Fd;o; ’Il) = ’n,"'H
d,e" 1 n—1 n
n+41
n—1 n—2 ... 0
7 0
1 nde‘i" n n—1 1
= n'n.+1 + (_ ) n'n,+1
0 . n
n+l 2 n n-—1
n—1 n 2
7 2
,de?? [n—2 n—1 d2
+ (1) nntl T ot
0
2 n
0 1 n—1 n—1
-1 -1 -1
. | S : : )
_ 2n— M on-1 (_1)n2d§Re’ ST : . d (n+2)2n_3
nn+1 nn+1 n2’n,"_1
1 1 -1 -1
2 ... n—-1 n n-1
_ vl o(—1)*dcosf, .., 27%d(n+2)
- nn + nn—}—l (_ ) - nn+1
A d d*n+2) on—1 d n+2
Sy (IR P
- nn ( 4n n"( +2)( 2n )
O
Par conséquent det M (Fyg;n) > 0sid < f—f? et ’égalité ne tiendra que si d = f—fQ

et § = w. Voici maintenant le raffinement de l'inégalité de Bernstein qui nous
intéresse :
Théoréme 3.2.1. Soit d,, = sup {d > 0: ||p/|| + dlao(p)| < nllp|l, Vp € P,.}.
Alors,

d=1 etdn:n2—_:_l2Vn22.
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DEMONSTRATION. Supposons d’abord que n—1. Soit p(z) = ap + a;z. Alors,

I’ || + dlao| = la1| + dlao|
< |a1| + |aol-

= |lpll = sup |ao + a12|
zeD

et donc
d, = sup {d > 0:d|ag| < |a0|} = 1.

Maintenant supposons que n > 2. D’aprés la remarque 3.1.2 tous les mineurs

principaux de Fyg sont positifs et d’aprés la remarque 3.1.3 son nime mineur

principal est positif pour tout d < 112—112 De plus, il existe 6 tel que si d, = %,
alors det M(Fy, . p0; 1) = 2:: (1+%)1 - (';:2dn) = 0. Maintenant, d’aprés la

proposition 3.1.1, la forme de Toeplitz-Hermite de F,.p est définie positive pour
tout d < n2—}:2 Et donc d’aprés le lemme 3.1.2, si d,, < n2_12 alors Fyp € B,.

Finalement d, = sup{d > 0: Fyp € B,} = f—;‘z g

3.3. LE CAS D’EGALITE

Dans toute cette section, supposons que p(z) = Y .._,a,2” € P, tel que

IZ’|| + dnlaol = n|lp|l. D’aprés la remarque 3.2.1., nous avons
5+ Fa)(2)] < I3l ¥ 6 € R,

et il existe un nombre réel 4, et un nombre complexe z, € JD tels que

|(p~ * Fd1t§9n)(zn)| = ||ﬁ||

Le but de cette section est de démontrer que la classe des fonctions pour lesquelles
légalité tient est constituée des fonctions de la forme z — a,2". Rappelons que

Fd;g(z) = Z;l;é n—;-l-Zj + %6”2".

Remarque 3.3.1. Si p est une fonction constante, alors p(z) = z"ﬁ(i) = an2".
Supposons maintenant que p soit une fonction non-constante. Nous distingue-

rons les cas det M(Fy,.0,;n) > 0 et det M(Fy,,,;n) = 0 séparément.



27

3.3.1. Le cas ou det M(Fy, 4,;n) > 0.

Remarque 3.3.2. [l existe £ > 0 tel que det M(Fy,1¢9,;n) > 0.

DEMONSTRATION. D’aprés la définition,

n—1 n 2 1
det M(Fy,0,;n) = 1
n'n.
dne_len 1 o« n— 1 n
n+1

Il est clair que quand 6, est fixe, det M (Fy, .4,; n) est une fonction continue de d,.

Dongc, il existe £ > 0 tel que det M (Fy, 1¢0,;n) > 0. O

Théoréme 3.3.1. Dans le cas ou det M(Fy,.0,;n) > 0, p(z) = a,2".

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque 3.2.3 et la proposition 3.1.1, la forme de
Toeplitz-Hermite de Fy, y¢ 0, est définie positive. Cela implique, d’aprés le lemme

2.0.1, que Fy,4¢0, € Bp. Nous avons

TH—

1 d,+¢ 1
p |ag| = = sup
n n 2eD j=

dn + €
n

|aol

1
(n - j)an—jzj +
0

< - . d, + &)en
‘ E n-J An—j2) + ao(—g)——z;‘
n

- n
j=0

= ‘(15 x Fy,1e0.)(2n)

< Il = ll»ll-

D’aprés notre hypothése que ||p'|| + d.|ao] = n||p||, nous avons
17l + (dn + E)laol < [IPll + dnlaol.

C’est a dire que, £|ag] = 0 ot & > 0 ou encore que ap = 0. Maintenant, ||p'|| = n||p||

et donc, d’aprés le théoréme 1.2.1, p(z2) = a,2™. O
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3.3.2. Le cas ou det M(Fy, 4,;n) = 0.

Remarque 3.3.3. Fy 4, = S" 2+ " H(z) ou H € H(D).

j=1 l—CjZ

DEMONSTRATION. Par définition, Fy, .. (z) = Z;’;& "—;12j+%ei0"z" € B,,. D’aprés
le lemme 3.1.3 il existe G € By tel que Fy ,(z) = G(2) + 2" H(z). Et donc ,
d’aprés le lemme 3.1.4 Fy,0,(:) = 25—, l—f‘Z,z + z"*1H(z), ou les ), sont positifs
distincts et (; € D, j=1,...,N. O
Remarque 3.3.4.
i —k
SoneE=" sik=0,..,n—1
=1 n

doNG = _%-
j=1

Nous remarquons aussi que pour k=0, > > A; = 1.

DEMONSTRATION. D’apreés la définition de Fyp et la remarque 3.2.6.,

J n+1 — n-—- J n ibn n
; e + 2" H(z) j; 7+
n oo n—1 n—q d
D (Ge)E + 2 H(z) = Y =2 — = (6=7 mod 2n)
j=1 k=0 7=0
g kA |
(D _N¢) + 2 H(z) L - o
k=0 g=1 3=0
Le résultat suit immeédiatement . &

Ainsi 'étude de det M(Fy, 0,;n) = 0 méne & une étude de I'ensemble {(; };.l__l.

3.3.2.1. Le cas ou {Qj };.1:1 n’est pas fermé sous la conjugaison.

Remarque 3.3.5. |p((z)| = |12ll, 7 =1,...,n.
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DEMONSTRATION. Supposons que p(z) = Y . _o¢,2",

171 = |7+ Faun) 2] = o)+ 35 _}.z

= Z)\C CL.,
Jj=

Z=2Zn

3
3

I
>~
LN
o
2
o~
:N
Il
>
L,
“d
~
N
3

7=1 k=0
<Y MIB(Gza)| < 18] EA = ||
j=1 7=1

Ceci nous donne 1’égalité

> NGz =Bl G=1,...,n

=1

S'il existe Cj, € {¢;}7=; tel que |B((jo2)| < ||Bll, alors

1Bl =) " A15(Giza)l < XiollBll + D MlH(G2n)]

=1 j=1
J#jo
< NollBl + Y MllBl < 181D A
] j=1
J#Jo ’
= |12ll-
Ceci est une contradiction, alors [p(Cezn)| = ||BI], V¢ € {¢}7-1- O

Remarque 3.3.6. Il existe {, & {(}7_; tel que |p(Cezn)| = |IP|| 0t (2n € OD.

DEMONSTRATION.

n

oIl =

2D

k=0 j=1

SZMMWKZEM
=1 =1

= |Ill-

Z2=zZn
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Donc, |5((5z.)] = Bl V ¢ ot ¢ € {¢}7o;. Or {¢i}7_, n'est pas fermé sous
conjugaison. Alors, il existe ¢, € {(; 71 tel que [p(Chzn)| = (151 o & & {(5} 5t
O

Remarque 3.3.7. Le polynéme trigonométrique t(0) = ||p||% — |p(e®)|? est iden-

tiquement nul.

DEMONSTRATION. Il est clair que ¢(€) > 0 pour tout § € R et comme
[(e”)? = Be")p(e?) = ) cve™

il est aussi clair que ¢ € 7,. Et done, ¢t a au plus 2n zéros sur [0,27). Or, en

comptant les multiplicités, ¢ a au moins 2n + 2 zéros, d’ou le résultat. U

Théoréme 3.3.2. Dans le cas ou det M(Fy, 4,;n) = 0 et ou {Cj}:-_1 n’est pas

fermé sous conjugaison,

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque précédente |p(z)| est constant pour tout
z € dD. On en déduira que p est un mondéme. Ce mondéme est de degré n ou bien

p = 0 parce que sinon 1'égalité ||p'|| + dn|ao| = n||p|| ne pourrait étre valide. [

3.3.3. Le cas ot det M(Fy,4,;n) =0 et {(; };;1 est fermé sous la conju-

gaison.

Dans cette section nous allons utiliser les notations suivantes.

n-l
G G o G A (,ij
2 o2 ... - A - "
- IR : 1
Cl CQ T Cn nxn /\n nxl _dn

n nx1
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Observons que d’aprés la remarque 2.2.6.,

Z?=1 Cj)‘j
n 9
%n&n _ Zj:l Cj)‘j — (_“; .
Z‘T;:l C‘;l)\J nxl
Remarque 3.3.8. B,, est une matrice inversible.
DEMONSTRATION. Dénotons les matrices
1 1 ... 1 GG 0 ... 0
n 0 :
: : : ) 0
ottt 0 ... 0 ¢
nXxn nxXn
Gt o 0 1 0 0
o ¢t oo 1
L= “ et I, =
: i . 0 0
0O ... 0 (;1 0 ... 0 1
X7 nXxXn

Il est clair que si n = 2,
det Vo= [ (G—¢).
1<j<i<n
Supposons maintenant que ’énoncé précédent est vrai pour un nombre fixe, n > 2.

Si nous remplacons (,.; par z, il existe un polynéme, p € P, tel que

1 1 ... 1

A
p(z) = det Vo = [ @ 7|
GG oo

oup(¢;) =0, i=1,...,n. Alors, p est un polynéme de la forme

n

p(z) =K [](z-¢)

i=1
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ol K est une constante et aussi le n'*™® coefficient de p(z). C’est a dire que,

1 1 ... 1
K= g‘l <.2 C‘n _ H (Ci—gj)-
: : T : 1<j<i<n
Ir—l ;L—l o C:lr—l
Et donc,
)= J] G- ][E-%)
1<j<i<n j=1
= H (G — &) (z = Cup1)-
1<j<i<n+1
Maintenant,

det Vo= ] (G-¢)

1<5<isn+1

Aprés un argument par récurrence,

det V.= [] (G=¢), vn

1<j<i<n
Comme (; # (; pour tout % # j, nous avons det V,, # 0, V n .

Aprés les propriétés des déterminants,
B, = VI implique que det B, = det V,,det I # 0.
Finalement, B, est une matrice inversible. U

Remarque 3.3.9. Supposons que,

Ly Lt ... L},
L3 ¥ ... I2_ "
Bl = .0 '1 _ " " oet que W(z) = H(z — ()
- s=1
L v ... It

Alors,

— . W(z)
Y L= :
— T GWG)
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DEMONSTRATION. Supposons que

11 1
ag @) Gp—1
2 2 2
vl ap a1 Op 1
n . .
n n n
Gy 4 Gn 1
Comme
11 1
ag G a1 1 1 1
2 2 2
-1 ao al an_l Cl CQ PPN C—n
Vn V,= . . . . . . =In
n n n n—1 n—1 n—1
ag ay ... G54 1 5 N
nous avons,
n—1
aj (C)k — 8:i OO0 Ois = 1 si i=y
k\Si) = Oijs i = 10 si 15"
k=0
-1 ) .,
Posons, ¢;(z) = Y r_, a}2" et remarquons que ¢;(¢;) = &;;. Et donc, ¢;(z) € P4

avec n — 1 zéros. C’est & dire que nous pourrons représenter g; comme,

n

W(z)

gi(z) = ch(z - () = P ou c; € C.
s= J
=
De plus, en remarquant que W(¢;) =0,
- . W(2) - W(( ,
1=4;(¢) = ] [(G - ¢) = ¢ lim ( 2 — ) _ cwiey).
s= ? J
=
Ceci implique que,
1
c; = ———, W'(() #0.
7 I/V,(Cj) (CJ) 7£

Alors,

= W(z)
1) = Z T WG E-G)

Maintenant, aprés les propriétés des matrices,

%T_Ll _ (VnIC)_l — Ig—l'\/f;l,
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ou encore,
1 1 1 1 1 1
2 2 2 . : 2 2 2
Lo Ll PR L'n—-l _ O CQ . . ao al o .. an_l
0
k3 n n n n n
Ly LY ... L7, 0 ... 0 G ag af ... an_;

Il est maintenant clair que a},(; = L7, ce qui nous donne le résultat :

n—1 n—1 W(z)
LizF =Y dl¢2" = ,
; K ;“"C’z GW(()(z = G)

De plus, remarquons que

n—1 i W(].)
2 U= cwon o)

Remarque 3.3.10. Définissons, si W(1) # 0,

flu) = 2d, —(n—1)+W,(1)+u(— i )+a(n—Wl(1)— dn )

W(1) W(1) wW(1) w(1) w(QQ)
Alors,
W(1)
A = )
G- G
DEMONSTRATION. Nous avons défini 9B, Kn et én tels que
A1 Ly Li ... L, n_;‘l
o L R o | B
M 1. 12, \—k
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Alors,
. =3 (k=1 L'_d,
I 0 k n n
1 n—2 n—2
—(nd) L (k+ 1)L — d L%
n< k=0 k=0 1)
1( n—l)ZL{,—ZkL{—danl_l)
n k=0 k=0
ol
SIS < IO W(2) ' W11 =) - W(1)
kL, = Lz = = J ,
kz—; ‘ (é < ) =1 ((Z - @-)CJ-W’(C]-)) Lzl (1= GPGW(¢)
et
. 1 el et 1 W (z) n-1 1
L = L) = = .
T (=1 (kz:% ¥ ) (n —1)! ((z = CJ)CjVV'(Cj)) GW' ()
Maintenant

1 W) WO -WO1-C)  d
=Y emaa ot oo~ o)

w(1) v OO ~¢)  da(l-¢)°
(o R EA N AR S TGV 7))
) s WG o
S e G R 7 R 7 L R)
w(1)
= ) - g @)

O

Remarque 3.3.11. Supposons qu’il eziste jo tel que (;, = 1 € {(;}7-,. Alors

W(1)=0 et

1

Ajo = —(n —-1- W) o )

oW (1) wr1)/

DEMONSTRATION. Nous avons vu dans la preuve de la remarque 2.2.12. que

n—1 n—1
— (- YL - Yo RLE - ).
k=0 k=0
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Alors,
. 1 s o\ 1 W (z) pr L 1
Iﬂo — Iﬂo k — —
" (n-1) (; £) (n—1)! ((z — GGV () G W' (Gio)’
= W(z) W(z) - W(,) W(1)
L]O_ 1 LJO k_ li = i 70/ —
2L =lim ) B = G AR G G~ W
et
n—1 n—1 '
KL =lim Y k= 1"RLP2A = lim (Y 1Y)
k=1 k=0
W(z) !
=i
21 (cm (cjoxz—c,-o))
( (z—1)—-W(2)
= Iy W’(l (z — 1) )
(W” 2)(z— 1)+ W'(z) - W'(2)

= ling oW'(1)(z — 1) )

W”(l

T owi(l)

t

Remarque 3.3.12. Supposons qu’il eziste jo tel que (;, = 1 € {(;}7-,. Alors
W(1)=0 et

Aj::

1 ) , . o
A= 2+ W) = dagy = (W'(1) +du)G5) V3 # o

DEMONSTRATION. Encore d’aprés la preuve de la remarque 2.2.12,

n—1 n—1
Mo= (0= )Y B = SO kI - a2,
k=0 k=0

ol

— ., W(1)

2 0= gwgn gy -0 (e 676 =1
et

. Y _WO-g-w) ')
;u" (;L >|“_ Q-G2GW(G) (- GGWI(G)
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Maintenant,

VR0 —
h=a( (1= GIGW'(G) CjW’@j))
o _wQ)
_anW"(gj)( 1-6) d’”’)
G

~ GG TG 2+ W = G = (V) 4 o))

Nous résumons les trois remarques précédentes :

_ w(1 . . ..
A= %("’_1_2”/'((1)) _Mﬁ(l))’ st W(1) =0et j = jo
w(1) )
awena—grd () si W(1) # 0.

Remarque 3.3.13. |p((;z.)| = ||| V -

DEMONSTRATION.

18] = (B * Fauo.)(za)| = | D Mb(Gza)| < D MlB(G2a)1 = 1Bl
j=1

=1

Donc,
> Nl(Gzl =D Al
j=1 j=1
ce qui implique le résultat. O

Remarque 3.3.14. Sans perte de généralité, nous posons z, = 1.

DEMONSTRATION. Supposons que 2z, # 1. Nous définissons, Y. b,z* = §(z) =
P(zn2) = Y n_gau(zn2)". Don, ||g|| = ||B]], ou encore ||g|| = ||p]|. Nous avons aussi

§'(2) = 2,0 (2,2). Donc, ||'l] = ||7']| et |||l = ||p||. Maintenant,

'l + dlao| = lIpll & llg'll + dlbo| = ll¢'ll + dlao| = llg]]-



Remarque 3.3.15.

DEMONSTRATION. Nous avons, p((;) =

tel que p(z) —

p(z) = W (z) + ||p||, ot ceC.

”ﬁ”a V] AIOI'S, p(Z) -

noéme de degré n avec les n zéros distincs, {(;}7_;. C'est & dire qu’il existe c€ C
Ipll = c[Tj=i(z = ).

Le contenu de la remarque suivante est un résultat connu ( le Lemme de Jack,

[10] ). Nous en offrons ici une preuve nouvelle adaptée pour la classe P,.

Remarque 3.3.16.

DEMONSTRATION. Définissons, p(DD)

Gp'(¢5)
()

>0, V.

= {p(2)| z € D}. Soit n ¢ H(D). En appli-

quant le Théoréme de Lagrange (Théoréme 1.6.1) au polynéme p — 7 :

=

36 € R, |;5(z) -
|5(2) —
B(¢;) —

Go'(

| ¢
np((;

-

Ainsi, d’aprés I'inégalité du triangle,

—Z)

—n)+((—2)p(2) #0

Z5(2) £
—Z)~

P'(2) € p(D)
7 (2)] < 113l

ZﬁTZ)_+.e zp'(
n

Cj

Gy 2 |<nm

;)
1+

¢ (¢5)

np((;)

j ij CJ

Q) |2} <y
1~
<1-

MMQ) llpll
)| = FG)
[d(o)

|<um

=1

Vz,(eD

v 1 ¢ 5(D)
Vz,(ebd
Vz,(eD
VzeD
VzeD

V¢

Vi, 1B(¢)] = lpll

v (.

|lp|| est un poly-
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L’idée de la remarque suivante se trouve dans [5, page 49].

7 CJP (CJ

Remarque 3.3.1 G

=0 & p est constant.

DEMONSTRATION. Observons que si

(z) _ p(O)
_ Il Wl
1 _ PO ()
[ERE]

alors g est une fonction analytique sur D telle que g(0) = 0 et ||g]| < 1. Nous
pouvons maintenant appliquer le lemme de Schwarz & la fonction g.
On obtiendra
#z) _ 2+

pll p(0)

avec Z € D. 11 suit que

p(2)| _ |=llI]l + |p(0)]

— < = , VzeD.
181~ 115l + Ip(0)llz]
Maintenant,
, |B(z) — B(S)!
() = lim —=—==
| ])i -G | _€J|
1B(G))| 2 — 1] )
P(CJ N
= lim ol argz =arg(; et z €D
st 1— |2 & 86
_ lTI('ZII)I
> lim —2
I3l tim, ~—12
D p(0 — pll — |p(0
]t 1L OV — L1151~ 150)
z=1 (1= 12D (I3l + [B(0)]]=])
21l + 15(0)]
Si CJPZZC(]C)J = 0 pour un certain j, il suivra que ||p|| = |p(0)|. Mais ceci ne peut que
8tre vrai que si p est constant. Réciproquement, si p est constant il est clair que

C]p (CJ

|7'(2)| = 0 pour tout z et donc que 25773

= 0 pour tout j. O

Remarque 3.3.18. arg f((;) est constant pour tout j.
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DEMONSTRATION. Comme 7 n’est pas constant et d’aprés les remarques 3.2.18

et 3.2.19,
GP'(G) _ cGW'(G)
2(¢) Il
nous avons aussi le fait que,
(1-¢)?
G

Cela nous permet d’observer que,

>0, Vj,

n

wa)=]Ja-¢) =

s=1

(1 — )1 -¢) =21 -R¢) > 0.

ii E 0l
e

1

Donc si W(1) # 0, forcément W(l) > 0. Maintenant, d’aprés la remarque 3.2.12.,
W(l) c ¢
n cGW(G) (1-G)?

et nous pouvons conclure que c¢f(¢;) < 0. Ainsi

)‘j:

5 f (&)

piarg 1(¢)-arg(-2) <,

ou encore,
arg f((;) = arg(—¢c).

Si W (1) = 0, définissons h(u) = 2d, + W'(1) + u(—d,) + @(—W'(1) — dn).

Alors,

1 c G
ncGW'((;) (1= ¢)?
Cela implique que ch({;) < 0,V j ot (; # 1. C’est-a-dire que arg h((;) est constant

Aj = h(¢;) > 0,V jou ¢ # 1.

pour tout j ou (; # 1. Et comme h(1) = 0, nous avons que arg h((;) est constant

pour tout j. O

Remarque 3.3.19. Si W(1) # 0, alors n=2.

DEMONSTRATION. Supposons que f(u) = A 4+ uB + @D avec B = =

W
w'(1 " .
D=n- ) — g, A= gy —(n—1),b=argBet d=arg D.

o n w’ (1)
Si |W(1)| # n— W) W(1)|

Comme, f(e?) = A + "% (| Blei (3940) 4 | D|e~*7*49)), VO € R,

-b4d

Nous avons, f(e"'(e‘b’z'_d)) A+ €75 (|Ble'? + |Dle™™), V8 eR.
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Par hypothése |B| # | D|, ce qui implique que (|Ble® + |Dle %) # 0.
Et donc f(OD) est une ellipse non-dégénérée, image injective de dD par f.
C’est a dire que la ligne 7e*28f(%) ot 7 € R et f(u) se rencontrent au plus deux
fois. Nous remarquons aussi que 7e**8 /) est une ligne car arg f((;) est constant.
Cette ligne intersecte f(u) pour chaque j = 1,..,n. Il est donc obligé que n < 2
Maintenant nous nous rappelons que nous sommes dans le cas ou {CJ};LI est

fermé sous conjugaison. Cela implique que n=2.
3 dn — W’(l) d .
Stlwipl = In - wm — winl:

Ceci signifie que soit W((l)) = n ou vv‘:,’((ll)) =n-—= W(1) Comme, {(;}7_, est fermé

sous conjugaison,

N3

W) 1 1 &
W TG TC %T

s=1

Ceci implique que W((l)) =n—- v%/d('i) Maintenant, f(¢;) =1 — vf,d('i)z\sgj Comme
¢; € OD et arg f({;) est constant pour tout j, il est évident que J(; est constant
pour tout j. Ceci implique que n < 2. Encore une fois, {(;}7_, est fermé sous

conjugaison et n=2. O

Remarque 3.3.20. Sin=2, {¢;}2, = {3+, 1 - i3},

DEMONSTRATION. Nous avons d,, = 1 et il existe ( tel que {(j}?zl = {¢,¢}. Ceci

implique que

)‘1 + )‘2 = 17

- 1

(A +C= oL
Ch+Cro=—5

Donc,

C+PIM+ [+ =
(M + 2R+ ) =0. (3.1)
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Donc (5¢)? = R¢(1 + R¢). Nous avons
MS(CH+ ) +XS(C+(*) =0
(2X\1 — 1)(SC)(1 + 2R¢) = 0. (3.2)

Les équations (3.1) et (3.2) ménent & trois possibilités :

Possibilité 1. A; = 1; ceci implique que { + ¢ = 1. Donc R( = 5 et I¢ = :I:@.

Possibilité 2. $¢ = 0; ceci implique que ¢ = ( et donc que n=1, une contradiction.

Possibilité 3. R¢ = —%; ceci implique que (S¢)? = —%, encore une contradiction.

O

Maintenant nous avons vu que n=2 quand W (1) # 0. Aprés des calculs brefs,

flQ) = % z? et f(C) = % + z@ Ceci montre que arg f((;) n’est pas constant,

une contradiction. Donc, il faut que W (1) = 0. Nous distinguerons finalement

deux cas.

Si |dn| # [W'(1) + da] :

Supposons que h(u) = —B — D +uB + 4D, ou B = —d,,D = -W'(1) — d,.

Comme h(1) = 0, h(OD) est une ellipse une fois couverte qui rencontre 'origine.

Alors la ligne 7€*79%%) rencontre h(u) au plus deux fois. C’est & dire que n < 2.

Or, {(;}}-, est fermé sous conjugaison ot 1 € {(;}}_;. Donc n—1. Ceci est une

contradiction & notre hypothése initiale que n > 2.

Si da| = [W/(1) + da| :

Dans ce cas W'(1) = 0 ou W/(1) = —2d,. Clest a dire que W'(1) < 0. Or,

W(z) = (z—1) H;s‘-;}(z — () ot (; = 1. Posons maintenant, u(z) = Hg;:é}(z — ().

Alors, comme {(;}7_; est fermé sous conjugaison , u(1) > 0. Donc, W'(1) =

u(z) + (z — 1)u’(z)lz=1 = u(1) > 0, une contradiction.

Finalement, on se retrouve avec des contradictions quand {(;}}.; est fermé
sous conjugaison. Alors, il faut que {¢;} %, ne soit pas fermé sous conjugaison et

donc d’aprés les théorémes 3.2.1 et 3.2.2, p(z) = a,2™.



Chapitre 4

CAS D’EGALITE POUR QUELQUES

RAFFINEMENTS DE L’'INEGALITE DE

BERNSTEIN

Nous identifions dans ce chapitre la classe des polynémes extrémaux pour

des raffinements connus de l'inégalité de Bernstein. Le résultat principal de ce

chapitre sera I'objet d’une publication dans le journal Computational Methods

and Function Theory.

4.1. LES RAFFINEMENTS DE L'INEGALITE DE BERNSTEIN

Nous avons les inégalités suivantes pour tout z € D et pour tout p € P, :

129 (2) — p(2)] + dalaol < (= Vllpll, 7> 2,

26/(2) — 5an2"] + dilaol < (0= )l m 22

12/(2) = (0(=) — P(O))] + dalaol < (= Vlpll,  n>2,
Ip(R2) — p(2)| + dalaol < (B" = Dllpll, n>2,

12(2)] + dalas] < ol n>2,

Izpl(z)| + dn|a2| < n”p”, n > 6.

n
0<A< =
—_ 2’

R>1,

(4.1)
(4.2)
(4.3

(
(4

e
N

3)
4)
5)

(4.6)

Dans chaque cas, d,, est une constante optimale positive bien déterminée, qui

peut varier d’une inégalité & une autre selon les paramétres de Iinégalité. Ici "op-

timal" signifiera que pour n’importe quelle inégalité ci-dessus, si nous remplagons
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d, par une constante arbitraire d > d,,, 'inégalité sera renversée pour au moins
un polynéme p € P,.
Considérons par exemple 'inégalité (4.1). On aura

2(n —2X) n
by = =20 0<A<
n-—2\+ 2 0_)\<2

alors que pour 'inégalité (4.2)

n—1

1
d, = =(ni ir), dy = ————
2(n impair), d o )

(n pair)

ou pour 'inégalité (4.5)

dy = V2 -1, dy= V2 g = 2m ( 2(n+2)—1> (n > 4).

2 =n—i—4 n

Ces inégalités ont été obtenues dans une série d’articles publiés par Frappier, Rah-
man et Ruscheweyh [13, page 518], [7], [8], parfois ensemble, parfois séparément.

Chacune de ces inégalités est un raffinement de l'inégalité de Bernstein
Pl < nlipll,p € Pn, n > 1. (4.7)

De plus, nous pouvons les démontrer toutes en utilisant des idées semblables. Il
est bien connu qu’on a égalité dans (4.7) pour les polynémes algébriques de la
forme p,(z) = a,2",a, € C; ceci était la conclusion du chapitre 3 pour A = 0. Le
résultat principal de ce chapitre est

Théoréme 4.1.1. Pour chaque inégalité (4.1),(4.2),(4-3),(4.4),(4.5),(4.6) ci-
dessus, nous avons égalité si et seulement si les polynémes sont des mondmes

de degré n ou bien identiquement nuls.

4.2. UN RESULTAT AUXILIAIRE

Lemme 4.2.1. Supposons quen > 1 et f € B, avec det M(f;n) > 0. Supposons

aussi que 0 < j < n ; alors, il existe une constante strictement positive d telle que
1f * pll + dlas| < llpll, pour tout p € P, p(z) = > axz*.
k=0

En particulier, nous avons ’égalité ||f = p|| = ||p|| seulement pour les polynémes

p constants.
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DEMONSTRATION. D’aprés les lemmes 3.1.3 et 3.1.4, ’hypotheése det M (f;n) > 0
implique que det M(f; k) > 0 pour tout 0 < & < n. Il est donc clair que, par

continuité, si f. = f(z) + €27, nous avons
det M(f;k) >0, 0<k<n

pour tout € € C avec |e] < d ol d est une constante strictement positive qui
dépend de f et de j mais qui est indépendante de k. D’apres le lemme 3.1.2,

fe € B,,. C’est a dire que,
|fe #p(2)| = |f *p(2) + ea;2| < |lpll, z€D, le] <d.

Comme il n'y a pas de restriction sur Uargument de ¢, il existe g9 = de**& tel
y )

que
If *pll + dlas| < llpll-

Supposons maintenant qu'’il existe P € IP, non-constant tel que
If* Pl =Pl
Il existe donc un indice 1 < jo < n tel que a;,(P) # 0. Ensuite nous obtenons,
1Pl + dlaj,| = |If * Pl + dlaj| < |P],
ce qui est une contradiction, et donc il est nécessaire que P soit constant, ! O

Frappier et Qazi [9] ont posé la question suivante : étant donné 0 < k < n,

existe-t-il une constante A qui dépend de k telle que
17'[| + Alax| < nljp|

pour tout p € P, ? Ceci, d’aprés un argument semblable & celui de la remarque

3.2.1, est équivalent a

"
n—1 . A

Zd+eFeB,, | <—.
n n

fe(z) =

1=0
D’aprés les remarques 3.2.2. et 3.2.3, les mineurs principaux de fo sont stricte-
ment positifs. Et donc hypothése du lemme est satisfaite pour fo. Nous avons

maintenant & choisir A = nd(fp,n — k) > 0 pour vérifier que la réponse a leur

question est positive.



46

4.3. LA PREUVE DU THEOREME 4.1.1.

Les preuves des inégalités (4.1),(4.2),(4.3),(4.4),(4.5),(4.6) ont des caractéris-
tiques communes. Chacune est équivalente, pour un j =n —2,n—1 oun, a une

inégalité du type
llg * £1l + dnlaj(a)| < llall, ¢ € Pn (4.8)

ou f € B, et cin est une fonction de d,. Par exemple (4.1) est équivalent &

lq(z) * (1 + i (
k=1

#)|+ dalan(@)] < llll, z €D, g€ Py

oud, = (n 255 De plus, nous avons égalité en (4.8) avec q(z) = z"p(3) € Pn siet
seulement si nous avons égalité dans I’équation correspondante (4.1),...,(4.6). En
regardant les références [13, page 518], [7], [8], on voit que dans tous les cas le

polynéme f € B, dans (4.8) a les deux propriétés suivantes : sl

fe=f(2)+ed = Zak f)2, el < da, (4.9)

alors det M(f.;k) > 0,0 < k < n — 1. En outre il existe un unique nombre

complexe & = d,e? tel que
det M(fe;n) = 0 et det M(fe;n) > 0si |e| = dn, € # €. (4.10)

Considérons maintenant un polynéme ¢ € P, qui est extrémal pour (4.8),
c’est-a-dire que

llg * f1| + dnla;(a)| = llgll. (4.11)
Dong, il existe zp € D et 6 € R tels que
| % fa,00(20)] = |a % f(20) + dnea;(q) 2]

= g * f(20)] + dnla;(q)]
= lqll.
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Premiérement, nous allons supposer que e # e : d’apres (4.9), (4.10) et le

lemme 3.1.2., il existe d > 0 tel que fg 4ge0 € B,.. En particulier

lall > llg * fig, vapesol
> |q * fid,+ae0 (20)]
= |g * f(20) + (dn + d)e®a;(q) 7))
= |g* f(20)| + (dn + d)]a;(q)|

= llgll + la;(g)ld.

Il est évident que |a;(q)] = O et donc d’aprés (4.11) et le lemme 3.1.4., ¢ € Po.

C’est-a-dire que p(z) = z"¢q(L) est un monome de degré n ou bien p = 0.
Supposons maintenant que ¥ = e - alors det M (fz;n) = 0. D’aprés le lemme

3.1.4.
llgll = |g * (f(2) + dne®as(0)2’) | _,,
= o> kz:; 1 —lkgkz
- |3 et
< ki“lzqu@kzon (112)

< (S u)llal (4.13)
= llall

z=2zg

Donc nous avons égalité en (4.12) et (4.13). Comme les [;, sont strictement positifs,

il existe un nombre réel ¢ tel que
q(Ckz0) = |lglle™, 1<k < n.

Rappelons aussi que les ( sont distincts et de module 1. Nous avons donc

a(z) = lqlle” — K [[(1 = {202)
k=1
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oit 0 # K € C. Sans perte de généralité , nous pouvons supposer que e*¥ =
zo = |lgll = 1. Posons Q(z) = K[[i_,(1 — (iz). 11 est evident que RQ(z) >
0, V z € OD. La représentation de Fejér-Riesz [13, page 410] pour les polyndmes

trigonométriques positifs implique que
RQ(z) = M|Q(2)]?, Vz € dD, pour un certain M > 0.

Il s’en suit qu’il existe A, B € C tels que Q(z) = A+Bz" et que ceci est aussi valide
pour g et p. Si nous étudions chaque inégalité (4.1),...,(4.6), il sera évident que les

polynémes extrémaux qui correspondent & chaque inégalité sont des mondmes.

4.4. QUELQUES DERNIERES REMARQUES

Le théoréme 4.1.1. peut étre faux si on se permet de varier les parameétres.

Par exemples quand n = 1 les inégalités (4.1),(4.2) et(4.4),

) 1
|2p/(2) = Ap(2)] + (1 = 2N)ao(p)] < (1 = N[lp[, 0= A <5, z € oD,

1 1 1
|2p'(2) — §a1(p)2| + 5 lao(p)| < SlIpll, = € O,

Ip(Rz2) — p(2)| + (r = Dlao(p)| < (R—Dllpll, R>1, z € D,
sont valides pour tout p € P;. De plus, les polynémes de la forme p(z) = Az + B
sont extrémaux méme si B # 0. Un autre exemple serait de poser A = 7 dans
l'inégalité (4.1) :

n n
|2'(2) = 5p(2)] < S lpll, = € OD.

Cette derniére inégalité est maintenant valide pour tout p € P, et les uniques
polyndmes extrémaux ont la forme p(z) = A2™ + B méme si B # 0. La preuve
de ceci se trouve dans la publication[6].

Il se peut que sous une variation de paramétre le théoréme (4.1.1) reste vrai.
Par exemple, la version optimale de I'inégalité (4.5) avec n = 1 n’est rien d’autre
que 'inégalité de Bernstein avec n = 1 ol nous avons égalité seulement pour les
mondmes. Un autre exemple d’un changement de parameétres qui ne modifie pas
le résultat du théoréme (4.1.1) se trouve dans l'inégalité suivante, valide pour

tout pe P,, n>1,

129/(2) = 3p(2)] + dlao(p)] < (= Vllpll, z€ B, 0< A< 5, 0<d <d,
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ot les polynémes extrémaux sont exclusivement des monoémes, méme dans le cas
n = 1. Ceci est une conséquence de notre preuve du lemme 4.2.1 et de la structure

générale de 'inégalité (4.1).



CONCLUSION

En supposant qu'un polynéme est de degré n et que nous ayons des connais-
sances de ses valeurs sur le disque unité du plan complexe, on a constaté que
I'on est capable de dire quelque chose sur la taille de sa dérivée. De plus, on est
aussi capable de trouver la forme des polyndmes, que nous avons appelés des po-
lynémes extrémaux, ot la valeur absolue de la dérivée est en quelque sorte d’une
taille maximale. Les connaissances des valeurs du polyndme et la restriction de
ses dérivées ont été présentées sous la forme de 'inégalité de Bernstein ou I'une
de ses variations. Dans presque toutes les inégalités étudiées ici, les polynémes
extrémaux étaient toujours des mondmes.

Il est intéressant de remarquer qu’il existe des variations de l'inégalité de
Bernstein o les polyndmes extrémaux sont autres que des mondmes. Par exemple,
les polynémes extrémaux de I'inégalité

n n _
[e9'(2) = 58(2)| < 2lpl, n> 1,z € D

sont de la forme p(z) = Az" + B ou B n’est pas nécessairement nul. De plus,
il ’agit des seuls polyndmes extrémaux de l'inégalité ci-dessus. Il faut donc étu-
dier les polynémes extrémaux de chaque raffinement de l'inégalité de Bernstein
séparément bien que les résultats se ressemblent assez souvent.

Comme derniére remarque, il est évident que nous pourrons avoir des varia-
tions de 'inégalité de Bernstein en appliquant successivement des résultats connus
plusieurs fois. Par exemple, en appliquant I'inégalité (4.1) avec A = 0 deux fois,

il est clair que

n(n — 1)

2
" < _ _ >
") < nin = Dllpll - = 25 al, n>3

2(n—1
o - 2021



ol

pour tout p € P, avec égalité si et seulement si p est un mondme de degré n ou
p est identiquement nul.

L’étude des inégalités de Bernstein pour les dérivées d’ordre supérieur nous
conduira certainement & des variations de I'inégalité de Bernstein encore plus raffi-
nées. Il est probable que la méthode utilisée ici sera aussi efficace pour déterminer

les polynémes extrémaux de ces raffinements.
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