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SOMMAIRE

Dans cette thése, nous proposons des méthodes de volumes finis centrées mul-
tidimensionnelles pour résoudre des systémes de lois de conservation hyperbo-
liques. Les systémes hyperboliques jouent un role important dans la modélisation
de plusieurs phénomeénes physiques surtout en aérodynamique et en magnétohy-
drodynamique. De fagon particuliére nous nous intéressons aux équations de la
magnétohydrodynamique idéale (MHD); ces équations décrivent plusieurs pheé-
nomeénes en physique et en astrophysique comme la physique solaire, I’évolution
du plasma dans un milieu magnétique, les jets astrophysiques, etc.; le champ
magnétique dans la solution analytique des équations de la MHD est solénoidal,
et donc satisfait I’équation de Maxwell V - B = 0. L’accumulation des erreurs
numériques telles que les erreurs de troncature et d’arrondi conduit souvent &
des solutions numériques qui ne satisfont pas la propriété physique du champ
magnétique et peuvent entrainer des instabilités numeériques, ou des ondes non
physiques. Pour remédier & cette situation, nous proposons une méthode de trai-
tement de la divergence qui sera jumelée & nos schémas centrés de base en deux
et trois dimensions spatiales (avec des cellules duales soit cartésiennes soit en
diamants), pour garantir une solution numérique physiquement admissible. Nous
validons nos méthodes numériques en considérant plusieurs problémes classiques
et en comparant nos résultats numériques avec certains résultats récents de la

littérature.

Mots clés : Méthodes de volumes finis centrées. magnétohydrodynamique idéale,

aérodynamique, méthode de transport sous contrainte.
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SUMMARY

In this thesis we consider central finite volume schemes for solving multidi-
mensional systems of hyperbolic equations. Several physical phenomena are des-
cribed using hyperbolic equations, especially in aerodynamics and magnetohy-
drodynamics. In particular, we will be interested in ideal magnetohydrodynamics
("MHD") problems. The MHD equations describe several phenomena in Physics
and Astrophysics such as the solar physics, the flow of the plasma (ionized fluid)
in a magnetic domain, etc. The magnetic field in the analytic solution of the
MHD equations is solenoidal and thus satisfies Maxwell’s equation V - B = 0;
due to the accumulation of numerical errors such as the round-off errors and the
truncation errors, the numerical solution usually fails to satisfy the solenoidal
property of the magnetic field, and thus instabilities or non-physical waves may
arise. To enforce the divergence-free physical requirement on the magnetic field
in the numerical solution, we construct new constrained-transport-type methods
that apply to both two and three-dimensional central schemes, involving Carte-
sian or diamond-shaped dual cells, and treat the magnetic field components of
the numerical solution. We validate our numerical methods by solving several
classical ideal MHD problems and comparing our numerical results with the cor-

responding ones appearing in the recent literature.

Keywords Central finite volume methods, ideal magnetohydrodynamics, ae-

rodynamics, constrained transport m-thod.
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de construire des méthodes de volumes finis cen-
trées (ou "centrales", "central schemes" en anglais) & la fois précises et robustes
pour résoudre numeériquement des problémes en aérodynamique et en magnétohy-
drodynamique (MHD) idéale. Les modéles mathématiques que nous considérons
constituent des systémes hyperboliques multidimensionnels avec flux convexes (en
aérodynamique) ou non convexes (en magnétohydrodynamique). Dans cette intro-
duction, nous allons expliquer pourquoi il est important d’étudier les équations de
la magnétohydrodynamique. Nous allons illustrer les difficultés qui interviennent
en résolvant numériquement des problémes de MHD, et la nécessité d’avoir des ou-
tils numériques efficaces et performants pour résoudre des problémes de la MHD

idéale.

MOTIVATION

Dans un contexte physique, le plasma est un gaz ionisé & charge électrique
neutre qui est constitué d’ions, de neutrons et d’électrons [30], [31], [53]. La dy-
namique des fluides astrophysique est une branche de I’astronomie physique qui
étudie I’évolution du plasma dans les étoiles, les galaxies, les médias interstellaires
et inter-galactiques. Les équations de la MHD idéale modélisent la dynamique des
plasmas. Ces équations décrivent le comportement d'un plasma, composé de gaz
obéissant aux lois des gaz parfaits, conducteurs et compressibles. Les équations
de la SMHD (shallow water MHD) sont obtenues en supposant que le fluide est &
densité constante et qu’il est en équilibre hydrostatique dans la direction verticale.
Les équations de la MHD idéale sont utilisées pour modéliser les phénomeénes des
Jets astrophysiques et de la tachocline solaire.

Un jet astrophysique consiste en plusieurs écoulements supersoniques alignés. Ces
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jets paraissent lors de la formation de nouvelles étoiles et sont riches en informa-
tions sur leurs sources et la maniére dont elles ont pris naissance. La physique
des jets est trés compliquée et les équations de la MHD permettent d’étudier le
comportement qualitatif des jets. On trouve dans la littérature plusieurs exemples
de modéles astrophysiques formulés & 1’aide des équations de la MHD idéale.

Les équations de la MHD interviennent aussi dans la modélisation de la tacho-
cline solaire. L'intérieur du soleil est constitué du noyau, de la zone radiative et
d’une zone convective. Les zones radiative et convective sont séparées par la ta-

chocline. La tachocline est soumise & un imposant champ magnétique créant les

Prominence
Convective zone

Radiative
zone .

Flare

Corona

Coronal hole  Ghromosphere

Vloube HVTLASA

FIGURE 0.1. Intérieur du soleil (www.stargazers.gsfc.nasa.gov)

taches solaires. La dynamique de la tachocline solaire s¢ modélise par des modéles
de la dynamique des fluides soumis & des champs magnétiques. Gilman [30, 31]
a introduit, & partir des équations de la MHD idéale, un nouveau modéle connu
sous le nom des équations de la SMHD qui décrit la dynamique d’un plasma a
densité constante dans un champ magnétique ct en équilibre hydrostatique dans

la direction radiale (verticale).
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DEFIS NUMERIQUES

Dans ce travail, nous nous intéressons aux schémas numériques centrés pour ré-
soudre des systémes hyperboliques multidimensionnels. Ces schémas numériques
nécessitent un maillage original et un maillage dual décalé pour éviter la résolu-
tion des problémes de Riemann sur les interfaces des cellules, un processus fort
couteux en temps de calcul. De plus, ces schémas numériques ont la propriété
d’étre précis du second ordre dans 1’espace et dans le temps.

De fagon plus particuliére, nous nous intéressons aux problémes de magnéto-
hydrodynamique idéale ; les schémas numériques centrés (comme pour la plupart
des autres schémas numériques) ne sont généralement pas capables de résoudre
correctement les problémes de la magnétohydrodynamique idéale et générent des
solutions numériques qui ne satisfont pas certaines conditions physiques fonda-
mentales; dans ce cas des oscillations, des ondes non physiques, des instabilités
ou méme des pressions ou densités négatives peuvent apparaitre. Ceci s’explique
principalement par 'accumulation des erreurs numériques, telles que les erreurs
de troncature et d’arrondi, ce qui conduit & un champ magnétique & divergence
non nulle. Ces phénomeénes continuent a apparaitre méme en utilisant des sché-
mas numériques d’ordre de précision élevé ou en raffinant le maillage. L’origine
de ce probléme est due a la structure complexe des équations qui modélisent le
phénomeéne de la magnétohydrodynamique, et a la contrainte de divergence nulle
(champ solénoidal) que doit satisfaire le champ magnétique. En fait le systéme des
équations de la magnétohydrodynamique ne tient pas compte explicitement de la
contrainte V - B = 0 que doit satisfaire en tout temps le champ magnétique alors
que ceci est physiquement sous-entendu & partir de la loi de Biot-Savart, et des
équations de Maxwell et de Faraday. Plusieurs approches ont été proposées pour
remédier a cette situation : certaines consistent a traiter le champ magnétique
dans la solution numérique a la suite de chaque pas de temps, d’autres consistent
a reformuler le systéme des équations de la MHD et ’écrire sous une forme non-
conservative en introduisant une nouvelle formulation pour le phénoméne ou en
utilisant une approche de type multiplicateur de Lagrange. Une autre maniére
d’aborder ce probléme consiste & appliquer la décomposition d’un champ vecto-

riel en la somme d’un champ irrotationnel et d’un champ solénoidal (théoréme
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de Helmholtz) et d’en retrancher la partie physiquement non significative ; c’est
une approche intéressante mais extrémement cotiteuse en temps de calcul car elle
nécessite la résolution d’une équation de Poisson aprés chaque pas de temps. Dans
ce travail, en se fondant sur la méthode du transport sous contrainte originale-
ment proposée par Evans et Hawley pour les méthodes de différences finies, nous
allons présenter une nouvelle méthode de traitement de la divergence qui s’ap-
plique dans le cadre des schémas de type volumes finis centrés et qui maintient

la formulation conservatrice des équations de la magnétohydrodynamique idéale.

CONTENU DE LA THESE

Le premier chapitre sera consacré & la présentation des schémas numeériques

que nous allons utiliser pour résoudre des systémes de lois de conservation hyper-
boliques en différentes dimensions spatiales. Nous présentons ensuite un nouveau
schéma numeérique de type central pour résoudre des systémes hyperboliques en
trois dimensions spatiales; les cellules du maillage original sont cartésiennes alors
que celles du maillage dual décalé sont en diamants (deux pyramides qui se par-
tagent la méme base).
Au second chapitre nous présentons les équations qui modélisent le phénomeéne de
la magnétohydrodynamique idéale, nous discutons la propriété physique que sa-
tisfait le champ magnétique dans la solution exacte de ces équations. Par la suite,
nous présentons un bref apercu de chacune des méthodes numériques déja propo-
sées pour traiter le champ magnétique dans la solution numérique pour satisfaire
la contrainte physique. Finalement, nous présentons nos approches numeériques
qui s’appliquent dans le cadre des schémas centrés, avec des cellules originales
cartésiennes et des cellules duales cartésiennes ou en diamants, pour maintenir
la contrainte physique; dans chacun de ces cas nous formulons les équations et
l'algorithme convenable et nous prouvons analytiquement que la solution générée
a la suite du traitement du champ magnétique satisfait la contrainte physique.

Les articles que nous avons publiés ou soumis pour publication dans les jour-
naux scientifiques au cours de ce travail constituent la seconde partie de cette
these.

Notre premier article est présenté au chapitre 3. Dans cet article nous avons
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adapté le schéma numeérique central bidimensionnel, dont les cellules originales
sont cartésiennes et les cellules duales sont en diamants, pour résoudre les équa-
tions de la MHD idéale. Pour satisfaire la contrainte physique du champ magné-
tique solénoidal, nous avons construit une méthode de traitement systématique
de la divergence du champ magnétique, que nous appelons la méthode CTCS. La
présentation du schéma numeérique de base ainsi que celle de la méthode CTCS
constituent la matiére de cet article. Les résultats numériques que nous avons ob-
tenus pour certains problémes de MHD idéale sont présentés & la fin de I'article
(chapitre 3). Cet article a été accepté au mois d’octobre 2004 et il est disponible
depuis le mois de décembre 2004 dans le Journal of Computational Physics, Vo-
lume 204, pages 737-759.

Nous présentons au chapitre 4 le compte-rendu que nous avons soumis pour publi-
cation dans le livre des Proceedings de la conférence : "Tenth International Confe-
rence on Hyperbolic Problems : Theory, Numerics, Applications" qui a eu lieu &
Osaka au Japon, au mois de septembre 2004. Dans ce travail, nous présentons
une nouvelle approche pour résoudre les problémes de magnétohydrodynamique
idéale bidimensionnels avec les schémas numériques centrés dont les cellules ori-
ginales et duales sont purement cartésiennes.

La matiére considérée dans ce proceeding sera présentée de fagon plus élaborée
au chapitre 5, notre second article. Malgré le fait que le schéma numérique de
base, et pour certains problémes de magnétohydrodynamique idéale, soit capable
de générer une solution numérique relativement acceptable et que la divergence
du champ magnétique dans cette solution numérique reste petite, nous avons
construit la version CTCS de traitement de divergence qui s’applique avec le
schéma numérique de base. Ensuite, nous avons appliqué cette nouvelle méthode
et nous avons résolu plusieurs problémes de MHD idéale; nous avons comparé
nos résultats numériques avec ceux obtenus & partir du schéma a cellules duales
en diamant présenté au chapitre 3. La méthode numérique que nous avons consi-
dérée dans ce second article se caractérise par sa simplicité de mise en oeuvre,
sa robustesse, et entraine une réduction du temps de calcul (environ 20-25%) si
I’'on compare a la version avec cellule duale en diamant. Cette article est soumis

N

a "SIAM Journal on Scientific Computing".
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Notre dernier article constitue le chapitre 6 de cette thése; dans cet article nous
présentons un nouveau schéma numérique central tridimensionnel, dont les cel-
lules originales sont cartésiennes et les cellules duales sont en diamants. Nous nous
intéressons aussi a la version tridimensionnelle purement cartésienne des schémas
centrés (cellules originales et duales cartésiennes). Pour chacun de ces schémas
nous construisons la version CTCS de traitement de divergence correspondante
nécessaire pour résoudre des problémes de MHD idéale. Nous présentons des va-
lidations numeériques de nos schémas ainsi que des comparaisons quantitatives
des résultats obtenus a partir des deux versions du schémas. Cet article a été ac-
cepté, depuis le moi de juillet 2005, et il sera publié au "Journal of Computational

Physics".
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Chapitre 1

SCHEMAS NUMERIQUES CENTRES
MULTIDIMENSIONNELS

1.1. METHODES NUMERIQUES

Au début des années 90, Nessyahu et Tadmor [46] ont présenté un nouveau
schéma numeérique centré pour résoudre les lois de conservation hyperboliques en
une dimension spatiale ; leur méthode est basée sur le schéma de Lax-Friedrichs et
fait appel & un maillage décalé pour éviter la résolution des problémes de Riemann
intervenant aux interfaces des cellules et ceci dans le but d’accélérer les calculs;
de plus la méthode est non oscillatoire grace a I'utilisation des limiteurs de pentes,
et elle est précise d’ordre deux. Par la suite, Arminjon et al. [1, 2, 3, 4, 5, 9] ont
présenté plusieurs extensions en deux et trois dimensions spatiales sur des géomé-
tries cartésiennes ou non structurées (maillages triangulaires ou tétraédriques).
Dans ce chapitre, nous allons présenter une bréve description du schéma original
unidimensionnel de Nessyahu et Tadmor [46], ainsi qu'un apergu sur certaines
extensions bi- et tridimensionnelles que nous allons utiliser au cours de nos ap-
plications numériques. Finalement nous présentons une nouvelle extension tridi-
mensionnelle faisant appel & un maillage original cartésien et & un maillage décalé

dont les cellules duales sont en diamants.
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1.1.1. Rappel du schéma de Nessyahu-Tadmor

Le schéma de Nessyahu et Tadmor [46] est basé sur la méthode de Lax-
Friedrichs et permet de résoudre les lois de conservation hyperboliques unidimen-

sionnelles de la forme :

w+ flu), = 0, zeR,te(0,00)

u(z,t =0) = wug(z) (1.1.1)

tout en évitant la résolution des problémes de Riemann aux extrémités des in-
tervalles du maillage. On rappelle que le schéma de Lax-Friedrichs (LF) fait
évoluer une fonction constante par morceaux ul sur les cellules (les intervalles
Ci = (Ti—12, Tiy1/2 centrés aux "nceuds" z;) définie, sur la cellule C; comme une
valeur approximative de l'intégrale de la solution exacte u(z,t™) sur C; :
1 [Tt ,
uy u(z,t™) dz. (1.1.2)

o~
P
Az 2iiaya

La version originale du schéma de Lax-Friedrichs s’écrit sous la forme :

WP = Sl )~ M) — f ), avee A= At/(2Az). (113)

C’est I'utilisation de la version décalée du schéma LF et de deux maillages décalés

FIGURE 1.1. Géométrie du schéma central de Lax-Friedrichs

I'un par rapport a 'autre (Fig.1.1) qui permet d’éviter de résoudre les problémes
de Riemann qui interviennent notamment, dans toute méthode de type "Volumes
Finis", aux interfaces des cellules ; on effectue pour cela deux pas de temps succes-
sifs : au cours du premier pas, on suppose connues les valeurs {ul'} sur les cellules

originales C; et on définit des valeurs intermédiaires {uffll/z} sur les cellules duales
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Diyijp={z:z; <z < zi1} par

urtl = —21-(u11 +up) — A(f(uly,) — f(u])), avec A = At/Ax. (1.1.4)

i+1/2 i
La solution sur le maillage original est obtenue lors du second pas de temps et se
calcule de la fagon suivante :

n 1 n n n n
P = ‘2‘(Ui_+11/2 + ui-:_ll/2) - )‘(f(“ifll/'z) - f(“ij11/2))' (1.1.5)

U
Le schéma numérique de Lax-Friedrichs est précis d’ordre un dans l’espace et
dans le temps. Nessyahu et Tadmor [46], ont considéré la version décalée du
schéma de Lax-Friedrichs et ont considéré & la suite de van Leer [3] ou [4] une
approximation de la solution exacte linéaire par morceaux sur les cellules du
maillage ; ceci augmente l'ordre de précision spatiale du schéma d’une unité; les

interpolations linéaires sont obtenues facilement en utilisant des développements

de Taylor du premier ordre :

r—;

u(z, t") ~ul + Ao 87, T € [Tis1/2, Tiy1/2), (1.1.6)
ou 07 doit satisfaire la condition :
o7 0
= — ") =z, + O(A
= = (@, )ems, + O(A)

pour obtenir 'ordre deux par rapport a z.

On définit u?fllﬂ comme étant une approximation numeérique de la valeur moyenne
de la solution du probléme de Riemann généralisé sur [z;, z;41], obtenue de la ma-
niere suivante.

On intégre 'équation (1.1.1) sur le domaine Ry, = [s, Tiya] X [t",¢*!], et on

applique la formule de Green pour obtenir :

fﬂ (u dz — f(u) dt) = 0. (1.1.7)

1+1/2

Cette intégrale se décompose sur chacun des cotés de R /2 €t prend la forme

Tatl Tig1/2 Trt1
/ u(z, t"*!) do = / u(z,t") dx +/ u(z,t") dz

T 1 1+1/2
tn+l

—(/r" f(U(xm,t))dt—/ flu(z;, 1)) dt). (1.1.8)

1
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En définissant la valeur numérique de la solution & ¢ = t™*! sur la cellule D;,, /2

par :
1 T141
U?_:—II/Q ~ A—$/ 'Ll,(x,tn—*—l) dfC, (119)

Ty

on est conduit au schéma :

n+1 1 /2 n Tt n
Uiv12 = A—x(/r u(z,t") dr + /x,-+1/2 u(z,t") dz)
gt tntl

- Kli(/t flu(ziyg, 1)) dt —/ flu(z;, t)) dt) (1.1.10)

tn
Pour les intégrales spatiales, on remplace u(z,t) par son approximation linéaire
par morceaux, la premiére intégrale de I’équation (1.1.10) devient : Az(u?/2 +
67/8). On utilise la régle du point médian pour approximer les intégrales tempo-

relles dans ’équation (1.1.10) :

g+l

/ f(u(z, 1) dt ~ Atf(u(z;, t"/?)) (1.1.11)

n

pour cela, on calcule
At
u(a:i,t‘"ﬂ/g) =~ ’LL(.'L'i,tn) + 7ul(:vi,t") (1112)

en utilisant (1.1.1) on obtient

At

w2 = u(z;, t"?) ~ (g, 1) — SAa

1

Fum)se. (1.1.13)

Les approximations numériques du gradient générent souvent des oscillations dans
la solution ; pour éviter de telles situations, on utilise pour calculer §7 des limiteurs
de pente (de type MUSCL de van Leer [67]). Le premier pas de temps du schéma

prend la forme suivante :

n n n n n+1/2 n+1/2
ntl M Hul, 67 —0f, _Atf(ui+1/ ) — flu / )

= 5 " (1.1.14)

(73

La solution aux nceuds du maillage original est obtenue lors du second pas de

temps :
n+1 n+1 n+1 n-41 n+3/2 n+3/2
ni2 Wit U’iil/Q 51—+1/2 - 51:1/2 f(“i+1/2 ) — S i—1/2 )
upt? = + — At . (1.1.15)
2 8 Az
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Ceci achéve la présentation du schéma numérique de Nessyahu et Tadmor pour
les lois de conservations hyperboliques en une dimension spatiale.
Le défaut de ce schéma central consiste en une restriction sur la condition de
stabilité CFL qui ne doit pas dépasser la valeur 0.5. Pour mieux comprendre
cette restriction sur la condition CFL nous allons considéré la loi de conservation
unidimensionnelle u; + f(u); = u et nous comparons la géométrie du schéma

central unidimensionnel de Nessyahu et Tadmor avec celle d’'une méthode de
type Godunov :

t
N R VG /
~ - T
\\ / ~_ - \ ‘E//
N @0 i N
N ad SNy
(Vi S
n
n i
i i+1
- Upo
T Tat1 T Tyt

FIGURE 1.2. Géométrie des schémas numériques de type Godunov

Pour les schémas numeériques de type Godunov, la condition de stabilité CFL

est :
At o
— max(A;)i-1,.n < 1. (1.1.16)
ox
Les A; sont les valeurs propres de la matrice jacobiennc A = g;‘&
gl
t
\ 3 T T 5\ L] o
by 2 0 // \\ \ R
. n
‘\ : ,l / \ ‘\ o
Vo ! \ "
. / AV
\-1y Y
1 \ily o
Ny ¥
¥ .
It Tig1/2 Ty T

FIGURE 1.3. Géométric de la version centrée du schéma de Lax-Friedrichs

Comme nous avons déja vu, le fait d’alterner & chaque pas de temps entre des

cellules originales et des cellules duales nous évite de résoudre les problémes de
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Riemann qui interviennent aux interfaces des cellules. Malgré le fait que la condi-
tion de stabilité CFL des schémas centrés soit inférieure a celle des autres schémas
(par exemple les méthodes de type Godunov, Upwind et autres) 1’expérience a

montré que ces schémas restent quand méme compétitifs et avantageux.

1.1.2. Extension du schéma "NT" en 2D avec des cellules duales en

diamants

Plusieurs extensions bidimensionnelles du schéma de Nessyahu et Tadmor ont
déja été proposées par Arminjon et ses collaborateurs [1, 2, 3, 4, 5, 9, 63] (pour
des maillages cartésiens ou non structurés) et plus tard par Jiang-Tadmor [35]

dans le but de résoudre les lois de conservation hyperboliques bidimensionnelles

U,+V-F(U)=0 dans R? x (0, 00), (1.1.17)

— —
U(z,y,t =0) = Up(z,y).

Dans cette thése on va s’intéresser en particulier & deux extensions bidimension-
nelles. Dans les deux cas on considére un maillage original cartésien ot les cellules
Cj; sont des carrés de cotés paralléles aux axes. Les cellules du maillage dual dé-
calé seront soit des cellules "diamants" (carrés obliques, Fig.1.4), soit des cellules
cartésicnnes décalées (Figs.1.4 ct 1.5). On considére un domaine rectangulaire dis-
crétisé uniformément suivant un réseau de cellules carrées ; les cellules du maillage
décalé sont les carrés centrés aux milieux des interfaces des cellules originales et

qui ont subi une rotation de 45° comme le montre la figure 1.4.

EE03

a o o

FIGURE 1.4. Les cellules cartésiennes en bleus sont centrées aux
nceuds '0’, les cellules duales sont représentées en rouge et en vert

La description compléte du schéma se trouve dans [9] avec des applications

numériques pour des lois de conservation scalaire, et pour les équations d’Euler.
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Nous donnons ci-dessous un bref apergu de la méthode numérique. Nous considé-
rons I’équation (1.1.17) avec ?(I_/)) = (7), 7)ot ? et g sont des "fonctions de
flux" dans un domaine rectangulaire Q du plan (z,y), et avec la condition initiale
(—J)(m,y,t =0) = ﬁo(x,y).

Soient C;; et Cjit1; deux cellules cartésiennes centrées aux points ai; = (i, 95)
et aiy1; = (Tit1,Y;) et telles que la ligne passant par ces deux points soit paralléle
a l'axe des abscisses (Fig.1.5). La cellule duale D;/2; est le carré dont deux de
ces quatres sommets sont les points a; ; et a;+1,; et qui admet comme diagonale

la face commune aux deux cellules C;; et C;y1; (Fig.1.5).

J\ /, AN
n g\~ Nn
4/0,'.*'. (I,-F' N .
a. // Jt \ ai+1 9
e om_ o
aj; P
{—
/7 n2
P Civ1j

FIGURE 1.5. Deux cellules cartésiennes C;;,Cit1; et la cellule
duale Djy1/2;

On intégre d’abord 1'équation (1.1.17) sur le domaine D;;y/0; x [t*, "] :

L"+1 Ln+l

— — ]
// U,dA dt = -—/ // V- F dA dt. (1.1.18)
m Ditiya, & Dit1/2,

Le théoréme de divergence de Gauss appliqué au second membre de 1’équation
(1.1.18) donne :

J[ Tewenyaa= [ Ty aa
Dit1/2,5 D12,

t"+l

]{ (Frne+gny) do dt, (1.1.19)
6D1+l/2,_1

fALd
n = (ng,my) cst le vecteur unitaire normal & la frontiére de la cellule duale

0D;41/2,;. Le membre de gauche de I'équation (1.1.19) définit la valeur moyenne

f]—)n+1

i+1/2,; de la solution sur la cellule duale

— —
ADis1/2g) U, = / / U (2,9, ") dA, (1.1.20)
D

i+1/2,3
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A(D; 14 /2,) représente aire de la cellule duale D;y; J25- On écrit la premiére
intégrale du membre de droite de I'équation (1.1.19) comme une somme de deux
intégrales sur les sous-domaines D;;1/2; N C;; (le triangle a, ;TB) et le sous-

domaine D;1y/y; N Cit1; (le triangle a;41 ;T B) :

— —
// Ul(z,y,t") dA = // Ul(z,y,t") dA
D125 Diy172,;NCi;

N / / U(z,y,t") dA. (1.1.21)
Diy1/2,,MCis1,

En utilisant la régle du point médian (appliquée au centre du triangle), on peut

approximer 'équation (1.1.21) avec une précision d'ordre deux :

3

- Az
+ U("Ei-i-l — ?.yj,t")A(DH_l/Q,j n Ci+1,j) (1122)

ou A(Di_*_l/r_)‘j N Ci‘j) = A(Di+1/2’j N Ci+1,j) = A(DH.l/g,j)/Q = ]7,2/4. (h = Az =
Ay)

_)
Pour calculer les valeurs de U (z,y,t") apparaissant dans le membre de droite de

A
/ / Ty, %) dA = T (3 + 2Z s 9 A(Dys1/2; 0 o)
Diyiyo,;

(1.1.22), on considére des fonctions linéaires par morceaux ﬁiyj(az, y,t") définies
sur les cellules du maillage et qui sont obtenues par interpolation linéaire (de type
MUSCL de van Leer [67]) au voisinage des noeuds a; ;. Ceci garantit le second
ordre de précision et préserve la monotonie du schéma

= , — T — T; =, Y— Ui =
n n 1 lim J lim
Ui,j(I’Z/,t )= Ui,j+

Ay Vise TRy Yidy (1.1.23)

o
b - [ lim T tim
n = LT A 1,74 A
VU, (———AI +0O( :v),—Ay + O(Ay))

—
représente le gradient limité de U7;.

L’équation (1.1.23) permet de calculer les approximations suivantes :
i 1,33y

= n Tin 1 _)im THlim
Ulai;ot") = U+ (Ui £ ULT),

= — 1 ,—,. —,.
+ 4n ~ n - lim lim
Ulazt") = U, — (Ui £ Ud)-
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En tenant compte de (1.1.23), on réécrit (1.1.22) sous sa forme finale :

— h2 —
// Ul(z,y,t")dA ~ —(UT, + UZHJ + = Uﬁl;"z — -Uﬁﬂj.z). (1.1.24)
Dt o, 4 3 3 5

De nouveau, on applique la régle du point médian pour évaluer l'intégrale du
flux par rapport au temps pour garantir une précision d’ordre deux. On peut
approximer le deuxiéme terme du membre de droite de 'équation (1.1.19) de la

fagon suivante :

J.

t"+1

]{ (7711 +gn,) do dt ~
aD1+1/0

At f (F (U @y, ) + G (U (2,9, 6+)n,) do. (1.1.25)
aD1+1 2.

— —
Pour évaluer I'équation (1.1.25), il faut prédire les valeurs de U et de F' sur les
interfaces de la cellule D;;1/; & Pinstant intermédiaire t"t1/2 Par exemple, on
peut prédire ces valeurs au milieu a;; du segment [a;;B] (Fig.[1.5]) en utilisant

une méthode de type Euler explicite et ’équation (1.1.17) :

. . At=S i
T2 L G o T (o ") + 5 Udlar, t")

sz, oy 1]’ 1]’
= At
~ U.ja;, ")~ 5V F|(a e (1126)

1]7

On réécrit I’équation (1.1.26) en termes des matrices jacobiennes sous la forme

suivante :

Pnil/2 72 At

— n =7 im
Ueiss = Uislag;t") = o (A(U”( 4y UL

+B(Ui,(a ”,t"))Uf’;"y> (1.1.27)

n+1/2 Tin4+1/2  Tin+1/2
De fagon analogue. on peut approximer U a7 U a1, B Uil T

_’

F(U Ztlé‘) est alors une approximation du flux au milieu a;; du segment a,,B
a Pinstant intermédiaire t"+/2 obtenue & partir de I’équation (1.1.26). Dans le
cas d'un maillage uniforme, une cellule duale D; /2, est un carré dont les cotés

forment un angle de 45° avec les axes ; ainsi les vecteurs unitaires perpendiculaires
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a la frontiére 0D; /o ; sont :

2 2
W] = _\/7—(1a ]-)a 77:)2 = —(15 "—1)a ﬁ)3 =

V2

2

(1,1), W4 = ‘/7—2-(—1, 1).

o[$

q

On peut approximer I'intégrale du flux de la fagon suivante en notant 9D; 172

(1 < g <4)les arétes de dD;y1/2 ¢
tn+l

tn

= g{RHS} (1.1.28)

en tenant pour cela compte du fait que la cellule duale est un carré dont la lon-
gueur de laréte est {(a; ;T) = l(a; ;B) = hv/2/2. Les équations (1.1.19), (1.1.24)
et (1.1.28) permettent d’obtenir 1’expression du premier pas de temps dans la

direction de I'axe des abscisses (sur les cellules duales de la forme D;y1/9 ;)

TFn+1 1 Tin Tin 1 lim TFlim
Ui-:_l/Q,j = §(Ui,j + Ui+1,j) + E(Ui,j;z - Ui+1m)
At Fnt+1/2 —n+l/2 Tn+1/2 —n+1/2
—_ — - R - + —_ = -
h [( f al] g al] ) ( f a]l g a’]: )
_)'n P4 n A '_>n n
+( PG (- ) (11.29)

7t 1 5] 1)
De fagon similaire nous pouvons formuler I’expression du premier pas de temps
dans la direction de I'axe des ordonnées (sur les cellules duales de la forme D, ;. 1/9)
et celle du second pas de temps qui va donner la solution sur le maillage original

(les cellules Cj ;). Une étude détaillée de ce schéma se trouve dans [9)].
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1.1.3. Extension du schéma "NT" en 2D avec des cellules duales

cartésiennes

En 1995, Arminjon et al. (1.1.17) ont présenté une extension bidimensionnelle
[2] du schéma centré de Nessyahu et Tadmor pour résoudre les lois de conservation
hyperboliques bidimensionnelles. Les cellules du maillage original ainsi que celles
du maillage décalé sont cartésienncs uniformes. Nous allons donner par la suite
un bref apergu du schéma numérique. Les cellules {C;;} du maillage original sont
les carrés centrés aux nceuds (z;,y;) ct telles que 2441 — 2; = Y41 — Y; = h. Les
cellules duales D;;1/9 412 du maillage décalé sont identiques aux cellules C;j;

mais elles sont centrées aux nceuds (Zi41/2, Yj+1/2)-

z;

Yj+1

Yj

Tit1/2

FIGURE 1.6. Quatre cellules cartésiennes du maillage original (en
bleu) sont nécessaires pour calculer la solution sur la cellule duale
(en jaune) du maillage décalé

Supposons que la solution U}; soit connue sur les cellules C;; a I'instant ¢".
A Dinstant t"*!, on calcule la solution sur les cellules duales du maillage décalé
et ceci pour éviter la résolution des problémes de Riemann sur les interfaces des
cellules. En intégrant I’équation (1.1.17) sur le domaine D;i1/2j41/2 X [t%,t"1!]

on obtient :

—

77 1
/ Ul(z,y,t"*") ds =/ Ul(z,y,t") ds
Diy1/2,541/2 Dit1/2,541/2

tnt1
—/ / V- F(U(z,y,t) ds dt. (1.1.30)
tn Diy1s2,541/2

Le terme de gauche de 'équation (1.1.30) définit la solution & I'instant t**! sur la
cellule duale D; /9 j41/2. La premiére intégrale du membre de droite de '’équation

(1.1.30) sera approximée avec une précision d’ordre deux en utilisant la régle du
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point médian ainsi qu’une interpolation linéaire de type MUSCL de van Leer [67].
La seconde intégrale du membre de droite de 'équation (1.1.30) sera calculée en
appliquant tout d’abord la formule de Green et ensuite sera approximée avec une
précision d’ordre deux en utilisant la régle du point médian. L’expression générale
de la solution numérique U 7:11/9 i1y & l'instant "*! est donnée par la formule
suivante (cf. [2]) :

7:11/2,J+1/2 = Z(u?+1,j U T U U )
(Tl - ff’éﬂw)—g[ﬁ;ﬁ}f Foy
IIG(U?;’;”—U&LH) Sl - )
STy~ Ui - Sl - o)

TFlim T lim A n+1/2 n+1/2
+E(Ui+1,j;y - Ui+1,j+1;m) - 3[9i+1,j+1 Jit+1,5 ]

ot (VU )im = (ﬁl;m/Az + O(Az), ﬁg””/Ay + O(Ay)) représente le gradient

limité de la solution numeérique.

2. SCHEMAS NUMERIQUES CENTRES EN TROIS DIMENSIONS SPA-

TIALES

Dans cette section nous allons présenter deux schémas numeériques pour ré-

soudre des systémes hyperboliques en trois dimensions spatiales de la forme :

— — — —_  — N —
Ut+VF(U)=U[+fx+ gy+]7/z=O7

avec les données initiales : (1.2.1)

— —

U(z.y.z,t =0) = Uy(z,v, 2),

ou :

= ((fi- ey fp)T, (g1, ...,gp)T, (ha, -y hp)T).



19

Les deux schémas utilisent un maillage original cartésien uniforme dont les cellules
sont des cubes centrés aux nceuds du maillage. Les cellules duales du maillage

décalé sont soit des diamants ou simplement des cubes décalés.

1.2.1. Schéma numérique central en trois dimensions spatiales avec

cellules duales en diamants

Nous proposons un nouveau schéma numérique tridimensionnel pour résoudre
des systémes hyperboliques de la forme (1.2.1). On considére un domaine ayant la
forme d’un parallélépipéde discrétisé par des cubes ayant k pour longueur d’aréte.
Comme en une et en deux dimensions, le schéma tridimensionnel nécessite un
maillage décalé. On propose alors les cellules «diamants» obtenue en joignant les
centres de deux cubes adjacents aux quatre sommets de leur face commune comme
le montre la figure Fig.1.7. Ce schéma numérique peut &tre considéré comme
extension directc du schéma bidimensionnel [9] présenté & la section 1.1.2. Les
cellules cartésicnnes du maillage original sont les cubes C; jx = [Zi—1/2, Tit1/2] ¥
[Yi—1/2: Yj+1/2] X [2Zk—1/2, Zk+1/2]), centrés aux nceuds a; jx ; les cellules duales sont
obtenues a partir de deux cellules cartésiennes voisines C; jx ¢t Cip15% (Fig.1.8)
et ceci en joignant leur centre respectif aux quatres sommets de la face commune
des deux cellules cartésiennes. Tout comme pour la version bidimensionnelle, il

faut considérer des cellules décalées dans chacune des trois directions spatiales.

FIGURE 1.7. Profil du maillage cartésien et du maillage dual en diamant
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1.2.1.1. Premier pas de temps suivant l’axze des x

Nous supposons que la solution soit connue sur les cellules cartésiennes du
maillage original & I'instant ¢”. Soient C;;x et Ciy1,;x deux cellules cartésiennes
centrées aux noeuds a;jx = (i, Yj, 2k) €t @it1,j% = (Tit1, Y5, 2) Tespectivement
et telles que la ligne a;;kait1,;% soit paralléele & 'axe des z. Soit D172, la

cellule duale qui correspond & ces deux cellules cartésiennes (Fig.1.8). On intégre

C1

i b

FIGURE 1.8. Deux cellules cartésiennes C; i Cit1, (les cubes en
bleu) ct la cellule duale D,/ ;4 (diamant en rouge)

Péquation (1.2.1) sur le domaine D;yq/9,5 X [t7, t"11]

tn+1 -
0= / / Ui(z,y,z,t") dV dt
in D12,k
tntl — —
—f-/ / V-F(U(z,y,zt)) dV dt.
in Dit172,5.k

On applique par la suite le théoréme de divergence ; on obtient :

/ ﬁ(m,y, z, t"H) dV :/ ﬁ(z,y,z,t") av
Diy1y2,5.k

Dit1/2,0,k

tn-t1
- / / F(U(z,y,21t") -7 dA dt. (1.2.2)
tn 0Dy 12,5,k

' représente la normale extérieure a la frontiére 0D;y1/2,% de la cellule duale.
Le terme de gauche de 'équation (1.2.2) définit la valeur moyenne de la solution

a I'instant ¢"*! sur la cellule duale Dit1/0,k

_)n+1 77 n+1
V(Di+1/2,j,k) UD1+1;‘2,],I: ~ U(iE, Yy, z,t ) d‘/, (123)
D129k
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ot V(Diy1/25k) = h3/3 représente le volume de la cellule D;,; /2,5,k- Lia premiére
intégrale du terme de droite de I’équation (1.2.2) se décompose, sur un maillage

uniforme (Az = Ay = Az = h), en une somme de deux termes :

— —
/ U(z,y,z,t")dV = / Ul(zx,y,z,t") dV
D172,k Diy1/2,;6NC 5k

_) -
+/ U(z,y,z,t")dV (1.2.4)
Doy1/2,560Cot 1,5,k

— 2h .
~ V(Di+1/2’j,k N Ci,j,k) U (fEi -+ ?, Yj, 2k, tn)

2h

4

_—)
+V (Dit1/2,5 N Cig1k) U (Tig1 — E,yj, 2, "),

V(Diy1y2,5% N Cijk) = V(Dig1/2,56 0 Cixrk) = %3 est le volume de chacune des
deux pyramides qui constituent la cellule duale.
Moyennant une interpolation linéaire (par exemple de type MUSCL de van Leer

[67]) on peut, pour approximer 1’équation (1.2.4) avec une précision d’ordre deux,

introduire
77 n n 113 — T3 lim y - y] _)lim 2= Zk57 lim
Uijre(z,y,2,t") ~ U: bkt o Ui+ Ay iy T R Ui, (1.2.5)
ol
U bm _’l.imk _>l.imk
VU — 2152 L O(Az), —23 4 O(Ay), —2%2 4+ O(Az 1.2.6

ﬁ
est le gradient limité [67] de I'interpolant linéaire U ; ; x(z,y, 2, t").

L’équation (1.2.4) prend sa forme finale :
77 23 h3 _>‘n _>n
Ulz,y,z,t") dV = — | Ul + Ul
D1+1 2,7,k
1,5,k

2
+5(ﬁ’“m ~Thm | 27

Pour évaluer le second terme du membre de droite de 'équation (1.2.2), on utilise

tout d’abord la régle du point médian pour approximer l'intégrale temporelle du
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flux et ceci avec une précision d’ordre deux :

LH+1
/ / _ﬁ(ﬁ(.’ll,y, Z1tn)) . W dA dt ~
tn 0D, 41/2,5k
At/ F(U(z,y,2") -7 dA. (1.2.8)
3D1+1,x2.g.k

Pour le calcul de I'intégrale du flux a travers les faces de la cellule duale D;/0 ;«
on aura besoin des notations ci-dessous :
(1) Pour des cellules cartésiennes C; ;; and Ciyq i :
o ¢, = (zi,Yj, 2k) €t ¢ = (Tit1,Y;, 21) représentent les centres des deux
cellules adjacentes C; et Cit1 1 suivant 'axe des abscisses.
e L’interface commune des deux cellules adjacentes C; jx et Ciyq j sera
notée (abed). Les composantes des quatre sommets en termes de 4. j,
k et h sont :
a:(z;+h/2,y; —h/2, 2, — h/2)
b:(zi+h/2,y; +h/2,2z, — h/2)
c:(zi+h/2,y; + h/2,z, + h/2)
d:(zi+h/2,y; —h/2,z. + h/2)

(2) Pour la cellule diamant (D;y1/2,5) :
o T} représente le triangle c;cd
=1 L7 - ' 1
n; = Z[— % + k] est la normale extérieure au triangle T,
e} (z: + h/3,y;, 2 + h/3) est le centre du triangle T}
° Tf représente le triangle cjad

2

—9 1 - - L . 9
n ﬁ[— i — j] estlanormale extérieure au triangle 7;

i
eX(z: + h/3,y; — h/3, z) est le centre du triangle T}

e T} représente le triangle ¢;ch

—3 _ 1 - - P . 3
n; = ﬁ[— i + j] estla normale extérieure au triangle 7}

e} (z: + h/3,y; + h/3, z.) est le centre du triangle T,
e T représente le triangle c;ab

— - 3 L - .
ni = %[— i — k] est la normale extérieure au triangle T}*

e} (z: + h/3,y;, zx — h/3) est le centre du triangle T}

e T représente le triangle c,cd

T
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Tl=L{7 + %] estl 1 le T*
= 7l + k| est la normale extérieure au triangle

el(xip1 — h/3,v;, 2 + h/3) est le centre du triangle T
e T2 représente le triangle c.ad
72 f[ Tt — 7 ] est la normale extérieure au triangle T2
e2(Tip1 — h/3,y; — h/3, 2;) est le centre du triangle 7
o T3 représente le triangle c,bc
3= \/-[ i + j| est la normale extérieure au triangle T
e3(ziy1 — h/3,y; + h/3, 2;) est le centre du triangle T3

e T représente le triangle c,ab

T

= \/_[ 1 — k] est la normale extérieure au triangle 77

e} (ziy1 — h/3,Y;, 21 — h/3) est le centre du triangle T2
Comme dans ’équation (1.2.8), I'intégration par rapport au temps du flux est
approximée par la régle de quadrature du point médian ; ceci nécessite des pré-
dictions des valeurs de U et de ?(ﬁ)) au temps t"*t1/2. On calcule des approxi-
mations aux centres (ef)i=1.4 et (e¥)r=1. 4 des faces (T})rz1.a et (T¥)p=1, 4
de la cellule duale. La valeur de la solution au point e sera considérée comme
valeur moyenne sur le triangle T* pourk = 1,..,4, s € {l,7}. Moyennant un dé-
veloppement de Taylor du premier ordre par rapport au temps, on calcule les

approximations suivantes :

n . At
5’75{1/2 ~ U)s(e';,t”) + Tﬁt(ef, t), s=lLr&k=1,..4

<

ol ﬁ(e’s",t”) est défini par (1.2.10). En tenant compte de (1.2.1), on obtient :
Tin+1/2 - . n g : un -7 im 77 m
Uit = U(eh,7) = S (AT ek e T, + BT (e, o) Tl

+C(Us(eh, t")TE™), s=lr&k=1,4 (1.29)

— —
A B et C représentent les matrices jacobiennes des fonctions flux (f, 77, k).
On prend F (U "+1/ 2) pour valeur approximative du flux au centre de I'interface

ﬁ
de la cellule. On utilise une interpolation linéaire pour approximer U™(z,y, z)
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autour des points ¢; pour s = [, 7.

77 n Tn xe’; ~ Les\ 72 im ye§ = Yo, im
Uslen, 1) = Ul + (S ) U+ (B, ) U
ZC Zes limn
+ (T)U n. (1.2.10)

L’équation (1.2.10) permet de calculer les approximations suivantes :

Vel ) = Un 4+ 5(Tlim+ Ttm), Tt = U+ +3 (T 4 T
Ve, = Un + (Ul —Tlim), Tl ir) = T, 4 £ (<Tm — T
Uit = Tn+ 5 (Tim+ Tm), Tty = Tn 4 3 (Tt + D)
Oty = Un o+ 5(Fin Vi), To(ebot) = U+ 2 (=T — Ttim)

. _} q - -
On sc sert de ces équations pour calculer F' (U (ek, #"*+1/2)) a linstant intermé-
diairc ¢"*'/2  (moyennant (1.2.9)). L’intégrale du flux & travers les faces de la

cellule duale se calcule de la facon suivante :

4
L, FOeunrm ans Y FE e o) wha)
6D1+1/')J k
+ F (U ek, m12)) .k 4(TH)|. (1.2.11)

Ici A(TF) = A(TF) = f = A(T) représente I'aire du triangle T dans le cas d’un
maillage uniforme. Le terme de droite (RHS) de I’équation (1.2.11) se calcule de

la fagon suivante :

AT),

RHS =
V2

[{ 7’ n+1/2 + z’ n+1/2 }+ {7’ n+1/2 + F(Un+l/2)}
{ ’? n+1/2 n+l/2 }+ {7’ n+1/2 ?(Un+l/2)}
{ 7 n+1/2 n+1/2 }+ {f n+1/2 ?(Un+l/2)}
{_?(U:lﬂ/z) z’ n+1/2 }+{f n+1/2) 71’(5’:;1/2)} . (1.2.12)
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En tenant compte des équations (1.2.7) et (1.2.12), on obtient I’équation suivante :

— h3[— — 2 =y

— Thm )| — At[RHS]. (1.2.13)

i+1,7,k;x

Ainsi, la valeur moyenne de la solution, & I'instant t**!, sur la cellule diamant

Dit1/2,x dont 'axe cjc, est paralléle a I'axe des abscisses, prend la forme finale :

TFn+1 1= 7 1 =im T7lim
U?-:-l/z,j,k = §(U2jk + U?+1,],k) + g(Ui.j,k;x - Ui+1,j,k:z)

3

~ FAt[RHs]. (1.2.14)

Premaer pas de temps suivant l’aze des y et des z

Pour couvrir tout le domaine de calcul, il faut calculer la solution numérique
sur des cellules diamants dans la direction de 'axc des y et des z ({D; j+1/2} et
{D; jk+1/2}). Ces cellules sont obtenues & partir des cellules cartésiennes Cj ;1 —
Cij+1k et Cijkx — Cijry1 comme le montre la figure Fig.1.9. La procédure est
identique & cclle présentée dans la section précédente (pour des cellules duales

de la forme D;.1/9;%). La solution numérique évaluée sur les cellules duales va

FIGURE 1.9. Ccllules cartésiennes nécessaires pour générer la so-
lution sur les cellules duales D; j11/2% €t D;ji+1/2

servir de données initiales pour évaluer la solution & I'instant t"*2 sur les cellules

cartésiennes du maillage original.
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1.2.1.2. Second pas temporel

Dans cette section on va calculer la solution & I'instant t**? sur les cellules
cartésiennes C; ;x centrées aux points (z;,y;, 2¢) du maillage original, et ceci en
considérant comme données initiales la solution numérique obtenue 4 l'instant
t"*! sur les cellules duales {Di11/2%}, {Dijs1/26} €t {Dijr+1/2} du maillage

décalé.

FIGURE 1.10. Reconstruction de la cellule cartésienne originale
Ci;x & partir de six cellules duales

L’approche est similaire & celle déja appliquée pour le calcul de {U [_‘:1}2 J,k}.
On intégre I'équation (1.2.1) sur le domaine C;jx x [t™*!,¢"?] et on applique

ensuite le théoréme de divergence ; on obtient :

Ve TE?, = [ ey av
1 Ct,]'k
tn+2 —_ =
/ F(U(z,y,zt"). 7 dA dt (1.2.15)
8Ci 1k

tnt+1

ott V(C; k) = h3 est le volume de la cellule C; . Le premier terme du membre
de droite de 1'équation (1.2.15) se décompose en une somme de six intégrales, sur
les intersections des six cellules duales adjacentes avec la cellule C; ;x ; on procéde

le long des trois axes du systéme spatial de la fagon suivante :
Le long de l'aze des x

On considére des cellules duales D, and D, centrées aux points a(Ziy1/2, Yj, 2)

et b(zi-1/2,;, 2k) respectivement. On applique la régle du point médian pour
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approximer les intégrales suivantes :
/ U(,4,2,6) dV =~ V(Cijp 0 D) U alzi + 2h/5,y;, 2, ")
Cw'kﬁDa
(1.2.16)
/ Ul(z,9,2,8") dV = V(CijpN Dy)Tb(zi — 20/5, 3, 2z, 1),
Cw'knDb

On utilise les données & I'instant t"*! aux points a et b (centres des diamants
D, et D) pour approximer, moyennant un développement de Taylor, la solution
aux points (z; & 2h/5,y;, z1,) :

1 .
—ﬁa(CEi + 2h/5,’yj, Zhy tn+1) >~ 724-1 - E(_])Z,T;7

(1.2.17)

1 .
U sl — 2h/5,y5, 2, t7F) = ﬁﬁ+l+ﬁﬁéﬁ?'.

Le long de l'aze des y

On considére des cellules duales D, et Dy centrées aux points ¢(;, yj41 /2, Zk)
et d(zi,y; 12, 2x) respectivement. On applique la régle du point médian pour

approximer les intégrales suivantes :
77 —
/ v (:L.’ Y, 2, tn+1) v =~ V(C‘i,j,k N Dc) Uc(xh Yy + 2h/57 2y tn-’;—l)!
Ct,],kr‘Dc

(1.2.18)

/ ﬁ(z,y, z, ") dV  ~ V(Ciji N Dd)ﬁd(zi,yj —2h/5, z,, t" ).
Ct,],k-r-:D(l

On utilise les données & l'instant ¢"*! aux points ¢ et d (centres des diamants
D. et D,) pour approximer, moyennant un développement de Taylor, la solution
aux points (z;,y; £ 2h/5, z;) :
— -, 1 =
Uc(mi: Y + 2’7'/57 Zks tn+1) = Uc+1 - 1_0 UCl;ZL’
(1.2.19)

77 Tin 1 =im
Ualzi,y; — 2R/5, 2, 6" ~ U4 EUQW.



O

28

Le long de l’aze des =

On considére des cellules diamants D, et D centrées aux points e(;, y;, zk+1/2)
et f(zi,y), zk_1/2) respectivement. On applique la régle du point médian pour ap-

proximer les intégrales suivantes :

/ ﬁ(x Y, 2, ") dV =~ V(Cijx N De)ﬁe(xi,yj, 2z + 2R /5, M),
CIJLI_TDe
(1.2.20)

/ ﬁ(z,y, 7, ") dV  ~ V(Ci kN Df)ﬁf(ﬂ:i,yj, z, — 2h/5,t").
25k Dy

On utilise les données a l'instant ¢"*! aux points e et f (centres des diamants
D, et Dy) pour approximer, moyennant un développement en série de Taylor, la
solution aux points (z;, y;, z; £ 2h/5) :

——r

_)
U (i, yj, 2x + 2h/5, t’”*“) ~ U:H = Ul":m’

ez

(1.2.21)

1=
ﬁf(:ci,yj,zk—'zh/f).t"“) ~ _(7';“ 1OUl"”

En utilisant les équations (1.2.16) a (1.2.21), on peut approximer la premiére

intégrale du membre de droite de I’équation (1.2.15) de la fagon suivante :
/ U .’E y,~’tn+1) dV ~ _[{Un-{—l + Un+1 + Un+1 + Un+1
1 Wk

ﬁ:-i—l + ﬁ);ﬁ—l} + { Ul17n+ Ul’L‘ln 5)21;1
—. —.
+ Ul — Tlim 4 Tl (12.22)
L'intégrale par rapport au temps du flux dans ’équation (1.2.15) sera approximée
avec une précision d’ordre deux en appliquant la régle du point médian :
t,"+2

/ ﬁzy,,)).WdAdt:
z]k

tn+l

At / F(Ul(z,y, = t"?). 7 dA. (1.2.23)
aC, 5
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On a besoin des approximations de U et duflux F sur la frontiére OC; ;; du
cube Cj . alinstant intermédiaire t**3/2; en tenant compte de I’équation (1.2.1),

un développement de Taylor du premier ordre par rapport au temps nous permet

d’écrire :
— o At—
U (3,9,2,09%) = U (2,y,2,6) + 20 (z,y, 2, ™)
= Uw,y,2 ™) ~ SL[AT) + BD)

+C(T)] (1.2.24)

(zy,z,t7 1)

Soient S,,r = 1,..,6 les six faces (carrées) du cube C; 4.k On note par Ug ”+3/ 2

I’approximation de U sur S,. L'intégrale du flux devient :

6
/ ?(ﬁ(m,y,z,t”+3/2)).n dA = Z/ ?(E](m,y,z,t’"’”ﬂ)).ﬁgr dA
ac, r=1 T

1,0k
-,

- n+3/2 - n
~ AS)[f (U = F (U7
+ UL - 9T
+ B (TP = R (U

= h’RHS (1.2.25)

ot A(S) = A(S;)r=1,.6 = h* = aire du carré S, et

— —

a est le centre de 57, —7751 =1, b est le centre de So, n's, = — i
— v — -

c est le centre de S3, m's, = j, d est le centre de Sy, W's, = — j
— - - -

e est le centre de S5, n'g, = k&, f est le centre de Sg, g, = — k

Ainsi, la solution a I'instant t"*? prend la forme :

_)n 2 1 h’3 Tin 1 Tin 1 Tin+l Tin 1 Tin 1 Tin+l
urt k=73 E({U;r + U+ UMy U+ UM+ U

{ Uﬁlzrz + Ulzm Ulzm+ Ulzm

- UL+ U§z)) - Ae{n? RHS} | (1.2.26)
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ou sous une forme simplifiée :

-—+
n+2 _
U i’j! -

— — — — — —
(Ut + UpH + U 4 U+ U + U’;“)

=

4 L (= Qlim y Plm _ tm , TFim
60 a;x bix cy diy

THlim THlim At
—Uin+Ukn) - —-RHS. (1227)

Pour compléter la description du schéma numérique, il faut montrer comment
—)
calculer les valeurs de U g, sur les interfaces des cellules cartésiennes a l'instant

t"*+3/2. Pour cela, on considére par exemple le carré S; centré au point a(z; +

h/2,y;, z). Pour préserver le second ordre spatial du schéma, on considére les
+

z

points a;k, a; comme le montre la figure 1.11.

&2

Y

FIGURE 1.11. La surface S; du cube C,

On calcule une approximation de la solution en chacun des quatre points
moyennant un développement de Taylor du premier degré & I'instant t"*! de la

fagon suivante :

— — 1—..
n+l n+l lim

Uit ~ Upx Uk
n+l n+1 —yrlim

Ungt = Uptt s Uhm.
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Les approximations & l'instant ¢"+3/2 et en chacun des quatre sommets de la face
Sy sont calculées de la facon suivante :

UM~ Uit - AUV + BU U
+C(U T,
Yy At . —.
Urf’ o~ TUrpt- > AU T + BUTH)TU b
+C(U™HTbm.

Ainsi on peut approximer le flux numérique a l'instant intermédiaire t"+3/2 &

travers la face S; de la facon suivante :

F(Un+3/‘)) [?(ﬁzj:w) T ?(—ﬁ:j_:i/g)

1
4

+ FUI) + FUTM)]. (1.2.28)
En appliquant la méme procédure sur chacune des faces S,,r = 2, .., 6, on obtient

les approximations suivantes :

FUT?) ~ i[‘ﬁ(‘z}’;ﬁ‘”) + ?(Ugyfw) + FU + FU)]

FUT) ~ i[?(U::w) + F(UT) + F(UTFP) + F(UT)]

F(U?) ~ %[F’(ﬁ’;‘;?’”) + F(U) + FU) + F(UEY)

FUZ?) ~ i[?(U::S/O) + F(UT + F( U + ?(U:;W)]

RO = J[FOFR+FOF + FON + U
avec

ai (:El_*_l/o y] + ]7,/4 2k ), af = (fL’i+1_;'2,y]', 2 + h/4)

Yy

b;t = (Ti—1/2, Y5 £ h/4, z1), bz:*: = (Ti—1/2, Y5, 2x £ 1/4)

)

)
;= (x; + h/4, Y412, 2k), = (4, Yj41/2, 2 £ h/4)
dy = (zi £ h/4, 95172, 2), f (i, Yj—1/2. 21 £ h/4)
ef (z: £ h/4, Y, 2k11/2), ey = (20,95 & h/4, 241 2)
= (@i £ h/4, 95, zk-172), fjE (Ti,y; £ h/4, z1.2172)-
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1.2.2. Schéma numérique central en trois dimensions spatiales avec

cellules duales cartésiennes

Dans cette section nous présentons un second schéma numérique centré tri-
dimensionnel que nous allons utiliser pour résoudre des systémes hyperboliques
en 3D. Les cellules du maillage original ainsi que celles du maillage décalé sont
cartésiennes. Les cellules du maillage original sont les cubes C;j, centrés aux
noeuds (z;, y;, 2k) ; les cellules duales D;y1/0j41/2,6+1/2 sont les cubes centrés aux
noeuds (Z;41/2, Yj+1/2, 2k+1/2)- Lors du passage des cellules originales (a l'instant
t" ) aux cellules duales a (I'instant ¢"*!) on évite la résolution des problémes de

Riemann sur les interfaces des cellules. Nous supposons que la solution numérique

FIGURE 1.12. Les cellules originales C;x sont les cubes repré-
sentés en bleu centrés aux points (z;,y;,2x); les cellules duales
Dijkx = Dit12j+1/26+1/2 sont les cubes décalés représentés en
jaune et centrés aux points (Ziy1/2, Yj+1/2, Zk+1/2)

du systéme différentiel
— - —

Ui+V-F(U)=0 (1.2.29)

est donnée sur les cellules C; ;) & Pinstant t”. On veut calculer la solution sur
les cellules duales du maillage décalé a l'instant ¢"*!. Nous allons considérer pour

les cellules duales D;iy/9j41/2k+1/2 la notation plus courte D; ;.. On intégre



Y

33

I'équation (1.2.29) sur le domaine D, ;. x [t", t""!]; ceci donne

/ ﬁ(a:,y, z,t") dV = / ﬁ(:c,y, z, t")dV
Dl] k D

1,3,k

tha+1
/ / V-F(U(ey.51) dV dt. (1.2.30)
t]k

Le terme de gauche de ’équation (1.2.30) définit la solution & Pinstant t**!
sur la cellule duale D; ;. Pour calculer la premiére intégrale du membre de
droite de I’équation (1.2.30), on divise le domaine d’intégration en huit sous-
domaines (intersections de la cellule duale avec les cellules originales). Soient
{Cas}, s = 1,..,4 les quatre cellules du maillage original centrées aux points
(T0- Y5, 2t), (Tig1, Yjs 26)s (@i, Yie1, 28), (TiyYse1, 21) respectivement. De méme,
soient {Cys}, s = 1,..,4 les quatre cellules centrées aux points (zi,¥;, Zxt1),
(Toi1, Y5, 2k41), (Tig1, Yj41, 2h41), and (T4, Yje1, 2641). 11 s'agit d'approximer linté-

grale suivante :

/D Uz,y,zt)dvV = Y Z/ " dvV  (1.2.31)

3,3,k TE{‘U. d} s=1 1 23 kncrs

avec une précision d’ordre deux. En utilisant I'interpolation linéaire MUSCL de
van Leer [67], on calcule le polynéme d’interpolation du premier degré au voisi-

H
nage de U7, de la fagon suivante :

77 n n T~ Tir7tim Y= YiFT7tm 2= 2T lim
Uijr(z,y,2,t") =~ U1]k+ Az Uifhe+ Ay Uiy + " UiTe. (1.2.32)

ot (VU™ = (Tlm/ Az + O(Az), Thm /Ay + O(Ay), Thm Az + O(A2)) est
un gradient limité. On applique la régle du point médian pour approximer avec
une précision d’ordre deux chacune des huit intégrales dans (1.2.31) ; par exemple

en prenant r = d,s = 1 on obtient :
— —
/ U(z,y,2,t") dV ~ U(z;+h/4,y; + h/4. 2z + h/4, )V (D; ;1 N Car)
Dx] kncdl

~ {Uzgk+ Ulzm + = Uhm + - Ulzmk }_ 1233

i,9,k;x 1,7.ky

ot V(D ;xNCrs) = h*/8,r € {u,d},s = 1,..,4, est le volume du cube D; ;,NC, .

De fagon similaire on calcule chacune des intégrales de la sommation dans (1.2.31)
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pour obtenir finalement

3
/ Trav =
Dl,].k 8
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— — — —
{Uijk + Uit + Usrroin + Uijirn

— — — —
+Ui,j,k+1 + Uirjisr + Uirjripesr + Ui )

TFlim TFlim TFlim

+7 { U,sz U,Jky U,J, )

lzm lim lim

1+1 ks Ui+1,j,k;y Ui+l,j,k;z)

llm ﬁ)lim + ﬁ)lim )

z+1,]+1 k;x i+1,7+1ky i+1,7+1,k;z

Ulzm Ul )

,j-}-lkz z]+1ky 1,7+1k

lzm TFlim THlim
i,5,k+1;z Uz],k+1;y Ui i,4,k+1; z)

lzm lim lim
Uil jkrte T Ui jrrry — U jkt12)

+(—
(=
(U
(U
(=
(=

N
N
.
N
+

—>. —,.
lzm Ulz'm _ Ulzm )
z+1,]+1 k+1;x i+1,74+1,k+1;y i+1,7+1,k+1;2

l [ l
+(Uiiihste — Uigrpety — U ,g+1k+1z)}}

L’équation précédente sera écrite de fagon simplifiée sous la forme :

J

— .
U™ dV ~ h“{

1,3,k

—_)
+ Uig1jk

1 . — — — —3 —
§{ Uijk + Uiz1jn + Ui + Uijore + Uijrs

77 77 1 lim
+1 + Ui+1,j+1,k+1 + Ui,j+1,k+1} + 3—2RHSIJ I (1234)

Maintenant, on veut approximer la seconde intégrale du membre de droite de

I'équation (1.2.30); par

application du théoréme de Green on obtient :

tat1 o
/ V- F(U(z,y,z1t)) dV dt
tn D

1,73.k

th+1
/ / Ulz,y,2t) -7 dA dt. (1.2.35)
oD,

1,7,k

—_ . - -~ . d
7 est le vecteur unitaire normal & 0D; j ;. L'intégrale par rapport au temps dans

(1.2.35) sera approximé

e avec une précision d’ordre deux en utilisant la régle du
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point médian ; ainsi on obtient :

tnt1 -
/ / U:ry,,)).ﬁ)dAdt:
tn oD

1,7.k

At/ F(U(z,y, 2,27 dA. (1.2.36)
D, 5.k

On décompose I'intégrale du flux sur dD; ;; en six intégrales sur chacune des

faces S,,7 =1,.,6 (7, L S,) pour obtenir :

/ f’)(ﬁ(x, y, 2, t" V)7 dA
oD

1,5,k

ou

S est le carré centré au point ($1+1/2,y]’, zk+1/2) avec 'rL1 =

ﬁ
—J
S est le carré centré au point (T;y1,Yjr1/2, Zk+1/2), aVeC 1o = 1
S3 est le carré centré au point (Ziy1/2,Yj41, Zk41/2), avec M3 = j
__)
s 2 . — R
Sq est le carré centré au point (z;, yj+1/2, 2k+1/2), avec My = — i
» ’, . ._.)
S5 est le carré centré au point (Z;y1/9, Yj+1/2, 2k), avec s = —k
P ’, . ﬁ
Se est le carré centré au point (Ziy1/2, Yj+1/2, 2e+1), avec me = k.
En prenant r = 1 par exemple, 'intégrale du flux a travers la surface S5; sera
p ple,

approximée avec une précision d’ordre deux de la fagon suivante :

/ —ﬁ(ﬁ(m.y,z,t”“ﬂ)).ﬁl dA ~
05,

—h? niiye n+1/2 n+1/2 n+1/2

— — —
On évalue le flux F"*/2 3 Pinstant t"*1/2 & partic de U™+/2 (Fr+l/2 =

-, 1 2 ey . . .
F(Uu~+V/ )) en utilisant un développement de Taylor du premier ordre ainsi que
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la loi de conservation (1.2.29)

g o Uy BT
At
~ Ur- V- F", (1.2.39)

Ainsi, I'intégrale du flux sera approximée avec une précision d’ordre deux; on

Pécrit sous la forme suivante :

[ Fta s R s T o
+(f :ﬁlﬁ f:l:fﬁu ??:11§i+1 ??ﬁﬁl,kﬂ)
+('g :l;:ﬁ ?7:11511 kT 77;:{9“1 + ??jlléil,k-i-l)

(i T e e e )
—(h 7;1” ::313/1 + h?ﬁﬁ + hzfllg/ilk)
+( 7 :ljklfl + h :J:Lllﬁﬂ + h Tiﬁcﬂ + ﬁ?—:_ll,ﬁ-l,k-kl)}
2
~ ZRHS,J,.. (1.2.40)

En utilisant les équations (1.2.30), (1.2.34) et (1.2.40), on écrit 'expression gé-
nérale du premier pas du schéma numeérique évalué sur la cellule duale D; ;; &

'instant t"*! de la facon suivante :

a1 — — — —
Ui pge1/2041)2 = g{ Uijk + Uirrje + Uivrjare + Uijere

— — —
+ Uigrs1 + Uirrgher + Ui ekt
At

7 RHSin (1:2.41)

— 1
+ Uiggrprr ) + ﬁRHShm

La solution sur les cellules du maillage original sera obtenue & 'instant t**2 | par
application de 'opérateur de 'équation (1.2.41) & la solution de l'instant ¢"+!.
Ceci compleéte la description des schémas numériques que nous allons utiliser pour
résoudre les problémes d'aérodynamique et de magnétohydrodynamique.

En deux et trois dimensions spatiale la condition de stabilité des schémas
numériques centrés est 1/4. Les tests numérique que nous allons considérer sont

effectués avec la CFL=0.85/4;
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Chapitre 2

MAGNETOHYDRODYNAMIQUE IDEALE,
CONTRAINTE PHYSIQUE ET TRAITEMENT
NUMERIQUE

Dans ce chapitre, nous formulons les équations de la magnétohydrodynamique
idéale (MHD) en se basant sur les équations de la dynamique des fluides com-
pressibles et sur les équations de Maxwell. Les équations de la MHD idéale dé-
crivent la propagation du "plasma" (un fluide ionisé et conducteur d’électricité)
dans un milieu magnétisé. La relation complexe entre la dynamique des fluides
et I’électromagnétisme est due a la dépendance réciproque entre I’évolution du
plasma et l'intensité du champ magnétique. En effet le champ magnétique affecte
I’écoulement du plasma; 'évolution du plasma affecte le champ magnétique. Le
systéme d’équations qui modélise ce phénoméne forme un systéme hyperbolique
& huit équations de lois de conservation. D’autre part, le fait que les monopébles
magnétiques n’existent pas (au moins expérimentalement) est modélisé¢ par la
contrainte de champ magnétique & divergence nulle, d’ott I’équation de Maxwell.
Par suite de I’accumulation des erreurs de troncature et d’arrondi, la solution nu-
mérique du systéme de la magnétohydrodynamique enfreint souvent la contrainte
physique de divergence nulle du champ magnétique ce qui peut engendrer des
ondes non physiques, une pression ou une densité négative, ou méme des instabi-
lités [18, 26, 64]. Plusieurs approches ont étés proposées pour remédier & cette
situation en corrigeant les composantes du champ magnétique dans la solution
numérique & la suite de chaque itération. Nous allons présenter un bref apercu de

chacune de ces approches et par la suite nous présentons une nouvelle méthode
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(CTCS) qui sera jumelée aux schémas numériques "centrés" ou "de type cen-
tral" pour traiter les composantes du champ magnétique de maniére a satisfaire
la contrainte physique de divergence nulle; nous allons présenter les versions bi-
et tridimensionnelles de notre méthode "CTCS" de traitement du champ magné-
tique (pour les schémas numériques centrés a cellules duales cartésiennes ou en
diamants) et nous allons démontrer de fagon analytique formelle que notre nou-
velle approche, et sous certaines conditions physiques, satisfait la contrainte de
champ magnétique & divergence nulle avec une précision de ’ordre de Perreur de

troncature.

2.1. EQUATIONS DE LA MHD IDEALE

Les équations de la magnétohydrodynamique idéale sont données par (]34,

40)) :

p pv
B)I-B®B
9 |pv v pv v+ (p+3B|?) ® _ (2.1.1)
ot | g v(€ +p+1i|B]>) - B(v-B)
_Bj | veB-B®v .
ou
I 2 1o
p=(y—1(E-plv]" = 5IB[). (2.1.2)

La contrainte physique & laquelle doit répondre le champ magnétique est :
V-B=0. (2.1.3)

Dans ces équations, p désigne la densité macroscopique du plasma, v = (v,, vy, v;)
représente sa vitesse de propagation, £ est I’énergie totale, B = (B,, B,, B,) est
le champ magnétique, p est la pression thermique, |B|?/2 est la pression magné-
tique, v = ¢,/c, est la constante relative aux gaz parfaits. La pression totale est
pP=p+ B2/ 2. Ces équations modélisent la dynamique d’un fluide conducteur
d’électricité et constituent une combinaison des équations de la dynamique des
gaz et des équations de Maxwell. Dans ce chapitre nous donnons une présentation
générale sur la formulation de ces équations ainsi que sur la structure hyperbolique

du systéme. Une description compléte de ces équations se trouve dans [34, 40];
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une présentation détaillée sur la structure hyperbolique en différentes dimensions
spatiales se trouve dans [24, 53]. L’équation (2.1.3) représente la contrainte phy-
sique que doit respecter le champ magnétique. Nous allons voir plus tard que la
solution numérique enfreint souvent cette contrainte et qu’un traitement parti-
culier du champ magnétique est nécessaire pour obtenir une solution numérique

physiquement acceptable.

2.1.1. Formulation des équations de la MHD idéale

Les équations de la magnétohydrodynamique idéale décrivent la dynamique
du plasma généralement constitué de neutrons, d’électrons, et d’ions (souvent des
protons) et dont la charge globale est nulle. On désigne par E le champ électrique,
et par J la densité du courant. En un point de I’espace et & un instant donné.
le fluide est décrit par huit variables d’états qui peuvent étre soit les variables
primitives ou physiques, soit les variables dites conservatives. Ces variables sont
fonctions des coordonnées de ’espace (z,vy, z) et du temps ¢. Un systéme de huit
équations modélise la dynamique compléte du plasma en décrivant 1'évolution
temporelle de chacune des variables primitives ou conservatives.

Le plasma que nous utilisons vérifie une version modifiée des équations de Max-

well :
OB+Vx(Bxv) = éVQB. (2.1.4)
V-B = 0, (2.1.5)
VxB = J. (2.1.6)

Le plasma étant trés bon conducteur, la conductivité électrique o prend la valeur
o = oo; ceci caractérise la MHD idéale. Nous allons par la suite combiner ces
équations de Maxwell avec les équations de la dynamique des fluides. La premiére

équation exprime la conservation de la masse et elle est donnée par :
Op+V-(pv)=0. (2.1.7)

Cette équation, en fait, est la méme loi de conservation de la masse qu’on retrouve
dans les équations d’Euler pour la dynamique des fluides neutres.

La loi de conservation de l'impulsion est formulée en fonction de la force de
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Lorentz de la fagon suivante :
(pv) + V- (pv@v+pIl)=J x B. (2.1.8)
En tenant compte de ’équation 2.1.6, on réécrit la force de Lorentz sous la forme :

JxB = (VxB)xB

1
= —sV(B|)+B-VB
1
= —§V(|B|2) +V-(B®B).
L’équation de conservation de P'impulsion prend ainsi sa forme finale (forme

conservative) :
1
d(pv)+ V- <pv®v+(p+3|B|2)I—B®B) =0. (2.1.9)

L’énergie totale du systéme est la somme de I'énergie cinétique, ’énergie ther-

mique et la densité d’énergie du champ magnétique :

1 o P 1.,
E=— ‘+ —— 4+ —|B*. 2.1.10
o+ 1B (21.10)

En tenant compte de (2.1.10), la loi de conservation de I'énergie s’écrit sous la
forme ([34, 40]) :

BE+V - (v(E +p+éIB|2)—B(v-B)) = 0. (2.1.11)

Pour la MHD idéale, (¢ = 00), I'équation de Maxwell (2.1.4) sera écrite sous

forme conservative de la fagon suivante :
0B+V-(veB-Bev) = 0. (2.1.12)

L’équation (2.1.12) est connue sous le nom de I’équation d’induction. Les équa-
tions (2.1.7), (2.1.9), (2.1.11), (2.1.12) constituent un systéme de huit équations
qui décrit ’évolution des variables conservatives p, pv, B et £.
L’équation d’état :

p=(7=1)E - 5ol ~ 5IBP) (21.13)
compléte le systéme et permet d’évaluer la pression.

Nous allons voir dans la section suivante que la solution analytique du systéme
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(2.1.1) satisfait la contrainte physique V-B = 0,V x € Q, &V ¢t > 0 et qu'en
général la solution numérique du méme systéme enfreint cette contrainte, ce qui
entraine de l'instabilité numérique et pourra donner lieu & des ondes non phy-
siques. Comme le schéma numeérique de base ne tient pas compte explicitement
de cette contrainte, il va falloir jumeler au schéma numérique de base une mé-
thode qui va corriger progressivement les composantes du champ magnétique de
maniére & satisfaire cette contrainte.

En une dimension spatiale, la contrainte physique du champ magnétique V-B = 0
s’écrit sous la forme 0, B, = 0; (la condition initiale du systéme vérifie cette condi-
tion donc B(z,t = 0) = constante V z € Q). L’équation relative & B, dans le sys-
téme de la MHD idéale (2.1.1) est 9,8, +0 = 0; on en déduit que la composante
B, demeure invariable dans le temps et ’espace (B.(z,t) = B.(z,t = 0)V z €
Q,V t > 0). Ainsi le systéme unidimensionnel de la MHD idéale se réduit & un

systéme de 7 lois de conservation et prend la forme suivante :

p i Pz
2 = _ B2
5 PUy 5 puzvy — By B,
9 | PY= + B puLv; — B, B, =0, (2.1.14)
pe vz(pe +P) — By(v - B)
B, v By — v, B,
Bz 'Ug;B; — ’U;_Bz

avec p = p + B? /2. Les valeurs propres de la matrice jacobienne sont données

(134, 40, 24, 53, 19, 55|) par :

Al =vz~Cf, Ay =Up = Cq,
/\3 = Uz — Cs, /\4 = Uy, /\5 = Uy + Cs-

/\6='Uz+caa ’\7=UI+Cf7



A

)

42

avec

1 B[? B[2? B2]\*
o = {—[a2+|—|—+ (a2+|—|> _4az_m}}.
2 p p p

2 BI2 2 B2 3
. = {z[au&_ﬂauu) ~a])
2 p p p

et a = \/'y_/p Les valeurs propres de la matrice jacobienne représentent la vi-
tesse de propagation des ondes; sur le plan numérique, ces valeurs propres sont
nécessaires pour contrdler la taille du pas de temps At = t"+! — " et garantir la
stabilité du schéma numérique moyennant la condition CFL.

La solution du systéme (2.1.14) admet les sept ondes suivantes :

WY Ondes rapides, W?*® Ondes de Alfvén

W3®  Ondes lentes, W?* Onde d’entropie

W W2 W4 WG W

FIGURE 2.1. Profil des sept ondes dans la solution du systéme
magnétohydrodynamique unidimensionnel

Une étude compléte de la structure hyperbolique du systéme se trouve dans
[40, 34, 55, 24, 53]; les vecteurs propres & droite de la matrice jacobienne
constituent une base de I’espace des solutions et permettent de diagonaliser la

matrice jacobienne (permettent d’écrire la matrice A sous la forme A=R-A-L
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ou R est la matrice des vecteurs propres a droite, L = R~! la matrice des vecteurs

propres a gauche et A est la matrice diagonale des valeurs propres).

2.2. LA CONTRAINTE V-B =0

Les monopdles magnétiques n’ont jamais existé ni dans la nature ni en la-
boratoire. On rappelle qu'un monopéle magnétique correspond & une particule
magnétisée ayant un seul pole (pole sud ou péle nord mais pas les deux en méme
temps) ; une maniére d’éviter Papparition de tels monopdles consiste & imposer
au champ magnétique une contrainte de divergence nulle V- B = 0 [40, 34]. Le
systéme (2.1.1) simule le phénomeéne de la magnétohydrodynamique idéale. La
solution analytique de ce systéme satisfait la contrainte physique de divergence
nulle du champ magnétique. Dans la pratique on ne peut que considérer des situa-
tions dans lesquelles le champ magnétique est a divergence nulle, c’est-a-dire la
condition initiale du modéle magnétohydrodynamique est telle que V - B|,—o = 0.
La loi de Faraday 5

aB-i—Vx(va):O

garantit qu’avec une telle condition initiale, le champ magnétique dans la solution
analytique du systéme serait, en tout temps, a divergence nulle. En effet, en

appliquant I'opérateur divergence aux deux membres de I’équation, on obtient :

0B+Vx(Bxv)=0,
=V-0B+V-Vx(Bxv)=0
=0,(V-B)=0

d’ott V- B =constante=V - B|,—g. N

Souvent le schéma numérique de base ne tient pas compte explicitement de la
conséquence de la loi de Faraday: en raison de l'accumulation des erreurs du
schéma, la solution numérique enfreint souvent cette contrainte physique. Brack-
bill et Barnes [18] ont montré que la divergence non nulle du champ magnétique
entraine généralement des ondes non physiques, des densités et des pressions né-
gatives aux voisinages des chocs intenses, ou des instabilités numériques. Plusieurs
approches ont déja été proposées afin de remédier & cette situation et se classent

en trois groupes. Dans la suite, nous allons donner un bref apercu de chacune
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de ces approches. A la fin de ce chapitre nous présentons une méthode qui sera

jumelée & notre schéma numérique de base (ou tout autre schéma numérique de

type central) et qui garantira une solution numérique physiquement acceptable.

2.2.1. Formulation & 8 ondes

Brackbill et Barnes [18] ont proposé une formulation non conservative pour
réduire les erreurs numeériques associées a la divergence non nulle du champ ma-
gnetique pour la magnétohydrodynamicque idéale. Cette méme formulation non
conservative pour les équations relatives & 'impulsion, & I’énergie et & I’induction

sera utilisée plus tard par Powell [50] :
1
Oi(pu) + V- (pu® u+(p+ 3|B|2)I -B ®B) = —(V-B)B

E+ V- <u(5 +p+%|B]2) —B(u-B)) = —(V-BB-v

OB+V - (uwB-B®u) = (V-B)v

Cette formulation différe de la formulation conservative par le terme source du
membre de droite, proportionnel & V-B qui, analytiquement, doit rester nul mais
devient non nul numériquement. Powell proposa un solveur de Riemann & huit
ondes pour résoudre ce nouveau systéme. La raison pour laquelle la contrainte
physique est satisfaite s’explique par le fait que la V- B petite mais non nulle gé-
nérée par la solution numérique ne s’accumule pas en un point du maillage, mais
se propage plutot a I'extérieur du domaine avec le flot. Pour plusieurs problémes,
la méthode de la formulation & huit ondes fonctionne bien et I’erreur en V - B
reste petite. Cependant pour des problémes faisant intervenir des chocs intenses,
le terme source peut produire des ondes non physiques; ces erreurs demeurent
meéme si le maillage est raffiné. Ce phénomeéne est expliqué dans [64] et il est

illustré par plusieurs tests numériques.
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2.2.2. Méthode de projection

Cette méthode est proposée par Brackbill et Barnes [18]. Elle consiste a corri-
ger le champ magnétique de la solution obtenue a partir d’un schéma numérique
de base. Si on note par B* le champ magnétique obtenu a partir du schéma
de base au cours du (n + 1)*™® pas de temps, la méthode consiste & considérer
le champ magnétique, a divergence nulle, projection du champ B*. En effet, en
appliquant le théoréme de Helmholtz, on décompose le champ magnétique en une

somme d'un rotationnel et d’un gradient de la fagon suivante :
B*=V x A+ V. (2.2.1)

La partie physiquement significative dans B* se trouve dans V x A. Par applica-
tion de 'opérateur divergence aux deux membres de (2.2.1) on obtient I’équation

de Poisson :

Vi =V B* (2.2.2)

En résolvant I’équation (2.2.2) (par application d’un solveur d’équations de Pois-
son), on calcule ¢ et on corrige B* en retranchant la partie a4 divergence non

nulle (V@) ; ceci permet d’obtenir le champ magnétique au temps ™!
B"! = B* - V¢. (2.2.3)

Le champ magnétique sera & divergence numérique nulle si le laplacien de 1’équa-
tion (2.2.2) est discrétisé en deux étapes comme divergence d’un gradient en uti-
lisant les mémes opérateurs de différence que ceux utilisés pour calculer V - B*

et V¢ dans les équations (2.2.2)-(2.2.3).

2.2.3. Méthode du transport sous contrainte

Cette méthode proposée originalement par Evans et Hawley [26] 4 été généra-
lisée par la suite par Dai et Woodward [20], [22], [21], Ryu et al. [56], Balsara et
Spicer [16]. Ils ont tous proposé des extensions de la méthode du transport sous
contrainte (en anglais constrained transport "CT"), en 'adaptant & leurs sché-
mas numeériques de bases, pour traiter la divergence du champ magnétique dans
la solution numérique. Téth [64] a résumé les différentes versions de la méthode

"CT" et a proposé ensuite sa propre version.
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Nous présentons tout d’abord la méthode du transport sous contrainte dans le
cadre d’une formulation cartésienne bidimensionnelle uniforme. Nous adoptons
les notations proposées par T6th [64] : B représente le champ magnétique au
centre d'une cellule et b représente la valeur du champ magnétique au milieu

d’une aréte (2D) ou au centre d’une face (3D) d’une cellule.
2.2.3.1. Approche par différences finies

La méthode du transport sous contrainte (CT) proposée par Evans et Hawley
[26] s’applique dans le cadre des méthodes de différences finies et fait appel a
un maillage décalé pour satisfaire la contrainte V - b = 0. En deux dimensions
spatiales, les composantes b et ¥ du champ magnétique sur maillage décalé
sont calculées aux points (Ti11/2,¥;) et (s, Yj41/2) respectivement. On note par
N=E,=(—vxB+nl)- % (avee % = (0,0,1)) la composante suivant 'axc
des z du champ électrique. La méthode CT consiste & évaluer tout d’abord Q

aux points (T;11/2,¥j+1/2). Par la suite, on discrétise I’équation d’induction :
OB+VxE=0 (2.2.4)

cn différences centrées sur les cotés des cellules (Fig.2.2), ce qui donne :

Q| th o
blV b |0
t
P

FIGURE 2.2. Champ magnétique décalé.

b:+1|i+1/2,_7 = b:|i+1/2,j — At i+1/2,j+1/ Ay i+1/2,j—1/ ,

(2.2.5)

Qiv1/2,54172 — Qic1/2,j41/2
Az '

bg+1|i,j+l/2 = b;li,j+1/2+At
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Sous cette formulation, Evans et Hawley ont pu démontrer que la divergence
numeérique du champ magnétique décalé b calculée moyennant des opérateurs de

différences centrées

bm|i+1/2j - bzli—l/Qj b:z:lij+1/') - b:t:lij—l/"
V-b;; = : : e e 2.2.6
v A.’E + Ay ( )

ne change pas au cours du temps, c’est-a-dire que si la contrainte V - b™ = 0
était respectée a l'instant ¢*, alors I'’équation V - b™"! = 0 sera vérifiée avec une

précision de l'ordre de ’erreur de troncature.

2.2.3.2. Méthode du transport avec interpolation pour les schémas de type vo-

lumes finis

En se basant sur la méthode du transport sous contrainte d’Evans et Hawley
[26], Dai et Woodward [20, 22] ont présenté une adaptation de la méthode (CT)
pour l'utiliser avec des méthodes du type de Godunov. On suppose que le champ
magnétique B" soit & divergence nulle ; on note par B* le champ magnétique dans
la solution numérique U™*! obtenue & partir du schéma numérique de base. En
utilisant des interpolations spatiales et temporelles, on calcule les composantes du

champ magnétique B aux coins des cellules & Iinstant t**'/2 de la facon suivante :

7tl/2 1 n n n n
B ijoji2 = g(Bz,J + B, + Bl T Bl

: —n+1/2
D’une fagon analogue, on calcule les composantes du champ de vitesse V: 1 /2 r1/2

a l'instant t"*1/2. Ensuite on calcule le champ électrique aux coins des cellules

—n+1/2 =n+1/2
Eivi/2541/2 = =Vi{1j5 50170 X Bivijanye: (2.2.8)

La composante 2 suivant 'axe des z du champ électrique (2 = E - (0,0,1)), est
utilisée pour traiter les composantes du champ magnétique décalé b sur les faces

des cellules moyennant les équations (2.2.5). Par la suite on calcule le champ
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magnétique B aux centres des cellules de la fagon suivante :

1
b2t i1y + 02 sy )0y
2

B, =

(2.2.9)

1 1
i P A PP
2

B;H-l'i’j —

Le champ magnétique ainsi traité satisfait la contrainte V-B™™! = 0 si a 'instant

précédent la condition V - B™ = 0 était satisfaite [20, 22, 64].
2.2.3.3. Méthodes CT sans champ magnétique décalé

Dai et Woodward (DW) [20],[22], Balsara et Spicer (BS) [16], et Ryu et al.
(RMJA) [56], ont tous considéré le champ magnétique décalé b comme étant
une variable primaire dans le processus du traitement de la divergence du champ
magnétique B dans la solution numérique. En fait, b n’est utilisé que pour éva-
luer B au centre des cellules. T6th [64] a montré que pour les schémas de type
volumes finis, les différentes versions de la méthode CT peuvent étre reformulées
en fonction de la solution numeérique obtenue aux centres des cellules du maillage
et sans faire appel 4 un champ magnétique décalé b évalué sur les faces de ces
cellules. En effet, toutes les versions de la méthode du transport sous contrainte
telles que proposées par Dai et Woodward, Balsara et Spicer, etc..., consistent en
une discrétisation conservative similaire & la formulation ci-dessous :

At?y|i,j+1/2 — fylij-1/2

Bi*Yi; = Brliy;— Ay

n n Faliviog — Falizio,
By+l|ij = By i ; + At JA:E J

olt les flux numériques se calculent de la facon suivante :

— _ T\ntl/2 — _ S\nt+l/2
7 I o +(V X B)i+1/27j+1x’2 +(V x B)i+1/2,j—1/2 k
zli+1/2,5 — 9
= o @\n+l1/2 — _ m\nt+1/2
f | : — (v X B)i+1/2,j+lf2 + (V X B)i—1/2,j+1/2 k
Yy 11J+1/2 - 9 .

Les interpolations spatiales et temporelles se calculent moyennant des discrétisa-
tions équivalentes & celles de 'équation (2.2.7). On note ici la nécessité de la forme

symétrique dans le calcul du flux numeérique ainsi que dans les interpolations et
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les discrétisations qui a pour effet de générer un champ magnétique physiquement
admissible & divergence nulle.

Dans le cadre de la méthode du transport sous contrainte, Toth [64] a proposé une
nouvelle approche qui consiste 4 utiliser une discrétisation en différences centrées
de I’équation d’induction et sans faire appel aux composantes du champ magné-
tique décalé sur les faces des cellules. Pour assurer une précision du second ordre
par rapport au temps, la régle du point médian sera appliquée pour le calcul de
I’intégrale temporelle en considérant le champ électrique au temps intermédiaire
t"+1/2_ Pour les équations de la MHD idéale, le champ électrique sera calculé de

la fagon suivante :

x B)?. + n+1XB*i'
E;=—(vxB)?=— (vx B ;v ) 8 (2.2.10)

B* étant le champ magnétique dans la solution numeérique U™*! obtenue & I'ins-
tant t"*! & partir du schéma numeérique de base ; (généralement on a V- B* # 0).
La discrétisation de 1'équation d’induction (2.1.12) moyennant des différences cen-

trées permet de calculer les composantes du champ magnétique B™*! de la facon

suivante :
Bq,_-l+1|i,j — B;,plli,j _ At y]+1‘)Ay J-1
(2.2.11)
n n Qi1+ Qi
By+1|i,j — Byli,j+At J J

20z

avec 2 = E - (0,0,1). Toth [64] a démontré que le champ magnétique obtenu
a partir des équations (2.2.11) satisfait la contrainte V - B™*' = 0 si a l'instant
précédent 'équation V - B" = 0 était satisfaite (ceci a condition que l'opérateur
de divergence soit discrétisé avec des différences centrées).

Pour satisfaire la contrainte physique, I’équivalent de cette approche dans le cadre
des méthodes du transport sous contrainte pour les schémas de types volumes finis

faisant eux-mémes appel & un champ magnétique décalé, utilise un flux calculé
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de la fagon suivante :

+1/2 +1/2
(v x B)Z]. + (v x B)?HJ

71-|i+1/2,j = +

[Nl

1 I B)IH? 4+ (v x B)I
yliuj+1/2  — 9

Ainsi la méthode proposée par Téth peut étre reformulée en terme de méthode de
transport sous contrainte avec champ magnétique décalé. Le fait de ne pas faire
appel & un champ magnétique décalé b pour traiter les composantes de B* réduit
le temps de calcul et facilite la mise en oeuvre de la méthode. Dans la suite de
ce chapitre nous présentons notre propre extension de la méthode du transport
sous contrainte qui sera jumelée & nos schémas numeériques centrés ; notre nouvelle
méthode sera nommée "CTCS" (Constrained Transport for Central Schemes). La
CTCS ne fait pas appel & un champ magnétique décalé pour satisfaire la contrainte
physique de divergence nulle, et elle conserve le second ordre de precision du

schéma numérique de base.

2.2.4. Méthode du transport sous contrainte pour des schémas cen-

trés du type Nessyahu et Tadmor

Les schémas numériques centrés que nous utilisons pour résoudre les pro-
blémes de magnétohydrodynamique nécessitent un maillage original cartésien et
un maillage dual décalé dont les cellules sont cartésiennes ou en diamants. Comme
ces schémas numériques alternent d’un maillage original & un maillage dual, au-
cune des différentes versions de la méthode de transport sous contrainte déja
proposées dans la littérature ne pourra étre appliquée directement. Dans cette
section nous allons présenter une généralisation de la méthode du transport sous
contrainte (version volumes finis) pour des schémas numériques centrés en deux
ou trois dimensions spatiales avec des cellules duales cartésiennes ou en diamants.
La méthode CTCS pour traiter les composantes du champ magnétique sera ap-
pliquée & la suite de chaque pas de temps du schéma numérique de base et va
maintenir une divergence nulle du champ magnétique avec une précision de 'ordre
de l'erreur de troncature si la condition initiale est telle que V - Bli—o = 0. La

méthode CTCS utilise la solution numérique U™ obtenue & instant t* (U™ est
q
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telle que V - B" = 0) ainsi que la solution U™*! obtenue & l'instant suivant ¢*t1
sur les cellules du maillage décalés (généralement U™*! n’est pas physiquement
admissible autrement dit V - B* 5 0).

2.24.1. Approche CTCS pour les schémas centrés 2D avec cellules duales en
diamants [12]

Dans cette section nous nous intéressons au schéma numeérique central pré-
senté a la section 1.1.2 dont les cellules du maillage original sont cartésiennes
et celle du maillage décalé sont en diamants. Nous supposons que la solution
numérique du systéme magnétohydrodynamique soit connue & l’instant " sur
les cellules cartésiennes C;; = [Ti—1/2, Tit1/2) X [Yj-1/2, Yj+1/2] et quelle vérifie la
contrainte du champ magnétique & divergence nulle. Nous appliquons le schéma
numérique de base pour calculer la solution & I'instant t**! sur les cellules duales

en diamants D;1/9; et D jy1/0 (voir la section 1.1.2). On désigne par B}, PYRC

champ magnétique dans la solution numérique Ui"fll/g i

%

i+1/2,5

un traitement particulier des composantes de B}, | /2,; €st nécessaire). L’approche

que nous allons proposer pour calculer les composantes de B"*! 4 Iinstant ¢t"+!

obtenue sur les cellules de

la forme D;;1/9; (généralement la contrainte V- B = 0 n’est pas satisfaite et

fait appel uniquement & la solution U™ ainsi qu’aux composantes de U™*! et ne
nécessite aucun décalage additionnel des composantes du champ magnétique sur
les faces des cellules. On discrétise 1’équation d’induction & 'aide de différences
centrées sur les cellules du maillage décalé (sur les cellules D;;;/o; uniquement)

de la fagon suivante (Fig.2.3) :

nt+1/2 n+1/2
B, s = Bzlij + Beliviy Ath+1..-'2,y+1 —$i1)a5
x  li+1/2,5 5 27y
(2.2.12)
’ n+1/2 n+1/2
Bn+1 _ Bgli,j + B;|i+1,j A Q1+3"2.] - Qi—l{'?,j
y liv12; = 7 + At SAm

Pour garantir un champ magnétique a divergence nulle ainsi qu'une précision
d’ordre deux, la composante 0 du champ électrique E suivant I’axe des z sera

calculée a I'instant t"+'/? 4 partir de 'équation ci-dessous (Fig.2.4) :
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FIGURE 2.3. Cellules du maillage original et dual nécessaires pour

*

le traitement du champ magnétique B, /2.j

FIGURE 2.4. Deux cellules cartésiennes C;; ct Ciy1; et la cellule
duale Di+1/2,]

1 ;
2 *
Ei1/2; = —(v x B)?-:-lljé,j =5 (V™ X B)|ip1/0,5+

(vxB), + (vxB),

5 (2.2.13)

Nous allons démontrer qu’avec cette discrétisation de I’équation d’induction (a
partir des équations (2.2.12)), et si le champ magnétique B™ est & divergence
nulle (moyennant une discrétisation en différences centrées de 'opérateur de diver-
gence), le champ magnétique B"+! vérifiera la contrainte V-B"*! = 0 moyennant
la méme discrétisation de I'opérateur de divergence en des différences centrées car
les termes a I'instant "t"*!/2 " vont sc simplifier complétement.

Supposons qu’en tout point (z;,y;) du maillage original, le champ magnétique
B" dans la solution numérique U™ satisfasse 1'égalité suivante :

OB? 0By
oz |, * Ay |,

v} =J
B:|i+1,j - Bg|i—1,] B;|i,3+1 — Bmi.j—l.

2Azx 2Ay

O:V'Bnlm =

(2.2.14)
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L’objectif est de démontrer que le champ magnétique & linstant ¢"*! (sur les
cellules D;y1/2;) obtenu & partir de la procédure de traitement de divergence

CTCS est a divergence nulle, c’est-a-dire qu’il satisfait 1’équation suivante :

n+1 n+1
Byt ivao — Bt ic1ye
20z

n+1 ~
VB ip1ya,

1 1
g4 — Byt iv1/2,5-1
2Ay

B‘n
+ - =0. (2.2.15)

Les deux équations dans (2.2.12) permettent de calculer les termes suivants :

n+1/2 Q12

n BZliv15 + Brliva; i+3/2541 ~ Sliysja 1
B ivajn, = — L — At =5 i (2.2.16)
n n n+1/2 _ ontl/2
B+, o Bli_1; + B2l A2 Qi—l/Q,j—l
= WL/ 2 20y
n n n+1/2 _ Ontl/2
By iy = Blij1 + BRlivij+ n At9i+3/2,j+1 i1 /251
v N2 2 2Az

, n+1/2 n+1/2
B i1 + B ip1.4- Sy s VAl
n+1 _ LPrliy z lit+l,j—1 i+3/2,5—1 1/2,j—-1
By |i+1/g,j_1 = 2 + At 9AL . (2.2.17)

En introduisant les équations (2.2.16)-(2.2.17) dans (2.2.15), on calcule une ap-
proximation de V - B" |, /2,; avec une précision du second ordre; en groupant

convenablement les termes on obtient :

n 1 n n
VB0 = 5(V B +V-B"|i11,5)
L [=At ntiy2 n+1/2 —At, _ar1)2 n+1/2
+ IAT [2Ay( i4+3/2,54+1 Qi+3/:>,j—1) - 2Ay( i-1/2,5+1 Qi—1/2,j—1)
1 At | at1/2 n+1/2 AN Py n+1/2
+ 2Ay [E( i+3/2,74+1 Qi—l/'z,j+1) - 2A:v( i4+3/25-1 Qi—l/Q,j—l) (2'2'18)

ce qui donne aprés simplification et en tenant compte que partout sur le maillage

original on a V- B" =0

’ ]- n n
VB 25 = 5(V-Bij+ V-B"iy1;) =0. W (2:2.19)

L

Il est intéressant de noter que I’équation (2.2.19) reste vraie méme si le maillage
n'est pas uniforme car les "Q"1/2" dans ’équation (2.2.18) vont toujours se
simplifier. Donc si la solution & I'instant t* est & divergence nulle (par une dis-

crétisation de 'opérateur "V-" avec des différences centrées), la méthode CTCS
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garantit que la divergence du champ magnétique calculé a I'instant t**! sera nulle
avec une précision de l'ordre de ’erreur de troncature.

De fagon analogue on traite le champ magnétique obtenu & Pinstant t*t! sur
les cellules duales D; ;.1/» (dans la direction de I’axe des ordonnées) obtenues a
partir des cellules cartésiennes C; ; et C; 1.

On applique ensuite le schéma numeérique de base et on calcule & partir des don-
nées sur les cellules duales & l'instant ™! la solution sur le maillage cartésien
a linstant t"*2. On discrétise ’équation d’induction sur les cellules cartésiennes
C;; et on traite les composantes du champ magnétique & l'instant t"*2 de la

fagon suivante :

+1 1 1 +1
B2 105 + B ivaye5 + B2 ijo1e + B ijv/0
4

ByY?|, =

n+3/2  An+3/2

— At "’J‘“My w7l (2.2.20)

n+1]. . n41]. . n+1l|. . n4+1| .
grv2y Byl + By iy + By lig-ye + Byt iy
Yy '1.,] - 4

n+3/2 _ n+3/2

+ At "“’jmw LI (2.2.21)

Pour s’assurer d’avoir un champ magnétique a divergence nulle et de maintenir
une précision d’ordre deux, le champ électrique E (et par la suite ) doit étre

calculé a I'instant t"*3/2 de la fagon suivante (Fig.2.5) :

1

Ei,j = —(V X B):’;-S/Q = —5 (Vn+2 X B*)i,j‘f’
(vx B)MH, 4 (v x B):’jllﬂyj + (v x B)Z;.L_ll/g + (v x B)*H!

W2 (2.2.22)
4

La figure 2.5 montre une cellule cartésienne C;; et quatre cellules duales néces-

n+3/2

1,7 .

Pour compléter la présentation de la méthode CTCS, on doit démontrer qu’en

saires pour calculer le champ électrique E

tout point (z;.y;) du maillage, le champ magnétique a ’instant t"*2 est a diver-
gence nulle, c’est-a-dire que le membre de droite de 1’équation :

n+2 n+2 n+2) - _ pnt2)
V. Bn+2 ~ Bz |i+1,j — Ba: Ii_l,j + B?/ |1J+1 By Iz,]—l
“J 2Az 2A

Yy

(2.2.23)
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FIGURE 2.5. Cellules nécessaires pour le traitement du champ ma-
gnétique B},

est identiquement nul avec une précision de 'ordre de l'erreur de troncature.
La figure 2.6 montre les ccllules originales (cartésiennes) et duales (en diamants)
nécessaires pour le calcul de la divergence du champ magnétique sur la cellule

Ci; (la cellule au centre du graphique) du maillage cartésien. En utilisant les

n+2

FIGURE 2.6. Cellules nécessaires pour le calcul de V - B

équations (2.2.20), (2.2.21) et (2.2.22), on calcule les termes du membre de droite
de I'équation (2.2.23) ; on obtient :

n+1 +1 +1 +1
Byt ivija + Bpttigsje + By ivrg-12 + By g1 5417
4

n+2 —
Bz Ii+1,j -

Qiv1j01 = Qi1
— ApHld Y 2.2.24
2Ay ( )
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n41]. . n41|. . n+1|. . n+1]. .
B2 _ Be T icsge + Biisaye + Beticr o1y + B2 iy j41
e lic1y = 1

Q141 — Qi1

— At
A 2Ay

41 1 1 1
By i 1jo541 + Byt igry241 + By i jr12 + Byt e

2
Bn+ |i ; ==
1, +1
y J 4
N AtQi+l,j+1 — Qi1
2Azx
n-+1 n+1 n+1 n+1] .

B2, - By iciy2 -1+ By igayeg-1 + Bytijse + Bytijio1y0

y i,j—1 —

4

Qiy15-1 — Qic151

+ At 5 AL

(2.2.25)

En introduisant les équation (2.2.24)-(2.2.25) dans (2.2.23) et en groupant conve-

nablement les termes. on obtient :

n-42 1 n+1 n+1 n+1 n+1
V- Bi,;'r ~ 0+ Z[v ’ Bi—+1/2,j + V- Bi:l/?,j +V- Bi,;-—l/2 + V. BJ+1/2]

= 0. ]

™
L)

Si le champ magnétique a 'instant t**! est & divergence nulle, la méthode CTCS
garantit ainsi un champ magnétique calculé a Vinstant "2 ayant une divergence
nulle avec une précision de 1'ordre de ’erreur de troncature.

Donc la méthode du transport sous contrainte "CTCS" adaptée pour les schémas
centrés avec cellules duales en diamants garantit que la contrainte physique sera
satisfaite sur les cellules cartésiennes du maillage original et sur les cellules duales
en diamants & condition que la condition initiale du systéme magnétohydrodyna-

mique soit & divergence nulle (V - B|,—g = 0).

2.2.4.2. Approche CTCS pour schémas centrés 2D avec cellules duales carté-

siennes

Dans cette section nous présentons une extension de la méthode CTCS qui
(—_ s’applique dans le cadre des schémas centrés dont les cellules originales et duales

sont cartésiennes (voir la section 1.1.3). On suppose qu’a l'instant t* ie champ
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magnétique dans la solution numérique U]} soit & divergence nulle :

;T n;T ny Bn;_y

0=V .B" ~ s eolj | Tagtl  Tijol 2.2.96
Y 2Azx 2Ay ( )

n+1

Moyennant le schéma numérique de base on calcule la solution U 254172 &

'instant "*! sur le maillage décalé. On note par B* le champ magnétique dans la

- Ao n+1
solution numérique U]\ /2

B* enfreint la contrainte physique et un traitement supplémentaire est nécessaire.

i+1/2 ainsi obtenu. Généralement, le champ magnétique

Pour cela on calcule le champ électrique au temps t**/2 sur les cellules duales
Di 1254172 en utilisant I'approximation suivante :
En+1/2 _ B n+1/2 . 1 n+l o B* )
i+1/2,541/2 = —(v x )i+1/2,j+1/2 =73 (V" X B*)iv1/2,541/2

(vxB)+(vxB)i; +(vxB) 0+ (v x B)?i
4

(2.2.27)

Par la suite, on discrétise 1’équation d’induction sur les cellules cartésiennes du
maillage dual a 'aide de différences centrées pour conserver le second ordre de
précision du schéma numérique de base, et on calcule les composantes B! et

B;‘“ du champ magnétique de la fagon suivante :

n;T nr n,T nz
ntliz _ Bij + B e+ B0+ Bijn
i+1/2,541/2 = 1
Qn+1/2 Qn—}—l/Q
i+1/2,7+3/2 ~ “Y+1/2,5-1/2
— AR THRTLR 9 9 9g)
2Ay
niy niy nyy n;y
Bl _ B+ B+ B + Bl
i+1/2,5+1/2 = 1
n+1/2 nt+1/2
Qi+3/2,j+1/2 -

+ At SIRGHZ (9 9 99)

2Azx

Pour démontrer que le champ magnétique obtenu & partir des équations (2.2.28)

et (2.2.29) est a divergence nulle, on discrétise V-B?fll/2 j+1/2 sur les cellules duales

du maillage décalé en utilisant des différences centrées de la facon suivante :



FIGURE 2.7.

B'n.+1;:c . Bn+1;z
v. Bn+1 ~ i4-3/2,j+1/2 i—1/2,7+1/2
i4+1/2,5+41/2 2Ax
n+ly _ npntly
+ Bi+1/2,j+3/2 Bi+1/2,j—1/2 =0

T Tit1

Yij+3/2

m Ui+1/2

" Yj—1/2

Titv1/2

n+1
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Cellules nécessaires pour la discrétisation de V - B[ .11/

2Ay

(2.2.30)

Ensuite, on calcule explicitement chacun des termes du membre de droite de

I'équation (2.2.30) en utilisant les équations (2.2.28), (2.2.29) et (2.2.27); on ob-

tient :

n+1l;x _
Bi+3/2.j+1/2 -

n+l;z _
Bi—l/2,j+1/2 =

n+1y —
Bi+1/2,]-+—3/2 -

n;T n;x nz n;z
Bt Bifa; + Biii i+ + Bifa

4

n+1/2 n+1/2
— At Qi+3/2,j+3/2 - Qi+3/2,j—1/2

2Ay

nr nx n;x nix
is1;+ Bij + Bl + Bija

4

n+1/2 _ Q2
i—1/2,54+3/2 i—1/2,j—1/2

- At 2Ay

ny ny ny ny
By + B+ Bijie + Bill jyo

4

Qn+l/2 - QTI'*'I,J'Q

LA i+3/2,5+3/2 i-1/2,j+3/2

20z

(2.2.31)

(2.2.32)

(2.2.33)
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Yy Y ™Yy Y
gty _ B+ By + By + By
i+1/2,5-1/2 4

QrH1/2 _qQntl/2

Afit3/25=1/2 Y2512 999y
+ 2Azx ( )

En introduisant les équations (2.2.31)-(2.2.34) dans (2.2.30) et en groupant conve-

nablement les termes dans (2.2.27), on obtient :

1 n
VB e = (VB + VB + VB, + VBl
4

Si 4 l'instant précédent, le champ magnétique B™ satisfaisait la contrainte phy-
sique, alors le champ magnétique B™"! obtenu par application de la procédure

CTCS vérifiera A son tour cette méme contrainte.

2.2.4.3. Approche CTCS pour des schémas centrés 8D avec cellules duales

cartésiennes

Dans cette section, nous allons généraliser notre mé¢thode CTCS de traitement
de divergence pour des problémes de magnétohydrodynamique en trois dimensions

spatiales. Nous supposons qu’a l'instant ¢" la solution est donnée sur les cellules

<]
-
LA
|5 o
< 2//k
é P

FIGURE 2.8. Cellules du maillage original nécessaires pour traiter
la cellule duale (en jaune)

Cijx du maillage originale et qu’elle satisfasse la contrainte physique de divergence
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o

FIGURE 2.9. Intersection d’une cellule duale (cube en pointillé)
avec deux couches de quatre cellules originales (cubes en trait plein)

nulle :

nT _ pniz ny _ Ry
0= v .B" ~ Bi+1,j,k Bi—l,j,k + Bi,j+1,k Bi,j-—l,k

L 2Az 2Ay

n;z n;z

T — B
+ ”"““2 > Lik=l - (2.2.35)

On applique le schéma numérique de base et on calcule la solution & P'instant ¢™**

n+1
sur les cellules duales Ui 122k 12

la solution U™*!. Généralement B* nc satisfait pas la contrainte V-B* = 0 et un

On note par B* le champ magnétique dans

traitement particulier est nécessaire.

On calcule le champ électrique a l'instant £*+1/2 sur les cellules duales en utilisant
les données numériques aux instants t* et **!, sur les deux maillages, de la fagon
suivante (voir Fig.2.8) :

n+1/2 _ n+1/2
B miv1/ami1)e = —(v x B)i+1/2,j+1/2.k+1/2

1 . 1
=5 (V"Jrl X B*)it1/2,j+1/2,k+1/2 + g{(V X B)E;,k + (v x B)?+1,J,Ic

+ (vxB) kT (VX B) s+ (VX B) e + (VX B) ik

+ (v X B) ik + (VX B)2j+1,k+1} . (2.2.36)
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On considére les notations suivantes du champ électrique :

n+1/2

9,03
+1/2 _ B
E?+1/2,j+1/2,k+1/2 = [ et VxXE = 19,0
) 8,02
i4+1/2,5+1/2,k+1/2

Ensuite, on discrétise ’équation d’induction

0B+VXxE=0

61

— 0,02
— 0,0
— 9,

sur le maillage décalé et on calcule les composantes du champ magnétique a

Pinstant ™! de la facon suivante :

n+1;z _ n,T
Bl jerjokirye = 8(B1] Bk T B e+ Bik

Bz] k41 Bz+1g k41 T BH—] gLk T B ,]+1 k+1)

n+1/2,3 _ /23
Af L/ 25+3/2k+1/2 1+1/2,j—1/2,k+1/2

2Ay
n+1/2,2 Q122

+ At

i+ 1/2,54+1/2,k+3/2  S%41/2,54+1/2,k—1/2

2Az

n41;y n; ny
Bi+1/2,]+1;,,k+1{2 8(B .k +Bz+1]k B1+1_74—lk + B,]-i—lk

+B:l;yk+1 Bny]k-}-l +Bz+l]+1 k+1 +Bn_7!f+—1 k+1)
n+1/2,1 N Qn+1/21
At i+1/2,741/2,k+3/2 i+1/2,941/2,k-1/2
2Az
n+1/2,3 Qn+1/2,3

+ At

(2.2.37)

2Azx

n41;z - n;z
B1.+1/ 2,7+1/2,k+1/2 8( 1_7 k + BH—I .k + Bi+1,j+l k + B;'Y. i,5+1,k

n;z
+ B T Bitiee + Bl jeieer T Brogike)
nt1/2,2 _ gnt/ee
Ao /2 212 T /21212
2AT

n+1/2,1 . Qn+1/2,1
i+1/2,343/2,k+1/2

+ At

i+1/2,5—1/2,k+1/2

2Ay

/2 2hAY2 T U/254/26412 (g o 38y

(2.2.39)
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Pour compléter la description de la procédure CTCS, on doit démontrer que le
champ magnétique ainsi obtenu satisfait bien la contrainte physique de divergence

nulle ; c’est-a-dire que la discrétisation de la divergence :

B'n.+1;.7: _ B'”"*‘l;l
— o iH3/2541/2k+1/2 T Ti-1/2,5+1/2,k4+1/2
i+1/2,5+1/2,k+1/2 — 2Azx
n+1; n+1;
Bi+1/2y,j+3/2,k+1/2 B Bi+1/g,j—1/2,k+1/2
2Ay
prtye o _prtlE
n 1+1/2,J+1/2J~+3/22A~ i+1/2,j+1/2,k—1/2 (2.2.40)

est identiquement nulle. On calcule explicitement chacun des termes de 1'équa-
tion (2.2.40) en utilisant la procédure CTCS (les équations (2.2.37)-(2.2.39) et
(2.2.36)) ; on obtient :

n+1x . 1 n;T n,x n;x ;T
B3/ g1/2 k4172 = g(Bi+1,j,k + Bilojn T Bilajin T Bk

n,T n;x ;T n;x

+ B ke T Bilo e + Bids jiipr T Bift i)
n+1/2,3 _ an+1/‘2,3
ApoH3/243/2k41/2 i+3/2,5-1/2,k+1/2

2Ay
n+1/2,2 _ /22
i43/2,j4+1/2,k+3/2 i+3/2,j+1/2,k—1/2 (2.2.41)

2Az

+ At

n+1;x _ 1 n;x n;x n,x n;T
Bi—1/2,j+1/2,k+1/2 - g(Bi—l,j,k + Bi,j,k + Bi,j+1,k + Bi—l,j+1,k

nir

n;x bt nT nT
+ Bi—l,j,k+1 + Bz,j,k+l + Bi,j+1,k+1 + Bi—],j+1,k+1)
n+1/23 . Qn4+1/2,3
i—1/2,5+3/2,k+1/2 1—1/2,7—-1/2,k+1/2
— At
2Ay

n+1/2,2 - Qn+1/2,2
A1 /2541/2k+3/2 i—1/2,5+1/2,k—1/2

20z

+



Bn+11y

i+1/2,543/2,k+1/2 —

+ B}

Bn+l,1

i+1/2,5-1/2,k+1/2 =

— At i+1/2,543/2,k+3/2
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ny ny ny
S(B,J+1k+Bz+1]+1k +B1.+1_7+2k +B,J+2L

ny
1,7+1,k+1 + Bz—i—l JHLE+HL + Bz-{-l J+H2,k+1 + Bz ]+2.k+1)

n+1/2,1 n+1/2,1
Q Qi+1/2,j+3/2,k 1/2

20z
n+1/2,3 _ /23
i+3/2,5+3/2,k+1/2 i~1/2,j+3/2,k+1/2

At
+ 2Az

- ny ny Y Yy
8( i1 T Bl 1k + Bitik + Bk

ny n;y,

ny
+ 1,7—1,k+1 + i+1,5—-1,k+1 + 1+1,7,k+1 + B 1,7, k+l)

Bn+1 z

B

i+1/2,5+1/2,k+3/2 =

n+1/2,1 _ Qn,+1/2,1
_Ap1/25-1/2k43/2 i+1/2,5-1/2,k—1/2
2Az
n+1/2,3 _qr/2s
A2 2k 12 i—1/2,5-1/2,k+1/2

2Ax

n,z

8(BUL+1 + B e + Bt jiie T Biprirn

+ B1] k42 + B‘L+1 Jok+2 + B i+1,7+1,k+2 + Bz J+1 k—{—'))

n+1,z

i+1/2,5+1/2,k—1/2 —

n+1/2,2 N Qn+1/‘2,2
L AfHB/ 2541 /2h43/2 i—1/2,j+1/2,k+3/2
2Azx
n+1/2,1 . Qn+1/2,1
4 ApTTL/2543/2k43/2 i+1/2,5—1/2,k+3/2
2Ay
1 niz
8( z]k 1+B:+1]k 1+Bz+1]+1k 1+sz+1k 1
n;z
Bz]k+Bl+1]k+Bl+1]+1k+ ,_H‘lk)
n+1/2,2 _ Qn+1/2,2
L Api3/25+1/2k-1/2 i—1/2,5+1/2,k—1/2
2Ax
n+1/2,1 Qn+l/2,l

i+1/2,54+3/2,k—1/2
2Ay

i+1/2,j~1/2,k—1/2

+ At (2.2.42)
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En introduisant ensuite les équations (2.2.41)-(2.2.42) ainsi obtenues dans (2.2.40),

on réécrit (2.2.40) sous la forme :

V.-BM =581+ 85

i+1/2,j+1/2,k+1/2

&1 est obtenu en groupant les composantes du champ magnétique a l'instant
t"; Sy est obtenu en groupant les composantes du champ électrique & l’instant
t"+1/2_ Le but est de démontrer que S; = S, = 0. En tenant compte de I’équation
sulvante :

V.B"., — B?+Il_7k _ an—ai;k + B:l_]:lff—lk B BZ;'y—l,k B:,lg;fk“ B BZ_;,zk—l
Lk 2Az 2Ay 2Az

(2.2.43)

et des équations correspondantes pour les points voisins impliqués dans notre
calcul de Si, en groupant convenablement les composantes du champ magnétique
a I'instant ¢™ dans S; et en tenant compte des équation similaires a (2.2.43), on

parvient a écrire S; sous la forme :

1 n n n n
Sl = g{v . Bi,j,k + V . B'L+1,],k + v . Bl+1,_]+1,k + v . B‘L,)-{-l,k
+ VBl +V B en VBl + VBl )

On voit donc que &; sera nulle si & Pinstant ¢* la divergence du champ magnétique
est nulle.

Ensuite on calcule Sy ; en tenant compte du fait que Az = Ay = Az = h, on
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obtient :
At
Sy = —
T 4R? ({
n+1/2,3 n+1/2,3 n+1/2,2 n+1/2,2
- (Qi+3/2,j+3/2,k+1/2 - i+3/2,j—1/2,k+1/2) + (Qi+3/‘2,j+1/2,k+3{2 - Qi+3/2,j+l/2,k—1/2)
n+1/2,3 n+1/2,3 n+1/2,2 n+1/2,2
+ (Qi—l/Q,j+3/2,k+1/2 - Qi—l/2,j—l/2,k+1/2) - (Qi—1/2,j+1/2,k+3;2 - Qi—l/Q,j+1/2,k—1/2)}

n+1/2,1 n+1/2,1 n+1/2,3 n+1/2,3
+ {_(Qi+1/2,j+3/2,k+3/2 - Qi+1/2,j+3/2,k—1/2) + (Qi+3/2,j+3/2,k+1/2 - Qi—l/.’z,j+3/2,k+1/2)
n+1/2,1 n+1/2,1 n+1/2,3 n+1/2,3
+ (Qi+l/2,j—1/2,k+3/2 - Qi+l/2,j—1/2,k—1/2) - (Qi+3/2,j—1/2,k+1/2 - Qi—1/2,j—1/2,k+1/2)}

n+1/2,2 n-+1/2,2 n+1/2,1 n+1/2,1
+ { - (Qi+3/2,j+1/2,k+3/2 - Qi—l/?,j+1/2,k+3/2) + (Qi+1/2,j+3/2,k+3/2 - Qi+1/2,j-—1/2,k+3/2)

n+1/22 n+1/2,2 n+1/2,1 n+1/2,1
+ (Qi+3/2,j+1,12,k—1;2 - Qi—1/2,j+1/2,k—1/2) - (Qi+1/2,j+3/2,k—1/2 - Qi+1/2,j—1/2,k—1/2) }>

=0

car on peut vérifier que les termes impliqués s’annulent mutuellement deux &
deux. Ainsi, le champ magnétique B™™! calculé en utilisant la procédure CTCS
satisfait la contrainte physique de divergence nulle; ceci compléte la présentation
de la méthode CTCS tridimensionnelle pour des schémas numériques centrés avec

cellules duales cartésiennes.

2.2.4.4. Approche CTCS pour des schémas centrés 3D avec cellules duales en

diamants

Dans cette section, nous présentons l’extension tridimensionnelle de la meé-
thode CTCS pour des schémas numériques centrés avec cellules duales en diamant
(voir la section 1.2.1). Soit, U, la solution numérique & I'instant t* donnée sur
les cellules cartésiennes C, ; ;. et soit Ul'.‘:rllljgyjyk la solution & I’instant t"*! obtenue,
par application du schéma numérique de base, sur les cellules duales centrées aux
points (Zi41/2,¥;, 2x). On suppose que la contrainte physique du champ magné-
tique & divergence nulle soit satisfaite & l'instant t* (V - B" = 0). Soit B}, /2,5
le champ magnétique obtenu a partir du schéma numérique de base a l'instant
t"*1; généralement, 8111,!2, ;.1 he satisfait pas la contrainte physique de divergence
nulle et un traitement supplémentaire est nécessaire. Comme dans les sections

précédentes, on cherche a calculer le champ magnétique Bi":ll/gj ;. sur les cellules

duales a I'instant t**! qui soit tz] que V - B?:ll/g’ ik =0
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On considére les notations suivantes du champ électrique :

n+1/2 :
9,03 — 9.0°
Eyjll//;,j,k = 0?2 et V x E = 9,0t — 9,03
o) 8,02 — 9,01
i+1/2,5,k

t"+1/2 gur les cellules duales en utilisant

On calcule le champ électrique a ’instant
les données numériques connues aux instants t* et t"*!, sur les deux maillages

(sur les cellules C; jx et D;yq /2.5.k), de la facon suivante :

n+1/2 n+1/2
EH_l/g,j,k = _(V X B)i+1/2,j,k
1 n * 1 n n
= —5 (V +l x B )i+1/2,j,k + 5{(" X B)i,j,k + (V X B)i+1,j,k} : (2244)

On discrétise ensuite I’équation d’induction sur les cellules duales D; /2.4.k €t

on calcule les composantes du champ magnétique & l’instant t"*! de la facon

suivante :
Bn—l—l;z - l(Bn;z + Bn.;:r )
i+1/25k T 9\ Tigk i+1.5,k
n+1/2,3 Qn.+l/2,3 n+1/2,2 B Qn+1;2,2
i+1/2,5+1,k ~ “fi41/25-1.k 1/2,5,k+1 i+1/2,5,k—1
— A2t /2T Lk Np ek ERGR L (g 9 45)
2Ay 2Az

n N/ 1 Y Ty
BL 0 = 5Bl + Bt 50)

i+1/2,5.k — 2 i+1,5,k
Qn+1/2,l . Qn+1/2,1 Qn+1/‘2,3 _ on+1/23
— At i4+1/2,5,k+1 i+1/2,5,k—1 N i+3/2,5,k i—1/2,7,k 9.9 46
20z 2Ax ( )

. 1, . -
By s in = 5Bl + Bl )

i+1/2,5k 1,9,k i+1,5,k
4 2,2 n+1/2,2 n+1/2,1 n+1/2,1
Q22 Qriyal o ortl/
3/2,5,k ~1/2,3,k 1/2,4+1,k 1/2,5—1,k
— At ‘+/”’9AT1 L2k | AT 35 27U (9.2.47)

Avec ce choix du champ électrique et cette discrétisation de I’équation d’induction,
et en appliquant la méme approche qu’a la section précédente, on peut démontrer

que :

n 1 n n
V : B‘i-:-ll/g,].k — §{v . Bi,j,k + V M B1+1,],k .
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Ainsi, si le champ magnétique & 'instant t® est & divergence nulle, alors la
contrainte physique V - B?ﬁl/z,j,k = 0 sera satisfaite sur toutes les cellules duales
du type {Diy12,;%}- De la méme fagon, on traite le champ magnétique sur les
cellules duales du type {D; 4124} et {D;jr+1/2} & linstant t"+!.
Aprés avoir calculé la solution a I'instant t"*! sur les cellules duales {D;y4 2.5k}
{Dij+12k} et {Dijxs1/2} et appliqué la procédure CTCS de traitement de di-
vergence, on applique le schéma numérique de base pour calculer la solution &
I'instant t"*2 sur les cellules cartésiennes du maillage original. On note B, le
champ magnétique dans la solution Uf;,f obtenue & partir du schéma numérique
de base; généralement B;, ; ne satisfait pas la contrainte physique de divergence
nulle et un traitement additionnel est nécessaire.
On calcule en premier le champ électrique & Uinstant t"+3/2 sur les cellules C;
de la fagon suivante (voir Fig.2.10) :
B = —(v x B
LI a2 x 1 n+1 n+l
=2 [(v X B*); ik + 6{(v X B):‘—+1/2,j,k + (v x B)i-:1/2,j,k

+ (v x B);’;ll/z‘k + (v x B)Zﬁl/“

+ (v B+ (VX B)Y L pt |- (2:248)

FIGURE 2.10. Six cellules en diamants et une cellule cartésienne
. . . . n+3/2
sont nécessaires pour calculer le champ électrique E; Tk

On discrétise ensuite ’équation d’induction sur les cellules du maillage original

centrées aux nceuds (z;, y;, 2 ) et on calcule les composantes du champ magnétique
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n+2 R
B}; de la fagon suivante :

n+2;c 1 n+1;z n+1l;z n+1l;x n+1l;x n+1;z n+1;z
gk = g(Bi—l/z,j,k t Biyijogn T Bijijon + Bigiijen T Bijilipe + Bijkip)
n+3/2,3 Qn+3/2,3 n+3/2,2 n+3/2,2
Ltk T o1k Lkl T Mgk
— At WS 4 At b (2.2.49)
2Ay 2Az
n+2y l n+1ly n+1ly n+lyy n+1y n+1ly n+1y
ik =3 (B 2+ Biijain + Biotyon + Bigiisen + Biikoaje + Bigrirye)
n+3/2,1 n+3/2,1 Qn+3/2,3 n+3/2,3
g k+l T Y4 k=1 i+1,5,k — “ti-1jk
— At WAL A LT (2.2.50)
2Az 2Az

n+2z n+1;z n+l;z n+1;z n+l;z n+1;z n+1;z

1,5,k 1—1/2,7,k i+1/2,7,k J=1/2,k 1,5+1/2,k 1,7,k—
nH3/22  n4d/2,2 n+3/2,1  4n+3/2,1
. At i+1,5,k i-1,5,k + At 1,j+1,k i,j-1,k (2 ) 51)
2Az 2Ay

Pour compléter la présentation de la méthode CTCS pour les schémas numériques
tridimensionnels centrés avec des cellules duales en diamants, on doit démontrer
que si le champ magnétique B™! est a divergence nulle alors B"*2 l’est aussi.

Autrement dit, il faut démontrer que la discrétisation de la divergence :

n+2;z n42;z n+2;y n+2;y n+2;z n+2;z
n42 i+1,5,k Bi—ljk Bij—H kT Pig-1k Bijk+1 T Pigk—1
V.B. T~ 1]y sJy + P y . 3 3] 1 +Jy (2‘2.52)

LIk 2Azx 2Ay 2Az

est identiquement nulle. Pour cela, en utilisant les équations (2.2.48)-(2.2.51)
on calcule explicitement chacun des termes du membre de droite de I’équation
(2.2.52) ; on obtient :
Sy | . .
n+2x n+1;x n+1;x n+l;z
Bictin = 5(Biijpsn + Bisjnju + Bi1i1on

+ Bn+1;:t i + BvH—l;z ) + Bn+1;z )

i+1,541/2, i+1,5,k—1/ i+1,5,k+1/2
Qn+3/2,3 Qn~+—3/2,3 n-+3/2,2 Qn+3/2,2
i+1,5+1,k  %Ci41,5-1.k i+1,7,k+1 — 2%41,5,k—1
— AT ITLE A Aty (2.2.53)

2Ay 2Az
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i—-l,j,k 6 2,7, -1/2,5,k + —1/2,k
n+1l;z n+1;x n+1l;x
+B —-1,7+1/2,k +B —1,7,k— 1/9+B‘L— 1,7, k+l/2)
n+3/2,3 Qn+3/2,3 n+3/2,2 Qn+3/2
_ At i—1,54+1,k ~ “fi-15-1k + At i—1,5,k+1 i—1,7,k—1
2Ay 2Az

n+2y 1 n+1l;y n+41;y n41y
Bi:j-i—l,k G(B -1/2,7+41,k + Bz+1/2 J+1,k + B 1,j+1/2,k

BTH-l,y + Bn+1,J + Bn+1y )

1,5+3/2,k i,j+1,k—1/2 t,j+1,k+1/2
nt3/21 _ on+3/21 nt3/23 _ n+3/23
ij+1,k+1 1,541, k 1 i+1,j+1k i—1,j+1,k
— At + At
2Az 2Azx
n+2y 1 n+ly n+1ly n+1;y
-1k T G(Bz—l/Q,j—l,k + Bz-f—l/‘)J 1,k + Bz] 3/2,k
n+1 n+1l;y n+1;y
+ B et Bl ko1p t Bl i)
n+3/2,1 Qn+3 /2,1 n+3/23 Qn+3f2,3
i,7—1,k+1 —-1,k—1 +1,7-1.k i—1,5—1,k
_ At 1,J + 1.J— + At i J t J
2Az 2Azx
n+2;z n+1;z n+1;z n+1;z
Bz,],k+l 6 (B —-1/2,5,k+1 + Bi+1/2,j,k+1 + Bz] 1/2,k+1
n+1;z n+1;z n+1;z
+ B irioprr T Bijriie T Bijriag)
n+3/2,2 Q"+3/2 n+3/2,1 Qn+3/2,1
i+ 1,5,k 1 i—1,5,k+1 i1 k41 15— 1k+1
— At + At
2Ax 2Ay
n+42;z 1 n+1;z n+1;z n+1;z
i,5,k—=1 — G(Bi—1/2,j,k—1 +Bl+l/')]k 1 +B‘L] 1/2,k—-1
n+1; n+1;z n+1;z
Bi]-{-l/"k 1 B,]k 3/ 9+sz,k—lx’2)
n+3/2,2 Qn+3/_,.. n+3/2,1 n+3/2,1
i+1,7,k—1 —1,5,k—1 L7+ 1L,k—1 7 Sf5-1k—1
— At A A ] . (2.2.54)

2Ax 2Ay
En introduisant les équations (2.2.53)-(2.2.54) dans (2.2.52), on obtient :

V- Bn+9 =5+8

.5,k T

ol S est obtenu en considérant les composantes du champ magnétique a 'instant

t"*!; on peut grouper convenablement les termes dans S; pour 1’écrire sous

la
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forme :

Slzl

ouV- B"Jrl

-1/2,3,

V. BMl ok =

6(v B"+/2M +V . -B*!

i+1/2

skt VB

+V.-B*!

1,7+1/2,

n+1
i,j—1/2,k

n+1
k+v Blj-k 1/2

. est discrétisé de la facon suivante :

n+1
+ V- B, i,7,k+1/2

n+1;z n+1;x n+1y n+1y
i+1/2,5,k Bz 3/2,5,k B -1/2,54+1,k B -1/2,5— 1k+
2Ax 2Ay
n+l;z n+1l;z
B —1/2,5,k+1 B —1/2,7,k— 1
2Az
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)

Ss est obtenu en groupant les composantes du champ électrique a I'instant t*+3/2;

pour un maillage uniforme ( Az = Ay = Az = h), S, s’écrit sous la forme :

A
Sy = ‘

° 7 42

. (Qﬂ+3/2,3

i+li+1k

Qr+3/2.3
i—1j+1,k

+(02
( n+3/2 1
(€2

ij+1,k+1 T

Qr3/2l

+ i,j—1k+1

n+3/2,2
_(Qi+l.j,k+1

n+3/2,2
+(Q1+1,j k=1

0

Qn+3/2,3 )+(Qn+3/2,2 Qn+3/2,2 )

i+1,5-1,k i+15k+] ~ Cfi41,5,k—1
n+3/2 3 n+3/2,2 n+3/2 )
1—1] 1L) ( i—1,5.k+1 1— 1,7,k—1
n+3/2 1 n+3/2,3 n+3/2 3
Qi) T (5 — B0
n+3/ n+3/2,3 n+3/2,3
z] 1, k 1) ( i+1,j-1,k 1— -1, k)
n+3/2 2 n+3/2, n+3/?.,1
z— ,],k-i-l) + (Qz J+1 k—l—l 1,7—1,k+1 )
n+3/2 2 n+3 2,1 n+3/2,1
1— 1,5,k— 1) ( i,74+1,k—1 1] 1,k— 1)]

grace & une annulation mutuelle des termes. Ainsi, si le champ magnétique & I'ins-

tant "1 est & divergence nulle, le terme S; s’annule et on obtient V - B

n+2 __
5,k T

0.

Ceci compléte la présentation de notre méthode de traitement du champ magné-

tique pour les schémas centrés tridimensionnels avec cellules duales en diamants.

Cette procédure CTCS de traitement de divergence que nous avons présentée

conserve le second ordre de précision du schéma numérique de base car la dis-

crétisation de ’équation d’induction est faite avec des différences centrées et des

régles de quadrature du second ordre.
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Chapitre 3

CENTRAL FINITE VOLUME METHODS WITH
CONSTRAINED TRANSPORT DIVERGENCE
TREATMENT FOR IDEAL MHD

P. Arminjon and R. Touma
Two and three-dimensional finite volume extensions of the Lax-Friedrichs (LF)
and Nessyahu-Tadmor (NT) one-dimensional difference schemes were previously
presented and successfully applied to several problems for nonlinear hyperbolic
systems, and in particular to typical test cases for both inviscid and viscous com-
pressible flows. These "central" schemes by-pass the resolution, at the cell inter-
faces, of the Riemann problems, thanks to the use of the staggered Lax-Friedrichs
scheme which serves as the base scheme on which high order finite volume me-
thods can be constructed using van Leer’'s MUSCL-type limited reconstruction
principle. For this purpose, two dual grids are used at alternate time steps. These
methods are extended here to several problems in one- and multi-dimensional
ideal compressible magnetohydrodynamics using a modified version of the first
author’s central methods with oblique (diamond shaped) dual cells. In two di-
mensions the system has eight equations and solving the corresponding Riemann
problem is an elaborate and time-consuming process. Central methods lead to
significant computing time reductions, and the numerical experiments presented
here suggest the accuracy is quite satisfactory. In order to satisfy the physical
constraint V - B = 0, we have constructed a strategy ("CTCS") inspired from

the Constrained Transport method of Evans and Hawley. The validity of our base
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scheme and our CTCS approach is clearly confirmed by the results.

Keywords: Numerical methods; Magnetohydrodynamics ; Central Schemes ;

Non-oscillatory.
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3.1. INTRODUCTION

3.1.1. Some previous work on multidimensional central schemes

Many problems in applied mathematics, physics and the engineering sciences
can be formulated mathematically with the help of an idealized model based on
hyperbolic partial differential equations and more specifically hyperbolic systems
of conservation laws [22] or, in the case of systems with a source term, hyperbolic
systems of balance laws [43]. In the past thirty years or so, and following the
first fundamental papers of Godunov [23], Lax and Wendroff [34], an enormous
amount of work has appeared on the subject of numerical methods for these
problems and in particular for the development of non-oscillatory, high-order
"shock-capturing" methods for conservation laws and their many applications,
particularly for compressible flows and aerodynamics [26]; see the expository
works [24, 47, 25, 22, 31, 35, 46, 42]. We apologize in advance to the many
important contributors whose name could not be explicitly mentioned in this pa-
per. With the appearance of finite volume methods, based on Godunov’s principle
of integrating the PDE on the discrete cells [23], and upwind methods (including
Godunov’s method, as well as the methods of Murman-Cole [25], Steger-Warming
[25], users had the choice between many options and in particular between up-
wind schemes, including those based on Riemann’s solvers , and central schemes
with the addition of some kind of artificial viscosity to stabilize the scheme and
avoid oscillations near discontinuities [26].

In another approach the Nessyahu-Tadmor one dimensional finite difference scheme
("NT") [37] led to the additional option of a Godunov-type scheme without the
requirement to solve the Riemann problems at the cell interfaces, thanks to the
use of a staggered form of the Lax-Friedrichs scheme as a base scheme, comple-
mented by van Leer’s "MUSCL"-type limited reconstructions for higher accuracy
[50, 51]. This scheme, which uses two alternate, dual grids at alternate time steps,
was recently extended to multidimensional finite volume versions for Cartesian
grids [2, 28] as well as unstructured triangular [1] [3] and tetrahedral grids [7, 10].
More recently, we constructed [9] modified versions of the above schemes which

avoid the time predictor step typical of the original Nessyahu-Tadmor scheme
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formulation, and therefore lead to time reductions of about 40%.

Another approach to improve these schemes consists in applying Runge-Kutta
methods for the integration with respect to time [38] where so-called "central
Runge-Kutta schemes" have been proposed and successfully tested. In the case
of Cartesian grids, we also presented [6, 8, 10] a modified scheme introducing
new oblique dual cells ("diamond cells") instead of the dual cells with sides paral-
lel to the coordinates axes originally considered in [2] for the second grid. These
diamond cells were in fact the direct analogue of the quadrilateral dual cells intro-
duced in the two-dimensional finite volume extension of the NT scheme described
in [1, 3] for unstructured triangular grids. They have also been considered, in-
dependently, by Katsaounis and Levy [30]; combined with the use of standard
limiters, they lead to second order accuracy and monotonicity preservation, in
the case of continuous initial data.

They often lead to better L' and L* errors, improved resolution of oblique
shocks, and to higher orders of accuracy (see[8]). They also tend to prevent the
crossing of discontinuities in the normal direction.

Instead of modifying the dual cells to improve the accuracy, another approach
consisting of modifying the numerical flux by using an improved quadrature for-
mula for the fluxes across the cell boundaries has recently been proposed by Lie
and Noelle [36]. Their scheme is less sensitive to grid orientation effects and
leads to an improved preservation of symmetries as compared with the original

two-dimensional finite volume extensions of the NT scheme considered in 8]

3.1.2. Previous work on numerical MHD

The adaptation of shock capturing numerical methods to the equations of
Magnetohydrodynamics (MHD) has been a very dynamic and continuous process
since the early eighties; without attempting to be complete, let us mention the
early work of Brackbill and Barnes [15], who proposed a "projection scheme"
to satisty the divB = 0 constraint, involving the solution of a Poisson equa-
tion. Since Magnetohydrodynamics plays an important role in astrophysical flows,
which are highly compressible, it was soon observed that Godunov-type methods

might be a useful approach to solve these problems : Brio and Wu [16] applied
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Roe’s method to the one-dimensional MHD equations. Zachary and Colella [52]
used the Engquist-Osher flux solver for one-dimensional ideal MHD, which was
then extended to multi-dimensional ideal MHD in Zachary et al. [53].

Dai and Woodward [17] presented a nonlinear approximate Riemann solver speci-
fically designed for MHD problems, and extended the piecewise parabolic method
to multi-dimensional MHD problems [19]. They also made important contribu-
tions in [18] with a second order accurate difference scheme for multi-dimensional
MHD using an approximate MHD Riemann solver, and an approach to maintain
the divergence-free condition exactly.

Powell [41] and Powell et al. [40, 39| developed a Roe-type Riemann solver and,
using a non conservative form of the MHD equations, an upwind scheme for MHD
equations, the "8-wave Riemann solver method" (where the eighth wave is asso-
ciated with propagation of divﬁ) which proved to be numerically robust. Finally,
Ryu and Jones [44], Barmin et al. [14] Téth and Odstréil [49] Balsara [13] all
applied TVD-type methods to the MHD equations

3.1.3. Contents of the paper

In this paper we extend central Nessyahu-Tadmor-type one-dimensional or
multidimensional finite volume schemes to the resolution of some problems in ideal
(inviscid and non-resistive) compressible Magnetohydrodynamics. The system of
governing equations features eight nonlinear hyperbolic conservation equations
for mass, linear momentum, energy and the three components of the magnetic
field vector B. Even in the case where B only depends on one space variable,
the system still has eight equations but can be reduced to seven equations thanks
to the physical constraint V - B = 0. The subject of how one should best try
to satisfy this constraint for multi-dimensional problems has been discussed in
several important papers [48, 15, 39, 41, 40, 17, 18, 19].

The Jacobian matrix in this case is thus a 7 x 7 matrix of which 5 of the 7 eigen-
values may coincide [16]. Moreover, the system of MHD equations is nonconvex
[20]. This gives rise to a wave structure which is substantially more complicated
than that of the Euler equations for compressible flow. In particular so-called

compound waves may appear, which consist of a shock and, directly attached,
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a rarefaction wave. The solution of the corresponding Riemann problem, exact
or approximate, is a complicated and time-consuming process. We expect the
introduction of our Riemann solver-free central methods to lead to significant
computing time reductions in two or three space dimensions.

i)In one dimension, we present an adaptation of the Nessyahu-Tadmor scheme
to two variants of the MHD-shock tube problem [16] which leads to fairly good
results, and, compared with a method based on Riemann solvers, is also likely to
bring about significant computing time reductions, as was the case for the Euler
and Navier-Stokes equations [2, 3, 4].

i) We also studied, in two spatial dimensions,the 2D Riemann problem with conti-
nuation boundary conditions originally considered without the magnetic field by
[45] and later, in an MHD context, by Dai-Woodward [18]. We then solve the
Orszag-Tang MHD turbulence problem which describes the evolution of a com-
pressible vortex system. The problem involves the interaction between several
shock waves traveling at various speed regimes. We apply our new Constrained
Transport method to numerically enforce the physical constraint on the magnetic
field.

The organization of the paper is as follows. In section 2 we describe the mathema-
tical formulation of multidimensional MHD problems. Section 3 presents a short
review of the one-dimensional Nessyahu-Tadmor finite difference scheme. Section
4 gives a complete description of our two-dimensional finite volume extension of
the N.T. scheme using diamond staggered dual cells. In section 5 we present the
physical constraint on the magnetic field and describe several methods to satisfy
the divergence-free property of the magnetic field. We then introduce our method
for enforcing the V-B = 0 constraint. One and two dimensional numerical results

are presented in section 6.

3.2. IDEAL MHD EQUATIONS

When a conducting fluid moves in a magnetic field, electric fields are induced
in it and electric currents flow. Due to the magnetic field, the currents may modify
the flow. Conversely, the currents themselves modify the magnetic field [27], and

even if the components of B culy depend on one variable, say z, the magnetic
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forces exerted on the ions constituting the "plasma" i.e. the fluid (gas) in motion
are three dimensional, thus giving rise to a three dimensional flow. The complex
interaction between magnetic and fluid dynamic phenomena is well described by
a set of eight equations which are : one mass conservation law, three momentum
conservation laws, one energy conservation law and Faraday’s (three dimensional)

law for the magnetic field B :

p pu
9 |pu uu + [(p + BB) - BB
~ el IR VA B Ef’; 2#0)1 v | =0, (3.2.1)
¢ pe (pe+p+ 5. )u—-(uB)B
| B | i uB — Bu |

where p,u,p, B and e are the mass density, three-component velocity field vector,
thermal pressure, three-component magnetic field vector and the specific total
energy ; (o, is the permeability of the vacuum and I is the (3 x 3) identity matrix.
This system of equations is completed by the equation of state p = (y—1)pe, where
v is the ratio of specific heats and e denotes the specific internal energy. It is
usual to non-dimensionalize the ideal MHD equations, by setting reference scales
for the length L or the free-stream density po, and scaling the current magnetic
field with /1t , which results in the removal of i, from the above system. In this
paper, no scaling is applied so the permeability term of the vacuum is kept.
The two-dimensional version of the system takes the following form :

oU OF 0G _

2.2
ot " or oy O (322)
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where
[0 . \
pUz pul + Ty
pUy Pty + Izy
U, U U + sz
v = ||, FO)-= g ,
pe puze + qu.’m: + uynzy + qu:tz
B, 0
B, A,
\ B. ) A,
Py
puyuy + I,
PU;‘JZ + I,y
Uyt + Iy
G = Pliyti= & Ty , (3.2.3)
puye + uzllzy + u, Il + u ll,,
—A.
0

A, )

where A = u x B, e is the specific total energy, Il,,, II,, and II,, are the diago-
nal elements of the total pressure tensor. Il,,, II,, and II,, are the off-diagonal

elements of the tensor which may be obtained from system (3.2.1) :

1 9
II; = P+—7;(BJ2+BIE_Bi“)'

8
I, = — BB, forijk=
7 T 47_‘_ ilg, OI‘Z,], —CE”IJ7~'
1,1
= ~u’'—B>.
€ 6+2u S7p

In the case of one dimensional MHD. the divergence-free constraint reduces the
differential system (3.2.2) to the form (_fL + 77),_. = 0 with seven equations by free-
zing the value of the z— component of the magnetic field, giving rise to the vectors
U= (p, ptiz, puy, pu, pe, By, B,) and F = (puz, pu2 + Mag, puguy + My, pugu, +
-, puge + u Iy + u, Il +u I, A.. —A,). The resulting system allows three
kinds of waves [32, 27, 18, 20] : fast waves, Alfven waves and slow waves. These

waves have propagation speeds denoted respectively by Cy, C, and C,; which are
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the cigenvalues of the differential system, given by

c2, = S[C+C2rchxy[(C2rczrcpp—acicE]  (324)

DN =

Co. = +/pB%/(4m) (3.2.5)

with C, = \/vp/p, C. = \/ p(B2 + B?%)/(4r). For a complete presentation of
the eigensystem, the interested reader is referred to [27, 32]. We recall that

eigenvalues are used in the CFL condition to determine the time step.

3.3. ONE-DIMENSIONAL CENTRAL SCHEMES

We consider the initial value problem

wt flu)s =0 (3.3.1)

u(z,t =0) =u,(x)
and the (first order accurate) Lax-Friedrichs scheme [33] written in its staggered
form as

it = S o) AU u) — S 332)

"
W)

F1G. 3.1. The resolution of Riemann problems at cell interfaces is
avoided when alternating from original to staggered grid

To obtain a second order accurate scheme, Nessyahu and Tadmor [37] introdu-
ced van Leer’s MUSCL-type [50] piecewise linear reconstruction of the piecewise

constant solution obtained at the previous step (i.c., at time ") :

!

U.
u(z,t") = Li(z,t") = ul + (z — zi)K;—, T € [Ti-1/2, Tit1/2) (3.3.3)
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where

up = (ul) ~ h%u(z,t”)lzﬂ, + 0(Az?) (3.3.4)
approximates the slope to first-order accuracy ; this leads to second-order spatial
accuracy. Second-order accuracy with respect to time is then obtained if we apply
the midpoint rule for the time integral of the flux [37]. Nessyahu and Tadmor’s
formula [37] gives the solution on the staggered grid (i.e. at nodes z;y1/2) :

1 1 n 2 n
U = 5+ ul) + (@) - (W) - M) - fE) - (335)

where ufH/ % is an approximate value defined by an intermediate predictor step
at time t"+1/2, The solution at the nodes of the original grid {z,} and time ¢"+2

is obtained in a similar way.

3.4. TWO DIMENSIONAL CARTESIAN DIAMOND-STAGGERED SCHEME

We consider a two-dimensional hyperbolic system of conservation laws :

Ui+ V- F(U)=Ui+ fat Gy=0 (3.4.1)
where
Uq fi g1
|| FO-FT-| " 7-1"]
Un Jn In

— —
with the initial condition U (z,y,0) = U,(z,y). System (3.4.1) is assumed to be
hyperbolic in the sense that any linear combination of the n xn jacobian matrices

— —
A(U),B(U)
a—f—) — g
ou ou
has n real eigenvalues and n linearly independent right and left eigenvectors. As

A(T)

is well known, both the one-dimensional Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor
schemes use alternate space grids. In two dimensions, we shall proceed in a si-
milar manner starting from the original Cartesian grid with cells C; at time ¢,
alternating to the diamond dual cell D;;;/5; at time t"*! and returning back to

the original cell C; of the original structured grid a- shown in Fig.3.2 and Fig.3.6.
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a o o
ko4
o o o

F1G. 3.2. Original data grid ’o’, square cells in blue and two dual
oblique cells in red
Notations
We consider for our computational domain a uniform rectangular grid with M2
squares ; the extension to arbitrary rectangular grids is straightforward, except for
the initialization, which requires numerical integration, and the programming part
of the resolution, where we have to proceed as in the case of a fully unstructured
grid. Let Az = Ay = h = x;41/3 — *;_1/2 denote the mesh size, a;; = (z;,y;) =
(¢h,jh),0 < i,7 < M, denote the nodes of the first grid. For any arbitrary node
a;; we consider the corresponding finite volume cell C;; for the first grid to be
the squarc centered at a;; with edges obtained by joining the centroids of the

four squares of the original grid adjacent to a;; as in Fig.3.2.

FIG. 3.3. Dual oblique cell D;1y/5;; casc when the line through
the centroids of the adjacent Cartesian cells is parallel to the z-axis

The diamond dual cells D;1y/5; arc obtained by first considering two suc-
cessive nodes a;; and a;i,; of the original grid; let [T'B] denote the common
interface of the Cartesian cells ; the midpoint of [T'B] is m. As can be seen from

Fig.3.2 there are two cases for the dual diamond cells, depending on whether the
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axis joining the two nodes of the original grid used to define the diamond cell is
parallel to the z—axis or the y—axis. The dual cell (in the z-direction) is defined
to be the quadrilateral a; ;Ta; j41 B as in Fig.3.3. The dual cell D; ;1 /2 s obtai-
ned when the edge a; ja; j4+1 is parallel to the y — azis.
Let U7, =~ Ulai;,t") and U™, . ~ U (m, ) denote th lues i
et Uy; ~ Ulai;,t") and UTY 5 =~ U(m, ) denote the average values in
the first and second grid at time t® and t"*!, respectively. Performing the first
time step gives ﬁ:‘:llﬂ ; while the cell values {ﬁff} are obtained at the end of
the second time-step.

3.4.1. First time step, in the x-direction

We consider here two adjacent nodes a; ; and a;;,;, where a; ja,1 ; is parallel
to the z — axis, and D;;y/9; denotes the corresponding dual cell (Fig.3.3). We
integrate equation(3.4.1) on D;yyse; X [t", "] :

t"‘+1 tn+l

// U, dA dt = — // V. F dA dt. (3.4.2)
tn Dip1/2, tn D

i+1/2,7

Applying Green’s theorem gives

// U(z,y,t") dA = // U (z,y,t") dA
D1+1.-'2J D

1+1/2,3
t"’+1

N
B % (fn:n + ?ny) do dt (343)
tn 3D1+1-'2._7
where 7 = (ng,my) is the unit outward normal vector to the boundary of the

diamond cell dD;4/s ;. The left-hand side of equation (3.4.3) defines the average

T7n+1
value U i11/2.5

— —
M )Uitn, = [[ - Ty da (3:4.4)

i+1/2,5
where A(D;11/2;) denotes the area of the dual cell. We split the first integral of

the right-hand side of equation (3.4.3) into two integrals

// T (@, y.t") dA = // T (z,y,t") dA
D.y1r2, D, 179NCy

+ / / Ula.y,t") dA (3.4.5)
Dit1/2,0C41
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where D;11/2;NC;; is the triangle a; ;T B, Djy1/2,;1Cit1,; is the triangle ;41 ;7 B.
Equation (3.4.5) is approximated to second-order [5] accuracy by :

— — Azx
// Ul(z,y,t") dA~ U (z; + 3 Yi, t")A(Digr/2,; N Cij)
Ditiy2,5

— Az

+ U (ziy1 — 3

The term A(D;y1/2,; N Cij) = h*/4 is the area of the triangle a; ;T B.

,yj,tn)A(Di_;_l/g,]‘ N Ci+1,j)- (346)

Applying van Leer’s (MUSCL) [50] piecewise linear interpolants defined at a node
a;; by

T — Z l_fl_im + Yy—1Y _U)l_im

= n =
Ui,j($7y7t ) = Ui,j + ACE 1,7;T Ay 1,55y

(3.4.7)

—_> -
will guarantee second-order accuracy and preserve the monotonicity. Here (VU )™ =
(ﬁi"" /Az, E')Z””/ Ay) is a limited numerical gradient. Using equations (3.4.6)-
(1.1.23) we obtain :

1—

7 n h’2 Tin Tin 1_').im lam,
//D U(.’L‘,y,t ) dA =~ Z(Ui,j + Ui+1,j + 5 Ui,j;:t 3 U;—i—l,j;z)' (348)
141/2,5

The integration of the flux-integral with respect to time is approximated to
second-order accuracy with the help of the midpoint rule: the second term of

the right-hand side of equation (3.4.3) is thus approximated by :

f"+1

]{ (Fne+gny) dodt ~ At 7{ (7 (U (z,y, *))n,
OD;y1/2,; D, 41/2,

in

+ G0 (@, y,t" V), do. (3.4.9)

__)
Equation (3.4.9) requires prediction for both ﬁ and F' at the intermediate time

t"+t1/2 at the cell interfaces. For example we may predict values at the midpoint

a;; of the line a;;B, Fig.3.4, using an explicit Euler approach and equation
(3.4.1) :
TFn+1/2 = n At= _ n
Uatif = Usslag, ) + 50 lag,t7)
7 - 4n At =
= Uixj(a’ij)t )_ ?v : Fl(a;,t")' (3410)
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F1G. 3.4. Diamond cell D;; with outward normal vectors

With the aid of the Jacobian matrices, we rewrite equation (3.4.10) as

TIn+1/2 =
2T

a; ;B —

— 4n At = n\\ 77 lim = — a\\Tilim
ij(a',j’t ) (A(UU( 1_7’t ))Ui,:z: +B(Ui,.7( z]’t ))Ui,y)

2h,
(3.4.11)

Using equations (3.4.3), (3.4.8) and (3.4.11), the first step in the z — direction

can then be written in the form :

__}n-i-l
Dit1y2,

1 — — —,.
E(U +U?% ) (Ul‘f;nz Uﬁ-n},j;m)
At o 2ny12 —nt1/2 Pnt1/2  —ntl)2
—— — — + et =
h [( f al,] g a"l,] ) ( f a‘i+l,] g a’i+l,] )

Zn+l/2 | —n+l/2 Zn+l/2 | —n+l/2
+ +{— + .
ai{-h] aztl,J ) ( f a:-J J a:'J )]

+(

3.4.2. y-direction

Here we consider two Cartesian cclls C; ;, C; ;41 such that the line a; ja; j+1

is parallel to the y — azis. Integrating equation (3.4.1) on the domain D j11/2 X

n+1

[t*,t"*!] and applying Green's theorem defines the value U7}/, , :

Ay y+1

H,_J

F1G. 3.5. Dual cell D; 4/, with outward normal vectors
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-2 —
AD; 1) UTH 1y = //D U(z,y,t") dA

2,741/2

Splitting the first integral in the right-hand side of equation (3.4.12) and using

gn+l

]{ (Frne+9n,) do dt. (3.4.12)
aDl j+1/2

piecewise linear interpolants as for the z — direction gives :

77 n h’2 _)'n n im
// U(.T,y,t )dA I(U +U ]+1+3U£],y—§Ul]+lJ) (3413)
D1]+1/2

The flux integral is handled in the same way as in the case of the x-direction. The

first time step in the y-direction can thus finally be written in the form :

_)'n-i-l . 1 —')n _)n lzm 1
UDi,j+1/2 = §(Ui,j + U1_]+l) G(Uzj,y u 7]+17y)
At —n+1/2 11/2 n+t+l1/2 n+1/2
—,_[( aj/_?n.ﬁ/)'*-( +./+7a+./)
1,7 i, 1,741 1,7+1

TFntl/2 | —ntl/2 Fntl/2  —ntl/2 414
+( al_._7+1 + g al_v]'i‘l) + ( fat_J gﬂ'l—J )gB . )

3.4.3. Second time step

For the second time step, we seek an approximation of the solution on the
original cell C; (see Fig.3.6) at time ¢t"*2 using as initial data the solution already
obtained on dual cells at time ¢"*!. The computation follows an approach similar
to that of the first time step. Integrating equation (3.4.1) on the domain C; x

[t"*1, "] and applying Green’s theorem yields

tn-—'-'Z

AC)T™ = / T (2,5, 4") dA — / f(?yx—{—?yy)dadt (3.4.15)
i"+1

The first integral of the right hand-side of equation (3.4.15) is decomposed into

the contribution of four integrals, and is approximated as :

4 h? ,
//c ﬁ)(x’y,tn+l) dA ~ Z(l—fz“ n ﬁgﬂ i _U_ZH-I 4 E’ZH)

T O WCYRT
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F1G. 3.6. Original square cell C;; with its four adjacent oblique

dual cells

For the flux integral, we proceed as before, using the midpoint rule for the
— —
time integration ; we need predictions for U and F' on the cell interfaces at the
intermediate time t"*3/2, and we also need the following normal vectors :

Vo =(-1,0) v, = (0,-1) v, = (1,0) vg = (0, 1)

Writing

Ln+2

]{ (71/:: +gv,) do dt ~
ac;

At ]f (7 (T @ u ™) + 5 (T (2,9, )] do (34.17)
aoC;

tn+l

we shall approximate the flux on the interface through the point a (Fig.3.6) as
~ (F(U(a%) +

a —

the arithmetical mean of the fluxecs at points a* and a~. F
?(ﬁ(a‘))) /2. Predictions of the flux on the cell interfaces at the intermediate

time may be computed using equation (3.4.10). The solution at time t"*? takes



o

89
the following form :

1
4

— — — — —
n+2 __ n+1 n-+41 n+41 n-+41
Uij - (Ui—1/2,j + Ui+1/2,j + Ui,j—1/2 + Uz',j+1/2)

+ _1_((_]’lim n Tlim _lim _ [lim )
2% i—1/2,jz ij-1/2y i+1/2,5;z i,5+1/2y

At
- S (T ) o (g g

n (?’n+3/2 i ?n+3/2) n (?n+3/2 i ?n+3/2)]‘

c- ct d+ d-

3.5. THE PHYSICAL CONSTRAINT V-B =0

It is shown in electromagnetic theory that the magnetic field vector B must
be solenoidal, and thus satisfy Maxwell’s equation V - B = 0.
If the initial magnetic field satisfies the divergence-free constraint (V- B|,—o = 0),
Faraday’s law guarantees that it remains divergence-free for all time; indeed,

applying the divergence operator to Faraday’s law gives :

B+ V x (Bxv)=0, (Faraday’slaw)
=>V-0B+V-Vx(Bxv)=0

In a paper published in 1980, Brackbill and Barnes |15] show that non-zero diver-
gence of the magnetic field can lead to non-physical waves and the production of
negative pressures and densities in the case of ideal MHD. Several methods have
been proposed to satisfy the V-B = 0 constraint : Brackbill and Barnes’ projec-
tion method [15], Powell’s 8-wave formulation method [41], Evans and Hawley’s
Constrained Transport method [21], Téth’s [48] Central Difference method and
many other methods. In this paper, our approach to enforce the divB = 0

constraint is inspired by Evans and Hawley’s Constrained Transport (CT) me-
thod [21]. The different versions of the CT method are nicely presented in [48];
we shall now present the CT method in its original staggered form in a Finite Dif-
ference context as described by Téth [48], before introducing our new approach
for Central Finite Volume methods. We present the Constrained Transport ap-
proach for a two-dimensional uniform Cartesian grid. The z-component (B.) of

the magnetic field is updated by the base scheme without modification as it does
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not contribute to V - B. The cell-centered magnetic field is denoted by B and

the magnetic field at the cell interfaces is denoted by b.
Evans and Hawley considered a staggered grid to maintain the divergence-free

constraint of the magnetic field at the cell interfaces.
In two space dimensions, the x-component (b,) of the magnetic field is located at

b
{2 I v |92 Yjs1/2
Q bi Q Yj-1/2
y
x;

F1G. 3.7. Staggered magnetic field.

(Ziz1/2,Y;) (the cells are being centered at points (z;, y;)), and the y component
is located at (z;, Yjt1/2)-

Let Q=E-k = —(vxB)-(0,0,1)T denote the z-component of the electric field.
The main idea of the CT scheme is to place  at the cell corners. The induction
equation ;B + V x E = 0 is discretized by simple finite differences along the

edges as follows :

Qiv1/2,54172 — Qig1/2,5-1/2

b sz = Bglivrjey — At Ay
(3.5.1)
bZ+1|i,j+1/2 = byligri2 + AtQi+l/2'j+1/2A_in_1/2’j+1/2-
The divergence of b is approximated as :
Vb, = bzlivi/2,; — balic1/2,j + bylij+1/2 — by|i,j—1/2‘ (35.2)

Az Ay

Hence, if V-b™ = 0, it is easy to verify that the physical constraint V - b™*t =0
will be satisfied to the accuracy of round-off errors due to perfect cancelation
of terms. The CT idea was combined with Godunov type schemes by Dai and
Woodward. Let the superscript * denote the results of the Godunov-type base

scheme. For structured grids, spatial and temporal interpolation are used to obtain
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the cell corner-centered magnetic field as follows :

=n+1/2 1 n n n n
Biii/2j412 = g(Bi,j + B+ Bijn + Bl

+Bi; + Bl + Bl + Bin)
n+1/2

i+1/2,5+1/2°
electric field (for ideal MHD) is estimated as :

with a similar formula for the velocity field v The z-component of the

n+1/2 _ (_=nt+1/2 antl/2 '
Qi+1/2,j+1/2 = (‘Vi+1/2,j+1/2 x i+1/2,j+1/2) -k

Once (2 is obtained we update the b—field centered at cell interfaces according
to (3.5.1) and the components of the cell-centered magnetic field B™*! are ap-
proximated as follows :

+1 n+1
O3 i1y + 05 io1/2,5

Byt = 5

(3.5.3)

n+1 n-41
Oy igray2 + 05 i1y
5 .

B;+1|i,j
3.5.1. Constrained Transport for Central Schemes (CTCS)

Since the numerical schemes we use involve dual staggered cells, the CT ap-
proach cannot be applied directly. Here we propose an adaptation of the Constrai-
ned Transport approach to maintain the divergence-free property of the magnetic
field. Suppose that the solution at time ¢" is given on the original Cartesian grid

and is such that V-B™* =0 i.e. :

0B? oB?
0=V-By; = = +5°
T liyj Y lij
Bl — Bplicyg | Bylisvi — Blisg
- 2Azx 20y

(3.5.4)

Performing a first time step, we obtain the solution (at time t**!) on the dual
staggered grid. Let B* denote the magnetic field part of this solution on the
staggered cells (D,41/0;—type) in the x-direction. To enforce the V - B! =
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_}
constraint, we first compute the z-component of the electric field (R = E- k) as :
n+1/2 n+1/2
Eijo; = —(vxB) ),

11 . . (vxB)I; + (v x By
- —5 (V v B )i+1/2,j + J 5 J

(3.5.5)

We then discretize the induction equation using central differences and update

the magnetic field at time t"*! as follows :

n n n+1/2 _ ontl/2
Bl _ Blij+ B2t Apooit1/241 Q1 /251 5.5.6
2 liv1/2 = 5 - oAy (3.5.6)

. n+1/2 nt1/2

n Bli; + Bylit1 Q +3 90 — SN0
By iy = 0 4 A T /2] (3.5.7)

We shall prove that if V-B™ = 0 on the original grid, the magnetic field B at
time t"*! on the dual cells D;4 /2,; will also satisfy the divergence-free property,
Le.

1|i+l/2,j—1

1 +1 n+1] . _ pn+
Bitivayes — Biticiya, L By 12,541 — By

A TAg =0.  (358)

Using equations (3.5.6)-(3.5.7) we compute the following quantities :

nt1/2 nt1/2
Bn+1|_ S Bg|i+1,j + B:|i+2,j — At i+3/2,j+1 Qi+3/2‘j—1
T i4+3/2,5 2 2Ay
‘ n+1/2 nt1/2
B )i s = Bili-1; + Bzl AtQi—l/z,jH — /a0
T i—1/2,j 2 2Ay
. , nt1/2 n+1/2
Bl _ Blije1 + Bylivi41 AtQi+3/2,j+1 - Qi—l/Q,j-H

; n+1/2 n+1/2
B, ' Bplii1+ Bylig1,-1 LA Qi+3/2,j—1 - Qi—1/2,j—1
y i+1/2,5-1 9 IAT

which we then substitute into equation (3.5.8); we obtain :
n 1 n n
V-B +1|i+1/2,j = §(V -B Ii,j + V-B |i+1,j) =0. N (359)

We update the magnetic field at time t**! on the D; 12 cells in a similar
manner ; using the base scheme we perform (with the updated magnetic field
components) a second time step to obtain the solution on the original Cartesian

grid. Then we update the magnetic field obtained at time t"*2 which is also
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denoted by B*. The z-component of the electric field is then computed in a way

specially designed to satisfy the divergence-frec property of the magnetic ficld,

from :
1 . 1
B = v xBIS = =5 |V x Bz + 2{(v x B)H

+(vxB)EH o+ (vx BYE o+ (vx B)HL o} |- (3.5.10)

We discretize the induction equation on the Cartesian grid :

1
B2, = Z{BZ+1|i-1/2,j + B Y105 + Bi i1

n-+3/2 n+3/2

n Lj+1 T Sfig-1 -
+ BpH | j1je} — At 5Ay ? (3.5.11)

1
2 n
B;H lij = Z{B;Hh 1/2 + BZ+1|1'+1;2,] + By+lli,j—1/2
r}+3/_2
+ By ja1ja) + At

+ Qe

A (3.5.12)

As before, we discretize V - B?J+2 using central differences :

FIG. 3.8. We use the numerical data given on the original Cartesian
cell and those on the four staggered dual cells to approximate the
value of the z-component  of the clectric field at time ¢*+3/2

v. B2 o B e = Bl | Byliwes = Byl 0o
ik = 2AT 2Ay ) o
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We easily prove that the therewith updated magnetic field satisfies the divergence-

free constraint

1
n+2 _ n4-1 n+1 n+1 n+1 o

if the physical constraint was satisfied at the previous time.

3.6. NUMERICAL RESULTS

In this section, we present several numerical experiments we have performed

for both one and two- dimensional problems.

3.6.1. 1-dimensional test problems

For the first set of numerical tests in one dimensional space, we have chosen
the shock tube problem [44]. We consider the interval [-1,1] of the z—axis, let v =
5/3, B = 2 and consider the initial data for the Riemann problem at z = 0, U, =
[0.989112, —0.013123, 0.026933, 0.010037, 4.024421, 2.002600, 0.971588] and U, =
[1.08,1.2,0.01,0.5,3.6,2.0,0.95] with U = [p, us, u,, u., By, B, p|. This first test
case features seven discontinuities. We have considered a grid with 1000 mesh-
points. The solution is computed at time ¢ = 0.25. We compared our numerical
results with those obtained by Ryu and Jones [44]. Fig.3.9,3.10 show a very good
agreement between the numerical and reference solutions (which were obtained
[44] with 10 000 mesh points) when the MC limiter is applied with § = 2. The
agreement is not quite so good when we use the minmod limiter.

Next we have considered a Riemann problem with a compound wave, which
consists of a shock and, directly attached, a rarefaction wave[16]; we recall that
compound waves cannot arise in solutions of the Euler equations of gas dynamics.
We consider the Riemann problem set at « = 0 in the interval [-1,1], along with
the initial data U; = [1,0,0,0,v/4x,0,1], Ur = [0.125,0,0,0, —v/4m,0,0.1] and
B, = 0.75v/47. The solution is computed at time ¢ = 0.25 with a CFL condition
of 0.485.

We compared our numerical results with those obtained by Brio and Wu [16].
As with the previous test, the agreement with [16] is particularly good when the

MC-2 limiter is applied (see Figs.3.11 and3.12).
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Fi1G. 3.9. First test casc, minmod limiter at left, MC-2 limiter at right

Notice that for the above two tests, the reference solutions are available from the
following web site :

http ://www-ian.math.uni-magdcburg.de/anume/ testcase/ MHD/
3.6.2. 2-dimensional test problems

We solved a 2D-adaptation of the one-dimensional MHD shock tube problem,
involving a compound wave. The computational domain is the rectangle —1 < z <
1,0 < y < 1. The initial conditions feature a shock along the axis £ = 0 with the
following data : U; = [1,0,0,0, v/4x,0,1], Ur = [0.125,0,0,0, —v/4m,0,0.1], and
B, = 0.75v/4x. The solution is computed at time ¢ = 0.25 with a CFL condition
of 0.485. The computations were performed with an MC-6 (§ = 1.5) limiter.
Fig.3.13 shows a very good agrecment of the numerical solution (400 data points
dotted in blue) with the reference solution of the corresponding one-dimensional

problem obtained from 10000 data points (solid red line), [16].
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F1G. 3.10. First test case (continued), minmod limiter at left, MC-
2 limiter at right

For our next 2D test, we shall apply our new CTCS method to satisfy the
divergence-free constraint. We consider here the Orszag-Tang MHD turbulence
problem, which describes the evolution of a compressible vortex system, which
is a complex phenomenon involving the interactions between several shock waves
generated during the evolution of the vortex system and traveling at different pro-
pagation speeds [48],[18]. The initial conditions for our example are : p(z,y) =
po, p(z,y) = po, u(z,y) = —sin(2wy) i+ sin(27x) j, B(x,y) = —sin(27y) i +
sin(4nx) j, with po = 25/(367) and po = 5/(127). i and j are unit vectors in
the z— and y— directions. Fig.3.14, 3.15 show the mass density and pressure
contours, respectively, at time ¢ = 0.5. Fig.3.16 shows the mass density contours,
at time £ = 2. The agreement with the results of Jiang and Wu [29], who ap-

plied Brackbill and Barnes’ projection scheme [15] to enforce the magnetic field
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F1G. 3.11. Second test case, minmod limiter at left, MC-2 limiter
at right

constraint, is excellent. The divergence values of the magnetic ficld on the compu-
tational domain remain of the order of 10e-14 throughout the calculations, thus
confirming the efficiency of our method.

For the final two-dimensional example we consider a Riemann problem [18],
with four initial states for (p,p, us,u,) given by (1,1,0.75,0.5) for z > 0 and
y >0, (2,1,0.75,0.5) for £ < 0 and y > 0, (1,1,-0.75,0.5) for z < 0 and y < 0 and
(3,1,-0.75,-0.5) for z > 0 and y < 0. We consider a uniform initial magnetic field
B = (2,0, 1). The solution is computed at time ¢ = 0.8 on a 400x400 grid.

Here again we have applied our CTCS method to enforce the divergence-free
constraint for the magnetic field, which in this case gave divergence values within
a 10 e-14 threshold. Fig.3.18, 3.19 show the contour lines for the mass density
and the magnitude of the magnetic field, respectively.

The contour lines in Fig.3.18 are in very good agreement with those appearing
in [18].
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FIG. 3.14. The mass density contour lincs of the two-dimensional
Orszag-Tang MHD turbulence problem at time ¢ = 0.5
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F1G. 3.15. The pressure contour lines of the two-dimensional
Orszag-Tang MHD turbulence problem

3.7. CONCLUSION

In this paper, we have extended our Nessyahu-Tadmor-type central finite vo-

lume methods to one and two-dimensional problems in Magnetohydrodynamics,



FI1G. 3.16. The mass density contour lines of the two-dimensional
Orszag-Tang MHD turbulence problem at time ¢ = 2

— P

FI1G. 3.17. Shaded gray scale mass density contour lines of the
two-dimensional Orszag-Tang MHD turbulence problem at time ¢ =
= 2

N

100
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FI1G. 3.18. Shaded, logarithmic scaled, contour lines of the mass
density for the 2 dimensional MHD Riemann problem at time ¢ =
0.8

50 100 150 200 250 300 350 400

F1G. 3.19. Shaded contour lines of the magnitude of the magnetic
field for the 2 dimensional MHD Riemann problem at time ¢ = 0.8

using Cartesian grids for the cells of the original grid, and our previously introdu-

ced diamond cells for the dual grid. The fact that the resolution of the Riemann
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problems at the cell interfaces is by-passed by central schemes has led in all pre-
vious numerical experiments performed for scalar conservation equations [2], Eu-
ler’s equations [3], and Navier-Stokes equations [4], to very substantial computing
time reductions. It is therefore anticipated that they will also lead to significant
computing time reductions in the case of MHD problems where the solution of
the Riemann problems is even more time demanding. This will be illustrated in a
forthcoming paper. Inspired from the constrained transport method of Evans and
Hawley, we have constructed our CTCS approach to maintain the divergence-free
property of the magnetic field for the two-dimensional case. This CTCS method
applies indifferently to schemes with Cartesian dual cells or oblique diamond dual
cells. A comparison between the CTCS methods for Cartesian and for diamond
dual cells will appear in [12].

Our numerical results show the high potential of our base scheme and the CTCS
method, which led to divergence values within the range of 10e-13, 10e-14 for
the problems we considered is this paper. It is important to note that the CTCS
approach was also applied in the case of staggered schemes such that the dual
cells are Cartesian [12]. In our current work, we are applying our method to a
few more two-dimensional reference test cases appearing in the literature, as well

as several three-dimensional problems.
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Chapitre 4

A CTCS DIVERGENCE TREATMENT FOR
IDEAL MHD

R. Touma and P. Arminjon

4.1. ABSTRACT

In this paper we extend central finite volume schemes to two-dimensional
problems in ideal compressible magnetohydrodynamics ("MHD"). In 2 space di-
mensions, the problem features 8 nonlinear hyperbolic equations, and solving the
Riemann problems typically generated by finite volume methods at the cell in-
terfaces is an elaborate and time-consuming process. Central methods, which are
based on the staggered form of the Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes,
by-pass the resolution of these Riemann problems, thus leading to significant re-
ductions in computing times. In this paper, we attempt to show the feasibility of
these "Central Finite Volume methods" for MHD problems. We also introduce
our adaptation to central schemes of the constrained transport method to satisfy

the div-B = 0 constraint.
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4.2. INTRODUCTION

In MHD problems, the interaction between magnetic and fluid dynamic phe-
nomena can be described by a set of eight equations (conservation of mass, mo-

mentum and energy, and Faraday’s law for the magnetic field B) :

(p— [ pu ]
I BEB) _BB

9 |pm + V- puu+I(p+ %) =0 (4.2.1)
0t | pe (pe +p+ &P)u— (uB)B
_B_ | uB — Bu |

where p, u,p, B and e are the mass density, velocity field vector, thermal pressure,
magnetic field vector and the specific total energy. I is the (3 x 3) identity matrix.
This system of equations is completed by the equation of state p = (v — 1)pe,
where v is the ratio of specific heats and e denotes the specific internal energy. In
this paper, we extend our Nessyahu-Tadmor-type central finite volume methods
to one and two-dimensional problems in Magnetohydrodynamics, using Carte-
sian grids for both the original and staggered dual cells. An important feature of
MHD problems is the necessity, for the magnetic field, to satisfy the constraint
divB=0. Due to the accumulation of round-off and truncation errors the compu-
ted magnetic field usually fails to satisfy the solenoidal constraint. As observed by
Brackbill and Barnes [4], this can lead to non-physical waves, negative pressures
and densities and thus to the breakdown of the scheme.

We have constructed appropriate adaptations of Evans and Hawley’s Constrai-
ned Transport method to satisfy this constraint. Our numerical results compare
favourably with corresponding results in the recent literature and thus show the

accuracy, robustness and potential of our methods.

4.3. TWO-DIMENSIONAL CENTRAL SCHEMES

Inspired from the staggered Lax-Friedrichs scheme, Nessyahu and Tadmor (9]
presented their new non-oscillatory central scheme for solving one-dimensional
systems of hyperbolic conservations laws. Thanks to the use of two staggered
dual grids, the NT scheme by-passes the resolution of the Riemann problems

at the cell interfaces. To achieve second-order accuracy both in time and space,
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Nessyahu and Tadmor considered MUSCL-type piecewise linear solutions on the
computational cells. Later in 1995, Arminjon et al. [1, 2| presented finite volume
two-dimensional extensions of NT’s one-dimensional scheme for solving hyperbolic
systems of conservations laws

—

U, +V-FU)=0, withF=(F,7) (4.3.1)

U= ﬁ(m, Y, t) with the initial data ﬁ(x, y,t =0) = U)o(:c,y)

for both Cartesian and unstructured triangular two-dimensional grids. In the
Cartesian case, the computational domain is uniformly discretized using Cartesian
cells C;; centered at the nodes (z;,y;). The scheme requires a dual staggered
grid whose cells D;1/5;41/2 are also Cartesian cells but centered at the nodes
(Zit1/2:Yj+1/2). The geometry of the scheme is well described in Fig.4.1 where
the original cells C;; are the blue squares while the dual cells are represented

in yellow. We use the solution U, obtained on the original grid at time t" as

Yi+1 z

Yi

Tit1/2

FiG. 4.1. Four Cartesian cells of the original grid (blue) and a
staggered dual cell (yellow) ; time is represented along the z-axis

initial data to compute Uzjr-l:ilﬂ j+1/2 on the staggered dual cells at time "1 . A

complete description of the method is presented in [2]; the solution at time ™+
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is updated using equation (4.3.2)

n+1 I A n n n
Uiv1/a541/2 = 4(Uz’+1,j T UG F UG U )
1, —,. - —,. —,.
lim lim lim lim
+1_é (Ui,j;z - Ui+1,j;z) + (Ui,j+l;:t - Ui+1,j+1;x)

HU Gy = Uifine) + (U iy = U ) J(4:3.2)

SR i+1,5y
A n TL n T
_5{ [f +1/2 f +1,K2] + [f +1/2 f +1/2]
n+1/2 n+1a’2] + [ n+1/2 n+1/2] }

1+1,5 1,7 i+1,54+41 7 Ji5+1

+ [91.y+1 9 ; Jit+1,5+1 ~ Giv1,5

Here, (V_Ij))“m = (ﬁﬁ"‘/Am, ﬁgjm/Ay) is a limited numerical gradient: com-
ponentwise limiting is applied in the case of vector functions. Spatial linear in-
terpolations will guarantee second-order accuracy in space, while using a first
order Euler discretization to approximate the values of the flux functions at the

intermediate time #"*1/2 will ensure second-order accuracy in time.

44. THE V-B =0 PHYSICAL CONSTRAINT AND SOME NUMERI-

CAL APPROACHES TO SATISFY IT

The fact that magnetic monopoles do not exist neither in nature nor in labo-
ratory is modelized by a solenoidal magnetic field B, i.e., the Maxwell equation
V-B = 0. Faraday’s law guarantees that if the initial magnetic field is solenoidal,
it remains divergence-free at all upcoming time. The accumulation of numerical
errors often leads to a numerical solution which does not satisfy the physical
constraint V - B = 0. Since the early eighties, many recipes have been proposed
to treat or remove the non physical part in the magnetic field : We mention for
example, Brackbill and Barnes’ projection method [4], Powell’s 8-wave formula-
tion method [10], Evans and Hawley’s Constrained Transport (CT) method [7]
and many other methods. Té6th [12] has summarized the different versions of the
CT method and has introduced his own new version. Since our numerical base
scheme uses an original and a staggered dual grid, none of the existing CT ap-
proaches can be applied directly. Our own approach to treat the magnetic field is
inspired from Evans and Hawley’s CT method and is based on a specific discreti-

zation of the induction equation on both the original and staggered grids. Before
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introducing our new CTCS method, we give a brief review of Evans and Hawley’s
Constrained Transport method in its original form as described in [12]. In the
context of a uniform two-dimensional Cartesian grid, the z-component B, of the
magnetic field is updated by the base scheme without any modification as it does
not contribute to V - B. The cell-centered magnetic field is denoted by B and
the magnetic field at the cell interfaces is denoted by b. Evans and Hawley consi-
dered a staggered grid to maintain the divergence-free constraint of the magnetic

field at the cell interfaces. In two space dimensions, the x-component (b;) of the

b
Q] (v Yj+1/2
yi| bl b2
) bi 9) Yj-1/2
y
Z;

F1G. 4.2. Staggered magnetic field.

staggered magnetic field is located at (z;y1/2,¥;) (the cells are being centered at
points (z;,y;)), and the y component is located at (z;,¥;+1/2) as shown in Fig.4.2.
Lt Q=E- k = —(vxB)-(0,0,1)T denote the z-component of the electric field.
The main idea of the CT scheme is to place £2 at the cell corners and then to
discretize the induction equation ;B +V x E = 0 using simple finite differences

along the edges as follows :

Qiv1/2,5+172 — Qiv1/2,5-1/2

Vi ivrjas = bllivijej — At Ay

(4.4.1)

Qivi/2,+1/2 — ic1/2,541/2

Oy igere = Upligrise + At R Az e

The divergence of b is approximated as :
belivi/2; — bzlic1/2 . Dylig+1/2 = bylij-1/2

by ~ = o L T 4.4.2
Vb Az + Ay ( )

Hence, if V-b™ = 0, it is easy to verify that the physical constraint V-b"*! =0
Y

will be satisfied to the accuracy of round-off errors due to perfect cancelation
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of terms. The CT idea was combined with Godunov-type schemes by Dai and
Woodward [6]. Toth [12] summarized all the CT approaches already presented
for finite differences as well as for finite volumes methods and showed that there is
no need to use a staggered magnetic field by giving the appropriate discretization

of the induction equation for each CT version.

4.4.1. A two-dimensional CTCS method for Cartesian staggered

dual cell central schemes

Since the numerical schemes we use involve an original and a dual staggered
grids, none of the CT approaches can be applied directly. In a previous work
[3], we have presented a new method based on Evans and Hawley’s constrai-
ned transport approach for solving ideal MHD problems using central schemes
where the original cells are Cartesian while the dual staggered cells are diamond
shaped oblique cells. In this paper we present our new constrained transport me-
thod "CTCS" for central schemes where both the original and the staggered dual
cells are Cartesian ; this CTCS method deals directly with the computed solution
obtained using the numerical base scheme and does not require any additional
staggering for the magnetic field components. We suppose that the solution at
time ¢" is given on the original Cartesian cells and satisfies the divergence-free

constraint, that is the central discretization of the divergence operator

B;n+1,j;:1: - B} B B

n
i-1,5:z iL,3+Ly — Pij-ly 4.4.3
2Ax 2Ay ( )

V- B} ~

vanishes. Performing a first time step, we compute the solution Uzn+_*i>2] +1/2 using
the base scheme at time ¢"*! on the staggered cells. To satisfy the physical
constraint, we need to treat the magnetic field components of the solution. For
that purpose, we compute the electric field at time *+1/? at nodes (Tit1/2, Yjr1/2)
using both data obtained at time ¢" and time ¢"*! on the original and staggered
grids as follows :

E?:ll/;jﬂﬂ = —(vx B)?_:-ll//;'j_*.l/Q = —% (V" X B )ir1/0411)0

n (v xB)P; + (v x B)l,;+ (v x B+ (vxB)Ey,
4

(4.4.4)
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where B* denotes the magnetic field obtained at time ¢"*! using the base scheme
before the divergence treatment. Next, we discretize the induction equation 0,B+
V x E = 0 on the staggered grid, again using central differences in order to
conserve the second-order spatial accuracy of the base scheme, and update the

magnetic field component as follows

gl _ Bije + Bije + Bljiie + Bl
i+1/2,541/2x 4
Q’f”‘l/'-" - sz+1/2‘
_ At i+1/2,5+3/2 i+1/2,5-1/2 (445)
2Ay
BrtL _ Zj;y + an+1,j;y + B?+1,j+1;y + Birfj+1;y
14+1/2,54+1/2;y 4
Ay A o by
At i+3/2,j+1/2 1—1/_,J+1/2' 446
+ 2Ax ( )

Here Q =E- & (where % = (0,0, 1)) denotes the z-component of the electric field ;
the special discretization of the electric field at time ¢"*'/2 given by (4.4.4) will
ensure second-order accuracy with respect to time. With this particular discreti-
zation of the induction equation and the special form of the electric field, we can
prove that the CTCS-updated magnetic field satisfies the physical divergence-free
property. Indeed, the central difference discretization of the divergence operator
leads to :

-t 1 n n n n
V. BiJ:ll/Q,jH/z = Z(v -BY, +V-B,,+V- B, +V-Bl,) (447)

Hence if at time ¢", the magnetic field B" is solenoidal. then the left-hand side of

equation (4.4.7) vanishes within the accuracy of round-off errors.

4.5. NUMERICAL EXPERIMENTS

In this section we present two numerical experiments for solving ideal MHD
problems; we apply our CTCS divergence treatment to the numerical solution,
obtained using the base scheme, after each time step. For our first numerical
test, we consider the Orszag-Tang MHD turbulence problem, which describes

the evolution of a compressible vortex system, a complex phenomenon involving
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the interactions between several shock waves generated during the evolution of
the vortex system and traveling at different propagation speeds [6, 12]. The
initial conditions for this problem are : p(z,y) = po, p(z,y) = po, u(z,y) =
—siny i+sinz j, B(z,y) = —siny i +sin(2z) j, with 0 < z,y < 2, py = 25/36
and po = 5/3. 1 and j are unit vectors in the z— and y— directions. We have
computed the numerical solution on a 400 x 400 grid. Fig.4.3 shows the mass

density contours at time ¢ = 0.5 (left) and at time ¢ = 7 (right). The divergence

FIG. 4.3. Mass density contour lines for Orszag-Tang problem at
time ¢t = 0.5 (left) and at time ¢ = 7 (right)

values of the magnetic field on the computational domain remain of the order
of 10e-14 throughout the calculations, thus confirming the efficiency of our me-
thod. The agreement is also excellent with the results appearing in the literature
[6, 12].

Our second two-dimensional ideal MHD numerical experiment is a cloud-shock in-
teraction problem ; we will consider a variant of the problem initially proposed by
Dai and Woodward [6], and consider the problem proposed by Rossmanith [11].
This variant consists of two constant states U;—(3.86859, 11.2536, 0, 0, 167.345,
0, 2.1826182, -2.1826182 ) and U,—(1, 0, 0, 0, 1, 0, 0.56418958, 0.56418958) for
U = (p, g, Uy, Uz, P, Bz, By, B;), which are separated by the line £ = 0.05. In the
right state a 10 times denser cloud is in hydrostatic equilibrium with the sur-
rounding plasma. We have computed the solution at time ¢ = 0.06 on a high
resolution grid (800 x 800 grid-points). Fig.4.4 (left) shows the contour lines of
the logarithm of the mass density while Fig.4.4 (right) shows the energy contour
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lines at the same time. The maximum absolute divergence value we observe, for

F1G. 4.4. Solution of the shock cloud interaction problem at time
t = 0.06, on a 800% grid.

this test problem, when the CTCS method is applied, is about 10712, Qur results
are in very good agreement with those presented in [11] and confirm the ability

and potential of our methods.

4.6. CONCLUDING REMARKS

In this paper we have presented a two-dimensional adaptation of central
schemes for solving ideal MHD problems. To satisfy the solenoidal property of
the magnetic field in the numerical solution we have introduced a new method
that treats the magnetic field components after each time step. The CTCS me-
thod we present applies for central schemes where both the original and the dual
staggered cells are Cartesian. Both the basc scheme and the CTCS method are
easy to implement and are second-order accurate in time and space. Our nume-
rical results satisfy the physical requirement (V - B = 0) and compare very well
with the results appearing in the literature, thus confirming the robustness and
the potential of the methods. Three-dimensional extensions of our methods are
currently being investigated. The authors would like to thank the organizers of
the "Tenth International Conference on Hyperbolic Problems : Theory, Numerics

and Applications" held in Osaka-Japan for their excellent work.
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Chapitre 5

A CONSTRAINED TRANSPORT APPROACH
FOR TWO-DIMENSIONAL CENTRAL FINITE
VOLUME METHODS IN IDEAL MHD

R. Touma and P. Arminjon
We propose two-dimensional central finite volume methods based on Nessyahu
and Tadmor’s one-dimensional non-oscillatory central scheme and a constrained
transport-type method to solve ideal magnetohydrodynamic problems. The main
numerical scheme is second-order accurate both in space and time and uses an
original Cartesian grid coupled to a Cartesian or diamond staggered dual grid to
by-pass the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces. To treat
the non-vanishing magnetic field divergence we have constructed an adaptation of
Evans and Hawley's constrained transport method specifically designed for cen-
tral schemes. Our numerical results show the robustness and the high potential

of the scheme.

Keywords : central schemes, constrained transport divergence treatment,

Ideal MHD
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5.1. INTRODUCTION

Since their first appearance in 1990, non-oscillatory central schemes [46] conti-
nuously gained in popularity for multiple reasons. Multidimensional extensions
on Cartesian or unstructured grids were proposed[1],[2],[3],[6],[18] ever since for
solving hyperbolic problems. In this paper we use a family of second-order accu-
rate central schemes to solve ideal magnetohydrodynamic problems. Usually most
numerical schemes fail to satisfy the zero divergence magnetic field property of the
analytic solution, which may produce, as it is shown in[12], non-physical waves,
instabilities, and negative densities or pressures. In order to satisfy this constraint,
several approaches were already proposed since the early eighties. Brackbill and
Barnes[12] proposed the "projection scheme" to satisfy the V- B = 0 constraint.
The method involves the resolution of a Poisson equation. This approach is easy to
understand, the non obvious part of it being the implementation of the boundary
conditions for the magnetic field components when non trivial physical bounda-
ries apply. Furthermore, the resolution of Poisson’s equation at each time step is
a time-consuming procedure which slows down the computations. Recently this
method was coupled to central schemes to solve ideal MHD problems [8]. Ano-
ther approach to satisfy the magnetic physical constraint is Powell’s "eight wave
formulation". Powell [23], and Powell et al.[22], [21] developed a Roe-type Rie-
mann solver, using a nonconservative form of the MHD equations and an upwind
scheme, for solving ideal MHD problems (where the eighth wave is associated
with the propagation of divﬁ). This method which proved to be numerically ro-
bust, failed in some cases and generated wrong jump conditions, especially across
strong shocks[26]. Another interesting approach to ensure a solenoidal magnetic
field is the constrained transport method (CT) proposed by Evans and Hawley
[16] which was first presented for finite difference schemes. In its original form,
the CT approach consists in using a staggered magnetic field (usually obtained
with linear interpolation), and ensures a zero-divergence magnetic field when the
divergence operator is discretized with the staggered magnetic field components.
Several extensions of this method were later presented by Dai and Woodward[15],
Balsara and Spicer [10], Ryu et al.[25]. and Ziegler[29]. T6th[26] has presented an

adaptation of the constrained transport method to centered difference schemes;
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he also showed that the staggered magnetic field can be avoided and the CT ap-
proach can be simply written without any staggering of the magnetic field. Now
for central schemes, which rest on the use of two dual staggered grids, direct use
of this approach was not possible; in [7], we have presented a new constrained
transport approach for central schemes ("CTCS") in the case of diamond dual
cells. Contrary to[29], we managed to build our new CTCS approach in a for-
mulation which does not require any staggering of the collocation points of the
magnetic field. The numerical experiments we presented in[7| compare very well
with those appearing in the literature, thus confirming the high potential and the
robustness of the method. In this paper, we extend this procedure to the case
of Cartesian dual cell central schemes, and apply this to several more challen-
ging new test cases. We also present a comparison between results obtained using
our previous CTCS method (in[7]) and those we obtain using the new method

considered in this paper.

5.2. IDEAL MAGNETOHYDRODYNAMIC EQUATIONS

We consider in this paper the Ideal MHD equations written in their conser-

vation form as :

p pv
I(p+EB)-BB
DA g | YT —0 (5.2.1)
9t | pe (pe+p+EB)v— (vB)B
| B i vB — Bv |

p denotes the mass density, v is the velocity of the flow, B is the magnetic field,
and e is the total energy per unit mass. The thermal pressure is computed from

an ideal gas equation of state,
1 1
p=(v=1)(pe = 5plv|" - 5|BP),

where 7 denotes the ratio of specific heats. For a complete description of the
MHD equations the interested reader is referred to[17].
In two space dimensions, the MHD system takes the following form :
U . oF . oG
ot oz dy




126

where
P PUz Py
PUz pvi+p— B2 puzv, — B, B,
Py pvzvy — B, B, pv; +p— B
ﬁ _ pU; 7 _ﬁ _ pvxv_z — B, B, , 5) _ pvy'u_z - BB,
pe us(pe +F) - Ba(v - B) u(pe +5) - B,(v-B)
BI 0 UyBa: - 'UIBy
B, v, By — v, B, 0
_Bz_ L UJIBZ - szm J | 'Usz - ’UZBy R

The analytic solution of the MHD system satisfies a divergence-free magnetic
field property; because of numerical errors, the numerical solution usually fails
to satisfy this property and thus instabilities and non-physical waves may arise.

This point will be discussed later in this paper.

5.3. CENTRAL SCHEMES

We are interested in numerical central schemes for solving the ideal MHD
system. We shall give a brief review of the original Nessyahu-Tadmor one di-
mensional central scheme (NT [20]) and of two 2-dimensional extensions using
diamond or Cartesian-staggered dual cells. Both schemes are second-order accu-
rate in the case of smooth solutions. It was shown in a previous work[5] that
in the two dimensional case, the diamond-staggered dual cell scheme is slightly
more accurate than the Cartesian-staggered dual cell scheme. This may be explai-
ned by the fact that the area of the diamond dual cells is smaller than the area
of the Cartesian dual cells, so that the resolution is better in the diamond-cell
case. The advantage of the Cartesian-dual scheme is that one set of numerical
solution is needed to be computed at each odd time-step while for the diamond
dual cell scheme two sets are required, which slows down the computations. Both
schemes are second-order accurate and are non-oscillatory thanks to van Leer’s
MUSCL-type limiters. A comparison between the diamond and the Cartesian
dual cell schemes is presented in[5], where several problems in aerodynamics are
considered. In this paper we shall compare the numerical results for ideal MHD

problems obtained using both versions of these two-dimensional central schemes.
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We shall also see that, (at least for the problems considered in this paper), if one
does not apply the CTCS divergence treatment, contrary to many other numeri-
cal schemes, central schemes do not crash due to numerical instabilities ; however
if one seeks a solenoidal magnetic field, the CTCS procedure we supply in this
paper should be applied, and will lead to divergence values that remain within

the 10712 threshold.

5.3.1. One-dimensional Nessyahu-Tadmor central scheme
We consider the initial value problem :

wtf(ue =0, (5.3.1)

u(z,t =0) = up(z).
The Nessyahu-Tadmor (NT)[20] scheme is based on the staggered Lax-Friedrichs
scheme (avoiding the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces)
and uses a piccewise linear reconstruction of the piecewise constant solution ob-
tained at the previous time step, on the cells of the computational domain as

shown in Fig.5.1 :

Aa s e s e s ey

FI1G. 5.1. The resolution of Riemann problems at cell interfaces is
avoided when alternating from original to staggered grid

ul

u(z,t") = Li(z,t") = ul + (z — xi)K;-:-, z € C; (5.3.2)
where
u = (ul)' = h,iu(:r:,t")h_w1 + 0(Az?) (5.3.3)

oz
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approximates the slope to first-order accuracy; this leads to second-order spa-
tial accuracy. Second-order temporal accuracy is obtained thanks to a predictor-

corrector step. The solution at time t"*! is computed on staggered cells as follows :

T 1 n n 1 1) T At n T
ule = 5 (b +ud) + g (W) = (ih)) = o (P ?) = F™). (5.3.9)

For a complete description of the (NT) scheme consult [20].

5.3.2. Two-dimensional extension of the Nessyahu-Tadmor scheme
(diamond dual cells)

The Nessyahu-Tadmor scheme was extended to two space dimensions for
structured [2],[18] and unstructured [1],[3],[4] grids. In a previous paper [7],
we have presented a two-dimensional extension of the Nessyahu-Tadmor scheme
where the original cells for the solution at time ¢t™ are Cartesian, while at time
t"*! the solution is computed on the staggered diamond dual cells as is shown in
Fig.5.2. A brief discussion of the method follows.

Let us consider a two-dimensional hyperbolic system of conservation laws :
Ui+V - FO)=U.+ fat Ty=0 (5.3.5)

with the initial condition ﬁ(m, y,0) = 17:,(35, y). We consider for our computatio-
nal domain a uniform rectangular grid with M? square cells. Starting from the
original Cartesian grid with cells C; ; at time ¢*, we alternate to the diamond dual
cells Diy1/0; and D; jy1/2 at time t™*!, and return back to the original cell C;; of

the original structured grid at time t"*? as is shown in Fig.5.2. Let Az = Ay =

I's
N o o 4 N
p % @ N
> Xy ) XN
o e ole 7 o~ e N
Pl " a;
7 @ | %o @ & o @
o“. \\ ?x\ //x:\/
N o7
o o o Cis N // Ciy1j

F1G. 5.2. (Left) Square cell centers denoted by ” o ”, dual oblique
cells (dotted or dashed); (Right) Original cells C, ;, Ciy1; and the
dual cell D; /9,
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h = Ti11/2 — Ti_12 denote the mesh size, a;;(z;,y;) = (ih, jh),0 < 4,7 < M,
denote the nodes of the first grid. For any arbitrary node a;; we consider the
corresponding finite volume cell C; ; for the first grid to be the square centered
at a;; with sides parallel to the axes as in Fig.5.2. There are 2 cases for the
diamond dual cells, depending on whether the axis joining the two nodes of the
original grid used to define the diamond cell is parallel to the z—axis or to the
y—axis. In Fig.5.2 the dual cell D;;/»; is the quadrilateral a; ;Ta; 11 ;B. Nodes of
the staggered grid are the centroids of the diamond cells. Let ﬁf] = ﬁ(a,—,j, ")
and U ::_*"11/2 ;= —ﬁ(m, t"*1) denote respectively the average values in the first and
second grid at time ¢* and ¢"*!. Performing the first time step gives {37:11,2]}
and {U :l]’jl /2}» While the cell values {.(71”;*2} are obtained at the end of the se-
cond time step. The solution at time t"*! on the dual cell D;,; /2,; is computed

as follows :
Tin+l 1 =, Tilim  Jilim At Fn+l/2 —n+1/2
DT+1.-'2 - TZ(U + UH-IJ) (UIJ @ Ui+1,j;$) - T [(_ afs -9 af; )
n 2 n 2 —n n 2 n+1/2 n 2
H(FEP =T (P T + (7 + 7))
Tig1,5 g1, i+1,7 i+1,5 @5 4,

_>l -_>l _)l . . . . .
where VU ™™ = (U ;™ /Az, Uy™/Ay) is a limited numerical gradient ; the values
of the flux at midpoints at time t"+'/? are computed using (5.3.5) and an explicit
Euler time discretization. For a complete description of this numerical scheme,

see [7].

5.3.3. Two-dimensional extension of the NT scheme (Cartesian dual

cells)

In 1995, Arminjon et al. [2] presented a two-dimensional extension of the (one-
dimensional) NT-scheme for Cartesian staggered dual cells. The original Cartesian
cells Cj; are the squares centered at nodes (z;,y;) and the dual cells D;iy/0 ;4172
are also squares centered at nodes (Z;y1/2, ¥j+1/2). The geometry of the scheme is

shown in Fig.5.3.
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Yi+1

Yy

Tit1/2

F1G. 5.3. Four Cartesian cells of the original grid (blue) and a
staggered dual cell (yellow)

Here we give a brief review of the numerical scheme ; for a complete description
of the method, onc is referred to [2], [18], and [8]. We suppose that the solution
is given at time t™ on the original cells C;;; to compute the solution at time gl
on the dual cells, we proceed as follows :

We integrate equation (5.3.5) on the domain D;y1/241/2 X [t*, "] :

tntl g1

— —
// U,dAdt =— // V. F dAdt (5.3.6)
i Diy1/2,541/2 4 Dit1/2,54172

and then we apply Green’s theorem,

// U (z,y,t"") dA = // U (z,y,t") dA—
Diy1/2,541/72 Dit172,341/2

tn+1

e —

(fne+ gny,) dodt (5.3.7)
i OD;y1/2,5+1/2
where 7' = (ng,n,) is the unit outward normal vector to the boundary of the
diamond cell 0D;y1/24+1/2-

The left-hand side of (5.3.7) defines the value A(D;t1/2,j+1 /Q)U?_:-ll/z,j L1/2°
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(A(Diy1/2,j+1/2) denotes the area of the dual cell). The first integral in the right-

hand side of (5.3.7) is approximated to second order by

4 4

Azx Ay ,

(Tip1 — LS + T‘t JA(Dit1/2,541/2 N Ciga )
ACL‘ A'lj n

(i + = Ui = 7 ) ADir125412 N Cig)

Azx Ay

(Tit1 — Vit T T,t")A(Di+1/2,j+l/2 N Ciy1+1)- (5.3.8)

— — Az A
// Uz, y,t") dA = U (2, + —, 5 + =2, ") A(Dss1/2541/2 N i)
Diyi12,541/2

<l

+

+

ST

+

Applying van Leer’s piecewise linear interpolants will guarantee second-order ac-
curacy and preserve the monotonicity. Equation (5.3.8) is approximated as fol-

lows :

77 Y1 ]712 n n n n
//D Ulz,y,t") dA ~ 7| g T Ui T Ui T Ui i

1+1/2,7+41/2

4 gl _Glim L Tflm

+ _]_' ([_])lim
4 i 175y i+1,j;x i+1,75y

LT

THlim TFlim
+ glm . lim

. ﬁlim _ ﬁli?n ) (5 3 9)
i,j+1x 1,7+ Ly i+1,7+1x +1,7+ 1y e

where Vul™ = (ﬁl;m /Ax, ﬁi}m /Ay) is a limited numerical gradient. Using
(5.3.9) and applying the midpoint rule for the flux-integral in (5.3.7) both in time

and space finally leads to :

'“?:11/2,j+1/2 = Z(“?H,j T UL Gt U )
g (T = T = SELFGERS) — rar )]
g (U = Ul ) — S PGS — FiB10)
+oe (Ul Tt ) = S ol — ouy )
g (T = T4 000) — 5 005 — i)
lim

where, as before, u is obtained using van Leer’s limiter. We use a first-order

Euler discretization to approximate the values of v at the intermediate time

t"*1/2 which will ensure second-order accuracy in time.
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5.4. CONSTRAINED TRANSPORT FOR CENTRAL SCHEMES

The fact that magnetic monopoles have never been observed (we may even
say do not exit) corresponds, in electromagnetic theory, to a constraint on the
magnetic field vector B, which must be solenoidal, and thus satisfy Maxwell’s
equation V - B = 0. A non-solenoidal magnetic field (in the numerical solution)
usually leads to instabilities, non-physical waves, and the production of negative
pressure and density in the case of ideal MHD. Several methods have already
been proposed in the literature to ensure that the numerical solution satisfies
the physical constraint : The projection method of Brackbill and Barnes [12], the
8-wave formulation of Powell [23], and the Constrained Transport method (CT)
of Evans and Hawley [16].

In its original version, the Constrained Transport approach was presented for
finite differences schemes; using linear interpolations, it guarantees a divergence-
free, staggered magnetic field when the induction equation §,B+V xE = 0 is dis-
cretized in a "symmetric way". In two space dimensions, the z and y-components
(be and b,) of the staggered magnetic field are located at the points (z;1, /2,Y;)
and (z;,y;41/2), respectively, (while the numerical solution obtained using the
base scheme is given at the points (,,y,)).

The Constrained Transport approach was later combined with Godunov-type
schemes by Dai and Woodward [15]. Téth [26] showed that there is no need to
use a staggered magnetic field, usually located at the cell interfaces, and presented
a new version of the CT approach using central differences. Since the numerical
scheme we use involves an original and a dual staggered grid, the constrained

transport approach, in its original or later versions, cannot be applied directly.

5.4.1. A new CTCS for Cartesian-staggered cell central schemes

Here we propose a new constrained transport approach for Cartesian dual cell
central schemes. The method does not require any additional staggering of the
electric field ; it deals directly with the conservative variables obtained using the

base scheme. We suppose that the solution at time ¢" is given on the original
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Cartesian cells and satisfies the divergence-free constraint, that is :

B, . —B' . Bl . —B' |
0=V Bj~ —hiz liw | Zhitly _ hicly (5.4.1)

2Azx 2Ay

Performing a first time step, we compute the solution U™} on the staggered

i+1/2,j+1/2
cells at time t"*!. Let B* denote the magnetic ficld in the numerical solution

n+1

41/2.541/2 obtained using the base scheme. We first compute the z-component

F1G. 5.4. We use the numerical data computed on the staggered
Cartesian cell (at time t"*!) and those on the four adjacent original
cells (at time ¢") to approximate the value of the z-component §2
of the electric field at time ¢"*+1/2

Q (Q=E-%, % =(0,0,1)) of the electric ficld on the dual cells, at time £"+1/2
(in order to preserve the second-order time accuracy of the base scheme) ; we use

the following approximation :

n+1/2 B nt1/2 L1 +1 .
E e = —(VXB) s e 3 (V" X BY)is1/2541/2

n (vxB), + (vx B+ (vx B0+ (vx B,

y (5.4.2)

Next we discretize the induction equation

OB+VXE=0 (5.4.3)
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on the staggered grid using central differences and update the magnetic field

components in the following way :

n n n n
Bl + Bl e + Biijite T Biljtie

+1 _ WJ
B:l+1/2,j+1/2;:r = —I= 4
QT‘H/? . Qfx+1/2
— AR e HEI2 (5.4.4)
Brtl - BzT.Lj;y + an+1,j;y + Bin+1,j+1;y + BZj+1:y
i+1/2,541/2;y 4
QT‘+1/2_ . ert+1/2'
 Ap 320 22 = L2HI2 (5 4 5)

The z—component of the magnetic is kept unchanged since, in two space dimen-
sions, it docs not contribute to the divergence of B. To complete the presentation
of our CTCS method for Cartesian dual cell schemes, we still need to prove that
the CTCS-updated magnetic field (obtained using equations (5.4.4), (5.4.5) and
(5.4.2)) is solenoidal, i.e. the central difference discretization of the divergence
operator satisfies the following equation (5.4.6) to the accuracy of round-off er-

Tors

Yi+3/2

Yi+1/2

Yj-1/2

Tit+1/2

F1G. 5.5. The cells used in the computation of V - B?:ll/zj +1/2
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Bn+1 _ Bn+l

v. Bn+1 ~ _iH3/2,+1/2x i—1/2,5+1/2;x
+1/2,54+1/2 — IAL
B’(z+1 _ Bn+1
i+1/2,74+3/25 i+1/2,7—-1/2;
RIS ’ Y= 0. (5.4.6)

2Ay
We explicitly compute each term of the right hand-side of equation (5.4.6) using
equations (5.4.2), (5.4.4) and (5.4.5)

n n T n
_ Blge + Bl + Blngie + Bliojiie

Bn—i—l

i+3/2,5+1/2z 4
AT o i)
— At ’+3/2,J+3/?) & H3/2571/2 (5 4 )
gt Bliget Blie + Bl + Bl
1-1/2,7+1/2;x 4
n+1/2 n+1/2
N AtQi 1/2.9+3/2 Qi—1/2,j—1/2
2Ay
gl _ By + Biiijew + Biyrey T By
i+1/25+3/2%y 4
n+1/2 n+41/2
. AtQ1-+-3_H'2,jr3f"2 - Qz—l;’2,j+3,/2
20z
Brtt _ BZj—l;y + Bin+1,j—1;y + ng;y + Bin+1,j;y
i+1/2,7-1/2;y 4
etz _qrrle
+ At 1+3/2,]—1/'.;AT 1—1/2,]—1,,2‘ (548)

On substituting equations (5.4.7)-(5.4.8) into equation (5.4.6), the electric field
components will cancel out ; due to the particular discretization of the induction
equation, the magnetic field components at time t" in equation (5.4.6) can be
arranged together to obtain the following equation :

n 1 n n n n
& Bi:ll/Z,j-%-l/Q = Z(v ‘B, +V B, +V-Bl, ;. +V-B,). R
(5.4.9)
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The right-hand-side of equation (5.4.9) vanishes if, at the previous time, the
magnetic ficld was solenoidal (V - B® = 0). The CTCS-updated magnetic field

therefore satisfies the physical constraint V - B"*! = 0.

9.5. NUMERICAL EXPERIMENTS

In this section, we present several numerical experiments we have performed
using our new purely Cartesian two-dimensional numerical method and we com-
pare these results with those we obtain using the diamond dual cell scheme pre-
sented in [7].

First we consider a two-dimensional adaptation of Brio and Wu’s MHD shock

1 5
0 -5
-1 -0.5 0 0.5 1 - -0.5 0 0.5 1
1 10
L
-1 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
0 2
- ) 1‘_\"‘—\__
-2 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 5.6. 2D MHD shock-tube problem

tube problem involving a compound wave, which consists of a shock wave and,
directly attached, a rarefaction wave [13]. We consider the Riemann problem
set along the z = 0 in the computational domain [—1,1]?, along with the ini-
tial data U; = [1, 0, 0, 0, V4=, 0, 1], Ur = [0.125, 0, 0, 0, —/4x, 0, 0.1] for
U = [p, ug, Uy, Uz, By, B, p] and B, = 0.75v/47. The solution is computed at time
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t = 0.25 with a CFL condition of 0.485 on 400 x 400 gridpoints and using van
Leer’s MC-2 limiter. We compare our numerical results (Fig.5.6) along the z—axis
with the reference solution obtained for the corresponding one-dimensional pro-
blem, using the scheme proposed by Brio and Wu [13] with 800 gridpoints. The
reference solution of the one-dimensional problem can be found from the following
web site :

http ://www-ian.math.uni-magdeburg.de/anume/ testcase/, MHD/

Fig.5.6 shows a good agreement between our numerical solution (dotted line) and
the reference solution (solid line). We also compare the numerical results obtained
using the diamond dual scheme and the Cartesian dual cell scheme. Fig.5.7 (left)
shows a very good agreement between both approaches. Fig.5.7 (right) shows the
profile of the magnetic field magnitude at the final time.

08 \ Carlesian scheme:
0.8 y
v A
b \
o RO
i
0.6 \
N \

0.5

04

0.3F A

02

a1 ) . N
-1 -08 -06 -04 -02 o a2 o4 o8 o8

F1G. 5.7. Two plots of the mass density along the line y = 0 obtai-
ned using Cartesian and diamond dual cell schemes (left) ; profile
of |B|? at the final time (right).

MHD 2D Riemann problem

Next we consider a two-dimensional Riemann problem [15], with four initial
states (Fig.5.8 left) for (p, p, ug, uy) given by (1,1,0.75,0.5) for z > 0 and y > 0,
(2,1,0.75,0.5) for z < 0 and y > 0, (1,1,-0.75,0.5) for z < 0 and y < 0 and
(3,1,-0.75,-0.5) for z > 0 and y < 0. The initial magnetic field B = (2,0,1)
is uniform. The numerical solution is computed (using the Cartesian dual cell

scheme) at time ¢ = 0.8 on a 300x300 grid using the MC-6 (@ = 1.5) limiter.
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Fig.5.9 shows the contour lines for the mass density (left) and the magnitude of

R IR SR R RN

F1G. 5.8. Profile of the initial data for the MHD 2D-Riemann pro-
blem (left) and the shock-cloud interaction problem (right)

the magnetic field (right), respectively, and is in very good agreement with the
results appearing in [15]. When we apply the CTCS divergence treatment, the
maximum absolute divergence value we observe for this problem remains within

a 10 ¢-14 threshold. We have compared these results with those we obtain when

FI1G. 5.9. Mass density contours for the 2D MHD Riemann problem
at time ¢ = 0.8 (left) ; |B|? contours (right).

we apply the diamond dual cell scheme [7]. Fig.5.10 shows a comparison for the
plots of the mass density along the z-axis. The reference solution in Fig.5.10 (solid
line) is obtained using the Cartesian dual cell scheme on 300? gridpoints. the "o"
line denotes the mass density computed on 200 points along the r—axis using
the Cartesian dual cell scheme, while the "[O" linc represents the mass density
obtained on 200 z-points, using the diamond dual cell scheme. For this test case,

the Cartesian dual cell scheme leads to better results (less diffusive) as compared
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to the diamond dual cell scheme, especially at the center of the domain where

most of the action takes place.

1.6¢

———— 300 pts., Cart-Cart
200 pts., Cart-Cart
200 pts., Cart-Diam

1.4F

1.2¢

0.8f

0.6

04

FIG. 5.10. 2D Riemann problem : Plot (along the z—axis) of the
mass density obtained using the Cartesian dual cell scheme (200
points, "o" line) and the diamond dual cell scheme (200 points "O"
line) ; the reference solution is obtained on 300 z—points using the
Cartesian dual cell scheme

Shock-cloud interaction

Our next two-dimensional experiment is a shock-cloud interaction problem.
We shall consider a slight modification of the problem initially proposed by Dai
and Woodward [14], and use instead the configuration proposed by Rossmanith
[24].

The initial data on the computational domain [0, 1] x [0, 1] consists of two states
Uy and U, for U = (p, Uy, Uy, Uz, p, Be, By, B,) across the line z = 0.05 with
Uy =[3.86859, 11.2536, 0, 0, 167.345, 0, 2.1826182, -2.1826182 | and U, =|I, 0,
0, 0, 1,0, 0.56418958, 0.56418958]. Centered at the point (0.25,0.5) of the right
state, a cloud of radius 7 = 0.15, 10 times denser than the ambient state, is in
hydrostatic equilibrium with the surrounding plasma. The profile of the initial
mass density is shown in Fig.5.8 (right). The numerical solution is computed at

time ¢ = 0.06 on a 400x400 grid.
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Fig.5.11 (left) shows the contour lines of the logarithm of the mass density, while

F1G. 5.11. Contour lines of Log(p) for the shock-cloud interaction
problem on a 400% grid at time ¢ = 0.06 (left), Contour lines of the
magnitude of the magnetic field (right)

Fig.5.11 (right) shows the magnitude of the magnetic field. Here again, our nu-
merical results are in very good agreement with those presented in [24].

Fig.5.12 (left) shows two plots of the mass density obtained using the Carte-

o 12007
o, R Can —— 1000 points Cari-Cart

~ 400 points Canl-Diam
% 400 points Cart-Cart ——— 400 points Can-Diam
tooop 400 points Can-Carnt

] - \1“/

ob—— e

a i " e M . 3
[} o1 g2 03 04 05 0F 07 08 08 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 o8 1

Fi1G. 5.12. Comparison between diamond and cartesian dual cell
schemes 400 points each ; reference solution 1000 gridpoints using
cartesian scheme
sian (400 points, dashed line) and the diamond (400 points, dotted line) dual cell
schemes, respectively, along the line y = 0.5. These plots show a good agreement
with the reference solution (solid line) computed on 1000 points along the line

y = 0.5. Fig.5.12 (right) shows the same comparison for the energy. For this test
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case, we observe that basically, both versions of the central schemes along with
their corresponding CTCS treatment are equivalent, with a slight advantage for
the diamond dual cell scheme which presents a better capture of the shocks waves
and the contact discontinuities.

If one does not apply the CTCS divergence treatment, both numerical schemes,

50 et

100
50 00 100 200

F1G. 5.13. Solution of the shock cloud interaction problem when
one does not apply the CTCS procedure(100 points in "o" along
the z-axis); the solid line corresponds to the numerical solution
obtained with the aid of the CTCS divergence procedure on a 200 x
200 grid

and contrary to many other numecrical methods, can still reach the final time
without showing instabilities and producc reasonable results as it is shown in
Fig.5.13, where we compare the profile of the mass density (left) and |B| (right)
obtained with and without the help of the CTCS procedure; the solid line and
the dotted line correspond to the solution obtained using the base scheme with
and without divergence treatment, respectively. We also see that when we do not
apply the CTCS method, the divergence of the magnetic field is not negligible.
We note here that the solution obtained without the CTCS divergence treatment
is physically worthless, however it allows us to appreciate the robustness of our

methods, which did not fail where many other numerical schemes usually break
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F1G. 5.14. Mass density contour lines for the strong blast problem
at time t—0.0025 (left), and pressure (right)

down.

Blast wave problem

For our next experiment, we consider the problem of a strong blast wave in
a free space. The computational domain is (z,y) € [~1/2,1/2]%. The initial data
feature a uniform mass density p = 1, a uniform magnetic field B = (0, 100, 0),
and a uniform velocity field v = (0,0,0). The explosion is initiated by a large
overpressure p = 10* in a disk of radius r = 0.1 centered at the origin while
the pressure elsewhere is set to unity. The adiabatic constant is ¥ = 5/3. The
numerical solution is computed using the Cartesian dual cell scheme at time
t = 2.5 1073 on a 200 x 200 grid. Thanks to the CTCS divergence trcatment, the
maximum absolute value of the divergence observed for this test is 2.438 10712,
Fig.5.14 and Fig.5.15 (left) show the mass density, the pressure, and the energy
contour lines, respectively. Here again our numerical results compare very well
with similar problems considered in [19]. Fig.5.15 (right) shows comparison for
two plots of the mass density along the z-axis obtained using the Cartesian dual
cell scheme (100 points, "+" line) and the diamond dual cell scheme (100 points
"X "line) ; the solid line is the reference solution obtained using the diamond dual
cell scheme on a 400x400 grid. We observe that both numerical schemes again

lead to fairly equivalent results, with a slight advantage for the diamond dual cell
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F1G. 5.15. Energy contour lines for the blast wave problem at time
t—0.0025 (left) ; two plots of the mass density obtained using the
diamond dual cell scheme (100? data points in solid line) and Car-
tesian dual cell scheme 400? grid points in "o" (right)

scheme.

If we do not apply the CTCS divergence treatment, both schemes can still reach
the final time without generating numerical instabilities, and produce reasonable
results as it is shown in Fig.5.16, where we compare the results for the mass
density and the magnitude of the magnetic ficld obtained using the base scheme,
along the z—axis, without any divergence treatment (100 points, "o" line); the
reference solution (solid line) is obtained using the CTCS divergence treatment
on a 200 x 200 grid. When the CTCS procedure is applied the divergence of the
magnetic field remains within the 10! values, but the numerical base scheme

alone fails to produce a solenoidal magnetic field as it is shown in figure 5.16.

Orszag-Tang vortex problem

For our final experiment, we consider the Orszag-Tang MHD turbulence pro-
blem that describes the evolution of a compressible vortex system, which is a
complex phenomenon involving the interactions between several shock waves ge-
nerated during the evolution of the vortex system and traveling at different propa-
gation speeds. The initial conditions for our example are : p(z,y) = po, p(z,y) =
po, u(z,y) = —sinyi+sinz j, B(z,y) = —siny i+sin(2z) j, with 0 < z,y < 27,

po = 25/36 and pp = 5/3. 1 and j are unit vectors in the z— and y— directions.
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F1G. 5.16. Solution of the 2D blast wave problem without diver-
gence treatment (100 points along the x-axis, "o"-line) ; the solid
line corresponds to the CTCS-treated solution.

The numerical solution is computed on a 400 x 400 grid using the Cartesian dual

cell scheme along with its corresponding CTCS divergence trecatment. Fig.5.17

F1G. 5.17. The mass density contour lines (left) and the pressure
contours (right) for the two-dimensional Orszag-Tang MHD turbu-
lence problem at time £ = 0.5

shows the mass density (left) and pressure (right) contours, respectively, at time
t = 0.5. Fig.5.18 shows the mass density contours, at time ¢t = 2 (left) and t =«
(right), respectively. The agreement between our results (Fig.5.17 and Fig.5.18)

and those obtained by Balbas et al. [8], who used a central scheme similar to that
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considered in this paper and applied Brackbill and Barnes’ projection method
[12] to enforce the magnetic field constraint, is excellent. The divergence values
of the magnetic field on the computational domain remain of the order of 10e-14

throughout the calculations.

FiG. 5.18. The mass density contour lines for the two-dimensional
Orszag-Tang MHD turbulence problem at time ¢t = 2 (left) and at
time ¢ = 7 (right)

We have compared the results obtained by our two central schemes (Cartesian
dual cells, diamond dual cells, respectively) with their associated CTCS diver-
gence treatments, for some of the problems considered in this paper. Table 5.1
shows the maximum absolute divergence values obtained using both CTCS ap-

proaches for three different problems.

test Max(V - B) diam. stgd. sch. | Max(V - B) Cart. stgd. sch.
2D Riem. 3.329 10~**; t—0.8; n = 400° 5.828 10~ % n = 300?
Orszag-Tang. | 1.236 10 1%; t—7; n = 400° 2.436 107 1%, n = 400°
Cloud int. [1.612 107; t-0.06; n = 4007 1.065 1071%; n = 400°

TAB. 5.1. The maximum absolute divergence values observed for
the 2D tests using both CTCS methods

5.6. CONCLUSION

In this paper we have applied a two-dimensional central finite volume method

and solved ideal MHD problems. The numerical base scheme involves Cartesian
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cells for both the original and staggered grids, to by-pass the resolution of the Rie-
mann problems at the cell interfaces. To enforce a divergence-free magnetic field,
we introduced a new constrained transport-type approach for central schemes
(CTCS) that fits the numerical base scheme. Our CTCS method conserves the
accuracy of the base scheme since both the temporal and the spatial integration
of the induction equation are approximated using second-order quadrature rules.
We have solved several classical two-dimensional ideal MHD problems and com-
pared our results with those we obtain when we apply the numerical method we
previously introduced in (7], where the dual cells are diamond-shaped. Results
obtained using both CTCS methods compare very well one to another and are in
very good agreement with the corresponding results in the literature, thus confir-
ming the potential and efficiency of our methods. The maximum absolute values
of the divergence of the magnetic field in the numerical solution observed for the
problems considered in this paper are within the 107! to 10 !4 range.

Both numerical schemes (the diamond and the Cartesian dual cell schemes) are
numerically equivalent ; however the numerical method presented in this paper
along with its corresponding CTCS procedure is simpler and easier to implement
than the method presented in [7]; furthermore, the present numerical approach
for solving ideal MHD problems saves about 25 — 30% of the computing time as
compared to the diamond dual cell scheme and still achieves very competitive
results with a very good agreement with those obtained using the diamond dual

cell method. and with existing results in the literature.
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Chapitre 6

CENTRAL FINITE VOLUME SCHEMES WITH
CONSTRAINED TRANSPORT DIVERGENCE
TREATMENT, II. THREE-DIMENSIONAL
IDEAL MHD

R. Touma and P. Arminjon

ABSTRACT

We present three-dimensional central finite volume methods for solving sys-
tems of hyperbolic equations. Based on the Lax-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor
one-dimensional central finite difference schemes, the numerical methods we pro-
pose involve an original and a staggered grid in order to by-pass the resolution
of the Riemann problems at the cell interfaces. The cells of the original grid
are Cartesian (cubes with faces parallel to the axes) while those of the stagge-
red grid are either Cartesian or diamond-shaped. We apply these methods and
solve some ideal magnetohydrodynamics problems. To satisfy the solenoidal pro-
perty of the magnetic field in the numerical solution, we present an adaptation
of Evans and Hawley’s constrained transport method for central schemes which
we call "CTCS". The CTCS method is easy to implement, it deals directly with
the computed solution and does not require any additional staggering for the
magnetic field components; furthermore, it preserves the second-order accuracy

of the base scheme. Even without the application of the CTCS procedure, our
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numerical base schemes do not break down, and may even in some cases deli-
ver reasonable results. The diamond dual cell scheme has a slight advantage for
shocks and contact discontinuities. Our numerical results are in good agreement

with corresponding results appearing in the recent literature.

KEYWORDS

3D central schemes, ideal magnetohydrodynamics, constrained transport.



A

154
6.1. INTRODUCTION

Following the introduction of one-dimensional central schemes by Nessyahu
and Tadmor [16], several extensions to two and three space dimensions on Car-
tesian [2],[15] or unstructured [1], [3], [4] grids have been proposed for solving
systems of hyperbolic equations. In this paper we propose a family of second-
order accurate central schemes to solve three-dimensional systems of hyperbolic
conservation laws and in particular problems in ideal magnetohydrodynamic.
When solving ideal MHD problems, the accumulation of numerical errors such as
the truncation or round-off error can usually lead to a non physical phenomenon
known as magnetic monopoles (when V - B # 0). As a consequence, negative
pressures and densities and other non-physical waves can arise as it is discussed
in [9]. Magnetic monopoles have never been observed experimentally and their
absence results in the Maxwell equation V - B = 0. For all practical purposes,
the magnetic field B should satisfy this constraint and be solenoidal. Several ap-
proaches have been proposed to satisfy this constraint. Brackbill and Barnes |9]
proposed their "projection scheme" to maintain a solenoidal magnetic field. The
method involves the resolution of a Poisson equation. This approach is easy to
understand, the non obvious part of it being the implementation of the boundary
conditions for the magnetic field components when non trivial physical bounda-
ries apply. Furthermore, the resolution of Poisson’s equation at each time step is
a time-consuming procedure which slows down the computations.

Another approach to satisfy the magnetic physical constraint is Powell’s "eight
wave formulation" [18], [19]. Powell developed a Roe-type Riemann solver |20],
using a nonconservative form of the MHD equations and an upwind scheme, for
solving ideal MHD problems (where the eighth wave is associated with the pro-
pagation of divﬁ). This method, which proved to be numerically robust, failed in
some cases and generated wrong jump conditions especially across strong shocks
[24].

Another interesting approach to ensure a solenoidal magnetic field is the constrai-
ned transport method (CT) proposed by Evans and Hawley [13] which was first

presented for finite difference schemes. In its original form, the CT approach
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consists in using a staggered magnetic field (usually obtained with linear interpo-
lation), and ensures a zero-divergence magnetic field when the divergence operator
is discretized with the staggered magnetic field components. Several extensions of
this method were later presented by Dai and Woodward [11], Balsara and Spicer
[7], Ryu et al. [22], Toth [24], and Ziegler [27]. Toth [24] has showed that the
staggered magnetic field can be avoided and the CT approach can be simply writ-
ten without any staggering of the magnetic field. Now for central schemes, which
rest on the use of an original and a dual staggered grid, none of the existing CT
methods could be directly adopted.

In a previous work [5], we have adapted two-dimensional central schemes to ma-
gnetohydrodynamical problems by introducing a new constrained transport -type,
magnetic field divergence treatment. The CTCS method we built preserves the
second-order of accuracy and does not require any staggering of the collocation
points of the magnetic field. We have successfully solved several typical ideal
MHD problems in two space dimensions. For the base scheme, we used a Car-
tesian original grid, with a staggered dual grid featuring diamond-shaped cells
[5]. The numerical experiments we presented in [5] compare very well with those
appearing in the literature.

Recently Balbas et al. [6] have used 2D central schemes with Cartesian original
and dual cells to solve ideal MHD problems; to enforce the divergence constraint,
they used Brackbill and Barnes’ projection method.

In the present paper, we present two three-dimensional central schemes to solve
ideal MHD problems. The numerical base scheme uses an original Cartesian grid
and a staggered grid with Cartesian or oblique diamond-shaped dual cells. We
construct a new adaptation (CTCS) of Evans and Hawley’s Constrained Trans-
port method to treat the non-vanishing magnetic field divergence. This CTCS
approach is second-order accurate in space and time, hence preserving the accu-
racy of the base scheme, and is less time-consuming than the projection method.
Furthermore our new CTCS method does not require any additional staggering for
the magnetic field components, contrary to Evans and Hawley’s original constrai-
ned transport method.

The method proposed by Ziegler [27] presented an MHD solver which involves a
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semi-discrete central scheme for solving the hyperbolic system consisting of the
conservation, momentum and energy equations, while Faraday’s law is integrated
separately using an adapted version of the CT scheme, with staggered magnetic
field components, to guarantee a divergence-free magnetic field. By contrast, the
numerical base scheme proposed here is used to solve the complete set of the ideal
MHD equations (the eight equations) and we then apply the CTCS method to
treat the magnetic field components. The magnetic field in the numerical solution
obtained using the base scheme is used to compute the electric field at time ¢**+1/2
to ensure second order accuracy.

The numerical results we show in this paper compare very well with those appea-
ring in the recent literature; the numerical magnetic field divergence we observe

for the problems considered here remains of the order of 10712,

6.2. IDEAL MAGNETOHYDRODYNAMIC EQUATIONS

We consider in this paper the Ideal MHD equations written in their conser-

vation form as :

r - -

p pv
0 vv+I(p+ BB) - BB
L L R AR —0. (6.2.1)
It | pe (pe+p+2B)v— (v.B)B
| B | | vB — Bv |

The system (6.2.1) describes the conservation of the mass density p, momentum
pv, the total energy pe. Faraday’s law describes the evolution of the magnetic

field B. The thermal pressure is computed from an ideal gas equation of state,

1 1
p=(v=1(pe=3plv|" - 5B, (6.2.2)

where v denotes the ratio of specific heats.

6.3. MULTIDIMENSIONAL CENTRAL SCHEMES

In this section we present the three-dimensional central schemes we are going
to use as base schemes for solving ideal MHD problems. The original cells are
Cartesian (uniform cubes), the staggered dual cells can be either Cartesian cells

or diamond-shaped cells.
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6.3.1. Three-dimensional central scheme with Cartesian dual stag-

gered cells

In this section we present the three-dimensional central scheme that we will
apply for solving hyperbolic systems of conservation laws such as the MHD equa-
tions; the schemes uses Cartesian original and staggered dual cells. We consider
the following initial value problem :

Ui+ V- F=U+ fatTy+ =0, t>0
t t T gy z — Y ) (631)

ﬁ(m,y,z,t =0)= (_J)o(m,y, 2).
The system (6.3.1) is hyperbolic, i.e., the matrix defined as an arbitrary linear
combination of the jacobian matrices of its flux functions has a complete set of real
eigenvalues. We consider for our computational domain a uniform cuboid shaped
grid. Starting from the original Cartesian grid with cells C; jx = [Zi—1/2, Tit1/2] X
[Yi-1/2: Yj+1/2) X [2k—1/2, Zk+1/2] ("blue cubes" centered at nodes (z;,y;, 2&) ), at
time " , we alternate to the dual staggered cell D172 j4+1/25+1/2 = [T, Ti1] X
Wi, Yit1) X [2k, zk41] ("yellow cubes" centered at node (Ziy1/2, Yjt1/2, 2Zk+1/2)) at
time t"*!, and return back to the original cell C; ;. at time t"** as it is shown in
Fig.6.1. The main advantage of using central dual-staggered cell schemes is the

VA Z

X

F1G. 6.1. Original cells are the cubes (solid line) centered at nodes
(s, Y5, 2¢) while dual cells are the staggered cubes (dashed lines)
centered at mnodes (4172, Yj+1/2, 2k+1/2) (center of the cell

Dit1/2,5+1/2.k+1/2)

fact that we by-pass the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces.

We proceed as follows :
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We suppose that the solution is given at time " on the original blue cells;
in a first time step, we want to compute the solution of system (6.3.1) on the
staggered dual yellow cubes using as initial conditions the solution at time t™.
We shall denote the dual cell D;y1/2;41 /2k+1/2 Dy shorter notation D; ;. We
integrate the conservation law (6.3.1) on the domain Q = D, ;;, x [t", t"T!]; we

obtain :

— —
/ U(z,y,z,t") dV = / U(z,y,zt") dV
Di]k D

1,7,k

tnt1
/ / \ F (z,y,zt)) dV dt. (6.3.2)
D,k

The left-hand side of equation (6.3.2) defines the value of the solution at time
t"*! on the staggered dual cell D; ;. We approximate the first integral of the
right-hand side of (6.3.2) using a second order accurate quadrature formula with
the aid of van Leer’s MUSCL type interpolants. Let {Cy.}, s = 1....4 denote the
four uniform cubes centered at the points (z;,y;, 2k ), (Tit1, Y5, 2k), (Tit1, Yir1, 2k),
(Zi.Yj+1, 2), respectively. Similarly, Let {Cus}s=1.4 denote the four uniform
cubes centered at the points (z;, 5, 2k41), (Tit1,¥j, 2k+1)s (Tivt, Vi1, Zrs1), and
(i, Yj+1, 2k4+1)- The integral of ﬁ(x,y, z,t") on the dual cell D;;; in equation

(6.3.2) is split into eight integrals as follows :
/ ﬁ(z,y,z,t” Z Z/ x Y. z,t") dV. (6.3.3)
Digik ré{u,d} s=1 D.,,, ‘nC”

Applying van Leer’s "MUSCL" piecewise linear interpolants [26] defined at the
center of cell C; ;. by :

77 n im J Yj m 2= 2 im
UU’»('U y?t )N Uz]k+ AT Ui], AJJ Ui]ky A= Ui]kﬂ (634)
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— .

will guarantee second-order accuracy and preserve the monotonicity. Here (VU )f™ =
(Uim/Az, U™ /Ay, U™ /Az) is a limited numerical gradient. Using the mid-
point rule we approximate each integral in the summation (in (6.3.3)) to second-

order accuracy; hence for r =d,s =1 we obtain :
' — —
/ Ulz,y,z,t") dV ~ U(z, + h/4,y; + h/4, zi + h/4,t")V(D; i N Car)
Dl] knC(ll

o (Tt U+ U“m “ym }—. (6.3.5)

i,3,kiy ukz

Where V(D; ;xNC,s) = h3/8,r € {u,d},s =1, ..,4 denotes the volume of one of
the partial cubes that form the dual cell. In a similar manner we compute each

integral in the summation in equation (6.3.3) and thus we obtain :

-, h3 — — — —
/ U"dV ~ 5 {U i+ Usvrgr + Usrrjirk + Uijpn
DI 7.k

— — — —
+Uijk+1 + Uit1k+1 + Uis1 41641 + Ui,j+1,k+l}
+- { U[,Jk-'c + U?;nky + UIT )

- Ui:-ni,j,k;x + Uﬁi—ni,j,k;y + Uéi{-ni,j,k;-’-)

- U?ﬁ,jq—l kix Uﬁi’; J+1.ky + Uﬁiq,jﬂ,k;z)

1311 kx U?;T—'H ky Uﬁlﬁl k;z )

ét;?k+l T U?;nk—i—l B Ul?,lk-i-l;z)

- Uﬁiq,j,k-kl;z + Uﬁﬁ,j,kﬂ;y - U?ﬁ,j,kﬂ;z)

- Uﬁi’i,jﬂ,kﬂ;z - U?ﬂ,jﬂ,kﬂ;y o Uﬁﬁ,j+1,k+1;z)

(Uﬁly-lu ktlz — U?ﬁuﬂ,y U[m.ll ft 1oz )}},(6.3.6)

which we write in a simplified form as :
—Zn 3 1, — — — — —
U"dV ~h g{ Uijk + Uisrge + Uirgere + Uigurn + Uijae
D.'..-.i.'

77 7 77 1 lnn
+ Ui+1,j,k+1 + Ui+1,j+l,k+1 + Ui,j+1,k+1} + 3—2RHS . (637)
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Now we compute the second integral of the right-hand side of equation (6.3.2),

for that we first apply the divergence formula; we obtain :

tnt1 N
/ / V- F(U(z,y,z21t)) dV dt =
tn D

1,7,k

tntl — =2
/ / F(U(z,y,2,t)) -7 dA dt. (6.3.8)
tn oD

1,7,k
Here 7 denotes the unit normal vector to OD; j k- The flux integral with respect to
the time in (6.3.8) is approximated to second order accuracy using the midpoint
rule. We compute the predicted values of the flux at the intermediate time using

a first-order accurate Taylor expansion and using the conservation law :

Fntl/2 f?(ﬁ’nﬂ/z)’
_)
U

At
g~ Try A4
~ ﬁ’"—%v-?”. (6.3.9)

Equation (6.3.9) can be written using the Jacobian matrices (A4, B, C) of the flux
functions (?, 7, ﬁ’) as follows :
— At

U2 Ur - S (AU UL + BUM U™+ 00T, (63.10)
1

Alternately, one could instead directly apply a flux limiting procedure 6] in equa-
tion (6.3.9) without using the jacobian matrices, which may accelerate the com-
putations: this is known as the jacobian-free form (JFF).

We then decompose the right-hand side of equation (6.3.8) into a summation of

six integrals over the six interfaces (S,,7 = 1..6) of the dual cell as follows :

6
/ F(U(2,y,2,t/2) R dA = / F (U (2,9, 2, "), dA,
aDl,].k r=1 r
(6.3.11)
where 7, denotes the unit normal vector to S,. m,,7 =1,..,6 are respectively

(0,-1,0), (1,0,0), (0,1,0), (-1,0,0), (0,0,-1) and (0,0,1). Hence, for » = 1, the flux
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integral across the interface S; is approximated to second order accuracy as :

/ F(U(,y, 2 /2).71 dA ~
S1

—h% k12 ad1/2 L nt12 |, a2
T(gz,j,k + Givrk T Gigkrr T Giprgker)s (6.3.12)

and so on, we compute the flux integral at time t**1/? across the interfaces of

the dual cell ; we obtain :

/ T2 7 g
oD

1,0,k

h? nt1/2 | nt1/2 |, n+l/2 | n+l/2
'Z{_(gi,j,k + gi+1,]/',k + G kr1 T Gig1k41)

12

+ n+1/9 n+1/2 + fn+1/2 + fn+1/2 )

Lk T firtjire  firtjen +1,j+1k+1
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
(G ikt Girgiik T Gijerker T Girjarhrs)
n+l/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
('L]IC ]+1k+fjk+1+f]+lk+l)
n+1/‘) n+1/.. n+1/2 n+1/2
—(hi hiviie i jein + Riyjee)
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
H(hy ek T hidn s T ik T i, A+1)}
h?
~ —RHS” k- (6313)

Combining equations (6.3.2), (6.3.7) and (6.3.13), we obtain the formula for the

solution at time t"*! on the staggered dual cell D, ;.

TFn+1 1 — — — —
Uz+1/ 2,j+1/2,k+1/2 = g{ Ui,j,k + Ui+1,j,k + Ui+1,j+1,k + Ui,j+1,k
— — —
+ Uijk+r + Ui+1j,k+1 + Uiv1j+1,k+1
lim At
+Uijrn, k1) +3 RHS i+ g RH S (6.3.14)

6.3.2. Three-dimensional central scheme with diamond staggered

dual cells

Another choice for the dual cells of the staggered gird is the three-dimensional
extension of the diamond staggered cell scheme we previously considered in [5].
For our computational domain, we consider a parallelepiped shaped domain uni-
formly discretized with the Cartesian cubic cells C; j x = [Ti—1/2, Tit1/2] X [Yiz1/2, Yit1/2]

X [zi—12, Zit1/2]), centered at the nodes a; ;. For the dual staggered cells, we
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consider the diamond shaped cells obtained by joining the centers of two adja-
cent Cartesian cells C;;x and Ciy1;x to their common interface as in Fig.6.2;

q
the resulting cell is denoted by D;y1/s k. We suppose that the solution U Tk 18

FI1G. 6.2. Original Cartesian (blue cubes) and dual staggered grids

given at time ¢ = t" on the original Cartesian cells C; ;. We consider the cells
Cijx and Ci1 ;. centered at the nodes ¢ = (4,5, 2¢) and ¢ = (Tiy1, Y5, 2)
respectively and such that the line ¢c, is parallel to the z—axis as in Fig.6.3.

We integrate equation (6.3.1) on the domain Dit1/2;% X [t" t"*!] and we apply

C|

a
e

F1G. 6.3. Two Cartesian cells C; ; k, Cit1,;% (blue cubes) and dual
cell D;11/2x (diamond cell) in red

the divergence theorem ; we obtain :

/ —U+(a:,y,z,t”+1) av =/ ﬁ(a:,y,z.t”) av
D1+1/2,],k D

1+1/2,3,k

tn+1
- / / F(Ul(z,y,2t) -7 dA dt (6.3.15)
tn 0D, 172,k
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the left-hand side of equation (6.3.15) defines the average value of the solution

ﬁn+l

i1/, On the staggered dual cell; T denotes the unit outward normal vector

to the boundary 0D;;1/2;« of the dual cell. Applying the midpoint formula, and
with the help of van Leer’s MUSCL-type linear interpolants [26], we approximate
up to second-order accuracy the first integral of the right-hand side of equation

(6.3.15) as follows :

_)
/ Ul(z,y,zt") dV ~
D,y1/2,5k

h’3 Tin Tin 2 THlim THlim
G |:Ui,j,k + Udrige + g(Ui,j,k;z - Ui+1,j,k;z) . (6.3.16)

Now we compute the second integral of the right-hand side of equation (6.3.15);
we use the midpoint formula to approximate with second-order accuracy the flux-

integral with respect to the time variable :

tntl - =
/ / F(U(z,y,2,t"). 7 dA dt ~
tn aD;

i+1/2,5,k

At / F(U(z,y, 2,27 dA. (6.3.17)
9D, 1725k

Before we compute the flux integral across the area 0D;1/2 1 We need to intro-
duce the following notations :
(1) For the Cartesian cells C; ;1 and Cipq iy :
o ¢; = (x;,yj, zx) and ¢, = (Ti41,Y;, 2x) denote the centers of the
adjacent cells C; ;1 and Citq j k-
e The common interface of the adjacent cells C; ;x and Ciy1 ;1 is (abed)

with :
ora:(zi+h/2,y;—h/2,z — h/2), c:(xi+h/2,y;+h/2, 2z +h/2)
o: b:(zi+h/2,y;+h/2, 2 —h/2), d:(zi+h/2,y;—h/2,z+h/2)

(2) For the dual staggered cell (D,;1/2,%) :

° Tl1 denotes the triangle ¢;cd
o: )= %[—z + k] is the unit outward normal vector to the
triangle T}

o: ef(x; + h/3,y;, 2z + h/3) is the center of the triangle T}!
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e 77 denotes the triangle ¢;ad
1 - 5 . .
= ﬁ[_ i — j] is the unit outward normal vector to the
triangle T}?
o: ef(z; + h/3,y; — h/3, z) is the center of the triangle TP
e T3 denotes the triangle ¢;cb

or M} = [— i+ ] is the unit outward normal vector to the

triangle T}
o: e}(z; + h/3,y; + h/3, z;) is the center of the triangle T}’
e T} denotes the triangle c;ab
o: M= 7 7 — T] is the unit outward normal vector to the

triangle T}

o: ef(z; + h/3,y;, 2 — h/3)is the center of the triangle T}*

e 7! denotes the triangle c,cd

o: ﬁ’l f[ T + k] is the unit outward normal vector to the

triangle T
o: e}(Tit1 — h/3,yj, zx + h/3) is the center of the triangle T
° Tr2 denotes the triangle c,.ad
o: W= %[7 — 7] is the unit outward normal vector to the
triangle T2
o: €2(zip1 — h/3,y; — h/3, 2;) is the center of the triangle T2
° T,? denotes the triangle c¢,.be

o: m, = Z5[4 + j] is the unit outward normal vector to the

triangle T2
o: e3(ip1 — h/3,y; + h/3, 2) is the center of the triangle 773
e T denotes the triangle c,ab

ﬁ4 ﬂ 0 .
o: M \/—[ i — k] is the unit outward normal vector to the

triangle 724

o: e}(®ir1 — h/3,y;, z — h/3)is the center of the triangle T
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We approximate the flux-integral across 9D;41/2x using a second-order quadra-
ture formula. For that, we need predictions of both U7, "+1/ 2 . and F g;;lj f/z, .

at the intermediate time ¢t"*'/2. Using first-order Taylor expansions with respect
to ¢, we evaluate the approximations at the centers (ef)r=1, 4 and (€)= 1,.4 of

the triangles (T}}),=1,4 and (T*)i—1.4 of the dual cells as follows :

n ' At :
ﬁTfl/z ~ _U:(e’;,t") + ?ﬁt(eﬁ,tn), s=lLr&k=1,.,4 (6.3.18)

where ﬁs(e’;,t”) is obtained using equation (6.3.20). With the aid of equation
(6.3.1), we obtain :
At : ! :
Upi' = Uk t7) = S (AT ek, ) Ulm, + BT ek, 1) Tl
+C(U ek, t))TE™), s=lr&k=1,.4 (63.19)

— —
Here A, B and C are the Jacobian matrices of the flux functions f,7q, h, res-

pectively. F (U "H/ 2) is considered as an approximate value of the flux at the
interface-center of the dual cell. We use linear interpolation in the neighborhood

—_)
of the points c;,s = [, 7, to approximate U"(z,y, z) as follows :

77 k oany o Tin :Ee’i — Ze, lim y5§ — Ye, lim
Us(esat )— ch+( ACE )ch:c ( Ay )UCsy
Zel: - < lim
+(=x)U (6.3.20)

—

{_?(ﬁ)n}-{-l/g)_*_ B ( n+1/2 }+{f n+1/2)+ h(ﬁn+1/2)}

el

H{=F TPy =GO} + {F U - 7T

CT@Y T + (T + 7T

n {_7(—U‘>;;+1/2) . /_7,) n+1/2 }+ { f n+1 ") . _ﬁ(ﬁ:;'l/?)}
(?RHS, (6.3.21)
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where A(T) = % denotes the area of the triangle T(A(Tf) = A(T¥) = A(T)).
The solution at time t"*! on the dual cell D, /5 ;% takes its final form :

U')n-f-l

_ (_)‘n. + E')n ) + l(ﬁ)lim _ [_])lirn )
i+1/2,5k — 1,5,k i+1,5,k 5 5,k i+1,5,kz

DN}

3At
— —RHS. .3.22
- RHS. (63.22)

In a similar manner we compute the solution at time t"*! on the dual cells
D; j41724 and D; j 1175 The solution on the original Cartesian cells will be com-

puted at time "2

6.4. DIVERGENCE-FREE MAGNETIC FIELD REQUIREMENT AND SOME

NUMERICAL APPROACHES

If, in the solution of a specific ideal MHD problem. the initial magnetic field
B satisfies the V - B = 0 constraint, it is easily proved that it will satisfy it at all
time. Unfortunately, the numerical solution rarely displays this property : due to
truncation and round-off errors, the divergence builds up to non-negligible values,
which can lead to the break down of the numerical solution. Among several me-
thods proposed to induce the magnetic field to satisfy the divergence constraint,
we consider here Evans and Hawley’s Constrained Transport (CT) approach [13]
as it was likely to be less time consuming than e.g. Brackbill and Barnes’ projec-
tion method [9] which requires a Poisson solver at each time step.
The original version of the CT method uses the magnetic field B at the cell cen-
ters, and computes by linear interpolation a staggered magnetic field b at the cell
interface midpoints; the components of the staggered magnetic field b are then
treated, using a special symmetric discretization of the induction equation, so as
to satisty the divergence constraint. More recently, T6th [24] has observed that
this staggering is not essential, and he reformulated each of the existing stagge-
red versions of the CT method (Evans and Hawley [13], Dai and Woodward [11],
Balsara and Spicer |7], Ryu et al. [22]) into unstaggered methods.
As we have seen in the previous section, the numerical schemes we use require an
original and a staggered grid and thus, none of the previous versions of the CT

method can be applied directly. Here we propose two three-dimeusional CTCS
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adaptations of the CT method that apply to 3D central schemes with Cartesian
or diamond shaped dual cells, respectively. This CTCS approach directly deals
with the cell centered magnetic field components and does not require any addi-
tional staggering.

We shall describe here the CTCS method in the case of Cartesian dual cells. We
suppose that the solution is given on the original grid at time ¢™ and the magnetic
field satisfies the divergence-free property, i.e., the central difference discretization

of the divergence operator of the magnetic field satisfies

n,T T, T ,Y Yy
V- -B?., ~ Bitrie = Bt Bise = Bijlak

Lk = 2Azx 2Ay

n,z n,z
B; — Bijk-

1,j,k+1

20z

+ =0. (6.4.1)

Let BY; , = (B™*, B™Y, B™?); ;1 denote the magnetic field and E?:ll/zj /2,412

(Q1, Q% 0%)it1/2,41/2.6+1/2 the electric field, respectively. We denote by Bii1/0,41/2k41/2
the magnetic field obtained using the numerical base scheme and computed on

the Cartesian dual grid ; the CTCS-treated, divergence-free, magnetic field will be
denoted by B?j’ll/g, i+1/2ks1/2- We first compute the electric field at time t"1/% on

the staggered dual cells as follows :

n+1/2 _ n+1/2
B /ngr1/2pg1e = —(V X B)i+1/2,j+1/2,k+1;2

1 n * 1 n n
=-3 (vt x B )i+1/2,j+1/2,k+1/2 + g{(V X B)i,j,k + (v x B)1+1,j,k

4

+ (v x Bk + (VX B+ (VX B) i+ (v X B)Y
+ (v X B) e (v X B)Z]‘f‘l,k—l—l} - (6.4.2)

This particular discretization of the electric field preserves the second-order ac-
curacy with respect to time of the base scheme. Next, we discretize the induction
equation

0B+V xE=0. (6.4.3)
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on the staggered grid using central differences and update the magnetic field

components at time t"*! as follows :

n,T

n+1l,z
B1+1J2,]+1/2 k+l/2 8 (Bz g,k + BH—I gk + BH-I J+1k + 1,7+1,k

n,T
Bz; k+1 + Bz+1 k41 + Bz+1 J+1E+1 + i,j+1,k+1)
n+1/2,3 Qn+1/2.3
— At i+1/2,5+3/2,k+1/2 ~ “*i41/2,5-1/2,k4+1/2
2Ay
n+1/2,2 Qn+l/2,2
i+1/2,5+1/2,k+3/2 ~ Si41/2,541/2,k—1/2
AT , (6.4.4)

+ At

n+1l,y _ ny
Bl s iijoki1/e = 8(B” e+ Bk Bipljsie T Bijbin

n.y
+ Bl i + B T Bl jrien T Biitigst)
n+1/2,1 _qQrtl/2l
At i4+1/2,54+1/2,k+3/2 i+1/2,54+1/2,k—1/2
2Az
n+1/2,3 Qn+1/2,3
i43/2,7+1/2,k+1/2 ~ °%-1/2,541/2,k+1/2

2Azx

+ At

n+1,z _ n,z 7,2 n,z
Bz+1/2,]+1/2 kt+1/2 = S(BU w+ Bkt B gkt Bk

n,z n,z
Bz] k+1 + B1+1 Jik+1 + Bl+1,J+1,k+l + B‘L J+1, k+1)
n+1/2,2 _qrti/ee
A3/ 41 /2k41/2 i=1/2,j+1/2,k+1/2
2Ax
n+1/2,1 N Qn+1/2,1
+1/2,7+3/2,k+1/2 i+1/2,7—1/2,k+1/2
_*_Atle’J/ / 2/J/ /(646)
2Ay

With this particular symmetric discretization of the induction equation and the

special choice for the electric field at intermediate time t**1/2, we can prove that :

n 1
V- Bi—:_11/2,j+1/2,k+1/2 = g{v Bk VBtV Bl ikt VBl
+V- Bn] k+1 +V- Bz+ly k+1 +V- Bz+1 J+ LA+ +V- B i,7+1, k+1} 6 4-7)

Equation (6.4.7) shows that if the magnetic field at time ™ is divergence free, the
CTCS updated magnetic field will also satisfy the physical constraint. The CTCS

approach can also be applied to 3D diamond staggered central schemes. Details
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of the method are shown in the appendix. Let us observe here that this CTCS
approach can be specialized to the two-dimensional case for Cartesian dual cells
by omitting the differentiation with respect to z in equations (6.4.4)-(6.4.5) and by
replacing all pairs of terms such as B;} and B}/, by B’ in equations (6.4.2),
(6.4.4), and (6.4.5). Note that in the two-dimensional case the z component of
the magnetic field does not need to be treated as it no longer contributes to the

divergence.

6.5. NUMERICAL EXPERIMENTS

The fact that central schemes require an original and a staggered grid to

avoid solving the Riemann problems at the cell interfaces represents a restriction
on the computation of the time step as compared to other numerical methods. As
described in [16] for the 1D case, and later in [1] and [15] for the multidimensional
central schemes, the CFL number for central schemes is about 0.5. Even with
this time step restriction, experience has shown that the computing times of
central schemes are substantially shorter than those of methods based on exact
or approximate Riemann solvers. The numerical results we present later in this
section are obtained using a CFL number of 0.475. It is also known that, in the
case of central schemes as well as other numerical methods, the choice of the
limiter in the numerical computation of gradients may contribute in a significant
way to the quality of the numerical resolution.
Before considering MHD problems, we first verify and compare our numerical base
schemes (diamond and Cartesian dual staggered cell schemes) by considering a
simple 3D scalar advection problem with continuous or noncontinuous initial data.
We consider the following 3D scalar advection equation :

Uy + Uz + U,y +u, =0,
t Y (6.5.1)

'U,(.’L', Y, Z)lt—O - 'LL()(I', Y, Z).
The analytic exact solution of (6.5.1) at a time ¢, and at a point (z,y,z) is
obtained from the initial data as u(z,y, z,t) = uo(z —t,y — t, z — t). We consider

for our computational domain the cube [0,1]® uniformly discretized with 1003
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3D scalar advection, 1=0.05225

T T T T T

x-direction

y-direction

z-direction

05 0.6 0.7 0.8 08 1

F1G. 6.4. Solution of the scalar advection equation, three snapshots
along the axes of the system ; the initial data is shown in solid line,
the exact solution and the numerical solution are shown in solid
line and in "o" respectively.

gridpoints. We consider non continuous initial data given as follows :

4 if (x—05)%+ (y—0.52+ (2 —0.5)2 < 0.15%,
(2,4, 2) = @m0+ (= 057+ (209 (6.5.2)

1 elsewhere.
Fig.6.4 shows the numerical solution "o" and the exact solution "solid line" at
time ¢ = 0.0522. We have computed the numerical order of both schemes using
for non-continuous initial data the same function defined in equation (6.5.2), and

for continuous initial data, the following function :
uo(z,y, 2) = sin(27z) sin(27y) sin(27z2). (6.5.3)

As it is shown in Table 6.1, the sccond-order accuracy of the schemes is verified
when continuous initial data are used. In the case of noncontinuous initial data,
it is well known that the numerical solution is going to be at most first-order
accurate; this is also shown in Table 6.1 for both numerical base schemes (the

Cartesian and diamond dual cell schemes).
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Method | Smooth initial data | Discontinuous initial data
Cartesian dual cells 1.901265 0.996402
Diamond dual cells 2.000029 0.998725

TAB. 6.1. Numerical order of the base schemes for smooth or
noncontinuous initial data.

Shock-tube problem

Another interesting experiment that one may consider is the three-dimensional
adaptation of Sod’s shock tube problem for the Euler equations which can be
obtained from the ideal MHD equations by simply dropping the magnetic field
components in system (6.2.1). The initial data for this test feature a shock along
the plane z = 0.5; the two constant states are U; = [1, 0, 0, 0, 1] (if 0 < z < 0.5)
and U, = [0.125, 0, 0, 0, 0.1] (if 0.5 < z < 1) for U = [p, pus, pu, pu., pe]. The
adiabatic constant is v = 1.4. The numerical solution is computed at time ¢ =
0.164 using the diamond dual cell scheme and the Cartesian dual cell scheme ; the
computational domain is uniformly discretized using 200 points along the z—axis
and 40 points along each of the y— and 2—axes. Fig.6.5 shows a comparison
between our numerical results (dotted lines) obtained with diamond dual cells
(left) and Cartesian dual cells (right), and the exact solution (solid line) of the
corresponding one-dimensional problem. For these calculations, we have used the
MC-6 limiter with 6§ = 1.5.

The density profile is enlarged in Fig.6.6 for a closer comparison of both methods.
As can be seen when magnifying this figure the diamond dual cell scheme leads

to a slightly better resolution of the contact and shock waves.

MHD shock-tube problem

We now consider a three-dimensional adaptation of the 1D MHD shock tube
problem involving seven discontinuities; this test case was originally considered
by Ryu and Jones [23]. The initial conditions feature a shock along the plane
xz = 0 with the following data : U, = [0.989112, -0.013123, 0.026933, 0.010037,
4.024421, 2.002600, 0.971588] if 0 < z < 1 and U; = [1.08, 1.2, 0.01, 0.5, 3.6,
2.0,095)if -1 <z <0; here U = [0) Uz, Uy, Uz, By, B;,p|, B, =2 and v = 5/3.

The computational domain is uniformly discretized with 200 grid points along
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Diamond dual cells Cartesian dual cells

1 1
a 0.5 a 0.5
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1
1 1
5< 0.5 =5 0.5
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1
1 1
a 0.5 a 0.5
0 0

0 0.5 1 0 0.5 1

F1G. 6.5. Numerical solution of the 3D Sod shock-tube problem
obtained using diamond dual cell scheme (left) and Cartesian dual
cell scheme (right)

the z—axis, 30 points along the y and z axes. We applied both numerical schemes
involving Cartesian dual cells and diamond dual cells, and computed the solution
at time ¢t = 0.4. In both cases we compare (Fig.6.7-6.8) the numerical results
with the reference solution obtained, for the one-dimensional problem, using the
numerical scheme proposed by Ryu and Jones [23] with 10 000 gridpoints; this
reference solution is also available online from the following address :

http ://www-ian.math.uni-magdeburg.de/anume/testcase/ MHD /1d /rj/

This is a very challenging test case due to the structure of its solution that in-
volves seven constant states separated by shock waves and contact discontinuities.
A good capture of the constant states requires a high definition discretization (we
recall that the reference solution is obtained using 10 000 grid points). On Fig.6.7
and 6.8, computed with 200 gridpoints in the z—direction, the diamond-dual cell

scheme seems to do slightly better than the Cartesian-dual cell scheme.
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1 ¥ T ¥ T T T 1

Exact solution

+ 200 points Cart-Cart
200 points Cart-Diam

0.9

0.8

0.7

T

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1 : :

FIG. 6.6. Mass density along the z-axis for Sod’s 3D shock-tube problem

This is confirmed in Fig.6.9, where we also included results obtained with 400
z—gridpoints and the diamond-dual cell scheme, which brings a substantial im-

provement on both 200 z—points results.

Orszag-Tang problems

Our next three-dimensional MHD problem is an Orszag-Tang-typc problem.
The initial data for this problem are the following : p(z,v, 2) = po, p(z,y,2) =
po,u(z,y,2) = —siny i +sinz j, B(z,y,2) = —siny i+ sin(2z) j, with 0 <
z,y < 2m,po = 25/36 and pg = 5/3. 1 and j arc unit vectors in the z— and y—
directions.

We have computed the numerical solution on a 100 x 100 x 100 grid at time t—0.5
using both Cartesian and diamond dual cell schemes along with the corresponding
CTCS approach to maintain a divergence-frec magnetic field. Fig.6.10(left) shows

several slides in the 3D space of the contour lines of the mass density ; the arrows
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Diamond dual cells Cartesian dual cells
2 2
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 {
0.5 0.5
-0.5 -0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
1 1
SN0 H—- N0 -—‘_H_,-
-1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

FIG. 6.7. Numerical solution of the 3D MHD shock-tube problem
obtained using the diamond dual cell scheme (left) and Cartesian
dual cell scheme (right)

denote the magnitude of the velocity ficld. Fig.6.10(right) shows the contours of
the mass density in the plane z = 7 ; this plot compares very well with the cor-
responding results for the two-dimensional problem we previously considered in

[5] as well as those appearing in several recent papers in the literature [6], [11],
[21], [24]. Fig.6.11 (left) shows two plots of the mass density along the line y = 7
of the plane z = 7 obtained using both Cartesian and diamond dual cell schemes
at time ¢ = 0.5. Similarly, Fig.6.11 (right) shows the plot of the energy. Both
methods yield almost undistinguishable results.

We now consider another Orszag-Tang-type problem, which is a slight modifica-
tion of a problem considered in [17]: the initial data are as follows : p(z,y, z) =
po, P(z,y, z) = po,u(z,y,2) = —sinysin z i+sinzsin z j, B(z,y, 2) = —sinysinz i+
sin(2z)sin z j + sin(2z) siny k, with 0 < z,y,2 < 27, po = 25/36 and py = 5/3.

i, j, and k are the unit vectors in the z, y, and z—directions, respectively. We
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Diamond dual cells Cartesian dual cells

B
y
H
B
y
S

-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 0.5 1
3 3
m" 2 o 2
1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
4 4
m3__.'—\[’j_ w3._.awr_—l-
2 2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

F1G. 6.8. Numerical solution of the 3D MHD shock-tube problem
obtained using the diamond dual cell scheme (left) and Cartesian
dual cell scheme (right), continued

have computed the solution at time ¢t = 0.5 on 1003 gridpoints using the Carte-
sian dual cell scheme; thanks to our CTCS divergence treatment, the maximum
absolute value of the divergence observed for both Orszag-Tang vortex problems
is of the order of 1074, Fig.6.12 (left) shows scveral isosurfaces of the mass den-
sity ; Fig.6.12 (right) shows several slides, in 3D-space, of the contour lines of the
electric field magnitude. Fig.6.13 shows the contours of the mass density and the
energy in the planc z = 7 at time ¢ = 0.5. Fig.6.14(left) shows the mass density
contours in the plane z = /2.

If we don’t apply the CTCS divergence treatment, the base scheme can still
reach the final time without showing instabilities : In fact, we have solved this
Orszag-Tang problem using the diamond dual cell scheme on 503 gridpoints, wi-
thout applying the CTCS divergence treatment. Fig.6.14(right) shows the plots

along the line y = 2z = 7 of the energy obtained using the Cartesian dual cell
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F1G. 6.9. Numerical solution of the 3D MHD shock-tube problem
obtained using the diamond dual cell scheme (dotted line) and Car-
tesian dual cell scheme (dashed line)

F1G. 6.10. Mass density (shaded contours) and velocity field ma-
gnitude (cone plot) for the Orszag-Tang problem at time t = 0.5
(left) ; contour lines of the mass density in the plane z = 7 (right)
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F1G. 6.11. Plot of the mass density (left) and the encrgy for the
Orszag-Tang vortex problem

FIG. 6.12. (left) Mass density isosurfaces for the 3D Orszag-Tang
problem at time ¢ = 0.5; (right) Electric field magnitude contours

scheme with the aid of the CTCS procedure using 100 gridpoints (solid line)
and 50% gridpoints (dashed line) ; the dotted line denotes the energy obtained on
50° gridpoints using only the diamond dual cell scheme without any divergence
treatment. As one can sec (Fig.6.14, right), cven if we do not apply the CTCS
procedure, the numerical results we obtain are still rcasonable, and the maxi-
mum of the absolute value of V - B we obscrve (for this experiment) is about
3.124 x 10~!. Comparing the dotted line with the dashed line, we find that the

effect of the divergence trecatment seems to be more necessary in regions of fast
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F1G. 6.13. Contour lines of the mass density (left) and the energy
(right) at time ¢ = 0.5 in the plane z = 7

variation.

”* ——— 100 pis. Cant-Cant
- - - 50pts. Can-Cant
«  50pts. Can-Diam, CTCS-fres|

F1G. 6.14. (left) contour lines of the mass density in the plane
z = m/2; (right) plots along the line y = z = 7/2 of the energy
obtained with (solid line and dashed line) or without (dotted line)
the aid of the CTCS procedure

Shock-cloud interaction problem

We now consider a three-dimensional adaptation of the classical 2D MHD
shock-cloud interaction problem previously considered in several papers [11], [24],
[27], [21]. The computational domain (z,y,z) € [0,1]® is uniformly discretized
using 100® gridpoints. Two constant states U, =[3.86859,11.2536, 0, 0, 167.345,
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0, 2.1826182, -2.1826182 | and U, = [1,0, 0, 0, 1,0, 0.56418958, 0.56418958] are
separated by the plane z = 0.05; here U = (p, ug, uy, u., p, Bz, By, B.). A 10
times denser spherical cloud centered at (0.25,0.5,0.5) with a radius r = 0.15 is
in hydrostatic equilibrium with the surrounding state. The profile of the initial
mass density is shown in Fig.6.15 (left).

The numerical solution is computed at time ¢ = 0.06 using the Cartesian dual

FIG. 6.15. (left) Initial mass density profile for the 3D shock-cloud
interaction problem ; we also sec the velocity field magnitude as a
cone plot; (right) several slides illustrating the contours of the lo-
garithm of the mass density ; the cone plot represents the magnetic
field magnitude

cell scheme along with its corresponding CTCS divergence treatment ; the maxi-
mum absolute value of the divergence observed remains within the 1072 values.
An equivalent variant of this three-dimensional problem is considered in [27].
Fig.6.15 (right) shows several sections of the contour surfaces ("slides") of the
logarithm of the mass density and also shows(cone plot) the magnitude of the
magnetic field. Fig.6.16 shows several contour lines of the logarithm of the mass
density (left), and several isosurfaces for the energy (right).

Fig.6.17 shows several plots along the z-axis of the mass density using 603, 1003,
and 150° gridpoints, respectively. We have compared the results obtained using
the MC-0 limiter, for # = 1.5 and 2 (for the case of 60% gridpoints). As it was
previously observed for central schemes in the literature, for a given problem,
the choice of the limiter may lead to significant improvements of the numeri-

cal results; however there is no general rule for this choice, so that one should



180

0 o1 02 03 04 05 08 07 as 08 1

F1G. 6.16. (left) Several contour lines of the mass density logarithm
at time t—0.06 for the 3D shock-cloud interaction; (right) Several
isosurfaces for the energy

generally investigate several limiters for best results. The mass density profile
obtained using 150 points in the z-direction (shown in Fig.6.17) is very similar to
the reference solution presented in [27], which was obtained using 200 gridpoints,
thus confirming the efficiency of the method.

We observe here that even if we do not apply our CTCS divergence treatment,
the base schemes do not become unstable, and may even, in some cases, produce
reasonable results. Fig.6.18(a) shows the mass density for the shock-cloud inter-
action problem obtained using the diamond dual cell scheme (on 60% gridpoints)
without any divergence treatment (dotted plot) ; the reference solution (solid line)
is obtained with the aid of the CTCS divergence treatment on 1503 gridpoints.
Fig.6.18(b) shows the same comparison for the energy. We observe that when
we don’t apply the CTCS procedure, the divergence of the magnetic field is not
negligible (Fig.6.18(c) V - B along the line y = z = 0.5 and Fig.6.18(e) V- B in
the plane z = 0.5; Fig.6.18(d) and (f) show the corresponding result when the
CTCS procedure is applied). Moreover, we find (Fig.6.18(a)-(b)) that deviations
from the reference solution are important, quantitatively, when the divergence
values are non-negligible, and particularly so, qualitatively (wrong sense of varia-
tion, locally) where the divergence values are relatively large. We mention here
that the solution obtained without the aid of the CTCS treatment is physically

inadmissible but allows us to appreciate the base scheme which did not crash
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while several other numerical methods broke down.
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F1G. 6.17. Several plots of the mass density of the shock-cloud

interaction problem along the line y = 0.5 in the plane z = 0.5
obtained using the MC-1.5 limiter (right) and the MC-1.5 and MC-
2 limiters (left)

6.6. CONCLUSION

In this paper, we have presented three-dimensional, second-order accurate,
central numerical methods for solving systems of hyperbolic equations. To avoid
the resolution of the Riemann problems at the cell interfaces, the numerical so-
lution alternates between an original and a staggered grid; we have considered
two possibilities for the dual cells of the staggered grid (Cartesian or diamond-
shaped), while those of the original grid are Cartesian cells. The fact that the
numerical scheme does not require any characteristic field decomposition, will
clearly reduce computing times as compared with methods based on exact or
approximate Riemann problem solvers. We have adapted these central methods
to ideal magnetohydrodynamics and solved some three-dimensional ideal MHD
problems.

To satisfy the divergence-free magnetic field constraint, we have construc-
ted a new 3D CTCS method (based on the constrained transport approach)
that treats the magnetic ficld components obtained using the numerical base
scheme after each time step. The CTCS procedure applies to both Carte-

sian dual cell and diamond dual cell schemes and is second-order accurate,
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F1G. 6.18. Shock-cloud interaction problem : (a) plot of the mass
density along the line y = z = 0.5,0 < z < 1 obtained using the
base scheme with the CTCS (150 points, solid line) and without any
divergence treatment (60 points, dotted line) ; same comparison for
the energy (b)

and thus preserves the second-order accuracy of the base scheme. The di-
vergence of the magnetic field for the problems we considered in this paper
remains of the order of 107!2, which is smaller than the error introduced by
the computation of the divergence with the help of central differences. Both
the base numerical scheme and the CTCS procedure are easy to implement

on a single processor computer or a multi-processor cluster.

For the ideal MHD problems considered in this paper, both numerical base
schemes can reach the final time (and generate reasonable results) without
producing instabilities, without the application of the CTCS procedure,
contrary to many other numecrical schemes that often break down in the

early stages of the computations. However the base schemes (alone) fail to
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produce a divergence-free magnetic field in the numerical solution. For this

reason, as a general rule, the CTCS divergence treatment should be applied.

As it is well known (for central schemes), one should consider several choices
of limiters for a given problem. Van Leer’s MC-8 limiter usually leads to
good results. For the numerical experiments we considered in this paper
we observed that the diamond dual cell scheme leads to a slightly better
capture of discontinuities as compared to Cartesian dual cell schemes, but
it is clearly more complicated and more time-consuming since one should
compute three sets of solutions on the dual cells at each odd time step
(on the cells Diy1/25k, Diji1/2k, and D; jy11/2). Regarding the computing
time of each approach, many parameters may be considered such as the
computing equipments and the programming approaches and techniques.
However, in our numerical three-dimensional experiments we have observed
that the Cartesian dual cell scheme may save about 40 to 45 % of the
computing time as compared to the diamond dual cell scheme, which is
a considerable amount of time in view of the very large computing-times
required for three-dimensional MHD.

The numerical results we obtained using both base schemes compare very well

with one another and are in very good agreement with others appearing in the

literature.
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APPENDIX

Here we present the CTCS method in the case of diamond dual cells. Suppose
that the solution U, is given on the original grid at time #" and the magnetic
field B}, satisfies the physical constraint (i.e. equation (6.4.1)). We denote by
B}, /5,4 the magnetic field in the numerical solution U‘l';_"}l/& ;. obtained at time
t"*! (on the dual cell D,/ ;) using the base scheme. The CTCS-updated,
divergence-free. magnetic field will be denoted by B;fll/g’ S 1 we treat BY | J2.jk B8
follows :

We first compute the clectric field BE = (Q', Q2% Q) at time ¢"*/2 using the

F1G. 6.19. Six dual cells are required to compute V - B?_ﬁlﬂ ik

following discretization :

n+1/2 n+1/2
Ei+l/‘2.j.k - _(V X B)'i+1/2,j-k
1

* 1 n n
= _; (vn+| x B )i+lf2.j.1. + 5{(V X B)w]k + (V X B)H-l‘j.k . (661)

]
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Next, we discretize the induction equation (6.4.3) on the dual cells {D;, 2.4k}

using centered differences :

1
1, n,T n,Z

7‘+1/21j1k - 1
n+1/2,3 n+1/2,3
_ AtQi+1/2,j+1,k B Qi+1/2a‘—1yk
2Ay
v_z+1/2,gk _ 97‘1+1/2"2k
+ At 1+1/2)]1 +12AZ 'L+1/2,J, _1’ (6.6'2)
B'I‘L+1,y . 1 Bn,y Bn)y
i+1/2,5,k — 5( i,k + i+1,j,lc)
n+1/2,1 n+1/2,1
_ Ath’+1/2,j,k+1 - Qi+1/2,j,k—1
20z
Qn+1/2,3 _ ont+1/2;3
+ At ’*3/2’7"‘2 i 25k (6.6.3)
Bn+1,z _ 1 Bn,z Bn,z
i+1/2,5k '2‘( 1.9,k + i+1,j,k)
n+1/2,2 Qn+1_fz,2
— At i+3/2,5,k ~ “Yi-1/2,4,k
2AT
7.l+1"l2’_1 _ 97'1+1/2,.1
+ At 1+l;2,]+1,’€2Ay 1+1/2J—1vk. (664)

This special discretization of the induction equation and the particular choice of
the electric field at the intermediate time #"*!/2 will conserve the second-order
accuracy of the base scheme. A tedious but straightforward calculation allows us

to prove that :

i+1/2,5k 1,

1
v . gl E{v Bl + V- Bk} (6.6.5)

Hence, if the magnetic field at time ¢ is solenoidal, the CTCS-updated magnetic

field will satisfy the physical constraint V - B?:ll/” ; = 0. The magnetic field on

the cells {D;j41/2%} and {D;;xy1/2} can be handled in a similar way.



BIBLIOGRAPHIE

[1] P. ARMINJON AND M. C. VIALLON, Généralisation du schéma de Nessayahu-
Tadmor pour une équation hyperbolique & deuz dimensions d’espace, C.R. Acad. Sci.
Paris, t.320, serie I, pp. 85-88, 1995.

[2] P. ARMINJON, D. STANESCU AND M. C. VIALLON, A two-dimensional finite vo-
lume extension of the Laz-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes for compressible
flows, Proc.of the 6th. Int. Symp. on Comp. Fluid Dynamics, ed. M. Hafez and K.
Oshima, Vol. 1V, pp. 7-14, 1995.

[3] P. ARMINJON, M.C. VIALLON AND A. MADRANE, A finite volume extension of the
Laz-Friedrichs and Nessyahu-Tadmor schemes for conservation laws on unstructured
grids, revised version with numerical applications, Int. J. of Comp. Fluid Dynamics,
Vol. 9, No. 1, pp. 1-22, 1997.

[4] P. ARMINJON AND M. C. VIALLON, Convergence of a finite volume extension of the
Nessyahu-Tadmor scheme on unstructured grids for a two-dimensional linear hyperbolic
equation, SIAM J. Num. Anal., Vol. 36, No.3, pp. 738-771, 1999.

[5] P. ARMINION, AND R. ToUMA, Central Finite volume methods with constrained
transport divergence treatment for ideal MHD, J. Comp. Phys., 204, pp. 737-759, 2005.

[6] J. BALBAS. E. TADMOR, AND C. C. WU, Non-oscillatory central schemes for one-
and two-dimensional MHD equations, J. Comp. Phys., 201, pp. 261-285, 2004.

[7] D. S. BALsARA AND D. S. SPICER., A staggered mesh algorithm using high order
Godunov fluzes to ensure solenoidal magnetic fields in magnetohydrodynamic simula-
tions, J. Comp. Phys. 149, 270, 1999.

(8] A. A. BARMIN, A. G. KULIKOVSKIY, AND N. V. POGORELOV, Shock-capturing
approach and monevolutionary solutions in magnetohydrodynamics, J. Comp. Phys.
126, 77. 1996.

[9] J. U. BRACKBILL AND D. C. BARNES, The effect of nonzero V-B on the numerical

solution of the magnetohydrodynamic equations, J. Comput. Phys. 35, 426, 1980.



PN

185

[10] M. Brio, C.C. Wu, An upwind differencing scheme for the equations of ideal
magnetohydrodynamics. J. Comp. Phys., (75)2, pp. 400-422, 1988.

[11] W. Da1 AND P.R. WOODWARD, A simple finite difference scheme for multidimen-
stonal magnetohydro-dynamical equations, J.Comp. Phys., 142, pp. 331-369, 1998.

[12] P. LONDRILLO AND L. DEL ZANNA, High-order upwind schemes for multidimen-
sional magnetohydrodynamics , Astrophys. J., 53, pp. 508-524, 2000.

[13] C. R. Evans AND J. F. HAWLEY, Simulation of magnetohydrodynamic flows : A
constrained transport method, Astrophys. J., 332, 659, 1988.

[14] S.K. Gobpunov, A difference scheme for numerical computation of discontinuous
solutions of equations of fluid dynamics, MATH. SB., 47(89), 271-306, 1959.

[15] G. JIANG AND E. TADMOR, Non- oscillatory central schemes for multidimensional
hyperbolic conservation laws, SIAM J. on Sc. Comp., 19, pp. 1892-1917, 1998.

[16] H. NESSYAHU AND E. TADMOR, Non-oscillatory central differencing for hyperbolic
conservation laws. J. Comp. Phys., 87, No. 2, pp. 408-463, 1990.

[17] C. NoDEs, G. T. GRITSCHNEDER, AND H. LESCH, Radio emission and particle
acceleration in plerionic supernova remnants, Astronomy and Astrophysics 423, pp.
13-19, 2004.

[18] K.G. PowEeLL, P.L. Rog, T.J. LINDE, T.I. GoMBOSI AND D.L. DE ZEEUW, A
solution-adaptive upwind scheme for ideal magnetohydrodynamics, J. Comp. Phys. 154,
284 1999.

[19] K. G. PowELL, P. L. ROE, R. S. MYOoNG, T. GoMBOSI, AND D. DE ZEEUW,
An upwind Scheme for magnetohydrodynamics, AIAA Paper 95-1704-CP, 1995.

[20] K. G. POWELL,An approzimate Riemann solver for magnetohydrodynamics,
ICASE report No. 94-24, Langley, VA, 1994.

[21] J. ROSSMANITH, A wave propagation method with constrained transport for ideal
and shallow water magnetohydrodynamics, Ph.D. thesis, Department of Mathematics,
University of Washington, 2002.

[22] D. Ryu, F. MIiniaTI, T. W. JONES, AND A. FRANK, A divergence-free upwind
code for multi-dimensional magnetohydrodynamic flows, Astrophys. J. 509. 244, 1998.

[23] D. Ryu AND T.W. JONES, Numerical magnetohydrodynamics in astrophysics :
Algorithm and tests for one-dimensional flow, Astrophys. J. 442, 228, 1995.

[24] G. ToTH, The V-B=0 Constraint in Shock-Capturing Magnetohydrodynamics
Codes, J. Comp. Phys., 161, pp. 605-652, 2000.



186

[25] G. TOTH AND D. ODSTREIL, Comparison of some fluz corrected transport and total
variation diminishing numerical schemes for hydrodynamic and magnetohydrodynamic
problems, J. Comp. Phys. 128, 82, 1996.

[26] B. VAN LEER, Towards the ultimate conservative difference scheme V. A Second-
Order Sequel to Godunov’s Method, J. Comp. Phys., 32, pp. 101-136, 1979.

[27] U. ZIEGLER, A central-constrained transport scheme for ideal magnetohydrodyna-
mics, J. Comp. Phys., 192 pp. 393-416, 2004.



D

Chapitre 7

CONCLUSION

Dans ce travail nous avons présenté une nouvelle approche pour résoudre
numériquement des problémes de magnétohydrodynamique idéale en différentes
dimensions spatiales.

En une dimension, nous avons appliqué le schéma central de Nessyahu et Tadmor
et nous avons résolu des problémes unidimensionnels classiques de MHD ; dans
ce cas, la contrainte physique de divergence nulle est automatiquement satisfaite
si on fixe la valeur B, du champ magnétique. En deux dimensions spatiales, nous
avons utilisé comme schémas numériques de base les méthodes de volumes finis
centrales formulées par Arminjon et ses collaborateurs qui utilisent deux maillages
décalés avec cellules originales cartésiennes et cellules duales cartésiennes ou de
type diamant. Dans chacun de ces deux cas, nous avons construit une nouvelle
méthode pour traiter le champ magnétique afin de satisfaire la propriété physique
de divergence nulle; notre méthode "CTCS" est précise du second ordre, donc
elle conserve I'ordre de précision du schéma numérique de base. Nous avons appli-
qué nos méthodes numeériques et nous avons résolu plusieurs problémes classiques
de magnétohydrodynamique idéale modélisant des écoulement du plasma dans
un milieu magnétique. Les comparaisons, que nous avons présentées, entre les
deux versions des schémas centrés bidimensionnels ainsi que les méthodes CTCS
correspondantes, montrent que ces deux approches sont numeériquement équiva-
lentes avec un léger avantage pour le schéma central & cellule duale en diamant,
qui permet une détection légérement meilleure des discontinuités dans la solution
numérique. Les deux approches CTCS sont équivalentes et générent un champ

N

magnétique a divergence de l'ordre de 107! &4 107'%; la méthode avec cellules
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duales cartésiennes se caractérise par sa simplicité; elle est facile & appliquer et
elle entraine un gain en termes de temps de calcul de I'ordre de 20 & 25 % par
rapport a la méthode avec cellules duales en diamants.

En trois dimensions, nous avons présenté un nouveau schéma numeérique cen-
tral pour résoudre les systémes de lois de conservation hyperboliques. Ce schéma
numeérique est le prolongement tridimensionnel du schéma numérique central bi-
dimensionnel & cellules originales cartésiennes et a cellules duales en diamants. On
s’est aussi intéressé & un second schéma numérique central tridimensionnel dont
les cellules originales et duales sont cartésiennes. Nous avons validé nos schémas
numériques tridimensionnels en résolvant des équations hyperboliques tridimen-
sionnelles scalaires, et des problémes classiques d’aérodynamique dont la solution
analytique peut aussi étre calculée analytiquement. Nous avons vérifié le second
ordre du schéma numérique pour des problémes dont la solution analytique est
lisse. Ensuite nous avons considéré des problémes de magnétohydrodynamique;
nous avons congu une nouvelle méthode de traitement du champ magnétique de
type CTCS, extension de celles considérées en deux dimensions. Par la suite,
nous avons appliqué nos méthodes pour résoudre des problémes de MHD idéale
en trois dimensions. Nos résultats numériques, obtenus & partir des deux versions
tridimensionnelles du schéma central sont équivalents et se comparent trés bien
aux résultats obtenus pour ces problémes, dans les articles récents, et confirment
Vefficacité et le potentiel de nos méthodes. Comme en deux dimensions spatiales,
dans la plupart de nos tests numériques, nous avons observé un léger avantage en
considérant la méthode avec cellules duales en diamants; par contre la méthode
avec cellule duale cartésienne entraine un gain considérable dans le temps de cal-
cul, de I'ordre de 40 — 45% en trois dimensions.

Récemment, nous avons commencé & explorer les possibilités d’appliquer les mé-
thodes de volumes finis centrées en maillages non structurés, proposées par Armin-
jon et al., pour résoudre des problémes bidimensionnels de magnétohydrodyna-
mique idéale. Notre but est de construire ’équivalent de la méthode du transport
sous contrainte pour ce type de schéma numérique centré non structuré. Le défi
pour le moment consiste & trouver une fagon symétrique pour discrétiser 1’équa-

tion d'induction sur les cellules triangulaires et traiter de facon convenable les



189

composantes du champ magnétique, de maniére a satisfaire la propriété physique
de divergence nulle. Une alternative consiste & intégrer séparément la loi de Fa-
raday, dans les équations de la MHD, sur les cellules triangulaires en termes de
la fonction potentiel du champ magnétique. Ceci constitue en partie le sujet de

nos futurs projets de recherche.
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