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SOMMAIRE

Dans cette thése, nous utilisons les méthodes théoriques de groupes de Lie pour
construire des solutions exactes analytiques des équations de certains modéles
mathématiques reliés & la mécanique des fluides. En particulier, nous considérons
le modéle nonrelativiste du gaz de Chaplygin et le modéle relativiste de Born-
Infeld pour un champ scalaire, ainsi que certaines extensions supersymétriques.
En analysant en détail les propriétés de symeétries de ces systémes, nous obtenons
plusieurs nouvelles classes de solutiouns invariantes et partiellement invariantes des
équations classiques de Chaplygin et de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions, ainsi
que de leurs généralisations supersymétriques en (1+ 1) et en (2+ 1) dimensions.

L’essentiel de ce travail consiste en trois contributions originales sous forme
d’articles publiés ou soumis & des journaux scientifiques.

Dans le premier article, nous présentons une méthode pour construire des
solutions invariantes explicites des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en
(1 4+ 1) dimensions. Cette procédure fait un usage systématique de la structure
des sous-groupes de dimension 1 du groupe d’invariance de ces équations afin de
déterminer des classes de solutions analytiques invariantes. Les solutions obtenues
sont de type algébriques, rationnelles et solitoniques (de type “bump”, “kink” et
onde multiple). Cet article a été publi¢ dans le Journal of Mathematical Physics
en juillet 2003.

Dans le second article. nous appliquons le concept de solutions partiellement
invariantes aux modeéles de Chaplvgin et de Born-Infeld en (1 4+ 1) dimensious.
A l'aide d'une méthode systématique basée sur la classification des sous-groupes
a deux dimensions du groupe d’invariance. nous construisons des solutions par-

tiellemnent invariantes avec défaut de structure 0 = 1. Nous obtenons des ondes



de propagation, des ondes centrées, des solitons de type “kink”, “bump”, et des
solutions exprimées a partir des fonctions elliptiques de Jacobi. Cet article a été
publié dans le Journal of Mathematical Physics en aott 2004.

Dans le troisiéme article, nous présentons une procédure qui nous permet de
construire des solutions invariantes des modeéles supersymétriques de Chaplygin
en (1+1) et (2+ 1) dimensions. En utilisant une généralisation de la transformeée
de Legendre, nous obtenons certaines classes de solutions des équations supersy-
métriques en (14 1) dimensions. Nous présentons également certains éléments de
base qui peuvent servir & étendre la méthode au cas supersymétrique planaire.
Les résultats ont été soumis pour publication dans le Journal of Physics A en

janvier 2005.

MOT-CLES

Symétries des équations aux dérivées partielles, groupes et algébres de Lie, so-
lutions invariantes et partiellement invariantes, supersymétrie, phénomeénes non-

linéaires en physique.



ABSTRACT

In this doctoral thesis, we make use of certain theoretical methods involving
Lie groups in order to construct exact analytic solutions of mathematical models
related to fluid mechanics. In particular, we consider the equations of motion
of the nonrelativistic Chaplygin gas and the relativistic Born-Infeld model for a
scalar field, as well as certain supersymmetric generalizations.Through a compre-
hensive analysis of the symmetry properties and subgroup classification structure
of these systems, a large number of new classes of invariant and partially inva-
riant solutions are obtained for the classical Chaplygin and Born-Infeld theories
in (1+1) dimensions, and for the supersymmetric extensions in (1+1) and (2+1)
dimensions.

The main body of this thesis is made up of three original contributions, which
consist of articles published or submitted to scientific journals.

In the first article, a procedure based on the symmetry reduction method is
used to obtain invariant solutions of the (1+ 1)-dimensional Chaplygin and Born-
Infeld equations. This procedure makes systematic use of the one-dimensional
subalgebras of the Lie symmetry algebra of these equations in order to construct
invariant analytic solutions. We obtain algebraic. rational and solitonic type so-
lutions. including bumps, kinks and multiple waves. This article was published in
the Journal of Mathematical Physics in July 2003.

In the second article. the concept of partially invariant solutions is applied
to the Chaplygin and Born-Infeld models in (1 + 1) dimensions. Using a general
systematic approach based on the classification of the two-dimensional subalge-

bras of the symmetry Lie algebra. partially invariant solutions with defect § = 1
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are constructed. We obtain travelling waves, centered waves, solitonic type solu-
tions including kinks and bumps, and solutions solved in terms of Jacobi elliptic
functions. This article was published in the Journal of Mathematical Physics in
August 2004.

In the third article, we present a procedure which allows us to determine
solutions of the supersymmetric Chaplygin gas models in (1 + 1) and (2 + 1)
dimensions. Through the use of a generalized Legendre transform. a number of
analytic solutions of the linear supersymmetric model were found. In addition,
certain basic elements of a possible extension of our method to the planar su-
persymmetric model are presented. The results were submitted to the Journal of

Physics A in January 2005.

KEYWORDS

Symmetries of partial differential equations, Lie groups and algebras, inva-
riant and partially invariant solutions, supersymmmetry, nonlinear phenomena

in physics.
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INTRODUCTION

Les groupes et les algébres de Lie jouent un role crucial dans la formulation de
théories en physique. Ils apparaissent notamment comme groupes de symétries de
systémes d’équations aux dérivées partielles qui servent a décrire des phénomeénes
physiques. L’utilisation de ces groupes continus, introduits par le mathématicien
Sophus Lie dans la résolution de systémes d'équations différentielles, a connu un
essor marqué et, au cours du dernier siécle, est devenue une partie importante de la
litérature courante. Ce sujet a été généralis¢ par plusieurs auteurs (e.g. [1, 2, 3]),
Plus récemment, il est devenu le sujet de plusieurs monographies (e.g. [4, 5, 6,
7, 8, 9, 10]). En particulier, les méthodes de groupes de Lie sont utilisées pour
déterminer les symétries continues d'un systéme d’équations différentielles, c’est-
a-dire les transformations sur les coordonnées qui préservent ’espace de solutions
du systéme. Ces transformations pernmiettent alors de simplifier la résolution du
probléme. En effet, dans le cas d’équations différentielles ordinaires, 'invariance
du systéme sous ’effet d’un sous-groupe de symétrie & un paramétre nous permet
de réduire 'ordre de ’équation par un. et de retrouver la solution de 1’équation
originale & partir de la solution de 'équation réduite [4]. Dans le cas d’équations
aux dérivées partielles, le groupe de symétries peut étre utilisé pour déterminer
explicitement certains types de solutions qui sont invariantes sous ’effet d’un sous-
groupe du groupe complet. Ces solutions “groupe-invariantes” sont déterminées a
partir d’équations réduites contenant moins de variables indépendantes que celles
du systéme original.

Ovsiannikov [9] a formulé une généralisation de l'invariance des solutions en
introduisant la notion des solutions partiellement invariantes. Considérons un

graphe ' de dimension p, correspondant a une solution d'un systéme avec p
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variables indépendantes. Si, sous P'action d’un groupe de transformations G, le
graphe T' génére une orbite de dimension p + ¢ (ot § est inférieur a la dimension
des orbites de G dans I'espace), la solution est dite partiellement invariante avec
défaut de structure ¢ [11]. Alors que l'ensemble des solutions groupe-invariantes
ne représente qu’un sous-ensemble relativement restreint de ’espace de solutions,
la notion de solution partiellement invariante peut étre utilisée pour élargir la
classe de solutions disponibles.

Une autre extension de la théorie classique des symétries est le concept des
symétries conditionnelles [6]. Ici, le systéme d'équations différentielles est modifié
en ajoutant une ou plusieurs contraintes différentielles compatibles du premier

ordre pour lesquelles des critéres de symétries sont satisfaits identiquement.

Les groupes de Lie et symétries ont aussi été utilisés extensivement pour
décrire et analyser les théories des champs quantiques pour les particules élémen-
taires. Récemment, R. Jackiw et al. [12] ont appliqué des méthodes semblables
aux théories de champs classiques pour la mécanique des fluides. Dans ses Notes
sur la dynamique des fluides, Jackiw présente un fluide nonrelativiste isentropique
dont les effets dissipatifs sont négligeables. Rappelons qu’en général, 'état d’un
fluide nonrelativiste peut étre décrit par sa densité p(r,t) et sa vitesse v(r,t) en
chaque point (r,t) de l’espace-temps. Le mouvement du fluide est gouverné par
Péquation de continuité

(1) + V- (plr V(1) = O (0.1)

représentant la conservation de la matiére, et 1'équation de force d’Euler

av(r, t) + (v(r.t) - V)v(r.t) = f(r,t). (0.2)
ot f représente la force [13]. Pour un fluide isentropique (entropie constante),
pour lequel les effets dissipatifs ne sont pas importants, la pression P est fonction
de p sculement et la force f est donnée par

f_l

= —2VP = —-VI"(p). (0.3)
P
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ou V(p) représente un potentiel et le symbole ' indique la dérivée par rapport a

I'argument. Dans le cas d’un fluide irrotationnel, c’est-a-dire lorsque la vorticité
Wi = ai’l)j - ajvi, (04)

est égale a zéro, la vitesse peut étre écrite sous la forme du gradient d’un potentiel

6 :

v = V§, (0.5)

et I'équation d’Euler (0.2) peut étre remplacée par une équation de type Bernoulli
00 1 9

— + = (V)" = =V'(p). 0.6

— + 5 (V0) (0) (0.6)

La dynamique du systéme peut étre, en particulier, présentée a l'aide d’une for-
mulation canonique Lagrangienne. Les équations du mouvement (0.1) et (0.2)

peuvent ainsi étre obtenues & partir du Lagrangien

L= /d% (Gpt — ;—pVG-V@ — V(p)>. (0.7)

Rappelons briévement le lien entre la formulation lagrangienne et les équations
de mouvement associées, ainsi que celui entre symétries et lois de conservations
énoncé dans le théoréme de Noether. Le lagrangien L peut étre exprimé de fagon
générale comme l'intégrale spatiale d’une fonction £(o', d,¢") d’un ou plusieurs
champs ¢*(r.t) (¢ = 1,2,..., N) et de leurs dérivées. Cette fonction £ est appelée

densité lagrangienne. L’action, quant a elle, peut étre écrite comme

S = /Ldt: /E(qﬁi,@“gbi)d3r dt (0.8)
et le principe de moindre action 65 = 0 génére les équations d’Euler-Lagrange :
oL oL
0 ——-——) -—=0 . 0.9
(a657) ~ 56 09

pour chaque champ ¢*. Si nous considérons des transformations continues sur les

champs o*(r.t) telles que, sous forme infinitésimale. elles s’écrivent :
o'(r,t) — oL(r.t) = ¢'(r,t) + Ao (x,t) | (0.10)

alors. une telle transformation est dite une symétrie du systénie si elle laisse
invariante les équations d’Euler-Lagrange. Ceci est assuré si la transforination

garde 'action S invariante ou. plus généralement. ajoute a 'action un terme de
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surface. On voit donc que l'action sera invariante si la densité lagrangienne varie

au plus d’une divergence totale du type :
L — L+e0,J" |, (0.11)

pour une quantité J*, pu = 0,1,..., N (en N dimensions spatiales. ot g = 1
représente le temps). La variation en £ causée par les variations (0.10) des champs

est donnée par

oL ; oL ;
oL ; oL oc
= 58 —— AP —_— _— e = AP .
(aeo) +e oo (aom)| 26 0
= €0, <%A¢’) (par Euler-Lagrange). (0.14)
N

Cela nous permet de déduire qu’a chaque symétrie de 'action correspond une
quantité conservée j* qui s’écrit

oL

= A~ TP .

satisfaisant donc 9,j* = 0. Cela signifie que la quantité Q = [ 7°dV T est conservée
dans le temps t. Le théoréme de Noether affirme que pour chaque symétrie de
laction (0.8). il existe une quantité conservée. Il est & noter cependant qu’il existe
des symétries du systéme d’équations qui ne laissent pas I’action invariante et qui
ne correspondent donc pas & des quantités conservées [4]. Les dilatations D,
et D, que nous obtenons dans l'algébre de Lie du gaz de Chaplygin |14, 15]
sont un exemple de telles symétries. Par contraste, la dilatation D identifiée par
Jackiw [12] est une symeétrie de 'action, et correspond a la quantité conservée
tH — [dr pf. Les trois dilatations sont reliées par I'équation D = 3(Dy — Ds).
Un exemple particulier d’un fluide nonrelativiste irrotationnel dont les symé-
tries et lois de conservations ont été étudiées par Jackiw et Bazeia [16] est le gaz

de Chaplvgin. qui correspond & une pression polytrope de la forme

P=-2, A0 (0.16)




S

oll A est une constante. Le potentiel est donc donné par V(p) = A/p, et nous

obtenons le Lagrangien

A
L= /d%~ <t9pt - %pVG-VG - ;). (0.17)

Un tel modéle avec pression négative fut introduit & ’origine comme approxima-
tion mathématique de certains modéles adiabatiques [12]. Il est maintenant re-
connu qu’'une pression négative peut correspondre 4 certaines théories physiques,
telles que la cosmologie. Les équations d’Euler-Lagrange du gaz de Chaplygin
sont données par

A

1
0, + 5(v9)2 =5 P + V- (pV8) = 0. (0.18)

Les symétries et lois de conservation ont été déterminées. Certaines sont évidentes
comme celles associées aux transformations du groupe de Galilée. Ces transforma-
tions, présentes dans le cas général de V(p), comprennent les translations dans le
temps (correspondant a la conservation de I’énergie E) et dans ’espace (impulsion
P), ainsi que les rotations dans ’espace (moment angulaire J) et les boosts Gali-
léens (charge du boost B). Le commutateur de P avec B nous donne la symétrie
supplémentaire consistant en la translation du potentiel 6, lié a la conservation
du nombre N de particules dans le fluide. Dans le cas qui nous occupe, certaines
symétries additionnelles furent déterminées. Ainsi on a une dilatation dans le

temps générée par la charge
D =tH — /d3r 0. (0.19)

On trouve aussi une obscure symétrie dont les transformations sur les variables
indépendantes sont fonctions des champs 6 et p. Cette transformation est générée
par

G = / d’r (tH — 8pV9), (0.20)

ot H = 1p(VO)? + \/p.

Hassaine et Horvathy [17] ont utilisé un schéma de type Kaluza-Klein. intro-
duit par Duval |18|, pour expliquer l'origine des symeétries identifiées par Bazeia
et Jackiw [16] dans le cas d'une dimension spatiale. Le champ # est représenté

par une coordonnée s sur un espace étendu. Donc. au lieu d'un espace en (@.1).
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nous avons un espace Minkowski de dimension (2 + 1) avec une dimension spa-
tiale z et deux dimensions temporelles ¢ et s. L’observation cruciale est le fait
que sur l'espace étendu (z,t,s), I"autiboost” G devient le boost B lorsque les
coordonnées ¢t et s sont interverties. En appliquant cette interversion a tout le
groupe de Galilée, nous obtenons les symeétries identifiées par Bazeia et Jackiw.
Dans le cas spécifique ou A = 0, le groupe conforme entier constitue le groupe
de symétries. Plus généralement. il fut démontré par O’Raifeartaigh et Sreedhar
[19] que pour un modéle polytropique général, le groupe de symétries contient
certaines transformations discrétes telles que la parité x — —x ainsi qu'une
inversion

t— s X —

Jackiw [12] a également considéré un modele relativiste de type Born-Infeld

X
t

(0.21)

pour un scalaire dont le Lagrangicn est donné par

L= /dr (Hp, — V2 + a2/ + (Vé’)i’). (0.22)

Ce Lagrangien est relié a celui de la théorie electrodynamique nonlinéaire de Born

et Infeld [20, 21|, dont la densité lagrangienne est donnée par

Lar = b [1 - \/1 - (EQ - éﬁ) /b2 — (E-B‘)Q/bfl} , (0.23)

ol b est un parametre et les quantités E et B représentent les champs électriques
et magnétiques respectivement. Dans le cas limite o b — oo, la théorie de Born-
Infeld se réduit a celle de Maxwell. Dans le cas limite contraire, ot b — 0, cette
théorie correspond & un fluide de pression zéro et représente donc un “gaz de

photons” {21]. Le Lagrangien (0.22) méne aux équations de Born-Infeld

pQCQ + a
V.|V, ——_ | = 24
Pt ( it (v0)2> 0 (0.24)
, [+ (V6)?
7 Ty ———5 = 0. .25
¢ + pc 2 T o (0.25)

Il est & noter que les modéles de Chaplygin et de Born-Infeld sont reliés. En effet.
a la limite ot ¢ — o00. le Lagrangien et les équations de Born-Infeld se réduisent

a celles de Chaplygin. ot \ est identifi¢ avec a?/2. Une solution Oyp(r.t) des
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équations de Chaplygin est donc reliée a une solution équivalente Og(r,t) des
équations de Born-Infeld.

Le lien entre les deux théories nonrelativiste (Chaplygin) et relativiste (Born-
Infeld) est expliqué en analysant leur ancétre commun [12], le probléme de Nambu-
Goto qui concerne I’évolution d’'une membrane & d dimensions évoluant dans un
espace-temps & d+1 dimensions spatiales. En effet, si X# = (X0, X1,..., X4 X+1)
décrit 'espace-temps dans lequel la membrane évolue et ¢ = (¢°, ¢!, ..., ¢%) pa-

ramétrise la membrane, alors P’action de Nambu-Goto est

Ing = /d¢°d¢>1...d¢d \/(—1)«1 det <aX“ aX“). (0.26)

O™ 9P

Deux paramétrisations différentes de cette action ménent aux modéles de fluides
déja décrits. La paramétrisation “cone de lumiére” meéne au gaz de Chaplygin et la
paramétrisation cartesienne méne a la théorie de Born-Infeld. Il a également été
établi que pour des cordes dans un espace-temps plat, I’action de Nambu-Goto
(0.26) se réduit a ’action de Polyakov [22].

Une étude des solutions de membranes relativistes a été entreprise par Bazeia
[23]. Les solutions d’'une membrane d-dimensionnelle évoluant dans un espace-
temps de dimension (d+ 1, 1) sont reliées a celles du modéle du gaz de Chaplygin

en (d,1) dimensions. Bazeia a plus particuliérement étudié les systémes de mem-

branes en (2,1), (3,1) et (4,1) dimensions.

Par ailleurs, suite & la découverte de la supersymétrie par Golfand et Likhtman
[24], on a vu apparaitre des équations différentielles faisant intervenir des variables
de Grassmann (commutantes et anticommutantes). Berezin [25], concerné par
des questions liées & la seconde quantification, essaya de donner une description
paralléle des champs bosoniques et fermioniques. On a donc assisté a la naissance
de théories supersymétriques permettant de traiter sur le méme pied les variables
de Grassmann paires (bosoniques) et impaires (fermioniques).

Un exemple de théorie supersymétrique est la superéquation de Korteweg-de

Vries (KdV) introduite par Mathieu |26, 27|. L'équation de KdV ordinaire

uy = 6ut, + Upgr, (0.27)
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fut introduite pour décrire le comportement de certaines ondes créées par I’eau.
Elle a également été considérée comme étant un modele d’approximation pour
plusieurs cas d’étude, tels que les ondes magnétohydrodynamiques dans un plasma
[28) ou les ondes longitudinales dispersives dans les cordes élastiques {29]. Une
propriété intéressante a noter est que l’équation (0.27) posséde une solution de

type solitonique

u(z,t) = 2c%sech? (c(z + 4t — ), (0.28)

ou ¢ et xp sont des constantes.

Pour construire une extension de ’équation de KdV invariante sous une trans-
formation supersymétrique, Mathieu [26] a introduit une variable anticommu-
tante de Grassmann 6 afin d’agrandir 1’espace des variables indépendantes (z,t)
a un superespace (z,t,0). Le systéme est construit de telle facon qu’il soit inva-

riant sous la transformation
T — T—10, 0 — B+m, (0.29)

ol le paramétre 7 est un paramétre anticommutant (ou “impaire”) de Grassmann.

Cette transformation est générée par le champ de vecteurs :
Q = 0y — 00,. (0.30)

qui représente donc le générateur de supersymétrie. Dans un formalisme de su-
perespace, le champ u = wu(z,t) est remplacé par le superchamp ®(z,t,60) qui
peut étre pair ou impair. Pour une extension nontriviale de ’équation de KdV,

le superchamp doit étre fermionique (impair) et peut donc étre écrit comme
O(z,t,6) = &(z.t) + Ou(z.t), (0.31)

ot £(x.t) est un champ anticommutant. Nous introduisons également la “dérivée
covariante” D = 60, + 0y, nommeée ainsi parce qu’elle commute avec la supersy-

métrie Q. L’extension supersymeétrique de 1'équation de KdV s’écrit

d, = D°® + aD*(®DP) + (6 — 2a)DPD*®, (0.32)
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ou a est une constante arbitraire. En termes de ses composantes £ et u, cette

famille de superéquations est équivalente au systéme
Ut = Ugpgy T Guuz - a&fzza gt = gz:r:r + (6 == a)&a'u + aguz- (033)

Ceci constitue une extension de l’équation de KdV avec une supersymétrie de
type N = 1 car il intervient une seule variable de Grassmann.

De fagon similaire, Mathieu et Labelle [27] ont décrit une équation super-
symétrique de KdV de type N = 2. Dans ce cas, 'espace (z,t) est augmenté
par deux variables de Grassmann anticommutantes, 8, ct 6, et le systéme est

invariant sous les deux transformations de supersymétrie
T — T —nb;, 0; — 6;+mn, 1=1,2, (0.34)
générées par les deux champs de vecteurs
Q1 = 010, — Oy, Q2 = 020, — Op,. (0.35)
En remplagant u(z,t) par le superchamp
O(z,t,01,0;) = v(z,t) + 0:&1(z,t) + 0282(x,t) + B0 u(z,t), (0.36)
nous obtenons la famille de superéquations
O, = —@ppy + 3(PD1D:9), + %(a — 1)(D1D,®?), + 3a®’®,. (0.37)

o1 D et D, sont relies & @1 et Qo de la méme fagon que D est relié a @ dans
le cas N = 1. Plusieurs solutions des superéquations (0.32) et (0.37) ont été
décrites, par exemple, par Ayari, Hussin et Winternitz [30]. Mathieu et Labelle
[26, 27] ont également étudié I'intégrabilité de ces systémes du point de vue de
la représentation de Lax.

Une généralisation supersymeétrique a également été trouvée pour l'équation

nonlinéaire de Schrodinger. Cette équation prend la forme

i = —qpr + 2k(¢"q)q, (0.38)

ol q{x. t) est une variable complexe bosonique (paire). Roelofs et Kersten [31] ont
proposé une construction menant a deux extensions supersymétriques de (0.38),

dont une contient une constante arbitraire. Une variable complexe fermionique
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¢(z,t) est ajoutée pour mener a un systéme de deux équations reliant les variables
g et ¢. L'intégrabilité de ce modéle supersymétrique fut étudiée par Brunelli et Das
[32]. Il fut déterminé que seul le premier cas (qui ne dépend pas d’une constante
arbitraire) était intégrable et possédait la propriété de Painlevé (c’est-a-dire, ne
contient aucune singularité mobile autre que des poles [33]).

D’autres exemples d’équations différentielles a valeurs de Grassmann ont été
analysés par Fatyga, Kostelecky et Truax [34]. En particulier, ils ont montré
comment certains systémes d’'équations nonlinéaires représentant des fluides com-
pressibles peuvent étre combinés en une seule équation différentielle a valeurs de
Grassmann. Considérons, par exemple, une variable Z, fonction des deux variables

indépendantes z et t, satisfaisant I’équation
Zy + 272, = 0. (0.39)

Si nous supposons que Z n’est pas une simple variable réelle (ou complexe) mais

plutot une variable de Grassmann du type
Z =u + pb, (0.40)

ou @ est une variable anticommutante, alors I’équation (0.39) est équivalente au

systéme
Uy + uug = 0, Pt + upy + ugp = 0. (0.41)

Si nous identifions u avec la vitesse et p avec la densité, alors (0.41) décrit le
mouvement d'un fluide unidimensionnel compressible & pression constante. Ce
dernier a été résolu analytiquement par Riemann [35]. Plus généralement, Fatyga

et al.[34] ont étudié les équations de type
Z, + (W-V)Z = P, (0.42)

ou Z et P sont des fonctions a valeurs de Grassmann et W est une fonction
vectorielle.

Jackiw et Polychronakos [36] ont également considéré une généralisation du
gaz de Chaplvgin. formée en ajoutant des variables de Grassmann v anticom-

mutantes sous la forme de spineurs de Majorana (réel a deux composantes). Le



11

modéle est en deux dimensions spatiales (z,y), une dimension temporelle ¢ et

contient les champs 8, p et ¥. La vitesse est modifiée et donnée par
1
v =Vl - 51,0‘71/), (0.43)

rendant le fluide rotationnel (avec vorticité non-nulle). La densité lagrangienne

est alors construite comme

1 1 1 2 x V2

L’addition du terme d’interaction v2Apa - V1)/2 rend le fluide supersymétrique.
Ce modéle planaire peut étre obtenu en partant d’une théorie de supermembrane
en (3 + 1) dimensions analogue a celle de Nambu-Goto (0.26). Nous utilisons de
nouveau la paramétrisation “céne de lumiére”.

A la suite du modéle supersymétrique du gaz planaire, Bergner et Jackiw
[37] ont étudié un modéle supersymétrique linéaire pour un fluide en (1 + 1)
dimensions & partir d une supercorde de Nambu-Goto évoluant dans un espace
de (2+1) dimensions. Ce modéle linéaire est completement intégrable et peut
étre formulé avec des coordonnées de Riemann. Il semblerait que les modeéles
supersymeétriques planaire et linéaire soient les seuls exemples possibles de fluides
supersymétriques dérivables d’une supermembrane de Nambu-Goto [12] par la
parameétrisation “cone de lumiére”.

L’objectif principal de cette thése est d’utiliser les méthodes classiques et
généralisées de réduction par symeétries afin de construire des solutions des équa-
tions de Chaplygin et de Born-Infeld. En analysant en détail leurs propriétés de
symétries, ainsi que la classification de leurs sous-groupes, nous obtenons plu-
sieurs nouvelles classes de solutions invariantes et partiellement invariantes des
équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (1+ 1) dimensions. Nous présentons
également une méthode originale, basée sur une généralisation de la transformée
de Legendre. pour formuler des nouvelles solutions des modeles supersymétriques
linéaire et planaire de Chaplygin. Notre étude se situe dans le cadre des mé-
thodes et algorithmes de symeétries, impliquant leur application spécifique aux
modeles reliés a Paction de Nambu-Goto étudiés par Jackiw et al. |12, 36, 37|.

et a leurs extensions supersvmétriques. Nous cherchions a répondre aux questions
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suivantes. Quelles sont les symétries de Lie des équations classiques et supersy-
métriques de Chaplygin et de Born-Infeld 7 Quelles sont les solutions invariantes
et partiellement invariantes correspondantes? Quel est le lien entre les proprié-
tés des modéles de Chaplygin, Born-Infeld et Nambu-Goto et entre les solutions
classiques et supersymétriques de ces modéles ?

Les domaines principaux couverts par cette thése sont les équations de la
mécanique des fluides, les groupes et algébres de lie, la classification des sous-
algébres, les solutions invariantes et partiellement invariantes, ainsi que les mo-
déles supersymétriques impliquant des variables de Grassmann.

Le chapitre 1 consiste en un article original qui fut le premier a étre pu-
blié dans le cadre de cette recherche [14]. Nous y présentons une méthode pour
construire des solutions invariantes explicites des équations de Chaplygin et de
Born-Infeld en (1 + 1) dimensions. Cette procédure est basée sur la méthode de
réduction par symétries pour les équations aux dérivées partielles et fait un usage
systématique de la structure des sous-groupes du groupe d’invariance. En utili-
sant les sous-groupes de dimension 1, nous générons les variables de symétries qui
nous permettent de réduire les équations originales & des systémes d’équations
différentielles ordinaires. Les solutions de ces derniéres ménent directement & des
classes de solutions analytiques invariantes par rapport aux sous-groupes consi-
dérés. Elles sont de type algébriques, rationnelles et solitoniques (de type “bump”,
“kink” et onde multiple). Nous discutons aussi certaines nouvelles solutions sépa-
rables qui représentent un cas spécial de solutions conditionnellement invariantes.
Cela nous permet d’appliquer le concept de symétries classiques aux équations de
Chaplygin et de Born-Infeld afin de construire des solutions invariantes.

Le chapitre 2 constitue également une contribution originale publiée [15]. Dans
cet article, nous discutons le concept de solutions partiellement invariantes pour
les modéles dérivés de 'action Nambu-Goto. En particulier, nous considérons le
fluide nonrelativiste appelé gaz de Chaplygin, et le modéle relativiste de Born-

Infeld pour un champ scalaire. A l'aide d’une méthode systématique baséec sur la
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classification des sous-groupes du groupe d'invariance, nous construisons des solu-
tions partiellement invariantes avec défaut de structure 6 = 1. Nous avons du com-
mencer par faire une classification compléte des sous-algébres de 1'algébre de Lie
de symétries ayant des orbites génériques de dimension 2. Ces sous-algébres nous
permettent d’introduire les variables de syinétries correspondantes, puis de réduire
les équations originales initiales & différentes classes nonéquivalentes d’équations
aux dérivées partielles et, dans certains cas, a des équations différentielles ordi-
naires. La résolution de ces systémes réduits nous a donné plusieurs nouvelles
solutions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld, comme des ondes de pro-
pagation, des ondes centrées, des solitons. des “kink”, des “bump”, et des solutions
exprimés & partir des fonctions elliptiques de Jacobi. Cela a permis une exten-
sion des résultats obtenus dans le chapitre 1 au cas plus général de l'invariance
partielle.

Finalement, dans le chapitre 3, nous présentons une procédure qui nous per-
met de construire des solutions invariantes du gaz supersymétrique de Chaplygin
en (1+1) dimensions [38]. Nous utilisons une généralisation de la transformée de
Legendre afin de transformer le systéme d’équations originales en un nouvel en-
semble d’équations différentielles ayant comnme variables indépendantes la vitesse
du fluide et la vitesse du son dans le fluide. Les propriétés symétriques des équa-
tions et leurs algébres de Lie sont décrites pour les deux systémes de coordonnées,
et nous faisons appel 4 une classification syvstématique des sous-groupes pour ob-
tenir certaines classes de solutions invariantes des équations transformées. Ces
derniéres sont équivalentes a des solutions des équations originales. Lorsque cela
est possible, nous utilisons la transformée de Legendre pour obtenir des solutions
du modéle linéaire supersymétrique. Nous présentons également certains éléments
de base qui peuvent servir a étendre la méthode au cas planaire supersymétrique.
En particulier, I'analogue en (2 + 1) dimensions de 1'équation dans le systeme de
coordonnées transformeées a été déterminé. ainsi que certaines symétries. Pour un
certain cas spécifique, il a été démontré qu’il est possible d’invertir et d’étendre

une solution invariante de l'équation transformée afin d’obtenir une solution du
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gaz planaire supersymétrique de Chaplygin. Les résultats ont été récemment sou-
mis pour publication.

Dans l'appendice A, nous décrivons les symétries des systémes d’équations
différentielles, ainsi que les méthodes de groupes et algébres de Lie permettant
de les déterminer. Nous présentons la structure de base utilisée pour la classifica-
tion des sous-algébres d’une algébre de Lie. Nous définissons ensuite les solutions
invariantes et partiellement invariantes, et présentons un algorithme permettant
ce les trouver.

Dans I'appendice B, nous introduisons les concepts d’espace vectoriel gradué,
d’algébre de Grassmann contenant des variables paires et impaires et de superes-
pace formé de coordonnées & valeurs de Grassmann. Nous discutons ensuite des
fonctions a valeurs de Grassmann (superchamps) définies sur un superespace, et
les notions de superalgébres et supergroupes de Lie sont ensuite données. Nous
rappelons également la méthode de calcul des symétries pour un systéme d’équa-
tions différentielles & variables de Grassmann.

Dans ’appendice C, nous présentons en détail la classification des sous-algébres
splitting et non-splitting de ’algébre de symétrie du gaz de Chaplygin qui n’a pas

pu étre inclu dans l'article [15] & cause de I’espace limité.
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Chapitre 1

GROUP-INVARIANT SOLUTIONS OF
RELATIVISTIC AND NON-RELATIVISTIC
MODELS IN FIELD THEORY

Auteurs : A. M. Grundland, A. J. Hariton and V. Hussin.
Reéférence : J. Math. Phys. 44, 2874-2890 (2003).

Résumé
Dans cet article, nous étudions et construisons certaines classes explicites de so-
lutions des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en 1 + 1 dimensions. Ces
solutions sont obtenues par la méthode de réduction par symétries pour les équa-
tions aux dérivées partielles. Nous utilisons systématiquement la structure des
sous-groupes de dimension 1 du groupe d’invariance afin de générer des variables
de symétrie, qui nous permettent de réduire les équations originales & des sys-
témes d’équations différentielles ordinaires. Les solutions de ces derniéres ménent
directement & des classes de solutions analytiques des équations de Chaplygin
et Born-Infeld qui sont invariantes par rapport aux sous-groupes considérés. Les
solutions obtenues sont de type algébriques, rationnelles et solitoniques (de type
“bump”, “kink” et onde multiple). Nous discutons aussi certaines solutions sépa-
rables admises par les équations de Chaplygin et Born-Infeld. Une interprétation

physique des résultats est discutée dans le cadre de la dynamique des fluides.
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Abstract
In this paper we present a method of constructing explicit classes of solutions
of the Chaplygin and Born-Infeld systems of equations in 1 + 1 dimensions. The
approach adopted here is based on the symmetry reduction method for partial
differential equations (PDE). A systematic use of the subgroup structure of the
invariance group is made to generate symmetry variables. We concentrate only
on the case when the symmetry variables are invariants of the subgroups ha-
ving dimension one. The set of symmetry variables enables us to reduce, after
some transformation, the original equations to many possible ordinary differen-
tial equations (ODE). We describe in detail how a composition of Lie subalgebras
and singularity analysis applied to these systems provides us with classes of ana-
lytic solutions. Several new types of algebraic, rational and solitonlike solutions
(among them kinks, bumps and multiple wave solutions) have been obtained in
explicit form. We discuss also the existence of several classes of separable solutions
admitted by the Chaplygin and Born-Infeld equations. Some physical interpreta-

tion of these results in the areas of fluid dynamics and field theory are given.
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1.1. INTRODUCTION

The motion of a d-brane in (d + 1) spatial dimensions moving in (d + 1,1)-
dimensional space-time is described by the Nambu-Goto action as described by
R. Jackiw [1]. If X* = (X° X1, ..., X9 X91) describes the target space-time (in
which the d-brane moves), and ¢* = (¢°, ¢!,. .., ¢9) are world-volume variables
which parametrize the d-dimensional extended object evolving in ¢°, then the

Nambu-Goto action reads

OXF DX,
Ing = /d¢°d¢>1...d¢d \/(—1)d det <a¢a &pﬁ)' (1.1)

This action is parametrization-invariant, and in particular two different choices of

the parametrization lead respectively to a non-relativistic fluid dynamical model
(the Chaplygin gas) and a relativistic fluid (the Born-Infeld model). In both cases,
we choose (X1, X?,..., X% to coincide with (¢!, #%. .. .. #%) and rename them as
the spatial vector r in d dimensions. The remaining variables X°, X+ and ¢°

are treated separately.

1.1.1. The Chaplygin Gas

We now discuss the two distinct parametrizations, beginning with the non-
relativistic fluid. We define

X+ = %(xuxd“) =t X = %(X"—-\'d”} =0(rt)  (1.2)

and then identify ¢ with vV2A ¢°, where A > 0 is a constant. This is called the

light-cone parametrization. The Nambu-Goto action (1.1) then reduces to the

I = —Qﬁ/dtdr\/ﬁz + %(ve)z (1.3)

This action leads to the Euler-Lagrange equations of the form

Chaplygin action [1]

1
0 + V- Vo =0, (1.4)

I\ /6 + L(vo) 0, + L(V6)?

which is known as the Chaplygin equation |2|. It should be noted that this equa-

tion is equivalent to the following system of differential equations for the density
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p(r.t) and velocity potential §(r,t) of a fluid in the interactive case (X # 0)

+ (Vp) - (V) + p(V?0) = 0, (1.5)

1, o A

These equations (1.5) and (1.6) correspond respectively to the equation of conti-

(1.6)

nuity and Euler’s force equation for an ideal non-relativistic fluid of zero vorticity,

in which the pressure P is related to the density p by the equation [1]

P = _—2/\ (1.7)
p

The velocity v of the fluid is simply the gradient of the potential v = V6. It is
possible to eliminate the variable p by using equation (1.6) to express it in terms

of #. In this way the system (1.5) and (1.6) reduces to equation (1.4).
In the free case (A = 0) the variable p becomes completely independent, and
the equations (1.5) and (1.6) are decoupled. Equation (1.6) can be solved for 6,
and then equation (1.5) solved for p. A detailed discussion of the symmetry group

in one spatial dimension can be found in the work by A. Hariton [3]. This case is

not derived from the Nambu-Goto d-brane.

1.1.2. The Born-Infeld Model

For the relativistic model, the variable X° is renamed ct, where c is the speed
of light, and is also identified with ¢#°. The remaining target space variable X!
is renamed 6(r,t)/c, a function of r and ¢. This is called the Cartesian parame-
trization. The Nambu-Goto action (1.1) then reduces to the Born-Infeld action

1]

I, = —a / dt dr (8‘16) (1.8)
The corresponding Euler-Lagrange equation is found to be
” 1
%) a0 =0, (1.9)
& = (9,0)°

which in turn corresponds to the Born-Infeld equations

p'ZCQ +02 -
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(1.11)

It should be noted that at the limit where ¢ — oo the relativistic Born-Infeld
model reduces to the non-relativistic Chaplygin model discussed previously, where
A is identified with 922- [1]. A solution @yg(r,t) of the Chaplygin equation (1.4) is
thus related to its relativistic counterpart fg(r,t) for the Born-Infeld equations

(1.9). This will be discussed in further detail in Subection 1.3.3.

1.1.3. Objective and Organization

The objective of this paper is to use the method of symmetry reduction (MSR)
to determine group-invariant solutions of the Chaplygin and Born-Infeld equa-
tions. For simplicity, we shall restrict ourselves to the interactive one-dimensional
case (that is in one spatial dimension z and time ¢). In future work, it will be our
objective to extend this analysis to 2-dimensional and supersyminetric generali-
sations |1, 4, 5| of this theory.

In Section 1.2 we begin by describing the structure of the 6-dimensional Lie
algebra which generates the symmetries of the system of equations (1.5) and (1.6)
of the Chaplygin gas. We also classify the associated one-parameter subalgebras
in terms of conjugacy classes. Indeed, since the partial differential equations in-
volved have only two independent variables, a one-dimensional subalgebra (which
gencrates a one-dimensional orbit) will be sufficient to reduce the system to or-
dinary differential equations of the second order. In Section 1.3 we proceed to
use MSR to determine solutions which are invariant under the various subalge-
bras. and compare the resulting solutions to those determined by Jackiw with the
Legendre method of Riemann co-ordinates [1]. We use the link between the Cha-
plvgin and Born-Infeld models to generate solutions of the Born-Infeld model. In
Section 1.4 we discuss the separation of variables admitted by the Chaplygin and
Born-Infeld equations. which enables us to construct the families of solitonlike
solutions. Finally. Section 1.5 summarizes the results and contains a future out-
look concerning the possible extension of the classical Lie approach to partially

invariant solutions (of defect 6 = 1) for the Chaplygin and Born-Iufeld equations.
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1.2. THE SYMMETRY GROUP AND CLASSIFICATION OF SUBALGE-

BRAS

Let us now investigate the group of symmetries of the interactive Chaplygin
gas in one spatial dimension. This fluid is now governed by the system of equations
1 A

0, + _(93‘)2 =

5 a0 P + p2bz + pbz = 0, (1.12)

obtained from equations (1.5) and (1.6) by taking r = z. Following the standard
method for determining the symmetry algebra of a system of differential equations
[6], we find that the symmetry algebra G of the system (1.12) is spanned by the

six independent vector fields

Plza:l‘v P()zata B:taz‘*‘fan, Z:aea
(1.13)
Dy = 20, + 2t0, + p0, , Dy = 20, + 200y — p0,.

The commutation relations of the Lie algebra G are given in Table 1.

TAB. I. Commutation table for the Lie algebra G

X\Y || D; | D Z | P, | Po

D1 0 0 B O —Pl _2P0

D- 0 0 |-B|-2Z2|-h 0
-B| B | 0 —-Z | —P

0

0
P, | A |PA| Z 0 0 0
Py [2F]| 0 | A 0

The vector fields P, and Fy generate translations in space and time respecti-
vely, while Z generates a translation in the dependent variable §(r, t). The element
B corresponds to a Galilean boost so that {Fy. P;. B} generate the Galilean al-
gebra in one spatial dimension. The fields Dy and D correspond to two different

tvpes of dilatation. The group G of symmetries is obtained by integrating the
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vector fields in G and it acts on the independent and dependent variables as

IS 1]

= e"* e ((z — zp) + bt — to)) ,

[ ]

= e2d‘ (t — f()) .
) . (1.14)
g = 82d2 (9 + b(l — IEo) + sbz(t — t()) + Z) y

p = ed‘_dﬁp.

where ¢ = (d;,ds, b, Zo, to, =) is an arbitrary element of G, all the parameters
being real numbers.

The algebra G can be decomposed into the following semi-direct sum :
g:{DngB} D {PI,P(),Z}IL:EN, (115)

where £ = {D;, D2, B}, and N = {P), P, Z} is an Abelian ideal, so that we
can directly apply the method of subalgebra classification [7] to give the non-
equivalent one-dimensional splitting and non-splitting subalgebras of G. The split-

ting subalgebras are given by

Ll = {Dl}, LQ = {DQ} E;j = {B}, [,4@ = {D1 -+ CLDz, a ?é 0},

£5‘7 ={D1 + Dg +EB, £ = :*:1} y

as subalgebras of £, and by

le{P()}, Nf_):{P]}, N3={Z}, N4,5={Z+EP0, €=:f:1},
(1.16)

as subalgebras of . The non-splitting subalgebras in G are given by

K:l.;--—_{D1+'.’Z. _%"—:tl}. ,CQ.SZ{Dl—D2+5P1, Szil},
(1.17)
Ks-= {DQ +

P(). =j:l} . }C,|.;—={B+€P0, E=:t1}

oy
oy

All of these subalgebras. except A which does not contain any derivative with
respect to the independent variables x and ¢. will give rise to a reduction process

and to invariant solutions.
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1.3. SYMMETRY REDUCTION AND GROUP-INVARIANT SOLUTIONS

In this section, we use the method of characteristics to determine the inva-
riants and reduced differential equations corresponding to each subalgebra listed
in Section 1.2. In particular for ODE’s of second order it is possible to determine
whether they are of Painlevé type (i.e. whether all their critical points are inde-
pendent of the initial data). When it is possible, we determine explicit solutions
of the Chaplygin and Born-Infeld equations. and compare the former to the ones

determined by Jackiw [1].
1.3.1. Reduction of the System

Passing systematically through all subgroups of G with orbits of codimension
one, we obtain all symmetry variables. Substituting each of these into the equa-
tions (1.12) we reduce them to a system of ODE’s. The result of this analysis
can be summarized as follows, where £ is the symmetry variable, F'(¢) and G(§)
are invariant functions related to # and p respectively, and have to be determi-
ned using the reduced differential equations. The different classes of symmetry
reductions are summarized in Tables I and III. They lead us to fourteen different

types of solutions.

1.3.2. Group-invariant Solutions of the Chaplygin Model

Let us now discuss certain classes of solutions to the Chaplygin equations
obtained from the solutions to the reduced equations determined in Subsection
1.3.1. We perform a singularity analysis to determine which of these reduced
ODE’s can be transformed to the standard Painlevé form.

For the case £, we get

1 VaoT> 4+t 2\ [t? — aga?
L t) = 1 ' rt) =4 — | ———— )
0(x,t) T/a n (\/a_gxz — f) + ¢o, ple.t) ( . ) , (1.18)

where ay and ¢y are real constants. and ay # 0. The velocity is given by

v(r.t) = —— (1.19)
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TAB. II. Invariants of the subalgebras of the Lie algebra G

Subalgebra Symmetry variable [ Function 6 Function p
Ly = {Dy} =¥ = F(§) p = VIG(£)
L2 = {D3} =t 0 =12F(g) p=3G(£)
L3 = {B} =t B = F(S) + apa? p=G(£)
L4,—1 ={D1~ D2} ==z 0= 1F() p =1tG(£)
Lqn = {Dy + D2} €=/t 0= F(€) p=G(£)
Ly.o ={D1 +aD2, a# +1,0} £= 11/2,=(3%) 0 =teF(£) p= 1(1_5*')(;(5)
Lse={D1+ D2+¢eB, e =%1} £=2%2 _cint 0= JLF(E)+ S€tInt + 2t(Int)? p= G(€)
N1 = {Po} =z 0= F(&) =G(&)
No = {P1} §=t 0 =F(¢£) p=G(€)
Nae={Z +ePy, e = =+1} E=zx 0 =F(&) +et p=G(£)
Kie={D1+€Z, e==+1} =% 0=F()+clnz p = 2G(€)
Koo ={Dy —~ Da+ePy, € = +1) E=z—Lclnt 0=1F(¢) p = tG(€)
Ks: = {D2 4¢Py, € = £1} £ =ze et 0 = 22 F(£) p=1G(9)
Ka:={B+ePy, e ==%1} £=ex— it? = F(&) + &t + £8 p = G(£)

TAB. ITI. Reduced equations of the subalgebras of the Lie algebra G

Subalgebra Equation in G I Equation in F I
L1 G = VA(3F + 18 (F)?) 7 §Fee = EFe + 484 (Fe)?
Jo G = VX(F¢ + 2F2)" /2 Fee + AFF = 0
L3 G = \/X(F‘E)_l/2 EFEE had ?‘FE ==
Ly G=vVX(AF)? - F)? FFge — (F)? + F =0
Gay G = VA(F + LeFe + LeS(F)?) V2 | —3¢F + 36FF — 16Fee + L65FFee = 0
Laa G = VX(aF + LeF fa(1-a)F + (§ - Ja) €F¢ + 50T g20%4(Fy)?
_1/2 2]
1 2a 2 afa-+2) 24 1e2
+ 2(n+1)2£ *(Fe) ) T ezt *FFg - 56 Fee
T PRy = 0
L, G = VA(LF - leF + L(Fe)? 2Fy + 2%Fec — €6 4 2Fge — 1 — 8FFee = 0
3 2efe + 5(F¢ ¢ % 13 133
— 36Fe + ¢ ) "
N G = VA (A(F)?)™V? 0=0
N G = VX(F)™? Fee =0
N G = VAl + L(F)»)™? Fee = 0
K1 G = \/X( Fe + L163(F)? Fe — EFge + 483 Fee + 483(Fe)? = 0
—1/2
—e§Fe + 5)
K. G = VX(-F - jeFe + §(F)*) ' F+ JeF + FFe + {Fe = (Fp) =
Ky G = \/X(—serg +2F% 4 26FFe | Fe + SFec — 8:FF; + 262(F)? — 4e6FFee = 0
'y , 1/2
+162(Fe)?)
Ki G = Vafe+ )" §Fec — 3F =0
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This solution is defined for \/agz?® > |t|. It is noticeable that at ¢ = 0 this solution
reduces to 6§ = cg, p = v/2X apz. Thus, we have a zero velocity and linear density
of the fluid.

In an analysis performed on the Chaplygin gas in one spatial dimension, Ja-
ckiw [1] considered the following method in order to determine solutions of the
Chaplygin gas equations. A Legendre transform is used to exchange the inde-
pendent variables (z,t) with the dependent ones (6, p). In fact, the new inde-

pendent variables used are

=V, p=2 =4, (1.20)

where p is exactly the velocity v(z,t). The following function of s and p is then
defined :
U(p,s) = O(z,t) — t6, — z0,. (1.21)

From the equations (1.12) it is easily shown that

1 2 2
U(p,s) = O(z,t) + at(p“ —~8%) — ap (1.22)
and so
ov oV
— = tp — — = —T18. .
o p—x, s ts (1.23)

The equations (1.12) can then be re-written as the linear equation
?v 5% + 207
Op? 0s? s Os

The general solution of (1.24) is given in terms of two arbitrary functions f =

= 0. (1.24)

f(p+s) and g = g(p — s) (where p £ s are called Riemann co-ordinates) :

U(p,s) = flp+s) —sf(p+s) + glp—s) + sg'(p—s5). (1.25)

It is easy to show that the solution (1.18) corresponds to Jackiw's solution where

1 s+p sp
T(ps) = § = ( ) R~ Gt (1.26)

andl

1 1 1
Inz + —co g(—z) = Inz + + S

f(=) = e 4\/5

where. for each of the functions f and g. the variable = represeuts the correspon-

ding argument as described in equation (1.25).
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For £, we have

0 1+ e4ao(t—-to) _
Q(I,t) = —agr (m—) y p(ﬁL‘,t) = _2—0,_85’ (127)
1 +e4ao(t—to)
’U(I,t) - —20,0117 (m , (128)

where ap and t; are real constants, and ag # 0. This solution has a singularity
at line ¢ = ¢, which seems to indicate that it does not correspond to a physical
theory at time to. As t — +oo, 6 approaches the function f,(z) = ar?, and as
t — —oo it approaches f_(z) = —az®. The density p has a pole at z = 0 and is
constant in time. This solution corresponds to the function (1.25) given explicitly

by

sp 1 5, 5 p+s 1 2 o
) —_— 4 — 1 ~t —
(p.s) o, Sao(p s)In(C—) + 5to(p” = 57,
where
to 9 1 P to 2 1 2
z) = —z° z“Inz )= —2 — —=z"Inz. 1.29
For L3, we have
$2 )\t3 ag
O(z,t) = — + — , ) = —, 1.30
@) = 5 + 3z oo, olnt) =2 (1.30)
so that the velocity is now
o(z,t) = ft”- (1.31)

where ao and ¢ are real constants, and ag # 0. There is a pole singularity at
t=0. Ast — oo, the velocity potential § becomes unbounded and the density
p approaches zero. The velocity (1.31) is linear in z, but also approaches zero as
t — oo. This solution corresponds to the case

3

aps
- — 1.32
\I/(p,S) Co 3 2/\) ( 3 )

where f and g in (1.25) are given by

f2) = 5 (ot =00 ), 0(2) = 5 (e —ae?
.~—260 6\/5@%, 9~—200 6\/2—\10~'

It is interesting to note that the solution (1.32) of the equation (1.24) is invariant

under translation by the variable p. This means that invariance under Galilean

hoost of the original set (1.12) implies a p-invariant solution for (1.24).
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For L4 _;, we have

2 1
9($,t) = Esil’lh2 <6\/E(IE + Co)) R

<

= . (1.33)

2 sinh? (%\/Z(x + co))

plz,t) =

b

where k and ¢; are real constants. It is possible to rewrite this solution in a more

familiar form. If we take ¢y = <%= and define ag = %\/7;, we obtain the solution

vk
(l‘,t) = —{)aszOSh (a()CE) y p(.’L’,t) = H)\mm—), (134)
=0
1
v(z.t) = —ﬂcosh(aox) sinh(aoz), (1.35)
0

which is exactly the soliton solution given by Jackiw [1]. This solution is not
singular in z. The density p is zero at time t = 0 and becomes unbounded as

t — o00. This solution corresponds to the case

U(p,s) = 9—])——111 (s—}-p) — i, (1.36)

Here p and v are constant. In this case, the variables p and s defined in equa-
tion (1.20) are both constant. and so the change of variable (z,t) — (s,p) is
non-invertible. This singular solution therefore cannot be found from the gene-
ral solution proposed by Jackiw in the sense that we cannot find corresponding
functions ¥(p.s), f(z) and g(z).

For the case £, with a # £1,0. we have to solve the equation for F' listed in
Table III. The analysis of this equation gives rise to a family of ODE’s which do
not enter the classification of Painlevé-Gambier |8, 9] since they do not possess

the Painlevé property [10].
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For L5, the method of symmetry reduction on ODE’s can be used to reduce
the order of equation for F' listed in Table III. Using the infinitesimal symmetry

generator 20, + =0, we make the following change of variable [6]

y = 4F — z°, w = 3, (1.38)
which allows us to rewrite the equation as
2(y — Dwyy + 16(1 — y)(w,)* + 4e(w,)* = 0. (1.39)
Setting z(y) = wy, we obtain the first-order ODE
2(y — 1)z, + 16(1 — y)2° + 4ez® = 0, (1.40)

which is Abel’s Equation of the first kind, and therefore does not possess explicit
analytical solutions [11]. In the litcrature |12] one can find existence theorems
for solutions of (1.40) with property z,(0) = 0 and lim,_ .. 2(u) = 0. For some
solutions their Taylor expansions were found and others are given in tables [12].

For Ny, 6 = 8(z) is an arbitrary function of z and we have

p = 9?’\, (1.41)
v(z.t) = 0, # 0. (1.42)

Thus, any static velocity potential will satisfy the system of equations (1.12)

provided that the density is also static and is related to € through equation (1.41).

Such a solution cannot be obtained from the general solution (1.25) since the

change of variables (z,t) — (s.p) is again singular. Indeed, we have s = p = 4,.
For N3, we have

; A
O(z,t) = a—:;z‘ F e, plz.t) = ap. (1.43)
0

Here we obtain uniform (in x) solutions where the potential § evolves in time in
a linear manner. Thus. the velocity is zero and the density constant in both time
and space.

For Ny .. we have

O(x.t) = apr + =t + a . pla.t) = , (1.44)
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and

v(z,t) = ao, (1.45)

where ao and a; are constants. Again, we have a trivial constant solution.

For K, ¢, we get

V2 2 _
O(z,t) = %6 In (2% — 2¢t) + ¢, plz,t) = 2z 2Et), (1.46)

Vet — z?

ET

v fIf,t = V. 1.47

(@.0) x? — 2et (1.47)

The two cases € = 1 and € = —1 are qualitatively different. When € = 1 we
require 2t < z? < 4t for the solution to be defined. When ¢ = —1 the condition

becomes —2t < z?2

< —4t, which implies that the density p is real-valued only
for negative values of ¢. Thus, it does not correspond to a physical density. The
solution (1.46) corresponds to the case

1 (s2-3p® 1 . 1
\I/(p, S) = 55(172—_327) — -2—5111 (]9" = 82) + 5511’12 + co, (148)

where ¥(p, s) = (1.25) with

For K, ¢, we get

VA
e’ls(a:o—x)\/l + 8t2e45(1‘0—1‘)’
v(z,t) = —detets@—2) (1.50)

0(z,t) = te@0=2) plz,t) =

(1.49)

Thus p is always a finite, non-zero and positive function, while § becomes infinite

as £ — —oo or |t| — oo. This solution corresponds to the case

1 1, .,
U(p,s) = Ispln <5(5' - ])2)> — Top, (1.51)
where ¥(p, s) = (1.25) with
1 1 1
f(z) = —g(-2) = 15:111: - (§‘U0+§£hl?) £
For K5 .. we have
1 9= 9
O(z.t) = 5 (em0+* 4 =2%) | plr.t) = (1.52)
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v(z,t) = ex. (1.53)

Here 6 and p are always non-zero, finite and positive. As t — oo or |z| — 00,
8 becomes unbounded and p approaches zero. This solution corresponds to the

case
1 9 2 1 2 9 1 9 9 1 2 2 2
U(p,s) = e (s+p )_ZE(S —p~)In -56(5" -p) +E£(s“—p“) ag—ep”, (1.54)

where U(p,s) = (1.25) with

For K4, we have

/2
1 2 ez — 112)°
B(x,t) = ext — =3 + —aos( *)

3 3 VA —a?/2 o
o(z,t) = et + ——2 ( 1{’) . (1.56)
1) = — e — o7 :
A—a3/2 2
where z > 1t? (in the case where € = 1) or z < —5t* (in the case where ¢ = —1).

This solution corresponds to the case

1l 501 ey 3 1 5, 2 a 5 5
U(p,s) = geP + 56(2)\)3/25 — gEpsT F ch\/)\—ao/Q s®, (1.57)

where ¥(p, s) = (1.25) with

1 . 1 ad 4 1 ag S 3

) = —ezf — — ¥ — —¢ —az/2 =

f) = 13 125 (20)32 s VA T w2 =

1 3 1 @ 5, 1 a 2 3

) = ez 5 B4 s A—a2/2 2
9(s) = 3= + 127 (2X)3/27 N 6 (2))3/2 S

It has therefore been demonstrated that for the subalgebras of types {£;. Lo. L.
Ly 1} and {Ki.. Ko Kse, Ky}, the invariant solutions fall into the general solu-
tion (1.25) given by Jackiw. However. for the subalgebras {Li1. N1 Nay N, -} the
rransformations (z.t) — (s.p) are non-invertible and so the invariant solutions

are not included in the general solution (1.25).
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1.3.3. Solutions of the Born-Infeld Model

Each solution of the Chaplygin equations (1.12) can be used to obtain an
equivalent solution of the relativistic Born-Infeld equations (1.10) and (1.11) in
one spatial dimension. Since the Chaplygin and Born-Infeld modecls involve two
distinct parametrizations of the Nambu-Goto target space variables X° and X1,

we equate these variables to both their relativistic and non-relativistic represen-

tations :
1
X0 = ctpr = —;(tNR+9NR(tNR. I')), (1.58)
Xt = 20(ta,1) = —= (twr — Onnltnr. 1)) (1.59)
c V2

Renaming the time variables T' = %tNR and t = tg, we obtain the following me-
thod of solution transformation described by Jackiw [1]. If O (r. t) is a solution
of the Chaplygin equation (1.4), then a solution fg(r.t) of the Born-Infeld equa-

tion can be determined as follows. First, determine the function T'(r,t) from the

equation
T + cl,_,em(r.T) = V2t (1.60)
then
On(r, T) = % °7 %@mu,:r) — A(VAT - 1) (1.61)

is an associated Born-Infeld solution. Since the equation (1.60) cannot always be
solved explicitly for T'(r,t) it follows that explicit Born-Infeld solutions cannot
always be found in this manner. For instance, in the case of £, the Born-Infeld

solution is

1, 1 *+T
Op(z.t) = —=cT — In (\/@T—‘*‘) — ay. (1.62)

\/§ 4\/ 2CLO \/@fﬂg - T
where T'(.r. 1) satisfies the equation
1 1 apz? + T
T+ — In —\/~_—0_,— +a, = V2 (1.63)
c? \ 4/ag Vapr: =T
and the density (for any general solution p) is

0(91?)1
2/ = 0,(0r)0"(Or)

2
‘£
V2

pr(z.t) = (1.64)
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However, for the subalgebras L4, N1, Na, Ni. and K,., we do obtain explicit

Born-Infeld solutions equivalent to the corresponding Chaplygin solutions.

For L, , we have
1 a 2
aoZ + (1 — ) ct
Op(z.t) = L2 ( ) :
1+ %
a (1 _ aq) (1.65)

pR(xat) =
(1+%) \/c2 + MFa

This represents a travelling wave solution.
For ;. we have
Pr(T,t) = ——=— (1.66)
V2 (%)

Or(z.t) = At — V2f(z),

where f = f(xz) is an arbitrary function, and is in fact the non-relativistic solution

Onr = f(z). This is a generalized travelling wave (ie Riemann wave). The gradient

0, which allows a shock wave.

a _
dox —

catastrophe occurs where
For N,. we have
—aagp
Pr(T,1) = ——s. (1.67)
c/ct —af

= apt + ¢,

91{(1‘7 t)
| - 9 . . .. . . . . . .
where |ao| < ¢*. This is a trivial solution since using the invariance with respect

to t leads us to a constant solution.

For N, we have

1
((¢> = &)t + aoz + a1) Pr(T.t) = —
c2\/4e + af

N

O

.\I,

Or(z,t) =
where if £ = —1 then |ag| > 2. This represents a travelling wave.

For Ks.. we have
62?; (C'.Z _ e-l:(xo—x))
91?("'- T) = 5 A= (zo—2 ’
(¢ 4 et=(zo—2))
—a (c4 _ 885[1'0—:1')) (1.69)
pr(x.t) =
\/4(.le-l-:’.:m—a;1 (62 + e‘ls(ro—x))2 + 64(.8f28-l'(.1'u— r)

This is a kiuk tvpe solution.
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1.4. THE METHOD OF DIFFERENTIAL CONSTRAINTS

We determined in Section 1.3 that the group-invariant solutions of the Cha-
plygin system (1.12) were either singular or derivable from the general solution
of the second-order partial differential equation (1.24). A further generalization
of the classical symmetry reduction is the introduction of the general “side condi-
tions” method [13]. This method includes all known methods for determining
special classes of solutions of PDE’s (among others group-invariant solutions,
non-classical and weak syminetries, partially invariant solutions, separation of
variables, and many others). Differential constraints possess a group interpreta-
tion as “conditional symmetries” [14, 15, 16]. It consists basically in modifving
the original system by adding to it certain compatible differential constraints.
The overdetermined system of equations obtained in this way admits, in some
cases, a larger class of Lie point symmetry groups, and consequently can provide
new classes of solutions of the original system. In this section our choice of dif-
ferential constraints is motivated by our main aim which is the construction of

multiplicative separation of dependent variables

w,(z,t) = fi(z)g:(t), i=1,2, (1.70)

for some functions f, and g, of one variable. Here, u; and us stand for p aud 6
respectively. Ansatz (1.70) corresponds to the following second order differential

constraints

0,0, Inu, = 0, 1=1,2. (1.71)

Note that the differential constraints (1.71) are no longer restricted to be first
order PDE’s provided by the characteristics of symmetries generated by (1.13).
Hence. according to Olver [6] solutions of the overdetermined system composed of
the Chaplygin equations (1.12) (or Born-Infeld equations (1.10). (1.11)) subjected
to (1.71) are no longer group-invariant solutions.

We now show that these forms of constraints are compatible with the Cha-

plygin system (1.12) and enable us to construct several families of solitonlike
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solutions. Indeed, substituting (1.70) into (1.12) we obtain a system of differen-

tial equations

1 A
gaufa + 39§(f2.z)2 = T2
2 fioi (1.72)
Giefi + g192f12f20 + 0192f1f202 = 0,
Eliminating function fyg¢; from (1.72) we obtain
1 9
—592ufe = 92924(f22)" + 92924f2f222 = 0. (1.73)

Integrating with respect to t and relabeling the functions f, and g, as f and g

respectively, we obtain

—g0uf = SO + 30 fue = Ala), (1.74)
Let us consider separately three cases, namely (a) the case in which y(z) vanishes
everywhere, (b) the case where 4(2) = f and ff,. — (fz)? = f, and (c) the case
where v(z) = f and f fo. — (f2)? = —f. It is easy to show that in case (a), when
v(z) = 0 identically, the solution of the system (1.74) takes the form

#(zx,t) = ———— sinh" | = +
(z,t) Ry (It Kl)smh (2\/1(3(:15 z0)> ,

_ (1.75)
i 3/\ I(Qt + Kl

2 R,sinh? (3VR3(z + o))

p(z,t) =

For K3 # Oandt # — ﬁ;, the expressions (1.75) represent a bump-type solution.
Making use of the transformations (1.60) and (1.61), we get a solution of the

Born-Infeld equation (1.9)

CQI\'l
Or(z.t) = —
R( ) \/51\,2
e 1 (1.76)
¢ 2.0 - - - Yy .19 /7-
+ \/51\_2 \/2[\§f" -+ 2\/5[\1]\gf -+ ]\f — mSlnh (5 ]\3(.’1) + ’Eo))

This is a bump type solution. called in literature a Gaussian solution |17].



37
In the cases (b) and (c), the equation (1.74) can be integrated to give the

solutions

2\/5 . 1 _ 1+eQ\/§(¢+K1)
O(I,t) = — e sinh? <3\/ ]\3(I+IE0)> (T:m ,

inh? (/I —_—
p(z,t) = \/X{isml (2 u(x+a:o))(__ 4e2V2t+K1) (1.77)

Ky (1- exV2+Kye

—1/2
1 IV 92 4 9
+ cosh? (;x/]\'g(z + ;,;0)) (1 + e_\/i(t+k,))_> } .

O(z,t) = 2Y2 b <%\/E(x + :1:0)> tan (V2(to — 1)),

K3

<

plz,t) = \/X{isinh2 (%\/E(ac +a:0)) (cosh“’ (%\/r’s("? + IO)) X (1.78)

K3

/2

F

tan? (V2(to — t)) — sec? (V2(to — f))) }

respectively. For K3 # 0 and t # # In1 — K, the solution (1.77) represents a
bump-type solution. With a specific choice of the constants K, K3 and z, such
that the density p is non-singular at = 0, we get for the solution (1.77) the

functions

(1.79)

1/2
(z,t) = VA (1~ ey
o coshz | 4e2V + (1 + e?V?)2sinh’z '

These functions are represented in Figures 1 and 2. For the solution (1.78),

the same choice for the constants I}, I’y and zo, along with t; = 0, lead to

1 9
0(z,t) = —=cosh’z tan (V/2¢),

V2
T.t) = |
: cosha \ sec 2(v/2t) + sinh®r tan 2(v/2t)

These functions are represented in Figures 3 and 4. For this solution (1.78), the

(1.80)

function #(z.t) includes discontinuities at t = tg + nz==. where n is an integer.
22
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F1G. 1. The function 8(z,¢) in eq. (1.79)

The density p(z,t) is defined and continuous everywhere and is a multi-bump
solution.

Once again, we obtain the Born-Infeld solutions :

Or(z,t) = A(V2T —t), (1.81)

Fi1G. 2. The function p(x,t) in eq. (1.79)
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F1G. 3. The function 6(z,t) in eq. (1.80)

where T'(z, t) satisfies the equations

1 2v2

1 _ 1 + e2V2(T+K1)
T + S|~ Sll’lh2 v/ ]\3(.’5 + l'())
cC .[\3 2

1 — e2V2(T+K1)

';1,:0'
RIXOO0 00
R OOOOAXXEAN)
I,":’o‘o‘o o:‘“

F1G. 4. The function p(z,t) in eq. (1.80)

= V2t

39

(1.82)
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and

c? ]\,3 2

T+ (2\/§sinh2 (1\/}(—3(:1: —%—:1:0)) tan (V2(to — T))) = V2t, (1.83)

respectively.

It is manifest that the solution (1.75), corresponding to case (a) is simply a
generalization of the solution (1.33), found in Section 1.3 for the case £4_;. In
fact, solution (1.33) is the special case where K, = 1, K; = 0. By the simple
change of variable £ — '1%2(’5 — K3), (1.33) can be transformed to its generalized
counterpart (1.75). For each of the solutions (1.77) and (1.78), corresponding to

cases (b) and (c) respectively, the Jacobian of the transformation

(1.84)

is non-zero. This would indicate that the change of variables is invertible. Howe-
ver, attempts to invert the transformation lead to transcendental trigonometric
equations for the variables  and ¢ in both cases. so it is not possible to determine
equivalent functions ¥(p, s). Therefore, we cannot determine whether or not the

solutions (1.77) and (1.78) correspond to the general solution of Jackiw [1].

1.5. CONCLUDING REMARKS

Group-invariant solutions of the Chaplygin gas equations have been determi-
ned for the one-dimensional subalgebras of the general Chaplygin Lie algebra.
In addition, based on these solutions, a number of explicit solutions of the Born-
Infeld relativistic model have been determined. The non-singular solutions (where
the transformation (z,t) — (s, p) is invertible) were found to be linked to special
cases of the general solution described by Jackiw’s approach [1]. Certain classes
of solutions were found in which the density p of the fluid is constant in both time
and space. These solutions were found not to be included in the classification pre-
sented in Jackiw [1]. In some cases. the reduced equations for the subalgebras L,
N, and N, . satisty the first and fifth Painlevé equations [10]. In summary, we can
state that the symmetry reduction method in the version presented here proved

to be a useful tool in the sense that in the cases of Chaplygin and Born-Infeld it
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led to many new interesting solutions, among them kinks, bumps and multi-wave
solutions.

A question arises as to whether our approach can be extended to obtain par-
tially invariant solutions [18] with defect structure § = 1. Further, can it provide
new classes of solutions which will describe more diverse types of solutions than
those found in group-invariant cases. This will be discussed in more detail in a

future work.
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Chapitre 2

PARTIALLY INVARIANT SOLUTIONS OF
MODELS OBTAINED FROM THE
NAMBU-GOTO ACTION

Auteurs : A. M. Grundland and A. J. Hariton.
Référence : J. Math. Phys. 45, 3239-3265 (2004).

Résumé
Dans cet article, nous discutons le concept de solutions partiellement invariantes
dans le contexte de modéles dérivés de 'action Nambu-Goto. En particulier. nous
considérons le fluide non-relativiste appelé gaz de Chaplygin, et le modéle re-
lativiste de Born-Infeld pour un champ scalaire. A 'aide d’une méthode sys-
tématique basée sur la classification des sous-groupes du groupe d’invariance.
nous construisons des classes de solutions partiellement invariantes avec défaut de
structure 6 = 1. Nous avons effectué une classification compléte des sous-algebres
de D'algébre de Lie de symeétries ayant des orbites génériques de dimension 2.
Ces sous-algébres nous permettent d’introduire les variables de symétries corres-
pondantes, puis de réduire les équations originales initiales a différentes classes
non-équivalentes d’équations aux dérivées partielles et d’équations différenticlles
ordinaires. La résolution de ces systémes réduits nous a donné plusieurs nouvelles
solutions des équations de Chaplvgin et de Born-Infeld. Les solutions représent
des ondes de propagation. des ondes centrées, des solitons algébriques, des “kink’.

des “bump’, et des solutions exprimés a partir des fonctions elliptiques de Jacobi.
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Abstract
The concept of partially invariant solutions is discussed in the framework of the
group analysis of models derived from the Nambu-Goto action. In particular, we
consider the non-relativistic Chaplygin gas and the relativistic Born-Infeld theory
for a scalar field. Using a general systematic approach based on subgroup clas-
sification methods, non-trivial partially invariant solutions with defect structure
0 = 1 are constructed. For this purpose, a classification of the subgroups of the
Lie point symmetry group, which have generic orbits of dimension 2, has been
performed. These subgroups allow us to introduce the corresponding symmetry
variables and next to reduce the initial equations to different nonequivalent classes
of PDEs and ODEs. The ODEs can be transformed to standard form and, in some
cases, solved in terms of elementary and Jacobi elliptic functions. This results in
a large number of new partially invariant solutions, which are determined to be
either reducible or irreducible with respect to the symmetry group. Some physical
interpretation of the results in the area of fluid dynamics and field theory are dis-
cussed. The solutions represent travelling and centered waves, algebraic solitons,

kinks, bumps, cnoidal and snoidal waves.
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2.1. INTRODUCTION : MODELS DERIVED FROM THE NAMBU-GOTO

ACTION

A few years ago, R. Jackiw [1] thoroughly analyzed and reviewed the sub-
ject of the motion of a d-brane in (d + 1) spatial dimensions moving in (d +
1, 1)—dimensional space-time, and showed that it is described by the Nambu-
Goto action. This has generated quite a lot of interest (see eg. [2, 3, 4], and has
led to the investigation of symmetry properties of relativistic and non-relativistic
models in field theory [5]. Exploiting this connection, we will extend the ana-
lysis in [5] to the case when these models admit partially invariant solutions.
According to[l], we start by introducing the variables of the target space-time
X# = (X% XY, ., X4 X%1) in which the d-brane moves, and the world-volume
variables ¢® = (¢° @',...,¢%) which parametrize the d-dimensional extended
object evolving in ¢°. Then the motion of the d-brane is governed by the Nambu-

Goto action

Ing = /d¢°d¢1...d¢d \/(—1)«1 det (aaz; ?9;5) (2.1)

The action (2.1) is parametrization-invariant, and different choices of parametri-
zation lead to various field theory models. Recently. this concept has been applied
to the theory of strings and superstrings [6, 7|. In particular, it has been esta-
blished that for strings moving in flat spacetime. the Nambu-Goto action (2.1)

reduces to the Polyakov action

T [ , .
Sp=—73 / d*6\/—det(g)g™ 0. X" 03X " Ny (2:2)

where g, is the world-sheet metric gos = J,XJ3.\. Varying the action with

respect to the metric leads to the stress tensor
A | I PR
Tag = 80_\ é)ﬁ_\ — agagg' 0, X C)(;_\. (23)

Classically, both actions are equivalent.



47

In particular, we are interested in the two specific cases represented by the
light-cone parametrization, which leads to a non-relativistic fluid dynamical sys-
tem (Chaplygin gas), and the Cartesian parametrization, which leads to a relati-
vistic Born-Infeld model. In both cases, we choose (X!, A%,..., X%) to coincide
with (¢!, ¢?,...,¢%) and rename them for physical interpretation as the spatial
position vector r in d dimensions. The remaining variables X°, X! and ¢° are

treated separately for each of the two parametrizations.

2.1.1. The Chaplygin Gas

For the light-cone parametrization, we define
1 1
= E(X0+Xd+l) = t, X_ = ﬁ(XO —/X'd+l) = 0(1', t), (24)

and then identify ¢t with v/2X ¢°, where A > 0 is a constant. The Nambu-Goto

X+

action (2.1) then reduces to the action [1]

I = -2V / dtdr [0 + >(VO), (2.5)

which in turn leads to an Euler-Lagrange equation of the form

0 ! + V- Vo = 0. (2.6)

%\ /6. + L(vo)2 0. + 1(V0)?

Equation (2.6) is equivalent to the system of differential equations governing the

Chaplygin gas [8]
p + (Vp)- (V) + p(V?30) = 0, (2.7a)

1
gt + S(VG)Q ==

’%_I >

where A > 0 is a constant. Here, p(r,t) is the density and 6(r,t) the velocity
potential of an ideal non-relativistic fluid of zero vorticity in which the pressure
P is related to the density by the polytropic relation [1]

—2)

p=_2 (2.8)
p

The vanishing vorticity allows us to write the velocity v of the fluids as the

cradient of the potential : v = V{. Here. equations (2.7a) and (2.7b) correspond

respectively to the equation of continuity and Euler’s force equation. where the
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current is given by 7 = pV#@. In the case where A # 0 it is possible to eliminate
the variable p by using equation (2.7b) to express it in terms of #. In this way the
system (2.7) reduces to equation (2.6).

Equations (2.7) can also be considered in the case where A = 0. In this case,
the variable p becomes completely independent, and the equations (2.7) are de-
coupled. The force equation (2.7b) can be solved for #, and then the continuity
equation (2.7a) solved for p. A detailed discussion of the symmetry group in one
spatial dimension can be found in [9]. This case is not derived from the Nambu-
Goto d-brane. Subsequently, in this paper, we will consider only the interactive

case (A # 0).

2.1.2. The Born-Infeld Model

For the Cartesian parametrization, the variable X° is renamed ct, where ¢ is
the speed of light, and is also identified with c#®. The remaining target space

d+1

variable X“*" is renamed 6(r,t)/c, which is a function of r and ¢. The Nambu-

Goto action (2.1) then reduces to the action [1]

I, = —a / dtdry/c? — (0,0)2, (2.9)

and the corresponding Euler-Lagrange equation is found to be

1
| —=—=——==0.0) =0 (2.10)
¢ = (8#9)2
Equation (2.10) corresponds to the equations
pQCQ + a2
v.[ve, /PET2 } _ 2.11
Pt + < C2 + (ve):;) ’ ( a)
o [+ (V8)?
-~ =0 2.11
O+ pe pc? + a? (2.116)

This is the Born-Infeld theory for a scalar field é discussed iu [1]. This theory is
related to the nonlinear electrodynamics approach of Born and Infeld [10, 11],

where the equations of motion were derived from the Lagrangian

Lgr = b [1 - \/1 - (E'—’ —1§'—>) /b2 (E-E)zml} . (2.12)
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Here, E and B are the spatial components of the electric and magnetic fields
respectively. The connection between Lagrangians (2.9) and (2.12), in the case

where b* = —a, is described by the following relation

E? - B (E-B)?
B2 + : pA ! =—(c - (2.9 = 24/ c? — (9u0)% (2.13)

It should be noted that at the limit where ¢ — oo the relativistic Born-Infeld

Lagrangian and equations reduce to the non-relativistic Chaplygin Lagrangian
and equations discussed previously, where X is identified with a®/2. A solution
Onr(r,t) of the Chaplygin equation (2.6) is thus related to its relativistic counter-
part fg(r,t) for the Born-Infeld equation (2.10). This will be discussed in further
detail in Subsection 2.4.5.

The majority of known solutions in the literature for the Chaplygin and Born-
Infeld equations are simple Riemann waves and their superpositions [12]. In those

cases, the equations were generally solved only in the hyperbolic region

> 0. (2.14)

Solutions of these equations obtained from the symmetry reduction method are

not necessarily required to obey differential inequality (2.14), as can be seen in
[5]-

2.1.3. Objectives and Organization

Our objective in this paper is to study the partially invariant solutions of the
Chaplygin and Born-Infeld systems of equations based on the Lie algebra L of
the group of symmetries G of the Chaplygin system. We look for new classes
of solutions which are not necessarily G-invariant. Partially invariant solutions
are of interest for the following reasons. They can be constructed from a simple
algorithin similar to the one employed for the G-invariant case. Also. partially
invariant solutions may be used to solve larger classes of initial value problems
than the G-invariant solutions. Finally, once a partially invariant solution is found
under a subgroup Gy, it is possible to verify whether or not it is invariant under

some subgroup of the full group G. Such invariant solutions would be considerably



50

more difficult to obtain directly from the standard symmetry reduction method,
since in some cases it requires us to solve nonlinear PDEs instead of ODEs.
This paper is organized as follows. Section 2.2 is devoted to a description
of the symmetry group structure of the Chalygin and Born-Infeld systems. The
properties of the Chaplygin symmetry Lie algebra L are discussed, and we per-
form a classification of L into conjugate classes of subalgebras, having generic
orbits of dimension 2. A complete list of the two-dimensional subalgebras of L
is given. In Section 2.3, we give a brief theoretical background needed to un-
derstand the theory of partially invariant solutions, which includes an algorithm
for constructing such classes of solutions. In Section 2.4, we describe and discuss
certain classes of partially invariant solutions of the Chaplygin and Born-Infeld
equations. All obtained solutions are computed from two-dimensional subalge-
bras, and have defect structure § = 1. Finally, Section 2.5 contains observations

and a discussion of further applications of our results.

2.2. STRUCTURE OF THE SYMMETRY LIE ALGEBRA

2.2.1. Symmetry properties of the Chaplygin and Born-Infeld Equa-

tions

The Lie algebra L of Chaplygin gas equations (2.7) in one spatial dimension
is spanned by the six independent vector fields [5, 9] :
P =0, , Py=0,, B =1t0, + z0y , Z =0y,
(2.15)
Dy = z0, + 2t0, + p0, , Dy = z0, + 2009 — p0,.
Here, Py and P, represent translations in the independent variables ¢ and z res-
pectively, B consists of a Galilean boost, Z corresponds to a shift in the potential
#, and D; and D, are dilations in the dependent and independent variables. The
commutation relations between the generators of the Lie algebra L are summari-
zed in Table IV :
Using the transformations of the Nambu-Goto parametrizations, we may trans-
form the generators of the Chaplygin Lie algebra L into infinitesimal symmetries

of the Born-Infeld equations (2.11). We first transform the variables z, ¢ and 6
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TAB. IV. Commutation table for the Lie algebra L spanned by the
vector fields (2.15)

X\Y || D; | D, Z | Py | Pg
D, | 00 0 |-P|—2P
D, | 00 |-B|-2Z|-P| 0
B |-B|B| 0| 0 |-2Z|-P
Z [ 022 0] 0 | O 0
P, | AP} Z | O 0 0
Po |[2P,| O | P | O | O 0

of the Chaplygin gas equations back into the Nambu-Goto target space variables
X0 Xt X%
X°=—1—(t+0) X'=z, X?=
ﬁ ? - 1

Thus, the derivatives may be transformed to

(t—6). (2.16)

1 1

V2 V2

Note that under this transformation. p — oo, so that in order to keep the

O, (Oxo0 + Ox2), J, = Ox1, Oy (Oxo — Ox2). (2.17)

transformations finite it is necessary to set d, = 0. We therefore obtain the
generators
Py = 0x», PO=L(0X0+8_\»;»),
V2
B= (X% + X%y + X (Bxo — Ox2),
V2 V2 (2.18)
2= Js(Oxo=0x)  Dy= X'+ (X4 X)) (00 + )

Dy = _\'10_\'1 + (.XO - /\'2) (al\-o - ax_’) .

and the commutation relations for the transformed generators (2.18) are identi-
cal to those given in Table IV. Thus, it is possible to pass from one system of
generators to another through the transformations (2.16). We then proceed to

transform the Nambu-Goto target space variables into the equivalent Born-Infeld
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variables
1 o
t= ZXO, =X 6=cX? (2.19)

which leads to the generators

P =0 By = — (20, + cdy)

1 T 0 \/§ o t 0/
B= L+ 200, +-% (Lo,—co
- c x \/5 ¢ t COy | ,

(2.20)

Ny
I
S-Sl

o]

(=0, — c0y), D; = 20, + (ct + %0) (%& + Cag) )

b\g =20, + (ct — l0) (1@ — c80> )
c c

As in the previous case, the commutation relations between the generators (2.20)
are identical to those relations given in Table IV.
Finally, we note that, for the Chaplygin equations. there exists an infinite

number of preserved quantities [1]

IF = /dmp (9,_, + g) . (2.21)

Consequently, we can use the transformations (2.16) and (2.19) to derive the

corresponding quantities of the Born-Infeld equations

5=V [ -0)" (-ax L(or-a)?) . e

This suggests that both models are completely integrable.

2.2.2. Classification of the Two-Dimensional Subalgebras

Here, we summarize the results obtained from the classification of the 2-
dimensional subalgebras of L, the Lie algebra of the Chaplygin equations (2.7).
This result can be extended to include the Born-Infeld equations through the
reparametrizations (2.16) and (2.19). We focus exclusively on two-dimensional
subalgebras because its symmetry reduction leads us mainly to solve ODEs. In
order to classify the subalgebras, we can decompose the structure of L into the

following solvable semi-direct sum

L={{Di.D:}2{B}} » {Z P.PB}, (2.23)
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We perform the classification in three steps, using the procedures described in
[13]. The full details are presented in Annexe C of this thesis.

(i) Counsider first the abelian algebra A = {D;, D,}. Its subspaces are
Al :{0}) AQZ{D1}7 A3={D2})
(2.24)
A4:{D1+GD2,G,#O}, A5={D1,DQ}.

Since A4 is an abelian algebra, all of its subspaces are subalgebras, and each of

them is conjugate only to itself under action by the group
Ga=elPrP2t — (g —eN . Y e {D),D,y}} (2.25)
generated by A. For each subalgebra A, of A, its normalizer in G4
Nor (A;,Ga)={9g€ G4 : gXg '€ A.VX €A}, (2.26)

is simply G 4.

(ii) As a next step, let us now consider the algebra

The splitting subalgebras of F' are
£ = {0}, F, = {B}, Fy ={Di}, Fy ={D\.B},
Fy = {D,}, Fy = {D,, B}, Fr ={D; +aDs.a # 0}, (2.28)
Fy = {D) + aDy, B}azo, Fy ={D, D5}, Fio={D,,D,. B} = F.
In addition. by considering the case of F7 where a = 1, we obtain the following
non-splitting subalgebra of F

F11 = {Dl + DQ +8B,S = :tl} (229)

The normalizers of these subalgebras in the group G = e{P1-P2.5} are presented
in Table V.
(iii) Finally. the complete Lie algebra L can be decomposed as a semi-direct

sum of the previouly considered algebra F' and the abelian algebra N :

L={D1DQBZP1P0}=F9 N, (230)
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TAB. V. Classes of subalgebras of F' = {D;, D,, B}

Subalgebra F; C F Nor(F,,GF)
F, = {0} Gr
F, = {B} Gr
Fy={D:} e{D1.Dz}
Fy={D,, B} Gr
Fs = {D,} efD1.Da}
Fs = {D,, B} Gr
Grp ifa=1.

F7 = {D] -I-aDg,a 74 0}
elPiD2} if g £ 1.

Fy = {D1+aD2,B}a¢0 Gr
Fy = {Dy, Dy} o{D1.D2)
Fio = {D, D,, B} Gr
Fi,={D;+ Dy +¢eB,e = %1} el{D1+D2.8)

where F' = {D,, Dy, B}, and N = {Z, P,, Py} is abelian. The two-dimensional
splitting and non-splitting subalgebras of L are summarized in Tables VI and VII
respectively.

The usefulness of the classification is demonstrated in the fact that it allows
us to find all corresponding reductions of the Chaplygin equations under the
classified non-equivalent two-dimensional subalgebras of the symmetry algebra L.
For each conjugacy class given in Tables VI and VII, we evaluate the invariants of
the corresponding Lie subgroup, and also the corresponding reduced differential
equations. We summarize the results in Tables VIII and IX. Solutions of these

cquations will be analyzed in detail in Section 2.4.

2.3. PARTIALLY INVARIANT SOLUTIONS OF A SYSTEM OF PDES

The concept of partially invariant solutions originates from the work of L.
Ovsiannikov |14] and since then has been extensively developed by many authors

(sce c.g. [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]). These types of solutions can be understood



TAB. VI. Classes of 2-dimensional splitting algebras of L

Splitting algebra L; Nor(Li s, G)
Lig={Z P} G
L7 ={Z. R} o{D1.D2.Z,P1 R}
Lig={P. R} e{D1.D2,2.P1,Po}
Lig={P,Ph+eZ} c=n e{D1+D2.2,Py o)
Loy ={B,Z} e{D1,D2,B,Z,P1}
Ls»={D,.Z} elD1.D2.2}
Lss ={D), P} e{D1.D2.2.P1}
L3y = {Dy, Po} o{D1.D2,Z,Po}
Lyy ={D,,B} e{D1.D2.B.2}
Lso = {D», 7} e{D1.D2,2,Po}
Ls3 = {D,, P} e{D1.D2.P, Po}
Ls 4 = {D,, Ry} e{D1.D2,Po}
Lg, = {D», B} o{D1.D2,8)
L7 (a=1) = {D1+ D2, Z} o{D1.D2.B.2}
L73  (a=1) = {Di+ Dy, P} elD1,D2,P1}
L74 (a=1) = {D1+ Ds, Po} o{D1,D2.Po}

L7,5 (a=1) = {D] + Dg, PO -+ EZ} e==+1 e{D1+D2yP0+EZ}
elP1.D2.Z,P}  if g = -1,
L7,2 (a#1) = {D] + CLDQ, Z} a30,1
elDuD22} jf g £ —1.
Lis  (az1) = {D; +aDs, P} 20,1 e{P1.Da. Py}
e{D]yDZ‘Pl,PU} if a = _]-7
L7,~1 (a#l) = {Dl + (LDQ. Po} a#0,1
elDIDaRY if g 2 1
Lg1 ={Dy+aDs. B} .z e{D1.D2.B}
Loy = {D,. D} e{D1.D2}

L“‘g = {D1 + DQ + eB. Z} =41

e{DH—D:.B.Z}

95
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TAB. VII. Classes of 2-dimensional non-splitting algebras of L

Splitting algebra L, , Nor(Liq, G)
Loo={B+cPy,Z} .—x1 e{D1+3D2,B+ePo,Z,P1}
L33={D1+:Z,P} .11 eiD1,2.P1}
Lsqa={D\+cZ, P} ez el{D1.2,Po}
Lyy={D1+¢Z B} .—i o{D1.B,2}
Lso={Dy+ePy,Z} i e{D2.2.P0)
Ls3={Ds+cPy, P} .—i e{D2.P1Po}

L72 @z1)={D1—D2+eP1.Z} 201 e=x1 elD1—D2,Z,Pr}
L74 (az1) ={Di— Da+eP. Py} ax01 e=t1 e{D1—D2,P,Po}
Ls1={D1+3Ds, B+ePR} a0 e=xt1 o{D1+3D2,B+eFo}

as an extension of the group invariant solutions. In the case of partially invariant
solutions, the graph of the solution I'; is no longer a G-invariant set (i.e. G(I'y) #
['s) but the difference between the dimensions of the manifolds G(I'y) and I'; has

to satisfy the condition
0 <6 =dimG(['y) — diml'y < min(s,q), (2.31)

where 0 is called the defect structure of a solution with respect to the group G.
Here, we assume that the transformed graph I'y under the action of G has a
submanifold structure. We denote by s the dimension of the orbit of G and by
g the number of dependent variables appearing in the considered system of m

PDEs in p independent variables
Az u*™y =0, 1=1....,m. (2.32)

For the computational purpose of constructing partially invariant solutions it is
convenient to evaluate the defect structure ¢ of a solution of system (2.32) based

on the ¢ x s characteristic matrix

a Q
O(r.uV) = (d}i‘(? u) — & (r. u) 5;) , a=1,....q, k=1.....5. (2.33)
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o7

VIII. Invariants of the 2-dimensional subalgebras of L

Subalgebra Invariants Relations and Change of Variable
Lie t, p p=p(t)
Ly .op p=p(x)
Lis 0, p 0 = F(p)
Lis p, 0—c¢t 0=F(p)+et
L2 i, p p=p(t)
Laz yall p=VEIF(E), 0=0(n), £=%, n=t
Lss 0, = 6= F(£)
L34 6, £ 6=F(2)
Las £, 0-% 0=F(£)+%
Lso t, zp p= %F(t)
Ls t, p%0 6= %‘-’
Ls,4 L zp 6 = z*F(zp)
Lg,1 t, pg( —% 0=F—p(;—) %
L72 (a=1) P p=p&), 0=00&mn), {=%, n=t
L73 (a=1) 2 6 = tF(p)
L74 (e=1 p 2 0 = zF(p)
L7s  (e=1 p, L(0-¢gt) 0=zF(p)+et
Ltz s i p=t'TF(g), 0=0(n), £=13, n=t
L3 (as1) t T, %0 9=t°F (t'uﬂlp)
L7a  (a=-1) z, Op 0 FL:”
L7y (a1,-1) I:;:P 2y G—mﬂzle(zz;:p)
Ls. 5, 7 (0-%) =F (o) + 5
I 5 e 9= 2r ()
Lz 2 _elnt, p p=p), 6=0(&n), £€=2—clnt, n=t
L2 ex— 33, p p=p(&), 0=0(&mn), E=ex—3t, n=t
L33 E,E, f— icInt 0=F("t—2)+%elnt
L34 2, f—clha 0=F(§)+elnx
Lan £, 0-% — iehnt 0=F(£)+% + leint
Ls.2 ze™™'. zp p=2FE), 6=00En), E=ze ', n=e
Ls3 Tt ey 0 =e* F(ep)
Lo (az1) 1—%-:]nt & p=nF(&). 0=0(¢n), £=I—%51nt. n=1
Lra (az1) e*70, e *7p 0=e *"F(e”*%p)
Lsa plex — %f")l/2 0= (sz — %12)3/217’ ((sz- %12)1/2/)) + ext — ;_l!t“'
(0 — szt + %) (zx — 347)7%7
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TAB. IX. Reduced Equations obtained from the 2-dimensional sub-
algebras of L. Splitting subalgebras are denoted by L,, and non-

splitting subalgebras by L, o

Subalgebra Reduced Equation(s)
Lis ~B1¢ — 02020 + 20002z + (02)%052 = 0. Ore + 02000 =0, p(t) = VA (60 + 3(82)2) /2
Li 200z — 020z =0,  On + 0202, =0,  p(a) = VA (0, + 3(6:)2) /7
Lis p”+(2_1p+1;__’,’)(pr +_'W_O
Liyo pxz + (ﬁ+%)(ﬁx)2 +im—m) =0
Lo —8ut — 020zt + 20102z + (02)%6zz =0,  0ne + 0,002 =0,  p(t) = VX (6: + 1(82)?) /2
L3 8EMOnBee + AmBe By + 4E(6¢)2 — 266, — €20g¢ + 10y — 4EM0e B¢y, + Enley = 0,
4€6¢0¢,) — 8¢y + Oy + nBoy = 0,
F(E) = VA (262(0¢)? — €20¢ + €np) ~'/2
Lss pox+ (a5 + o 57) (o) + (b + 5 ) =0
L34 pxx+( xp:)(Pz) —(%+J%p “) P:)+(W+0I-P+—jp ?—):0
Ly P=z+(— %'}j——)( z)? + (FJ(T’)T+§7ZF)=O
Ls.2 20t + 202024 — 2204027 — x(02)%025 + 2020 + (02)° =
200+ 020 — (0)° + 3202000 =0, F() = VA (00 + 22 0:)2)
Ls.s paz = £ (pz)> = 1P Er + 27 =0
Ls,a pxx+(ﬁ+m€-—7)(91)2+(g+ 7 )(Pr (7—1w-—)r+.,,.P+ Pf:—lll—;z.r(;: % =0
Le Pzz — -‘_%(Pm)z qtpP& ‘”-“ P+ E,% 0
L7a  (a=1) (20260 — Ene)0ce + (En — 1°)0¢0¢y + (0¢)20cc — (8¢)20¢y + 1(0¢)? — £70%0¢¢
+Em30e,, — €00 = 0,
Enbe — En0¢,; + 130y — (9:)2 +10¢0¢y =0,
p(€) = VX (=50¢ + 0, + 72(002)
Lrs ta=n) paa+ (35 + %) (0a)* (?‘FW ~ reF) =0
L:ys (a=1) prz + (ﬁ + F—I,I) (p=)? + gpz + (J_'_l":r)(‘[;w)'z - anf;,)zp) =0
L5 (a=1) pzz + (zip + ‘;—) (p=)® + 2pz + (%i) =0
L1a (az1) 2637~ 2 (145 (g )2 _ g(q + 1)gn~ 2(1430)g, 4 qgdn3(1=5ng g 4 6e2p31-5a)g.g,
+1(1 - a)pz(1=30)g, _og3ph(=5a)g g, 1(a 4 1)2g2p=2(143a)g
—L(a+ enti-slg,, <o,
(1 —a)n™ %8y — a(a + 1)y~ 4+ D0 + (a + 1)En"" g, + 11 =0y,
_4063,]—('.’n+1)(()5)2 +4€37240.0,, = 0,
F(§) = VX ((a + 1)§1~0¢ + 7' =)0,, + zc3r1-2"<9<)2) L
b e | () 0o (i e )
Lra (a=-1) Prz — —(P:c) + £ “pr + (%5} (CF)_” - 5,-—/)) =0
L7a (ag1.-1 Pz + <ﬁ e 5 ) (p2)? + (((G(:l+lq), T+ ((_::12)) S F;""’ p) (pr)
+ (— - ﬁ— g + e B s ) o
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Subalgebra Reduced Equation(s)
Lo pzz + (i £ ) (p)? + ( : ’,l ,,) (p=)
+ (,o(}\:t,‘;ng + Q:SI;F,Z)F”) + —3— + = :: ,., 07+ 50T p) =0
Lo 40n0¢¢ — 20¢0¢, + —(05)2 5(5 +e+elnn)(nle, —0;) — 5({ +z+¢<ln n)20(5 =0,
Onn+(E+e +51n77)(;505 - -05,7) ~ 20~ ;45(05)2 + ,—;'50505,, =0,
p() = VA (0, — L (€ +e+elnm) 6 + ;%(05)2)'1/2
L2 2000 + nBen — 1°0gc — Oclgq = O,
Onn — g = 10¢q + 08¢y = 0,
p(c) = VA (65 = nf¢ + 3 (6¢)° ) i
Laa pox + (& + B 7 ) (pu) + (mr—)* ATl m’r—)’) =0
Ly prz + (% + %le’) (p=)? — (— + ;@%) (p=) + (—,'W + 3k + EI i W) =0
Lan P:x+( \/—p:)(l’z)2+(p3(r"’+ DUHE '_»,,(;vrz)=0
Lga 2en? 0n0ec — em 9505,, — &0 + € Oce ~ 200y + Enbe, = 0,
260¢ + Enbey + 300y + 7704y — 2602 (0:)° — en0c0e, = 0,
F(§) = VX (=20, - 2o, + 1 (00) g
Ls3 Pzz + ( +etED ) (p=)* + (ecu,pé\(pf):» — o T o v’z,;(l;w‘)’.f) =0
Lrn (ax1) —4enfe + 8020, + 402 (0¢)? + 80300 — 1bec + 25020, — A7°060¢, = 0,
—€0g — €ngy + 416y + 2070y + 20(0;)* + 21%0¢0;, = 0,
F(§) = VA (— G0 + 10, + 3n(6¢)%) " */*
Lia (a1 pzz + ( re-=ED ) (p=)? — ( + 4z FE FF_”I”> (pz)
+( Aoty +10p+de 2 B 52 %—) -0
Ly pox + (5 + ez = V250 ) (p2)? + (delea — 463)7 ! 4 s(ea = 16372 50 0) (po)
+ (g + 3 = T+ e 4 /”F—’fr)
((sx — —tz)‘ (T"_ + 3 (sz - _,2)— (F’:: ) =0

of the infinitesimal symmetry generators

v = &z, u)0p + ¢ (z,u)0pe, k=1,...,s,

(2.34)

of s-dimensional subgroup Gy. We will assume throughout the rest of this paper

that each subgroup Gj acts regularly and transversally on the space of inde-

pendent and dependent variables A/ = X x U. That is. the rank condition

rank{& (z.u)} = rank{€ (x,u). 0% (. u)} = s,

(2.35)

is satisfied [18]. According to [19], the function u = f(r) is a partially invariant

solution of system (2.32) with defect ¢ if and only if

rankQ(z,u'V) = 4.

(2.36)
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Now, we present the algorithm for constructing partially invariant solutions
with defect structure 6. The procedure involves the following steps :

1. Construct a complete set of functionally independent invariants for a sub-
group G, of G. If the set {vy,...,v,} is a basis of fibre preserving infinitesimal

generators of the Lie algebra L; = exp(G,), where
Uy = E(2)y + 5 (2, w)0ue, b=1,...,7, (2.37)

then I is an invariant of G; if and only if v,(/) =0 for all b = 1,...,r. We obtain

a set of functionally independent invariants of the form

{n*(z), P(z,u)}, (2.38)

where k = 1,...,p+d—sand j=1,...,qg— 6. Then the rank of the Jacobian

matrix J is given by

(2.39)

rank(J) = rank (8 (Il(xézgi : .’ I;;;(:r, u))) =q—9.

2. Express the (p 4 §)-dimensional manifold G;I's in terms of the invariants
(2.38). Note that G,I'y is the smallest invariant manifold containing I';, with
respect to the action of the group G;. This manifold is determined by equations

of the form

Px,u) = fA(niz),...,nP %), j=1,....q—8. (2.40)

where f7 are arbitrary functions of their arguments.

3. From equation (2.39) and by applying the implicit function theorem to
equations (2.40), we can express (¢ — ) dependent variables u® as functions of
I < pindependent variables z*, of (¢—§) arbitrary functions % and of 6 remaining

dependent variables u’
u? = Y- (_/” (771(1‘), o .77‘”'5_5(.1:)) ,x’,ui) , a=1,....g—0. (2.41)

4. Substitute these (¢ — §) dependent variables u® into the original system of
equations (2.32) and reduce the problem to a differential system of equations (so

called system A') for ¢ dependent variables.
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5. Find leading derivatives among the § dependent variables and next compute
all possible compatibility conditions (modulo these leading derivatives). These
conditions imply some constraints on arbitrary functions 1* (appearing in (2.41))
which form differential equations (so called system A/G;) involving (g — ) de-
pendent variables u® and p + 6 — r independent variables.

6. Solve the system A/G,.

7. From each solution of A/G, integrate the initial system A. This procedure
generates different classes of partially invariant solutions with given defect ¢ to
the basic system A.

There is no longer a one-to-one correspondence between partially invariant
solutions of the initial system A and solutions of the system A/G;. For any
solution of the system A/G, we obtain, using the above procedure, a family of
solutions of the original system A.

Note that once these computations are completed, we could check whether the
obtained solutions are invariant with respect to some subgroups of the symmetry
group G. A partially invariant solution u = f(z), with respect to a subgroup G,
is called reducible with respect to the full group G if

(i) there exists a subgroup G, C G for which u = f(z) is G,-invariant

(ii) the dimension of the orbit of the graph I'y under action by G, satisfies

the inequality
s = dim(G,I'y) > s = 6. (2.42)

We are interested in the case of reducible partially invariant solutions, since redu-
cible solutions can be computed from reduced systems involving p—s; independent
variables. where p — s; < p+ & — s. Therefore, these reduced systems are casier
to solve than the systems A/G, and A’ which we have to solve to obtain partially
invariant solutions.

In order to check whether a partially invariant solution is reducible under any
subalgebra of the full symmetry algebra L, one can examine the kernal A of the
characteristic matrix @ of L. If a non-zero subspace of i can be generated by
constant vectors. then the solution will be invariant with respect to the subalgebra

identified by these vectors. In the case of the Chaplygin equations (2.7). the



62

characteristic matrix @ is

-0, -6, 1 (z—1t0,) (—z8, 2t 20 — z0,
—pz —pr 0 (=tp:) (p—1xp:—2tp) (—p—zps)

Here, each constant vector a = (ay,...,as) in the kernal K corresponds to redu-

cibility by the subalgebra
S = {a1P1 + CIQP() + 03Z =+ a4B -+ CL5D1 + aGDz}. (244)

In the non-reducible case, the only constant vector in the kernal K is the zero

vector a = (.

2.4. PARTIALLY INVARIANT SOLUTIONS OF THE CHAPLYGIN AND

BORN-INFELD EQUATIONS

In this section, we discuss the reduced PDEs and ODEs obtained in Table
IX, providing partially invariant solutions of the Chaplygin equations (2.7) and
Born-Infeld equations (2.11) where it is possible. All of these solutions have the
defect 6 = 1 and are computed from two-dimensional symmetry subalgebras of
the algebra L. Here, we operate under the hypothesis that the subgroups G, C G
are acting regularly and transversally with 2-dimensional orbits. We identify the

following five types of solutions.

2.4.1. Static Solutions

Let us discuss some classes of static (time-independent) solutions of the Cha-
plygin equations (2.7) which can be obtained directly from PDEs and ODEs
associated to the subalgebras listed in Table IX. We discuss the results obtained
individually for each subalgebra.

For the subalgebra L, 3, the differential equation to be solved is

1 F" N A
rz FOLET) r)” - 5 =0, 2.45
et (354 ) 0+ (249)

where F is some function of p. We may solve this equation as an ordinary differen-

tial equation for p in terms of z. provided that we remember to set all constants
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of integration to be functions of t. We compare equation (2.45) to equation C

6.54 in [22]
v+ f()y” + 9(y)y’ + h(y) = 0. (2.46)

Here, we identify the following functions : f(y) = Q—Iy' + I;—’,’, g(y) =0, and h(y) =

W We introduce the quantity p(y) = v'(z), so that equation (2.46) becomes
1 F"\ . A

"+ —+= )+ =5 =0. 2.47

w5 )7 240

Setting ¢ = p?, we transform the equation again to

1 1 F" A
—q — 4 = —— = 0. 2.48
7+ (5 ) 0 (248)

The general solution of equation (2.48) is given by the following quadrature :

1 7" "
aly) = e F {1\’0—2* / ol vy . (2.49)

1
y V(FY
Thus, since 3’ = q(y)"/?, the solution y = y(z) is found implicitly through the

following relation
d
/ q(y)yl/:) = + CO7 (250)

so that p(z, t) is found by setting the constants of y(z) to be functions of ¢, and 8 is
found by setting 8§ = F'(p). This method can be used in general for all differential

equations of the form
pzz + f(p)(p2)* + g(p) = 0, (2.51)

which include the reduced equations corresponding to the splitting subalgebras
Lyg, Lys, Lya. Lss, Lgy, L7z (for all values of a), Lg;, and the non-splitting
subalgebras L33, L£41. L53.

To find a particular solution of equation (2.45), we set the condition 21_p +
F"F' =0, so that F(p) = 2Rpp*/?+ K. Having fixed the function F(p), equation

(2.45) reduces to

Pz +

[

N

O
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which yields the explicit solution

1/3
3 [2A . .
Q(z,t) =2],0 (5 ﬁx‘f‘[\g) +I\1,
2/3
3 [2)\ .
p(z,t) = (—2-‘ / K(';’I + I(2>

This is a static algebraic solution, with no singularities, and is unbounded at large

(2.53)

values of z. It admits the gradient catastrophe since the velocity is unbounded at
2 [KE -
T = —31/ 5x Ko.

Another class of solutions is provided from the subalgebra Lj». In this case,
we have to solve a set of two partial differential equations for 8, in variables £ and

n. which are listed in Table IX :
667’]97]9&: + 4779597) + 4&(05)2 — 2595 - 529&: + ’7971 - 46,7(9505U + 577951] = 0, (254)

4E0¢0en — EOy + 0, + 1y = 0, (2.55)

The second equation (2.55) corresponds to the fact that F;, = 0 since F'(§) is a

function of £ only. The function F' is related to 6 through the formula
F(€) = VX (263(6;)° — €26 + £n6,)) /7. (2.56)

A number of solutions #(£,7n) can be found to the system of equations (2.54) and
(2.55) by setting certain conditions on the derivatives of f. By setting 6, = f(n),

we obtain the solution of the reduced equations

__£&n
277+Co

+C). (2.57)

This solution however leads to an infinite value for the function F' (and therefore
an infinite density p). On the other hand, if we make the assumption that ¢, = 0,

that is 8 = f(&) + g(n), then one possible solution of the reduced equations is

0 =Kyln(&n) + K,. (2.58)
The formula (2.56) gives the finite value F' = % and so we obtain the static
=0

solution

5 ) A
O(z.t) = Koln (z7) + K. ple.t) = T
2K

(2.59)
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This solution is a singular solution which admits a branch point at £ = 0. Conse-
quently. the velocity v of the fluid is singular there. Since the density p vanishes
at that point, the entire line £ = 0 must be physically excluded from the domain
of the fluid.

Consider the subalgebra Lj 4. In this case, the reduced differential equation

1 1F"\ , o (2.2 F"

N /\x +i 1 o F _0
pS(F/)Q 2$2p F/ -

to be solved is

(2.60)

where F is a function of p/z. This equation is different from the one considered
previously for L; g in the sense that there exists a non-zero coefficient of p,, in
both x and p. Thus, equation (2.46) can no longer be used. However. in the case
when F(€) = Ko€f'Y? + K, equation (2.60) is a special case of equation C 6.70

discussed in [22] :
II: a-— Qf(ya $y>’ (261)

where a = 1 and

Yy /) r Y X ry\ 2
= = = . 2.62
f (a:’y z K} (:r) (2:62)
Making the substitution y(z) = zn(£), where £ = Inx. we obtain the equation
4/\
= 2.
which leads to the first integral
dn 8A
— == + K;. 2.
df ]\’(I)‘Z'I] + K3 ( 64)

For the special case where K3 = 0, we obtain

2/3

3
ylz) ==z (r\/‘Z)\ In|r| + ]\';) : (2.65)
0
whicli leads to the static solution

3 1/3
0 =K, (r\/’z/\ In x|+ ]\'4> + I
0

243

3
p=r1r (—,\/ 22 In |z| + 1\'.;>
I\O
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This solution is singular with a branch point at £ = 0. Therefore, we have a
situation similar to that of solution (2.59) above, since the entire line x = 0 must
be excluded from the domain of the solution.

For the subalgebra Ls 3, the differential equation to be solved is

5 2
Prz — 5= (p.’r)
2p

1, F NP

where F' is an arbitrary function of £. In the case where p,, = %(px)2 and F' = Ky

is chosen to be a constant, equation (2.67) is satisfied by the static solution

2
. [ A 1
0 9 — sl
< 2K,

This solution has a simple pole at £ = K,1/2K2/\. Asymptotically, it is unboun-

ded when z — +o00. In general, equation (2.67) can be solved by the quadrature

dp
T= 2 A—F' 172’
p*(Inp)(5zr — Cop)

leading to a singular solution.

(2.69)

A class of solutions of (2.7) corresponding to the subalgebra L7s, a # 1, can
be constructed by solving the set of two partial differential equations for 6, in the
two independent variables of £ and 7, as listed in Table IX. The function F is

related to € through the relation

F(€) = VA ((a + 1)en70 + =98, + 26%n722(6,)2) "°. (2.70)
For the case a = —%, the assumption ¢ = 0 yields the solution of the reduced
equations
0 = Kon~ %6 + K, F = Lg-m (2.71)
’ 2% ’
which lcads to the algebraic solution
Ko . A, _
0—?4-[\1, P = T\,OQ‘IL. (2/2)

This solution admits a double pole at = = 0. Asvmptotically, the velocity of the

fluid flow is bounded. but the density is not.
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In the case of the non-splitting subalgebra L5, the function F' is related to ¢

through the relation

)= VA (- o L) 2.13)
F)=VAN| ——b: — =0, + -= ') . 2.73
(& ( é 13 5, n 2&2 3
By setting 6 = f(n), we obtain the solution of the reduced equations
’¢ 2
o1 "E + K, (2.74)
2n?

from where we obtain the algebraic solution of the initial equations

1., 3\
g = 5]\0113 +I{1, p= I\/O:IJ, (275)

admitting a simple pole at z = 0. This solution is unbounded, but the velocity
does not admit the gradient catastrophe. Note that we also obtain this solution
for the subalgebra Ls ;. in the case where the function F is a constant. All of the
static solutions given above are expressed in terms of elementary functions and
are reducible with respect to the one-dimensional subalgebra {Fp}. The structure

of the singularities consists of poles and branch points only.

2.4.2. Explicit Non-static solutions

Let us now discuss certain classes of non-static solutions of the Chaplygin
equations (2.7) which can be obtained directly by applying the procedure presen-
ted in Section 2.3 to the reduced equations listed in Table IX. Here, we present
only the results.

For the subalgebra L, . we obtain the algebraic solution

1, K A ; K? _
f(z.t) = ———=x° t—t 1 LG
@) =5 —i® Tiont taret Tty T _
. - (2.76)
(2.1) = 2
P =y

which admits a simple pole at t = ty. Evaluating the characteristic matrix (2.43)
for solution (2.76). we find that the only constant vectors in the kernal are mul-
tiples of the vector

a= (t,.0.—1,-1,0.0). (2.77)
Therefore. this solution is reducible with respect to the full group G by the one-

dimensional subalgebra S; 6 = {t,P, — \,Z — B}.
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Similarly, for the subalgebra L, 2, we obtain the solution

a,z’ AT 1. 54 5 o
f(z,t) = + + =Xait’ + dajagt® + Aagt
( ) 2(a1t+a0) (a]f‘*'ao) 3 ! 1o 0
a3
_F [ S — +.a:’ (2.78)
2a; (a1t + ao) ’
1
T,t) = ———.
4 ) a;t + ag

We note that solution (2.78) is identical to the solution (2.76) found in the pre-
vious case for subalgebra L;¢. Here, the simple pole is at t = ag/a;. We note that
both solutions (2.76) and (2.78) represent centered wave type solutions.

A similar situation to that of L; g and Lo s occurs for the two subalgebras L; 7

and Lso. In the case of L; 7, we obtain the exponential-type solution

1 i R 1+ e'zm]\'l(t—to)
= ————\/9 —_— =
b(z,1) 2 2K (z = 20) (1 — @2V2XKi(t-to) + I

1 + e2\/2—)\1(1(t—t0) ~
 Ee e (2.79)
V(l‘,t) \% ~/\I\l(‘l’ :EO) (1 _ e2m1"1(t‘t°) !
1
)= ——mmm
p(ma ) I\—l(l' _ -L'())

This solution has simple poles at x = z¢ and ¢ = tp, and is reducible by the
one-dimensional subalgebra S; ; = {Ds — zo P, }.
In the case of subalgebra Ls ., the solution is given by

2V2)

2N\ , e T 4
0(z,t) = 2
(113, ) 200 z e:g?(t_to) B 1 )
(2.80)
A [ed 70 4 o
t) = ——: t)=—
V(:Ev ) C'O T e'};/g_\(l—to) 1 ) p(T’ )

Indeed. up to a translational shift in  and ¢, solution (2.80) is identical to solution
(2.79). The pole in z is now at x = 0. Both solutions (2.79) and (2.80) have a
singularity at line t = #o. as well as at line ¢ = 2o (for (2.79)) or = = 0 (for (2.80)).
When K, > 0, the asymptotic behavior is as follows. As t — oo, the quantity 6
approaches the function f,(z) = a(z — %0)%, and as ¢t — —oo, it approaches the

function f_(z) = —a(r — z¢)?. The density has a simple pole at z = zp. and is
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constant in time. Both solutions correspond to kinks, and since the current for

solution (2.79)

0
j= 02 = VD3 ( (2.81)

1+82m]\’1(l—10)
1 _ e?\/ﬁ’—)\]\’l(t—lo) !

is preserved in z, this suggests the complete integrability of system (2.7).

For the non-splitting subalgebra L, », the density p is related to 8 through the

relation
1 N\ 12
The assumption ¢ = 0 yields the polynomial solution of the reduced equations
1. i 3
0 =¢&n+ 6773 + Am + Ko, (2.83)

which leads to the partially invariant solution
1 3 B - 1 9 -N—1/2
6= s:z:t—gt + K t+ Ky, v(z.t) = =t. p= \/X(ea:—gt‘%-]\l) <. (2.84)

This solution is reducible by the two-dimensional subalgebra Ss » = {e Py+<cK1Z+
B,4¢K 1P, — 6K¢Z + D, }. Consequently, solution (2.84) can be obtained either
as a partially invariant solution with § = 1 with respect to the subalgebra L, ,,
or as a G-invariant solution (6 = 0) with respect to the subalgebra S, 5.

For the subalgebra L5, a = 1, we have a set of two partial differential equa-

tions for @ listed in Table IX. The density p is linked to 8 through the relation

p(€) = VA ( 505 + 0, + 2%},_,(95)2) o (2.85)

K

We obtain two different solutions to the reduced system. First, we have
I
0 = 5n&” + Co, (2.86)
which leads to an infinite density. Also. we have
0 = Kon + I, (2.87)

from where we obtain the trivial constant-density solution

[ A
0= I\'of + 1\-1. p= I (288)
0
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Solution (2.88) nevertheless has a characteristic matrix of rank 1, and is therefore

partially invariant. In this case, the solution is reducible by the subalgebra S7» =
{Pl, Po + I(OZ, —2[\'1Z + Dl + Dg}

For the subalgebra Li; o, the density p is related to 6 through the relation

1 2 e
The assumption 6, = Kj yields the solution of the reduced equations
0 = Koén + Koenlnn + (I — Koe)n + Ko, Ko I}, Ky € R, (2.90)

which leads to the constant-density solution

0(z,t) = 2Koz + (K, — Koe)t + Ko,
(2.91)
p= VAL + 2K2 — Ko=) /2,
This solution is reducible by the subalgebra S\;, = {P, + 2K,Z, Py + (K, —
Koe)Z. D, + Dy — 2K, 7}, and represents a travelling wave.
Finally, it is interesting to note that the subalgebra L+, where a = —1, leads

to a bump-type solution. The reduced equation of the subalgebra has the form

3 5  2F Ao (F)p  F”
zr — 5 \Fz o = — =Y, 2.92
oo =50+ S+ (15 - Gt - o) =0 2o
where F' is a function of z. For the special case where FF = Ky, the equation
becomes
3 s A
ez — —(pz)” + —=p=0. 2.93
P 2p(p )+ mp (2.93)
We can integrate equation (2.93) twice and obtain the explicit form of the bump
solution
At —1t
plat) = ——— AL
cosh” (%\/2,\(1' + C]>
(2.94)
cosh? (%\/2/\(1‘ + C)>
f(z.t) = — - ,
( ) /\(t f())
which is reducible by the subalgebra S;, = {D; - D, — 2t Fy}. The velocity

potential § admits a simple pole at t = £,. For large values of z. the deusity p is

bounded and tends to zero. but the velocity potential is unbounded. It should be
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noted that # decreases with time provided that we exclude the region around the

pole at ty. Also, since the current
1
J = V2Atanh <§\/2)\(m + C)), (2.95)

is preserved in time ¢, and since there exists an infinite number of preserved quan-

tities, the complete integrability of the Chaplygin equation (2.7) is established.

2.4.3. Implicit Solutions expressed in terms of elementary functions

A localized solution of (2.7) can be obtained from the subalgebra Lg ;. The

reduced differential equation from Table IX takes the form

S

2_
,sz—2_p(pz) 5L F

1, F o5
P yr2P T qEe

AP
-y (2.96)

where F is a function of ¢. In the case where F'(¢f) = 1 we can integrate equation

(2.96), and this results in the solution given in implicit form

1 - K] -1 I(lp + 2]\—0
Kop+ 2Kg+ e——at _tanh! [ /22T 200 2.9
Slgp ¥V P T AR e e ( 2 K, z+Co, (297)

| #o(t)]
Ko(t) -

2 — and € =

where Ky(t) = This solution represents a kink in the

1
2t
regions where the derivatives of p and @ are finite and the gradient catastrophe
does not occur. An analysis of the characteristic matrix (2.43) indicates that the
only constant vector in the kernal is the zero vector. Therefore, solution (2.97) is

irreducible with respect to the full group G.

2.4.4. Solutions in terms of Jacobi elliptic functions

We now discuss solutions which can be expressed in terms of Jacobi elliptic
functions. For the subalgebra L;g, the basic Chaplygin system (2.7) is reduced

to the following differential equation

1 F" o A 3
Dya + —_+'_, )"+ Ny o = 0. 2.98
! (‘2/) F ) (pe) (pB(F)- p(F)—) (298)

Equation (2.98) has the Painlevé property (no movable singularities other than

poles) if and only if

F(p) = 2Kop'* + K. (2.99)
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where Ky and A; are functions of ¢. So, equation (2.98) becomes

A €
Pee T p2 2 T K3 (2.100)
the solution of which can be expressed by quadrature

/ pdp
- J%ﬁ+%ﬁ+%p

0

Equation (2.101) can be solved in terms of elliptic functions [23] or degencrate
cases thereof (i.e. elementary functions). We can integrate ODE (2.100) once and
write the obtained first-order equation

P
(52) = 2o pto - p)o— ) (2102

where the constants p;. pa, p3 satisfy the relations

1 . .
p1+ po+ p3 = —551\21\3.

F

P1P2 + Pap3 + p1p3 = EA, (2.103)

p1p2p3 = 0.
When all three roots p, of the polynomial in equation (2.102) are different. then
the solution can be expressed in terms of Jacobi elliptic functions. The results for
different ordering of the roots p; < p» < p3 are summarized in Table X.
The moduli k of the Jacobi elliptic functions can be chosen in such a way
that 0 < k2 < 1. This ensures that the elliptic solutions possess one real and one

purely imaginary period and that for real arguments = we have
-1 <sn(z,k) <1, -1 < cen(z, k) <1, V1—Kk2<dn(x,k) <1. (2.104)

Note that non-singular periodic solutions can be physically interpreted as kinks,
bumps. cnoidal and snoidal waves, depending on the asymptotic behavior of the
modulus A. Singular solutions represent static structures which develop from a
point or a line into a growing sphere or cylinder.

Elementary solutions take place when two of the roots are identical. p; =
py = —LzKoNE and py = 0. Then we obtain A = {zz N5 K, and equation (2.102)
becomes

dp\° 1 1 . s
<d—f> = o+ 3eRak)” (2.105)



TaB. X. Jacobi elliptic solutions corresponding to the subalgebra
L, ¢ of the Chaplygin equation. Reduction to the ODE ey’ +oy +
B, e = +1, where o = Ak %, B = —e K. The function U(p) is such
that U(p) = z + ¢y. The constants are defined to be m = K, K§ +
(FK2RE+ A n = =) (%1@1{3 + (S KIKS+ ,\)”'“’)_1, Py
“LR,KE £ (RRERE- )Y o M - G *
(LE2KE - \)'° )_l.

| No. | Order of roots | Function U(p) Modulus k& and parameters
o172 1/2
Ky 2 _ . — a -
1 | p<c<0<a (2 (c2=) 1<k=(%)" <1
1/2
e=-1 [c ur + (a — c)E(u1) + (a — c)dn(u1)cs(u1)) sn(uy) = (;—'E%)
a=m
c=n
2 l_\& 1z 2c a /2
p<ec<il<a (:, (m) —1<k=(a_c) <1
5 _o\l2
e=-—1 [k — E(u) + dn(ur)tn(u1)] snfuy) = (%)
a=m ko= (1= k2=
c=n
N 172 72
K 2 b— =
—0 = _ . — c
3 c<p<bgoO (2> ((—c)1/2) 1<k_(_c) <1
_ _N1/2
e=1 [c uy — ——-rr—(ck_b) (w1 — E(Ul))] sn(u1) = (H)
b=ps
c=qt
.2 1/2 1/2
K 2b . _ (b~ =
4 | e<p<b<o (—Q) (=) “t<k= () <
1/2
— 5 _ 2 - b=p
e=1 [D(u;) k sn(u;)cd(ul)] sn(u) = ((c—b)/:)
b=Pi kl=(1_k2)l/‘2
C=qs
N 172 2
falts =2 _ L= -
5 c<0<p=a ( 2‘> ((a—c)l/'-’k"-’) 1<k_(uic) <!
1/2
e=-1 [E(u1) — Kup — k2 sn(ui)ed(ur)] sn(w) = (—————L‘:;_r)r‘;)
a=1m k’=(l_k’2)l/’_’
c=n
T3
K B 2 12 . 1/2
6 c<0<p<a (—20-) (m) [E(‘u.l)——k’ 'u,l] —1<k_(uic) < 1
/2
g =1 sn(ul)z("—zﬂ)
a=m K o=(1- k2?2
c=n
N3 172 24 p\1/2
7 c<b<0O<p (—3'1) k,_,—(__'(ﬁ[dn(ul)tn(ul)—E(ul)] —-l1<hk= (%) <1
1/2
= =1 sn(uy) = (/_‘%5)
b=ps
c=qx
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TaB. X. (continued)

| No. I Order of roots l Function U{(p) | Modulus k and parameters ,
R2\UZ N
8 |c<b<0Lp< —,_,‘l> (—_;)CIT[E(ul)+dn(ux)cs(u1)] —1<k=(°T) <1
- e 2
€= sn(uy) = e
b=pz
C=q+
o\ 172 /2 L2l V2
9 | 0<p andbcecC ,\1/4(’—‘2u> [—F(, k) —1<k=('\—”‘-}7’%&) <1
S 1y Ydn(
+2 (ur = B(uy) + nflantaly)
_ a2
e=1 cen(uy) = YL
KZK> _1 (A2,
b= ===+ ¢ = cos l(,\1/2+p)
Kik2\?
t{A— ——D—~16 )
c=b
a 172 1/2_ 1 pe2p0, 172
10 0<p< oo, A“‘('—‘zﬂ) —1<k=(/\—q,\‘1‘/l‘:—°h") <1
1y )
and b,ceC u; —QE(u])—Q%]
1 a2
E= cn.(ul) = L———p+/\l/._,
K2k _ 172
b— — 4\_ ¢ = cos 1(%_{_11/2)
. Kir2\?
ilA- 42
c=b

The general integral is given in implicit form

(—LeKaEK3) Y + (p)V°
(~LeRak3)12 = (p)'F2

1 2\1/2
2p"* — (—ZEKQI\’(;)I/“ In = +z + Co, (2.106)

- 19
eloh.

which is a singular solution admitting a branch point at p = —%

By means of the non-splitting subalgebra L34, the reduced equation from

Table IX obtained when we set F(&) = Ko€Y? + K, as in the previous cases. is

1 4z 2

1
Par — ;pz + _qp +

— = T = 2.107
T? Kgp? Nz ( )
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This is once again a special case of equation (2.61), except that the coefficient
function is now given by

v o, y  4A qy\T?2 2
f(x,y) - Kg<$) i (2.108)

where a = 1. Making the change of variable p(x) = zn(€) where £ = In into
(2.107), we obtain the first integral

d'f] 8\ 4’7 N
— + 5. 2.109
(d§> ]\o’l + L3 + s ( )

This leads to the quadrature

= { + co, (2.110)

/\/8/’\ h]'*'.[\;

Kgn

which can be solved in terms of elliptic functions [23]. The solutions n = n(§)
are found in exactly the same manner as for the previous case (p = p(z)) for
subalgebra L;g, except that the coefficients are now different. The right-hand
sides of equations (2.103) in terms of 1 become —i[\’ 32, 2) and 0 respectively.
The coefficient € which previously appeared for the subalgebra L, ¢ is always set
to 1, which means that only those root orderings previously corresponding to
the positive branch of € are included. All implicit partially invariant solutions
obtained in Subsection 2.4.4 are irreducible with respect to the full group G. This
is due to the fact that the kernal of the characteristic matrix (2.43), built from
the derivatives of p and 6, does not contain any non-zero constant vectors.

It should be noted that Chaplygin solutions have been found for the two-
dimensional subalgebras which have not been discussed above. In order to be
concise, we have omitted them from this paper, and limit ourselves to a few general
comments. In the cases of subalgebras Lsj, L£33. Ly1, L41, Ls53, L7s(a = 1),
Lzs(a # 1) and Lg ;. solutions of the reduced equations in Table IX were found
implicitly by quadrature. As an example. we present the solution for subalgebra

L3'3 .

AVE 2082 e
/< ,\[— L +Kg) dp =z + Co. (2.111)

]\3p 3t3 11\0
For the subalgebras L7 . (a = 1). L75.(a = 1). L7y.(a # 1), Loy, L74.(a # 1)

and Ls;. G-invariant solutions have been counstructed. Finally. for subalgebra
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L7-(a # 1), a Chaplygin solution has been determined which has infinite density.
However, its equivalent Born-Infeld solution has a finite density, as will be shown

in the next subsection.

2.4.5. Solutions of the Born-Infeld equations

Each solution of the nonrelativistic Chaplygin equations (2.7) can where pos-
sible be used to obtain a corresponding solution of the relativistic Born-Infeld
equations (2.11) in one spatial dimension. Since the Chaplygin and Born-Infeld
models involve two distinct parametrizations of the Nambu-Goto target space
variables X© and X9*!, we equate these variables to both their relativistic and

non-relativistic representations :

1
XO = CtR = E(tNR'*'eNR(fNRar)))

X . (2.112)
X4 = Ee(tR,r) = 7 (tnr — Onr(tNr,T)) -

Renaming the time variables T' = %tNR and t = tg, we obtain the following me-
thod of solution transformation described by Jackiw [1]. If Oyg(r,t) is a solution
of the Chaplygin equation (2.6), then a solution fg(r,t) of the Born-Infeld equa-
tion can be determined as follows. First, we determine the function T'(r,t) from

the equation
1
T + geNR(r,T) = V2, (2.113)

then we obtain the relativistic Born-Infeld solution

1 1
Op(r,T) = —=*T — —=

7 \/§9A'R(I‘.T) = (V2T —t), (2.114)

which is associated to the Chaplygin solution 6y g. Since equation (2.113) cannot
always be solved explicitly for T'(r,t) it follows that explicit Born-Infeld solutions
cannot always be found in this manner. However. the following classes of solutions
of the Born-Infeld equation (2.10) can be constructed. We summarize the results

as follows.
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For each static solution Oyg(z) given in Subsection 2.4.1, we can find the

equivalent Born-Infeld solution

a

pR(-T) = \/5 (%HNR(IB)),

where a is related to A through the relation A = a?/2. Thus. for example, we

Or(z,t) = c*t — V20ngr(z), (2.115)

obtain for the subalgebra L; g the solution of the Born-Infeld equation (2.11) of

the form

1/3
2
f(z,t) = c*t — 2V2K, (-2— da 1(2> - V2K,

2
K5

2/3
1 (3 [2) .
0

Since the coordinate transformation (2.112) is non-singular, solution (2.116) is

(2.116)

reducible by the sub algebra {ID;} given in (2.20). It is to be noted that the static
Chaplygin solutions are transformed to non-stationary solutions of the Born-
Infeld equations.

For the subalgebras L; s and Lo 2, equation (2.113) takes the following poly-

nomial form :
AT — dtoT? + (262 K2 — 2V2c2 K2 + 6M2) T

+ (2V2c K2t — 22 K3ty + 2K K2 — 4t)T (2.117)

+ (M) + KEKZ + K22° + 2K, K3z — 2K3K35t) = 0.
This is a quartic equation which can be solved explicitly through the method
of Ferrari. by solving the resolvent cubic equation [24]. The quantity 7" can be
expressed as a function of z and t. Since the solution has a complicated form, we
will not present it here.

In the case of subalgebras L;; and Ls». equation (2.113) has the transcen-

dental form for T

1 ) L1+ ezml\'l(T o) I
— —/92) —1z0)° — = V2. .
T 5. 2\ (z — w0) (1 TR (i) + V2t (2.118)

which cannot be solved explicitly as a function of x and t.
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The associated equation (2.113) for the subalgebra L, reduces to the cubic

form
T% — 3(c* + ez + K1)T — 3(Ko — V2c°t) = 0. (2.119)
The solution of this equation is given by Cardan’s formula for the roots of a cubic

T(z.t) =
1/3

(g(l\’o —V2e%t) + (2(1{0 —V2%)? 4 (P ez + K1)3) ) (2.120)

1/3

3 ] 9 . 1/2
+ <3(1\0 —V2c%) — (Z(K" — V232 + (® +ex + K1)3) )

and the solution can be expressed simply as 8p(z,t) = (V2T —t).
For the subalgebra L7, (a = 1), the solution (2.88) leads to a rather trivial
solution, namely
& (2 + Ko)t — V2K,) a(c® + Ky)
2K, ) p(z,t) = ENE

The associated Born-Infeld solution for the subalgebra L;; o takes the form

f(z.t) =

(2.121)

2

o?
c? — f\'l + I(OS
a(c® + K; — Koe)

T,t) = .
Pl 1) Ve (et — (K — Koe)?) + 8¢t

O(z,t) =

((c2 + Ky — Koe)t — 2V2Koz — \/§Ai_,>
(2.122)

Finally, for the Chaplygin bump solution (2.94) corresponding to the subal-

gebra L;4(a = —1), the associated Born-Infeld solution is given by

cosh® (%\/ﬁ(z + C’))
A

2t , [ (to — V2t)?
Q(I,t)___c_g + V22 (to 4\/_) +

7 . (2.123)

which is non-singular and asymptotically unbounded. Since they correspond res-
pectively to the reducible Chaplygin solutions (2.88). (2.91) and (2.94), the Born-
Infeld solutions (2.121), (2.122) and (2.123) are reducible by the transformed
subalgebras corresponding to S7.2, Si1,2 and S7y respectively.

We note that the Jacobi elliptic solutions described in Subsection 2.4.4 can
be transformed to hyperelliptic solutions of the Born-Infeld equations. Due to the

complexity of the expressions involved, we will not include them here.
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In addition to the solutions discussed above, it should be noted that certain
solutions to the reduced equations in Table IX lead to Chaplygin solutions with in-
finite density which were not discussed previously due to physical considerations.
However, these “solutions” can be used to determine finite-density Born-Infeld
solutions. As an example, we consider the subalgebra L72(a % 1). A solution to

the reduced equations in Table IX is

Ovrg = Ko+ i;’o-l — —én + K, (2.124)
]Hz
= Koz — —2% + K. (2.125)
Since the function F' is related to 8 by the relation
-1/2
F(&) =V <—€7779s + 70, + %772(95)2> , (2.126)

the non-relativistic density pygr becomes infinite. However, if we transform the

non-relativistic -function (2.125) into its relativistic (Born-Infeld) equivalent

¢’ 2, K3 2 -
0(z,t) = (c*+ —r)—)t —V2K2z — V2K, |, (2.127)

2 Bg
2

then we obtain a finite (though constant) density

. 1/2
a2ct(c? + {\oﬁ_ 2
p(z,t) = ¢ ( Caute il I (2.128)

2K3B (K2 —1)

which represents a travelling wave similar to that of solution (2.122). The negative

branch (¢ = —1) could be interpreted as an antiparticle density.

2.5. SUMMARY AND CONCLUDING REMARKS

The main purpose of this paper has been to provide a great variety of exact
analytic solutions through the systematic use of the subgroup structure of the
Chaplygin and Born-Infeld equations in (1 4+ 1) dimensions. We concentrate ex-
clusivelvy on partially invariant solutions. Under the hypothesis that the subgroups
G, C G are acting regularly with 2-dimensional orbits and that the transformed
graphs G,(T';) are submanifolds, we construct and investigate partially invariant
solutions with defect structure § = 1. We can summarize the results which were

obtained using the proposed algorithm in Section 2.3, with the following cases.
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(1) Elementary solutions, that is, algebraic with one or two simple poles, trigo-
nometric, hyperbolic and logarithmic.

(2) Implicit solutions in terms of elementary functions.

(3) Doubly periodic solutions which can he expressed in terms of Jacobi elliptic
functions sn, cn and dn.

The explicit partially invariant solutions were found to be reducible, in most cases
by one-dimensional subalgebras of L. It should be noted that these types of solu-
tions are difficult to obtain using the standard symmetry reduction method. All
implicit solutions are irreducible with respect to the full group G.

The analysis described in this paper could be extended in several directions.
Firstly, it should be remembered that the elimination of p in the equations of
motion (2.7) and (2.11) was only made possible when the constants A and a
respectively do not vanish. These quantities correspond to a d-brane “tension”
which must not vanish if the Nambu-Goto action (2.1) is to generate dynamics [1].
Consequently, it is reasonable to suppose that an action for a “tensionless” d-brane
could lead to the non-interactive (free) Chaplygin and Born-Infeld theories, where
A =0 and a = 0, respectively. More generally, it may be interesting to investigate
partially invariant solutions of the more general form of the Nambu-Goto action.

Secondly, the question also arises as to whether our approach can be extended
to a supersymmetric version of the Chaplygin model. Recently, such a generaliza-
tion has been achieved by Jackiw and Polychronakos [25] where, in particular, the
explicit representation has been derived from a supermembrane. A group analysis
of this supersymmetric planar model can, through the use of Grassmann variables
and the Legendre transformation, provide us with new classes of generalized so-
lutions of this model. This work is currently undertaken [26].

Finally, using group theoretical techniques, the authors plan to generate. in
a systematic way, invariant and partially invariant solutions of the Born-Infeld
equations in (3+1) dimensions. The concept of weak transversality for these types
of solutions could also be investigated. This task will be undertaken in a future

work.
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Résumé
Dans cet article, nous présentons une procédure qui nous permet de construire des
solutions invariantes du gaz supersymétrique de Chaplygin en (1+ 1) dimensions.
Nous utilisons une généralisation de la transformée de Legendre afin de transfor-
mer le systéme d’équations originales en un nouvel ensemble d’équations différen-
tielles ayant comme variables indépendantes la vitesse du fluide et la vitesse du
501.1 dans le fluide. Les propriétés symétriques des équations et leurs algebres de
Lie sont décrites pour les deux systémes de coordonnées, et nous faisons appel a
une classification systématique des sous-groupes pour obtenir certaines classes de
solutions invariantes des équations transformées. Lorsque cela est possible, nous
utilisons la transformée de Legendre pour obtenir des solutions équivalentes des
équations originales du modéle linéaire supersymétrique. Nous préscntons éga-
lement certains éléments de base qui peuvent servir a étendre la méthode au
cas planaire supersymétrique. En particulier, I'analogue en (2 + 1) dimensions
de I'équation dans le systéme de coordonnées transformées a été déterminé. ainsi
que certaines symétries. Pour un certain cas spécifique. il a été démontré qu'il est
possible d'invertir et d’étendre une solution invariante de 1'équation transformée

afin d’obtenir une solution du gaz planaire supersymétrique de Chaplygin.
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Abstract
In this article, we present a method for constructing invariant solutions of the
supersymmetric Chaplygin gas in (1 + 1) dimensions. This approach is based on
the use of a generalized Legendre transformation, through which we transform
the original field equations into a new set of equations involving the velocity and
sound speed of the fluid as independent variables. We describe the Lie symme-
try properties of the equations in both coordinate systems, and make use of a
systematic subgroup classification to determine certain classes of group-invariant
solutions of the transformed field equations. Where it is possible, the Legendre
transformation is applied in reverse in order to obtain equivalent solutions of the
standard field equations. A number of analytic solutions of the supersymmetric
Chaplygin gas in one spatial dimension are found. In addition, certain basic ele-
ments of a possible extension of our method to the supersymmetric Chaplygin
gas in two spatial dimensions have been formulated. In particular, the (2 + 1)-
dimensional analogue of the transformed equation has been determined, and some
of its Lie point symmetries have been identified. For a certain specific case, it has
been demonstrated how an invariant solution can be inverted and then extended

to a solution of the planar supersymmetric model.
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3.1. INTRODUCTION

A few years ago, a series of lectures were given by R. Jackiw on the subject
of fluid mechanics [1]. A number of topics were covered, including a general des-
cription of fluids with vanishing and non-vanishing vorticity and the properties
of certain specific models. In particular, it was shown that two distinct para-
metrizations of the Nambu-Goto action for a d-brane evolving in a (d + 1, 1)-
dimensional target space-time lead respectively to two specific fluid dynamical
models, namely the Galileo-invariant Chaplygin gas in d spatial dimensions and
the Poincaré-invariant Born-Infeld model for a scalar in d spatial dimensions. The
symmetry Lie algebras of the Chaplygin and Born-Infeld equations in one spa-
tial dimension were systematically analyzed, and a full classification of the one
and two-dimensional subalgebras was performed [2, 3]. A number of classes of
invariant and partially invariant solutions were obtained.

In addition, a number of highly original theories of fluid mechanics were pro-
posed by Jackiw et al. [1]. These cxtensions of the classical theory were based
primarily on the application of methods previously used in particle physics to the
context of a classical field theory. Of special interest was the generalization of
the Chaplygin gas models in one and two spatial dimensions to supersymmetric
theories involving Grassmann (fermionic) variables. While the one dimensional
case [4] is the main focus of this article, a number of important observations are
made concerning the two-dimensional supersymmetric theory.

The primary purpose of this article is to employ a generalized version of the
Legendre transformation in order to determine invariant solutions of the super-
symmetric Chaplygin gas in (1+1) dimensions. We want to put a new light on the
equations of motion by solving them while taking into account their invariance
properties in the previously obtained results [2]. Emphasis will be placed on the
search for solutions through the formulation of the field equations in the new
transformed coordinates. Let us mention that the Legendre transformation leads
to a linearisation of the equations only for the one-dimensional supersymmetric
theory. In this case. the general solution can be obtained. Our aim in searching

for special solutions is to understand deeply the connection between invariant



87

solutions in both coordinate systems and eventually use them to fully extend our
analysis to the supersymmetric model in (2 + 1) dimensions.

This article is organized as follows. In section 3.2, we examine the field equa-
tions for the supersymmetric Chaplygin gas on a line, and present a method for
constructing group-invariant solutions through a generalization of the Legendre
transformation. Section 3.3 is devoted to a description of the Lie symmetry struc-
ture of both the standard equations of the (1 + 1)-dimensional supersymmetric
Chaplygin gas (Lie superalgebra G,) and their transformed version (Lie algebra
L). We recall the classification of one-dimensional subalgebras of the bosonic sec-
tor of G, and then perform the same analysis for the one-dimensional subalgebras
of the finite sector of £. In section 3.4, we make use of the classification of £ in
order to describe and discuss certain classes of group-invariant solutions of the
transformed field equations. Where it is possible, the Legendre transformation
is applied in reverse in order to obtain equivalent solutions of the standard field
equations which are then extended to full solutions of the linear fermionic model.
The connection between the latter and solutions obtained directly from the clas-
sification of G, is examined. In section 3.5, we discuss how our analysis could be
extended to the case of the supersymmetric Chaplygin gas on a plane, through
the use of a generalized Legendre transformation in three independent variables.
Invariant solutions of the planar supersymmetric model are obtained. Finally,
section 3.6 contains observations and a discussion of further applications of our

results.

3.2. SUPERSYMMETRIC CHAPLYGIN GAS IN ONE DIMENSION

A supersymmetric generalization of the Chaplygin gas on a line was proposed
in 2001 by Bergner and Jackiw [4]. The velocity of the fluid v is supplemented by

a Grassmann variable or fermionic field v(t, z) such that
1
v=20, — 51,)1/)_1.. (3.1)
The equations of motion read

P+ O (pv) = 0. (3.2)
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1 A V2A
0, + vl, = v+ — — —— Uy, (3.3)
2 p? 2p

Py + (v + @) P = 0. (3.4)

The continuity equation (3.2) and the Euler equation (3.3) are therefore modified
from their original form in order to include the Grassmann variable v, while the

equation (3.4) is new. The velocity v satisfies the evolution equation

A
vy + vy = Oy (—,)) . (3.5)
2
Instead of using the density p, we make use of the sound speed variable
2\
s = , 3.6
5 (3.6)

so that the equations of motion (3.2-3.4) become

8y = —USy + SUy, (3.7)
1, 1, 1
0, = —vl, + v + 55~ 53(/)%, (3.8)
Yo = —(v+ ). (3.9)
and equation (3.5) becomes
vy + VU = S8, (3.10)

It is to be noted that in the case where 91, = 0. the equations (3.7-3.10) are
decoupled, and that solutions (6, s) of the supersymmetric equations are simply
those of the ordinary (bosonic) Chaplygin equations, while equation (3.9) becomes
linear in .

Let us recall that the Legendre transformation has been performed on the
bosonic Chaplygin gas equations (i.e when ¢ = 0) in order to linearize them and
obtain the general solution [1]. Using this result as an inspiration, we extend the

method to the supersymmetric case. We begin with the dependent variables
1 1
q=01—;)—l/)1,-),,, v=20, — —{51,)1/11. (3.11)

Using equations (3.8) and (3.9) to substitute the values of 6, and ¢, into ¢. we

obtain the following relationship which links s to v and ¢ :

s? = 2q+ 0% (3.12)
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Later, it will be convenient to use the (s,v) coordinate system instead of (g, v).

Equation (3.7), when expressed in terms of v and ¢ then becomes

Qg+v<@+@>_2 O

En Eriaaicm =0. (3.13)

q% =
We modify equation (3.13) to a differential equation for z and ¢ in terms of v and
g. Indeed, the change of variables (¢t,z) < (q,v) implies that

oz 10v 0z 1dq ot 1dv ot 1dq

- Ja o Ja 8 Jow - Jar O

where J = 0(q,v)/0(t,z) is the Jacobian of the change of variables. Equation
(3.13) is then transformed to

oz Bz ot ot
—+ =) +2— =

5y + v(aq 821) qa—q = 0. (3.15)

By analogy with the ordinary case, we postulate the existence of a function W =

W (g, v) such that

t =W, z=W,. (3.16)
Equation (3.15) can be rewritten through relations (3.16) as
Wy — 20Wy,, — 2qW,, = 0. (3.17)

We now change to the coordinates (s,v). Using (3.12) and writing W(q,v) =
W (s, v), we finally get the equation
2
Wy — Wss + EVVS =0, (3.18)
for which the general solution is given by Jackiw [1] :

W(v,s) = flv+s)—sf'(v+s)+g(v—s)+sg(v—s), (3.19)

where f and g are arbitrary functions in their respective arguments.
We must now incorporate the fermionic field (¢, z) into this framework. We

begin by expressing v in terms of the coordinates s and v :

Bt 7) = B(t(s,0), 3(s,v)) = \(5, 7). (3.20)
Using the change of variables in the derivatives given by

3; = S,as + 'U[&-U. ag- = STBS + 7.'_1-0“. (321)
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and the fact that s, and v, may be deduced from (3.7) and (3.10), we deduce the

equation on y from the equation (3.9). Indeed, we get

(82 +v2)(Xs + Xu) = 0, (3.22)

which implies that
Xs + X =0, (323)
if s; + v, # 0. The general solution is therefore

x(s,v) = ¢(v —3), (3.24)

where ¢ is an arbitrary function of v — s. This has been deduced directly by
Jackiw [1]. Let us show that the condition s, + v, # 0 is in fact redundant if we

take into account the form (3.19) of the general solution W. Indeed,

Sy +uv, =0 — s(Wyg — Wss) + W5 =0, (s #0), (3.25)

since we can write (from (3.12), (3.14) and (3.16))

J[ ot ot J
Sy = g ('Ua—q' e %> = _?M'sua (326)
o J
= J— = — — W,
ve = T = S5(sWes = Wi). (3.27)

Inserting W = (3.19) into (3.25), we get ¢” = 0. Using g(v — 5) = a(v — 5)*> +
b(v—s)+c, the original variables ¢ and z may be written (from (3.16) and (3.19))

as

t=—f"(v+s)— 2a.

z=fllv+s)—(v+s)f'(v+s)+b.

showing that the change of variables (¢.x) « (s.v) is not invertible.
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3.3. STRUCTURE OF THE SYMMETRY LIE SUPERALGEBRA

3.3.1. The standard form of the field equation

The Lie algebra G of the supersymmetric Chaplygin gas equations (3.2-3.4)
in one spatial dimension is spanned by the six independent vector fields [2, 5] :
Py=0,, Pi=0,, B =10, + 0, Z =0y,
(3.29)
Dy = 2t0, + x0, + po, , Dy = 20, + 2005 — p0, + 0y.
Here, Py and P, represent translations in the independent variables ¢ and z res-
pectively, B consists of a Galilean boost, Z corresponds to a shift in the potential
f, and D; and D, are dilations in the dependent and independent variables. In
addition, we have the following two supersymmetries which link the bosonic and

fermionic variables :

2\ 2X
and
Q= —-;-1/180 — Oy, (3.31)

These transformations correspond to the conserved charges and supercharges
identified by Jackiw and Bergner |1, 4], and can be derived by the use of Noether’s
Theorem. The vector fields (3.29)-(3.31) therefore generate a Lie superalgebra G,
whose supercommutation relations are given in Table XI. It should be noted that

these relations consist of commutators
[A, B] = AB — BA, (3.32)

in the case where at least one of A and B is even (bosonic), and of anticommu-

tators
{A,B} = AB + BA, (3.33)
in the case where both A aud B are odd (fermionic).

The classification of subalgebras of the bosonic sector G of §; has already been

performed [2, 3|. We are interested here only in one-dimensional such subalgebras.
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TAB. XI. Supercommutation table for the Lie superalgebra G;.

X\Y{D,|D|B| Z |P,| Po | Q| Q

D, | 0|0 0 |=P|—2P|-Q| 0

D, | 0|0 |-B|-2Z|-P| 0 0 |-Q
B ||-B|B|O0]| 0 |-Z|-PR| Q| O
Z | 022,01 0 0 0 0] o0

P, | AP Z]| O 0 0 0| 0

Po 2P| 0| P | O 0 0 0| o0

Q |l Qlo|-Q| 0 0 0 |2PR |-P
QlojlQjo| o 0 0 |-P| Z

There are the splitting subalgebras
Ly ={D:i}, Ly = {Ds}, L3 ={B}, Lio={D1+aD,, a#0},

[:5,5 = {Dl +D2+€B, £ = :t].} s

M:{PO}’ N2={P1}, N3={Z}, N4'g:{Z+EPO,€::t1},

(3.34)
and the non-splitting ones
Kie={Di+€Z e=%1}, Ky.={Di—Dy+¢eP, e==+1},
Kse={Ds+ePy, e=%1}, Ky.={B+ePy, e==+1}. (339

All of these subalgebras, except N3 which does not contain any derivative with
respect to the independent variables ¢t and x, have been used to construct specific
invariant solutions of equations (3.2) and (3.3) in the bosonic case. |2]. Generators
of supersymmetries like (3.30) and (3.31) cannot be included because they give
rise by anticommutation to a bosonic generator, leading thus to a two-dimensional
subalgebra. For instance, any subsuperalgebra containing the generator ) must
necessarily also contain Fy. Consequently, any solution invariant under ) will
belong to the class of invariant solutions corresponding to subalgebra A, and

will therefore not be fundamentally distinguishable from solutions obtained from

N
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3.3.2. The transformed equation

Let us now consider the Lie algebra £ of the transformed equation (3.18). It

is easy to show [6] that this algebra is spanned by the generators :

D =359, +vd, + Woy , V=a,,
1 2 2
C = svd; + 5(3“ + 07)0, + vWow (3.36)

M =Wy , Sp = B(s,v)0w,

where the function [ satisfies equation (3.18). It should be noted that, contrary
to the Lie algebra G in the case of the standard equations, £ contains an infinite-
dimensional family of symmetries Sz. This allows us to extend our invariance
analysis to a much greater class of subalgebras, and therefore potentially obtain
additional invariant solutions of the one-dimensional supersymmetric model. The
commutation relations are summarized in Table XII. In addition, for any two

solutions 3, and 3, of equation (3.18), [Ss,. Sa,) = 0.

TaB. XII. Commutation table for the Lie algebra £ spanned by
the vector fields (3.36).

X\Y D A C M Ss

D 0 -V ¢ 0 S(sBa+vBu—B)
\V, 1% 0 D 0 S8,

C —C -D 0 0 | S(svpeti(s2+v2)8,=08)
M 0 0 0 0 — S5

Sp || Ste-sB.—v8.) | =580 | Swp—svp—List+v2),) | OB 0

In order to classify the subalgebras, we decompose the structure of £ into the

following form
L={{D.V,C} > {M}} 35 {Ss} (3.37)

Concentrating once again on the one-dimensional subalgebras, we perform the

classification in three steps [7].
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(1) The simple algebra F = {D, V, C} is isomorphic to the Lie algebra o(2, 1)
whose subalgebra classification is known [7]. Its one-dimensional subalge-

bras are
Fi1 = {D}, Fio={V}, Fis={2V+C}. (3.38)
(2) Next, we consider the direct sum
S={{D,V,C} » {M}}. (3.39)
The one-dimensional splitting subalgebras of S are
Sy = {M}, S, = {D}, Sz ={V}, Sa={2V+C}. (3.40)

In addition, we obtain the following non-splitting subalgebras of S

Ssa={D+aM,a#0}, Sec={V +:cMe==1},
(3.41)
S’t’,a = {2V+C+CLM,G,75 O}

(3) The complete Lie algebra L is constructed through the semi-direct sum
of the previously considered algebra S with the infinite dimensional Lie
algebra spanned by the generators Sg. Each solution 3(s,v) of equation
(3.18) imposes a different structure on the further classification of the
subalgebras of the semi-direct sum. We will consider several instances of

this.

The usefulness of the classification is demonstrated in the fact that it allows
us to find all corresponding symmetry reductions of equation (3.18) under the

classified non-equivalent subalgebras of the symmetry algebra S.

3.4. GROUP-INVARIANT SOLUTIONS

3.4.1. Solutions of the bosonic model

In this section, we proceed to describe the solutions of the transformed dif-
ferential equation (3.18) which are invariant under the one-dimensional subalge-
bras of S. For each conjugacy class given above. we evaluate the invariants of
the corresponding Lie subalgebra, and also the corresponding reduced differential

equation. From the solution of each reduced equation. we obtain the respective
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solution 1°(s,v) of the transformed differential equation (3.18), and the results

are summarized in Tables XIII and XIV. In addition, we also consider certain

subalgebras of £ involving generators of type Sg.

TaB. XIII. Invariants of the one-dimensional subalgebras of S.

Subalgebra Symmetry variable(s) Function W
{A} E=s,v No function
{D} =7 W = sF(£)
{V} §=s W =F(£)
{2V +C) § = £ W =sF (¢
{D+al,a# 0} =Y W = st F (€)
{(V +eM,e=+1} £= W = e F(£)
{2V + C +aM,a # 0} § = £t W= sed () p (€)

TaB. XIV. Reduced Equations and solutions W (s,v) obtained

from one-dimensional subalgebras of S (K¢ and I} are arbitrary

constants).
Subalgebra | Reduced Equation(s) Solution W (s,v)
{D} (1 — €2)Fee — 26F¢ +2F = 0 Kov+ K5 — %len(:f":)
{v} ZFg—Fe =0 3 Kos® + I
{2V 4+ C} | (€24 16)Fee + 26Fe —2F =0 | Ko(s? —v® —4) + |, (s+ L(s? — 92 —4)tan! (-l—-*‘))
(D - M) (1 — £2)Fee — 4€Fg = 0 Ko (m (jf;‘) + ?'_—w) + K
(D + A} (1= %) Fee +2F =0 Ko(s? — v2) + K, (vs+ 1(s? —uﬂ)ln(;;*j))
{D+ail} (1 = %) Fee +2(a — 1)EF Ko(v = s)*(v+as) + Ki(v+ 5)(v - as)
(a£—1.0.1 —(u+1)(a—‘2)F=O
{V + =247} Feg—2F—F=0 Ko(s — Del™v+s) 4 Ky (s + 1elsr—2)
=31
{2V +C | (€% + 16)% Fge + 26(€% + 16) F¢ e’ X
A} o) —E2 + 16+ 202)F =0 Ko(s? = v? — 4 + 2sa) (‘T‘"-;_*—)("j_j_”)) T
-2 2 . (v+s—21 (v —s+21) %
+[\l(1 S +4+3S(1) ((—l‘+b+2l)(l7+b+2])) "
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Where it is possible, the Legendre transformation is applied in reverse in order
to obtain the solutions 8(t, z), p(t, z) and ¥(t, z) of the original Chaplygin equa-
tions. We may proceed directly from the system of coordinates (s, v, W (s,v)) to
the standard system of coordinates (t, z, 8(t, z)) through the following procedure.
We first determine ¢t and z as functions of s and v through the relations

1
t=—-W, z=-W,— W, (3.42)
S S

This change of variables can in principle be inverted (provided that the Jacobian
J does not vanish), and we obtain s and v as functions of ¢ and x. The solution

p(t, z) is directly obtained through the relation

V2)

and the function (¢, z) is determined by
0(t,z) = W(s,v) +zv+ %t(s2 — ). (3.44)

The solutions 6(t, ) constructed through the above procedure are compared with
those determined directly in [2] from the subgroup structure of the standard
equations. The results are presented in Table XV. In the case of subalgebra { D +
2M}, we obtain an equivalence with two distinct subalgebras, {D; + 3D} and
{B + ¢Pp}. This occurs because the associated solution is in fact invariant under
the two-dimensional subalgebra {D) + 3D,, B + £Fy}, which indicates that the
two distinct one-dimensional subalgebras generate the same orbit.

Let us demonstrate the procedure through the following example. For the

subalgebra {D + M}, the general solution of the transformed equation (3.18) is

W(s.v) = Ko(s* —v°) + K, (US + %(s2 —vH)In (Z :': z>) : (3.45)
From the relations (3.42), we get the transformation
f— —2Ko— Ky ln (Z’ i z) T = —2K)s, (3.46)
which may be inverted to give
1 1 — - (t+2K0) 1
v= QAI\‘,I:IJ'E1 j :—%(t-ﬂl\'o);’ gi= N T. (3.47)
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TAB. XV. Bosonic solutions obtained from one-dimensional sub-

algebras of S.
Link with the algebra G

Solution 0(t, z), p(t, z)
{B}

Subalgebra
v} o(t,z) = = + %0’ + K3
_ V2K,
14
{D1 — D2}

p(t, x) =
0(t,z) = _]_;zi cosh? (Ail(:r, + KO))

{D}
VoAt

t = —
plt, z) K1 cosh? (h%l(z+1\'o))
6(t,z) = Kgln (f%’jﬁg—i) + K, {D:}
16 KZt2—z* )

{D - M}
p(t.z) = V2X (4—1\013_
<1+e"1 (t+2}\0)§ | {DQ}

22
4R <l_el\’{'1(t+21\'0)

{D+ M} 6(t,z) =
p(t, :E) — 2](’]2\/5
372
{Dl -+ 3Dg}. {B + EPO}

(121\'03'—t2) + xt .

6Ro ~ 108K

K 1

{D+2M} | 6(t,x) = 18KG  \JAKI-K?
z) = 3v/EA VKRG
p(t,z) =3 22 okenr?

Equation (3.44) then yields the solution
(3.48)

2

(1 n e](l_l(t+21\’o))

) 'IL,CL' = — - )
(t,2) 4k, (1 _ eK;‘(a+2Ko))

which is of the same form as the solution invariant under the subalgebra {Ds} of

G, as expected from the fact that the change of variables (3.46) transforms the

differential operator sds + vd, to zd,.

3.4.2. Additional subalgebras of §
We now return to the discussion of the solution for the subalgebra {D + al/}

where a # 0, £1,2. The solution in (s,v) space is given by
(3.149)

W(s.v) = KNo(v—$)*(v+as)+ Ky(v+s)"(v—as).
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so that the transformations to the (¢, x) coordinate system are given by :

t=ala+1) (Ko(v—s)"" + Ki(v+3s)"),
(3.50)
= (02 h 1) (I\’o(’U - S)a + Kl (’U + S)a) ’

which is not easy to invert in the general case. The corresponding solution 4(t, x)

may however be written in terms of the variables v and s :

0(t,z) = %a(a — 1) (Ko(v — 8)*"' + Ky (v + s)*™). (3.51)

Z

If we proceed to use the change of variables (3.50) to transform the differential
operator sds +vd, in a manner analogous to that performed for the case { D+ M}

above, we find

s0s + v0, — (a — 1)td, + axd;. (3.52)

This is equivalent to the independent variable terms in the vector field ((a —

1)/2)D; + ((a + 1)/2) D5 in the (¢, z) space. Thus we make the correspondence
D +aM — (a = 1)Dy + (a + 1)Ds. (3.53)

This is consistent with the results given in Table XV. Indeed, the cases a =
0,—1,1, 2 respectively link subalgebras {D}, {D — M}, {D+ M}, {D +2M} in
(s,v) space with subalgebras {D; — D»}, {D1}, {D2} and {D; + 3D-} in (t, z)
space.

Let us mention in particular the new case where a = 1/2. The invariants are
E=—,  sW, (3.54)
so that the solution W (s, v) of equation (3.18) is of the form
W = Ko(v — s)Y?(v + és) + Ky (v 4+ 8)(v - %s) (3.55)
From the relations (3.42). we get the transformation

3 D] - 2
T = —z]\'o(v — )12 — ZAI(U + )12,

5 3 (3.56)
t=-Ko(v—s)"?+>Ki(v+s) "2
4 4
The Jacobian J is given by
9N oHs
J=- SUAL (3.57)

16(v — 8)3/2(v + 5)3/2°
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and so the constants Kp and K; must both be non-zero if solution (3.55) is to
be invertible through the Legendre transformation. In the specific case where

Ky = K, we can invert the relations (3.56) to obtain

4z 8z =
= ———/9K3xt + 41212 = — 4 —. 3.58
s 9th\/ Gt + 4722, w o5 + (3.58)
The corresponding solution is therefore given by
z> 813 9V2NICEt
Gt,:z: =—+—,, t,lf = 0 . 359
2)= 5 27K (k. 2) 4\ 9K 2zt + 42212 (3:59)

This corresponds to a solution invariant under the subalgebra {D; — 3D,} of G,
which has not been given before.

For the subalgebra {V + e M}, the solution is given by
W (s,v) = Ko(s — 1)+ 4 K\ (s + 1)elv=%). (3.60)

The transformations linking the (¢, z) and (s. v) coordinate systems are given by :
t = —Koe®t + Kije™*7,
(3.61)
T = —I{o (’U —+ (S - 1)5) es+.—:v + ]\'l (’U _ (8 4 1)5) e—s+sv.

Since the Jacobian cannot be allowed to vanish. the constants o and K, are
required to be nonzero. Even in the simplest case where Ky = K, the change
of variables (3.61) is difficult to invert. In terms of the variables s and v, the

corresponding solution 6(t,z) can be written

(3.62)

If we proceed to use the change of variables (3.61) to transform the differential

operator, we obtain
dy, — ctd+ (sr+1t)0, (3.63)
= t0, + &(xd, +t,). (3.04)

This is equivalent to the independent variable terms in the vector field B +

Le(D,+ D,) in the (t. x) space, which is similar but not identical to the subalgebra
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{D\ + D>+ eB} identified in (3.34). The solution corresponding to this particular
subalgebra had not been found previously.

For the subalgebras {2V + C}, and {2V + C + aAl}, the change of variables
(3.42) is difficult to invert, and corresponding solutions of the field equations in
(t,r) space have not been found. In the case of {2V + C'}, we require that K be
non-zero in order to obtain a nonvanishing Jacobian. For {2V + C + aM}, both

Iy and Iy must be different from zero.

3.4.3. Subalgebras involving Sj

The question arises as to whether additional solutions of the field equations
(3.2), (3.3) and (3.4) may be found from subalgebras involving generators of the
form Sg. Let us observe the effect of applying group conjugation by such an

element to the generator V = 9,. If we define
Y = kSpg = kfB(s,v)0w, (3.65)

where k is a constant, then the commutator terms in the Campbell-Baker-Hausdorff

formula read
Y, V] = —kSs,, [Y,[Y,V]] =0, Y, [Y.[Y,V]]] = 0. cee, (3.66)

so that the generator V' is conjugate to V — kS, . Thus, in order to obtain a new
solution which is not a trivial extension of the solution already found for V', we
must consider the subalgebra spanned by an element of the form V + S,, where

a(s,v) obeys the following conditions :
(1) a is a solution of equation (3.18),
(2) there does not exist any solution 3(s.v) of (3.18) such that a = f3,.

Thus. for instance. since the function 3(s.v) = kv (k is a constant) is such that
3, = k, the subalgebra {V + S, } is conjugate to {V'}. In this case, the associated

invariant solution is found to be

1 ,
W(s.v)= gl\'os‘3 + Iy + ko, (3.67)
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which is simply a linear combination of solutions previously determined for sub-
algebras {V'} and {D}. In (¢, z) space, we obtain the solution

(z+k)? t3
e(t’ x) = + e
2t 6K¢

+ K, (3.68)

which differs from the case found for V' only by the addition of a constant to z.

For the general case, consider the subalgebra spanned by the generator
V 4+ Sy =0, + as,v)0w. (3.69)

A solution W (s, v) invariant under this subalgebra must take the form

Wi(s,v) = /a(s,f)d& + F(s), (3.70)

and it is manifest that if such a solution exists, then 1, = o, which implies that
the generator (3.69) is conjugate to V.

A similar principle applies if we seek solutions invariant under a subalgebra of
the form D + aM + S,, where a # 0 and « is a solution of (3.18). The resulting
solution will be fundamentally different from those previously found only if there

does not exist a solution S of (3.18) such that

(a+1)B—sBs —vBy, =0. (3.71)

A solution W (s, v) invariant under this subalgebra must take the form

W (s,v) = so*! <F (%) + / O‘i‘jj)da) . (3.72)

For the general case, it has not been determined which conditions apply on the

fuction a in order to satisfy condition (3.71). In three specific instances, however,
solutions have been obtained which are not linear combinations of those previously
determined. Indeed, this allows us to establish a link with solutions already found

for the subalgebras K, Ko and Kj [2].

(1) For 3 = 1, let us consider the subalgebra {D — A +¢=S5,}. The invariants

arc
£= S, W — (cg) In(s), (3.73)

so that the solution 1 (s.v) of equation (3.18) is of the form

W(s.v) = F () + (c)Ins), (3.74)

S
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where F satisfies the following differential equation :
(1 - E%)Fee — 4EF + 3ce = 0. (3.75)

The solution is given by

1 v+ s 1 ws
W{(s.v) =C (Zln (v — s) 5 .s'-’)

1 s 9 s
tee{sn(w —s)+5——= |+ (o

2 v2 — 52

(3.76)

The change of variables (3.42) is difficult to invert in the general case, but

in the specific case where C; = 0 we obtain

ecT c2x? + dec’t
t,r) = —————, t,2) = -, 3.77
vlt,2) z? + 2ect stt,z) (2% + 2ect)? (3.77)
and the equivalent solution of the Chaplygin gas equation is thus
1 2c? 3
Q(t,:z;) = 566 In <m) - §CE + Cg. (378)

This corresponds to a solution invariant under the subalgebra KC; of G.

For 3 = v, let us take the subalgebra {D + ceS,}. The invariants are
v w
= - — = 1 3.79
£=Y, - (e)l(), (3.79)

so that the solution W (s, v) of equation (3.18) is of the form
W(s,v) =vF (%) + (ce)vIn(v), (3.80)
where F’ satisfies
(€2 — €Y Fee + (26 — 48 Fe + ce = 0. (3.81)

The solution is given by

1 v— S8 1 9 2
Wi(s,v)=C —vl + Cov + =cevin (v° — s7). 3.82
(s,v) 1(s+2u n(v—f-s)) 2 5 ( ) ( )
In the specific case where C; = 0 we obtain
€l 2 (pycy) £ — 45 (2 4Ca) — 2 (24Cy)
(t.z) = —e < \FF™2, s(t.x) = =e U — e lFla) (3.83)
- 2

and the equivalent solution of the Chaplygin gas equation is found to bhe

1 2e ¢,
o(t.z) = —ate_T(”CZ). (3.84)
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This corresponds to a solution invariant under the subalgebra K of G.

(3) For B = s? — v?, let us take the subalgebra {D + M + ceS(s2_y2y}. The
invariants are

v %(cs) In(s? — v?), (3.85)

1

§=_

)
s’ 52 —9?

so that the solution W(s,v) of equation (3.18) is of the form

W(s,v) = (s = v*)F (11) + lczs(s2 — v?) In(s? — v?), (3.86)
S 2
where F' satisfies
(€% — 267 + 1) Fee + (46° — 4€) Fy — 2ce = 0. (3.87)

The solution is given by

W(s,v) =C (1311 + %(32 — %) In (U * S)) + Co(s? —v?)

2 v— 38

. (3.88)
+ ce (sg + 5(52 —2?)In(s? — v2)> :
In the specific case where C), = 0 we obtain
v(t,z) = —%, s(t,z) = \/% + e c(t+3eet2Cn) (3.89)
and the equivalent solution of the Chaplygin gas equation is therefore
0(t.z) = —{EmQ — %cse_%(t+3“+2C2). (3.90)

This corresponds to a solution invariant under the subalgebra K3 of G.

3.4.4. Solutions of the linear supersymmetric model

Solutions of the complete linear supersymmetric model can be determined
from the solutions of the bosonic model described in the previous subsections.
The fermionic scalar ¢(t..r) is found through equation (3.24) by substituting the

previously determined values of s and v as functions of ¢t and =
u(t.x) = ¢(v — s), (3.91)

where @ is an arbitrary function. The resulting functions for each of the cases
which we were able to successfully invert in the subsections above are listed in

Table XVIL.
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TAB. XVI. Fermionic potential (¢, z) corresponding to the boso-

nic solutions.

Subalgebra Solution ¥(t, )
v} v(t,2) =0 (3+75)
{D} P(t,z) = ¢ (%’LL (1 + e_'lfl'(z+K0)))
{D - M} v(t,2) = ¢ (ke )
N 2z K7?
{D+ M} Uit.x)=¢ ( (e,\,l_l(m,\.o)l))
- 12Kox—t2
(D +2M} Wt x) = o (G;\.O + 5k (K - 21@%
1 — 822 T 4 ) )
{D+ LM} Wit.7) = o (325 + % — 25 /ARGt + 4277
(D= M+ce51) b(t, @) = ¢ (Aeipgatiegies )
{D + ceSy} P(t,z) = ¢ | e FlatCr) _ \/Lf,e--“f(ﬂcz) _ e~ E(a+Ca)
b c fond
D+ M+ ceSis2_y2 Ylt.z) =¢ | & + —25 + e (t+3ce+2Cs)
( ) 2c 4c

3.5. EXTENSION TO THE (2 + 1)-DIMENSIONAL CASE

3.5.1. Standard form of the planar model and invariant superalge-

bra

We now proceed to examine the supersymmetric planar model proposed by
R. Jackiw and A. P. Polychronakos [8] and make a few observations concerning
the possibility of extending our analysis to the (2+ 1)-dimensional case. Here, the
velocity v of the fluid is supplemented by Grassmann (fermionic) variables 1,
a = 1,2, that form a Majorana spinor ¢ (real, two-component) [1]. The velocity

is then

v=V0-— %w‘w}, (3.92)

where 6 is the bosonic scalar potential. The field equations which govern the

motion of the supersymmetric fluid. and involve the potentials § and w and the
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density -of the fluid p, read

pe+ V- (pv) =0,

&+v-ve=%dtk%4~%?wb-vm (3.93)
h+v-Vy = @a-w,
where
a = (ag,as), o) = 01 ) ap = Lo ) (3.94)
10 0 -1

Combining the field equations (3.93) with (3.92), we obtain the following field

equation for the velocity

A) + m(w)t(a V). (3.95)

p p

As in the one-dimensional case, a superalgebra of symmetries and supersymme-
tries of the field equations (3.93) has been given [1, 8]. The symmetry generators
are associated with a nonrelativistic similitude algebra containing the six genera-

tors of the Galilean algebra in (2 + 1) dimensions; i.e.[5]
Py =0, P, = 0, P, =0,
By = t0; + z0y, By = t0, + y0, (3.96)
R=—y0, + z0, + %1/)28% — %wl&pz,
along with the following dilations
D, = 2t0,+x0,+y0y+p0,, Dy = 20, +y8y+200p— pdp+1h10y, +120y,. (3.97)

In addition, we still have the potential shift symmetry Z = 8y. Moreover, the
following supersymmetry transformations leave equations (3.93) invariant (1, 5]

=z + 77&'17,/), '!,/I =Yy + naay, t'= L

P =p—(na-Vi)p,
(3.98)

1 V2
9’=9+3(nau)-v+ 5 ny,
p

Z <

V2)

' =v—(v-an) - 1,
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and

F=p,
. (3.99)
V=1 -7,

where n = (n',n?) and 7 = (7!, 7?) correspond to fermionic constant parameters.

The corresponding supersymmetric infinitesimal generators are identified as

0 0 0
Q= 'll)z% + 1/11a—y — p(oz + Tﬁly)a—p

1 1 1 1 V2X o\ o
(2 Outhe — 21t1zthe + 50y%1 — ooyt + 101) 2% (3.100)

1 V2)) 0 1 o
+ (—9y + 51/)1/11, - —> 0—1/}1 + (—01 + §¢’l,),) 51—[;;,

P)
0 15} 0
Q2= 1#1% - 1/)2a—y - p(Y1z — ¢2y)a—p

4

+ (-0 390 0 (9 —éwwy—@>i

1 1 1 V2\ 0
(r) 01 — 1/121/)2x¢1 - §9y¢2 + Z'll)ll,"lyé/h 5 2) =7 (3.101)

oYn 2 p oy’
and
= 1, 0 s,
Q1 = —511)1% T 0 (3.102)
= 1 0 0
Q2 = —5%%—0—%, (3.103)

where Q, is associated with 7', Q. with 7%, @, with 7' and Q, with 7. The
cominutation relations between all of the infinitesimal generators can be easily

computed through the use of prolongation formulas (see Chapters 2 and 5 of |6]).
3.5.2. Transformed equation
The desired result would be to find a system of transformed ecuations analo-

gous to (3.18) and (3.23) in order to solve the field equations (3.93) through the

use of a generalized Legendre transformation in two spatial dimensions. This has
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not yet been achieved for the general (2+ 1)-dimensional case, but a few elements

of the theory can be discussed. In analogy with the transformation (3.11), we set
1, 1, 1,
q= 91 - ;w wta U1 = 91‘ - 51/} ¢x; Up = 0y - ;w d}ya (3104)
and we postulate the existence of a function w(q,v;, v2) such that
0(t,z,y) + w(g, v1,v2) = tq + zv; + Yyva. (3.105)

As in the one-dimensional case, we once again introduce the sound speed s =
V2)/p. Making use of the field equations (3.93), we obtain the following relation

between s, ¢, v; and v,
s% = 2g + v} +vs. (3.106)
Finally, if we consider w as a function of s, v; and v, such that
w(q, v1,ve) = W(s, vy, v2), (3.107)
the field equation for # may be transformed to the following uniformly quadratic
equation for W :
— 3(W,)? = 2sW W, 0, — 25W Wy, + 2sW Wy, + 52 (1W,,4,)°
— 5 W0, Wanws + 82 Woy Was + 82 Wy Wiss — 83 (Wops)? (3.108)
—s?(W,s)2 =0.

The symmetry Lie algebra of this equation has not been fully determined, but

the following generators constitute a partial list :

D= Sas -+ Ulavl + ’Uzavz + VV@W ) Vl = 81)1 ) ‘/2 = avg 3
(3.109)
M= VV@W y RU = —vgé)v] + ’Ulavg.

The fermionic set of equations in (3.93) must also be written in the new
variables (s,v;,v2). The explicit form is in fact very complicated and will not
he relevant here. It is obtained by making the change of variables (¢, x,y) <

(8. v1.v7) in the set of equations :
Vg = =01 — (8 — va)hhy + Sthoy. (3.110)

Yoy = —U W2,y — (S + 'UQ)L/)’_Z.y + Sl/)]hg-. (3111)
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It is important to mention here that in the new variables the transformed equa-
tions decouple and it is therefore reasonable to suppose that solutions of equation
(3.108) could serve as the primary element in the construction of solutions of the

planar supersymmetric model in the general case.

3.5.3. Invariant solutions of the supersymmetric planar model

The question arises as to whether it is possible to find solutions of the planar
model which are invariant under the supersymmetric transformations themselves.
Inspiring ourselves from the methods used in article [9] for the super Korteweg-de
Vries equation. we provide a partial answer to this question. Instead of using the
supersymmetric generators (3.100), (3.101), (3.102) and (3.103) independently,
it may be more to our advantage to consider a complex linear combination. For
example, the combined generator Q = Q; — iQ, has the property that Q% = 0,
while the squares of the generators ), @, Q; and Q, are bosonic translation
generators. A solution of the field equations (3.93) will be invariant under the Q
supersymmetry only if the fermionic fields 1, and v satisfy the condition ¢ =
—i1),. Therefore, in order to impose Q-invariance, we are required to complexify
the fermionic fields. Under these conditions, the bosonic fields § and p will be

preserved and we obtain the following simplifications :

1
Q- Vd) = (’([}Ly — 11/)1,.’1.‘) - —Z (81- + Zay) 7,/}1
(3.112)

1
= —2i(0:%1) N

2

using the change of variables = = z + iy (and z = z — iy). The field equations

(3.93) now read

1 A 2V2)
0, + 5 (Vo) = 2T, iy (O:¢1)

(3.113)
le (351/)1) 3

p
22\ .
p

w1+ Vo - Vl[’l = —

Wi+ VO - Vi =+

1 (35(1)1) .
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As a consequence of the last two equations, we get
=10y =0, (3.114)

which implies that the fermionic potential is of the form ¥; = ¥;(z, t).
Therefore, given any solution (¢, z,v), p(t, z,y) of the bosonic planar Chaply-
gin gas model (where %; = 0), the first two equations of (3.113) will be satisfied
identically. The last two equations of (3.113) imply that for any generalization
of the bosonic solution to a solution of the supersymmetric planar model, the

fermionic potential 1; must satisfy the equation
Vi = — (02 +16,) 1 . (3.115)

Finally, let us give some examples of solutions to the supersymmetric planar
model constructed through the method described above. It is easy to show that the
Legendre-transformed equation in two spatial equations, given in (3.108), admits
in particular the symmetry subalgebra {Vj, Va2, R,} which consists of translation
and rotation generators. Let us therefore consider solutions of equation (3.108)
which are invariant under this subalgebra. The invariants are s and W, which
implies a solution of the form W™ = W (s). Equation (3.108) thus simplifies to the
form

—3(W)? + 2sW, W, = 0, (3.116)

and leads to the invariant solution
2 ,
W= 51(035”2 + K, (3.117)

which may be inverted through the two-dimensional Legendre transformation
equations (3.105), (3.106) and (3.107) to give the bosonic solution

V2ARE

t?

92 9
_r .y
6t z9) = 5+ 5 + 10k

2+ K, o(t,xz,y) = (3.118)

Solution (3.118) is invariant under the subalgebra {B;.B,. R} in the original
(t,x.y) space.
Postulating a solution of the form ws = —it)|, we apply equation (3.115) to

the bosonic solution (3.118). The equation becomes

vy = —;L/)l,;. (3.119)
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which gives us the fermionic potentials

Cot Cot
0 'l,;):)(t,ﬂ?,y) = 2

,(r/}l(tam)y) = — - .
Tty 1T —Y

(3.120)

Here, Cy is a constant fermionic (odd-valued) Grassmann variable. Equations
(3.118) and (3.120) together constitute a solution of the supersymmetric planar
model.

Solutions can also be obtained using the field equations (3.93) directly. For
instance, if we seek a solution which is invariant under the subsuperalgebra {D; —

D3, R, Q}, one possibility is

1 5, o 2
o(t =—=(z"+y° = . .
(tz,y) = -5 (@ +y).  plt,z,y) NCEeT: (3.121)
Equation (3.115) then allows us to determine the fermionic functions
wl(tv z, y) = Clt(‘r + Zy)v U}Z(tz -T'y) = CltL—ZCE + y)a (3122)

where C) is a fermionic constant.
Let us mention that the bosonic soliton solution

ot z.y) = YA+ B (3.123)

~ sinh? (az + By)’

sinh? (o + By)
2(a?+32)t

6(t,z,y) =

cannot be extended to a non-trivial supersymmetric solution since equation (3.115)

is not compatible (i.e. z and y cannot be combined to obtain z).

3.6. SUMMARY AND CONCLUDING REMARKS

Through the use of a generalized Legendre transformation, a number of analy-
tic solutions have been found for the supersymmetric Chaplygin gas in one spatial
dimension. For this purpose, the subalgebra structure of the symmetry Lie algebra
£ was used to obtain group-invariant solutions of the transformed field equation
(3.18). In many cases. these corresponded (via the Legendre transformation) to
previously determined solutions of the standard field equations (3.2), (3.3), (3.4)
which are invariant with respect to subalgebras of the Lie symmetry superalgebra
G,. or generalizations of such solutions. In other cases, the solutions were com-

pletely new. Importantly, due to the very simple form of equation (3.23) for the
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field , the transformation from the (¢, z) space to the (s,v) space allowed us to
easily obtain the form of the fermionic potential .

In addition, certain basic elements of a possible extension of our method to the
supersymmetric planar model have been formulated. In particular, the (2 + 1)-
dimensional analogue (3.108) of the transformed equation (3.18) has been de-
termined, and some of its Lie point symmetries in (s,v;,vs) space have been
identified. For the specific case where i, = —ii, it has been shown how an inva-
riant solution of (3.108) can be inverted through the Legendre transformation and
then extended to a solution of the planar supersymmetric model. In the general
case, it has not yet been determined how to incorporate the fermionic potentials
11 and 1, into the framework of a generalized Legendre transformation in (2+1)
dimensions. In particular, the analogue of equation (3.23) for the planar case

remains undiscovered.
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Chapitre 4

CONCLUSIONS

4.1. RESUME DES RESULTATS

Dans ce travail, nous avons examiné en détails les propriétés de symétrie des
équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (1 + 1) dimensions. Nous avons
aussi étudié le lien entre les propriétés de ces modeéles et celles de la théorie de
Nambu-Goto pour une d-brane. A l'aide d’une classification systématique des
sous-algebres de I’algébre de Lie de symétrie du gaz de Chaplygin. nous avons
réussi & construire plusieurs nouvelles classes de solutions exactes et explicites
de ce modeéle de fluide nonrelativiste. Pour les sous-algébres de dimension 1, les
solutions obtenues sont invariantes, alors que pour les sous-algébres de dimension
2, nous avons déterminé des solutions partiellement invariantes avec défaut de
structure § = 1. Le lien entre les propriétés et les solutions des modéles de Cha-
plygin et de Born-Infeld nous a également permis d’obtenir plusieurs familles de
solutions invariantes et partiellement invariantes du systéme de Born-Infeld.

Les solutions invariantes ont été déterminées & partir de la méthode clas-
sique de réduction par symétries ponctuelles de Lie. Elles peuvent étre classifiées
comme étant soit non-singuliéres soit singuliéres par rapport a la transformation
modifiée de Legendre (z,t) — (s,p) décrite dans le chapitre 1. Les solutions
non-singuliéres (ou la transformation est inversible) correspondent a des cas spé-
ciaux de la solution générale présentée par Jackiw [1], ce qui n’est pas le cas
de certaines solutions singuliéres ayant une densité constante. Les solutions ob-

tenues sont de tvpe algébriques. rationnelles et solitoniques (v compris de type
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“bump”, “kink” et onde multiple). Certaines solutions séparables furent également
obtenues, représentant un cas spécial de solutions conditionnellemnent invariantes.

Les solutions partiellement invariantes des équations de Chaplygin et de Born-
Infeld furent obtenues & I'aide d'une version généralisée de 'algorithme de réduc-
tion, développé par plusieurs auteurs (e.g. [2, 3]). En utilisant '’hypothése que
les sous-algébres de dimension 2 agissent réguliérement et transversalement, des
solutions partiellement invariantes avec défaut de structure § = 1 furent obtenues.
Grace a 'affaiblissement de la contrainte & satisfaire dans le cas de l'invariance
partielle (6 = 1 plutét que 6 = 0), nous avons réussi a obtenir une plus grande
variété de solutions analytiques, incluant des ondes de propagation. des ondes
centrées, des solitons ainsi que des solutions exprimées a partir des fonctions el-
liptiques de Jacobi. Pour ces derniéres, le module k est choisi de telle facon que
0 < k? < 1, ce qui assure que les solutions elliptiques possédent des valeurs réelles.

Finalement, nous avons obtenu plusieurs solutions des modéles supersymé-
triques du gaz de Chaplygin en (1 + 1) et (2 + 1) dimensions. En utilisant une
généralisation de la transformée de Legendre, nous avons transformé le systéme
des équations du mouvement du systéme supersymeétrique linéaire en un nou-
veau systéme ayant comme variables indépendantes la vitesse du fluide et celle
du son dans le fluide. Grace a une classification des sous-algeébres de I’algébre de
Lie de ’équation transformée, nous avons obtenu plusieurs classes de solutions
invariantes de cette derniére. Une méthode analogue pour trouver des solutions
invariantes du modéle supersymétrique planaire, ot ¥ = (¢, %) représente un
spineur fermionique, n’a pas encore été formulée en toute généralité. Cependant,
quelques éléments de base d’une procédure possible ont été identifiés. En particu-
lier, ’équation bosonique transformée analogue a celle du cas (1+1)-dimensionnel
a été déterminée. Il a aussi été démontré pour le cas spécial ol o = —i1); com-
ment une solution invariante de I’équation transformée peut étre inversée a l'aide
d'une transformée de Legendre généralisée en (2 + 1) dimensions et étendue a
une solution du modéle planaire supersymétrique. Bien que le cas planaire soit

difficile a résoudre. les résultats obtenus pour le cas linéaire laisse entrevoir un
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espoir de progrés dans les prochains mois. Les potentiels fermioniques peuvent
étre interpretés physiquement comme correspondant a des charges fermioniques.

Il est pertinent dans le contexte des solutions particuliéres analytiques de s’in-
terroger sur l'interprétation physique. Nous pouvons répondre en partie & cette
question en observant que certaines propriétés qualitatives de ces solutions se-
raient difficiles & détecter numériquement. L’existence de différents types de so-
lutions périodiques ou localisées des équations de Chaplygin et de Born-Infeld
en sont un exemple. A partir de méthodes perturbatives, il devrait étre possible

d’étudier la stabilité de ces solutions.

4.2. PERSPECTIVES FUTURES

Il est possible d’étendre cette étude dans plusieurs directions. Mentionnons

certains projets envisagés pour l'avenir.

Un des objectifs de développement futur impliquerait ’application d’une cer-
taine version de la méthode des symétries conditionnelles aux équations de I’élec-
trodynamique nonlinéaire de Born-Infeld en (3 + 1) dimensions. Cela permettrait
de construire des classes de solutions représentant des ondes simples et leurs su-
perpositions (ondes multiples).

La densité lagrangienne des équations de Born-Infeld est construite a partir de
deux champs éléctromagnétiques E et B, et est donnée daqs [4, 5]. Les équations
d’Euler-Lagrange correspondantes. exprimées en termes des champs canoniques

B et D sont données sous la forme évolutive

v x D - (D x B) x B/v?
V1+ (D2+B2)/12 + (D x B)?2/b4’
B+ (D x B) x D/b?
V1+ (D2+B?)/p2 + (D x B)?/bt’

8{,B=— VB:O,

(4.1)

9D =V x V-D=0.

ou b est un paramétre. Il a été démontré [6, 7] que si les données initiales en t = 0
pour le systéme (4.1) sont telles que D et B obéissent la condition de divergence

nulle, alors cette condition sera satisfaite pour tout ¢ > 0 du au caractére évolutif
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du systéme hyperbolique (4.1) qui est de la forme

3
up + Z A'(u)u; = 0, (4.2)
1=1
ouu= (ul,...,u?) = (B,D), et A} A% A3 sont des fonctions matricielles de u de

format 6 x 6. Nous cherchons une solution de la forme
u=f (r](x, w), 7z, u), r3(:r,u)) , (4.3)

our®= AZ(u)x“, s =1, 2,3, sont des invariants de Riemann associés aux vecteurs
d’ondes A* = (A5, A§, A3, Aj). Les vecteurs d’ondes \* doivent satisfaire la propriété
ker (/\8 B /\ZA") # 0. Une solution du type (4.3) constitue une onde simple,
double ou triple, dont le rang est au plus égal a4 3. Cette solution est une extension
des solutions d’ondes de Riemann pour l’équation de Born-Infeld discutée par
Jackiw [1]. Si le vecteur &(u) = (£%(u). £} (u), £2(u), £3(u))T satisfait la condition
d’orthogonalité : A} - {# = 0. p = 0.1.2,3. alors le graphe d’une solution I' =

T, u(z)) est invariant sous l'action du champ de vecteurs
) b

d

X = 5“(“)%,

(4.4)

sur 'espace R? x R®. L’ensemble (r!,r2 73 u!, ..., u®) constitue un ensemble com-

plet d’invariants du champ de vecteurs (4.4). Cela nous permettra de construire
des nouvelles classes de solutions par la méthode des invariants de Riemann [8],

qui seront plus diverses que celles obtenues précédemment.

Une autre avenue & poursuivre serait d'exploiter le concept de la transversa-
lité faible [9, 10]. Cela constitue une extension directe de la méthode classique de
réduction par symétrie. Soit G le groupe de symétries d’'un systéme d'équations
différentielles, Gp un sous-groupe de G, et Gy la sous-algébre de Lie correspon-
dante, engendrée par les champs de vecteurs

i : 9
XNy =&(z.u)z—= + &5 (x. u)

0:(;1 aUQ’ N ' ' (45)

a=1,...,790 =dim(Gp).
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Si Gy agit régulierement et transversalement sur I’espace des variables indépen-

dantes et dépendantes A = X x U, alors la condition suivante est satisfaite :
rank(§2;) = rank(Q,) = s, (4.6)
ou les matrices 2; et §25 sont définies par
Q1 = {&(z,u)} eR™?, Q= {€(z.u),¢2(z,u)} € RO*PH)_ (4.7)

Notons que s est égal a la dimension des orbites génériques de Gy sur M. Si
la condition de transversalité (4.6) est satisfaite localement, alors la méthode
classique de réduction par symétries est directenient applicable. Cela signifie que
toutes les variables dépendantes peuvent étre exprimées en fonctions des inva-
riants et que nous obtenons immédiatement la réduction & un systéme d’équations
en p — s variables indépendantes. La condition de rang (4.6) est appelée transver-
salité forte. Dans le cas o la condition (4.6) n’est pas satisfaite sur I'espace M
entier, mais plutét sur un sous-ensemble N de A/, nous appelons cette condition
transversalité faible. Il fut démontré que pour les équations de Navier-Stokes [10]
il existe des solutions invariantes et partiellement invariantes pour lesquelles la
condition de transversalité faible est satisfaite. Il serait intéressant d’étudier le
role de la transversalité faible dans le contexte des solutions invariantes et par-
tiellement invariantes des équations de Chaplygin et de Born-Infeld en (3 + 1)

dimensions.

Il serait aussi envisageable d’étendre notre analyse au cas plus général de la d-
brane de Nambu-Goto elle-méme, en (d+1, 1) dimensions. En particulier, il serait
intéressant de faire 'analyse des symétries ainsi que des solutions invariantes
et partiellement invariantes analogues a celles construites pour les modéles de
Chaplygin et Born-Infeld. L’action de Nambu-Goto pour une d-brane comprend
les variables d’espace-temps (X°. X!, ... . X? X4+1) dans lequel la d-brane évolue,
ainsi que les variables de paramétrisation de la d-brane (¢", ¢'.. .., ¢9). La densité

lagrangienne est donnée par [1]

axX"aX, \\
Lyc = <(_1)d det <a@a é)@fa )) : (4.8)
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En utilisant le changement de variables

=~\;—3(X°—Xd“), T:-\}—é(xuxd“), X =(X1..., X%, (4.9

de telle sorte que 6 et X soient des fonctions de 7 et des ¢*, ainsi que la para-

6

métrisation ¢° = 7, nous obtenons les équations d’Euler-Lagrange sous la forme

suivante :
9’X 0 oX a0 1 /90X ,
oz T 94 <99ij@) , 3~ 3 (-a—T - 9X - 90Xt +g) , (4.10)
ol g,; = —(9X/0¢') - (0X/0¢7) et g = det(gy;), sujet a la contrainte différentielle
08 00X 9X
a¢1 -_— E_ * aféi. (4.11)

Pour le cas d = 1, il a été démontré [11, 1] que les équations (4.10) et (4.11)
peuvent étre résolues complétement. Nous obtenons la solution générale sous la

forme d’une onde double de Riemann

X(1,¢) = Fe (T + @) + F_(T — ¢),

T+¢ 6 )
o(r, ) = / [Fi.(2)])" d= / [F' (2)]" dz,

ou F, et F_ sont des fonctions arbitraires de leurs arguments. Pour le cas ou

(4.12)

d > 1, Bazeia [11] a identifié une certaine classe de solutions sphériquement
symétriques
2

1) = 3@,

1\ @1
, ol R(r,qsl):(d‘/?‘i) : (4.13)

Il est & espérer qu'une étude systématique des propriétés d’invariance compléte
et partielle des équations (4.10) et (4.11) méne & plusieurs classes additionnelles
de solutions de la d-brane de Nambu-Goto pour le cas d > 1.

Il serait également intéressant d’étudier les modéles de supermembranes asso-
ciés aux théories supersymeétriques linéaires et planaires du gaz de Chaplygin, dont
le Lagrangien est donné dans [1, 12]. Une étude des équations d’Euler-Lagrange

pourrait décrire des phénoménes physiques reliés aux variables fermioniques .

Finalement, notons que dans la littérature du sujet des d-branes |13, 14, 15|,

une extension de la théorie de Nambu-Goto fut représentée par la théorie de
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Dirac-Born-Infeld. En effet, il y a un terme additionnel qui s’ajoute a la matrice
inclue dans la définition de 'action de Nambu-Goto. La densité lagrangienne de
Dirac-Born-Infeld inclut une surface d’univers de dimension n évoluant dans un
espace-temps de dimension d, ainsi qu'un champ abélien de jauge :
OX* dX a4; 94\\1"*
L= |det o+ 2 — : 4.14
|: < (91111' 83:,- (83:1 an ( )

Les équations d'Euler-Lagrange dépendent de fagon essentielle du potentiel de

jauge A,. Dans le cas limite ou A; — 0, nous réduisons le probléme au cas de
Nambu-Goto d > 1. Cela pourrait clarifier certains problémes associés & ’action
de Schild [13], qui peut étre interprétée comme la limite de la théorie de Yang-
Mills en couplage avec le groupe de jauge SU(N) lorsque N — oo. Il serait

pertinent d’explorer le lien entre ces théories et le modéle de Dirac-Born-Infeld.
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Annexe A

SYMETRIES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ET SOLUTIONS

A.1. GROUPE DE SYMETRIES D'UN SYSTEME D’EQUATIONS DIF-

FERENTIELLES

Nous faisons un rappel de la méthode qui permet de trouver les symétries
d’un systéme d’équations différentielles. Cette méthode, proposée dans le livre
de P. J. Olver [1], ainsi que celui de D. H. Sattinger et O. L. Weaver [2] utilise
la prolongation de transformations infinitésimales & un espace fibré des jets, 7,
incluant non seulement les variables indépendantes et dépendantes, mais aussi
les dérivées de ces derniéres. Une condition reliant le systéme d’équations a sa
prolongation permet de déterminer quand un champ de vecteurs constitue un
générateur de groupes de symétries & un parameétre.

Un systéme d’équations différentielles est défini par les g équations

Al=0., A?=0, L AT=0 (A1)
ou A, A% ... A7 sont fonctions des variables indépendantes = = (z1, Ta, - - - 2y ).
des variables dépendantes u = (ul.u? ---u™) (fonctions des z;) et des déri-

vées des u; par rapport aux z; (jusqu'a un ordre fini). L’espace de base des
variables est donc représenté par X x U = {(z1.--- .z, u!,---u™)}. Nous vou-
lons déterminer les transformations de 'espace X' x U qui laissent invariant 1'en-
semble des solutions du systéme A, = 0. c'est-a-dire qui envoient chaque so-

lution u(z) & une autre solution @(z). Sous une telle transformation, le graphe
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I' = {(z,u) : u = u(z)} de la fonction u = u(z) est transformé en un nouveau
graphe I = {(Z,4) : 4@ = 4(Z)}.

En général, si on considére G un groupe agissant sur les points de 'espace

X x U, représenté par les transformations ®,, puisque ®(4,.g,) = @4, © Dy, alors

le graphe sous cette transformation est
Lo = P10 (D) = g, (20, (T)) (A.2)

L’action du groupe G peut étre prolongée pour inclure les dérivées des variables
dépendantes.

Définissons un multi-indice J = (j1, 72, - Ja), olt chaque j; est un entier
non-négatif. Définissons aussi l'espace J; comme étant l'espace de coordonnées
(zi,ut,ul),oni=1,---n l=1,--- r et |J]| =34 +ja+ -+ 7o < k. Chaque
fonction u(z) = (ul(z1, -+ ,zn), -+ ,uw (71, -, x,)) définit alors une sous-variété
dans ’espace Ji, donnée par (z;,u'(z), v, (z)), ot

Il
uh(z) = H = 0,u'(z). (A.3)
L’espace J, est appelé espace fibré des jets d ordre k.
Une action @, sur 'espace X x U induit une action <I>§,k) sur 'espace Jx,

qu’on appelle la prolongation de ®, d’ordre k . Si on considére un groupe de

transformations & un parameétre ®, tel que :
= X'(z,u,e) , @ =U'(z.u,¢8), (A.4)

ol < 1< netl< j < m, legénérateur infinitésimal de ce groupe

o = 2L (P,)|e=o est donné par

£

0 0
Bz, + 057% , (A.5)

a=E¢

ou & = €i(z.u), ¢ = ¢/ (z, u) satisfont les équations
d . d . )
_4\'1 = == ! _UJ &= == .
dE |-—0 § 7 df |-— d)]

Sur l'espace Ji, nous définissons 1'opération :

d ;0 . . . . . :
D, = O_’L, + lz;ula_ulj on J;i={(j..... it o+ L giets o dn))- (AG)
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Il est clair que D; agit comme une dérivée totale :

Dif (2, u(@),us(2)) = — (2, u(z), us(z))

dzx;
Plus généralement, pour J = (J1, Jo, - - -, Jn), Dous définissons :
D;=DD,---D;--- DyDn---D, (A7)
71 ;:

Pour le champ de vecteurs a défini dans (A.5), nous avons le résultat suivant :

Théoréme A.1.1. Sia = §i5‘2—1 + d}ia_?ﬁ’ alors la prolongation d’ordre k pour a

est

. 0
pre) =a+ 3 dh -, (A8)
1,J J
ot, en général, ¢, est donné par
7= D" — €M) + (Dmuy)E™. (A.9)

Un systéme d’équations différentielles d’ordre (maximum) k est défini par une

fonction

Az, ul,ul) = (AN zy, uh b)), - -, Az, vl uh)) (A.10)
de Ji dans RY, telle que 'espace des valeurs z;, u!, 4}, dans J; o A = 0 forme
une sous-variété de J.. Notre systéme est défini par A = 0 et une solution est
donc une courbe (z;, u!(z), v} (z)) dans Ji.
Théoréme A.1.2. Soit G un groupe connezxe agissant localement sur X x U par

les transformations
= X'(z,u,9) , w=U(r.ug).

ot g € G et Az, u.uy) est un systéme d’équations différentielles. Alors, laction
du groupe G préserve les solutions de A = 0 (i.e. si u(zx) est une solution, u(Z)

l'est aussi) st et seulement si
[pr(k)(a)] (A) =0 quand A =0, (A.11)

pour tout générateur infinitésimal a de l'action du groupe.
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A.2. CLASSIFICATION DES SOUS-ALGEBRES D'UNE ALGEBRE DE
LIE

Une des applications les plus importantes des groupes de symétries des sys-
témes d’équations différentielles est la réduction par symétrie. Soit G un groupe
de symétries d’un systéme d’équations différentielles A et £ 'algébre de Lie asso-
ciée, alors pour chaque sous-groupe Gy de G, nous cherchons une solution dont le
graphe I' est invariant sous l’action du sous-groupe Gg. Ces solutions sont appe-
lées groupe-invariantes, Go-invariantes, ou simplement invariantes. Pour trouver
tous les types de solutions groupe-invariantes de A, il est nécessaire de faire une
classification des sous-algébres de L.

Considérons une algébre de Lie £ de dimension finie N, et soit G le groupe

d’automorphismes de L :

GLG™! = L. (A.12)

Nous voulons obtenir une liste représentative des sous-algébres £, de L telle que
chaque sous-algébre de £ est conjuguée & un et seulement un élément de la liste.

Deux sous-algébres £; et £; sont conjuguées sous G si et seulement si
GL;G™' = L,. (A.13)

Autrement dit, pour tout élément x € L;, il existe un élément y € L, et un

éléement g € G tel que
gzg~! = y. (A.14)

Il est & noter que toute algebre de Lie £ de dimension finie peut étre écrite comme

une somme semi-directe

L=S8DR, (A.15)

olt § est une algébre semi-simple (somme directe d’algébres simples) et R le
radical (idéal maximal résoluble) de L. Cette forme est appelée décomposition de
Leuv.

La classification des sous-algébres dune algébre de Lie arbitraire revient donc
a faire le travail dans trois cas suivants [3] :

1. Lalgébre de Lie £ est simple.



2. L’algébre de Lie est une somme directe de deux algébres :
L=A®B (A.16)
3. L’algeébre de Lie est une somme semi-directe de deux algébres :
L=F>»N (A.17)
A.2.1. Sous-algébres d’une algébre de Lie simple

Si L est simple, nous commengons par trouver toutes les sous-algébres mazi-

males de L. Une sous-algébre £y, C L est dite maximale si les relations

Ly CLCL, ILL C L, (A.18)

impliquent que

L=Ly ou L=8L (A.19)

Nous considérons une représentation fidéle irréductible de dimension finie E(L)
par des matrices réelles ou complexes, sur un espace vectoriel V de dimension
Ny < oo (choisie aussi petite que possible). Toute sous-algébre L, C L sera
plongée dans la représentation soit de fagon réductible ou irréductible.

Dans le cas ol une sous-algébre maximale Lj; est plongée de fagon réduc-
tible, elle laisse un sous-espace Vy C V invariant. Pour trouver les matrices
représentant Ly, il suffit donc de classifier les sous-espaces V5 C V sous 'action
du groupe G, de choisir un sous-espace représentatif pour chaque classe, et de
trouver les matrices qui laissent invariant ce sous-espace.

Dans le cas ol une sous-algébre maximale £,; est plongée de facon irréduc-
tible, elle doit étre simple, semi-simple ou réductive (une somme directe d'une al-
gébre semi-simple et d’une algébre abélienne). Pour chaque algébre de Lie simple,
les sous-algébres semi-simples sont connues, et les sous-algebres réductives sont

obtenues des semi-simples en trouvant leur centralisateur en L :
Cent(Ly, L) = {z €L | [z, L] =0} (A.20)

Une fois que nous avons trouvé les sous-algébres maximales, nous continuons a

trouver les autres sous-algébres de fagon semblable.
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A.2.2. Sous-algébres d’'une somme directe de deux algébres

Si L est une algébre de Lie telle que
L=A® B, dim A = n,, dim B = ny, 1< ng,ny <oo, (A21)

nous utilisons la méthode de Goursat pour obtenir deux types de sous-algébres :
“twisted” et “non-twisted”. Nous classifions alors les sous-algébres de £ en classes

de conjugaison sous 'action du groupe de Lie associé a £ donné par
G =G4 ® Gp, Ga = exp A, G = expB. (A.22)

Les algébres “non-twisted” sont les sous-algébres conjuguées aux sommes di-
rectes des sous-algebres Ay, C A, By C B, et peuvent étre représentées par les

sommes directes
Lo = Ay & B, Ay C A, By C B. (A23)

Les algébres ‘twisted” sont les sous-algébres qui ne sont pas conjuguées aux

sommes directes de la forme (A.23).

A.2.3. Sous-algébres d’une somme semi-directe de deux algébres

Si L est une algébre de Lie telle que
L=F>DN, [F,F] C F, NV N] C N, [F.N] € N, (A.24)

nous obtenons deux types de sous-algébres : “splitting” et “non-splitting”. Une
sous-algébre Lg C L est “splitting” si elle est une somme semi-directe de sous-

algébres de ses deux composantes :
Lo=Fy D No, Fo C F, N() Cc N. (A25)

Les sous-algébres “non-splitting” sont celles qui ne sont conjuguées a aucune al-

gébre “splitting”. Elles sont analogues aux sous-algébres “twisted” de Goursat.
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A.3. SOLUTIONS INVARIANTES ET PARTIELLEMENT INVARIANTES

L’idée principale de la réduction par symétrie est de prendre un sous-groupe
Go du groupe G de symétries d’un systéme A et de chercher des solutions de A
qui sont invariantes sous l'action de Gy. Une telle solution est appelée groupe-
invariante. Nous identifions ici une solution avec son graphe dans 'espace de
coordonnées X x U, donc le graphe d’une solution groupe-invariante sera préservé
sous l'action du sous-groupe. En 1962, L.V. Ovsiannikov a introduit une extension
de I'invariance des solutions en introduisant les solutions partiellement invariantes
[4]. Considérons un graphe I' de dimension maximale p, correspondant & une
solution d’un systéme en p variables indépendantes. Si un groupe de Lie G de
transformations sur les points de 'espace laisse I" invariant, alors la solution est
groupe-invariante. Si, sous ’action du groupe G, le graphe I' génére un orbite
G(T) de dimension p+ ¢ (ou § > 0 est inférieur & la dimension des orbites de G
dans ’espace), alors la solution est dite partiellement invariante avec défaut de
structure § [5].

Nous utilisons ici les notations suivantes [5]. Toutes les fonctions et variétés
seront infiniment différentiables (C'™), et seront caractérisées par un systéme fixe
de coordonnées X x U = {(z,u)|z = (21,...,2p) € X,u= (u1,...,uq) € U}. Les
groupes de Lie (G ou H) seront des groupes de transformations de coordonnées
euclidiennes de R", ot n = p + ¢, et leurs algébres de Lie génératrices seront
données par G et H. Ces groupes connexes agiront de fagon réguliére et, donc,
les orbites de G auront une dimension uniforme. Cette dimension commune des
orbites sera indiquée par r. Une solution u = u(z) d’un systéme A = 0 est

identifiée avec son graphe
L= {(z1,-- . Zp.t1, .., ug)|A(T1, .., Tp, UL, - - ., ug) = 0}, (A.26)

qui constitue une varieté de dimension p dans un espace de dimension n = p + q.
Une fonction n(x, u) est appelée un invariant du groupe de transformations G s’il
l=)

ne change pas sous 'action de G. c’est-a-dire si

n(g-(r.u)) = n(z.u). pour tout g € G. (A.27)
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Cette condition sera vérifiée si v[n] = 0 pour tout générateur infinitésimal v
de G. Un résultat important affirme qu'un groupe de transformations régulier
avec orbites de dimension r aura un ensemble complet de (p + ¢ — 7) invariants
fonctionnellement indépendants [6].
Définition A.3.1. Soit G un groupe de transformations sur une varieté M a
n dimensions, agissant régulierement sur M avec orbites de dimension r. Soit
' C M une sous-varieté de dimension p. Supposons que le sous-espace de T, M
engendré par T, et les générateurs de l’algébre de G soit de dimension p + 0,
alors T a le défaut de structure § par rapport a G. Si § < min(r,n — dimD), T’
est dit partiellement invariant avec défaut de structure 9.

Nous considérons le cas spécifique ot A est un sous-ensemble ouvert de X x U.
Une solution est partiellement invariante si et seulement si son graphe l’est. Il est
a noter que 6 < min(r,n — dimI’), puisque la dimension de G(I") ne peut pas étre
supérieure & 7 + dim(T) ou n. Dans le cas de ’égalité, la dimension de G(T") est
aussi grande que possible. Dans le cas o I' représente le graphe d’une solution,
une telle solution est appelée générique ou typique. Ce type de solution est exclue
de la définition de partiellement invariant.

Définition A.3.2. Soient {wi,...,w;} des champs de vecteurs définis sur un
ensemble ouvert, M C X x U, de dimensionn=p+q. Soit f: W C X —- U
une fonction lisse dont le graphe I' est une sous-varieté de M de dimension p. La

matrice caractéristique de {w,..., ws} est la matrice de format ¢ X s :

Q(iE;Wl, s 1Ws) = [Qlj(xv f(l))] = [Wj (ui - ft(m))] ’ (A28)

ot les lignes 1 = 1,...,q correspondent aux coordonnées de U, et les colonnes
j=1,...,s libellent les champs de vecteurs.
Une des propriétés les plus importantes de la matrice @) est que son rang est

égal au défaut de structure de la solution u = f(2') considérée :
rank(Q) = 6. (A.29)

Donc, en particulier, une solution est groupe-invariante sous le groupe G avec

générateurs {wy...., ws} si et seulement si Q(z:w....,w,) =0.
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Proposition A.3.1. Soit u = f(z) une solution du systéme d’équations A =
(A1, ..., An) =0 et soit w une symétrie de A. Soient {Q,,...,Qq} les compo-
santes du vecteur Q(z; w), alors les q fonctions {Q1,....Qq} satisfont les équa-

tions différentielles suivantes :

> 3 e @) - 0 (30

0<|J[<n j=1

Si I est le graphe d’une solution G-invariante dans un espace de coordonnées
M C X x U, alors T" est 'union d’une famille d’orbites de G. Dans l’espace
quotient M /G consistant en les orbites de G dans A, cette famille représente une
sous-variété de dimension p — r. Cela signifie que nous avons besoin d’une famille
d’orbites & p— r paramétres pour générer la solution I' et que pour notre systéme
d’équations différentielles A, il existe un systéme d’équations réduites A/G défini
sur M /G, en p —r variables indépendantes, pour lequel on a une correspondance
biunivoque entre les solutions de A/G et les solutions G-invariantes de A.

L’idée est généralement semblable pour le cas d’une solution partiellement
invariante. La variété invariante est maintenant G(I') au lieu de T', et sa dimen-
sion est p + & au lieu de p. Nous définissons le concept du rang d’une solution
partiellement invariante.
Définition A.3.3. Le rang d’une solution partiellement invariante est défini
commep=p+06—r.

Le rang et défaut de structure d’une solution partiellement invariante vérifient
certaines inégalités utiles.
Proposition A.3.2. Soit G un groupe de symétrie d’un systéme A, ¢ et p le
défaut de structure et le rang d’une solution partiellement invariante avec graphe
I'. Soit ¢ = (C1,--.,(s) un ensemble complet d’invariants fonctionnellement indé-
pendants pour G et soit t = TCLTL(]( ) Alors on a :

b <, 0 < q, d>r —p. 6> q —t.
(A.31)
p < p p < s. p = 0. p=s—t

Définition A.3.4. Une solution partiellement invariante de A avec défaut de

structure & par rapport a G est appelée réductible sl existe un sous-groupe H de
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G avec orbites de dimension supérieure ou égale a v — &, pour lequel la solution
est invariante.

L’algorithme de Lie pour trouver les solutions groupes-invariantes se décrit
par les étapes suivantes :
(1) construire un ensemble complet d’invariants pour G';
(2) exprimer les variables invariantes dépendantes en fonctions des variables
invariantes indépendantes, puis isoler les variables dépendantes originales;
(3) calculer les dérivées des variables dépendantes, puis les remplacer dans A
pour obtenir A/G;
(4) résoudre A/G,;
(5) déterminer les variables dépendantes & partir de la solution de A/G.

Par exemple, si nous considérons le systéme d’équations
U = Ug, v = Ug. (A.32)
Ici, p = 2 et ¢ = 2. Parmi les symétries de ce systéme, nous avons le générateur
0, + t0; + ud, + vd,. (A.33)

Puisque r = 1, nous obtenons un ensemble complet de p + ¢ — r = 3 invariants
fonctionnellement indépendants : v/u, z/t, u/x. Donc le graphe I" de toute solu-
tion groupe-invariante sera de dimension 2 et peut étre écrit comme ’espace des

zéros de deux fonctions qui dépendent seulement des invariants :

v T U v T U
L= {@tu)lw (=5 2) =0n (5, 2,2) =0} A.34
(@rwol (52 =0 (555 =0) (A3
Nous exprimons les invariants dépendants en fonction de I'invariant indépendant :
U x v x
— = ¢(= — = Y(- A.35
boad) L=wld), (A.35)
d’out nous obtenons
z T, T
u = a:cj)(?), v = :vd)(?)z/)(?) (A.36)

En calculant les dérivées de u et v et en remplagant dans (A.32), nous obtenons
le systeme A/G

$(N) + A¢(A) + X*('(N) =0,

CA) + AC(N) + X' (N) = 0, (A.37)
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ou A = z/t et ( = ¢¢. En intégrant ces équations, nous obtenons

Co 1
_ -2 - bl A .38
p=a++ (=at, (A.38)
et ainsi les solutions
u = T + cat, v = ¢z + ¢t (A.39)

Ce qui est remarquable avec ’algorithme de Lie, c’est qu’il génére une équation ré-
duite A/G qui dépend seulement des invariants de ’action de G. Donc, le systeme
original avec p variables indépendantes et g variables dépendantes est remplacé
par un systéme avec ¢ variables dépendantes mais seulement p — r variables indé-
pendantes. Ceci représente une simplification du probléme. En particulier, lorsque
r = p — 1, une équation différentielle aux dérivées partielles (PDE) est remplacée
par une équation différentielle ordinaire (ODE).

Dans le cas de solutions partiellement invariantes, I’algorithme doit étre mo-
difié car le graphe I' n’est plus invariant. Les étapes seront maintenant |5, 7] :
(1) construire un ensemble complet d’invariants pour G;

(2) exprimer la variété G(I') en fonction des invariants;

(3) exprimer les variables invariantes dépendantes en fonctions des variables
invariantes indépendantes, puis isoler les variables dépendantes originales ;

(4) calculer les dérivées des variables dépendantes, puis les remplacer dans A
pour obtenir un systéme A’ qui dépend non seulement des invariants, mais aussi
des variables dépendantes originales;

(5) utiliser les conditions d’intégrabilité pour déterminer un systéme A/G qui
dépend seulement des invariants;

(6) résoudre A/G;

(7) utiliser la solution de A/G pour résoudre A’, puis déterminer les variables
dépendantes a partir de la solution de A'.

L’algorithme réduit le systéme A & un systéme plus simple A/G avec ¢ — § va-
riables dépendantes et p+¢& —1 variables indépendantes. Puisque 7 > 4. ce systéme
a moins de variables dépendantes et indépendantes que A. ce qui semble simplifier
le probléme plus que dans le cas invariant. Cependant, dans le cas partiellement

invariant, il est également nécessaire de résoudre un second systéme A’ aprés avoir
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résolu A/G. Dans ce cas, il n’existe plus une correspondance biunivoque entre les
solutions partiellement invariantes de A et les solutions de A/G. En effet, pour

toute solution de A/G, chaque solution de A’ génére une solution différente de

A.
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Annexe B

EQUATIONS DIFFERENTIELLES A VALEURS
DE GRASSMANN ET SUPERSYMETRIES

Dans cette annexe, nous introduisons les concepts d’espace vectoriel gradué,
d’algébre de Grassmann By contenant des variables paires et impaires et de su-
perespace RB7"™ formé de coordonnées a valeurs de Grassmann. Nous discutons
ensuite des fonctions & valeurs de Grassmann (superchamps) définies sur un su-
perespace et les notions de superalgébres et supergroupes de Lie sont ensuite
données. Ces éléments sont tirés principalement du livre de J. F. Cornwell [1].
Nous rappelons également la méthode de calcul de symétries pour un systéme

d’équations différentielles a variables de Grassmann.

B.1. ESPACE VECTORIEL GRADUE ET ALGEBRES DE GRASSMANN

Soit V un espace vectoriel de dimension (m + n), dont les éléments de base

sont aj, @s, -+, Gm, Gmal, " > Gmin. Chaque élément a de V peut donc étre écrit

m-n

a= Z a5, (B.1)
j=1

ott les coefficients ft; sont réels. Une graduation peut alors étre définie sur I’espace

en posant que chaque élément de la forme

a= Z/.LJCIJ (B.2)
i=1



est pair, alors que chaque élément de la forme

m+n

a= Z ;0 (B.3)

j=m+1
est tmpair. Si on définit V, comme étant l'espace d’éléments pairs de V et V)
comme étant I’espace d’éléments impairs, on en déduit que V est la somme directe
de Voet Vi : V=V, W.
Définition B.1.1. Tout élément a € V qui est soit pair soit impair est dit ho-

mogeéne. Le degré d’un élément homogéne est défini comme :
q

0 si ae V,
deg(a) = ’
1 si ae V.

Définition B.1.2. Une superalgébre associative est un espace gradué V muni

d’un produit V.xV —V : (a,b) — ab tel que :

1. Va,b,a’,bV € V, et u, \,u/,N € R :
(na + p'a’)(Ab + X'V) = pA(ab) + pN'(ab') + @' A(a'b) + ' N (a'V), (B.4)
2. Va,b,ce V :
(ab)c = a(bc), (B.5)
3. Va,b:
a€ Vo et be Vy = abe V,

ace Vi et be Vi = abe V.,

ac€ Vo et be V, = abe V. (B.6)
Définition B.1.3. Une superalgébre associative est dite commutative si
ba = (—1)degadeab) (B.7)
pour tous éléments a,b homogeénes dans V. Donc,

—ab st a et b sont impairs.
ba =
ab autrement.
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L’algébre de Grassmann est un exemple particulier de superalgébre associa-

tive, construite en partant d’un ensemble de L générateurs, 6,, 65, ---, 6, et en

définissant les produits 6,8; tels que :

1. (6,01)6, = 0;(0:01),Y5,k,1 =1,2,...,L (associative), (B.8)

2. 06, = —6,8; (donc 67 =0), (B.9)

3. chaque produit non-nul 8;,8;, - - -8;_ de r générateurs est linéairement
indépendant des produits avec moins de r générateurs. (B.10)

Si a tous les produits non-nuls et indépendants de ces générateurs, on ajoute le
générateur 1 vérifiant 1-1 =1 et 16; = 6,1 = 6;, alors on obtient une base de 2

éléments. Ces éléments peuvent étre dénotés
911=9]10_7"7“'0jr> ]-STSL7 1Sj1<j2<--~<jrSL7
et engendrent un espace vectoriel dont chaque élément s’écrit

B=> B, ou B,€ R
7

La graduation est définie de la fagcon suivante : chaque élément 6, sera considéré
pair s’il est formé d’un produit d’un nombre pair des §; ou si 8, = 1; il sera consi-
déré impair s’il est formé d’un produit d’un nombre impair des f,. L'élément pair
(impair) le plus général est une combinaison linéaire arbitraire d’éléments pairs
(impairs) de la base. Cette superalgébre associative, appelée algébre de Grass-
mann est notée RB, . Les sous-espaces pairs et impairs sont notés RB;, et RBp,
respectivement.

Nous voulons maintenant introduire le concept de superespace RB]™". Le su-
perespace RB}"" est formé de m copies du sous-espace pair RBy, et de n copies

du sous-espace impair RBy,. Chaque élément (X; ©) de RB]"" est dc la forme

(XZ @} = (4\-1.‘ —2 ...... \ 'm:@l. @2 ..... @n)- (Bll)
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ot X; € RBy,, i=1,---,met ©; € RBy, j=1,---,n Donc, en général,
ona:

Xi=>» X!, (B.12)
m
ou seuls les indices p pairs apparaissent, et

0; =) 046, (B.13)
m

ou seuls les indices p impairs apparaissent. L’espace RB;"" est donc de dimen-
sion (m + n)25~!. En particulier, ’algébre de Grassmann est équivalente au cas

(m,n) = (1,1). Nous pouvons définir une norme sur RB;"" comme étant

10 = 3 Y IxH+ 30 S 18 (B.14)

Elle vérifie évidemment toutes les propriétés nécessaires d’une norme. Il est alors

possible de définir la métrique :
dma ((X;©), (X 0)) = [(X;0) - (X; )] (B.15)

sur 'espace RB]"". Utilisant cette métrique, nous pouvons alors doter l'espace
RB]"™ de la topologie habituelle.

On peut a présent définir le concept de fonction & valeurs de Grassmann. On
peut considérer deux types de telles fonctions. Le premier type consiste a prendre
des fonctions définies sur un espace ouvert V de R™ et a valeurs dans RB;. Ainsi
F :V — RBy est telle qu'associe a chaque point x = (21, Zo2,...,Z,) de R™ un

élement F(x) de RB;, pouvant étre écrit sous la forme
F(x) =Y Fulx)b,, (B.16)
u

ot chaque F(x) est une fonction V" — R.
Le deuxiéme type consiste. plus généralement, en les fonctions définies sur un
espace ouvert U du superespace RB]"™". La fonction F' : U — RB, associc &

chaque point {(X.®) du superespace un élément de Grassmann de la forme

F(X.©) =) Fu(X,0)f,. (B.17)
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ou chaque F}, est une fonction U — R. Une telle fonction est également appelée
un superchamp. Sin = 0 et y est limité a la valeur pour laquelle §, = 1, on obtient
évidemment le cas précédent. La fonction F' est appelée paire si les fonctions F,
sont nulles pour tout u impair et impaire si les F,, sont nulles pour les p pairs.
Les notions de continuité et de différentiabilité peuvent également étre étendue
aux fonctions & valeurs de Grassmann. En utilisant la métrique dp, ,(-, -) définie
dans la section précédente, nous pouvons généraliser la définition de continuité
a une fonction & valeurs de Grassmann, définie dans RB7"". Une telle fonction

F:U — RBy est continue au point (Xo,Op) siVe >0, 36> 0:
d‘m,n ((X7 6)7 (XOa @0)) <90 = dl,l (F(X) G))) F(XOv @0)) <eE&. (BlS)

La différentiation est généralisée de facon suivante.

Définition B.1.4. Soit ' : U — RB une fonction définie sur un ouvert U

de RB]"™. Supposons qu’il existe m fonctions %(j =1,...,m) et n fonctions
2

%(k =1,...,n), toutes de U — RBy telles que

FX+Y,0+%®) = F(X,@)-f—ZYj% (B.19)
1 j

=+ RO v W)l w), (B20)

ot (X,0) et (X+Y,0+¥) € U etn: RB"™ — RB, sont tels que
In(Y, &) — 0 s (Y, ®)|| - 0. (B.21)

Alors, F est dite différentiable sur U, et les fonctions 2 a,\ et 35- sont appelées

les dérivées partielles de F'.

Les dérivées partielles 22 sont complétement determinées. Cependant. ce
X, )

n’est pas tout-a-fait le cas pour une dérivée de la forme a%k, car la composante

proportionnelle & 6,6, ...0, peut étre arbitraire (car multipliée par la variable

impaire Uy, elle donne toujours zéro). Notons que si F' est paire, alors les %—
<7
sont paires et les ()aer sont impaires. Si F' est impaire, c’est le contraire : les (j)\rl

sont impaires et les )'g paires. Les dérivées partielles 9/dz; sont considérées

comme étant des quantités paires. tandis que les dérivées d/96) sont considérces
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impaires et vérifient :

00, o 0

A partir de la définition, on peut déterminer les dérivées successives de F(X, ©).
Si toutes les dérivées de F existent sur un ouvert U de RBJ"", alors la fonction

est dite superanalytique sur U.

B.2. SUPERALGEBRES DE LIE

Définition B.2.1. Soit V un espace vectoriel gradué, Vg et Vi ses sous-ensembles
pairs et impairs, de dimension m et n respectivement (m,n > 0,m +n > 1).
Supposons également que pour tous éléments a,b € V, il existe un commutateur
(supercommutateur) [a,b] tel que les conditions suivantes sont satisfaites :
- (i) VYa,beV, [a,b] € V,
(11) Va,be V,Va,B R, [aa+ Bb,c =ala,c]+ Bbd,
- (i11) sia et b sont homogénes, alors [a, b] est homogéne de degré (deg a+
deg bymod 2. Donc, {a, b est pair st a et b sont tous deuzx pairs ou tous deuz

impairs, et impairs st un est pair et l'autre impair,

- (w st a et b sont homogénes, alors
(iv) g

b,a] = —(—1)t¢es o)een g p] (B.23)
- (v) st a, b, et c sont homogénes, alors ils obéissent l’identité de Jacobi :

[a, [b, ] (_1)(deg a)(deg ¢) [b. [c, a]] (__1)(deg b)(deg a)
(B.24)
+ [e, [a,Bl) (<1)(%0 0 D = 0.

Alors V est dite une superalgébre de Lie de dimension paire m et de dimension
impaire n, et on note : dim(V') = (m|n).
En particulier, une superalgébre de Lie peut étre construite a partir d'une

superalgébre associative en définissant
[a,b] = ab — (—1)\des W)deg bl (B.25)

Lorsque a et b sont tous les deux impairs. on utilisera le symbole {a.b} plutot

que [a. b] pour représenter le crochet (B.25).
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B.3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET SUPERSYMETRIES

1l est possible, en général, d’étendre la méthode de calcul des symétries décrite
dans ’annexe A 4 un systéme d’équations différentielles a variables de Grassmann.

En effet, nous considérons maintenant un systéme de la forme :

AX,©, AR QY =0,  v=1,...,s, (B.26)
ou
X = {zj,z2,...,Zm}sont les variables indépendantes paires,
® = {01,6,,...,0,}sont les variables indépendantes impaires,
A = {Al, A%, ..., A%)sont les variables dépendantes paires,
Q = {Ql, @?,...,Q"}sont les variables dépendantes impaires.

Les transformations sur les variables indépendantes et dépendantes (mais pas

leurs dérivées) sont alors générées par des champs de vecteurs de la forme :

V= ZE +ZPJ +Z‘I’T3Ar ZA’an, (B.27)

ot les fonctions =, T, ® et A! dépendent de (X,0,A%) QK2). Les généra-

teurs de symétries sont calculés de fagon analogue a ceux du cas ordinaire, mais
avec la complication qu’il faut tenir compte d’un changement de signe lorsque
deux variables de Grassmann impaires sont interverties : 8,6, = —0,0,. Les déri-
vées par rapport a ces variables, 0p,,0p,. . . .. Jp, doivent étre considérées impaires

également. Par exemple :
091(9291) = —628()1(91) = —92.

Les générateurs que nous obtiendrons pourront donc étre pairs ou impairs et
formeront une superalgebre de Lie.

Une supersymétrie est une symétrie qui relie les variables paires et impaires de
facon non-triviale. Ces transformations sont générées par des générateurs impairs
de symétries et les charges conservées obtenues par le théoréme de Noether le

seront également. Les commutateurs entre les différents générateurs qui forment
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la structure de la superalgébre sont définis comme étant :
[Bi1, Ba) = B1B2 — B> By, si By et B, sont pairs,
[B,Q] = BQ — @B, si B est pair et Q) est impair, (B.28)

{Q1,Q2} = @1Q2 + Q2Q1, si Q; et Q- sont impairs.
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Annexe C

CLASSIFICATION DE L’ALGEBRE DE LIE DU
GAZ DE CHAPLYGIN

L’objectif de cette annexe est de présenter en détail la classification des sous-
algébres 4 deux dimensions de l'algébre de Lie L, décrite dans le chapitre 2,
équation (2.15), pour les équations de Chaplygin en (1 + 1) dimensions. Cette
classification est pertinente, car elle nous permet de construire des solutions par-
tiellement invariantes du modéle de Chaplygin avec défaut de structure 6 = 1.
Elle peut également étre appliquée a l’algébre de Born-Infeld suite aux reparameé-
trisations (2.16) et (2.19). Afin de classifier ces sous-algébres, nous commencgons

par décomposer la structure de L en la somme semi-directe suivante :
L = {{Dy,D,} {B}} » {Z, PA,PkF} (C.1)

La classification est accomplie en trois étapes, utilisant la méthode et la notation

présentées dans l'article [1].
(i) Sous-algebres de I’algébre abélienne A = {Dy, D»} :

.41 = {0} AQ = {Dl}, A3 = {DQ}

A1 ={D1+aDg.a#0}, A5:{D1,DQ}.
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(ii) Pour la prochaine étape de notre classification, nous considérons la somme

semi-directe
F ={D,,D,,B} = {Dl,Dg} p{B}=A3 {B} (C.3)

Les sous-espaces de { B} sont {0} and { B}, tous les deux invariants sous l'action

de A. Autrement dit, pour chaque sous-algébre A; de A, nous avons
[A;,{0}] € {0}, et [4;,{B} € {B}. (C.4)

Les sous-algébres splitting de F' sont alors données par
Fl:{0}7 FQZ{B}’ F3={D1}7 F4={D1aB}7

F; = {D,}, Fs = {D,, B}, F; ={D; + aDs,a # 0}, (C.5)
C.5
F8={D1+aD2aa#0’B}7 F9={D17D2}1

F10:{D17D2)B}=F-

En considérant le cas spécifique de F7; ou a = 1, nous obtenons également la

sous-algébre non-splitting suivante :

Fll = {D1+D2+5B,€=i1}. (CG)

Les normalisateurs des sous-algébres (C.5) et (C.6) dans le groupe G = eP1.D2.B}

sont donnés dans la Table XVIIL
(iii) Portons maintenant notre attention sur l'algébre de Lie compléte L qui
peut étre décomposée en la somme semi-directe de notre algébre F, étudiée dans

I’étape précédente, et I'algébre abélienne N = {Z, Pi, Po}. On a explicitement
LZ{DI,DQ,B,Z,Pl,P()}:F}) N (C?)

Nous ne considérerons ici que les sous-algébres de L de dimension 2, car nous
cherchons des solutions partiellement invariantes avec défaut de structure ¢ =
1. Une sous-algébre de dimension supérieure a 2 serait associée a une solution
générique du gaz de Chaplygin.

Commencons par déterminer les algébres splitting de L. Pour chaque sous-

algébre F, de F. nous devons trouver toutes les sous-algebres invariantes de N.
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TAB. XVII. Classes des sous-algébres de F' = {D;, D, B}

Sous-algebre F; C F Nor(F;,Gr)
F; = {0} Gr
F> = {B} Gr
F3={D;} e{P1.Dz}
F, ={D,, B} Gr
Fs = {Ds} elPr.D2}
Fs = {D,, B} Gr
Gr sia=1,

F7 = {Dl + CI.DQ,CL 74 0}
elP1D2} 5iq# 1.

Fg = {Dl + (IDQ, B}a;éo GF
Fg = {Dl, D2} e{Dl'DZ}
F10={D11D2,B} GF
Fin={D1+ Dy +¢€eB,e = %1} elD1+D25)

Nous cherchons donc tous les sous-espaces IV, , de N tels que

(@) : [Nia» Nia) © Nig et (b):[F, Nig) © Nia- (C.8)
Puisque N est abélienne, tous ses sous-espaces satisfont la condition (a). Il suf-
fit donc de vérifier la condition d’invariance (b) pour chaque Fj. Cela fait, nous
classifions ces sous-algébres ]T/',,ch en classes de conjugaison sous l’action du nor-

malisateur Nor (F;, GF).

Pour F, = {0}, il est évident que [F1, Nia] = {0} C N, pour tout Nig, et
en conséquence tout sous-espace de N constitue une sous-algébre invariante. Il
existe quatre types de sous-espaces de NN, de dimension 0, 1, 2 ou 3, que nous
classifions sous action de Nor (F|.GFf) = GF.

Considérons en premier lieu 1'unique sous-espace de dimension 0 :

Ny, = {0}. (C.9)
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Il est évident que la conjugaison de I'élément zéro ne méne & rien d’autre que
zéro. Le sous-espace {0} est donc I'unique élément dans sa classe conjuguée.

Pour classifier les sous-espaces de dimension 1, observons ce qui se passe lors-

qu’on conjugue chacun des générateurs Z, Py, Py de N par un élément g € GF, tel

que g = e¥,ouY = aD;+8D,+vB. Nous obtenons les relations de commutation

sulvantes :

Y, 2] = 262, Y,P|=—(a+B)P —Z,

(C.10)
[Y, Po] = —QCYPO - ’)’P]
Lorsque le générateur Z est conjugué par g = €', Z est transformé en
e¥ ZeV =e 2. (C.11)

La sous-algébre {Z} n’est donc conjuguée qu'a elle-méme, et forme sa propre

classe de conjugaison
N, ={Z}. - (C.12)

Il est & noter que toute solution des équations de Chaplygin (2.7) est partiellement
invariante par rapport & la sous-algébre {Z}, car le graphe (z,t,6(z,t)) de la
fonction #(z,t) n'est jamais invariant sous la transformation § — 6+¢, ou € est
une constante, mais génére plutdt un orbite de dimension 3. Cela correspond au

fait que le rang de la matrice caractéristique

Q = (1,0), (C.13)

de {Z} est égal a 1 pour toutes les solutions.

L’élément P, est transformé en

~(a+8) p T (e-(a+B) _ g—28 i
i i e \ + ——= (e e Z sia# S,
e’ PeY = @ ( ) (C.14)

e P —ye 7 si o = 0.

Donc. en faisant varier le paramétre 5, nous pouvons générer a partir de la sous-
algébre { P} toutes les sous-algébres de la forme {P; +cZ} ol ¢ est une constante

réelle. En conséquence, tout le plan (Z. P;) est couvert par

Nisz = {Ph}, (C.15)
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dans le sens que tout sous-espace situé dans le plan (Z, P;) est conjugué soit a
{P,} soit a {Z}.

L’élément Py est transformé en

e—2aP0 __" (e—(a-i-ﬁ) _ e—2a) P,

(e—p)
e Phet = +ﬁ (e +e ¥ —2e~t) Z sia#p, (C.16)
e 2Py —ye 2P + 1y’e 2 sia= 0.
Donc, en faisant varier les paramétres v (lorsque a = f3) et 71z (e*# — 1)

(lorsque « # f3), nous pouvons ajuster le coefficient de P, par rapport a Fp a
n’importe quelle valeur réelle. Cependant, cela fixera également le coefficient de
Z, et il existera donc des sous-espaces a l'extérieur du plan (Z, P;) qui ne seront

pas conjugués a {FPp}.
Ny 4 = {P}. (C.17)

Il est possible de rendre les transformations sur les sous-espaces {Z}, {P1} et
{P,} plus transparentes en les écrivant sous la forme suivante, ot le symbole —

représente la conjugation par I'élément g = € de G :

{z} — {Z}, (C.18)
(py — JtATAse=h (C.19)
{P - 15 (e@=P) —1) Z} si a # B,

{(Po— P+ 4*Z} sia =6,
(P} — l . . (C.20)
{P— 25 (e —1) P+ 3525 (e 7 1) Z}sia # 6.

Afin de permettre une variation dans le coefficient de Z, considérons la sous-
algébre engendrée par le vecteur Py + €Z, ot £ = *1. Pour le cas o # f3, cet

élément est transformé en

e (Ph+eZ)e Y =e P —

2
0" —2a -28 (a+8) -2
— ' (e +e — 2e + ce Z.
(2(a - B)? ( )
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En conséquence,

(Po+ 2} — {Py— (ayfﬂ) (e —1) Py
(C.22)

1 2 a— 2(a—
+<§(aj—ﬁ)2(e( B _1)° + g 5)>Z}.

Si nous fixons la valeur de 25 (e®=# — 1), il est possible de varier (a — f3) &

condition que 7y soit choisi de telle sorte & garder g'_%)(e("‘ﬂ) —1) constant. Dans
le cas oti € = 1, le coefficient de Z peut étre augmenté (mais pas diminué) par
un facteur de e*® A Z. De facon similaire, dans le cas ou € = —1, le coefficient
de Z peut étre diminué (mais pas augmenté) par un facteur de e?e-A) 7. Donc,
les vecteurs Py + Z et Py — Z générent ensemble par conjugaison le reste des

sous-espaces a une dimension de N :
N1‘5 = {P0+EZ,€ = :t].} (C23)

Nous devons maintenant considérer les sous-algébres de N de cdimension 2.
Chaque sous-espace de dimension 2 est généré par deux vecteurs linéairement
indépendants. et chacun de ces vecteurs se trouve dans une des classes de conju-
gaison de sous-algébres unidimensionnelles décrite précédemment. Sous n’importe
quelle conjugaison, chacun des deux vecteurs restera dans sa propre classe res-

pective. Nous considérons les quatre sous-espaces 2-dimensionnels suivants :
(1)  MNe={Z P} (C.24)

Sous l’effet d'une conjugaison, le vecteur Z ne change pas tandis que P; est
transformé en un vecteur de forme P, + ¢Z, ou ¢ est une constante réelle. Le
sous-espace 2-dimensionnel conjugué est donc ’espace généré par les vecteurs Z
et P, + ¢Z. qui est simplement I'espace {Z, P, }. Donc, N, est 1'unique élément
dans sa classe de conjugaison. Il est utile de remarquer qu’il existe une correspon-
dance biunivoque entre les sous-espaces 2-dimensionnels de N et les sous-espaces
unidimensionnels qui leur sont perpendiculaires (normaux). Le sous-espace N, g

correspond au sous-espace normal {Fp}.

(12) N7 ={Z. Fy}. (

O
[N
w

g
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Ici, Z ne change pas tandis que Py est transformé en un vecteur de type Py —
ch, + %CQZ , ol ¢ est une constante. Les sous-algébres conjuguées a N, 7 sont donc
celles du type {Z. Py — cP;}, c'est-a-dire celles qui contiennent I'axe des Z (a
I'exception de {Z, P,}). Elles correspondent aux sous-espaces normaux P+ chy
et nous avons donc couvert tous les sous-espaces 2-dimensionnels dont la normale

se trouve dans le plan (P, Fp).
(i)  Nig={P1, Fo}. (C.26)

Puisque P, — Pi—cZet Pp — Fy—cP+ %CZZ , la normale & ’espace conjugué

est donnée par le produit vectoriel
1, 1,
(Pl—CZ)X(PQ—CP1+6CZ):Z+CP1+§CPQ. (C27)

En conséquence, le coefficient de P, de la normale peut étre fixé arbitrairement.
?

Une fois de plus, cependant, cela fixe aussi le coefficient de F,. Afin de pouvoir

générer par conjugaison toutes les autres normales, nous considérons le sous-

espace
('L"U) N1,9 = {Pl, Po + EZ,E = :tl} (C28)

Suite & une conjugaison par un élément de Gr tel que o # 3, et en définissant

v
(o—B)

c= (e®~P — 1), nous obtenons

1
Pb - P—cZetPy+eZ — Po—ch + (Ec2 + ge?le ﬂ)) Z. (C.29)

La normale a ’espace conjugué est alors

1
Z+cP + <3c2 — seQ("“ﬁ)> B. (C.30)
Si nous fixons la valeur de ¢ en permettant a (o — /3) et € de varier, il est possible
de fixer arbitrairement le coefficient de P, pour chaque valeur fixée du coefficient
de P;, ce qui nous permet de couvrir toutes les autres normales dans N.

Le seul sous-espace de N de dimension 3 est N lui-méme. Puisque nous ne

cherchons que les sous-algébres de L de dimension 2, il n’est pas nécessaire d’étu-

dier ce cas.
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Pour F, = {B}, nous avons trivialement la sous-algébre de dimension 0 :
Ngy] - {0} (C31)

Il est maintenant nécessaire de déterminer quels sous-espaces IV; , de N satisfont
la condition [F}, N; o] € N, 4. Pour un sous-espace unidimensionnel {X} généré

par le vecteur X = AZ + mP;, + nFp, il faut que
(B, kZ + mP, + nRy)) = c¢(kZ + mP, + nh), (C.32)

ou ¢ est une constante de proportionalité de valeur réelle. Puisque (B, kZ +mP; +

nPy] = —mZ — nP;, nous obtenons le systéme :
—m = ck, —n =cm, 0=cn. (C.33)

Les seules solutions admissibles sont celles ot m = n = 0, et donc la seule sous-

algébre unidimensionnelle de NV invariante sous F5 est
]ngg = {Z} (C34)

Puisque F; est déja une sous-algébre de dimension 1 et nous ne cherchons que les
sous-algébres de L de dimension 2, il n’est pas nécessaire pour ce cas de considérer

les sous-algébres de N de dimension 2.

Nous procédons de fagon analogue pour déterminer les sous-algébres de N
invariantes sous les algébres F3, F;, Fy et Fy;. Puisque Fy, Fg, Fy et Fg sont déja
des algébres a deux dimensions, nous ne considérons que la sous-algébre invariante
N;; = {0} pour ces cas. Puisque Fq est une algébre a trois dimensions, il n’y a pas
de sous-algébres splitting 2-dimensionnelles de L correspondantes. Les algébres

splitting de L sont celles de la forme

Lla = E D Ni,a- (CSS)

]

Les algebres splitting de L a deux dimensions sont présentées dans la Table XVIII.

Pour déterminer les sous-algébres non-splitting de L = F' ® N, nous considé-
rons chaque algébre splitting de L séparément. Chaque algébre splitting de type

L, o posséde une base {B,. X} composée des élements B, € F, 1 < a < dim(F,),
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TAB. XVIII. Classes d’algebres splitting de L & deux dimensions

Algebre splitting L, o Nor(Liq,G)
Lig={Z, P} G
L7 ={Z, P} e{D1,D2,Z.P1,Po}
Lig={P, P} e{D1.D2,2,P1,Fo}
Lig={P,Py+€eZ} .o o{D1+D2.2,P,Fo}
Loy ={B, 2} o{D1.D2,B.Z,P1}
Lso={Dy, 2} o{D1.D2,2}
Ly3 = {D,, P} e{D1.D2,Z,P1}
L34 ={D1, R} e{D1.D2.2,Fo}
Lu1 = {Dy, B) oD1.D2.B.2)
Lso={D,, 2} e{D1.D2.Z, R}
Ls3 = {Ds, P} e{D1,D2,P1,Po}
Ls 4 = {D2, Po} e{D1,D2,Po}
L¢1 = {D,, B} e{D1,D2,B}
L7s o=ty ={D1+ D2, Z} e{D1,D2,B,2}
L1 (a=1) = {D1+ D3, P} e{D1,D2,P1}
L4 (a=1) = {D1 + Da, Po} e{D1.D2,Po)
L7s (a=1) ={D1+ D2, Po+€Z} c—ui D1+ D2, PoteZ}
(e{Dl‘DQ'Z’Pl} sia=—1,
Lo (1) ={D1+aD2,Z} axon | ¢
\e{D"DQ'Z} sia# —1.
L7s  (az1) = {D1+aDs, P} azo. olD1.D2,P1}
elPrD2PLP} g g = —1,
L7y (az1) = {D1+aDs, Po} azo. )
| elPP2F) a1
Ls, = {Dy+aDy. B} %0 e{D1.D2.B}
Loy = {D. Do} e{D1.D2}
Liyo={Di+D>+cB,Z} -1 e{D1+D2.B.2}
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et X; € N, 1 < j < dim(N;s). Nous pouvons augmenter la base {X;} de
N, o en une base {X;,Y,} de N en ajoutant les éléments Y, up = 1,2,...,s, ou

s = dim(N) — dim(N; o). Nous considérons alors 'espace

V={Ba+ Y Vi X;}, (C.36)
=1
0l ¢, sont des constantes réelles, comme possibilité pour une algebre non-splitting.

Nous utilisons les relations

Y, 4 0™ X, (C.37)

au ap

[Baa Bb] = ;bBca [Ba7 Y;L] =p
ainsi que la condition suivante sur les constants ce structure :
CovPay = CapPhy — Ceafap = 0. (C.38)

Les relations (C.37) et (C.38) sont les conditions qui doivent étre satisfaites par les

constantes cq, pour que V soit une algébre. Nous examinons ensuite les cocycles
Y, —AY -
¥ Bie™ Y = B, + \,[Y,,, Ba), (C.39)

afin de déterminer quels constantes c,, peuvent étre éliminées par simple conju-
gaison. Finalement, nous classifions les résultats par rapport & la conjugaison par

NOT(Li,a, G)

A titre d’exemple, examinons l'algébre splitting Lo o = {B, Z}. Nous identi-

fions :
B1=B7 X1=Z7 )/l:Pla }é:POa
(C.40)
[B,B] =0, [B,P]| = -2, [B. Py) = —P.
et done, f, =0, pi, =0, p3, = 0. pi, = —1, pl, = 0. L'espace candidat est donc
V = {B+C11P1 +C12P0.Z}. (C41)

et puisqu'il n’y a qu’un seul élément de type B,, I'équation (C.38) est satisfaite

identiquement par anti-symétrie. Nous analysous alors les cocycles

Bu + /\IID/H’ Ba] A B + /\1iP1. B] + /\2:13[1. B] == B + /\IZ + /\'.ZPI- (042)
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En fixant Ay = —cq;, il est facile de voir que 'espace V' est conjugué a I’espace
{(B + )‘IZ - C11P1) -+ C11P1 4+ CIQPQ, Z} = {B -+ Clgpo, Z} (C43)

Cependant. la seconde constante c; ne peut pas étre éliminée par cette méthode,

et il est donc nécessaire de classifier les algébres non-splitting possibles de la forme
{B+coho, Z}, (C.44)

ol ¢p est une constante, sous 'action du groupe normalisateur Nor(Log, G) =
e{D1.D2,B.Z.P1}

Considérons 1'élément X = B + cgPy +mZ, ol m est une constante réelle, et
observons ce qui se passe lorsqu’il est conjugué par ’élément de Nor(Lg2, G)
g=e',ouY =aD, +3Dy+vB+8Z +nP,. (C.45)
Les deux premiers coefficients du développement en séries de puissances de l'ex-
ponentielle sont :
Y, X] = (a — B)B — 2acoPo + (n — 2mf)Z ~ yco Py,
[V, [V, X]] = (e — B)*B + (2a)’coPo + 7 (3a + B) co Py (C.46)
+ (n(a — B) — 2mP(n — 2mP) + 7°co) Z.
En fixant v = 0 et en calculant les termes additionnels, nous obtenons :
e¥ Xe Y =elPB e 2P+ ¢a,B.1.m)Z
(C.47)
C {B+ef 3Py, Z}.

En variant les valeurs de a et /3, on peut voir que toutes les algébres de la forme
{B + coPy, Z}, ol ¢o est positive, sont conjuguées a l'algébre {B + Fo, Z}. Par
ailleurs, celles ot ¢ est negative sont conjuguées a l'algébre {B — R, Z }. Nous

obtenons alors ’algébre non-splitting
ﬁg_g = {B + EP(), Z} s = =1. (C48)
correspondant a I'algébre splitting Lo» = {B. Z}.

Nous répétons cette procédure pour toutes les autres algébres splitting L, 4

de la Table XVIII. Certaines algébres splitting n’ont aucune algébre non-splitting
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correspondante, puisque soit toutes les constantes cq, sont éliminées par les co-
cycles, ot alors il n’existe pas d’éléments de type B, dans la base de lalgébre L,
(pour les cas ot F; = {0}). Dans chaque cas, I'algébre non-splitting qui corres-
pond a L, o, si elle existe, est appelée L; . Les algébres non-splitting de L a deux
dimensions sont présentées dans la Table XIX.

TaB. XIX. Classes d’algébres non-splitting de L a deux dimensions

Algebre non-splitting £; Nor(Lyq,G)
Log={B+€ePy,Z} c=x1 o{D1+3D2 B+ePo. 2. Py}
L33={D1+eZ, P} cou1 ol D1.Z.P)
Lys={D1+eZ, P} e=t1 olD1.Z.Po}
Li1={D1+¢Z,B} =11 elD1.B,2)
Lso={Ds+ePy,Z} c=11 ol D2.2.Po}

el D2.P1Po}

Ls3={Dy+€Po,Pi} c=11
Lro @z ={D1—Da+€P1,Z} o010 e=+1
L4 (az1) = {D; — Dy +€Py,Po} az01 e=t1
L3y ={D;+3D2. B+ePy} azo e-+1

e{Dl—-Dg,Z.P1}

e{Di-D2.P1. Py}

e{D] +3D>.B+=Py}

Nous nous sommes servis de cette classification pour trouver toutes les réduc-
tions non-équivalentes correspondantes des équations du gaz de Chaplygin sous les
sous-algébres de L a deux dimensions. Pour chaque classe de conjugaison donnée
dans les Tables XVIII et XIX, nous avons évalué les invariants de la sous-algébre
de Lie correspondante, ainsi que les équations réduites associées. Les résultats
de cette classification sont utilisés systématiquement dans le chapitre 2 afin de

déterminer les réductions menant a des solutions partiellement invariantes.
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