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RÉSUMÉ

Nous étendons la théorie des points asymptotiquement critiques en déve

loppant des arguments de type minimax pour des suites de fonctionnelles conti

nûment différentiables. Après avoir défini les conditions de compacité ss-(PS) et

s-(PS) pour un couple ((h), h), nous établissons, grâce à une notion particu

lière de couple borné inférieurement et une généralisation de l’enlacement entre

paires d’ensembles, de nouveaux résultats d’existence de points asymptotique-

ment critiques.

Nous généralisons par la suite la théorie développée dans le cas où les fonc

tionnelles de la suite sont semi-continues inférieurement. Ceci nous permet d’une

part d’énoncer une théorie nouvelle de points asymptotiquement critiques pour

des fonctions semi-continues. D’autre part, nous montrons que la théorie des

points critiques pour une fonctionnelle unique est un cas particulier de la théorie

des points asymptotiquement critiques. Nous unifions alors les deux théories.

MOTS-CLÉS

Points asymptotiquement critiques, conditions de compacité, enlacement,

résultats de minimax.
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ABSTRACT

We extend the theory of asymptotically critical points for sequences of conti

nuous differentiable functionals on real Banach spaces. Using recent cornpactness

conditions, a particular notion of lower hound for a couple and a generalization

of linking between sets, we obtain new existence resuits of asymptotically critical

points.

Then we generalize this theory to sequences of lower serni-continuous func

tionals and we estahlish existence resuits of asymptotically critical points in this

case. Moreover, vie show that this theory generalizes the usual theory of critical

points using the Palais-Srnale-star condition.

KEY WORDS

Asyrnptotically critical points, compactness conditions, linking, ruinirnax re

sijits.
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INTRODUCTION

La théorie des points critiques a pour objet l’étude des points critiques, c’est-

à-dire les points où la différentielle d’une fonction s’annule. Cette théorie joue un

rôle prépondérant dans la théorie des équations aux dérivées partielles. Pour un

problème donné, nous associons une fonctionnelle dont les points critiques sont

des solutions du problème. Selon l’espace sur lequel est défini cette fonctionnelle

et les propriétés de celle-ci, nous pouvons dans certaines situations garantir l’exis

tence de points critiques et ainsi obtenir l’existence de solutions.

Pour des fonctionnelles de classe C’, l’une des méthodes utilisées pour dé

montrer l’existence de points critiques consiste à employer des arguments de type

minirnax [Rai, [W]. Nous étudions alors la valeur réelle e déterminée par

c := inf sup

où h est la fonctionilelle, B est un sous-ensemble d’un espace de Banach X et F

est, par exemple, une famille d’ensembles vérifiant une propriété appropriée. Selon

le contexte, l’objectif consiste à déterminer si la valeur c est une valeur critique.

Ici, trois ingrédients entrent souvent en jeu et seront utilisés dans ce mémoire.

D’abord, il est commun de considérer des sous-ensembles de X qui s’enlacent

[Fil, [Sci. L’enlacement ne dépend pas de la fonctionnelle h, mais sa présence

se démontre en utilisant le degré de Brouwer, voir [Ki, [Z], qui nécessite que les

ensembles considérés soient homéomorphes à des sous-ensembles d’un espace de

dimension finie. Pour montrer l’existence de points critiques, on se dote aussi d’un

lemme de déformation et on demande finalement que la fonction h satisfasse une

condition de compacité du type Palais-Srnale garantissant que e soit une valeur
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critique.

Or. si nous nous proposons d’étudier les points critiques d’une fonctionnelle h

continue ou semi-continue inférieurement, nous devons spécifier ce que nous en

tendons par difféTentielte et par point critique. Pour des fonctionnelles continues

ou semi-continues sur un espace métrique complet, il existe également une théorie

de points critiques basée sur la notion de pente faible jC3], ÏCDM], [DM1, [F2].

Cette situation généralise le cas continûment différentiable. Il importe d’insister

sur le fait que la fonctionnelle n’est pas nécessairement différentiable et donc ces

arguments peuvent être utilisés pour étudier des équations différentielles dont

la fonctionnelle associée n’est que continue. Toutefois, nous ne pouvons généra

lement rien affirmer si la fonctionnelle h n’est ni différentiable, ni continue ou

semi-continue. Dans cette situation, tiir argument de type minimax n’existe pas.

Le but de ce mémoire est de développer une théorie de type minimax permet

tant d’étudier des suites de fonctionnelles (h) et une fonctionnelle particulière h.

Les résultats présentés aux chapitres 5 et 6 sont entièrement nouveaux et généra

lisent plusieurs résultats connus de la théorie des points critiques. Ici, la continuité

de la fonctionnelle h est à priori inconnue; cest-à-dire qu’elle peut être continû

ment différentiable, continue, semi-continue ou même quelconque. Dans l’optique

où h peut être associée à une équation différentielle, il est parfois naturel d’ap

procher un problème initial (P) dont la fonctionnelle h est associée par une suite

de problèmes (Pu) dont les fonctionnelles associées hi,, elles, sont, par exemple,

continues ou différentiables [Roi. Cette idée élémentaire justifie à elle seule l’in

térêt d’une méthode de minimax pour des couples ((h), h), c’est-à-dire la paire

constituée de la suite (h) et de la fonctionnelle h.

L’ouvrage sera divisé en trois parties. Dans la première, nous aborderons le

cas où la fonctionnelle h est de classe C’ sur un espace de Ba;ach X et nous

supposerons donné une famille {Xn}EA de sous-espaces de Banach de dimension
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finie telle que

XnCX,V, etX UX
EA

où A est un ensemble ordonné filtrant à droite. Lorsque A = N, nous définissons

la suite de fonctionnelles (h) par

=

Cette situation a été étudiée par plusieurs ILWI, tC2l, jF2], [PI et [Stil. Dans

[LV], Li et Willem ont obtenu l’existence de points critiques pour la fonctionnelle

h en étudiant le comportement asymptotique de la suite de fonctionnelles (h).

Remarquons par la densité de UnEN X, dans X et la définition des fonctionnelles

h que celles-ci et la fonctionnelle h sont très liées. Cette façon de procéder offre

certains avantages notamment dans l’étude d’équations aux dérivées partielles

associées à des fonctionnelles fortement indéfinies.

Comme déjà mentionné, il est commun de démontrer l’existence de points

critiques en utilisant le degré de Brouwer. Lorsque l’espace X se décompose en

somme directe de sous-espaces non triviaux comme X = X’ X2, Brézis et

Nirenberg [BNÏ ont réussi à montrer l’existence de points critiques pour h en

supposant, par exemple, que l’espace X’ soit de dimension finie. Les travaux de

Li et Willem [LW] et Struwe jSt2J permettent d’omettre cette hypothèse lorsqu’il

existe une famille {Xa}cEA comme mentionnée plus haut. Les résultats obtenus

dépendent alors d’une condition de compacité, notée (P$), que nous traiterons

au chapitre 2. Ces arguments ont aussi été utilisés par Corvellec [C21 dans le cas

où la fonctionnelle h est continue. Nous présenterons également quelques généra

lisations de frigon tF2Ï et Picard [PI.

Nous aborderons en deuxième lieu des couples ((h), h) dans lesquels les

fonctionnelles h, sont de classe C’ sur un espace de Banach réel X. Il importe de

retenir que nous n’imposons pas que la fonctionnelle h soit différentiable, conti

nue ou serni-continue. De plus, nous ne demandons pas que les fonctionnelles h,.

convergent vers la fonctionnelle h ou même que la suite (h,.),. soit convergente.
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Cette simple remarque montre aussi que la théorie présentée à la partie précédente

et celle-ci sont à priori distinctes l’une de l’autre. En fait, nous pourrions omettre

la fonctionnelle h, puisque nous nous intéresserons au comportement asympto

tique de la suite de fonctionnelles. Pour ces raisons, nous considérerons la notion

de points asymptotiquement critiques pour le couple ((h), h) plutôt que celle

de points critiques pour h ou h. puisqu’en général ces points ne se correspondent

pas. Un point asymptot’iquement critique sera défini dans ce cas-ci comme un

point u ù X tel qu’il existe une suite strictement croissante (flk) dans N et il

existe une suite (uk)k dans X telles que

u, (Uk) —* /i(u) et
‘k

(Uk) “ 0.

Nous présenterons à la section 3.2 quelques exemples de couples pouvant être

considérés et quelques illustrations simples de ces différentes notions.

Lorsque les fonctionnelles h sont de classe C’, cette théorie de points asymp

totiquement critiques a été introduite par Marino et Mugnai tMM1I, [MM2I en

2001. En utilisant des outils topologiques comme la catégorie relative [SzJ, ils ont

pu obtenir l’existence de solutions pour des inégalités va.riationnelles inversées

IMM2].

Une particularité de ce qui sera fait dans ce mémoire est que nous n’aurons pas

recours à la catégorie relative; nous obtiendrons de nouveaux résultats d’existence

de points asymptotiquernent critiques en utilisant des argmnents de type minirnax

et l’enlacement entre paires d’ensembles dans le cas où les fonctionnelles (ha),.

sont continûment différentiables. Le théorème 5.3.2 se veut notre résultat principal

qui est aussi nouveau puisqu’il n’existe pas, à notre connaissance, d’équivalent

qui utilise ce type d’arguments en présence de tels enlacements. De ce résultat

découlera également plusieurs nouveaux corollaires. Nous verrons que lorsqu’il

est donné, pour tout n, deux paires d’ensembles (B,, A7) et (Q,, P,,) telles que

(Bu, Ai,) enlace (Q,,, P,,) via Fa,, (A,,) au sens introduit par Frigon [Fil et lorsque

certaines inégalités sont vérifiées, alors tout point d’accumulation e de la suite
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(cv),. définie par

inf suphn((1,Br))
?ET, (A,)

est un point asymptotiquement critique si le couple ((h), h) satisfait une condi

tion de compacité au niveau c que nous noterons ss-(P$). En considérant un

enlacement particulier et une notion particulière de couple borné inférieurement,

nous montrerons au théorème 5.3.5 l’existence de trois points asymptotiquement

critiques. Ces résultats seront démontrés en utilisant un lemme de déformation

nouveau pour un couple ((h), h) qui est basé sur un lemme de déformation

quantitatif pour des fonctionnelles de classe C’ de Willem [W]. Nous obtiendrons,

à partir de ce lemme de déformation, un théorème d’intervalle non critique et une

propriété de déformation qui nous permettront d’établir les résultats d’existence

de points asymptotiquement critiques.

En parallèle à la condition ss-(PS), nous présenterons également une condi

tion plus faibte, introduite dans [MM1I, que nous noterons s-(PS). Nous pré

senterons pour cette condition un lemme de déformation et un résultat général

(théorème 5.4.1) similaire au thérorème 5.3.2 sous des hypothèses plus faibles.

Nous verrons par cont.re que nous obtenons de façon générale moins de points

asymptotiquement critiques avec la condition plus faible s-(PS) qu’avec la condi

tion ss-(P$). Ces résultats sont aussi nouveaux et montrent qu’il possible, même

avec une condition plus faible, d’obtenir l’existence de points asymptotiquement

critiques.

Nous aborderons finalement au chapitre 6 le cas où les fonctionnelles de la

suite (h) sont semi-contiuues inférieurement. D’une part, nous généralisons la

théorie exposée aux chapitres 3, 4 et 5 pour le cas continûment différentiable.

Les résultats sont donc également nouveaux. Toutefois, cette théorie de points

asymptotiqiiement critiques pour des fonctionnelles semi-continues est entière

ment nouvelle et il n’existe pas, Jusqu’à ce jour, d’équivalent dans la littérature.

Cette théorie offre de nombreux avantages. En particulier, nous verrons que lors

qu’une fonctionnelle continûment différentiable h X —* R et une famille de
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sous-espaces {X}7teN sont données, nous pouvons considérer le couple ((hn)n, h)

où h, X — R U {+oo} est définie par

f h(n) si n E
h(n) =

+00 sinon.

Les résultats de points critiques obtenus dans la première partie (chapitre 2) s’ob

tiennent alors comme corollaires de cette théorie beaucoup plus générale. Nous

unifions alors la théorie des points aymptotiquement critiques et la théorie des

points critiques avec une condition de Palais-Smale étoile. Cette théorie semble

aussi très prometteuse pour démontrer l’existence de solutions à certains types

d’équations diffirentielles.

Nous rappelons d’abord brièvement les notions qui seront utilisées tout au

long du mémoire telles que l’enlacement entre paires d’ensembles, la théorie des

points critiques pour une fonctionnelle de classe G’ et la notion de pente faible

de Degiovanni et Marzocchi [DM1. Nous rappelons finalement à l’annexe A la

théorie du degré de Brouwer qui sera entre autres utilisée à la section 5.3.



Chapitre 1

PRÉLIMINAIRES ET RAPPELS

Il importe de rappeler quelques définitions, résultats et notions qui seront

utilisés par la suite. Plusieurs ouvrages traitent des notions que nous rappelons

brièvement ici et le lecteur intéressé pourra consulter entre autres [St21, i\V1.

1.1. DÉFINIT0N5 ET NOTATIONS

Dans ce chapitre, X désigne un espace de Banach réel.

Si S est un sous-ensemble de X et 6 > O dans R, nous noterons par B(S, 6)

l’ensemble {u e X I d(u, S) <6} où, par définition,

d(u, S) := inf lin — vil.

Définition 1.1.1. Soit h: X —* R. Nous disons que h est dfférentiabte (au sens

de Fréchet) au point n de X s’il existe L une application linéaire continue de X

dans R, i.e. L e X’, telle que

l
h(v) — h(u) — (L, (y — n))

—

11v—nu —

Nous disons que L est la dérivée de h au point n. Nous notons L = h’(n).

Définition 1.1.2. Soit h: X —* R une fonctionnelle différentiable en tout point

n de X. Nous disons que h est de classe C1 si la fonction de X dans X’ qui à

u EX associe h’(n) est continue. Nous écrivons h e C1(X,R).
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Définition 1.1.3. Soit h X —* R une fonctionnelle de classe C. Nous dirons

que u e X est un point critique de h si h’(u) = 0. Nous noterons pour c e R

hc:{uEXh(u)<c}

et par K l’ensembte critique de niveau c; c’est-à-dire

K {u e X h(u) = c, h’(u) 01.

Définition 1.1.4. Nous disons qu’une fonction h X —* R U {+oo} est semi

continue inférieurement en u E X si, pour tout e > O, il existe un voisinage U de

x tel que

h(y) h(x) — e, pour tout y e U.

Nous disons que h est semi-continue inférieurement si pour tout u e X, h est

semi-continue inférieurement en u.

1.2. ENLACEMENT ENTRE PAIRES D’ENSEMBLES

Nous rappelons une définition classique d’un enlacement entre deux ensembles.

Nous suivons, par exemple, Struwe jSt2J.

Définition 1.2.1. Soit Q un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach X,

B tin sous-ensemble de X avec bord DB tel que Q n DB = 0. Nous disons que

DB entace Q au sens classique si pour toute application e C(X, X) telle que

I8B = id, nous avons (B) n Q O. Plus généralement, si DB et Q sont comme

précédemment et si F est un sous-ensemble de G(X, X), alors nous dirons que

DB enlace Q au sens classique par rapport à F, si (B) n Q 0 pour tout e F

avec IaB = id.

Exemple 1.2.2. Soit i e X avec 0. Supposons O <p < JJ’àJJ et soient

Q = {u e X IuII

B = {si O < s <

DB = {o,à}.

Alors DB enlace Q. (Voir figure 1.1(a))
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Exemple 1.2.3. Soit X = X1 X2 une décomposition en deux sous-espaces

fermés X1, X2, où dim(X2) <cc. Considérons

B = 32(R) = {u X2 mli

83= {u é X2 lIll = R}.

Alors 8B enlace Q. (Voir figure 1.1(b))

Dans [F1J, Frigon généralise certains types d’enlacement en admettant des

paires d’ensembles qui s’enlacent. En plus de récupérer les enlacements au sens

classique, nous en obtenons de nombreux autres.

Considérons un espace métrique complet (X, d). Pour un ensemble A C X,

nous noterons par

(1.2.1) F(A) := {77 e C([O,11 x X,X) = id sur {O} x Xu[O, 1]x A}.

Définition 1.2.4. Soient A C B C X, P C Q C X des fermés tels que BnQ 0,

A n Q = O et B n P = O. Soit f0 C f(A) un sous-ensemble non vide. Nous disons

que (B, A) enlace (Q, P) via f0 si pour tout 7 e fo un des énoncés suivants est

vérifié

(1) 77(1, B) n Q O ;

(2) 77(]o,1[,3)nPO.

Si f0 = f(A), nous dirons simplement que (B, A) enlace (Q, P).

Définition 1.2.5. Soient A C B C X, P C Q C X des fermés tels que BnQ O,

AnQ = O et 3nP = O. On dit qu’ily a enlacement entre (3,A) et (Q,P) ou

que (3, A) et (Q, P) s’enlacent si (3, A) enlace (Q, P) ou si (Q, P) enlace (B, A).

Remarque 1.2.6. Nous pouvons remarquer que si 83 enlace Q au sens classique,

alors (B, 83) enlace (Q, O). La définition classique ne permet pas d’avoir A O

ou P O.
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Remarque 1.2.7. Pour simplifier et éviter des problèmes, nous supposerons tou

jours que si T) e F(A), alors

sup d(x,7](t,x)) <00.
(t,x)E [0,1] xX

Nous utilisons la théorie du degré de Brouwer (voir annexe A) pour montrer

qu’il y a enlacement entre les paires d’ensembles suivantes.

Exemple 1.2.6. Soit X = X1 X2 où X1, X2 sont des espaces de Banach non

triviaux tels que dim(X) <œ pour j = 1 ou 2 et r, R> 0. Alors il y a enlacement

- entre (Bi(r),$i(r)) et (B2(R),S2(R)); (Voir figure 1.1(c))

— entre (3i(r),Si(r)) et (X2,ø)

— entre (Xi, O) et (X2, O);

où B- (r) et S (r) sont respectivement la boule fermée et la sphère centrées en O

et de rayon r dans X, j = 1,2.

Exemple 1.2.9. Soit X = X1 X2 Re un espace de Banach où e 0,

dim(X)<œpouri=1ou2.Notonspouri=1et2etr>0,

Bj,(x,r)={veXjRe IIv—xIIr},

Si,e(X,7){VEXi3RIJV_XIj=7’},

X={v+tejveX, t0}.

Alors il y a enlacement

— entre (Bi,e(0,Si),Si,e(0,Si)) et (S2.e(e,s2),O) ; (Voir figure 1.1(d))

— entre (Si,e(0, Si), O) et (B2e(e, 82), $2,(e, 82))

— entre (Bi,e(0,Si),Si,e(0,Si)) et (X2,O)

— entre (Si,e(0, Si), O) et (Xe,X2)

— entre (e+Bi(si),e+$i(si)) et (Xe,X2)

OÙ S, 2 > O et Si — S21 < IIeI < Si + s.
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Remarque 1.2.10. Mentionnons que dans [LW], Li et Willem utilisent un en

lacement local en O dans X = X1 X2 qui implique qu’il y a enlacement entre

(Bi(r), Si(r)) et (B2(s), $2(S)). Dans [MM2Ï, Marino et Mugnai considèrent une

décomposition X = Xi X2 X3, avec dim(Xi X) <00 et les ensembles

B= {uEX’iX2 I lli R},

A = {u e x1 X2 lui! = R} u { e X1 lui!

Q = {u e X2 X3 lui! =

FIG. 1.1. Exemples d’enlacements

z

J
(a) (b)

X2

S2(e, s2)

(e) (d)

pour O <p < R. II est aisé de voir que (3, A) enlace (Q, 0).
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1.3. THÉoRIE DES POINTS CRITIQUES

La théorie des points critiques a connu un essor considérable depuis les travaux

d’Ambrosetti et Rabinowitz tARI. Voir aussi [Rai. Cette théorie joue, comme

celle des points fixes, un rôle prépondérant lorsque que nous voulons démontrer

l’existence d’une solution pour une équation différentielle. La façon de procéder

consiste à associer au problème donné une fonctionnelle dont les points critiques

sont des solutions de l’équation différentielle étudiée.

Dans le cas où la fonctionnelle considérée est de classe C’ et est définie sur un

espace de Banach, plusieurs résultats d’existence de points critiques et donc de

solutions sont connus, on pourra consulter [K], [Ra] [St2] ou [W]. Les preuves

de ces résultats sont souvent basées sur des lemmes de déformation. Le lemme de

déformation suivant est présenté dans le livre de Willem [W1 et jouera un rôle

clé par la suite.

Lemme 1.3.1 (Lemme de déformation quantitatif). Soit X un espace de Banach,

h e C’(X,R), S C X, ce R, e,6>0 tets que

Wh’(u)II 8e/6, Vu e h’([c — 2e, c + 2e]) n B(S, 26).

Alors il eriste r e C([0, 1] x X, X) tel que

(a) r(t,u) = u, si t = O ou si u h1([c— 2e,c+2e]) n B(S,26);

(b) h(i7(., u)) est décroissant, Vu e X;

(c) h(,j(t, u)) < c, Vu e hC n 3(3,6), Vt e]O, 1];

(d (1,hc+enS)ch;

(e) W?7(t,u)—ulI <6, VueX,Vte [0,1].

Dans les applications, le lemme précédent est utilisé pour établir l’existence

d’une suite (u) de X telle que h’(u) — 0 et h(u) —* c. La définition suivante

donne une condition de compacité qui permettra de déduire l’existence d’un point

critique.
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Définition 1.3.2. Soit X un espace de Banach, h e C’(X, R) et e e R. La

fonction h satisfait la condition de Patais-Smate au niveau c, notée (PS), si

toute suite (u) de X telle que

h(u) —* c et h’(u) — O

possède une sous-suite convergente.

En combinant le lemme de déformation avec la condition de Palais-Smale

précédente, nous pouvons démontrer les théorèmes d’existence de points critiques

suivants. Pour une démonstration, on pourra consulter [W1.

Théorème 1.3.3 (Principe général de minimax). Soit X un espace de Banach.

Soit M0 un sous-espace fermé d’un espace métrique M et soit Fo C C(M0,X).

Définissons

P {‘y E C(M,X) 7(M0 E F0}

Sous l’hypothèse

œ > c inf sup h(7(u)) > a := sup sup h(70(u)),
yEfueM -yoeFoueMo

it existe une suite (u) de X satisfaisant

h(u) —* e, h’(u) —÷ O.

En particulier, si h satisfait (PS), alors e est une valeur critique de h.

Par convention, nous posons

inf(O) = +œ et sup(O) = —00.

Théorème 1.3.4. Supposons donné deux paires de sous-ensembles (B, A) et

(Q, P) telles que

(a) (B,A) enlace (Q,P);

(b) il existe a, b E R tels que

suph(A) <a = infh(Q) suph(B) = b < infh(P);

(c) h satisfait (PS) pour tout c e [a, b].
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Posons

c := inf suph(1)(1,B)).
EFh(A)

Ators c est une vateur critique pour h.

Ce résultat peut être plus général. Nous n’avons pas à supposer les inégalités

strictes; voir [Fi].

Des résultats de multiplicité peuvent aussi être obtenus, voir [BNJ, [Fi] ou

[LL].

Théorème 1.3.5. Soit X X; X2 avec X1, X2 des espaces de Banach non

triviaux et dim(Xi) <œ. Supposons que

(a) it existe a, b e R et r, R > O tels que

sup h(Si(r)) <a infh(B2(R)) <sup h(Bi(r)) <b < infh($2(R));

(b] h satisfait (PS) pour tout c E R;

(c) h est bornée inférieurement.

A tors h possède au moins trois points critiques.

1.4. PENTE FAIBLE

En 1994, Degiovanni et Marzocchi [DM1 ont introduit la notion de pente faible

permettant d’appliquer et de généraliser la théorie des points critiques à des fonc

tionnelles continues et à des fonctionnelles semi-continues inférieurement.

Nous rappelons brièvement les définitions et résultats de [DM] et jCDMJ qui

seront utilisés au chapitre 6.

Définition 1.4.1. Soit (M, d) un espace métrique complet de métrique d. Soient

h : M —* R une fonction continue et u E M. Nous appelons la pente faible de h en

u, notée Idhf(u), le suprémum des u O tel qu’il existe 5 > O et une application

continue

H: B(u,) x [O,5] — M
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tels que pour tout y e B(u,) et pour tout t E (O,] tel que d(H(v,t),v) <t,

h(H(v, t)) <h(v) — ut.

Définition 1.4.2. Soit h: M —‘ R U {+oo} une fonction semi-continue inférieu

rement. Nous définissons la fonction graphe

Gh : epi(h) — R

par Gh(u, ) où epi(h) = {(u, ) E M x R I h(u) <} est muni de la métrique

(1.4.1) d((u,), (vj)) = + ( -

Muni de cette métrique, epi(h) est fermé dans M x R et donc complet. Nous

avons aussi que G,, est une fonction lipschitzienne continue de constante 1. Ceci

implique alors que

IdG,,I(u,) < 1 pour tout (u,) e epi(h).

Proposition 1.4.3. Soit h : M —* R une fonction continue et soient u e M,

e R. Alors

IdhI(u)

___________

si IdhI(u) <+œ,
dG,,I(u, h(u)) = 1 + (IdhI(u))2

1 sildhl(u)=+œ.

Nous exploitons la continuité de G,, pour définir, via l’épigraphe de h, la pente

faible pour une fonction h semi-continue inférieurement. La définition suivante est

alors conséquente avec la proposition 1.4.3.

Tout au long, nous noterons par dom(h) l’ensemble {u e M I h(u) <oo}.

Définition 1.4.4. Soit h: M — R U {+oc} une fonction semi-continue inférieu

rement et soit u é dom(h). Nous posons

IdG,,I(u,h(u))
si dG,,I(u,h(u)) < 1,

dhl(u) - (IdG,,I(u,h(u)))2

+ si JdG,1J(u,h(u)) = 1.
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Remarque 1.4.5. La fonction dh est semi-continue inférieurement. De plus, si

M est une variété de Finsier de classe C’ et h est une fonction de classe C’, alors

IdhI(u) = h’(u)I, Vu e M.

La prochaine proposition de 1DM] sera utilisée au chapitre 6.

Proposition 1.4.6. Soit A un sous-ensembte ouvert convexe d’un espace de Ba

nach X, soient h9 : A —* R u {+œ} une fonction semi-continue inférieurement

et convexe, h1 : X —* R une fonction de classe C’ et h = h0 + h,. Alors pour tout

(u, ) e dom(h) x R avec h(u) <, nous avons que

{dGhI(u,) = 1.

Nous aurons besoin d’un lemme de déformation qui soit valide pour des fonc

tions continues. Le théorème 2.14 de [CDMI qui suit sera utilisé au chapitre 6.

Théorème 1.4.7. Soit h: M —* R une fonction continue et soit c E R. Suppo

sons que h satisfait ta condition (PS). Alors, pour > O, N un voisinage ouvert

de K et )i> O donnés, il existe e > O et i: [0, 1] x M —* M continue avec

(a) ij(t,u) u, si t = O ou si u h1([c — 2e,c+2e]) ;

(b) h((t, u))

(c) (1,hc\N) C h;

(d) d(i(t,u),u)

où

K = {u E h’(c) dh(u) = o}.

Remarque 1.4.8. Une analyse de la preuve du théorème 2.14 de [CDMJ montre

que l’hypothèse h satisfait ta condition (PS) peut être remplacée par il existe

,i, u> O tets que

u e h’([c—2i,c+2]) flB(M\N,2) = dh(u) > u.



Chapitre 2

EXISTENCE DE POINTS CRITIQUES AVEC

LA CONDITION (P$)

Dans jBNj, Brezis et Nirenberg ont établi l’existence de points critiques d’une

fonctionnelle de classe C’ en présence d’enlacement local qui, comme nous l’avons

mentionné au chapitre précédent, est un cas particulier de l’enlacement entre

(By(r),Si(r)) et (B2(s),$2(s)), où X = X1 X2 avec X1, X2 des espaces de

Banach non triviaux dont au moins un est de dimension finie. La démonstration

de cet enlacement repose sur le degré de Brouwer, voir proposition A.5. Toute

fois, lorsque les espaces X1 et X2 sont tous deux de dimension infinie, il n’y a

pas d’enlacement entre tBi(r),8i(T)) et tB2(s),82(s)), faisant en sorte que les

résultats développés ne sont plus valides.

À la fin du siècle dernier, plusieurs mathématiciens se sont attaqués au pro

blème d’appliquer la théorie des points critiques à des problèmes en dimension

infinie et plus précisément à des fonctionnelles indéfinies, c’est-à-dire associées à

un opérateur dont les sous-espaces associés aux valeurs propres négatives et aux

valeurs propres positives sont tous de dimension infinie; voir [B], [Lb], [Sti] ou

[SzI.

Une méthode similaire à celle utilisée dans la théorie des équations différen

tielles consiste à étudier le problème en dimension infinie en l’approximant au

mieux par des problèmes en dimension finie. Dans [LW], Li et Willem développent
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et approfondissent une condition du type Palais-Smale, la condition (PS), qui

permet d’étudier ce cas. En considérant une famille de sous-espaces de dimension

finie d’un espace de Banach, nous pouvons étudier les propriétés d’une suite de

fonctionnelles obtenues en restreignant la fonctionnelle à l’étude aux différents

sous-espaces. Cette méthode a depuis peu permis d’obtenir plusieurs résultats

d’existence et de multiplicité. Corvellec [C3] l’a utilisé pour généraliser la théorie

aux fonctionnnelles continues. frigon [F2] et Picard [PI ont utilisé l’enlacement

entre paires d’ensembles pour de nouveau généraliser certains de ces résultats.

La condition de compacité utilisée, (PS), est plus forte que la condition (P8),,,

rappelée au chapitre 1. Une telle théorie ne peut donc pas être utilisée lorsque la

fonctionnelle étudiée ne satisfait pas la condition (PS).

2.1. LA CONDITION (P$)

Soit X un espace de Banach réel. Considérons une famille {Xa}aEA de sous-

espaces fermés de dimension finie de X telle que

(2.1.1) XaCXsicm<43etX=UXa
eA

où A est mi ensemble ordonné filtrant à droite. Pour h X — R une fonctionnelle

de classe C’, nous posons h,,. : X,,, — R la restriction de h à X,r.

Définition 2.1.1. Une suite (cm,) C A est admissibte si, pour tout cm é A, il

existe m e N tel que dès que n m, alors cmi, cm.

Nous utiliserons la condition de compacité suivante

Définition 2.1.2. Soient c é R et h e C’(X,R). La fonction h satisfait la

condition de Patais-Smate étoite au niveau e, notée (PS), si toute suite (u,,j

de X telle que (cm)7, c A est admissible et satisfaisant

u,, e X,,,,, h,,Qua,) — e, hr(U) O,

contient une sous-suite qui converge vers un point critique de h.
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Remarque 2.1.3. Un point critique trouvé via la condition de Palais-Smale

étoile est donc un point critique de h et plus précisément appartient à l’ensemble

critique de niveau c de h, K,, défini au chapitre 1.

Nous rappelons un résultat qui exprime le fait que la condition (PS) est plus

forte que (PS).

Proposition 2.1.4. Soit h E C’(X,R) et e E R. Si h satisfait (PS), ators h

satisfait (P$).

Démonstration. Soit (u) une suite dans X telle que

h(u) —* e, h’(u) —* O.

Par la densité de UaA Xc:, dans X et la continuité de h et h’, nous pouvons choisir

(v) une suite dans X avec (a,) admissible telle que

v E X, IIv — u , Ih(u) — h(vuI , IIh’(u) — h’(vjII

Comme

O IIh(v)II h’(v) —, O,

nous avons que h’,r(v) —* O et aussi h(v) —* e. La condition (PS) implique

que la suite (Vain possède une sous-suite convergeant vers un point critique de

h et, conséquemment, (u)7, aussi. E

2.2. LEMME DE DÉFORMATION

Le lemme de déformation suivant découle directement du lemme 1.3.1.

Lemme 2.2.1. Soient h e C’(X, R), e E R et p> O. Soit N un voisinage ouvert

de K. Supposons que h satisfait (PS). Alors, pOur tout e > O suffisamment

petit, il existe /3 E A tet que pour tout o> /3, il existe une déformation continue

[0, 1] x Xa ,‘ X,,

tette que

(a)71a(O,u)=ru, VueXa;
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(b) h((t, u)) < c, Vt E]0, 1], Vu E h \ N;

(e) î(1, 1I \ N) C h;

(d) IItt,u)—uII p, Vte [0,l],VuEXa.

Démonstration. Nous avons que la condition (PS) implique qu’il existe 3 E A,

7> 0 et u> O tels que, pour tout c /3,

u E 1Ç1([e_ 27,c+27]) flB(X\N,27) = Ilh(u)II u >0.

On applique alors le lemme 1.3.1 avec

S = min{’y, p} et € = min{7, Su/8}.

LI

Dans jF2Ï, Frigon présente un résultat de déformation d’un intervalle dont

les extrémités sont possiblement des points critiques. C’est un résultat combinant

un lemme de déformation similaire au précédent et un théorème d’intervalle non

critique que nous rappelons ici.

Théorème 2.2.2 (Propriété de déformation). Soient X vérifiant (2.1.1),

h t X —* R une fonctionnette de ctasse C’ et a < b E R. Supposons que h

vérifie (PS) pour tout c E [a, b], et que K, = 0 pour tout e E Ja, b[. Ators, pour

tous )‘, Ào > 0, il existe /3 E A et e, > O tels que, pour tout € /3, it existe

77c,t [0, 1] X Xa —* Xc,. satisfaisant

(a) IIu—ia(t,u)Il 7,V(t,u);

(b) hc(iia(t,u))

(e) siu E h’([a—e,b+e]) \B($,À), alors

a(1, u) E h (] — œ, a — e]) u (Ïç’ (] — œ, a + e]) n 3(S, n));

(d) pource{a,b};

avec S = B(KC, o) n Xc,, pour e E {a, b}.
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2.3. RÉSULTATS D’EXISTENCE ET DE MULTIPLICITÉ

Nous retrouvons dans la littérature plusieurs résultats d’existence et de mul

tiplicité avec la condition (PS). Nous présentons un résultat de Frigon [F21. Ce

résultat en plus d’être un résultat d’existence est aussi un résultat de localisation;

c’est-à-dire que nous pouvons parfois affirmer dans quel ensemble se situe le point

critique trouvé.

Théorème 2.3.1. SoientX vérifiant (2.1.1) eth X — R une fonction de classe

C’. Supposons qu’il existe a, b e R et deux paires (B, A) et (Q, P) tels que

suph(A) <a = infh(Q) suph(B) = b < infh(P),

d(A, Q) > 0, d(B, P) > O et il existe t3 e A tel que, pour tout a > !3,

(B n X, A n Xa) et (Q n X, P n Xa) s’enlacent.

Si h vérifie (PS) pour tout e e [a, bi, alors au moins un des énoncés suivants

est vérifié:

(1) a = b et d(Ka, Q) = d(Kb, B) = O;

(2) a <b et K O pour certain c e Ja,b[;

(3) a <b etd(Ka,Q) O ou d(Kb,B) =0.

En spécifiant les ensembles qui s’enlacent et en ajoutant certaines hypothèses,

nous pouvons obtenir plus d’un point critique. Sous des enlacements généraux

comme dans le théorème précédent nous pouvons obtenir deux points critiques,

voir Frigon tF2].

En considérant un enlacement particulier et en supposant que h soit bornée

inférieurement (resp. supérieurement), nous pouvons obtenir un résultat de trois

points critiques. Le résultat suivant généralise un résultat de Li et Willem [LM[1.
Pour une démonstration, voir [F21 ou [P].

Théorème 2.3.2. Soit X = X, X2 un espace de Banach vérifiant (2.1.1) et

soit h: X —* R une fonction de ctasse C’. Supposons que



(a) il existe r et R > O tets que

sup h(Si(r)) <infh(32(R)) <sup h(Bi(r)) <infh(S2(R));

(b) h est bornée inférieurement;

(c) h vérifie (P$) pour tout c R;

(d) h envoie tes bornés sur tes bornés.

A tors h possède au moins trois points critiques.
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Chapitre 3

THÉORIE DES POINTS

ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES

La notion de points asymptotiquement critiques et les conditions de compacité

que nous présentons ont été introduites en 2001 par Marino et Mugnai [MM1Ï

pour pouvoir les utiliser avec des V-théorèmes de [MSI. Contrairement aux fonc

tionnelles ha considérées au chapitre précédent, ici, la suite de fonctionnelles (hn)n

n’est pas en général la restriction d’une fonctionnelle à des sous-espaces de dimen

sion finie mais simplement une suite de fonctionnelles définies sur le même espace

que la fonctionnelle h. La différence entre la théorie du chapitre 2 est majeure car,

de plus, nous n’imposons pas que la suite de fonctionnelles (h) converge vers

la fonctionnelle h faisant en sorte que les fonctionnelles h, et la fonctionnelle h

peuvent être très différentes et très faiblement liées entre elles. La fonctionnelle h

intervient peu puisqu’ici nous nous intéresserons au comportement asymptotique

de la suite de fonctionnelles (h).

Pour ce chapitre et les deux chapitres suivants, nous demanderons que, pour

tout n, la fonctionnelle h soit de classe C’ alors que la fonctionnelle h pourra,

par exemple, ne pas être différentiable ou même continue. Cependant, les points

critiques obtenus de cette façon ne seront pas en général des points critiques au

sens du chapitre 1 de la fonctionnelle h. Nous conclurons ce chapitre en présentant

différents exemples.
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3.1. DÉFINITIoNs

Soit (1i),, une suite de fonctionnelles à valeur réelle de classe C’ définies sur

un espace de Banach X et considérons une fonctionnelle h: X —* R.

Définition 3.1.1. Nous disons que u e X est un point asymptotiquement critique

pour le couple ((h), h), s’il existe une suite strictement croissante (nk)k dans N

et il existe une suite (uk)k dans X telles que

lik .‘
fl, 1’flk(k) — h(u) et Ïfl(?J4) —* O.

Nous disons aussi que h(u) est une vateur (ou niveau) asymptotiquement critique

pour le couple ((h),1, h).

Nons noterons par AK l’ensemble des points asymptotiquement critiques

pour le couple ((h), h) de niveau c.

Remarque 3.1.2. Le point u n’est pas en général un point critique pour ]a fonc

tion h. Aussi, nous pouvons complètement éliminer la fonction h en disant que

la valeur critique est la limite de (h,,k tuk))k. Mais, dans ce cas, il serait souhai

table d’ajouter l’hypothèse supplémentaire que, pour tout u E X satisfaisant la

définition modifiée, la limite de (hflk(uk))k ne dépend pas de (flk)k et de (uk)k.

Définition 3.1.3. Soit e e R. Nous disons que le couple ((h,1),,, h) satisfait la

condition s-(PS), si pour toute suite (uk)k de X telle que

hk(uk) — c, Ï%(uk) —* O,

il existe une sous-suite (k) dans N et il existe u e X tels que Uk —* u et h(u) = c.

Définition 3.1.4. Soit e E L Nous disons que le couple ((h), h) satisfait la

condition ss-(PS), si pour toute suite strictement croissante (nk)k dans N et

toute suite (uk)k de X telles que

hflk(uk) — e, h,k(uk) —+ O,

il existe une sous-suite (k) de (flk)k et il existe u E X tels que — u et

h(u) e.
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Nous utilisons ici les notations s et ss pour spécifier si nous utilisons les

suites (hk(uk))k ou les sous-suites (hflk(uk))k. Les conditions s-(PS) et ss-(PS)

lient implicitement la suite (h) et la fonctionnelle h en ce sens que, lorsqu’elles

sont satisfaites, nous devons avoir h(u) = c pour u la limite de la sous-suite

convergente de (k)k dans les définitions. Il peut très bien se produire toutefois

que nous ayons un point critique de h (au sens du chapitre 1) qui ne soit pas un

point asymptotiquement critique pour le couple ((h),, h), voir section 3.2.

Remarque 3.1.5. Il est toutefois utile de remarquer qu’à partir des définitions,

nous avons ce qui suit:

— La condition ss-(PS) implique la condition s-(PS).

— Plus précisément, le couple ((h), h) satisfait ss_(PS) si et seulement si,

par définition, pour toute suite strictement croissante (flk)k dans N, le couple

((hflk)k, h) satisfait la condition s-(PS).

— Lorsqu’une sous-suite (flk)k est donnée telle que nous avons que le couple

((hflk)k, h) possède un point asymptotiquement critique, alors le couple

((h), h) possède aussi ce même point asymptotiquement critique.

— S’il existe une suite strictement croissante (flk)k telle que le couple ((hflk)k, h)

satisfait s-(PS), alors le couple ((h), h) satisfait également s-(FS).

De façon générale, il est plus aisé de travailler avec la condition ss-(PS)

puisque nous sommes naturellement amenés à considérer des sous-suites de (h)

plutôt que la suite entière. Il est bien connu que pour une fonctionnelle de classe C1

satisfaisant la condition (PS) son ensemble de points critiques de niveau c, K,

est compact. Un résultat analogue est valable dans ce contexte. Il a été établi par

Marino et Mugnai [MM1J.

Proposition 3.1.6. Soit c e R et supposons que te coupte ((hrL)fl, h) satisfait

condition ss-(PS). Ators AK est compact.

Démonstration. Soit (z) une suite dans AK. Alors, pour tout i, il existe une

suite strictement croissante (fl)k e N et il existe (U)k e X telles que —* z,

h’(u) — O et h(’t%) — h(z) = e.



26

Ainsi, pour tout j, il existe k E N tel que

- z <, h t h (4) - c 4.
Puisque k peut être choisi aussi grand que désiré, nous pouvons supposer que

n. <n,, pour tout j E N.

En posant m- = n. et v %, nous obtenons que

I!vi — Zi <, hm:(Vi) C, h(t’) .‘ O.

Donc, par ss-(PS) avec (m) et (v), il existe une suite strictement croissante

(i) dans N et il existe z E X tels que Vj, —* z et h(z) = c. Alors z e AK, ce

qui montre la compacité de AK car — z. O

3.2. EXEMPLES

Nous donnons plusieurs exemples simples montrant la généralité des couples

pouvant être considérés et des conditions de compacité.

Nous spécifions d’abord que les points critiques de h ne correspondent pas en

général avec les points asymptotiquement critiques pour un couple ((h), h).

Exemple 3.2.1. Soit X = R, h(n) = u et h(u) = u2/2+1/n (voir figure 3.1(a)).

Le point u = O n’est pas un point critique de h. Il est toutefois asymptotiquement

critique pour le couple ((h), h) en considérant (flk)k = (k)k et (lik)k = (O)k. De

plus, les conditions s-(PS) et ss-(PS) sont satisfaites pour tout e E R. En effet,

si e O, alors les conditions sont trivialenient satisfaites puisque pour toute suite

strictement croissante (nk)k, il n’existe pas de suite (uk)k de X telle que

hl7lk(nk) — cet Ç(uk) — O.

Si e = O, soit (nk)k une suite strictement croissante et (flk)k dans X telles que

hflk(uk) —* O et hk(uk) = —* O.

Alors (uk)k est convergente ce qui implique que ss-(PS) et donc aussi

s-(PS) sont satisfaites.
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À l’opposé, nous pouvons avoir des points critiques de h qui ne soient pas
asymptotiquement critiques pour le couple ((h), h).

Exemple 3.2.2. Considérons X = R, h(u) = u2(u + 1)2(u — 1)2 et h(u) =

2 + 1/n (voir figure 3.1(b)). Nous avons AK0 = {O} tandis que K0 {1, 0, —1}.

Un des avantages d’étudier un couple ((h), h) et les conditions ss-(PS)

et s-(PS) est que nous n’avons pas besoin de demander que la fonctionnelle h

soit de classe C’, qu’elle soit différentiable et même qu’elle soit continue. Voici

quelques situations simples

Exemple 3.2.3. Soit X = R et considérons h(u) lui et h(u) u! 1+1/n pour

tout n (voir figure 3.1(c)). Il est facile de constater que les conditions ss-(PS)

et s-(PS) sont satisfaites même si h n’est pas différentiable en 0. En effet, soit

(nk)k une suite strictement croissante et (Uk)k une suite dans R telles que

hflk(uk) — 0, h(u) = (1 + 1/nk)Iuki” — 0.

Donc, en particulier, (uk)k converge vers O qui est un point asymptotiquement

critique.

Exemple 3.2.4. Considérons

f 1 siu=0,
h(u) =

O sinon,

et h(u) e9 (voir figure 3.1(d)). On vérifie aisément que les conditions

ss-(FS) et s-(PS) sont satisfaites. Remarquons que h n’est pas continue en O

et qu’il n’est en aucun cas demandé, dans les définitions 3.1.3 et 3.1.4, que la

sous-suite convergente trouvée, (uk)j, soit telle que h(uk3) — h(u). Remarquons

aussi que la condition s-(PS)o n’est pas satisfaite.



FIG. 3.1. Exemples de couples ((h), h)
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Les prochains exemples expriment le fait que la condition s-(PS) quoique

similaire à ss-(P$) peut être plus facile à vérifier.

Exemple 3.2.5. Soit X R2. Considérons la fonction h: R2 — R définie par

h(x,y) = (x+y)3.

Il est aisé de constater que la fonction h ne satisfait pas la condition (PS)0 en

considérant la suite (uk)k = ((k, —k))k. Définissons h,. : R2 _ R par

h2,.(x,y) = h(x,y),

h2,,_ï(x,y) h(x, —y).

Le couple ((h), h) ne satisfait donc pas ss-(PS) en considérant de nou

veau (uk)k = ((k, —k))k et (nk)k = (2k)k, par exemple. Montrons toutefois qu’il

satisfait s-(PS).

28

Ç)
o I 1.5

(a) Exemple 3.2.1 (b) Exemple 3.2.2
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(c) Exemple 3.2.3 (d) Exemple 3.2.4
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Soit (lik)k une suite dans R2 avec k = (1k, yk) telle que

hk(uk) * 0 et 1%(uk) —* 0.

Nous devons montrer que (uk)k possède une sous-suite convergeant vers u telle

que h(u) = 0. Puisque Ï%(lik) —+ 0, nous devons avoir simultanément que

(3.2.1) : (1k + yk)2 0, k : (1k — Yk)2 0.

En effet, puisque si W(uk) —* 0, alors

h2k(u2k) 0, Ik_1(U2k_1) —* 0.

D’où, (3.2.1) se produit. Or, comme somme de suites convergentes, nous avoiis

que
ak + /3k —*0

avec

______

2

2 IkII

Donc (Uk)k converge vers 0 et la condition s-(P$) est satisfaite.

Exemple 3.2.6. Considérons h R —* R définie par

h(x)
=

f(x) si cette série converge,

10 sinon,

et Ii : R —* R définie par h(x) = Z f(x). Si, par exemple,

1
f2(x) = x +

1
f2J—1(x) = —x +

alors

n t—l si n est impair,
h(x) = (—i) =

3=’ 10 si n est pair.

Donc, pour toute suite (x), (h(x)) ne converge pas vers O et alors, la condi

tion s-(PS) est satisfaite pour tout réel c. Si pour une certaine suite strictement

croissante (nk)k de N et une certaine suite (Xk)k de R, nous avons que hk(xk) —* 0,
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alors, pour k suffisamment grand, h’flk (1k) 0 et doue que k est pair. Ceci im

plique alors que

et donc que la condition ss-(P$)13 n’est pas vérifiée. Par ailleurs, la condition

ss-(PS) est vérifiée pour tout c 1/3.

Exemple 3.2.7. Considérons h : L2(R) — R définie par

[fRu2(x) +n(x) dx si u e L’(R),
h(u) =

O sinon,

et, pour tout n, h7, : L2(R) —, R définies par

h7,(u) f7, u2(x) + u(x) dx.

Soient (nk)k une suite strictement croissante dans N et (uk)j. une suite dans

L2 (R) telles que

(3.2.2) hTjk(uk) —÷ O et h’flk(nk) —* 0.

Un calcul simple donne que

(hflk(u),u) h(u)
+ fk

u(x) dx.

Or, IQik(uk),uk)I IhTlk(uk)WW’ukIIL2 et ainsi

(3.2.3) UkII2 5 Ihl,flk(uk)I + IIhL(uk)IHIUkWL2.

L’hypothèse (3.2.2) implique, par définition, que, pour tout c > 0, il existe m N

tel que, si k m,

< e et Whflk(uk)II < e.

Donc, (3.2.3) devient WUkII2 e + li ukIIL2 ou, de façon équivalente,

________

e+Ve2+4e

2
II’1tkIIL2

2

Ceci montre que la suite (uk)k converge vers O dans L2(R). Le couple ((h7,)7,, h)

vérifie donc la condition ss-(PS).
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Pour c R différent de O, on ne peut pas montrer que les conditions

ss-(PS) ou s-(PS) soient satisfaites compte tenu du fait que h est invariante

par rapport aux translations u(.) i—* u(.+s). Ce fait est traité dans le cas classique

en utilisant entre autres le principe de concentration-compacité de R-L. Lions;

voir jSt2] ou [W1.



Chapitre 4

THÉORÈMES DE DÉFORMATION

Nous présentons des résultats de déformation pour une paire ((h), h) et

pouvant être obtenus en utilisant le lemme de déformation quantitatif pour des

fonctionnelles de classe C’ (lemme 1.3.1). De tels résultats nous seront essentiels

pour obtenir des résultats d’existence et de multiplicité de points asymptotique-

ment critiques.

4.1. AVEC ss-(PS)

Nous considérerons d’abord la condition ss-(PS) puisque celle-ci permet de

considérer des sous-suites de (h). Nous présentons un lemme de déformation

pour un certain niveau c.

Théorème 4.1.1 (Lemme de déformation). Soient e E R, p > 0. Considérons

N un voisinage ouvert de AK,. Supposons que te coupte ((h), h) satisfait ta

condition ss-(PS). Ators it existe e e ]0, p[ et it existe m E N tels que pour tout

n m, il existe des déformations continues

[0, 1] x X — X

satisfaisant

fa) r(t,u) = u, si t O ou siu lç’([c— 2e,c+2e1);

fb) h(i7(t, u)) <h(u);

fc) i,(1,h\N) c h;

fd) h(i1(t,u)) < e, Vt ]0,l],Vu e h\N;
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(e) Bu-n(t,u)W p.

Démonstration. Nous avons que la condition ss-(P$) implique qu’il existe

m e N et p> O tels que, pour tout n > m, nous ayons

u e h’([c— 2p,c+2p]) flB(X\N,2p) jh(u)I p.

En effet, si l’affirmation est fausse, alors nous pouvons trouver une suite stric

tement croissante (nk)k et une suite (uk)k dans X telles que

k B(X \N,2/k), e— hflk(uk) c+ , IIhflk(u)II

La suite (hflk(uk))k converge vers e. En appliquant ss-(PS), nous avons alors

qu’il existe (k) une suite strictement croissante et u e X tel que Uk —* u

et h(u) = e. Donc u e AK. Toutefois, k é B(X \ N, 2/k) par construction.

Nous avons donc que u e X \ N. Nous avons alors une contradiction puisque

(X\N)nAK=ø.

Pour conclure, nous appliquons le lemme 1.3.1 à h, pour tout n m, avec

S= min{p,p,8} et e p678. E

Remarque 4.1.2. Si AK = 0, alors on peut prendre N = O et l’argument reste

le même. Remarquons que le e trouvé est valide pour tout n m. Dans cette

situation, nous dirons que nous avons l’uniformité par rapport à n.

Nous présentons un résultat d’intervalle non critique semblable au théorème

2.15 de [CDM]. Nous présenterons par la suite un résultat mixte. Il s’agit en fait

d’un analogue pour la condition ss-(PS) du théorème 2.2.2.

Théorème 4.1.3 (Theorème d’intervalle non critique). Soient a, b ê R avec

a < b. Supposons que t’interuatte [a, b] ne contient pas de valeur asymptotique-

ment critique pour te coupte ((h7), h). Supposons aussi que te coupte ((h,,), h)

satisfait ta condition ss-(P$) pour tout e e [a, b]. Ators, pour tout p> O, it existe

7 > O, e e ]O,p[ et m E N tels que pour tout n m, it existe des déformations
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continues

77n [0, 1] x X — X

satisfaisant

(a) ILu-iin(t,u)II ;
(b) h(i(t,u))

(c) si h,(u) <b. ators h(i7(1,u)) < a;

(d)siu1ç’([a—2e,b+2e])ousit—_0,atoTsrJ(t,u)——u.

Démonstration. Pour p> O donné, le théorème 4.1.1 implique que, pour tout

c e [a,bj, il existe m e N et il existe ç E JO,p[ tels que pour tout n > m, il

existe des déformations continues ï(c) : [0, 11 x X —* X.

Nous avons que {]c — e, c + [ c e [a, bj } est un recouvrement ouvert de

[a,b]. Utilisant la compacité de [a,b] dans IR, soit {]Cj —e, c+e[}. 1 ,...,k
un sous-

recouvrement fini qu’on ordonne de sorte que c1 b, Ck = a et c e <c4 + €

où e = e. Nous avons que les déformations î(c) satisfont, pour n mc,,

u h1([cj — 2e, c + 2e]) zr ij(cj) (t, u) u.

Posons m = max {m i = 1,. .. , k}.

Définissons récursivement par rapport à k, pour tout n> m,

[ïn(b)(kt,u) si O <t <
=

f 77,(cj) (kt— (i— 1),?)(,u)) si <t < et 2 i <k.

Il est facile de vérifier que , e G([0, 11 x X, X). Nous devons vérifier que les

propriétés demandées sont satisfaites.

a) Soit (t, u) E [0, 1] X X avec t e ]. Nous avons

(t,u) -uj u-(,u)W + n(,u)W

—(t,u) <ip.
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Donc, ‘y kp satisfait (a). Remarquons qu’il dépend du recouvrement mais est

fini.

b) Soient (t, u) comme en a) et posons s kt — (i — 1). Nous avons

=

<h((u)) <...<h(i(o,u)) = h(u).

Donc, (b) est aussi satisfaite.

c) Pour 1 <i < k, nous avons que

i((- u)) <cj — e si h (77(zJ u)) cj + ej.

Or, par le recouvrement, Cj — e, < c + En particulier, si h(u) < b, on

obtient par récurrence que h((1, u)) < a.

d) Posons e = max{ea, eb}. Nous pouvons supposer que les e sont suffisamment

petits pour avoir b + 2e + e, a — 2e c — e- , pour tout i. Le lemme de

déformation nous dorme alors la conclusion désirée. E

Théorème 4.1.4 (Propriété de déformation). Soient a, b E R avec

a < b et soit )o > O. Supposons que te couple ((h), h) satisfait ta condition

ss-(PS) pour tout e E [a, b] et que pour tout e E ]a, b[, AK = 0. Alors il existe

O < ). < )‘o, O < e )o/2, 7> 0 et m E N tels que pour tout n m, il existe des

déformations continues

7]n [0, 1] x X —* X

satisfaisant

(a) ju-i(t,u)II ;

(b) h(j(t, u)) <h(u);

(e,) siué 1ç’([a—e,b+e]) \B(AKb,)\), alors

(1,u) E Ïi’(] — œ,a — e]) u (Iç’(] — œ,a+ e]) fl 3(AKa,\)).

Démonstration. Posons Nb = B(AKb, \/2) et Na = B(AKa, \/2) pour

= min{Xo, d(AKa, AKb)/3}.
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Par le théorème 4.1.1 pour p = À/2 , il existe > O, m e N tels que pour

tout n > m, il existe des déformations continues ri(c) pour c é {a, b}. Nous

avons en particulier que

l —
7J,(c)(t,u) < ?/2, pour tout (t,u),

et que c, < À/2. Posons m1 = max{ma, mb}, E = min{ea, Eb} et considérons

les déformations correspondantes i(a) et ?(b) pour tout n m1. Sans perte de

généralité, quitte à considérer € plus petit, nous pouvons supposer que a+€ < b—E.

Utilisant l’hypothèse que AK = O pour tout e e la, bj, nous pouvons appliquer

le théorème d’intervalle non critique 4.1.3 sur [a + E, b — E]. Nous obtenons l’exis

tence de m2 e N et -y’ > O tels que pour tout n m2, il existe des déformations

continues
.

Posons m = rnax{mi, m2} et définissons, pour tout n > m,

î(b)(3t,u) si O <t < 1/3;

(t,u) (3t — 1,7](b)(1,u)) si 1/3 <t <2/3;

— 2,(1,(b)(1,u))) si 2/3 t < 1.

Pour -y ‘y’+\, la condition (a) est satisfaite. La condition (b) est satisfaite en

procédant comme dans la preuve précédente. Montrons que (c) est aussi satisfaite.

Soit u e h’([a—E,b+E]) \B(AKb,)). Nous avons que (1,ii(b)(1,u)) e h.

Si n(1,n(b)(1,u)) C B(AKa,)/2), alors, puisque Iv —(a)(t,v)Il À/2 pour

tout (t,v),

r(1,u) e B(AK,..\).

Sinon, par le théorème 4.1.1,

(1,u) <a—E.

La condition (c) est donc satisfaite. LI

4.2. AVEC s-(PS)

Il est aisé de remarquer que les deux derniers résultats ne dépendent que du

théorème 4.1.1. De tels résultats découleraient donc naturellement avec
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s-(PS) si le lemme de déformation fonctionne aussi avec s-(PS). Toutefois l’ar

gument utilisé dans le lemme de déformation n’est plus valide avec la condition

s-(PS) car nous n’avons pas le choix de considérer une sous-suite de (h,) et

alors la condition s-(PS) ne peut être utilisée.

Nous avons deux alternatives. La première est beaucoup plus forte que la se

conde et est utilisée dans le lemme 2.1 de [MM1J. Nous pourrions assumer une hy

pothèse locale garantissant que le théorème 4.1.1 est valide avec

s-(PS). Une telle hypothèse serait

(4.2.1) liminfinf{IIh(u)Ij uEB(X\N,2p),c—p<_h(u)<c+p} >0

avec N un voisinage ouvert de AK et p> 0 donnés. Nous obtiendrions ainsi un

lemme de déformation identique dans sa conclusion au théorème 4.1.1. De plus,

nous aurions l’umformité par rapport à n.

La deuxième option est d’énoncer un lemme de déformation faibte. Nous y

perdons l’uniformité mais nous n’avons plus besoin d’une hypothèse locale comme

(4.2.1). En fait, cette version faible présente de nombreux avantages et se veut

plus fidèle à ce que nous avons développé à la section 4.1.

Théorème 4.2.1 (Lemme de déformation faible). Soient c et p E R tet que

p > 0. Considérons N un voisinage ouvert de AK. Supposons que te coupte

((h), h) satisfait ta condition s-(PS). Alors it existe une suite strictement

croissante (nk)k dans N, e E ]0, p[ et il existe m e N tels que, pour tout k > m,

it existe des déformations continues

1flk : [0, 1] x X — X

satisfaisant

fa) nktt,u) u , sit=0 ou siuÏç’([c—2e,c+2E]);

(b) hfl(ij,(t,u)) h(u);

fc) 1flk (ï, ht \ N) C

fd) hflk(u)flk(t,u)) <C, Vt e]0,1j,Vu E h \N;



38

(e) IIu-?lnk(t,u)I p.

Démonstration. Il suffit de vérifier que (4.2.1) se produit pour une certaine

sous-suite. Si ce n’est pas le cas, alors pour toute suite strictement croissante

(nk)k et pour tout i > o, nous avons

liminfinf {IIÇ(u)II u B(X \ N, 2i), c — 2i hmflktu) c + 2i} O.
k—.oo

Ce qui revient à dire que pour tout ji > o,

lim inf{Ilh(u)II u e B(X \N,2),c—2t h(u) c+2} = O.
n—oo

En procédant comme au théorème 4.1.1, nous déduisons l’existence d’une suite

(u) telle que

e B(X \ N, 2/n), h(u) — c, Ih(u)II —* O.

Utilisant s-(P$), nous obtenons alors une contradiction. Nous pouvons donc

trouver i > O et une suite strictement croissante (nk)k tels que

liminfinf {BhL(u)II u e B(X \ N,2ît),c — 2i hflk(u) c + 2i} >0.

En procédant comme au théorème 4.1.1 et en utilisant le lemme 1.3.1, nous mon

trons l’existence de e > O et de m e N voulus. E



Chapitre 5

RÉSULTATS D’EXISTENCE ET DE

MULTIPLICITÉ

Tous les résultats présentés dans ce chapitre sont nouveaux et permettent

d’établir l’existence de points asymptotiquement critiques pour tin couple

((h), h) en utilisant les théorèmes de déformation du chapitre précédent.

Nous introduirons à la section 5.1 une notion de borne inférieure pour un

couple qui nous permettra d’établir sous la condition ss-(PS) et grâce au théo

rème 4.1.1 que cette borne est une valeur asymptotiquement critique.

Nous énoncerons à la section 5.2 un principe de minimax pour un couple

((hz), h) sous la condition ss-(PS) qui est analogue au théorème 1.3.3. Nous

verrons, en outre, que lorsqu’il est donné, pour tout n, une suite de Palais-Smale

de niveau c, pour la fonctionnelle h,, alors tout point d’accumulation de la suite

(c) est une valeur asymptotiquement critique.

Les sections 5.3 et 5.4 se veulent la concrétisation des résultats obtenus au

chapitre 4 et des définitions du chapitre 3. Nous verrons qu’en présence d’enlace

ment entre paires d’ensembles, que lorsque la condition ss-(P$) ou la condition

faible s-(P$) sont satisfaites et sous certaines hypothèses, nous obtenons alors

l’existence d’un, deux et même trois points asymptotiquement critiques.
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5.1. NoTIoN DE COUPLE ((h,h) BORNÉ

Il est bien connu que lorsqu’une fonctionnelle est bornée inférieurement et

satisfait la condition (PS)d pour d sa borne inférieure, alors d est une valeur cri

tique. Nous voulons introduire une notion de borne inférieure pour un couple afin

d’obtenir un résultat analogue. C’est-à-dire obtenir que cette borne est une va

leur asymptotiquement critique lorsque la condition ss-(PS) est satisfaite. Nous

considérerons la définition suivante.

Définition 5.1.1. Nous dirons que le couple ((h), h) est borné inférieurement

si les conditions suivantes sont satisfaites

(i) pour tout n, h, est bornée inférieurement;

(ii) la valeur

d liminfinfh(X) e IR.

Nous dirons que la borne inférieure pour le couple ((h), h) est alors U ou que

te coupte est borné inférieurement par U.

Proposition 5.1.2. Supposons que te couple ((h), h) est borné inférieurement

par U. Si te couple ((h), h) satisfait ss-(PS), alors U est une vateur asympto

tiquement critique pour te couple ((h), h).

Démonstration. Si U n’est pas une valeur asymptotiquement critique, alors l’en

semble ÀKd = O et alors, par le théorème 4.1.1, il existe e > O et m e N tels que,

pour tout n m, h peut se déformer dans h.

Par définition de U, il existe m1 > m tel que pour tout n m1, nous avons

= 0.

Aussi par définition de U, il existe n0 N ayec n0 > m1 tel que

Or peut se déformer dans 1i qui est vide, ce qui est contradictoire. LI
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Remarque 5.1.3. Les conditions de la définition 5.1.1 peuvent évidemment être

affaiblies puisque nous ne nous intéressons qu’au comportement asymptotique des

fonctionnelles ti,.

Utilisant les résultats de déformation du chapitre 4, nous obtenons le lemme

suivant qui sera utilisé à la section 5.3 pour montrer l’existence de trois points

asymptotiquement critiques.

Lemme 5.1.4. Supposons que te couple ((hn)n, h) est borné inférieurement par

d. Soit b > d et supposons que te couple satisfait ss-(PS) pour tout e [d, b].

Supposons de plus que AK = O pour tout c ]d, b[. Alors pour tout ). > O

suffisamment petit, il existe k > O et m é N tels que pour tout n m

h \ B(AKb, )) c B(AKd, k).

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de la propriété de déformation

(théorème 4.1.4). Par celle-ci, nous avons qu’il existe e, ‘y > O, m é N tels que

pour tout n m, il existe des déformations continues

ij: [0, 1] x X —* X

telles que si u é h’ ([d — e, b + e]) \ B(AKb, ?), alors

77(1,li) é h’(] —œ,d—e]) U (h’Q —œ,d+e]) flB(AKd,)).

Or, par définition, d lim inf inf h(X). Donc qu’il existe m0 é N tel que

pour n max{m, mo},

lÇ’(]—œ,d—e]) =0

et donc que i(1, u) e B(AKd, )). Nous avons aussi que lu — u)ll ‘y. D’où,

u é B(AKd,.\ + ‘y). On choisit alors k> + ‘y). E

5.2. UN PRINCIPE DE MINIMAX

La prochaine proposition repose sur le théorème 1.3.3. Une application de

celui-ci donne, sous certaines hypothèses, l’existence de valeurs asymptotiquement

critiques. Nous présentons d’abord un lemme.
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Lemme 5.2.1. Considérons un couple ((h7), h). Supposons donné, pour tout n,

une suite (U)k dans X telle que (U)k satisfait

h(u) —* c’, h,(u) —* O,

pour certain c’ E R dépendant de n. Si te couple ((h), h) satisfait ta condition

ss-(PS) pour tout c tel que c est un point d’accumulation de (c”) , alors

AK/=ø.

Démonstration. Soit C E R un point d’accumulation de (c7L). Il existe donc

une sous-suite (c’-’ ) telle que

—* c.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

c’ —cf <.
2J

Par hypothèse, nous avons que

h(u) — e”.

Nous pouvons donc trouver, pour tout j, k tel que, pour tout k lcd,

- cl 4 et IIh(n){I <.

Pour tout j, notons wj = u’. Les suites (i) et (w) ainsi construites satisfont

la définition de la condition ss-(PS) et donc, e est une valeur asymptotiquement

critique. El

Le résultat suivant suit alors directement du leimne 5.2.1 et du principe de

minimax 1.3.3.

Proposition 5.2.2. Soit H un espace de Hitbert. Soit Mo un sous-espace fermé

d’un espace métrique M et soit Do C C(M0, H). Définissons

F := {y E C(M,H) J YJMO E r9}.

Supposons que, pour tout n, nons avons

no> c’ inf sup hQy(n)) > a,, := sup sup h(7o(n)).
70EF0uEM0
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Supposons que A {c c est un point d’accumutation de (c’)n} y O et que ta

condition ss-(PS) est satisfaite pour tout c e A. Alors AK O TOUT tout c

dans A.

Démonstration. Soit c e A. Les fonctionnelles (lin),, sont de classe C’ et donc,

utilisant le théorème 1.3.3, il existe pour tout n une suite (U)k qui soit de Palais

$male pour h,. de niveau c”. Les hypothèses faites ici garantissent que les condi

tions du lemme 5.2.1 sont satisfaites et donc, par celui-ci, AK O. E

5.3. RÉSULTATS EN PRÉSENCE D’ENLACEMENT

Nous présentons des résultats d’existence de points asymptotiquement cri

tiques en présence d’enlacement entre paires d’ensembles que nous avons intro

duit au chapitre 1. Nous rappelons d’abord un résultat de [Fi] qui sera réinvesti.

Soit h é C(X, R) et A C X, on note par fi,(A) le sous-ensemble suivant de F(A)

introduit en (1.2.1)

Fh(A) = {i e F(A) I h(17(t,x)) <h(x), pour tout (t,x)}.

Lemme 5.3.1. Soit A un sous-ensemble de X un espace de Banach et soit

h e C(X, R). Supposons qu ‘it existe deux paires (B, A) et (Q, P) tettes que (B, A)

entace (Q, P) via Ph(A). Si h(x) <h(y) pour tout x ê B et y ê P, alors

17(1, B) n Q O, pour tout i ê F(A).

Théorème 5.3.2. Considérons te couple ((h,,),., h). Supposons donné pour tout

n ê N, deux paires de sous-ensembles (3,., An) et (Q, Pn) telles que

(a) (B,,, A,,) entace (Q,,, Pn) via F,,,(A,,);

(b) il existe a,b e R tels que

sup sup h,.(A,,) <a < infinfh,,(Q,.)
n n

supsuph,,(B,,) <b < infinfh,,(P,.);
n n

(c) te couple ((h,,),,, h) satisfait ss-(PS) pour tout c ê [a, b].
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Posons

c:= inf suph(i(1,B)).
iEFh,. (A,)

Alors tout point d’accumulation de (c) dans R est une valeur asymptotiquement

critique pour te couple ((h),2, h). En particulier, il existe au moins une valeuT

asymptotiquement critique dans [a, b].

Démonstration. Les hypothèses (a) et (b) nous permettent d’affirmer que la

conclusion du lemme 5.3.1 est vérifiée pour tout n; c’est-à-dire que, pour tout n

et pour tout ij ThjAfl), nous avons

i7(1,B)nQ 0.

La suite (c) est dans [a, b] qui est compact et possède donc un point d’accumu

lation. Soit alors c un point d’accumulation de (c). Nous voulons montrer que

AK O. Supposons donc que AK O.

Remarquons d’abord que, pour tout n, le lemme 5.3.1 implique, en particulier,

que

c > infh(Q).

Soit 6 e ]0,min{(a — sup sup h(A))/2, (infinfh(P) — b)/2}{. Par (c) et

comme, par hypothèse, AK = O, nous pouvons appliquer le lemme de déforma

tion (théorème 4.1.1) avec N O et ce 6. Nous obtenons alors l’existence d’un

e e ]O, S[ et m e N tels que pour tout n > m, il existe des déformations continues

1: [0, 11 x X —* X.

Par choix de 6, la déformation ,, e En effet, puisque si u e A,

u /ç’ ([c — 2e, c + 2e]) et alors î7(t, u) = u, pour tout t e [0, 11. Soit (flk)k une

suite dans N telle que cflk —* c. Pour k suffisamment grand, nous avons que

Icflk — cl <e/4.

Nous pouvons donc trouver Fh,k (Aflk) tel que

sup hflk(??nk(1, Bnk)) c +e/4 <c+e/2.
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Nous avons aussi que

7]rzk(t, nk(t, u)) E (Aflk)

et alors, en utilisant le lemme 5.3.1, nous obtenons l’existence de Ynk nk(1, Bflk)

tel que

“lflk(i,Yflk) E Qnk.

Par choix de 7l12k nous avons

hflk(Ynk) < C+€

et, puisque ïflk provient du lemme de déformation,

hnk(7Jflk(1,Yflk)) e — E.

Or, puisque 7]nk(1, ynk) E Qnk, nous avons par définition de Cnk que

hflk(ik(1,Ynk)) ck e—

contradiction. Donc, AK 0. Li

Les corollaires suivants suivent directement.

Corollaire 5.3.3. Soit X = Xi X avec dim(Xi) <oc. Supposons qu’it existe

U1, U2 des voisinages ouverts de O dans X1, X2 respectivement avec U1 borné et

(a) il existe a, b e R tels que

supsuphn(DU1) <a < infinfhn(U2)
n n

sup sup hn(Ui) b < infirifhn(8U2);
n n

(b) te coupte ((h,i)n, h) satisfait ss-(PS) pour tout c E [a, b].

Alors il existe au moins un point asymptotiquement critique pour te couple

((hn)n, h).

Corollaire 5.3.4. Considérons te couple ((hn)n, h). Supposons donné pour tout

n E N, deux paires de sous-ensembles (Bn, A) et (Q,, Pn) avec A0 O pour au

moins un n0 E N et telles que

(a) (3,,, An) enlace (Q,,, P,,) via F’,,JA,,);
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(b) il existe a, b E R tels que

sup sup h(A) <a < infinfhn(Qn)
n n

<sup sup hn(Bn) b < infinfhn(Pn);
n n

(c) te coupte ((hn)n, h) satisfait ss-(PS) pour tout c E R;

(d) te couple ((h,;)n, h) est borné inférieurement par U.

A tors il existe au moins deux points asymptotiquement critiques pour te couple

((h), h).

Démonstration. Nous savons que U est une valeur asymptotiquement critique

et, par le théorème 5.3.2, qu’il existe une valeur asymptotiquement critique

C E [a, b]. Comme A0 n’est pas vide, l’inégalité stricte entre U et a se produit et

nous avons deux valeurs asymptotiquement critiques distinctes; d’où la conclu

sion. E

En spécifiant les ensembles qui s’enlacent et en ajoutant certaines hypothèses,

nous obtenons l’existence de trois points asymptotiquement critiques. La preuve

du théorème suivant suit les arguments utilisés dans le théorème 6.2 de [F2].

Théorème 5.3.5. Soit X = X1 e X2 avec X1, X2 des espaces de Banach non

triviaux et dim(Xi) < oc. Supposons que

(a) il existe a,b E R etr,R>O tels que

SUpsUphn(S;(r)) <a < infinfh(B2(R))
n n

SUP 5U hn(Bi (T)) b < infinfhn(52(R)),
n n

et ta fonction h satisfait suph(Si(r)) < a et infh(S2(R)) > b;

(b) te coupte ((h), h) satisfait ss-(PS) pour tout c E R;

(c) pour tout borné B C X,

sup sup hn(B) <oc;
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(d) te couple ((h), h) est borné inférieurement par d et il existe > O tel

que

limsupsuph(B(AKd,\o)) <n.

Alors il existe au moins trois points asymptotiquement critiques pour te couple

((h), h).

Démonstration. Nous avons par le corollaire 5.3.3 qu’il existe au moins deux

points asymptotiquement critiques distincts u0 é AKd et u1 E AK pour un

certain c e [a, b]. Supposons que ce soient les seuls points asymptotiquement cri

tiques.

Nous avons en particulier que d < a c, d(AK, $1(r)) > O et

d(AKb, S2(R)) > O. En effet, si c = n, alors AKa = {u1} et par la condition

ss-(PS), nous avons que h(ui) = a. L’hypothèse ta) implique donc

d(AKa, Si(r)) > O puisque sup h(Si(r)) < a. Le même argument montre

aussi que nous pouvons supposer que d(ÂKb, $2(R)) > O.

L’existence de d implique qu’il existe une suite (nk)k telle que

infhflk(X) —* U.

Par l’hypothèse (d), il existe > O, k e N tels que pour tout k k, nous avons

que

hflk(u)<d+S<a, pourtoutuéB(uo,Ào).

Nous avons aussi qu’il existe I > r tel que hk C 3(0, t). En effet, puisque

hrik (k \ 3(AKa, ))) U (hik fl B(AKa, ?))

et, par le théorème 5.1.4, il existe t’ > O tel que

hmflk \ B(AKC, À) C B(uo, t’).

Donc

hflk C B(uo, t’) U 3(AKa, À) C 3(0, t),
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avec t pouvant être choisi plus grand que r. Ceci étant possible puisque AKa est

compact donc borné.

Nous appliquons la propriété de déformation (théorème 4.1.4) sur [d, a] pour

.\ E ] O, min {, r, R, d(AKa, Si(r))/2, d(AKb, S2(R))/2} E.
Nous obtenons alors l’existence d’un > O et de k* k tels que pour tout

k k*, il existe des déformations continues 7flk satisfaisant les propriétés du

théorème 4.1.4.

Définissons, pour tout k k*,

u0 siu=Oettz1;

u siuEBi(r)ett=O;
Tk(t,u) =

si u E Si(r) et t E [0,1];

+ (1— i)uo si u E Bi(r) \ {0} et t = 1.

Il est facile de vérifier que est continue et puisque X1 est de dimension finie,

nous pouvons considérer, pour tout k k*, un prolongement continu de k’

[0, 11 x Bi(r) —* X.

Posons alors pour tout k k*,

Bflk = 7jk([0, 1] x

Aflk = 4flk(a([o, 11 x

= 32(R) et ‘T1k =

Par le théorème A.6, (Bflk, Ank) enlace (Qflk, nk) pour tout k > k*.

Aussi, par construction et grâce à la propriété de déformation, nous avons que

Aflk \ ({o} x Bi(r)) hflk C 3(0, t)

et nous pouvons choisir les prolongements tels que
3k c 3(0, t). En effet,

soit u E A,k \ nkt{0} x 3i(r)). Si u = u0, alors u E h’,k par l’hypothèse (d).
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Si y = nk(t,u) avec (t,u) E [0,1] x Si(r), nous avons, par le théorème 4.1.4 et

l’hypothèse (a), que

Ïlnk(v) <hTLk(’u) <a.

Finalement, si y = 1]$7,flk(1, fE) + (1 — Il11)u0, pour n e Bi(r) \{0}, nous avons,

par le théorème 4.1.4, que

Iv
—

?ioII Hlnk(1, j) — o.

Donc, par ce qui précède, hflk(v) < a. Nous avons alors qu’il existe

è, b e R tels que

sup sup hflk tAnk) < inf inf ‘k (Qnk)
k k

<sup sup hflk (Bnk)
<b < infinfhflk(Pflk).

k k

Pour b, fixons, en utilisant l’hypothèse (c),

b e ]supsuph(B(0,t)),+oo[.

Par convention, b < infkinfhflk(Pflk) = +œ. Utilisant l’hypothèse (a),

b < infinfh(S2(R)) = infinfhflk(Qflj;
n k

et, par l’enlacement,

inf inf hnk tQnk) <sup sup hnk t3nk)
k k

Posons := inf inf h(S2(R)). Nous devons donc vérifier que

sup sup hflk tAnk) b < iL
k

Mais ceci suit directement du fait que Ank \ ({o} x Bi(r)) c hk avec a b

et que supsuph(Bi(r)) < b par hypothèse.

Donc, nous pouvons appliquer le théorème 5.3.2. Nous obtenons alors l’exis

tence d’une valeur asymptotiquement critique dans [, b] pour le couple ((hflk)k, h)

et donc aussi pour ((h), h). Mais [, b] n [d, c] = O par construction; contradic

tion.
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Remarque 5.3.6. Il semble difficile d’affaiblir les hypothèses faites puisqu’à

priori les fonctionnelles h,., ne sont pas liées entre elles et donc, nous ne pou

vons pas déduire de celles-ci des résultats valides uniformément par rapport à

n. C’est entre autres pour ces raisons que nous avons dû supposer les inégalités

strictes et l’hypothèse particulière pour la condition (d) du théorème précédent.

Pour une fonctionnelle unique h de classe C’, bornée inférieurement, il est aisé

de constater que cette hypothèse ne résulte que de la continuité de h et est donc

trivialement satisfaite.

Remarquons également que le fait d’admettre des paires d’ensembles qui dé

pendent de n dans le théorème 5.3.2 a été utilisé de façon essentielle dans le

théorème 5.3.5.

5.4. COMMENTAIRES

Il est aisé de remarquer que si, pour tout n, h = h et que h est de classe

C’, alors la condition ss-(PS) est équivalente à la condition (P$). Ceci montre

que nous pouvons déduire les théorèmes 1.3.4 et 1.3.5 cormne corollaires des théo

rèmes 5.3.2 et 5.3.5 respectivement.

Nous n’avons peu ou pas parlé de la condition s-(PS). Nous avons vu que

c’est une condition plus faible que la condition ss-(PS). En général, nous obte

nons moins de points asymptotiquement critiques avec s-(PS) qu’avec ss-(PS)

puisque la condition ss-(PS) permet de considérer aussi les sous-suites.

Grâce au théorème 4.2.1, nous pouvons également obtenir des résultats d’exis

tence de points asymptotiquement critiques. Nous présentons un analogue du

théorème 5.3.2 avec s-(PS) où moins de points asymptotiquement critiques sont

obtenus.

Théorème 5.4.1. Considérons te coupte ((ha),,, h). Supposons donné pour tout

n e N, deux paires de sous-ensembtes (Bu, An) et (Q,., P) tettes que

(u) (B,,, A,,) enlace (Q,,, P,,) via F,,,(A,,);
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(b) il existe a, b E R tels que

SUPSUPhn(An) <a < infinfhn(Qn)
n n

sup sup h(Bn) b < infinfhn(Pn);
n n

(c) te couple ((hn)n, h) satisfait s-(PS) pour tout c E [a. b].

Posons

jflf SUPhn(77(1,Bn)).
(A,)

Si ta suite (cn)n converge vers une certaine valeur réelle e, alors c est une valeur

asymptotiquement critique pour le couple ((h), h).

Démonstration. En procédant comme au théorème 5.3.2, supposons que

AK = O. Appliquons le théorème 4.2.1 avec N = O et

6 e ] O, min {(a — sup sup hn(An))/2, (inf inf h(P) — b)/2} [.n n

Soit (nk)k la suite strictement croissante obtenue par le théorème 4.2.1. La suite

(cnk)k converge aussi vers c et, puisque le lemme 5.3.1 est valide, nous pouvons

procéder comme dans la preuve du théorème 5.3.2 pour conclure. E



Chapitre 6

GÉNÉRALISATION À DES COUPLES DE

FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUES

INFÉRIEUREMENT

Dans ce chapitre, nous généralisons la théorie des chapitres 3, 4 et 5 pour

des couples ((Ï?), h) dans lesquels les fonctionnelles h sont semi-continues in

férieurement. Nous développons donc une théorie de points asymptotiquement

criticlues pour des fonctionnuelles semi—continues inférieurement. Une telle théorie

est entièrement nouvelle. La généralité de la théorie des points asymptotiquement

critiques combillée a.u fait de pouvoir considérer des fonctionnelles semi-continties

portent à croire quune telle théorie pourrait avoir de nombreuses applications

dans la théorie des équations différentielles.

Nous serons également en mesure de montrer que cette approche contient

comme cas particulier la théorie présentée au chapitre 2. De ce fait, nous unifions

alors la théorie des points a.symptotiquement critiques et la théorie des points

critiques avec une condition de Palais-Smale-étoile.

La pente faible rappelée à la section 1.4 nous permettra d’étendre la théorie

des points asymptotiquement critiques au cas où les fonctionnelles h,1 sont semi

continues inférieurement. Ces niênies arguments ont aussi permis d’étendre la

théorie des points critiques avec les conditions (PS) ou (PS) à des fonctionnelles

continues ou semi-continues, voir [CDMJ. 1C21, [C3] ou [F2].



53

6.1. POINTS ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES POUR DES FONC

TIONNELLES S.C.I.

Soit X un espace de Banach. Considérons un couple ((h), h) tel que, pour

tout n, h : X — R U {+oo} est semi-continue inférieurement et

h $ X —* R U {+oo}. Nous supposerons que h, et h ne sont pas identiquement

égales à +00.

Définition 6.1.1. Nous disons que u ê dom(h) est un point asymptotiquement

critique pour le couple ((h), h), s’il existe une suite strictement croissante (flk)k

dans N et il existe une suite (uk)k dans X telles que

Uk — U, hflk(Uk) —* h(u), Idhnk(uk) —* O.

Nous disons aussi que h(u) est une vateur (ou niveau) asymptotiquernent critique

pour le couple ((hn)n,h).

Définition 6.1.2. Soit c E R. Nous disons que le couple ((h), h) satisfait la

condition ss-(P$), si pour toute suite strictement croissante (nk)k dans N et

toute suite (Uk)k de X telles que

hjuk) ‘S C, ITlkI(lik) S’ O,

il existe une sous-suite (k) de (nk)k et il existe u E dom(h) tels que Uk —* u et

h(u) c.

De nouveau, nous noterons par AK l’ensemble des points asymptotiquement

critiques pour le couple ((hn)n, h) de niveau c. Comme au chapitre 3, cet ensemble

est compact lorsque la condition ss-(P$) est satisfaite.

Nous rappelons la fonction G,, définie à la section 1.4, c’est-à-dire la fonction

graphe

G,, epi(h) —. R

définie par G,,(u,) = où epi(h) = {(u,) E X x R I h(u) < }. Considé

rons aussi, pour tout n, la fonction G,,, associée à h et considérons le couple
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((Ghj, Gh).

Pour éviter la confusion, nous noterons dans la suite AK l’ensemble des

points asymptotiquement critiques de niveau c pour le couple ((h), h) et, par

AK, l’ensemble des points asymptotiquernent critiques de niveau c pour le couple

((Ghj, Gh).

Il est clair que AK c J?C. Puisque les G,,,, sont continues, nous préférerons

utiliser ces fonctions avec lesquelles il est plus facile de travailler. Obtenir que

AK O ne sera par conséquent pas suffisant. Pour éviter ce problème, nous

avons besoin d’une hypothèse supplémentaire sur le couple ((h), h) pour que

les points asymptotiquements critiques pour le couple ((h,,),,, h) correspondent à

des points asymptotiquements critiques pour le couple ((G,,j,,, Gb); c’est-à-dire

que u E AK si et seulement si (u, h(u)) e AK. Nous supposerons que

(6.1.1) liminfinf{IdG,,J(u,) (u,) e Xx R tel que h,,(u) <} >0.

Cette condition peut être satisfaite dans plusieurs cas, voir [CDMI. Elle nous

permet également d’obtenir les deux propositions suivantes qui sont très impor

tantes. Nous supposerons dans ce qui suit que les couples ((h,,),,, h) considérés

satisfont toujours (6.1.1).

Proposition 6.1.3. Soit e e R. Nous avons que u E AK si et seulement si

(u, h(u)) e 4RC. De plus, si (u, ) e AK, alors = h(u).

Démonstration. Si u e AK, on montre aisément par la définition 1.4.4 que

(u,h(u)) AK. Nous avons besoin de (6.1.1) pour montrer que si

(u, h(u)) e AK, alors u e AK. En effet, soit (u, h(u)) e kC, alors il existe une

suite strictement croissante (nk)k dans N et il existe (uk, k)k dans X x R telles

que uk — u, k — h(u) et IdG,,,,kj(uk,k) —* 0. Par (6.1.1), pour k suffisamment

grand, k = h,,k(uk). Ainsi d’une part, I2,,k(uk) —* h(u) et d’autre part, par la

définition 1.4.4, dh,,kI(uk) — 0. D’où, u e AK. U



55

Remarque 6.1.4. Pour une fonctionnelle unique h, un analogue de (6.1.1) n’est

pas nécessaire pour avoir que u e K si et seulement si (u, h(u)) e K. Nous en

avons seulement besoin pour pouvoir affirmer que si (u, ) e K, alors u e K.

Proposition 6.1.5. Soit e e R. Si te couple ((h), h) satisfait ta condition

ss-(P$), atoTs te couple ((Ghj, Gh) satisfait ss-(PS).

Démonstration. Soit (nk)k une suite strictement croissante et ((uk, k))k une

suite dans X x R telles que

(uk, ‘k) e epi(hflk), G/j,.k (1k, k) = . C, dGh. k, k) — O.

Nous avons donc, utilisant (6.1.1), qu’il existe k tel que pour tout k k,

= hflk(uk). Il s’en suit que hflk(uk) —* e. La définition 1.4.4 implique aussi

que ldhnk(uk) — O.

Par ss-(PS), il existe (k) et u dom(h) tels que Uk — u et h(u) = e. Nous

avons alors que (Uk, k) —* (u, e); d’où la conclusion. E

6.2. THÉORÈMEs DE DÉFORMATION

Dans [CDMÏ, Corvellec, Degiovanni et Marzocchi démontrent un théorème

de déformation pour des fonctionnelles continues en supposant (P$) (théorè

me 1.4.7). En exploitant la continuité de la fonction graphe, nous pourrons dé

duire, grâce à celui-ci, un lemme de déformation pour un couple ((h), h) en

supposant la condition ss-(PS).

Nous supposerons de nouveau que les couples ((h), h) considérés satisfont

la condition (6.1.1).

Théorème 6.2.1 (Lemme de déformation). Soient e e R, p > 0. ConsidéTons

N un voisinage ouvert de AK. Supposons que te couple ((h), h) satisfait la

condition ss-(PS). Alors il existe e E 0, p[ et il existe ra E N tels que pour tout
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n > ni, il existe des déformations continues

: 10, 1] x dom(h) — dom(h)

satisfaisant

(a,)î(t,u)—u,sit—_0ousiu/ç’([c—2e,c+2e]);

(b) h(i7(t,u)) <h(u);

(e) hC+ \ N) c h;

(d) IIu—ii(t,u)II <p.

Démonstration. Nous utiliserons la continuité de Gh,. Par la proposition 6.1.3,

l’ensemble F = (N x R) n epi(h) est un voisinage de AK. La proposition 6.1.5

implique que ((G,j, Gh) satisfait ss-(P$). De là, on déduit l’existence de

ni E N, c> O tels que pour tout n m,

(u,) E G’([c— 2ji,c+2i]) fl B(X x R \N,2i) = IdGhj(u,) > i.

En appliquant le théorème 1.4.7, nous obtenons l’existence de e > O tel que,

pour tout n m, il existe des déformations continues

= (i, ): 10,1] x epi(h) — epi(h)

satisfaisant

(a) i(t, (u, )) = (u, ) , si t = O ou si [e — 2e, e + 2e];

(b) i(t,(u,)) <;

(c)(1,(u,))<c—e,sic+eetuN;

(d) J((u, ), i(t, (u, e))) <p, Vi E [0,1], V(u, ) E epi(h),

avec i la métrique définie en (1.4.1). Une fois i donnée, définissons, pour tout

n> ni,

[0, 1] x dom(h) —* dom(h7,)

par i(t,u) = i,1(t, (u, h(u))). Puisque fj, prend ses valeurs dans epi(h), nous

avons

h(i(t, (u, h(u)))) <(t, (u, h(u))).

Nous pouvons aisément déduire les propriétés demandées. LI
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En procédant de façon analogue à ce que nous avons fait au chapitre 4, nous

pouvons obtenir à partir du théorème précédent la propriété de déformation sui

vante

Théorème 6.2.2 (Propriété de déformation). Soient a, b E R avec

a < b. Supposons que te couple ((h), h) satisfait ta condition ss-(P$) pour

tout c E [a, b] et que pour tout c E ]a, b[, AK = O. Alors, pour tous À0, À > O,

it existe e, > O et m E N tels que pour tout n m, il existe des déformations

continues

j: [0, 1] x dom(h) — dom(h)

satisfaisant

(a) IIu-jn(t,u)II ;

(b) h((t,u)) <h(u);

(c) sinE Iç’([a—e,b+e]) \B(S,À), alors

(1,u) E h’(] —oo,a—]) u (h’(] —oo,a+e]) nB(S,À));

avec S’ = B(AKC, À0) n dom(h) pour c E {a, b}.

Il n’est pas surprenant que le théorème 6.2.2 soit similaire au théorème 2.2.2.

Il diffère donc du théorème 4.1.4 par le fait que nous considérons à la propriété (c)

B($,’, À) au lieu de B(AKC, À). Ceci vient du fait que nous devons tenir compte

des domaines des fonctionnelles h. Toutefois, la preuve est analogue à celle du

théorème 4.1.4. Remarquons qu’on n’a pas

= (AK) n dom(h)

puisque ces ensembles peuvent être vides même si AK 0.

6.3. RÉSULTATS EN PRÉSENCE D’ENLACEMENT

Le théorème 6.2.1 nous permet d’avoir comme à la section 5.3 un résultat

général d’existence d’une valeur asymptotiquement critique en présence d’enla

cement. Ceci grâce au fait que le lemme 5.3.1 est toujours valide même avec des

fonctionnelles semi-continues inférieurement. Nous nous intéressons de nouveau



58

aux déformations qui descendent les points.

Le théorème suivant se démontre de la même manière que le théorème 5.3.2.

Théorème 6.3.1. Considérons un coupte ((h), h) satisfaisant (6.1.1). Suppo

Sons donné pour tout n E N, deux paires de sous-ensembtes (Bu, A) et (Q,, P)

telles que

(a) (B,A) entace (Qn,Pn) via Ph,jA);

(b) il existe a,b e R tets que

sup sup hn(An) <a infinfhn(Qn)
n n

<5Up SUP hn(Bn) <b < infinfh(P);
n n

(c) te coupte ((hn)n, h) satisfait ss-(PS) pour tout c E {a, b].

Posons

:= inf sup h(ij(1,B)).
77EFh (A,)

Alors tout point d’accumulation de (c) dans R est une vateur asymptotiquement

critique pour te coupte ((hn)n, h). En particulier, il existe au moins une valeur

asymptotiquement critique dans [a, bi.

Remarque 6.3.2. Nous demandons implicitement que, pour tout n, les en

sembles B, An, Q et P, soient des sous-ensembles de dom(hn). Nous avons

alors, pour tout r E F,(A), que

h((1,u)) <h(u) <b, pour tout u E Bn C dom(h),

ce qui implique que 77(1, B) C dom(h). Utilisant le lemme 5.3.1, nous avons que

Cn > iflfh(Q) et donc que c E [a,b].

Démonstration. L’ensemble des points d’accumulation de la suite (Cn)n n’est

pas vide puisque [a, b] est compact. Soit c un point d’accumulation de (c,) et

supposons que AK O. Fixons

S e ]O,min {(a — supsuph(A))/2, (iflfjnfhn(Pn) — b)/2} (.
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En appliquant le théorème 6.2.1 pour N = O et en procédant comme au

théorème 5.3.2, nous obtenons une contradiction. E

Pour un couple de fonctionnelles semi-continiies inférieurement, la notion de

couple borné inférieurement introduite à la section 5.1 est toujours valide. Dans le

cas serni-continu inférieurement et sous la condition (6.1.1), nous avons aussi un

résultat de trois points asymptotiquernent critiques semblable au théorème 5.3.5.

Considérons X = X1E3X2 avec X; et X2 des espaces de Banach non triviaux de

dimension possiblement infinie et une suite de fonctionnelles hn: X — RU {+œ}

semi-continues inférieurement telles que

(6.3.1) dom(hn) est un sous-espace fermé de dimension finie pour tout n.

Théorème 6.3.3. Soient X = X1eX2 et ‘un coupte ((hn)n, h) satisfaisant (6.1.1)

et (6.3.1). Supposons que

fa) il existe a, b R et r, R> O tels que

supsuph(S;(r) n dom(h,)) <a < infinfhn(B2(R))
n n

<SUpSUph(B1(r) ri dom(h,)) b < infinfh(S2(R)),
n n

et ta fonction h satisfait sup h(Si(r) n dom(h)) < a et infh(S2(R)) > b;

(b) te coupte ((hn)n, h) satisfait ss-(PS) pour tout c E R;

(e) pour tout borné B C X,

supsuphn(Bfldom(hn)) <œ;

(d) te couple ((hn)n, h) est borné inférieurement par d et il existe > O tel

que

Ïfli5UPSUPhn(B(AKd,kO) fldom(h)) <a.

Alors il existe au moins trois points asymptotiquement critiques pour le couple

((hn)n, h).
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Démonstration. Nous procédons comme au théorème 5.3.5. Puisque par (d), le

couple est borné inférieurement par d, il existe u0 AKd.

Même si les dimensions de X1 et X2 sont possiblement infinies, le théo

rème 6.3.1 nous fournit également l’existence d’une valeur asymptotiquement

critique c e [a, b]. En effet, par hypothèse, le sous-espace dorn(h) est de di

mension finie. Aussi, en utilisant la proposition A.5, nous avons, pour tout n,

que la paire d’ensembles (Bi(r) n dom(h), Si(r) n dom(h)) enlace la paire

(B2(R) n dom(h), S2(R) n dom(h)). Nous avons alors que l’intersection

Bi(r) n B2(R) n dom(h) n’est pas vide et donc que

supsuphn(Sj(r)ndom(hn)) <a infinfh(B2(R)ndom(h))
n n

supsuph(By(r) n dom(h)) <b < infinfh(S2(R) n dom(h)).

Nous pouvons alors appliquer le théorème 6.3.1. De nouveau, quitte à res

treindre le problème au couple ((hflk)k, h) pour (flk)k telle que infx hnk .‘

nous pouvons supposer que c est une valeur asymptotiquement critique obtenue

par le couple (thflk)k, h). Il existe donc u1 E ÀK pour certain c e [a, b]. Sup

posons que u0 e AKd et u1 E AK soient les seuls points asymptotiquement

critiques. Nous avons de nouveau que d < a e,

d(AKa,Si(T)) >0 et d(AKb,$2(R)) >0.

Nous pouvons trouver par (d), 5> 0 tel que, pour k suffisamment grand,

hflk(u)d+6<a, Vu B(uo,)o)ndorn(hflk).

Fixons

) e ] 0, min {6, )‘, r, R, d(AIÇ, S1 (r))/2, d(AKb, 52(R))/2} [.

En appliquant le théorème 6.2.2 sur [d, a] avec ce X, nous obtenons l’existence de

m e N tel que, pour tout k > ni, il existe des déformations

[0, 1] x dom(Ïiflk) - dom(hflk).
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satisfaisant les conclusions du théorème 6.2.2. Nous déduisons l’existence d’une

application

8([0, 1] x Bl,flk(r)) —* dom(hUk)

où Bi,,(r) Bi(T) n dom(hflk). On prolonge Çfl sur B1,flk(T) par Nous

p osons alors

Aflk = flk(a([0, 11 X 31,nk(T))),

Bflk = flk([0, 1] X Bl,nk(r)),

Qnk = .92(R) n dom(hflk) et flk 0.

Nous construisons alors deux paires telles que (flk, Aflk) enlace (Qflk, nk) pour

tout k tel que k m.

Utilisant un analogue du théorème 5.1.4 (qui résulte de la propriété de défor

mation et du fait que AK est compact), nous pouvons trouver t > r tel que

Ank \ ({0} X Bl,flk(r)) C C (3(0,1) fldom(hflk))

et

‘flk C tB(0,t)ndO7n(hflk)).

En procédant comme au théorème 5.3.5 et en appliquant le théorème 6.3.1,

nous obtenons alors une contradiction. D

6.4. COMMENTAIRES

Le fait d’avoir considéré des fonctionnelles semi-continues inférieurement dans

les sections précédentes offre l’avantage, en plus d’être plus général, de pouvoir

récupérer le cas traité au chapitre 2 lorsque {X,} est une famille de sous-espaces

fermés d’un espace de Banach X avec

X1C X2 C ... CX et X= UX
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Considérons h t X —* R de classe Cl et posons

fh1xjx) sixEX,
(6.4.1) h(x) =

+00 Sinon;

et considérons le couple ((h), h). Nous avons alors que la condition

ss-(PS) est équivalente à la condition (PS). Ceci montre que la condition

(PS) est un cas particulier de la condition ss-(PS).

Nous pouvons déduire certains résultats d’existence de points critiques avec

comme corollaires de résultats de points asymptotiquement critiques. Par

exemple, le théorème 2.3.2 suit directement comme corollaire du théorème 6.3.3.

En effet, il est clair que le couple ((h), h) ainsi défini satisfait (6.3.1) si h

vérifie les conditions du théorème 2.3.2. Les hypothèses ta), (b) et (e) du théo

rème 6.3.3 suivent directement. Si h est bornée inférieurement par d, alors (d)

résulte par continuité en utilisant le fait que U X, est dense dans X et que, pour

tout n, X. C X+1. De plus, dans cette situation, un point asymptotiquement

critique est un point critique de h. Nous devons donc seulement justifier que

(6.1.1) est satisfaite. Toutefois, nous pouvons utiliser la proposition 1.4.6 car

h(x) h(x) + Ix,jx) où

[o sixEX,
Ix,jx) =

sinon.

Par celle-ci, nous avons que, pour tout n, si u E dorn(h) et h(u) < , alors

IdGsj(u,) = 1. Donc, la condition (6.1.1) est vérifiée.

Ceci étant vérifié, nous avons donc montré que la théorie développée au cha

pitre 6 généralise celle du chapitre 2. Lorsque les fonctionnelles /i,, sont dans

C’(X, R) pour tout n, la condition (6.1.1) est aussi satisfaite. On généralise donc

également la théorie des chapitres 3, 4 et 5.

Dans [MM2I, on présente en annexe une théorie similaire pour des fonction

nelles non-différentiables. C’est-à-dire, on énonce la condition ss-(PS) pour des
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couples ((h), h) avec h des fonctions -convexes d’ordre 2 pour certain

(voir [MTJ). Marino et Mugnai ont pu ainsi obtenir certains résultats d’existence

de points asymptotiquement critiques en utilisant la catégorie relative et en se

limitant à cette classe de fonctions. Lorsqu’on considère un espace de Hilbert et

en utilisant le théorème 4.4 de ICDMI, nous avons, pour des fonctionnelles de

cette classe, que la condition (6.1.1) est aussi satisfaite. La théorie présentée aux

sections 6.1 à 6.3 prend donc également en compte ce type particulier de couples.



CONCLUSION

Nous avons étudié les points asymptotiquement critiques pour un couple

((h,), h) avec (h) une suite de fonctionnelles. Ceci nous a entre autres permis

de développer des arguments de type minimax pour des suites de fonctionnelles.

En premier lieu, nous avons rappeler quelques résultats classiques concernant

le cas particulier où h, = hx,, avec h une fonctionnelle de classe C’ et X un

sous-espace de l’espace de Banach X. Ces différents résultats montrent qu’il est

possible d’obtenir l’existence de points critiques pour la fonctionnelle h en étu

diant le comportement asymptotique de la suite de fonctionnelles

Nous avons par la suite considéré des couples ((h), h) où, d’une part, les

fonctionnelles de la suite (h) sont continûment différentiables et, d’autres part,

semi-continues inférieurement et où h est quelconque. Dans ces deux cas, nous

avons obtenu plusieurs nouveaux résultats d’existence et de multiplicité de points

asymptotiquement critiques pour un couple ((h), h). Les théorèmes 5.3.2 et

6.3.1 sont généraux et nous ont permis d’obtenir entre autres comme corollaires,

sous l’hypothèse que le couple est borné inférieurement, des résultats de trois

points asymptotiquement critiques. Le théorème 5.4.1 ainsi que les exemples de la

section 3.2 montrent qu’il peut également être avantageux de considérer la condi

tion plus faible s-(P$) même si nous obtenons de façon générale moins de points

asymptotiquement critiques. Nous avons également montré que la théorie exposée

au chapitre 6 généralise celle des chapitres 2 à 5 et unifie la théorie des points

asymptotiquement critiques et la théorie ctassiqtte des points critiques. Pour al

léger la présentation, nous avons considéré au chapitre 6 des couples ((h),, h).
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Nous aurions pu tout aussi bien considérer des couples ((h), h) avec c E A un

ensemble ordonné filtrant à droite.

Nous sommes persuadés que les résultats obtenus présentent un intérêt dans

la théorie générale des points critiques et des applications de celle-ci dans celle

des équations différentielles. Ils permettent en particulier d’appliquer la méthode

de minimax à des suites et des couples de fonctionnelles. Par conséquent, ces

arguments permettraient d’étudier des problèmes d’équations différentielles dont

la fonctionnelle associée manque de continuité. Il peut aussi s’avérer, lorsque les

fonctionnelles sont associées à des équations différentielles, que les points asymp

totiquement critiques trouvés soient, à défaut d’être des points critiques de la

fonctionnelle h, des solutions faibles au sens du calcul des variations, voir [MM2Ï.

Jusqu’à présent, la théorie des points asymptotiquement critiques n’a été ap

plïquée que pour des inégalités variationnelles inversées [Ml, [MM2Ï. Nous pou

vons imaginer d’autres types d’applications. Pensons par exemple à tin problème

elliptique

(P) —Au(x) = f(x,u(x)) pour x

et la suite de problèmes

(Pu) —Au(x) = f(x,n(x)) pourx E Rv.

Le couple ((h), h) défini sur H() avec Q un ouvert borné de R’ par

h(u) f Vu2(x)
— (f f(x, s)ds) dx.

h(u) f Vu2(x)
— (f f(x, s)ds) dx

pourrait être étudié selon les propriétés des fonctionnelles f, et f et la théorie

présentée dans les chapitres précédents. Nous pourrions également faire varier le
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domaine en considérant le couple ((h), h) défini par

‘ i rufr)
h(u) -Vu2(x)

— (J f(xs)ds) dx,

où

IRN vu2(x)
—

(f
u(x)

f(x )
f(x, s) si < n;

f(x,s)
O sinon.

En fait, plusieurs questions restent ouvertes et d’autres façons d’appliquer

ces arguments minimax pour un couple ((h), h) peuvent être envisagées. La

prochaine étape consisterait à appliquer cette théorie de points asymptotiquement

critiques à des problèmes particuliers d’équations différentielles.



Annexe A

THÉORIE DU DEGRÉ DE BROUWER

Nous rappelons la définition du degré de Brouwer utilisé dans les chapitres 1

et 5 ainsi que quelques propriétés. Nous montrons en outre que les paires d’en

sembles (Bu, A) et (Q,, P) définies dans la preuve du théorème 5.3.5 s’enlacent.

Le lecteur intéressé peut aussi consulter [Kj ou [ZJ où une théorie plus élabo

rée est développée et où les propositions énoncées sont démontrées. Nous suivons

essentiellement [PI où la preuve de l’enlacement est donnée.

Définition A.1. (Degré de Brouwer). Soient U E 1RN un ouvert borné et b E RN.

Alors un degré est une application deg(., U, b), à valeurs entières non négatives,

définie pour tout ç& E C(U, R), telle que b (8U) et qui satisfait les propriétés

suivantes

(a) deg(id,U,b) = 1 si b EU, deg(id,U,b) = O si b

(b) deg( U, b) O implique qu’il existe z E U tel que (x) = b;

(c) (additivité-excision) SI U1, U2 C U sont des ensembles ouverts tels que

U1 n U2 = Oct b «U\ (U1 uU2)), alors

deg(, U, b) = deg(q5, U1, b) + deg(, U2, b);

(d) (continuité) deg(î, U, b) = deg(çb, U, b) pour près de dans la norme du

suprémum sur C(U, R).



68

Proposition A.2. Si H e C([0, 1] x ,RN) et b H([O, 1] x DU), alors

deg(H(t,.),U,b) =cte, Vte [0,1].

Corollaire A.3. $j 1, q5 e C(U, ii’’), ‘b = SUT DU et b e jN \ q(OU), ators

deg(ç, U, b) degQi/’, U, b).

Théorème A.4. Soit H e C([O,1] x U,RN). Supposons que

(a)bH({0,1]xDU);

(b) deg(H(0,.),U,b) 40.

Ators il existe un continuum C C [0, 1]x U teÏ que pour tout (t, x) e C, H(t, x) = b

et pour tout t e [0, 1], il existe x e U tel que (t, x) E C.

Par souçi de complétude, nous montrons également un exemple du chapitre 1

utilisé au chapitre 5.

Proposition A.5. Soit X = X1 X2 avec dim(Xi) < oc et soient r, R > 0.

Alors (Bi(r), Si(r)) enlace (B2(R), S2(R)).

Démonstration. Soit 77 e F(Si(r)). Clairement, par la proposition A.2,

O Ø iri(i([0,1] x $i(r))) et deg(H(1,.),Bi(r),0) deg(id,Bi(r),0) = 1, où

H : [0,1] x By(r) —* X1 est donnée par H(t,x) iri(77(t,x)) où ir1 est la pro

jection de X sur X1. Par le théorème A.4, nous pouvons choisir un continuum

C c [0, 1] x Bi(r) tel que pour tout (t, x) e C, ij(t, x) E X2 et pour tout t e [0, 1],

il existe x e Bi(r) tel que (t,x) e C.

Comme est continue, 77(C) est connexe. Si 77(C) C 32(R), alors la condi

tion (1) de la définition 1.2.3 est vérifiée. Si, au contraire, il existe (t, x) e C tel

que 1177(t,xHI > R, comme 177(O,Y)II < R pour (O,y) E C, alors, par la connexité

de 77(C), il existe (t’,x’) e C tel que 1177(t’,x’)II = R et donc, la condition (2) de

la définition 1.2.3 est vérifiée.

Théorème A.6. Les paires d’ensembles (Bflk, Aflk) et (Qnk, nk) définies dans ta

preuve du théorème 5.3.5 sont telles que (Bflk, Aflk) enlace (Qnk, Pflk) via

pour tout k.
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Démonstration. Il suffit de le montrer pour un seul k• Pour simplifier la nota

tion, soient := B, A := Aflk, Q := Qnk et P : ‘TLk Soit

? E fhk (A). Nous voulons montrer que

77(l,3)flQ7O.

Définissons iJ : X — X par ‘/(u) = 7)(1, u). Nous devons donc montrer que

(B)nQ0.

Posons i = + /‘2 avec î/’i(X) X1 et 2(X) c X2 et définissons

H: ([0,1] x B1fr)) x [0,1] —* R x X1 par

H((t,u),) = (Il(tu))lJ + (1- +2tR) - R,

Remarquons que H((t, u), 1) = (0,0) est équivalent à ‘çb(cI(t, u)) E 82(R) = Q.

En appliquant le degré de Brouwer sur [0, 1] x Bi(r) C [0, 1] x X1 qui est

de dimeilsion finie, nous allons montrer qu’il existe (t, u) E [0,1] x Bi(r) tel que

H((t, u), 1) (0, 0). Montrons d’abord que

(0,0), V(t,u) E 8({0, 1] x Bi(T)) et \ E [0,1].

Nous avons, puisque i E fh,k(A), que

H((0, u), ) = (0,0) (ÀIIuII + (1
— )

IIttIIR
— R, ) = (0,0);

ce qui est impossible. Aussi, pour tout (t,u) E 8([O, 1] x Bi(r)) \ ({0} x

nous avons que 1(ç5(t,u)) = O implique I(F(t,u))lI > R car

= (t,u) 32(R).

Donc

ÀI(t,u))II + (1_
)(iiuHR

+2tR) - R >0

et donc que H((t,u),À) $ (0,0).

Conséquemment, par la proposition A.2,

deg(H(., 1), [0, 1] x By(T), o) = deg(H(., 0), [0,1] x Bi(r), 0).
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Soit

G((t,u), À) + 2tR — R, Ài1((t,u)) + (1— À)u).

Notis avons G(•, 1) = H(.,0). Pour tout (t,u) e 8([0, 1] x B1(T)), À E [0,1], nous

avons que G((t, u), À) ‘4 (0,0). De nouveau par la proposition A.2, nous avons

que

deg(G(., 1), [0,1] x Bi(r),0) = deg(G(.,0), [0,1] x By(r),0).

finalement, soit K : ([o, 1] x Bi(r)) x [0, 1] — R x Xy définie par

K((t, u), À) = ÀG((t, u), o) + (1 — À)(t — 1/2, u).

Nous avons que G(., 0) = K(., 1) et nous déduisons, par la proposition A.2, que

deg(G(., 1), [0, 1] x Bi(r), o) deg(K(., 0), [0,1] x Bi(r), o) = 1

car K(., 0) id — (1/2, 0). Nous avons donc que

deg(H(.,1),[0,1] x Bi(r),0) 1,

ce qui implique, par la définition A.1(b), l’existence de (t, u) E [0, 1] x Bi(r) tel

que H((t,u),1) = (0,0). Nous avons donc montré que (B,A) enlace (Q,P). L
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