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RESUME

Nous étendons la théorie des points asymptotiquement critiques en déve-
loppant des arguments de type minimax pour des suites de fonctionnelles conti-
niment différentiables. Aprés avoir défini les conditions de compacité ss-(PS)} et
s-(PS)z pour un couple ((hs)n, h), nous établissons, grace & une notion particu-
liére de couple borné inférieurement et une généralisation de I’enlacement entre
paires d’ensembles, de nouveaux résultats d’existence de points asymptotique-

ment critiques.

Nous généralisons par la suite la théorie développée dans le cas ou les fonc-
tionnelles de la suite sont semi-continues inférieurement. Ceci nous permet d’une
part d’énoncer une théorie nouvelle de points asymptotiquement critiques pour
des fonctions semi-continues. D’autre part, nous montrons que la théorie des
points critiques pour une fonctionnelle unique est un cas particulier de la théorie

des points asymptotiquement critiques. Nous unifions alors les deux théories.

MOTS-CLES

Points asymptotiquement critiques, conditions de compacité, enlacement,

résultats de minimax.
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ABSTRACT

We extend the theory of asymptotically critical points for sequences of conti-
nuous differentiable functionals on real Banach spaces. Using recent compactness
conditions, a particular notion of lower bound for a couple and a generalization
of linking between sets, we obtain new existence results of asymptotically critical

points.

Then we generalize this theory to sequences of lower semi-continuous func-
tionals and we establish existence results of asymptotically critical points in this
case. Moreover, we show that this theory generalizes the usual theory of critical

points using the Palais-Smale-star condition.

KEY WORDS

Asymptotically critical points, compactness conditions, linking, minimax re-

sults.
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INTRODUCTION

La théorie des points critiques a pour objet ’étude des points critiques, c’est-
a-~dire les points ou la différentielle d’une fonction s’annule. Cette théorie joue un
réle prépondérant dans la théorie des équations aux dérivées partielles. Pour un
probléme donné, nous associons une fonctionnelle dont les points critiques sont
des solutions du probléme. Selon 'espace sur lequel est défini cette fonctionnelle
et les propriétés de celle-ci, nous pouvons dans certaines situations garantir I’exis-

tence de points critiques et ainsi obtenir 'existence de solutions.

Pour des fonctionnelles de classe C!, 'une des méthodes utilisées pour dé-
montrer |’existence de points critiques consiste & employer des arguments de type
minimaz [Ra|, [W]. Nous étudions alors la valeur réelle ¢ déterminée par

= inf h
¢:= fnf sup (n(u)),

ou h est la fonctionnelle, B est un sous-ensemble d’un espace de Banach X et F
est, par exemple, une famille d’ensembles vérifiant une propriété appropriée. Selon
le contexte, I'objectif consiste & déterminer si la valeur ¢ est une valeur critique.
Ici, trois ingrédients entrent souvent en jeu et seront utilisés dans ce mémoire.
D’abord, il est commun de considérer des sous-ensembles de X qui s’enlacent
[F1], [Sc]. L’enlacement ne dépend pas de la fonctionnelle A, mais sa présence
se démontre en utilisant le degré de Brouwer, voir [K]|, [Z], qui nécessite que les
ensembles considérés soient homéomorphes 4 des sous-ensembles d’un espace de
dimension finie. Pour montrer I’existence de points critiques, on se dote aussi d’un
lemme de déformation et on demande finalement que la fonction A satisfasse une

condition de compacité du type Palais-Smale garantissant que ¢ soit une valeur



critique.

Or, si nous nous proposons d’étudier les points critiques d’une fonctionnelle h
continue ou semi-continue inférieurement, nous devons spécifier ce que nous en-
tendons par différentielle et par point critique. Pour des fonctionnelles continues
ou semi-continues sur un espace métrique complet, il existe également une théorie
de points critiques basée sur la notion de pente faible [C3|, [CDM], [DM], [F2].
Cette situation généralise le cas continiment différentiable. Il importe d’insister
sur le fait que la fonctionnelle n’est pas nécessairement différentiable et donc ces
arguments peuvent étre utilisés pour étudier des équations différentielles dont
la fonctionnelle associée n’est que continue. Toutefois, nous ne pouvons généra-
lement rien affirmer si la fonctionnelle h n’est ni différentiable, ni continue ou

semi-continue. Dans cette situation, un argument de type minimax n’existe pas.

Le but de ce mémoire est de développer une théorie de type minimax permet-
tant d’étudier des suites de fonctionnelles (h,,), et une fonctionnelle particuliére h.
Les résultats présentés aux chapitres 5 et 6 sont entiérement nouveaux et généra-
lisent plusieurs résultats connus de la théorie des points critiques. Ici, la continuité
de la fonctionnelle h est & priori inconnue ; c’est-a-dire qu’elle peut étre contini-
ment différentiable, continue, semi-continue ou méme quelconque. Dans I'optique
ou h peut étre associée & une équation différentielle, il est parfois naturel d’ap-
procher un probléme initial (P) dont la fonctionnelle h est associée par une suite
de probléemes (P,) dont les fonctionnelles associées h,, elles, sont, par exemple,
continues ou différentiables [Ro|. Cette idée élémentaire justifie 4 elle seule 'in-
térét d’'une méthode de minimax pour des couples ((h,,)n, h), ¢’est-a-dire la paire

constituée de la suite (h,), et de la fonctionnelle h.

L’ouvrage sera divisé en trois parties. Dans la premiére, nous aborderons le
cas ou la fonctionnelle h est de classe C! sur un espace de Banach X et nous

supposerons donné une famille {X, },ca de sous-espaces de Banach de dimension



finie telle que

Xe CXp VB2, et X=X,
ach

ol A est un ensemble ordonné filtrant & droite. Lorsque A = N, nous définissons

la suite de fonctionnelles (h,), par
hn == hIXn-

Cette situation a été étudiée par plusieurs [LW], [C2], [F2], |P] et [St1]. Dans
[LW], Li et Willem ont obtenu P’existence de points critiques pour la fonctionnelle
h en étudiant le comportement asymptotique de la suite de fonctionnelles (hy,),.

Remarquons par la densité de | J, .y X, dans X et la définition des fonctionnelles

neN
h,, que celles-ci et la fonctionnelle h sont trés liées. Cette fagon de procéder offre
certains avantages notamment dans 1'étude d’équations aux dérivées partielles

associées a des fonctionnelles fortement indéfinies.

Comme déja mentionné, il est commun de démontrer 'existence de points
critiques en utilisant le degré de Brouwer. Lorsque 'espace X se décompose en
somme directe de sous-espaces non triviaux comme X = X! @ X2 Brézis et
Nirenberg [BN] ont réussi & montrer I’existence de points critiques pour h en
supposant, par exemple, que I’espace X! soit de dimension finie. Les travaux de
Li et Willem [LW] et Struwe [St2] permettent d’omettre cette hypothése lorsqu’il
existe une famille {X,}aca comme mentionnée plus haut. Les résultats obtenus
dépendent alors d’une condition de compacité, notée (PS)?, que nous traiterons
au chapitre 2. Ces arguments ont aussi été utilisés par Corvellec [C2] dans le cas
oll la fonctionnelle h est continue. Nous présenterons également quelques généra-

lisations de Frigon [F2]| et Picard [P].

Nous aborderons en deuxiéme lieu des couples ((h,)n,h) dans lesquels les
fonctionnelles h,, sont de classe C! sur un espace de Banach réel X. Il importe de
retenir que nous n’imposons pas que la fonctionnelle h soit différentiable, conti-
nue ou semi-continue. De plus, nous ne demandons pas que les fonctionnelles A,

convergent vers la fonctionnelle h ou méme que la suite (h,), soit convergente.
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Cette simple remarque montre aussi que la théorie présentée a la partie précédente
et celle-ci sont & priori distinctes I'une de 'autre. En fait, nous pourrions omettre
la, fonctionnelle h, puisque nous nous intéresserons au comportement asympto-
tique de la suite de fonctionnelles. Pour ces raisons, nous considérerons la notion
de points asymptotiquement critiques pour le couple ((hn)n, h) plutdt que celle
de points critiques pour h ou h, puisqu’en général ces points ne se correspondent
pas. Un point asymptotiquement critique sera défini dans ce cas-ci comme un
point u € X tel qu'il existe une suite strictement croissante (n); dans N et il

existe une suite (uy), dans X telles que
ug ~— u, b, (ur) = h(u) et hy, (ux) — 0.

Nous présenterons a la section 3.2 quelques exemples de couples pouvant étre

considérés et quelques illustrations simples de ces différentes notions.

Lorsque les fonctionnelles h,, sont de classe C?, cette théorie de points asymp-
totiquement critiques a été introduite par Marino et Mugnai [MM1], [MM2] en
2001. En utilisant des outils topologiques comme la catégorie relative [Sz], ils ont

pu obtenir I'existence de solutions pour des inégalités variationnelles inversées

[MM2].

Une particularité de ce qui sera fait dans ce mémoire est que nous n’aurons pas
recours & la catégorie relative ; nous obtiendrons de nouveaux résultats d’existence
de points asymptotiquement critiques en utilisant des arguments de type minimax
et 'enlacement entre paires d’ensembles dans le cas ou les fonctionnelles (k).
sont continiiment différentiables. Le théoréme 5.3.2 se veut notre résultat principal
qui est aussi nouveau puisqu’il n’existe pas, a notre connaissance, d’équivalent
qui utilise ce type d’arguments en présence de tels enlacements. De ce résultat
découlera également plusieurs nouveaux corollaires. Nous verrons que lorsqu’il
est donné, pour tout n, deux paires d’ensembles (B, A,) et (@, P,) telles que
(Bn, An) enlace (Qn, P,) via 'y, (A,) au sens introduit par Frigon [F1] et lorsque

certaines inégalités sont vérifiées, alors tout point d’accumulation ¢ de la suite



(cn)n définie par

Cp = inf sup hn(n(ly Bn))

N€CK, (An)
est un point asymptotiquement critique si le couple ((hn)n, h) satisfait une condi-
tion de compacité au niveau ¢ que nous noterons ss-(PS):. En considérant un
enlacement particulier et une notion particuliére de couple borné inférieurement,
nous montrerons au théoréme 5.3.5 'existence de trois points asymptotiquement
critiques. Ces résultats seront démontrés en utilisant un lemme de déformation
nouveau pour un couple ((hn)n, h) qui est basé sur un lemme de déformation
quantitatif pour des fonctionnelles de classe C' de Willem [W]. Nous obtiendrons,
a partir de ce lemme de déformation, un théoréme d’intervalle non critique et une
propriété de déformation qui nous permettront d’établir les résultats d’existence

de points asymptotiquement critiques.

En paralléle a la condition ss-(P.S)?, nous présenterons également une condi-
tion plus faible, introduite dans [MM1], que nous noterons s-(PS)*. Nous pré-
senterons pour cette condition un lemme de déformation et un résultat général
(théoréme 5.4.1) similaire au théroréme 5.3.2 sous des hypothéses plus faibles.
Nous verrons par contre que nous obtenons de fagon générale moins de points
asymptotiquement critiques avec la condition plus faible s-(PS): qu’avec la condi-
tion ss-(PS);. Ces résultats sont aussi nouveaux et montrent qu’il possible, méme
avec une condition plus faible, d’obtenir I’existence de points asymptotiquement

critiques.

Nous aborderons finalement au chapitre 6 le cas ol les fonctionnelles de la
suite (h,), sont semi-continues inférieurement. D’une part, nous généralisons la
théorie exposée aux chapitres 3, 4 et 5 pour le cas continiment différentiable.
Les résultats sont donc également nouveaux. Toutefois, cette théorie de points
asymptotiquement critiques pour des fonctionnelles semi-continues est entiére-
ment nouvelle et il n’existe pas, jusqu’a ce jour, d’équivalent dans la littérature.
Cette théorie offre de nombreux avantages. En particulier, nous verrons que lors-

qu'une fonctionnelle continiiment différentiable h : X — R et une famille de
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sous-espaces { X, },en sont données, nous pouvons considérer le couple ((hn)n, h)
ou h, : X — RU {400} est définie par

h(u) siu€ X,,
hn(u) =

400  sinon.
Les résultats de points critiques obtenus dans la premiére partie (chapitre 2) s’ob-
tiennent alors comme corollaires de cette théorie beaucoup plus générale. Nous
unifions alors la théorie des points aymptotiquement critiques et la théorie des
points critiques avec une condition de Palais-Smale étoile. Cette théorie semble
aussi trés prometteuse pour démontrer ’existence de solutions & certains types

d’équations diffirentielles.

Nous rappelons d’abord briévement les notions qui seront utilisées tout au
long du mémoire telles que I’enlacement entre paires d’ensembles, la théorie des
points critiques pour une fonctionnelle de classe C! et la notion de pente faible
de Degiovanni et Marzocchi [DM]. Nous rappelons finalement & I’annexe A la

théorie du degré de Brouwer qui sera entre autres utilisée a la section 5.3.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES ET RAPPELS

Il importe de rappeler quelques définitions, résultats et notions qui seront
utilisés par la suite. Plusieurs ouvrages traitent des notions que nous rappelons

briévement ici et le lecteur intéressé pourra consulter entre autres [St2], [W].

1.1. DEFINITONS ET NOTATIONS

Dans ce chapitre, X désigne un espace de Banach réel.

Si S est un sous-ensemble de X et § > 0 dans R, nous noterons par B(S, )

I’ensemble {u € X | d(u,S) < é} on, par définition,

d(u, S) == igg' |le — ]|

Définition 1.1.1. Soit h : X — R. Nous disons que h est différentiable (au sens
de Fréchet) au point u de X s'il existe L une application linéaire continue de X
dans R, i.e. L € X/, telle que

L h@) = hw) = (L, (v~ )

o o=l

=0.

Nous disons que L est la dérivée de h au point u. Nous notons L = h'(u).

Définition 1.1.2. Soit & : X — R une fonctionnelle différentiable en tout point
u de X. Nous disons que h est de classe C! si la fonction de X dans X’ qui &

u € X associe h/(u) est continue. Nous écrivons h € C*(X,R).
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Définition 1.1.3. Soit h : X — R une fonctionnelle de classe C*. Nous dirons

que u € X est un point critique de h si h'(u) = 0. Nous noterons pour ¢ € R
he = {u€ X | h(u) <c}
et par K, I'ensemble critique de niveau c; c’est-a-dire
K.:={u€ X | h(u) = ¢, (u) = 0}.

Définition 1.1.4. Nous disons qu’une fonction h : X — R U {+o0} est semi-
continue inférieurement en u € X si, pour tout € > 0, il existe un voisinage U de
z tel que

h(y) > h(z) — €, pour tout y € U.
Nous disons que h est semi-continue inférieurement si pour tout u € X, h est

semi-continue inférieurement, en u.

1.2. ENLACEMENT ENTRE PAIRES D’ENSEMBLES

Nous rappelons une définition classique d’un enlacement entre deux ensembles.

Nous suivons, par exemple, Struwe [St2].

Définition 1.2.1. Soit Q un sous-ensemble fermé d’un espace de Banach X,
B un sous-ensemble de X avec bord 8B tel que Q N JB = (. Nous disons que
8B enlace Q au sens classique si pour toute application § € C(X, X) telle que
€op = id, nous avons {(B) N Q # (. Plus généralement, si 0B et () sont comme
précédemment et si I est un sous-ensemble de C(X, X), alors nous dirons que
8B enlace Q au sens classique par rapport a T, si §(B)NQ # 0 pour tout { € '

avec f|33 = 3d.
Exemple 1.2.2. Soit @ € X avec & # 0. Supposons 0 < p < ||a|| et soient

Q= {uveX||ul=r}
B={5'E|0§s§1},

0B = {0,u}.

Alors 9B enlace Q. (Voir figure 1.1(a))
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Exemple 1.2.3. Soit X = X; & X; une décomposition en deux sous-espaces

fermés X, Xs, ot dim(X3;) < oo. Considérons

Q = Xla
B=By(R) = {u€ Xz | |ul] <R},
8B = {u € X, | |lu| = R}.

Alors 9B enlace Q. (Voir figure 1.1(b))

Dans [F1], Frigon généralise certains types d’enlacement en admettant des
paires d’ensembles qui s’enlacent. En plus de récupérer les enlacements au sens

classique, nous en obtenons de nombreux autres.

Considérons un espace métrique complet (X, d). Pour un ensemble A C X,

nous noterons par
(121)  T(4):={neC(0,1 x X,X) | n=id sur {0} x X U[0,1] x 4}.

Définition 1.2.4. Soient A C B C X, P C Q C X des fermés tels que BNQ # 9,
ANQ =0et BNP =0. Soit Iy C I'(A) un sous-ensemble non vide. Nous disons
que (B, A) enlace (@, P) via I'y si pour tout n € I'y un des énoncés suivants est
vérifié :

(1) n(1,B)NQ #0;

(2) n(j0,1[, B)n P # 0.

Si I'y = I'(A), nous dirons simplement que (B, A) enlace (Q, P).

Définition 1.2.5. Soient A C B C X, P C Q C X des fermés tels que BNQ # 0,
ANQ@=0et BNP =. Ondit qu'il y a enlacement entre (B, A) et (Q, P) ou
que (B, A) et (Q, P) s’enlacent si (B, A) enlace (@, P) ousi (Q, P) enlace (B, A).

Remarque 1.2.6. Nous pouvons remarquer que si B enlace ) au sens classique,
alors (B, 8B) enlace (@, 0). La définition classique ne permet pas d’avoir A = 0
ou P # .
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Remarque 1.2.7. Pour simplifier et éviter des problémes, nous supposerons tou-

jours que si 7 € I'(A), alors

sup d(z,n(t,z)) < oo.
(t.x)€f0,1}x X

Nous utilisons la théorie du degré de Brouwer (voir annexe A).pour montrer

qu'il y a enlacement entre les paires d’ensembles suivantes.

Exemple 1.2.8. Soit X = X; & X> ou X;, X, sont des espaces de Banach non
triviaux tels que dim(X;) < copouri=1lou2etr, R> 0. Alorsilya eniacement
— entre (Bi(r), Si(r)) et (Ba(R), S2(R)) ; (Voir figure 1.1(c))
~ entre (Bi(r), Si(r)) et (X2,0);
— entre (Xl,(?)) et (Xg,(?));
ou B;(r) et S;(r) sont respectivement la boule fermée et la sphére centrées en 0

et de rayon r dans X;, 1 = 1,2.

Exemple 1.2.9. Soit X = X; & X, ® Re un espace de Banach o e # 0,
dim(X;) < oo pour i =1 ou 2. Notons pour i =1 et 2 et r > 0,

Bi(z,r)={ve X;®Re| lv-z| <7},
Sie(z,7) = {vE X;DRe I v —z|| =7},

Xi*;={v+te|vEX,-, t>0}.

Alors il y a enlacement
— entre (Bi,(0,51), S1(0,51)) et (Sz.(e, s2),0) ; (Voir figure 1.1(d))
entre (S1.6(0,51),0) et (Bae(e, 52), Saele, 52)) ;
— entre (Bi,(0, 51), S1(0,51)) et (X2,0);
entre (S1,¢(0,s1),0) et (X5, X2);
- entre (e + Bi(s1), e + Si(s1)) et (X, X2)

ol 51,52 >0 et IS] — 32| < ”6” < 81 + 85
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Fi1G. 1.1. Exemples d’enlacements

ANQ

el

S,(R)[ X,
| BR®)

5,(1) .
B(r)

R
S(R)]

Remarque 1.2.10. Mentionnons que dans [LW], Li et Willem utilisent un en-
lacement local en 0 dans X = X; & X, qui implique qu'’il y a enlacement entre
(Bi(r), Si(r)) et (Ba(s), Sa(s)). Dans [MM2], Marino et Mugnai considérent une
décomposition X = X; & X, ® X3, avec dim(X; ® X2) < oo et les ensembles

weEX;® X | [Jull < R},

i

B={
A={u€X1€BX2||lu||=R}U{u€X1 | lluIISR},
Q={

u€ Xo® Xz | |lull = p}.

pour 0 < p < R. Il est aisé de voir que (B, A) enlace (Q, 0).
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1.3. THEORIE DES POINTS CRITIQUES

~

La théorie des points critiques a connu un essor considérable depuis les travaux
d’Ambrosetti et Rabinowitz [AR]. Voir aussi [Ra]. Cette théorie joue, comme
celle des points fixes, un réle prépondérant lorsque que nous voulons démontrer
Pexistence d’une solution pour une équation différentielle. La fagon de procéder
consiste 3 associer au probléme donné une fonctionnelle dont les points critiques

sont des solutions de I'équation différentielle étudiée.

Dans le cas o la fonctionnelle considérée est de classe C? et est définie sur un
espace de Banach, plusieurs résultats d’existence de points critiques et donc de
solutions sont connus, on pourra consulter [K], [Ra] [St2] ou [W]. Les preuves
de ces résultats sont souvent basées sur des lemmes de déformation. Le lemme de
déformation suivant est présenté dans le livre de Willem [W] et jouera un role

clé par la suite.

Lemme 1.3.1 (Lemme de déformation quantitatif). Soit X un espace de Banach,

heCYX,R), SC X, c€eR,ed >0 tels que
A/ (w)|] > 8¢/6, Yu € h™'([c— 2¢ c+ 2€]) N B(S, 26).

Alors il existe n € C([0,1] x X, X) tel que
(a) n(t,u) =wu, sit =0 ou siu ¢ h™'([c — 2¢,c+ 2¢]) N B(S,20) ;
(b) h(n(-,u)) est décroissant, Vu € X ;
(c) h(n(t,w)) < c, Yu € h*N B(S,6), V¢ €]0,1];
(d) n(1, kN S) C he™;

(e) |In(t,u) —ull <6, Yu € X,Vt € [0,1].

Dans les applications, le lemme précédent est utilisé pour établir ’existence
d’une suite (u,), de X telle que h'(u,) — 0 et h(u,) — c. La définition suivante
donne une condition de compacité qui permettra de déduire I'existence d’un point

critique.
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Définition 1.3.2. Soit X un espace de Banach, h € C*(X,R) et ¢ € R. La
fonction h satisfait la condition de Palais-Smale au niveau c, notée (PS),, si

toute suite (u,), de X telle que
h(u,) — cet h'(u,) — 0
posséde une sous-suite convergente.

En combinant le lemme de déformation avec la condition de Palais-Smale
précédente, nous pouvons démontrer les théorémes d’existence de points critiques

suivants. Pour une démonstration, on pourra consulter [W].

Théoréme 1.3.3 (Principe général de minimax). Soit X un espace de Banach.
Soit My un sous-espace fermé d’un espace métrique M et soit Ty C C(Mp, X).
Définissons
= {y€C(M,X) | W, € To}
Sous U’hypothése
00 > ¢ := inf sup h(y(u)) > a:= Sup sup h(v0(u)),
il existe une suite (u,), de X satisfaisant

h(u,) — ¢, h'(u,) — 0.

En particulier, si h satisfait (PS),, alors c est une valeur critique de h.

Par convention, nous posons
inf(@) = +oo et sup(d) = ~oo.

Théoréme 1.3.4. Supposons donné deuz paires de sous-ensembles (B, A) et

(Q, P) telles que
(a) (B, A) enlace (Q, P);

(b) il existe a,b € R tels que
suph(A) < a = inf h(Q) < sup h(B) = b < inf h(P);

(c) h satisfait (PS). pour tout c € [a,b).
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Posons

= inf h(n(1, B)).
c:= inf sup (n(1, B))

Alors c est une valeur critiqgue pour h.

Ce résultat peut étre plus général. Nous n’avons pas & supposer les inégalités

strictes; voir [F1].

Des résultats de multiplicité peuvent aussi étre obtenus, voir [BN], [F1] ou
[LL].
Théoréme 1.3.5. Soit X = X; @ X2 avec X;, Xz des espaces de Banach non
triviauz et dim(X,;) < co. Supposons que

(a) il existe a,b € R et , R > 0 tels que
sup h(Sy(r)) < a < inf h(By(R)) < sup h(By(r)) < b < inf h(S2(R));

(b) h satisfait (PS); pour tout c € R;
(c) h est bornée inférieurement.

Alors h posséde au moins trois points criliques.

1.4. PENTE FAIBLE

En 1994, Degiovanni et Marzocchi [DM] ont introduit la notion de pente fazble
permettant d’appliquer et de généraliser la théorie des points critiques & des fonc-

tionnelles continues et a des fonctionnelles semi-continues inférieurement.

Nous rappelons briévement les définitions et résultats de [DM] et [CDM] qui

seront utilisés au chapitre 6.

Définition 1.4.1. Soit (M, d) un espace métrique complet de métrique d. Soient
h : M — R une fonction continue et u € M. Nous appelons la pente faible de h en
u, notée |dh|(u), le suprémum des o > 0 tel qu'il existe § > 0 et une application

continue

H : B(u,6) x [0,0] = M
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tels que pour tout v € B(u,d) et pour tout t € [0, ] tel que d(H (v,t),v) < ¢,
h(H(v,t)) < h(v) — at.

Deéfinition 1.4.2. Soit A : M — R U {+o0} une fonction semi-continue inférieu-

rement. Nous définissons la fonction graphe
Gh:epi(h) = R

par Gi(u, &) = € ot epi(h) = {(u,€) € M xR | h(u) < £} est muni de la métrique

(14.1) d((,8), (v,1)) = V(w0 + € — ).

Muni de cette métrique, epi(h) est fermé dans M x R et donc complet. Nous
avons aussi que G, est une fonction lipschitzienne continue de constante 1. Ceci

implique alors que
|dGh|(u, &) < 1 pour tout (u,§) € epi(h).

Proposition 1.4.3. Soit h : M — R une fonction continue et soient u € M,

£ eR. Alors

[h|(v) s |dhl(u) < +oo,
|dG(u, h(w)) = { /1 + (Idh|(u))
1 si |dh|(u) = +o0.

Nous exploitons la continuité de G, pour définir, via I’épigraphe de h, la pente
faible pour une fonction h semi-continue inférieurement. La définition suivante est

alors conséquente avec la proposition 1.4.3.

Tout au long, nous noterons par dom(h) 'ensemble {u € M | h(u) < oo}.

Définition 1.4.4. Soit h : M — R U {400} une fonction semi-continue inférieu-

rement et soit u € dom(h). Nous posons
|Gl (u, h(u)

(dhl(w) = { /1= (4Gl h(w)))®

+00 si [dGp|(u, h(u)) = 1.

si |dGh|(u, A(w)) < 1,
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Remarque 1.4.5. La fonction |dh| est semi-continue inférieurement. De plus, si

M est une variété de Finsler de classe C! et h est une fonction de classe C?, alors
|dh|(v) = | (w)ll, Vue M.
La prochaine proposition de [DM] sera utilisée au chapitre 6.

Proposition 1.4.6. Soit A un sous-ensemble ouvert conveze d’un espace de Ba-
nach X, sotent hg : A — R U {400} une fonction semi-continue inférieurement
et conveze, hy : X — R une fonction de classe C' et h = hg+ hy. Alors pour tout

(u,€) € dom(h) x R avec h(u) < &, nous avons que

Nous aurons besoin d’un lemme de déformation qui soit valide pour des fonc-

tions continues. Le théoréme 2.14 de [CDM] qui suit sera utilisé au chapitre 6.

Théoréme 1.4.7. Soit h : M — R une fonction continue et soit ¢ € R. Suppo-
sons que h satisfait la condition (PS).. Alors, pour € > 0, N un voisinage ouvert

de K. et A > 0 donnés, il existe e > 0 et n: [0,1] x M — M continue avec
(a) n(t,u) =u, sit=0 ou siu ¢ b~ ([c— 2¢,c+ 2¢]) ;
(b) h(n(t,v)) < h(u);
(c) n(1, A\ N) C h*™;
(@) d(n(t,w),u) < A
ol

K. = {u € h7'(c) | |dh|(u) = 0}.

Remarque 1.4.8. Une analyse de la preuve du théoréme 2.14 de [CDM] montre
que ’hypothése h satisfait la condition (PS). peut étre remplacée par il eziste

w, o> 0 tels que ,

u € h™ ([c — 2p, ¢ + 2u]) N B(M \ N,2u) = |dh|(u) > 0.



Chapitre 2

EXISTENCE DE POINTS CRITIQUES AVEC
LA CONDITION (PS):

Dans [BN], Brezis et Nirenberg ont établi I'existence de points critiques d’une
fonctionnelle de classe C* en présence d’enlacement local qui, comme nous I’avons
mentionné au chapitre précédent, est un cas particulier de I’enlacement entre
(Bi(r), S1(r)) et (Ba(s),S2(s)), ou X = X; @ X, avec Xi, Xp des espaces de
Banach non triviaux dont au moins un est de dimension finie. La démonstration
de cet enlacement repose sur le degré de Brouwer, voir proposition A.5. Toute-
fois, lorsque les espaces X; et X, sont tous deux de dimension infinie, il n'y a
pas d’enlacement entre (Bi(r), S1(r)) et (Ba(s), S»(s)), faisant en sorte que les

résultats développés ne sont plus valides.

A la fin du siécle dernier, plusieurs mathématiciens se sont attaqués au pro-
bléme d’appliquer la théorie des points critiques & des problémes en dimension
infinie et plus précisément & des fonctionnelles indéfinies, c’est-a-dire associées a
un opérateur dont les sous-espaces associés aux valeurs propres négatives et aux
valeurs propres positives sont tous de dimension infinie; voir [B], [LL], [St1] ou

[Sz].

Une méthode similaire a celle utilisée dans la théorie des équations différen-
tielles consiste & étudier le probléme en dimension infinie en I'approximant au

mieux par des problémes en dimension finie. Dans [LW], Li et Willem développent
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et approfondissent une condition du type Palais-Smale, la condition (PS)}, qui
permet d’étudier ce cas. En considérant une famille de sous-espaces de dimension
finie d’'un espace de Banach, nous pouvons étudier les propriétés d’une suite de
fonctionnelles obtenues en restreignant la fonctionnelle 4 1’étude aux différents
sous-espaces. Cette méthode a depuis peu permis d’obtenir plusieurs résultats
d’existence et de multiplicité. Corvellec [C3] 'a utilisé pour généraliser la théorie
aux fonctionnnelles continues. Frigon [F2] et Picard [P] ont utilisé I’enlacement

entre paires d’ensembles pour de nouveau généraliser certains de ces résultats.

La condition de compacité utilisée, (P.S)}, est plus forte que la condition (PS),.
rappelée au chapitre 1. Une telle théorie ne peut donc pas étre utilisée lorsque la

fonctionnelle étudiée ne satisfait pas la condition (PS)..

2.1. LA CONDITION (PS);

Soit X un espace de Banach réel. Considérons une famille {X,},ca de sous-

espaces fermés de dimension finie de X telle que

(2.1.1) XeCXpsia<fet X =] Xa

acA

ol A est un ensemble ordonné filtrant a droite. Pour 4 : X — R une fonctionnelle

de classe C, nous posons hg : Xo — R la restriction de h & X,.

Définition 2.1.1. Une suite (ay), C A est admissible si, pour tout a € A, il

existe m € N tel que dés que n > m, alors o, > a.
Nous utiliserons la condition de compacité suivante :

Définition 2.1.2. Soient ¢ € R et h € C'(X,R). La fonction h satisfait la
condition de Palais-Smale étoile au niveau c, notée (PS)%, si toute suite (uq, )n

de X telle que (a,)n C A est admissible et satisfaisant
uan € Xan’ h’an(uan) —C, h:l,, (uan) - 0’

contient une sous-suite qui converge vers un point critique de k.
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Remarque 2.1.3. Un point critique trouvé via la condition de Palais-Smale
étoile est donc un point critique de h et plus précisément appartient a I’ensemble

critique de niveau c de h, K., défini au chapitre 1.

Nous rappelons un résultat qui exprime le fait que la condition (PS)} est plus

forte que (PS)..

Proposition 2.1.4. Soit h € C'(X,R) et ¢ € R. Si h satisfait (PS)?, alors h
satisfait (PS)..

Démonstration. Soit (u,), une suite dans X telle que
h(u,) — ¢, h'(u,) — 0.

Par la densité de | J,c, X dans X et la continuité de h et h’, nous pouvons choisir
(Va,, )n une suite dans X avec (ay), admissible telle que

1
Van € Xaps ||Van — Ual| < n’ 1A(un) — A(ve,)| <

S|~

» 1B (un) = B (va)]l <

S|

Comme

0 < Jlhg, (vau)ll < 1A (vl — 0,

nous avons que hy,_(va,) — 0 et aussi A(va,) — c. La condition (PS); implique
que la suite (vq, )n posséde une sous-suite convergeant vers un point critique de

h et, conséquemment, (u,), aussi. a

2.2. LEMME DE DEFORMATION

Le lemme de déformation suivant découle directement du lemme 1.3.1.

Lemme 2.2.1. Soient h € C'(X,R), c € R et p > 0. Soit N un voisinage ouvert
de K.. Supposons que h satisfait (PS);. Alors, pour tout ¢ > 0 suffisamment

petit, il existe B € A tel que pour tout o > 3, il existe une déformation continue
Mo @ [0,1] X Xo — Xo

telle que

(a) 770:(07 u) =u, Vu€ X,;
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(b) h(na(t,u)) <ec, VtE€]0,1],Vu € hi\N;
(c) na(1, A5\ N) C B3

(@) |na(t,u) —ul|| < p, Vte[0,1),Vu € Xo.

Démonstration. Nous avons que la condition (PS)} implique qu'il existe 3 € A,

v > 0 et o > 0 tels que, pour tout a > 3,
u € h7'([c = 2v,c+ 29])) N B(X \ N,2v) = ||k (u)]| > o > 0.
On applique alors le lemme 1.3.1 avec
0 = min{~, p} et € = min{~y, 60 /8}.
O

Dans [F2|, Frigon présente un résultat de déformation d’un intervalle dont
les extrémités sont possiblement des points critiques. C’est un résultat combinant
un lemme de déformation similaire au précédent et un théoréme d’intervalle non

critique que nous rappelons ici.

Théoréme 2.2.2 (Propriété de déformation). Soient X wvérifiant (2.1.1),

h : X — R une fonctionnelle de classe C' et a < b € R. Supposons que h
vérifie (PS): pour tout c € [a,b], et que K. = @ pour tout ¢ € ]a,b[. Alors, pour
tous A\, A > 0, il existe B € A et €,y > 0 tels que, pour tout a > 3, il existe

Nle : [0,1] X Xo — X, satisfaisant
(a) llu—na(t, u)]| <, V(t,u);
(5) ha(a(t,u)) < ha(u);
(c) sive h3'(la—eb+€]) \ B(SE,A), alors

Na(1,u) € h3'(] — 00,0 — €]) U (h3'(] — 00,a + e]) N B(S2,\));

(d) lu = na(t,w)|l < X si {u,na(t,w)} € h3'([c—€,c+€]) pour c € {a,b};

avec S¢ = B(K,, Ag) N X, pour c € {a,b}.
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2.3. RESULTATS D’EXISTENCE ET DE MULTIPLICITE

Nous retrouvons dans la littérature plusieurs résultats d’existence et de mul-
tiplicité avec la condition (PS);. Nous présentons un résultat de Frigon [F2]. Ce
résultat en plus d’étre un résultat d’existence est aussi un résultat de localisation ;
c¢’est-a-dire que nous pouvons parfois affirmer dans quel ensemble se situe le point

critique trouvé.

Théoréme 2.3.1. Soient X vérifiant (2.1.1) et h : X — R une fonction de classe
C. Supposons qu’il existe a,b € R et deuz paires (B, A) et (Q, P) tels que

sup h(A) < a = inf h(Q) < sup h(B) = b < inf h(P),

d(A,Q) > 0, d(B,P) > 0 et il existe B € A tel que, pour tout a > f,
(B NXqs AN Xa) et (Q NXs PN Xa) s’enlacent.

Si h vérifie (PS): pour tout c € [a,b], alors au moins un des énoncés suivants
est vérifié :

(1) a=0betdK,, Q)=d(KB)=0;

(2) a < b et K. # 0 pour certain ¢ € Ja,b[;

(3) a<betdK,Q)=0 oud(Ky B)=0.

En spécifiant les ensembles qui s’enlacent et en ajoutant certaines hypothéses,
nous pouvons obtenir plus d’'un point critique. Sous des enlacements généraux
comme dans le théoréme précédent nous pouvons obtenir deux points critiques,

voir Frigon [F2].

En considérant un enlacement particulier et en supposant que h soit bornée
inférieurement (resp. supérieurement), nous pouvons obtenir un résultat de trois
points critiques. Le résultat suivant généralise un résultat de Li et Willem [LW].

Pour une démonstration, voir [F2] ou [P].

Théoréme 2.3.2. Soit X = X; & X, un espace de Banach vérifiant (2.1.1) et

soit h : X — R une fonction de classe C'. Supposons que



(a) il existe r et R > 0 tels que
sup h(Si(r)) < inf h(B2(R)) < sup h(By(r)) < inf h(S2(R));
(b) h est bornée inférieurement;
(c) h vérifie (PS); pour toutc € R;
(d) h envoie les bornés sur les bornés.

Alors h posséde au moins trots points criliques.
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Chapitre 3

THEORIE DES POINTS
ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES

La notion de points asymptotiquement critiques et les conditions de compacité
que nous présentons ont été introduites en 2001 par Marino et Mugnai [MM1]
pour pouvoir les utiliser avec des V-théorémes de [MS]. Contrairement aux fonc-
tionnelles h, considérées au chapitre précédent, ici, la suite de fonctionnelles (hy),
n’est pas en général la restriction d’une fonctionnelle & des sous-espaces de dimen-
sion finie mais simplement une suite de fonctionnelles définies sur le méme espace
que la fonctionnelle /. La différence entre la théorie du chapitre 2 est majeure car,
de plus, nous n’imposons pas que la suite de fonctionnelles (h,), converge vers
la fonctionnelle h faisant en sorte que les fonctionnelles h,, et la fonctionnelle h
peuvent étre trés différentes et trés faiblement liées entre elles. La fonctionnelle h
intervient peu puisqu’ici nous nous intéresserons au comportement asymptotique

de la suite de fonctionnelles (hy,);.

Pour ce chapitre et les deux chapitres suivants, nous demanderons que, pour
tout n, la fonctionnelle A, soit de classe C* alors que la fonctionnelle k pourra,
par exemple, ne pas étre différentiable ou méme continue. Cependant, les points
critiques obtenus de cette fagcon ne seront pas en général des points critiques au
sens du chapitre 1 de la fonctionnelle h. Nous conclurons ce chapitre en présentant

différents exemples.
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3.1. DEFINITIONS

Soit (hy)n une suite de fonctionnelles & valeur réelle de classe C! définies sur

un espace de Banach X et considérons une fonctionnelle h: X — R.

Définition 3.1.1. Nous disons que u € X est un point asymptotiquement critique
pour le couple ((hn)s, h), s'il existe une suite strictement croissante (n)r dans N

et il existe une suite (ux)r dans X telles que
up — U, R, (ue) — h(u) et by, (ug) — 0.

Nous disons aussi que h(u) est une valeur (ou niveau) asymptotiquement critique

pour le couple ((hn)n, h).

Nous noterons par AK, I’ensemble des points asymptotiquement critiques

pour le couple ((An)n, k) de niveau c.

Remarque 3.1.2. Le point u n’est pas en général un point critique pour la fonc-
tion h. Aussi, nous pouvons complétement éliminer la fonction h en disant que
la valeur critique est la limite de (hn, (uk))r. Mais, dans ce cas, il serait souhai-
table d’ajouter I’hypothése supplémentaire que, pour tout u € X satisfaisant la

définition modifiée, la limite de (h,, (ux))x ne dépend pas de (7 )r et de (ug)x.

Définition 3.1.3. Soit ¢ € R. Nous disons que le couple ((h,)n, k) satisfait la

condition s-(PS)%, si pour toute suite (ux)r de X telle que
he(ur) — ¢, h(ug) — 0,
il existe une sous-suite (k;); dans N et il existe u € X tels que ux, — u et h(u) = c.

Définition 3.1.4. Soit ¢ € R. Nous disons que le couple ((hn)n, h) satisfait la
condition ss-(PS):, si pour toute suite strictement croissante (), dans N et

toute suite (ux), de X telles que
P, (uk) — ¢, by, (ur) — 0,

il existe une sous-suite (k;); de (ni)x et il existe u € X tels que uy, — u et

h(u) =c.
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Nous utilisons ici les notations s et ss pour spécifier si nous utilisons les
suites (hi(ux))k ou les sous-suites (hn, (ux))k- Les conditions s-(PS): et ss-(PS):
lient implicitement la suite (h,), et la fonctionnelle h en ce sens que, lorsqu’elles
sont satisfaites, nous devons avoir h(u) = ¢ pour u la limite de la sous-suite
convergente de (ug)r dans les définitions. Il peut trés bien se produire toutefois
que nous ayons un point critique de h (au sens du chapitre 1) qui ne soit pas un

point asymptotiquement critique pour le couple ((hn)n, h), voir section 3.2.

Remarque 3.1.5. 11 est toutefois utile de remarquer qu’a partir des définitions,
nous avons ce qui suit :

- La condition ss-(PS); implique la condition s-(PS):.

~ Plus précisément, le couple ((h,)n, ) satisfait ss-(PS) si et seulement si,
par définition, pour toute suite strictement croissante (n; ), dans N, le couple
((hny )k, B) satisfait la condition s-(PS);.

— Lorsqu’une sous-suite (), est donnée telle que nous avons que le couple
((hny)k,h) posséde un point asymptotiquement critique, alors le couple
((hn)n, h) posséde aussi ce méme point asymptotiquement critique.

— S’il existe une suite strictement croissante (ny ) telle que le couple ( (" h)

satisfait s-(PS)2, alors le couple ((hn)n, h) satisfait également s-(PS):.

De fagon générale, il est plus aisé de travailler avec la condition ss-(PS):
puisque nous sommes naturellement amenés & considérer des sous-suites de (hy),
plutdt que la suite entiére. Il est bien connu que pour une fonctionnelle de classe C!
satisfaisant la condition (PS). son ensemble de points critiques de niveau ¢, K,
est compact. Un résultat analogue est valable dans ce contexte. Il a été établi par

Marino et Mugnai [MM1].

Proposition 3.1.6. Soit c € R et supposons que le couple ((hn)n,h) satisfait la
condition ss-(PS)%. Alors AK, est compact.

Démonstration. Soit (2;); une suite dans AK,. Alors, pour tout i, il existe une
suite strictement croissante (ni)x € N et il existe (ui)x € X telles que ui — z;,

h;;c (ui) — 0 et hy (ui) — h(z) =c
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Ainsi, pour tout %, il existe k; € N tel que

g () — €] < .

‘1
< -
1 1

’ i
hn;:l_ (uk, ) ?

; 1
1
g, — zll < -, |
1
Puisque k; peut étre choisi aussi grand que désiré, nous pouvons supposer que

i+1
kit

ni, <mny ., pour tout i € N.

En posant m; = ny_ et v; = u};._, nous obtenons que
1
”’U,' - Zi" < _’L'_, h’mi(vi) -G, h:ni(vi) — 0.

Donc, par ss-(PS): avec (m;); et (v;);, il existe une suite strictement croissante
(i;); dans N et il existe z € X tels que v;, — 2z et h(z) = c. Alors z € AK,, ce

qui montre la compacité de AK, car z;, — 2. O

3.2. EXEMPLES

Nous donnons plusieurs exemples simples montrant la généralité des couples

pouvant étre considérés et des conditions de compacité.

Nous spécifions d’abord que les points critiques de & ne correspondent pas en

général avec les points asymptotiquement critiques pour un couple ((hn)n, h).

Exemple 3.2.1. Soit X = R, h(u) = u et hy(u) = u*/2+1/n (voir figure 3.1(a)).
Le point # = 0 n’est pas un point critique de h. Il est toutefois asymptotiquement
critique pour le couple ((hn)a, k) en considérant (ng)x = (k)x et (u)x = (0)x. De
plus, les conditions s-(PS)? et ss-(PS). sont satisfaites pour tout ¢ € R. En effet,
si ¢ # 0, alors les conditions sont trivialement satisfaites puisque pour toute suite

strictement croissante (ny)x, il n’existe pas de suite (ux); de X telle que
Pn, (ux) — c et hy, (ux) — 0.
Si ¢ = 0, soit (n4)x une suite strictement croissante et (ux), dans X telles que
Py (ug) — 0 et by (ug) = up — 0.

Alors (ug)r est convergente ce qui implique que ss-(PS)j et donc aussi

s-(PS)§ sont satisfaites.
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A D'opposé, nous pouvons avoir des points critiques de h qui ne soient pas

asymptotiquement, critiques pour le couple ((hn)n, h).

Exemple 3.2.2. Considérons X = R, h(u) = u?(u + 1)%(u — 1) et hn(u) =
u? 4+ 1/n (voir figure 3.1(b)). Nous avons AK;, = {0} tandis que Ko = {1,0, —1}.

Un des avantages d’étudier un couple ((hn)n,h) et les conditions ss-(PS);
et s-(PS): est que nous n’avons pas besoin de demander que la fonctionnelle A

soit de classe C!, qu'elle soit différentiable et méme qu’elle soit continue. Voici

quelques situations simples :

Exemple 3.2.3. Soit X = R et considérons h(u) = |u| et hn(u) = |u|'*¥/" pour
tout n (voir figure 3.1(c)). Il est facile de constater que les conditions ss-(PS)g
et s-(PS)} sont satisfaites méme si h n’est pas différentiable en 0. En effet, soit

(ni)x une suite strictement croissante et (ux)x une suite dans R telles que
b (k) = 0, i, () = (14 1/mi)fusf /% — 0.

Donc, en particulier, (ux), converge vers 0 qui est un point asymptotiquement

critique.

Exemple 3.2.4. Considérons

1 siu=0,
h(u) =
0 sinon,

et hp(u) = e (voir figure 3.1(d)). On vérifie aisément que les conditions

ss-(PS)} et s-(PS); sont satisfaites. Remarquons que h n’est pas continue en 0
et qu'il n’est en aucun cas demandé, dans les définitions 3.1.3 et 3.1.4, que la
sous-suite convergente trouvée, (ux,);, soit telle que h(ux,) — h(u). Remarquons

aussi que la condition s-(PS)y n’est pas satisfaite.



FIG. 3.1. Exemples de couples ((hn)n, k)
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(c) Exemple 3.2.3

(d) Exemple 3.2.4

Les prochains exemples expriment le fait que la condition s-(PS)} quoique

similaire & ss-(PS)} peut étre plus facile & vérifier.
Exemple 3.2.5. Soit X = R?. Considérons la fonction h : R? — R définie par
h(z,y) = (z +y)°.

Il est aisé de constater que la fonction s ne satisfait pas la condition (PS)o en
considérant la suite (ux)x = ((k, —k))x. Définissons h,, : R? — R par
h2n(:l:: y) = h(IL', y)a
h2n—l(z’y) = h(IIJ, —y)
Le couple ((hn)n,h) ne satisfait donc pas ss-(PS); en considérant de nou-

veau (ug)r = ((k, —k))r et (ng)r = (2k)x, par exemple. Montrons toutefois qu'il

satisfait s-(PS).

28
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Soit (ug)x une suite dans R? avec uy = (zx, yx) telle que
hk(uk) —0et h;c('u.k) — 0.

Nous devons montrer que (u)r posséde une sous-suite convergeant vers u telle

que h(u) = 0. Puisque h}(ux) — 0, nous devons avoir simultanément que
(3.2.1) ay:= (T +y)? = 0, Bi:= (zx — y)? — 0.
En effet, puisque si hj(ux) — 0, alors

haw(uze) = 0, Ay (u2e—1) — 0.

D’ou, (3.2.1) se produit. Or, comme somme de suites convergentes, nous avons

que
ay + O
— —

5 0

avec

2L~ el

Donc (ug)r converge vers 0 et la condition s-(PS){ est satisfaite.

Exemple 3.2.6. Considérons h : R — R définie par

> o1 fi(z) i cette série converge,
h(z) =

0 sinon,

et h, : R — R définie par h,,(z) = 37, fi(z). Si, par exemple,

1
fai(z) =2+ 557,
1
foj-1(z) = -z + 551
alors
el ) —1  si n est impair,
hy(z) = (-1) =
i=1 0 si n est pair.

Donc, pour toute suite (zp)n, (A, (z.))n ne converge pas vers 0 et alors, la condi-
tion s-(PS)} est satisfaite pour tout réel c. Si pour une certaine suite strictement

croissante (ny ) de N et une certaine suite (zx)x de R, nous avons que h;, (zx) — 0,
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alors, pour k suffisamment grand, h;, (zx) = 0 et donc que n; est pair. Ceci im-

plique alors que

o0

o 1 1
j=1

j=1
et donc que la condition ss-(PS); /3 n’est pas vérifiée. Par ailleurs, la condition

ss-(PS): est vérifiée pour tout ¢ # 1/3.
Exemple 3.2.7. Considérons h : L2(R) — R définie par

h{w) = Jev¥(z) +u(z) dz  siue LY(R),

0 sinon,

et, pour tout n, h, : L(R) — R définies par

hp(u) = /n u?(z) + u(z) dz.

—-n
Soient (n)x une suite strictement croissante dans N et (u); une suite dans

L?(R) telles que
(3.2.2) Py (ux) — 0 et by, (ug) — 0.

Un calcul simple donne que

Tk

(B, (i), i) = oy (i) + / W2(z) da.

—ny

O, [(hl, (), ] < [, o) el 2 et ainsi
(32.3) sl < Vg o)+ 1Bl o)l

L’hypothése (3.2.2) implique, par définition, que, pour tout € > 0, il existe m € N
tel que, si ng > m,

|Puny ()| < € e[|, (we) | < e.

Donc, (3.2.3) devient ||uil|2: < €+ €||luk||L2 ou, de fagon équivalente,

€ —Ve2+4e €+ Ve? 4 4e
5 .

D) < fluklre <

Ceci montre que la suite (ux)x converge vers 0 dans L%(R). Le couple ((hn)n, h)

vérifie donc la condition ss-(P.S);.
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Pour ¢ € R différent de 0, on ne peut pas montrer que les conditions
ss-(PS)% ou s-(PS): soient satisfaites compte tenu du fait que h est invariante
par rapport aux translations u(-) — u(-+s). Ce fait est traité dans le cas classique
en utilisant entre autres le principe de concentration-compacité de P.-L. Lions;
voir [St2] ou [W].



Chapitre 4

THEOREMES DE DEFORMATION

Nous présentons des résultats de déformation pour une paire ((hy)n,h) et
pouvant étre obtenus en utilisant le lemme de déformation quantitatif pour des
fonctionnelles de classe C* (lemme 1.3.1). De tels résultats nous seront essentiels
pour obtenir des résultats d’existence et de multiplicité de points asymptotique-

ment critiques.

4.1. AVEC ss-(PS);

Nous considérerons d’abord la condition ss-(PS)} puisque celle-ci permet de

considérer des sous-suites de (hy),- Nous présentons un lemme de déformation

pour un certain niveau c.

Théoréme 4.1.1 (Lemme de déformation). Soient ¢ € R, p > 0. Considérons
N un voisinage ouvert de AK.. Supposons que le couple ((h,,)n,h) satisfait la
condition ss-(PS)%. Alors il existe € € |0, p[ et il existe m € N tels que pour tout

n > m, il existe des déformations continues
M [0,1] x X = X

satisfaisant
(a) m(t,u) =u, sit=0 ousiu¢ h;'([c—2¢c+2]);
(b) ha(a(t,u)) < hn(u);
(¢) (1, h5H\ N) C b
(d) ho(na(t,u)) <ec, VE€)0,1,Vuehi\N;
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(e) ||u - nn(t1 u)” < p-

Démonstration. Nous avons que la condition ss-(PS): implique qu’il existe

m € N et i > 0 tels que, pour tout n > m, nous ayons
we 7t ([e — 2 e+ 2u]) N BX\ N,25) = [ ()| > g

En effet, si ’affirmation est fausse, alors nous pouvons trouver une suite stric-

tement croissante (n)x et une suite (uy)x dans X telles que

Col i

2 2
ue € B(X \ N,2/k), ¢ = 7 < hn () S c+ 7, [lhn, (wo)ll <

La suite (hy,, (uk))x converge vers c. En appliquant ss-(PS)%, nous avons alors
qu'il existe (k;); une suite strictement croissante et u € X tel que uy, — u
et h(u) = c¢. Donc u € AK,. Toutefois, up € B(X \ N,2/k) par construction.
Nous avons donc que v € X \ N. Nous avons alors une contradiction puisque

(X\N)NAK, = 0.

Pour conclure, nous appliquons le lemme 1.3.1 4 h, pour tout n > m, avec

0 = min{p, u, 8} et € = ud/8. O

Remarque 4.1.2. Si AK, = 0, alors on peut prendre N = ) et 'argument reste
le méme. Remarquons que le € trouvé est valide pour tout n > m. Dans cette

situation, nous dirons que nous avons I’uniformité par rapport a n.

Nous présentons un résultat d’intervalle non critique semblable au théoréme
2.15 de [CDM]. Nous présenterons par la suite un résultat mixte. Il s’agit en fait

d’un analogue pour la condition ss-(PS)} du théoréme 2.2.2.

Théoréme 4.1.3 (Theoréme d’intervalle non critique). Soient a,b € R avec
a < b. Supposons que l'intervalle [a,b] ne contient pas de valeur asymptotique-
ment critiqgue pour le couple ((hn)n, h). Supposons aussi que le couple ((hn)n, h)
satisfait la condition ss-(PS): pour tout ¢ € [a,b]. Alors, pour tout p > 0, il existe

v>0,e€]0,p] et m € N tels que pour tout n > m, il existe des déformations
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continues
Mo [0,1] x X — X
satisfaisant
(a) lu —m(t, )l <v;
(5) ha(na(t,0)) < halu) ;
(c) st hp(u) < b, alors hp(nn(1,u)) < a;

(d) siu ¢ h;'([a—2€,b+2€]) ou sit=0, alors na(t,u) = u.

Démonstration. Pour p > 0 donné, le théoréme 4.1.1 implique que, pour tout
¢ € [a,b), il existe m, € N et il existe ¢, € |0, p[ tels que pour tout n > m,, il

existe des déformations continues 7,(c) : [0,1] x X — X.

Nous avons que {]c — €, C+ €] l ¢ € |[a, b]} est un recouvrement ouvert de
[a,8]. Utilisant la compacité de [a, b] dans R, soit {]¢; —€;, ¢ +el},_, |, un sous-
recouvrement fini qu'on ordonne de sorte que ¢; = b, ¢, = a et ¢; = €; < Ciyp1 +€ig1

ol ¢; = ¢.,. Nous avons que les déformations 7,(c;) satisfont, pour n > m,,,
u ¢ hy'([e — 26, ¢ + 265]) = (e (t,u) = w.

Posons m = max {m,, |i=1,...,k}.

Définissons récursivement par rapport & k, pour tout n > m,

y

=

(b)) (kt,u) si0<t<
: izl

Na(t, u) = _ ) B
nn(ci)(kt -(1-1), nn(?vu)) 51 1;,:' <t

(A

Tet2<i<k.

Il est facile de vérifier que 7, € C([0,1] x X, X). Nous devons vérifier que les
propriétés demandées sont satisfaites.

a) Soit (¢,u) € [0,1] x X avec ¢ € [}, £]. Nous avons

Irntt,) ] < [l = ()| + i (o0) = (50|

m(%m) — n(t, U)“ < ip.

4.+
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Donc, v = kp satisfait (a). Remarquons qu'il dépend du recouvrement mais est
fini.

b) Soient (t,u) comme en a) et posons s = kt — (i — 1). Nous avons
1—1
hn(nn(tv u)) = hn(nn(ci)(s, Tln(T,U ))
1—1
< hn(nn(T,u)) <...< hn(nn(O, u)) = hy(u).

Donc, (b) est aussi satisfaite.

¢) Pour 1 <7 < k, nous avons que

(1)) £ b () v

Or, par le recouvrement, ¢; — ¢; < ¢j41 + €;41. En particulier, si h,(u) < b, on
obtient par récurrence que h,(7,(1,u)) < a.

d) Posons ¢ = max{e,, €}. Nous pouvons supposer que les ¢; sont suffisamment
petits pour avoir b+ 2¢ > ¢; + €;, a — 2¢ < ¢; — €; , pour tout 7. Le lemme de

déformation nous donne alors la conclusion désirée. ]

Théoréme 4.1.4 (Propriété de déformation). Soient a,b € R avec
a < b et soit \g > 0. Supposons que le couple ((hn)n, k) satisfait la condition
ss-(PS): pour tout ¢ € [a,b] et que pour tout ¢ € |a,b], AK. = 0. Alors il eziste
0< A<, 0<e< Ag/2,v>0 etm €N tels que pour tout n > m, il existe des
déformations continues

[0, x X - X
satisfaisant
(@) llu—m(t,w)l| <v;
(6) Bn(mn(t, ) < ho(u);
(c) siu€ h;'([a—eb+€]) \ B(AK,, N), alors

Mm(1,u) € h' (] — 00,a — €]) U (k' (] — 00, @ + €]) N B(AK,, A)).

Démonstration. Posons N, = B(AK, A/2) et N, = B(AK,,A/2) pour
A= min{/\o,d(AKa, AKb)/3}
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Par le théoréme 4.1.1 pour p = A/2 , il existe ¢, > 0, m. € N tels que pour
tout n > m,, il existe des déformations continues 7,(c) pour ¢ € {a,b}. Nous

avons en particulier que
“u - ﬂn(c)(t, U)” < ’\/21 pour tout (t1 U),

et que €, < A/2. Posons m; = max{m,,my}, € = min{e,,€;} et considérons
les déformations correspondantes 7,(a) et 7,(b) pour tout n > m;. Sans perte de

généralité, quitte a considérer € plus petit, nous pouvons supposer que a+¢ < b—e.

Utilisant ’hypothése que AK, = @ pour tout ¢ € }a, b], nous pouvons appliquer
le théoréme d’intervalle non critique 4.1.3 sur [a + €, b — €]. Nous obtenons I’exis-
tence de me € N et v > 0 tels que pour tout n > my, il existe des déformations

continues &,. Posons m = max{m,, ms} et définissons, pour tout n > m,
7 (b)(3t, v) si0<t<1/3;
Mt u) = { £,(3t — 1,7.(b)(1,w)) sil/3<t<2/3;
na(a)(3t — 2,60(1,ma(b)(L,1u))) si2/3<t<1.

Pour v = 7'+, la condition (a) est satisfaite. La condition (b) est satisfaite en
procédant comme dans la preuve précédente. Montrons que (c) est aussi satisfaite.
Soit u € h;([a —¢,b+¢€]) \ B(AK), A). Nous avons que &,(1,7.(b)(1,u)) € hate.
Si &, (1,7(b)(1,u)) € B(AKq, A/2), alors, puisque |lv — 7a(a)(t, v)|| < A/2 pour
tout (t,v),

7a(l,u) € B(AK,, ).

Sinon, par le théoréme 4.1.1,
(1, u) = nu(a) (1,§n(1,77n(b)(1,u))) <a-e

La condition (c) est donc satisfaite. O

4.2. AVEC s-(PS);

Il est aisé de remarquer que les deux derniers résultats ne dépendent que du

théoreme 4.1.1. De tels résultats découleraient donc naturellement avec
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s-(PS): si le lemme de déformation fonctionne aussi avec s-(PS);. Toutefois I'ar-
gument utilisé dans le lemme de déformation n’est plus valide avec la condition
s-(PS)?* car nous n’avons pas le choix de considérer une sous-suite de (hn), et

alors la condition s-(PS)} ne peut étre utilisée.

Nous avons deux alternatives. La premiére est beaucoup plus forte que la se-
conde et est utilisée dans le lemme 2.1 de [MM1]. Nous pourrions assumer une hy-
pothése locale garantissant que le théoréme 4.1.1 est valide avec

s-(PS):. Une telle hypothése serait
(42.1) liminfinf {||A,(x)|| | v € B(X\ N,2p),c— p < hn(u) < c+p} >0

avec N un voisinage ouvert de AK, et p > 0 donnés. Nous obtiendrions ainsi un
lemme de déformation identique dans sa conclusion au théoréme 4.1.1. De plus,

nous aurions 'uniformité par rapport a n.

La deuxiéme option est d’énoncer un lemme de déformation faible. Nous y
perdons 'uniformité mais nous n’avons plus besoin d’une hypothése locale comme
(4.2.1). En fait, cette version faible présente de nombreux avantages et se veut

plus fidéle & ce que nous avons développé a la section 4.1.

Théoréme 4.2.1 (Lemme de déformation faible). Soient c et p € R tel que
p > 0. Considérons N un voisinage ouvert de AK.. Supposons que le couple
((hn)n, k) satisfait la condition s-(PS):. Alors il eziste une suite strictement
croissante (ng)x dans N, € € 10, p[ et il existe m € N tels que, pour tout ny > m,

il eziste des déformations continues
e (0,1 x X — X
satisfaisant
(@) M (tu) =u, sit =0 ousiu¢ h;([c— 2 c+2€);
(6) Pon (i, (8 1)) < By () 5
(¢) My, (L Bt \ N) C hoye;
(d) hu (M (t,w)) <c, V€0, 1],Vueh; \N;
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(e) ”u - nnk(tvu)“ S pP-

Démonstration. Il suffit de vérifier que (4.2.1) se produit pour une certaine

sous-suite. Si ce n’est pas le cas, alors pour toute suite strictement croissante

(ng)x et pour tout g > 0, nous avons
lim inf inf {[A, ()] | w € BOX \ N, 20), ¢ = 20 < huy(u) < ¢+ 2} =0.
Ce qui revient & dire que pour tout p > 0,
nll»rgo inf {||h,(u)]| | w € B(X \ N,2u),c — 2p < hn(u) < c+2p} = 0.
En procédant comme au théoréme 4.1.1, nous déduisons I’existence d’une suite
(tun)n telle que

Up € B(X \ N,2/n), ha(un) — ¢, ||h,(u.)|l — 0.

Utilisant s-(PS):, nous obtenons alors une contradiction. Nous pouvons donc

c?

trouver u > 0 et une suite strictement croissante (n)x tels que
lim inf inf {lIn, @)l | w€ B(X\ N,2p),¢— 2 < by (w) < c+2p} > 0.
—00

En procédant comme au théoréme 4.1.1 et en utilisant le lemme 1.3.1, nous mon-

trons ’existence de € > 0 et de m € N voulus. Od



Chapitre 5

RESULTATS D’EXISTENCE ET DE
MULTIPLICITE

Tous les résultats présentés dans ce chapitre sont nouveaux et permettent
d’établir l'existence de points asymptotiquement critiques pour un couple

( (hr)n, h) en utilisant les théorémes de déformation du chapitre précédent.

Nous introduirons & la section 5.1 une notion de borne inférieure pour un
couple qui nous permettra d’établir sous la condition ss-(PS)} et grace au théo-

réme 4.1.1 que cette borne est une valeur asymptotiquement critique.

Nous énoncerons a la section 5.2 un principe de minimax pour un couple
((ha)n, k) sous la condition ss-(PS): qui est analogue au théoréme 1.3.3. Nous
verrons, en outre, que lorsqu’il est donné, pour tout n, une suite de Palais-Smale
de niveau ¢, pour la fonctionnelle A,,, alors tout point d’accumulation de la suite

(cn)n est une valeur asymptotiquement critique.

Les sections 5.3 et 5.4 se veulent la concrétisation des résultats obtenus au
chapitre 4 et des définitions du chapitre 3. Nous verrons qu’en présence d’enlace-
ment entre paires d’ensembles, que lorsque la condition ss-(PS)? ou la condition
faible s-(PS)} sont satisfaites et sous certaines hypothéses, nous obtenons alors

I'existence d’un, deux et méme trois points asymptotiquement critiques.
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5.1. NOTION DE COUPLE ((hs)n, k) BORNE

Il est bien connu que lorsqu’une fonctionnelle est bornée inférieurement et
satisfait la condition (PS)4 pour d sa borne inférieure, alors d est une valeur cri-
tique. Nous voulons introduire une notion de borne inférieure pour un couple afin
d’obtenir un résultat analogue. C’est-a-dire obtenir que cette borne est une va-

leur asymptotiquement critique lorsque la condition ss-(PS)] est satisfaite. Nous

considérerons la définition suivante.

Définition 5.1.1. Nous dirons que le couple ((hn)a, h) est borné inférieurement

si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) pour tout n, h, est bornée inférieurement ;
(ii) la valeur

d := liminf inf h,(X) € R.

n—oo
Nous dirons que la borne inférieure pour le couple ((hn)n, h) est alors d ou que

le couple est borné inférieurement par d.

Proposition 5.1.2. Supposons que le couple ((hn)n, h) est borné inférieurement
par d. Si le couple ((hn)n, h) satisfait ss-(PS)}, alors d est une valeur asympto-

tiqguement critique pour le couple ((hp)n,h).

Démonstration. Sid n’est pas une valeur asymptotiquement critique, alors I’en-
semble AKy = 0 et alors, par le théoréme 4.1.1, il existe € > 0 et m € N tels que,

pour tout n > m, hd*t¢ peut se déformer dans hi™*.

Par définition de d, il existe m; > m tel que pour tout n > m;, nous avons
hie = g.
Aussi par définition de d, il existe ng € N avec ng > m; tel que
hite £ (.

Or hﬁj‘ peut se déformer dans h;’m‘ € qui est vide, ce qui est contradictoire. 0
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Remarque 5.1.3. Les conditions de la définition 5.1.1 peuvent évidemment étre
affaiblies puisque nous ne nous intéressons qu’au comportement asymptotique des

fonctionnelles h,,.

Utilisant les résultats de déformation du chapitre 4, nous obtenons le lemme
suivant qui sera utilisé & la section 5.3 pour montrer 1’existence de trois points

asymptotiquement critiques.

Lemme 5.1.4. Supposons que le couple ((hn)n,h) est borné inférieurement par
d. Soit b > d et supposons que le couple satisfait ss-(PS): pour tout c € [d,b].
Supposons de plus que AK, = O pour tout ¢ € ]d,b[. Alors pour tout A > 0

suffisamment petit, il existe k > 0 et m € N tels que pour tout n > m ,

he \ B(AK,,\) C B(AK k).

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de la propriété de déformation
(théoréme 4.1.4). Par celle-ci, nous avons qu’il existe ¢,y > 0, m € N tels que

pour tout n > m, il existe des déformations continues
M (0,1} x X — X
telles que si u € h;'([d — €,b+ €]) \ B(AK,, A), alors
(1 u) € hy'(] — 00,d — €]) U (R (] — 00,d + €]) N B(AKy, X)).

Or, par définition, d = liminf,_, inf A,(X). Donc qu’il existe mg € N tel que
pour n > max{m, mp},

h'()—oco,d —¢€]) =0
et donc que 7,(1,u) € B(AKjg, ). Nous avons aussi que ||u—7,(1,u)|| < . Doy,
u € B(AK4, A+ ). On choisit alors £ > (A + 7). O

5.2. UN PRINCIPE DE MINIMAX

La prochaine proposition repose sur le théoréme 1.3.3. Une application de
celui-ci donne, sous certaines hypothéses, ’existence de valeurs asymptotiquement

critiques. Nous présentons d’abord un lemme.
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Lemme 5.2.1. Considérons un couple ((hn)n, h). Supposons donné, pour tout n,
une suite (ul)x dans X telle que (u})x satisfait

ho(u) — €, hy(ug) — 0,
pour certain ¢* € R dépendant de n. Si le couple ((hn)n, h) satisfait la condition

ss-(PS)? pour tout c tel que c est un point d’accumulation de (c"), , alors

AK #0.

Démonstration. Soit ¢ € R un point d’accumulation de (c*),. Il existe donc

une sous-suite (¢); telle que

v —c

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
. 1
Ic‘J — c| < —.
2j
Par hypothése, nous avons que
() — .
Nous pouvons donc trouver, pour tout j, k; tel que, pour tout k& > k;,

i 1 i 1
R, (wg) — ¢ < 7 et ||k, (ud)] < 7

Pour tout j, notons w; = u;jJ Les suites (i;); et (w;); ainsi construites satisfont
la définition de la condition ss-(PS)} et donc, c est une valeur asymptotiquement
critique. O

Le résultat suivant suit alors directement du lemme 5.2.1 et du principe de

minimax 1.3.3.

Proposition 5.2.2. Soit H un espace de Hilbert. Soit My un sous-espace fermé

d’un espace métrique M et soit Tog C C(Mpy, H). Définissons
I':={yeC(M,H) | Ym0 € To}-
Supposons que, pour tout n, nous avons

00 > ¢" := inf sup h.(y(u)) > an := sup sup hn(yo(u)).
7€l veM Y€l uEMp
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Supposons que A = {c | c est un point d’accumulation de (c*)n} # 0 et que la
condition ss-(PS)! est satisfaite pour tout ¢ € A. Alors AK. # 0 pour tout c
dans A.

Démonstration. Soit ¢ € A. Les fonctionnelles (h,,),, sont de classe C! et donc,
utilisant le théoréme 1.3.3, il existe pour tout n une suite (u} )i qui soit de Palais-
Smale pour h,, de niveau c®. Les hypothéses faites ici garantissent que les condi-

tions du lemme 5.2.1 sont satisfaites et donc, par celui-ci, AK, # 0. O

5.3. RESULTATS EN PRESENCE D’ENLACEMENT

Nous présentons des résultats d’existence de points asymptotiquement cri-
tiques en présence d’enlacement entre paires d’ensembles que nous avons intro-
duit au chapitre 1. Nous rappelons d’abord un résultat de [F1] qui sera réinvesti.
Soit h € C(X,R) et A C X, on note par I'y(A) le sous-ensemble suivant de I'(A)
introduit en (1.2.1)

Th(A) = {n € T(A) | h(n(t,z)) < h(z), pour tout (¢,z)}.

Lemme 5.3.1. Soit A un sous-ensemble de X un espace de Banach et soit
h € C(X,R). Supposons qu’il existe deuz paires (B, A) et (Q, P) telles que (B, A)
enlace (Q, P) via Ty (A). Si h(z) < h(y) pour tout x € B et y € P, alors

(1, B)NQ # B, pour tout n € T'y(A).

Théoréme 5.3.2. Considérons le couple ((hn)n, h). Supposons donné pour tout

n € N, deuz paires de sous-ensembles (By, Ay,) et (Qn, Pn) telles que
(a) (Bn, Ay) enlace (Qn, Pn) via 'y, (An);

(b) il existe a,b € R tels que

supsup h,(A4,) < a < infinf h,(Q)

< supsup h,(By) < b < infinf h,(P,);

(c) le couple ((hn)n, k) satisfait ss-(PS); pour tout c € [a, b].
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Posons

= inf  suph.(n(l, B,)).
ui= ol supho(n(1, By)

Alors tout point d’accumulation de (c,), dans R est une valeur asymptotiquement
critique pour le couple ((hn)n,h). En particulier, il eziste au moins une valeur

asymptotiquement critique dans [a, b].

Démonstration. Les hypothéses (a) et (b) nous permettent d’affirmer que la
conclusion du lemme 5.3.1 est vérifiée pour tout n; c’est-a-dire que, pour tout n

et pour tout € 'y, (A,), nous avons
(1, Ba) N Qn # 0.

La suite (c,)n est dans [a, b] qui est compact et posséde donc un point d’accumu-
lation. Soit alors ¢ un point d’accumulation de (¢,),. Nous voulons montrer que

AK,_ # 0. Supposons donc que AK, = ).

Remarquons d’abord que, pour tout n, le lemme 5.3.1 implique, en particulier,
que
cn 2 inf hp(Qn)-
Soit 4 € ]0,min{(a — sup, sup hn(A,))/2, (inf, inf h,(P,) — b) )/2}[. Par (c) et
comme, par hypothése, AK. = ), nous pouvons appliquer le lemme de déforma-

tion (théoréme 4.1.1) avec N = 0 et ce 6. Nous obtenons alors I'existence d’un

€ €]0,4[ et m € N tels que pour tout n > m, il existe des déformations continues

Mt [0,1] X X — X.

Par choix de §, la déformation 7, € 'y, (A,). En effet, puisque si u € A,,
u ¢ h;'([c — 2¢, ¢+ 2€]) et alors (¢, u) = u, pour tout ¢ € [0, 1]. Soit (n4)x une

suite dans N telle que ¢,,, — c. Pour k suffisamment grand, nous avons que
len, — | < €/4.
Nous pouvons donc trouver i, € T, (Axr,) tel que

sup hnk(ﬁnk(]‘7Bﬂk)) < Cp + e/4 <c+ef2.
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Nous avons aussi que
Ty (t: ﬁnk(ta ’ll,)) € thk (Ank)
et alors, en utilisant le lemme 5.3.1, nous obtenons ’existence de Y, € 7, (1, Bn,)

tel que
nnk(]"yﬂk) e an’
Par choix de 7,,, nous avons

Py (Yn,) S ct €

et, puisque 7, provient du lemme de déformation,

by (T (1,9n,)) S € — €.
Or, puisque 7, (1, Yn,) € @n,, noOus avons par définition de c,, que
ok (M (1, Y ) > €y > € — €/2;

contradiction. Donc, AK, # 0. 0

Les corollaires suivants suivent directement.
Corollaire 5.3.3. Soit X = X; ® X, avec dim(X;) < oo. Supposons qu’il ezxiste
Ui, Us des voisinages ouverts de 0 dans X;, X, respectivement avec Uy borné et

(a) il existe a,b € R tels que

supsup h,(0U1) < a < ir’if inf b, (U2)

< supsup h,(U;) < b < inf inf h,,(8Us);

(b) le couple ((hn)n, k) satisfait ss-(PS); pour tout c € [a, b].

Alors il existe au moins un point asymptotiqguement critiqgue pour le couple

((hn)n, h).

Corollaire 5.3.4. Considérons le couple ((hn)n, h). Supposons donné pour tout
n € N, deuz paires de sous-ensembles (B, An) et (Qn, P,) avec Ap, # 0 pour au

moins un ng € N et telles que

(a) (B, Ar) enlace (Qn, Pn) via Tr,(As);
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(b) il existe a,b € R tels que

sup sup hn(Ay) < a < infinf hp(Qn)

< supsup hn(Br) < b < infinf h,(FPy);

(c) le couple ((hn)n, h) satisfait ss-(PS); pour toutc € R;
(d) le couple ((hn)n,h) est borné inférieurement par d.

Alors il existe au moins deuz points asymptotiquement critiques pour le couple

((hn)ns B).-

Démonstration. Nous savons que d est une valeur asymptotiquement critique
et, par le théoréme 5.3.2, qu'il existe une valeur asymptotiquement critique

c € [a,b]. Comme A,, n’est pas vide, I'inégalité stricte entre d et a se produit et
nous avons deux valeurs asymptotiquement critiques distinctes; d’ot la conclu-

siomn. d

En spécifiant les ensembles qui s’enlacent et en ajoutant certaines hypothéses,
nous obtenons ’existence de trois points asymptotiquement critiques. La preuve

du théoréme suivant suit les arguments utilisés dans le théoréme 6.2 de [F2].

Théoréme 5.3.5. Soit X = X, ® X3 avec X;, X, des espaces de Banach non

triviauz et dim(X,) < oco. Supposons que
(a) il existe a,b € R et r, R > 0 tels que
sx:psup ha(S1(r)) <a < iréf inf h,(Bs(R))
< sgp sup hn(B1(r)) < b< ir'tf inf h,(S2(R)),
et la fonction h satisfait sup h(S1(r)) < a et inf h(Sa(R)) > b;

(b) le couple ((hn)n, k) satisfait ss-(PS): pour tout c € R;

(c) pour tout borné B C X,

sup sup h,(B) < oo;
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(d) le couple ((hn)n,h) est borné inférieurement par d et il existe Ao > 0 tel
que

lim sup sup h,{B(AKjg4, X)) < a.

n-—00

Alors il existe au moins trois points asymptotiquement critiques pour le couple

((Rn)n, ).

Démonstration. Nous avons par le corollaire 5.3.3 qu’il existe au moins deux
points asymptotiquement critiques distincts ug € AK, et u; € AK, pour un
certain ¢ € [a, b]. Supposons que ce soient les seuls points asymptotiquement cri-

tiques.

Nous avons en particulier que d < a < ¢, d(AK,,Si(r)) > 0 et
d(AKy, S»(R)) > 0. En effet, si ¢ = a, alors AK, = {u;} et par la condition
ss-(PS)%, nous avons que h(u;) = a. L’hypothése (a) implique donc
d(AK,, Si(r)) > 0 puisque suph(Si(r)) < a. Le méme argument montre

aussi que nous pouvons supposer que d(AKj,, So(R)) > 0.
L’existence de d implique qu’il existe une suite (n), telle que

inf hn, (X) — d.

Par ’hypothése (d), il existe § > 0, k € N tels que pour tout k > k, nous avons
que

hn,(v) < d+ 6 < a, pour tout u € B(ug, Ag)-

Nous avons aussi qu’il existe [ > r tel que h; C B(0,[). En effet, puisque
hy, = (hflk \ B(AK,,\)) U (hfnc N B(AK,, \))
et, par le théoréme 5.1.4, il existe I’ > 0 tel que
by, \ B(AK., X) C B(up,l').

Donc

hg, C B(ug,!') U B(AK,, A) C B(0,1),
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avec | pouvant étre choisi plus grand que r. Ceci étant possible puisque AK, est

compact donc borné.

Nous appliquons la propriété de déformation (théoréme 4.1.4) sur (d, a] pour
AE ]0, min {6a /\07 T, R, d(AKa’ Sl (T))/2$ d(Ath SZ(R))/Q} [

Nous obtenons alors l'existence d’un € > 0 et de k* > k tels que pour tout
k > k*, il existe des déformations continues 7, satisfaisant les propriétés du

théoréeme 4.1.4.

Définissons, pour tout & > k*,

Ug siu=0et{=1,

u siu € Bi(r) et t =0
¢nk(t,u) = 4

T, (£, 1) siu € S(r) et t €[0,1];

\"‘:iuﬂnk(l, ﬁ) +(1- ”%u)u() siu € By(r)\ {0} et t =1.

Il est facile de vérifier que ¢, est continue et puisque X; est de dimension finie,

nous pouvons considérer, pour tout k£ > k*, un prolongement continu de ¢y,
®,, :[0,1] x By(r) — X.
Posons alors pour tout k& > k¥,
B,, = ®,,((0,1) x By(r)),
An,, = ¢n(9([0,1] X Ba(r))),
Qn, = S2(R) et P, = 0.

Par le théoréme A.6, (B,,, Ay, ) enlace (Qn,, Pn,) pour tout k > k*.

Aussi, par construction et grace a la propriété de déformation, nous avons que
An, \ ¢, ({0} x By(r)) C ko, C B(0,1)

et nous pouvons choisir les prolongements ®,, tels que B, C B(0,[). En effet,

soit v € Ayn, \ ¢n, ({0} X Bi(r)). Si v = uo, alors v € hg, par 'hypothése (d).
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Si v = ny, (t,u) avec (t,u) € [0,1] x S;(r), nous avons, par le théoréme 4.1.4 et
I’hypothése (a), que
hn, (V) < hp, (u) < a.

Finalement, si v = &y, (1, n’ul") + (1= 1Yoy, pour u € By (r)\ {0}, nous avons,

par le théoréme 4.1.4, que

TU
flv — ol < nnk(l, m) - uoll <A< .

Done, par ce qui précéde, h, (v) < a. Nous avons alors qu'il existe

a,b € R tels que
s%p sup hn, (An,) <@ < iI,:f inf hny (Qny)

< supsup hn,(Ba,) <b< inf inf Py (Po,)-

Pour b, fixons, en utilisant ’hypothése (c),
be ]S?zp sup h,(B(0,1)),+o0].
Par convention, b < infy inf h,, (P,,) = +oo. Utilisant I’hypothése (a),
b< iﬁf inf h,(S2(R)) = i%f inf Ay, (Qn);
et, par ’enlacement,
ixzf inf hp, (@n,) < s1,ip sup hy, (Bn, )

Posons a := inf, inf h,,(S2(R)). Nous devons donc vérifier que

sip sup b, (An,) <b<a.
Mais ceci suit directement du fait que Ay, \ ¢, ({0} x By(r)) C b2, aveca < b

et que sup, sup A, (Bi(r)) < b par hypothése.

Donc, nous pouvons appliquer le théoréme 5.3.2. Nous obtenons alors P'exis-
tence d’une valeur asymptotiquement critique dans [a, b] pour le couple ((fn, )k, h)
et donc aussi pour ((hn)s, k). Mais [a,b] N [d, c] = O par construction ; contradic-

tion. O
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Remarque 5.3.6. Il semble difficile d’affaiblir les hypothéses faites puisqu’a
priori les fonctionnelles h,, ne sont pas liées entre elles et donc, nous ne pou-
vons pas déduire de celles-ci des résultats valides uniformément par rapport a
n. C’est entre autres pour ces raisons que nous avons di supposer les inégalités
strictes et ’hypothése particuliére pour la condition (d) du théoréme précédent.
Pour une fonctionnelle unique h de classe C!, bornée inférieurement, il est aisé
de constater que cette hypothése ne résulte que de la continuité de h et est donc

trivialement satisfaite.

Remarquons également que le fait d’admettre des paires d’ensembles qui dé-

pendent de n dans le théoréme 5.3.2 a été utilisé de fagon essentielle dans le

théoréme 5.3.5.

5.4. COMMENTAIRES

Il est aisé de remarquer que si, pour tout n, h, = h et que h est de classe
C?, alors la condition ss-(PS)? est équivalente 4 la condition (PS).. Ceci montre
que nous pouvons déduire les théorémes 1.3.4 et 1.3.5 comme corollaires des théo-

rémes 5.3.2 et 5.3.5 respectivement.

Nous n’avons peu ou pas parlé de la condition s-(PS)?. Nous avons vu que
c’est une condition plus faible que la condition ss-(PS):. En général, nous obte-
nons moins de points asymptotiquement critiques avec s-(PS)} qu’avec ss-(PS)

puisque la condition ss-(PS); permet de considérer aussi les sous-suites.

Grice au théoréme 4.2.1, nous pouvons également obtenir des résultats d’exis-
tence de points asymptotiquement critiques. Nous présentons un analogue du
théoréme 5.3.2 avec s-(PS)? ot moins de points asymptotiquement critiques sont

obtenus.

Théoréme 5.4.1. Considérons le couple ((hn)n, h). Supposons donné pour tout

n € N, deuz paires de sous-ensembles (By, Ay) et (Qn, Prn) telles que

(a) (Bn, A,) enlace (Qy, Pn) via Ty, (Ar);
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(b) il existe a,b € R tels que
supsup h,(A,) < a < infinf h,(Qy)

< supsup h,,(B,) < b < inf inf h,(F,);

(c) le couple ((hn)n,h) satisfait s-(PS); pour tout c € [a,b].

Posons

= inf suph 1, B,)).
nim inf suphn(n(1, 5.))
Si la suite (c,)n converge vers une certaine valeur réelle c, alors c est une valeur

asymptotiquement critique pour le couple ((hn)n, h).

Démonstration. En procédant comme au théoréme 5.3.2, supposons que

AK,. = 0. Appliquons le théoréme 4.2.1 avec N =0 et
6 € |0, min {(a — supsup hn(An))/2, (inf inf hn(P,) — b)/2} [

Soit (ng)x la suite strictement croissante obtenue par le théoréme 4.2.1. La suite
(¢n, )k converge aussi vers c et, puisque le lemme 5.3.1 est valide, nous pouvons

procéder comme dans la preuve du théoréme 5.3.2 pour conclure. a



Chapitre 6

GENERALISATION A DES COUPLES DE
FONCTIONNELLES SEMI-CONTINUES
INFERIEUREMENT

Dans ce chapitre, nous généralisons la théorie des chapitres 3, 4 et 5 pour
des couples ((hn)n, h) dans lesquels les fonctionnelles h, sont semi-continues in-
férieurement. Nous développons donc une théorie de points asymptotiquement
critiques pour des fonctionnnelles semi-continues inférieurement. Une telle théorie
est entiérement nouvelle. La généralité de la théorie des points asymptotiquement
critiques combinée au fait de pouvoir considérer des fonctionnelles semi-continues
portent a croire qu'une telle théorie pourrait avoir de nombreuses applications

dans la théorie des équations différentielles.

Nous serons également en mesure de montrer que cette approche contient
comme cas particulier la théorie présentée au chapitre 2. De ce fait, nous unifions
alors la théorie des points asymptotiquement critiques et la théorie des points

critiques avec une condition de Palais-Smale-étoile.

La pente faible rappelée i la section 1.4 nous permettra d’étendre la théorie
des points asymptotiquement critiques au cas ou les fonctionnelles h,, sont semi-
continues inférieurement. Ces mémes arguments ont aussi permis d’étendre la
théorie des points critiques avec les conditions (PS). ou (PS); a des fonctionnelles

continues ou semi-continues, voir [CDM], [C2], [C3] ou [F2|.
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6.1. POINTS ASYMPTOTIQUEMENT CRITIQUES POUR DES FONC-

TIONNELLES S.C.I.

Soit X un espace de Banach. Considérons un couple ((hn)s, h) tel que, pour
tout n, h, : X — R U {400} est semi-continue inférieurement et
h : X — RU {+o0}. Nous supposerons que h, et h ne sont pas identiquement

égales & +00.

Définition 6.1.1. Nous disons que u € dom(h) est un point asymptotiquement
critique pour le couple ((hn)n, h) , 8'll existe une suite strictement croissante (7 )

dans N et il existe une suite (ux)r dans X telles que
ug — u, hp, (ug) — h(u), |dhq,|(ux) — 0.

Nous disons aussi que h(u) est une valeur (ou niveau) asymptotiquement critique

pour le couple ((n)n, k).

Définition 6.1.2. Soit ¢ € R. Nous disons que le couple ((hn)n,h) satisfait la

condition ss-(PS):, si pour toute suite strictement croissante (ng); dans N et

c?

toute suite (ug)x de X telles que
h‘ﬂk (uk) -G Idhnkl(uk) —0,

il existe une sous-suite (k;); de (nk)« et il existe u € dom(h) tels que ug, — u et

h(u) =c.

De nouveau, nous noterons par AK, I’ensemble des points asymptotiquement
critiques pour le couple ((hn)n, h) de niveau c. Comme au chapitre 3, cet ensemble

est compact lorsque la condition ss-(PS); est satisfaite.

Nous rappelons la fonction G, définie a la section 1.4, c’est-a-dire la fonction
graphe
Gp:epi(h) - R
définie par Gp(u,&) = € o epi(h) = {(uv,€) € X x R | h(u) < £}. Considé-

rons aussi, pour tout n, la fonction G, associée & h, et considérons le couple
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((Ghp)n)Gh)-

Pour éviter la confusion, nous noterons dans la suite AK, ’ensemble des
points asymptotiquement critiques de niveau ¢ pour le couple ((hn)n,h) et, par

AK <, 'ensemble des points asymptotiquement critiques de niveau c pour le couple

((Gho)ns Gh)-

Il est clair que AK, C AK .- Puisque les G}, sont continues, nous préférerons
utiliser ces fonctions avec lesquelles il est plus facile de travailler. Obtenir que
AK . # 0 ne sera par conséquent pas suffisant. Pour éviter ce probléme, nous
avons besoin d’une hypothése supplémentaire sur le couple ((hn)n, h) pour que
les points asymptotiquements critiques pour le couple ((hn)n, h) correspondent &
des points asymptotiquements critiques pour le couple ((Gh, )n, G1) ; C’est-a-dire

que u € AK, si et seulement si (u, h(u)) € AK .. Nous supposerons que
(6.1.1) lim inf inf {|dGh,[(u, £) | (u,8) € X x R tel que hn(u) < £} >0.

Cette condition peut étre satisfaite dans plusieurs cas, voir [CDM]. Elle nous
permet également d’obtenir les deux propositions suivantes qui sont trés impor-
tantes. Nous supposerons dans ce qui suit que les couples ((hn)n, h.) considérés

satisfont toujours (6.1.1).

Proposition 6.1.3. Soit ¢ € R. Nous avons que u € AK, si et seulement si

(u, h(u)) € AK.. De plus, si (u,£) € AK,, alors & = h(u).

Démonstration. Si © € AK,, on montre aisément par la définition 1.4.4 que
(u,h(u)) € AK,. Nous avons besoin de (6.1.1) pour montrer que si

(u,h(u)) € AK., alors u € AK.. En effet, soit (u, h(u)) € AK ., alors il existe une
suite strictement croissante (ny); dans N et il existe (uk, & )r dans X x R telles
que ux — u, & — h(u) et [dGh, [(ux, &) — 0. Par (6.1.1), pour k suffisamment
grand, & = hyp, (ux). Ainsi d’une part, h,, (ux) — h(u) et d’autre part, par la
définition 1.4.4, |dh,, |(ux) — 0. Do, u € AK.. O
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Remarque 6.1.4. Pour une fonctionnelle unique h, un analogue de (6.1.1) n’est
pas nécessaire pour avoir que u € K, si et seulement si (u, h(u)) € I?c Nous en

avons seulement besoin pour pouvoir affirmer que si (u, &) € R’;, alors u € K_.

Proposition 6.1.5. Soit ¢ € R. Si le couple ((hn)n,h) satisfait la condition
ss-(PS):, alors le couple ((Gh,)n,Ghr) satisfait ss-(PS);.
Démonstration. Soit (n;); une suite strictement croissante et ((u,&x))x une

suite dans X x R telles que

(uk, &) € epi(hn,), Ghn, (uk, &) = & — ¢, |dGh,, |(uk, &) — 0.

Nous avons donc, utilisant (6.1.1), qu'il existe k tel que pour tout k > &,
& = hg, (uk). 11 s’en suit que hp, (ux) — c. La définition 1.4.4 implique aussi

que [dhn,|(ux) — 0.

Par ss-(PS)Z, il existe (k;); et u € dom(h) tels que ug; — u et A(u) = c. Nous

avons alors que (uy,,&,) — (u,c); d’ott la conclusion. 0

6.2. THEOREMES DE DEFORMATION

Dans [CDM], Corvellec, Degiovanni et Marzocchi démontrent un théoréme
de déformation pour des fonctionnelles continues en supposant (PS). (théoré-
me 1.4.7). En exploitant la continuité de la fonction graphe, nous pourrons dé-
duire, grace a celui-ci, un lemme de déformation pour un couple ((hn)n,h) en

supposant la condition ss-(PS).

Nous supposerons de nouveau que les couples ((hn)n, h) considérés satisfont

la condition (6.1.1).

Théoréme 6.2.1 (Lemme de déformation). Soient c € R, p > 0. Considérons
N un voisinage ouvert de AK.. Supposons que le couple ((hn)n,h) satisfait la

condition ss-(PS)%:. Alors il existe € € |0, p[ et il existe m € N tels que pour tout
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n > m, il existe des déformations continues
T : [0,1] x dom(hy,) — dom(hy)
satisfaisant
(a) mn(t,u) =u, sit =0 ousiu¢ h;'([c— 2c,c+ 2¢]) ;
(b) hn(na(t,u)) < ha(u);
(c) (1, REHe\ N) C hee;

(d) flu —m(t, W)l < p.

Démonstration. Nous utiliserons la continuité de G, . Par la proposition 6.1.3,
l'ensemble N = (N x R) N epi(h) est un voisinage de AK.. La proposition 6.1.5
implique que ((Gh,)n,Gn) satisfait ss-(PS);. De la, on déduit l'existence de

m € N, u > 0 tels que pour tout n > m,
(w,€) € Gi}([e — 21, ¢+ 2u)) N B(X x R\ N,2p) = |dGh, |(w,€) > p.

En appliquant le théoréme 1.4.7, nous obtenons I'existence de € > 0 tel que,

pour tout n > m, il existe des déformations continues

fin = (7n,2)  [0,1] x epi(hn) — epi(hn)

satisfaisant
(8) in(t, (u,€)) = (u,€) ,sit =0ousi& ¢ [c—2€c+2¢;
(b) fialt, (u.€)) < &;
(c) 2(1, (u, &) <c—€sié<cteetug N;
(d) d((u,8),7in(t, (u,€))) < p, VYt € [0,1],Y(u,) € epi(hn),

avec d la métrique définie en (1.4.1). Une fois 7, donnée, définissons, pour tout
n > m,

M 2 [0,1] x dom(h,) — dom(hy)
par 1, (t,u) = AL (¢, (4, ha(u))). Puisque 7, prend ses valeurs dans epi(h,), nous
avons

ho (7 (8, (u, Bn (1)) < (2, (4, ha(u)))-

Nous pouvons aisément déduire les propriétés demandées. O
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En procédant de fagon analogue & ce que nous avons fait au chapitre 4, nous
pouvons obtenir & partir du théoréme précédent la propriété de déformation sui-

vante :

Théoréme 6.2.2 (Propriété de déformation). Soient a,b € R avec
a < b. Supposons que le couple ((hn)n,h) satisfait la condition ss-(PS); pour
tout c € [a,b] et que pour tout ¢ € Ja,b[, AK, = 0. Alors, pour tous Ao, A > 0,
il existe €,y > 0 et m € N tels que pour tout n > m, il existe des déformations
continues
T : [0, 1] x dom(hy,) — dom(hy)

satisfaisant

(a) lu—mat,u)| <v;

(6) hn(ma(t,w)) < ha(u);

(c) siv € h;'([a—eb+€l) \ B(Sy,A), alors

(1, u) € hy'(] — 00,a — €]) U (h' (] — o0,a + €]) N B(SE, A));
avec S* = B(AK,, \g) N dom(h,) pour c € {a,b}.

Il n’est pas surprenant que le théoréme 6.2.2 soit similaire au théoréme 2.2.2.
11 différe donc du théoréme 4.1.4 par le fait que nous considérons & la propriété (c)
B(S2,\) au lieu de B(AK,, ). Ceci vient du fait que nous devons tenir compte
des domaines des fonctionnelles h,,. Toutefois, la preuve est analogue & celle du

théoréme 4.1.4. Remarquons qu’on n’a pas
St = (AK.) Ndom(h,)

puisque ces ensembles peuvent étre vides méme si AK, # 0.

6.3. RESULTATS EN PRESENCE D’'ENLACEMENT

Le théoréme 6.2.1 nous permet d’avoir comme & la section 5.3 un résultat
général d’existence d’une valeur asymptotiquement critique en présence d’enla-
cement. Ceci grice au fait que le lemme 5.3.1 est toujours valide méme avec des

fonctionnelles semi-continues inférieurement. Nous nous intéressons de nouveau



o8

aux déformations qui descendent les points.

Le théoréme suivant se démontre de la méme maniére que le théoréme 5.3.2.

Théoréme 6.3.1. Considérons un couple ((hn)n, h) satisfaisant (6.1.1). Suppo-

sons donné pour tout n € N, deuz paires de sous-ensembles (By, An) et (Qn, Pr)
telles que
(a) (Bn, A,) enlace (Qr, P) via T, (Ar);

(b) il existe a,b € R tels que
supsup hn(A;) < a < inf inf h,(Q4)

< supsup h,(B,) < b < inf inf h,(B,);
n n

(c) le couple ((hn)n, h) satisfait ss-(PS): pour tout c € [a,b].

Posons
;= inf suph 1,B,)).
Cn el (An) p n(n( n))
Alors tout point d’accumulation de (¢,), dans R est une valeur asymptotiquement

critique pour le couple ((hn)n, k). En particulier, il existe au moins une valeur

asymptotiquement critique dans [a, b].

Remarque 6.3.2. Nous demandons implicitement que, pour tout n, les en-

sembles B,, A,, Q. et P, soient des sous-ensembles de dom(h,). Nous avons

alors, pour tout 1 € Iy, (A4,), que
ha(n(1,u)) < hp(u) < b, pour tout u € B, C dom(h,),

ce qui implique que (1, B,) C dom(h,). Utilisant le lemme 5.3.1, nous avons que

¢, > inf h,(Q,) et donc que ¢, € [a,b].

Démonstration. L’ensemble des points d’accumulation de la suite (c,), n’est
pas vide puisque [a, b] est compact. Soit ¢ un point d’accumulation de (c,). et

supposons que AK, = (. Fixons

6 € 10, min {(a — supsup h,(An))/2, (iﬂf inf h,(P,) — b)/2} |-
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En appliquant le théoréme 6.2.1 pour N = 0 et en procédant comme au

théoréme 5.3.2, nous obtenons une contradiction. O

Pour un couple de fonctionnelles semi-continues inférieurement, la notion de
couple borné inférieurement introduite & la section 5.1 est toujours valide. Dans le
cas semi-continu inférieurement et sous la condition (6.1.1), nous avons aussi un

résultat de trois points asymptotiquement critiques semblable au théoréme 5.3.5.

Considérons X = X;®X, avec X; et X5 des espaces de Banach non triviaux de
dimension possiblement infinie et une suite de fonctionnelles h, : X — RU{+o0}

semi-continues inférieurement telles que
(6.3.1)  dom(hy) est un sous-espace fermé de dimension finie pour tout n.
Théoréme 6.3.3. Soient X = X1®X; et un couple ((hn)n, h) satisfaisant (6.1.1)

et (6.3.1). Supposons que

(a) il existe a,b € R et 7, R > 0 tels que

sup sup h,(S1(r) N dom(h,)) < a < infinf h,(B2(R))
< supsup h,(Bi(r) Ndom(h,)) < b < infinf h,(S2(R)),

et la fonction h satisfait sup h(S1(r) N dom(h)) < a et inf h(Sa(R)) > b;
(b) le couple ((hn)n,h) satisfait ss-(PS); pour tout c € R;

(c) pour tout borné B C X,

sup sup h,(B Ndom(hy)) < oo;

(d) le couple ((hn)n, h) est borné inférieurement par d et il existe Ao > O tel

que

lim sup sup h,,(B(AKg4, Ao) N dom(h,)) < a.

n—oo
Alors il eziste au moins trois points asymptotiquement critiques pour le couple

((Rn)n, ).
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Démonstration. Nous procédons comme au théoréme 5.3.5. Puisque par (d), le

couple est borné inférieurement par d, il existe ug € AKy.

Méme si les dimensions de X; et X, sont possiblement infinies, le théo-
réme 6.3.1 nous fournit également l’existence d’une valeur asymptotiquement
critique ¢ € [a,b]. En effet, par hypothése, le sous-espace dom(h,) est de di-
mension finie. Aussi, en utilisant la proposition A.5, nous avons, pour tout n,
que la paire d’ensembles (Bi(r) N dom(hy), Si(r) N dom(hy)) enlace la paire
(Ba(R) N dom(hy), Se(R) N dom(h,)). Nous avons alors que lintersection
Bi(r) N By(R) Ndom(hy,) n’est pas vide et donc que

sup suph,(S;(r) Ndom(h,)) < a < inf inf h,(B2(R) N dom(h,))
< supsup hyn(B1(r) Ndom(hy,)) < b < inf inf h,(S2(R) N dom(hy)).

Nous pouvons alors appliquer le théoréme 6.3.1. De nouveau, quitte & res-
treindre le probléme au couple ((hnk)k,h) pour (ng)x telle que infx h,, — d,
nous pouvons supposer que ¢ est une valeur asymptotiquement critique obtenue
par le couple ((hn, )k, k). 1l existe donc u; € AK, pour certain ¢ € [a,b]. Sup-
posons que uy € AKy et u; € AK, soient les seuls points asymptotiquement

critiques. Nous avons de nouveau que d < a < c,
d(AK,, Si(r)) > 0 et d(AK,, S2(R)) > 0.
Nous pouvons trouver par (d), 6 > 0 tel que, pour k suffisamment grand,
ho (u) <d+6 <a, Yu€ B(ug, o) N dom(hn,).
Fixons
A € ]0,min {4, Ao, 7, R, d(AKq, S1(r))/2,d(AK,, Sa(R))/2}[.

En appliquant le théoréme 6.2.2 sur [d, a] avec ce A, nous obtenons l'existence de

m € N tel que, pour tout n; > m, il existe des déformations

Nni © 10, 1] X dom(hn,) — dom(hy,).
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satisfaisant les conclusions du théoréme 6.2.2. Nous déduisons ’existence d'une

application

Ony, : o([o, 1] X Bl,nk(r)) - dom(hnk)

ot By, (1) := Bi(r) N dom(hy,). On prolonge ¢n, sur By, (r) par @, . Nous

posons alors

A"k = ¢nk (6([0’ 1] X Bl,nk(r))):
B, = ‘an([o, 1] X Bl,nk("")),

Qn, = S2(R) Ndom(h,,) et P, = 0.

Nous construisons alors deux paires telles que (By,, A, ) enlace (@n,, P,) pour

tout k tel que ng > m.

Utilisant un analogue du théoréme 5.1.4 (qui résulte de la propriété de défor-

mation et du fait que AK, est compact), nous pouvons trouver { > r tel que

An \ ({0} x Byp,(r)) C by, C (B(0,1) N dom(hx,))

et
B, C (B(O,l) N dom(hn,)).
En procédant comme au théoréme 5.3.5 et en appliquant le théoréme 6.3.1,
nous obtenons alors une contradiction. O

6.4. COMMENTAIRES

Le fait d’avoir considéré des fonctionnelles semi-continues inférieurement dans
les sections précédentes offre I'avantage, en plus d’étre plus général, de pouvoir
récupérer le cas traité au chapitre 2 lorsque {X,},, est une famille de sous-espaces

fermés d’un espace de Banach X avec

mc&cmcan=U&.
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Considérons h : X — R de classe C! et posons

hix,(z) siz € X,
(6.4.1) ha(z) = {
+00 sinon;
et considérons le couple ((hn)n,h). Nous avons alors que la condition

ss5-(PS): est équivalente & la condition (PS);. Ceci montre que la condition

(PS): est un cas particulier de la condition ss-(PS);.

Nous pouvons déduire certains résultats d’existence de points critiques avec
(PS)* comme corollaires de résultats de points asymptotiquement critiques. Par
exemple, le théoréme 2.3.2 suit directement comme corollaire du théoréme 6.3.3.
En effet, il est clair que le couple ((hn)n,h) ainsi défini satisfait (6.3.1) si h
vérifie les conditions du théoréme 2.3.2. Les hypothéses (a), (b) et (c) du théo-
réme 6.3.3 suivent directement. Si h est bornée inférieurement par d, alors (d)
résulte par continuité en utilisant le fait que | J,, X, est dense dans X et que, pour
tout #, X, C Xn41. De plus, dans cette situation, un point asymptotiquement
critique est un point critique de h. Nous devons donc seulement justifier que
(6.1.1) est satisfaite. Toutefois, nous pouvons utiliser la proposition 1.4.6 car
ho(z) = h(z) + Ix,(z) ol

0 siz € X,,
Ix,(z) = .
400  sinon.
Par celle-ci, nous avons que, pour tout n, si v € dom(h,) et hp(u) < &, alors

|dGh, |(u, &) = 1. Donc, la condition (6.1.1) est vérifiée.

Ceci étant vérifié, nous avons donc montré que la théorie développée au cha-
pitre 6 généralise celle du chapitre 2. Lorsque les fonctionnelles h,, sont dans
C'(X,R) pour tout n, la condition (6.1.1) est aussi satisfaite. On généralise donc

également la théorie des chapitres 3, 4 et 5.

Dans [MM2], on présente en annexe une théorie similaire pour des fonction-

nelles non-différentiables. C’est-a-dire, on énonce la condition ss-(PS); pour des
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couples ((hn)n, h) avec h, des fonctions ¢,-convexes d’ordre 2 pour certain ¢,
(voir [MT)]). Marino et Mugnai ont pu ainsi obtenir certains résultats d’existence
de points asymptotiquement critiques en utilisant la catégorie relative et en se
limitant & cette classe de fonctions. Lorsqu’on considére un espace de Hilbert et
en utilisant le théoréme 4.4 de [CDM]|, nous avons, pour des fonctionnelles de
cette classe, que la condition (6.1.1) est aussi satisfaite. La théorie présentée aux

sections 6.1 & 6.3 prend donc également en compte ce type particulier de couples.



CONCLUSION

Nous avons étudié les points asymptotiquement critiques pour un couple
((hn)n, k) avec (hy)n une suite de fonctionnelles. Ceci nous a entre autres permis

de développer des arguments de type minimax pour des suites de fonctionnelles.

En premier lieu, nous avons rappeler quelques résultats classiques concernant
le cas particulier ou h, = h|x, avec h une fonctionnelle de classe C! et X, un
sous-espace de I’espace de Banach X. Ces différents résultats montrent qu'il est
possible d’obtenir 1'existence de points critiques pour la fonctionnelle h en étu-

diant le comportement asymptotique de la suite de fonctionnelles (hp)n.

Nous avons par la suite considéré des couples ((fn)n, k) ou1, d’une part, les
fonctionnelles de la suite (h,,), sont contintiment différentiables et, d’autres part,
semi-continues inférieurement et ol h est quelconque. Dans ces deux cas, nous
avons obtenu plusieurs nouveaux résultats d’existence et de multiplicité de points
asymptotiquement critiques pour un couple ((hn)n,h). Les théorémes 5.3.2 et
6.3.1 sont généraux et nous ont permis d’obtenir entre autres comme corollaires,
sous I’hypothése que le couple est borné inférieurement, des résultats de trois
points asymptotiquement critiques. Le théoréme 5.4.1 ainsi que les exemples de la
section 3.2 montrent qu’il peut également étre avantageux de considérer la condi-
tion plus faible s-(PS)* méme si nous obtenons de fagon générale moins de points
asymptotiquement critiques. Nous avons également montré que la théorie exposée
au chapitre 6 généralise celle des chapitres 2 4 5 et unifie la théorie des points
asymptotiquement critiques et la théorie classique des points critiques. Pour al-

léger la présentation, nous avons considéré au chapitre 6 des couples ((hn)n, h).
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Nous aurions pu tout aussi bien considérer des couples ((ha)a, h) avec « € A un

ensemble ordonné filtrant & droite.

Nous sommes persuadés que les résultats obtenus présentent un intérét dans
la théorie générale des points critiques et des applications de celle-ci dans celle
des équations différentielles. Ils permettent en particulier d’appliquer la méthode
de minimax & des suites et des couples de fonctionnelles. Par conséquent, ces
arguments permettraient d’étudier des problémes d’équations différentielles dont
la. fonctionnelle associée manque de continuité. Il peut aussi s’avérer, lorsque les
fonctionnelles sont associées & des équations différentielles, que les points asymp-
totiquement critiques trouvés soient, a défaut d’étre des points critiques de la

fonctionnelle h, des solutions faibles au sens du calcul des variations, voir [MM2].

Jusqu’a présent, la théorie des points asymptotiquement critiques n’a été ap-
pliquée que pour des inégalités variationnelles inversées [M], [MM2]. Nous pou-
vons imaginer d’autres types d’applications. Pensons par exemple 4 un probléme

elliptique
(P) —Au(z) = f(z,u(z)) pour z € RY
et la suite de problémes
(Pn) —Au(z) = fo(z,u(z)) pour z € RV.
Le couple ((fn)n, k) défini sur Hg(2) avec §2 un ouvert borné de R¥ par
1 u(z)
h(u) = / —Vui(z) — ( f(:v,s)ds) dz,
a2 0
1 u(x)
hn(u) = / ~Vu*(z) - ( f,,(:v,s)ds) dz
Q2 0

pourrait étre étudié selon les propriétés des fonctionnelles f, et f et la théorie

présentée dans les chapitres précédents. Nous pourrions également faire varier le



domaine en considérant le couple ((hn)n,h) défini par
u(z)

lg. 2
h(u) = - §Vu (z) — ( A flz, s)ds) dz,
hp(u) = - %Vuz(z) - ( Ou(x) falz, s)ds) dz
JNR VCOREIE R

0 sinon.
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En fait, plusieurs questions restent ouvertes et d’autres fagons d’appliquer

ces arguments minimax pour un couple ((hn)n,h) peuvent étre envisagées. La

prochaine étape consisterait & appliquer cette théorie de points asymptotiquement

critiques & des problémes particuliers d’équations différentielles.



Annexe A

THEORIE DU DEGRE DE BROUWER

Nous rappelons la définition du degré de Brouwer utilisé dans les chapitres 1
et 5 ainsi que quelques propriétés. Nous montrons en outre que les paires d’en-

sembles (B, A,) et (Qn, P,) définies dans la preuve du théoréme 5.3.5 s’enlacent.

Le lecteur intéressé peut aussi consulter [K| ou [Z] ol une théorie plus élabo-
rée est développée et ol les propositions énoncées sont démontrées. Nous suivons

essentiellement [P] ou la preuve de I'enlacement est donnée.

Définition A.1. (Degré de Brouwer). Soient U € RY un ouvert borné et b € RY.
Alors un degré est une application deg(-,U,b), & valeurs entiéres non négatives,
définie pour tout ¢ € C(U,R), telle que b ¢ ¢(0U) et qui satisfait les propriétés

suivantes :
(a) deg(id,U,b) =1sibe U, deg(id,U,b) =0si b ¢ U:
(b) deg(¢, U, b) # 0 implique qu’il existe z € U tel que ¢(z) = b;

(¢) (additivité-excision) : Si Uy, U, C U sont des ensembles ouverts tels que

U] n U2 = 0 et b ¢ ¢(U\ (Ul U UQ)), alors

deg(¢1 U1 b) - deg(¢1 U], b) + deg(¢7 UZ, b)1

(d) (continuité) deg(y, U,b) = deg(¢, U, b) pour 1 prés de ¢ dans la norme du

suprémum sur C(U, R).
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Proposition A.2. Si H € C([0,1] x U,RN) et b ¢ H([0,1] x 8U), alors

deg(H(t,-),U,b) = cte, Vt€[0,1].

Corollaire A.3. Siy, ¢ € C(U,RY), = ¢ sur dU et b € RN \ $(8U), alors

deg(¢, U, b) = deg(v, U, b).

Théoréme A.4. Soit H € C([0,1] x U,R¥). Supposons que

(a) b¢ H([0,1] x 8U) ;

(b) deg(H(0,-),U, b) # 0.
Alors il eziste un continuum C C [0,1)x U tel que pour tout (t,z) € C, H(t,z) = b
et pour tout t € [0,1], il existe z € U tel que (t,z) € C.

Par souci de complétude, nous montrons également un exemple du chapitre 1

utilisé au chapitre 5.

Proposition A.5. Soit X = X; & X, avec dim(X;) < oo et sotent 7,R > 0.
Alors (B(r), S1(r)) enlace (Bg(R),Sg(R)).

Démonstration. Soit n € T(Si(r)). Clairement, par la proposition A.2,
0 ¢ 7r1(n([0, 1} x Sl(r))) et deg(H(1,~),Bl(r),0) = deg(z’d, Bl(r),O) =1, ou
H : [0,1] x Bi(r) — X; est donnée par H(t,z) = m (n(t,z)) ou m est la pro-
jection de X sur X;. Par le théoréme A 4, nous pouvons choisir un continuum
C C [0,1] x By(r) tel que pour tout (¢,z) € C, n(t,z) € X et pour tout ¢ € [0, 1],
il existe z € By (r) tel que (t,z) € C.

Comme 7 est continue, 7(C) est connexe. Si n(C) C Ba(R), alors la condi-
tion (1) de la définition 1.2.3 est vérifiée. Si, au contraire, il existe (¢,z) € C tel
que ||7(t,z)|| > R, comme ||7(0,y)|| < R pour (0,y) € C, alors, par la connexité
de n(C), il existe (¢',z") € C tel que ||n(t',z')|| = R et donc, la condition (2) de
la définition 1.2.3 est vérifiée. O

Théoréme A.6. Les paires d’ensembles (B, An,) €t (@n,, Pr,) définies dans la
preuve du théoréme 5.8.5 sont telles que (Bn,, An,) enlace (@Qn,, Pr,) viaTh, (An,)

pour tout k.
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Démonstration. Il suffit de le montrer pour un seul n;. Pour simplifier la nota-
tion, soient ¢ := ¢, , P := O, B := Bn,, A:= Ayp,, Q = Qn, et P:= F,,. Soit

n € Th,, (A). Nous voulons montrer que
n(1,B)NQ # 0.

Définissons 1 : X — X par ¥(u) = 1(1,u). Nous devons donc montrer que
P(B)NQ #0.

Posons ¥ = % + ¥, avec ¥i(X) C X et 9(X) C X, et définissons
H: ([0,1] x By(r)) x [0,1] = R x X par

H((t,u),2) = (Alw(@(tu)l + (1 - A)(”“”R +2R) - R, %(2(t,u)).

Remarquons que H ((¢,u),1) = (0,0) est équivalent & ¢(®(t,u)) € Sa(R) =

En appliquant le degré de Brouwer sur [0,1] x By(r) C [0,1] x X; qui est
de dimension finie, nous allons montrer qu’il existe (¢,u) € [0,1] x By(r) tel que

H((t,u),1) = (0,0). Montrons d’abord que
H((t,u), ) #(0,0), V(t,u) € 8([0,1] x By(r)) et A € [0,1].

Nous avons, puisque 7 € T, (A), que

lull R _ .
- R, u)_(o,o),

ce qui est impossible. Aussi, pour tout (¢,u) € 8([0,1] x Bi(r)) \ ({0} x By(r)),
nous avons que %1 (¢(¢,u)) = 0 implique ||4(®(t,u))|| > R car

¥(®(t,u)) = ©(t,u) ¢ Bx(R).

H((0,u),)) = (0,0) & (,\||u|| F (1=

Donc
M@, )| + (1 — )(”“”R + 2tR) R>0

et donc que H((t,u), A) # (0,0).

Conséquemment, par la proposition A.2,

deg(H(-,1),[0,1] x By(r),0) = deg(H(-,0),[0,1] x By(r),0).
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Soit
G((t,u),A) == (]I_ull_R +2tR - R, A(®(t,u))+ (1 — /\)u).

Nous avons G(-,1) = H(-,0). Pour tout (¢,u) € 8([0,1] x By(r)), A € [0, 1], nous
avons que G((t,u),A) # (0,0). De nouveau par la proposition A.2, nous avons

que
deg(G(-,1),[0,1] x By(r),0) = deg(G(-,0),[0,1] x Bi(r),0).
Finalement, soit K : ([0, 1] x By(r)) x [0,1] = R x X, définie par
K ((t,u),A) = AG((t,u),0) + (1 = A)(t = 1/2,).
Nous avons que G(-,0) = K(-,1) et nous déduisons, par la proposition A.2, que
deg(G(-,1),[0,1] x Bi(r),0) = deg(K(-,0),[0,1] x By(r),0) =1
car K(-,0) =id — (1/2,0). Nous avons donc que
deg(H(-,1),[0,1] x By(r),0) =1,

ce qui implique, par la définition A.1(b), existence de (¢,u) € [0,1] x By(r) tel
que H((t,u),1) = (0,0). Nous avons donc montré que (B, A) enlace (Q,P). O
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