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Résumeé

Un des problémes fondamentaux dans I’étude de la robustesse des méthodes
numériques en modélisation des solides est que les données fournies a l’algorithme
présentent souvent des incohérences géométriques (comme des décalages ou su-
perpositions de surfaces). Ces probléemes sont dus aux erreurs provoquées par :

une incertitude dans les données de départ,

Parithmétique en virgule flottante,

I’approximation des frontieres des faces d'un objet par des courbes de bas
degré, par exemple de degré 3.

Notre premier objectif était d’analyser I'erreur dans le contexte des opérations
géométriques entre solides soumis & ces trois erreurs. Mais nous nous sommes
heurtés a un probleme préalable important : que représentent les données in-
cohérentes supposées décrire les objets soumis a la méthode numérique ? Quelle
est leur réalisation! ? Comment s’assurer que les données géométriques concordent
avec les propriétés topologiques de ’objet 7

Il est donc primordial de définir rigoureusement les sous-ensembles de R? (ob-
jets) présentés a ’algorithme. Le but de cette theése est donc de résoudre ce pre-
mier probleme d’incohérence et d’incertitude sur les données apportant ainsi une
contribution & la solution du probléme global de définition de la robustesse des

méthodes numériques en modélisation des solides.

1Dans toute la theése, les mots écrits en mode Sans Serif sont des mots qui nécessitent une

définition rigoureuse qui sera donnée plus loin que le paragraphe en question.



RESUME -

Nous proposons [4] une solution basée sur le théoréme de Whitney. Ce théoréme
nous permet de définir des ensembles QuasiNURBS? qui seront la réalisation des
données incohérentes de départ pour chaque objet. Nous illustrons le probléme et
discutons de la solution proposée sur un exemple. Une approche analogue pour
les surfaces subdivisées est aussi décrite [74].

L’introduction dans notre solution des patches de surface découpées (trimmed
patches)®, permet de résoudre le probléme pour des modeles dont les frontiéres ne
peuvent pas étre décrites en utilisant des courbes de bas degré et d’éviter donc la
troisiéme erreur citée ci-dessus.

Dans cette étude, nous nous intéressons donc & la qualité géométrique et topo-
logique de la réalisation en démontrant la validité des données auquel cas sera
défini I'ensemble QuasiNURBS correspondant. Nous énoncons & cet effet, des
théoremes précisant les hypotheses pour que ces ensembles soient bien formés,
1.e., qu’ils correspondent aux données et que leurs frontiéres ne s’autointersectent
pas. Les critéres de la détection de I’autointersection sont discutés et illustrés [5].
La détection d’autointersection est un sujet délicat, qui se complique par le fait
que les sous-ensembles de R3 considérés sont des trimmed patches mais dans tous
les cas, le test de détection nécessitera de borner la variation des normales. Nous
énongons et démontrons a cet effet un théoréeme permettant d’obtenir ces bornes.

Nous concluons par une breve description de la qualité numérique, i.e., la
stabilité numérique, d’un algorithme effectuant une opération entre deux objets
(c’est-a-dire entre leur représentation) par le biais de |'analyse inverse de I'erreur.
Nous pensons que notre définition rigoureuse d’une représentation valide permet-
tra maintenant de faire cette analyse.

Mots clefs : incertitude des données, QuasiNURBS, Bézier, trimmed patches,
réalisation, valide, extension de Whitney, constante de Lipschitz, autointersection,

vecteur normal.

2NURBS = Non Uniform Rational B-Spline

3Les expressions anglaises seront en italique.



Abstract

One of the fundamental problems in the study of robustness of numerical
methods in solid modelling is that the data provided to the algorithm is often
inconsistent (including gaps and overlaps of surfaces). These problems are due to
error caused by :

uncertainty in the input data,

the use of floating-point arithmetic,

the approximation of the boundaries of object faces by low degree curves
(say, of degree 3).

Our principal goal was to perform error analysis in the context of geometric
operations on solids, in the presence of the types of error mentioned above. Im-
mediately, however, we encountered an important preliminary problem : what set
is actually represented by the inconsistent data provided to the method ? What
is their actual realisation 7 How can we be sure that they are consistent with the
topological data associated with the object 7

Consequently, it is fundamental to define rigorously the subsets of R3 (the
objects) presented to the algorithm. The goal of this thesis is to solve this preli-
minary problem of inconsistent and uncertain data, thus making a contribution
to the solution of the overall problem of defining robustness of numerical methods
in solid modelling.

We propose a solution [4] based on the Whitney Extension Theorem. This
theorem allows us to define what we call QuasiNURBS* sets, which will be the

realisation of the inconsistent data for each input object. We illustrate the problem

ANURBS = Non Uniform Rational B-Spline
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and discuss the proposed solution in an example. An analogous approach is also
proposed for combined subdivision surfaces [74].

The fact that our approach deals with trimmed patches means that we deal
with patches for which the boundary cannot be represented by low-degree curves,
and thus with the third source of error itemized above.

In this study, we are concerned with the geometric and topological quality of
the realisation i.e., with well-formedness. In the case of well-formed objects, the
data can be considered valid, and there will exist a corresponding QuasiNURBS
set. We give theorems which will guarantee various aspects of well-formedness,
i.e., that there exist sets with non-selfintersecting boundaries that correspond to
the given data. The criteria for non-selfintersection are presented in [5]. In fact,
this problem of non-selfintersection is made more complicated by the fact that we
are dealing with trimmed patches, but however these difficulties are resolved, it
will be necessary to find bounds on the variation of the face normals. We give a
theorem which provides such bounds.

We conclude with a brief description of the question of the quality of computed
answers, as reflected in the numerical stability of an algorithm to effect an opera-
tion on two objects (or, more precisely, their representations) by using a backward
error analysis. We think that our rigorous definition of a valid representation will
now permit such an analysis.

Keywords : Data uncertainty, QuasiNURBS, Bézier, trimmed patches, reali-
sation, well-formed, Whitney extension, Lipschitz constant, selfintersection, nor-

mal vector.
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Chapitre 1

Introduction

)

“Le fini ne se distingue de l'infini que par l'imperfection’

Reverdy Pierre, poéte francais, 1889-1960.

Une des plus importantes préoccupations aujourd’hui, en modélisation des
solides, est la non-robustesse dans les opérations géométriques sur les objets.
Quelques exemples des conséquences de la non-robustesse des algorithmes aussi
bien géométriques que numériques prouveront la nécessité de cette étude :

- un algorithme d’intersection de deux solides [4, 34], mis en échec dans le
cas de deux polyedres tangents intérieurement, & cause du décalage du point
d’intersection (& cause des erreurs d’arrondis) (voir FIG. 1.1},

- un exemple d’une triangulation de Delaunay faussée par des erreurs de
précision, [65] (FIG. 1.2),

— et finalement un exemple plus spectaculaire de non-robustesse d’'un algo-
rithme numérique cette fois : I'explosion de la fusée Ariane en juin 1996
(débordement numérique).

On voit donc que les conséquences de la non robustesse peuvent étre désas-
treuses dans différents domaines. D’autres exemples d’incohérences sont donnés
dans [40, 53]. En fait, plusieurs théorémes géométriques classiques, vrais dans
I’espace Euclidien infini, sont mis en échec dés qu’on passe en mode fini, monde

de la machine.
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(8]
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F1G. 1.2: Probleme de robustesse en Géométrie Numérique : Triangulation de

Delaunay [67].
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Revenons au premier exemple pour décrire en détail les conséquences désas-
treuses dans le cadre de la modélisation des solides. Le décalage du point d’inter-
section, qui peut sembler insignifiant, va provoquer un désordre dans la topologie
de I'objet résultant. En effet, dans ce cas d’intersection, un segment de droite (I’axe
de symétrie de la face courbe) d’un des solides intersecte la face supérieure (per-
pendiculaire a ’axe z) du tétraédre en un point extérieur a cette face alors que ce
meéme segment intersecte la face inférieure (perpendiculaire a ’axe z) en un point
situé sur ’aréte commune aux deux faces donc appartenant & la face supérieure.
A cause de larithmétique en virgule flottante, un segment de droite coupe donc
un plan en deux points. Dans notre cas de figure, il y a donc un décalage entre
deux faces de ’objet résultant de I'intersection. Dans une autre situation [34, FIG.
1], Vintersection du segment de droite avec ces deux faces donnerait deux points
I'un intérieur et 'autre au bord de la face supérieure, ce qui provoquera un écart
entre les deux faces résultantes. Dans tous les cas, algorithme d’intersection va
bloquer au moment de reconstituer 1’objet final [34].

L’étude de la robustesse des algorithmes géométriques a pris son essor vers la
fin des années 80 (70, 32, 31, 54, 22, 19] et continue jusqu’a ce jour de faire couler
beaucoup d’encre [34, 78, 71]. En fait, une vingtaine d’années apreés, Farouki [24],
un des spécialistes du domaine, observe qu’aucune théorie satisfaisante permettant
de décrire comment approcher, de maniére cohérente, les cotés et surfaces du solide
représenté, n’a réussi a se mettre en place. Plusieurs définitions de la robustesse
sont utilisées de maniére informelle. Intuitivement, un algorithme géométrique est
non robuste s’il produit un résultat qui présente des incohérences géométriques
comme des décalages ou des superpositions entre des surfaces supposées contigués.
En fait, Hoffmann [33] souligne que 'origine de la non-robustesse est I'interaction
entre données numériques approximatives et données symboliques exactes. Ainsi,
I'un des buts de notre travail est de donner une définition rigoureuse et utile & ce

qu’on appelle “robustesse”.
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1.1 Description du probleme

Pour effectuer une opération géométrique sur un solide (ou entre solides), ce
dernier est soumis a l’algorithme sous forme de représentation. La représentation
est un ensemble de données numériques (plus précisément géométriques) et topo-
logiques décrivant un objet, de maniere cohérente ou pas.

Le probleme de robustesse numérique (ou simplement robustesse), résulte de
Pincertitude sur les données représentant 1’objet, de I'utilisation de arithmétique
en virgule flottante et de I’approximation par des courbes de bas degré. L’analyse
inverse de I'erreur serait alors une méthode pour vérifier le conditionnement d’un
probleme géométrique et la stabilité numérique de ’algorithme.

En effet, nous pouvons espérer montrer que le résultat de 1’algorithme est exac-
tement la solution d’un probléeme géométrique proche mais légerement perturbé
par rapport au probleme géométrique original [35]. Et la relation entre ces deux
problémes est habituellement ignorée [69)].

D’autre part, la représentation d’un objet, que ce soit en entrée ou en sortie,
doit étre valide. En ce sens que les représentations doivent rigoureusement définir
un ensemble fermé régulier (voir annexe), i.e., un r-ensemble [61, 63]. Avant d’en-
tamer toute analyse, il est donc primordial de donner un sens aux représentations
i.e., de définir rigoureusement 1’objet représenté par ces données. En plus, la repré-
sentation comprend des entités géométriques souvent obtenues par des opérations
géométriques, par exemple intersection entre deux surfaces. Il s’ensuit que ’objet
est composé de patches de surface découpées (trimmed patches).

Considérons le cas de deux faces adjacentes décrites par des données géomé-

triques et topologiques. Les données géométriques sont :

1. dans R3,

— deux patches de NURBS F[D] et F'[D'] représentées par leurs points de
controle, décrivant les faces de l'objet et avec deux possibilités pour D :
cas 1 : D =[0,1]?(= D’); dans ce cas, F[D] et F'[D'] sont des patches,
cas 2 : D et D' sont inclus dans [0, 1], alors F[D] et F'[D'] sont des
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trimmed-patches (c’est le cas que nous considérerons dans la suite du tra-
vail),
éventuellement la courbe commune aux deux faces (notons-la b(t)), repré-
sentée par des points de controle,

- et éventuellement aussi les extrémités v; et vy de la courbe commune aux

deux faces,

2. dans R?,
les pré-images des frontiéres de F[D] et F'[D’], c’est-a-dire les p-courbes
p(t) et p'(t), décrivant une courbe fermée dans R? limitant les domaines
D et D' respectivement. Dans le cas 1, ces courbes sont les bords du carré

[0, 1]2. On considére que les p-courbes sont aussi des courbes de NURBS.

Quant aux données topologiques, elles consistent en la donnée d’un com-
plexe cellulaire, ici formé de deux faces et d’une aréte.

Les données topologiques et géométriques sont souvent incohérentes. Comme
nous considérons que les données topologiques sont exactes, il devient nécessaire
de perturber les données géométriques (NURBS) afin de donner un sens a la
représentation. Les faces perturbées seront alors les frontieres du r-ensemble :
I’ensemble QuasiNURBS. Cet ensemble QuasiNURBS de R3 est la réalisation as-
sociée a la représentation. Ainsi, si une représentation, notée A, est bien formée,
alors il existera une et une seule réalisation associée a cette représentation. Et on
dira qu’une représentation est bien formée si :

— il existe une correspondance exacte entre la structure géométrique et la struc-

ture topologique données,

— les données géométriques ajustées (pour obtenir la correspondance exacte)

ne s’autointersectent pas.

Le schéma suivant permet de résumer ce qui précede :
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REPRESENTATION DONNEE A

(]
AJUSTEMENT SUR LES DONNEES

¢

Vérification de :
L'EXISTENCE D'UNE BIJECTION
ENTRE DONNEES TOPOLOGIQUES ET GEOMETRIQUES (Etape 1)
+
LA NON AUTOINTERSECTION DANS UNE TRIMMED PATCH
ET ENTRE DEUX TRIMMED PATCHES ADJACENTES (Etape 2)

(]
REPRESENTATION BIEN FORMEE

Ce schéma décrit les étapes nécessaires pour obtenir une représentation bien

formée ou valide partant d’une représentation donnée tout a fait aléatoire.

1.2 Contribution

Une fois démontrée la validité de la représentation, c’est-a-dire, une fois les
étapes 1 et 2 du schéma précédent (sec.1.1) vérifiées, le calcul de la distance entre
les objets décrits par ces représentations (moyennant le choix d’une métrique),
aura un sens et permettra de faire une analyse de 'erreur liée au probleme dont
les données géométriques sont incertaines.

Notre travail a donc pour but, non pas de concevoir une nouvelle méthode “ro-
buste” pour faire une opération géométrique mais de contribuer a I’élaboration
d’une méthodologie rigoureuse pour mesurer le degré de robustesse d’un algo-
rithme quelconque dans un contexte précis : le cas de données de départ incertaines
et d’utilisation de l'arithmétique en virgule flottante, arithmétique en virgule
flottante étant largement utilisée dans les calculs numériques. Nous ne prétendons

pas résoudre totalement le probleme de robustesse mais nous pensons avoir posé
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=]

les bases en définissant rigoureusement les éléments qui permettront d’établir une
théorie consistante sur I’analyse de 1’erreur dans les opérations géométriques entre
solides, évitant ainsi de traiter, cas par cas et de maniére heuristique, les résultats
erronés dues aux erreurs citées ci-dessus.

Une des difficultés dans le cas général, est que les faces du solide considéré sont
des trimmed patches quelconques, limitées par plusieurs frontiéres courbes et non
des patches usuelles, i.e., des patches dont le domaine paramétrique est un pavé ou
un triangle de R2. Et bien que ce soit un cas trés fréquent [1, 73], il n’est toujours
pas maitrisé et continue de susciter beaucoup d’intérét. Cette particularité est
prise en compte dans notre étude.

Ainsi, nous présenterons au chapitre suivant une syntheése des travaux liés a
notre sujet. Dans le chapitre 3.1, nous nous intéresserons a la premiere étape
du schéma de la section 1.1 soit ’existence d’une bijection entre données topolo-
giques et géométriques ainsi que la définition d’une représentation bien formée ou
valide. Ce chapitre comprendra aussi une application aux surfaces de subdivision.
L’étape 2 de ce schéma, soit la non-autointersection, sera développée dans deux
chapitres : Le chapitre 4 sera une présentation du critére de Volino-Thalmann,
énoncé d’'une maniere rigoureuse ainsi que des exemples et contre-exemples liés
a ce critere. Le chapitre 5 sera ’application de ce critére au cas particulier des
trimmed patches perturbées. On y fournit un résultat permettant de borner les
vecteurs normaux. Ce résultat pourra étre utilisé pour la formulation de théoréme
éliminant les intersections parasites entre surfaces adjacentes. On conclura au cha-
pitre 6 en soulignant I’importance de notre contribution et les travaux qui peuvent,
s’ensuivre particulierement 1’étude de la stabilité numérique par ’analyse inverse

de lerreur.



Chapitre 2

Etat de l’art

Cette theése est une contribution au probléme général de robustesse donc la
premiere section de ce chapitre sera une description de la littérature parue sur ce
sujet. Ce probleme général fait appel a plusieurs concepts, opérations ou méthodes
qui ont fait ’objet, & part entiére, d’une dense bibliographie. Ce chapitre sera donc
une breve revue des travaux liés & notre étude. Nous présenterons, en particulier,
dans la section 2.2, les principaux travaux sur les méthodes d’interpolation transfi-
nie, dans la section 2.3, ceux concernant I'opération de découpage, viendra ensuite
la section 2.4 sur la définition de représentation et réalisation et enfin la derniére

section sur les méthodes d’autointersection.

2.1 Probleme général de robustesse

Il existe déja des approches pour un calcul géométrique robuste qui traitent,
d’une manieére succinte, le cas des données incertaines. Parmi les solutions pro-
posées pour rendre les algorithmes géométriques “plus robustes” , nous citerons :

— les heuristiques des €; celles-ci consistent & se donner une tolérance € et

décider que ce qui est proche de zéro (a € prés) est égal & zéro autrement
dit que x=y si |z —y |< ¢,

— l'arithmétique des intervalles qui consiste a remplacer un nombre par un

intervalle centré en ce point,
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I'élimination des cas dégénérés (ou cas limites) en introduisant des pertur-
bations,

— la modification des données symboliques,

— différents schémas basés sur une extension de la précision arithmétique pour
représenter les nombres de maniére exacte (ou, adaptativement [58] avec une
précision arbitrairement grande).

En fait, selon Lieutier [48], “dans 'industrie, la réalisation et la maintenance
d’algorithmes géométriques comportant une part combinatoire (topologique) et
une part numérique (géométrique) sont trés coliteuses. La réalisation de tels algo-
rithmes ne procede pas d’une méthodologie rigoureuse et reproductible mais d’un
savoir-faire personnel difficilement transmissible. Si les conséquences semblent mi-
neures et n’affecter que des cas limites peu fréquents, en fait, nous remarquons
que la gestion des € et des cas limites devient la partie la plus cofiteuse en mise
au point et en maintenance”. Ceci est da au fait que ces solutions sont proposées
sans cue le probleme ne soit bien défini. C’est ce qui est arrivé historiquement et
c’est en partie pour cela que le probleme persiste. Voila la lacune principale qui a
suscité notre intérét.

Les méthodes décrites ci-dessus, et bien d’autres, essaient d’éviter ou de rat-
trapper des calculs faussés par les erreurs de conversion ou dues a la méthode
numérique d’approximation utilisée [54, 65], calculs qui meéneront & des décisions
incohérentes, provoquant des erreurs graves, surtout quand les tests ne sont pas
indépendants, menant a 1’échec des méthodes numériques classiques, théorique-
ment correctes et aussi & 1’échec des algorithmes de maillage [24].

Ces méthodes apportent toutes une contribution au probléme posé et il n’est
pas exclu qu’on utilise I’'une ou ’autre de ces méthodes localement. Cependant,
elles présentent aussi certaines limitations qui laissent encore ouvert le probleme
de robustesse des opérations entre solides et que nous résumerons dans ce qui
suit, :

- il y a des problemes graves avec la méthode des heuristiques des € pour les

représentations par frontieres (B-rep). Les € évitent certaines incohérences
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mais en provoquent d’autres [4, 34]; par exemple, la notion de colinéarité
n’est plus transitive. En effet, nous pouvons facilement avoir une polyligne ot
tous les points sont colinéaires trois par trois a € pres, sans que la polyligne
finale ne soit une droite. Dans chaque triplet de points colinéaires, une petite
perturbation inférieure a €, en a fait des points colinéaires mais il n’y a pas
de petite perturbation qui permettra d’avoir une polyligne finale droite. Par
suite, si nous appliquons une petite perturbation inférieure a e sur chacune
des données, la taille de la perturbation globale n’est en rien assurée si
le nombre de segments formant la polyligne est important. En général, la
notion de transitivité de ’égalité est perdue [65].

Parithmétique des intervalles est une méthode lente et pour le moment, en-
core pessimiste : au lieu de manipuler des nombres, nous manipulons des
intervalles dont nous ne contrélons pas toujours la taille a cause de 'uti-
lisation de l'arithmétique a virgule flottante et de l'effet enveloppant (ou
wrapping effect). L'effet enveloppant est dii au fait que 'image d’un inter-
valle vectoriel (par exemple, un rectangle) n’est pas un intervalle vectoriel.
La solution intervalle sera alors, par exemple, un rectangle contenant (ou
enveloppant) I'image [55, 44]. Et le probléme n’est toujours pas réglé, pour
les mémes raisons que la méthode des heuristiques décrite ci-dessus : nous
ne connaissons pas la forme topologique de l'intersection a I'intérieur de la
zone d’intersection.

le traitement des cas dégénérés, comme nous ’avons précisé plus haut, est
trés couteux en pratique [48]. Ces méthodes ont pour but d’éliminer les
tests du type “un point est-il sur une ligne? le résultat est-il égal a zéro?”
pour éviter les cas limites qui provoquent les dégénérescences. D’une part,
’élimination de ces “positions dégénérées” [32] se fait en perturbant la po-
sition des éléments les uns par rapport aux autres et rien ne prouve que
I'intégrité de ’objet géométrique présenté au probleme, soit maintenue.
D’autre part, ’élimination automatique des cas limites n’est pas toujours

souhaitable en modélisation des solides. Pour la méthode SOS (Simulation
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Of Simplicity), Edelsbrunner et Miicke [21] prouvent qu’on peut éliminer
les cas dégénérés en perturbant les données dans des cas simples. Ils ne
considérent que des opérations géométriques primitives, une opération pri-
mitive étant une fonction f qui associe a un ensemble @) de k objets les va-
leurs +1, 0 et -1 ol 0 est le cas dégénéré. Cette méthode nécessite de savoir
quand f(Q) = 0, c’est a dire qu’elle nécessite 1’ utilisation de Parithmétique
exacte. En fait, ils font une perturbation symbolique, en remplagant toutes
les données numériques par un polynome en €. Cette technique théorique
permet d’élaborer des méthodes siires et qui permettent a l'utilisateur de
travailler directement avec les données originales sans se soucier du calcul du
polynéme en . Cependant, trouver le bon polynéome n’est pas trivial méme
dans des cas simples.
quant a 'augmentation de la précision, cette méthode, d’'une part, ne con-
vient pas si les données sont incertaines et d’autre part, est trés coliteuse.
En effet, les données peuvent étre obtenues grace a des capteurs senso-
riels ou étre le résultat d’un autre programme et étre, par conséquent,
imprécises. Est-il, alors, vraiment pertinent de représenter les nombres de
maniere exacte, méthode cotteuse en temps calcul et en espace mémoire,
pour donner des résultats précis alors que les données sont incertaines [35] ?
C’est pour cela que bien poser le probleme de robustesse est crucial; par
exemple, certains chercheurs proposent 'utilisation de 'arithmétique exacte pour
régler le probleme. Ceci est ou n’est pas justifié selon le probléme posé :
si le probleme est défini par des données exactes, c’est une solution tres chére
mais fructueuse [34, Sec. 3.2],
si le probleme est défini par des données incertaines, c’est non seulement
une solution tres chére mais en plus, inutile.
Un résumé des méthodes décrites ci-dessus est donné dans [32].
Ces travaux soulignent bien la nécessité de poser le probléme de maniere ri-
goureuse en commencant par définir clairement les opérateurs entrant dans le pro-

cessus géométrique (ou en sortant) pour éviter d’utiliser des méthodes cotiteuses
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et infructueuses.

2.2 Interpolation transfinie

Les méthodes d’interpolation transfinie se basent sur des données continues :
un ensemble de courbes a interpoler au lieu d’'un ensemble de points.

La premiére publication & ce sujet a été le travail de S. A. Coons [11]. Il a
défini un interpolant transfini qui interpole les quatre courbes frontiéres d’une
patch et ou les fonctions d’interpolation sont des polynomes, linéaires pour une
continuité C° et d’Hermite pour une continuité C'. Gordon [26] a observé que
la patch de Coons peut en fait s’écrire comme somme boolénne de projecteurs
a une dimension. Il a ensuite généralisé ce concept en construisant une surface
d’interpolation transfinie passant par un réseau de courbes paralléles .

Cette classe de surfaces d’interpolation transfinie est en fait une solution & un
probléeme variationnel : la minimisation de fonctionnelles liées a la régularité de la
surface d’interpolation. Par exemple, les patches de Coons minimisent la torsion
[23].

Les patches de Coons et les surfaces de Gordon sont applicables sur des do-
maines rectangulaires ou triangulaires. Pour des domaines limités par un cercle
ou un polygone, simplement connexe ou pas, Gross et Farin [30] ont proposé une
méthode d’interpolation transfinie basée sur 'interpolant de Sibson qui utilise le
diagramme de Voronoi dans le plan pour interpoler un ensemble de points. Ils
proposent de calculer le diagramme de Voronoi pour des données continues, soit
des segments de droite ou des courbes au lieu des points. Leur méthode résoud le
probléme de trouver une fonction “raisonnablement” lisse [30, p.38], qui est définie
sur un domaine fermé et qui interpole exactement la courbe frontiére donnée.

Les méthodes exposées plus haut sont des méthodes de calcul qui supposent
que les différentes entités géométriques sont certaines et sans ambiguité, mais
en réalité, c’est rarement le cas : les données sont trés souvent incohérentes. Et,

dans notre contexte, ce qui nous intéresse, n’est pas de construire un interpolant
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transfini en tant que tel mais de définir grace a ce type d’interpolation, un ensemble
bien formé ou valide a partir de données incohérentes dans le cadre de ’étude de
la robustesse [4, 35]. Nous verrons plus loin (section 3.1.1) le type d’interpolation

transfinie qui “réalise” nos objectifs.

2.3 Opération de découpage ou trimming

Le trimming est une opération qui est maintenant dans les normes standard
des systemes d’automatisation industrielle [1, 73]. C’est une opération importante
en modélisation géométrique en général et des solides en particulier {28, 36, 45,
57]. Une méthode de trimming, en général, consiste & donner une formulation
mathématique approximant la partie a découper dans une surface donnée.

Le trimming rectangulaire est déja standard [73]. Une trimmed surface rectan-
gulaire est une surface limitée par des courbes dont les pré-images dans l’espace
paramétrique sont des lignes isoparamétriques, c’est-a-dire des segments de droite
(u1,v), (ug,v), (u,v1) et (u,ve) ot u; (i = 1,2) et v;(z = 1,2) sont des constantes.

Dans certaines applications, il est possible d’avoir un domaine paramétrique
(associé & une trimmed patch) de forme rectangulaire ou triangulaire mais, en
modélisation des solides, les objets sont souvent construits par des opérations
booléennes [9] par suite le domaine peut étre tout a fait quelconque. Une trimmed
surface NURBS quelconque est dans ce cas moins triviale a déterminer vu que
les pré-images de ses frontieres ne sont plus des segments de droite dans l’espace
paramétrique u — v mais des courbes. Dans [9], Casale et Bobrow définissent une
trimmed patch comme une application injective d’'un domaine non nécessairement
rectangulaire ou triangulaire, borné, régulier (Voir définition en annexe A) de R?
dans R® puis présentent les bases mathématiques d'une opération entre solides
dont les frontieres sont des trimmed patches.

Une approche courante a la construction d’une trimmed patch [71, p.1] est de
remplacer les surfaces & découper par des approximations polyedrales. Cependant,

cette approche ne satisfait pas la précision exigée par certaines applications en
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engineering nécessitant des performances aérodynamiques, hydrodynamiques ou
autres.

Une idée importante qui reviendra souvent dans cette thése, est la difficulté de
joindre deux trimmed patches de ce type, de maniére exacte pour former un solide
valide. En effet, quand des solides sont construits & partir d’opérations booléennes,
par exemple, il est nécessaire de couper les patches le long des courbes d’inter-
section. Et il est, en général, impossible de représenter exactement ’intersection
qui est une courbe quelconque non nécessairement une spline de bas degré. La
courbe d’intersection formant la frontiere de la trimmed patch est alors calculée
approximativement et ce calcul approximatif provoque souvent des décalages ou
chevauchements. En supposant que la pré-image dans le domaine paramétrique
de la courbe d’intersection est approché de maniére “suffisamment juste”, Song
et ses coauteurs [71] proposent alors de perturber la surface au voisinage de la
courbe d’intersection, en perturbant ses points de contréle, de maniere a faire
coincider les différentes courbes censées représenter la courbe d’intersection et par
suite éliminer ’écart ou le chevauchement entre les deux surfaces considérées.

Litke, Levin et Schroder [50] considérent le trimming dans le cas des surfaces de
subdivision. Leur méthode pour le trimming se base sur le schéma de subdivision
combinée [47]. Ce schéma garantit Iinterpolation exacte d’une courbe donnée qui
formera une frontiere de la trimmed patch. La subdivision combinée permet la
construction de surfaces de subdivision ayant des courbes frontiéres arbitraires en
tant que ces courbes sont C'-continues par morceau, paramétrées et possedent
une procédure d’évaluation. Leur méthode est basée sur le schéma de subdivision
de Loop. La subdivision, d’une étape a une autre, ajuste le maillage au voisinage
de la courbe donnée de maniere a rattacher celle-ci a la patch. Pour ce faire, ils
prennent des points sur la courbe donnée et modifient le stencil de subdivision au
voisinage des frontiéres en considérant ces points comme nouveaux sommets du
maillage. Il y aura donc interpolation de la courbe donnée mais la trimmed patch
ne sera pas égal a la surface originale au voisinage de cette courbe bien qu’on puisse

Papproximer a une tolérance pres. Selon les auteurs, cette méthode de trimming
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pour des surfaces subdivisées garantit une interpolation exacte de la courbe de
trimming donnée et si deux surfaces partagent une méme courbe frontiére dans
I'espace réel (par exemple, leur intersection), les deux surfaces vont concorder
exactement en cette courbe et les incohérences topologiques seront évitées. Mais
si la courbe, elle-méme, est obtenue par calcul, est-il vraiment garanti que ces
incohérences seront évitées vu que le calcul se fait en précision finie et en nombre

fini d’étapes du processus de subdivision ?

2.4 Représentation et réalisation

On a vu dans l'introduction que la probabilité d’avoir des données numériques
incohérentes est grande vu que ces données sont, entre autres, le résultat d’un cal-
cul en arithmétique flottante. Des définitions formelles ont été données pour tenter
de traduire ce qu'est la représentation discrete de 1'objet géométrique dans ’or-
dinateur et ont donc fait ’objet de plusieurs travaux. Plusieurs de ces définitions
sont données a partir d’exemples concrets dans le plan. Elles sont résumées dans

[75].

2.4.1 Modeles ou réalisations

Hoffmann est 1'un des premiers a avoir posé les bases de cette étude [31, 32, 33].
Ces bases ont été énoncées de maniére similaire dans [37, 70]. Nous donnerons donc
sa déscription de représentation et de modele.

Une “représentation discrete” dans ’ordinateur ou simplement une “représen-
tation” d’un objet est une structure de données destinée a décrire I’objet avec des
données arithmétiques possiblement imprécises. La représentation contient une
liste des données géométriques et logiques. Les données géométriques sont des
données numériques et algébriques précisant la position et ’orientation de ’objet
comme par exemple les coefficients de ’équation d’un plan pour une face plane.
Les données topologiques sont un ensemble d’informations sur la relation entre

les différents éléments géométriques comme ’adjacence entre faces, la coincidence
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entre deux sommets, etc.

Une représentation a un modele, s’il existe un objet dans ’espace euclidien

vérifiant les données topologiques exactement et les données géométriques dans le
cas ol celles-ci sont supposées exactes. Le terme “modele” est utilisé par Hoffmann
mais le terme “réalisation” est utilisé par Hopcroft et Kahn dans [37]. La différence
de terminologie n’est pas importante. Notre seul but est de montrer la nécessité
de faire la distinction entre la représentation et le modele (ou la réalisation). Dans
notre travail, nous utiliserons le terme réalisation.
Selon Hoffmann, dans le cas ol les données sont exactes (précision infinie mais
surtout cohérence entre données géométriques et topologiques), la représentation
est son propre modele; nous appellerons ce modeéle un modele naturel [33]. En
fait, l'algorithme manipule le modele a travers sa représentation mais celui-ci
n’est jamais disponible explicitement.

Comme les données numériques dans la représentation sont une approximation
des données exactes, la définition suivante qu’il donne, pour comparer entre les
données numériques exactes et les données numériques approchées, permet de faire

un premier pas dans ’étude de la robustesse.

Définition 2.4.1. Un modéle M d’une représentation R est proche a € prés si le
plus grand écart entre les données numériques de la représentation et ceux exactes

du modéle est inférieur ou égal a €.

Il est important ici de marquer un arrét sur cette définition. En effet, elle met
en évidence la nécessité d’étudier 1’écart entre le probleme exact et le probleme
approché mais elle nous permet aussi de mettre en évidence I'importance de notre
étude :
— Que veut dire exactement la phrase “écart entre les données numériques de
la représentation et ceux exactes du modele” 7
Sommes-nous réellement en mesure de déterminer si le modele existe, c’est-
a-dire que la représentation est valide 7
Elle laisse donc ouverte la question de la validité de la représentation car elle ne

tient pas du tout compte de I'incohérence entre les données.
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La deuxieme définition donnée concerne la qualité d’un algorithme pour une

opération géométrique binaire.

Définition 2.4.2. Une opération géométrique binaire, par exemple l'intersection,
est dite correcte [31] si, pour les représentations R, et Ry présentées au probléme,

l'opération donne une représentation Ry telle qu’il existe des modéles My, M, et

j\/.[3 on :
1. M; est un modéle de R;,

2. ]\/[3 = ]\[1 ﬂ]\.[g

Une définition de la qualité de Ialgorithme pour une opération géométrique
n-aire est donnée dans [32, 33].

Hoffmann a donc posé le probleme a travers I’énoncé de ce que serait une
opération correcte mais nous, nous allons plus loin [4, 17] en définissant ce que
veut dire “est un modele de” et en spécifiant rigoureusement comment faire pour
vérifier I’existence d’un modele pour une représentation donnée donnant ainsi un
sens a ’égalité M3y = M; N Ms.

La définition précise d’une réalisation a été posée pour la premiére fois par
Desaulniers et Stewart dans [17, 18, 19] dans le cas de faces planaires. En effet, les
auteurs introduisent les r-sets quasi-rectilinéaires [17]. Ils présentent en particu-
lier comment les r-sets quasi-rectilinéaires permettent de donner une signification
précise a un objet simple, le cube, obtenu par une opération particuliére, la transla-
tion, en présence d’erreurs d’arrondis. Cette these fait donc suite a ce travail dans
le sens ol nous généralisons cette méthode d’interpolation & des surfaces quel-
conques non nécessairement linéaires. Nous traitons ensuite les difficultés liées a la
perturbation des normales qui font suite a la perturbation des faces géométriques

données. Et nous proposerons enfin une définition d’un algorithme robuste.

2.4.2 Représentations utilisées en pratique

La majorité des modeleurs géométriques (ACIS [1], STEP [73]) utilisent la

représentation décrite précédemment, c’est-a-dire par les données géométriques et
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topologiques.

La géométrie de l'objet fait référence aux entités géométriques suivantes :
point, courbe, surface et p-courbe (pcurves); les p-courbes sont des courbes pa-
ramétriques dans un domaine de R?. La géométrie est indépendante de la descrip-
tion topologique de ’objet. La topologie de 'objet, quant a elle, fait référence aux
relations ou connexions entre les différentes entités de la description géométrique
de l'objet.

Dans la représentation par les bords (ou B-rep), la structure topologique d’un
modele contient les éléments topologiques de base suivants : sommet (vertex),
aréte (edge) et face (face). Notons S le solide exact (que nous allons définir plus
loin) impliqué dans une opération géométrique telle que I'intersection et dont la
représentation incohérente, comprenant les données géométriques et topologiques,
est A.

Les données géométriques dans la représentation A sont des sous-patches
NURBS (ou trimmed NURBS patches) décrivant les faces de P'objet ainsi que
les courbes frontieres et sommets correspondants. Considérons deux sous-patches,
notons les F' et F', définies sur D et D’ respectivement. La représentation de la
courbe d’intersection des deux faces F et F' comprend deux pré-images, définies
par les p-courbes p et p’ dont I'image est dans D et D’ respectivement. En plus, la
courbe d’intersection est explicitement représentée par une courbe paramétrique
b(t) & valeurs dans R? et qui est proche de F(p(t)) et F'(p(t')). Finalement, il y
a une représentation explicite de chaque extrémité v; € R® (i = 1,2) de la courbe
paramétrique b (voir FIG.2.1). Dans la pratique, v; et vy sont souvent identiques
aux extrémités de b.

Les données topologiques (FIG.2.2) forment un 2-cycle topologique [61]. Un
2-cycle correspond a une surface fermée mais non nécessairement une variété
topologique (manifold); les définitions détaillées sont en annexe. Pour illustrer
ce qu'est un 2-cycle qui n’est pas un manifold, on pourrait penser a la sur-
face de deux tétraédres qui ont un sommet ou une aréte commune. A chaque

2-cell dans les données topologiques correspond, dans les données géométriques de
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F1G. 2.1: Données géométriques pour deux trimmed NURBS patches adjacentes

._.

Fi1G. 2.2: Données topologiques associées a la figure 2.1
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'utilisateur, une sous-patch F[D] de R3. A chaque 1-cell correspond une courbe
frontiere explicite b entre les deux faces adjacentes. Cette derniere courbe n’est

. . .- , N
pas nécessairement confondue avec 'image d’une des deux p-courbes associée a
chacune des deux faces adjacentes. Finalement, & chaque 0-cell dans les données
symboliques correspond un point explicite v; dans les données géométriques . Ce

point ne coincide pas, en général, avec I'extrémité des courbes avoisinantes telles

que b, F[p] ou F'[p'].

2.5 Détection d’autointersection

Plusieurs méthodes ont été présentées dans la littérature. Certaines utilisent les
points de contrdle [2] et d’autres les variations du vecteur normal pour connaitre
la géométrie de la surface [5, 29, 43, 68, 76].

Dans [2], la détection d’autointersection se fait en utilisant une condition suf-
fisante sur les points de controle d’une patch triangulaire de Bézier.

Dans [76], I'algorithme de détection se base sur la vérification de deux condi-
tions ; cette conjecture est formalisée puis démontrée dans [5]. La premiére condi-
tion consiste a trouver une direction privilégiée v telle que le produit de toute
normale a la surface avec v soit positif et la seconde a vérifier que la projection
parallele a v de la frontiere de cette surface, vue comme courbe paramétrique, ne
s’autointersecte pas.

Grinspun et Schroder [29] reprennent cette conjecture mais au lieu de trouver
une direction privilégiée pour la premiére condition, ils montrent qu’il existe un
plan de séparation entre l'origine et I'image de ’application de Gauss de la patch
[15], c’est-a-dire que I’ensemble des normales & la surface est contenu dans un cone
non-dégénéré (i.e., un coéne avec un demi-angle inférieur & %). Si cette condition
n'est pas vérifiée, la patch est subdivisée et la condition est vérifiée sur chaque
sous-triangle. Le calcul du cone se base sur la diagonalisation de la matrice de
subdivision donc sur les valeurs et vecteurs propres de cette matrice.

Dans [68], I'idée de cone de tangentes et de normales est introduite. Elle est
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décrite dans [42]. Ces cones sont calculés pour borner les directions des tangentes
ou des normales de la surface. Dans la méme idée, dans [43], le cone de visibilité
est défini. C’est I’ensemble des vecteurs selon lesquels tout point de la surface peut
étre vu sans interférence.

Plusieurs méthodes de calcul de cone, circulaire [42, 68] ou pyramidale [12],
ont été présentées dans la littérature ; toutes les surfaces considérées sont rectan-

gulaires.



Chapitre 3

Description de la réalisation

3.1 Ensemble QuasiNURBS

Tel que mentionné dans la section 2.2, 'interpolation transfinie peut étre uti-
lisée d’une maniere différente, pour fournir la définition d’un ensemble valide dans
le contexte de 1’étude de la robustesse. L’interpolant transfini, ne sera pas cal-
culé explicitement mais est introduit uniquement dans le but de prouver a travers
des théoremes rigoureux, l’existence d’un unique ensemble valide, ou réalisation,
qui sera une interprétation des données incohérentes fournies a une méthode
numeérique donnée.

Appelons S ’ensemble décrit par les entrées incohérentes A définies a la sec-
tion 1.1. Nous supposons ici que les données topologiques sont exactes et nous
modifierons “légerement” les données géométriques, que nous supposerons incer-
taines de maniere a les faire concorder entre elles et avec les données topologiques.
De toute fagon, vu l'incertitude sur les données, 'utilisateur s’attend & ce que
I’objet ne soit pas fabriqué exactement tel qu’il le veut mais avec des petites

perturbations.
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3.1.1 Définition et qualité de la réalisation : ’ensemble

QuasiNURBS

Les frontieres de S seront formées par une perturbation des sous-patches
NURBS (ou trimmed NURBS patches) : elles seront cohérentes avec les som-
mets explicites géométriques v;,7 = 1,2 et la version “légeérement” perturbée de
la courbe frontiére explicite b(t) et conformes aux données topologiques.

Une sous-patch (ou trimmed patch) est représentée par la fonction F définie
sur un domaine Dy de R? et & valeurs dans R3 et des p-courbes p*(t),k =1,...,m
définies pour ¢ € [0, 1] et & valeurs dans le domaine paramétrique u-v de R? (voir
FIG.2.1). L’ensemble des m p-courbes définit un domaine D C Dy en spécifiant
la frontiere 9D de D. La frontiére 9D est une courbe fermée dont les m segments
sont les p-courbes. Chaque fonction p* est supposée injective, chaque segment
intersecte son voisin uniquement aux extrémités et deux p-courbes non-adjacentes
ne s’intersectent nulle part. Nous pouvons vérifier ces hypotheses, du moins pour
les courbes de Bézier, en utilisant les méthodes décrites dans [2]. Nous supposons
aussi que si une frontiere de la trimmed patch est définie par un segment de droite
confondu avec un c6té du domaine Dy (dans notre étude Dy = [0,1]), alors il
existe une p-courbe qui coincide avec ce segment de droite (donc avec un segment
ou une partie d’un segment frontiére du pavé [0, 1]?).

Il serait préférable que la distance entre la courbe explicite b*(t) et I'image par
F de la p-courbe p*(t), c’est-a-dire ||b*(t) — F(p*(t))|, 0 < t < 1, soit petite. En
d’autres termes, pour t, fixé, on aimerait garantir que les points b*(to) et F\(p*(to))
de R® ne soient pas éloignés. Si b est linéaire par morceau, la paramétrisation
sera faisable. Sinon, pour interpoler les points v; (¢ = 1,2) en minimisant cette
distance, nous pouvons introduire une reparamétrisation de b*(t) [59, p. 241].
Dans le cas général ou b est une courbe spline, ce probléme est complexe et nous
ne ’avons pas traité.

En fait, nous parlons de reparamétrisation mais la nouvelle courbe, notons-

la B*(t), ne sera pas exactement la courbe décrite par b*(t) mais une version
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“légerement” perturbée de celle-ci. Etant donné les extrémités v, et vq, corres-
pondant & t = 0 et ¢ = 1 respectivement, nous définissons les courbes ,Bk(t) a
partir des courbes b*(t), t € [0,1] tel que B*(0) = v; et B*(1) = va, par une

simple interpolation linéaire donnée par :
BE(t) = b8(t) + (1 — t)[v1 — B(0)] + t[va — B*(1))] (3.1)

On peut en déduire facilement 1’écart entre la fonction b(t) et la fonction B8*(¢)

(pour définir, maintenant, ce qu’on entend par “légérement” perturbée) :
I 8%() — b*(2) 1< max{]| v = b*(0) [, | v = b (1) I},0<t < 1. (32)

L’écart entre la courbe donnée b et la courbe perturbée a partir de b, c’est-a-dire
B 1n’est jamais plus grand que ’écart déja existant dans les données. Cependant,
il peut arriver que B* = b*, dans le cas par exemple ot b* est une courbe linéaire
par morceau ou une courbe NURBS dont les points de controle, initial et final,
sont les points v; et vo.

Nous pouvons, maintenant, donner les conditions qui permettent d’établir une
correspondance point par point entre chacune des courbes F(p*(t)) (frontiéres
de la trimmed patch donnée) et les courbes B*(t) (c’est-a-dire les courbes b¥(t)

éventuellement perturbées) par la proposition suivante ([4]) :
Proposition 3.1.1. Si, pour une seule patch,

1. la fonction F' est injective;

2. pour chaque k : la fonction p* est injective, les p-courbes adjacentes ne
s’intersectent qu’en leurs extrémités, et deux p-courbes mon-adjacentes ne

s'intersectent nulle part;

3. pour chaque k

alors, pour chaque k, les applications F(p*(t)) — B*(t), de l'ensemble image

b () — bh(t)

| > (Ivi =6 + lva = b"(W)II),  t<t';

Im(F(p*(t))) vers l’ensemble image Im(B*(t)), sont bien définies et bijectives.
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Démonstration

Les hypothéses 1 et 2 de la proposition impliquent que F o p* est injective sur
[0,1], alors, pour chaque k, les applications F'(p*(t))) — B8*(t) sont bien définies.
La condition 3 assure que pour chaque k, ,Bk(t) est injective. En effet, supposons

que pour t < t', B%(t) = B (¢'), alors :
bR (1) — BN(t') — (t — ¢')(va — b(0)) + (¢ — t')(v2 — B*(1)) = 0,

1.€.,
bt (t) — b (t")

t— ¢ = (Vl - bk(o)) - (V2 - bk(l))’

soit,
b (t) — b*(t))

P < (v = B5O))| + lva = B*(V)I) . <t

D’oti la contradiction avec la condition 3 et par suite t < ', B%(t) # B*(t'), c’est-

a-dire B*(t) est injective. Alors les applications F(p*(t)) — B*(t), de ensemble
image Im(F(p*(t))) vers ’ensemble image Im(B*(t)), sont bijectives. O
Avec les hypotheses de la proposition précédente, nous définissons la pertur-

bation appliquée & la frontiére de la trimmed pat