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RÉSUMÉ

Ce mémoire intitulé Contrzbutzon à ta conjecture d ‘Erdds Farber Lovàsz . se veut

une étude de certains cas de la conjecture d’Erdôs Farber Lovàsz. Il est connu

que cette conjecture est un problème difficile. Pour cela nous nous sommes re

streints aux cas où chaque sommet d’intersection appartient soit à exactement

deux graphes, soit à exactement trois graphes.

D’abord,nous prouvons simplement la conjecture pour le cas où chaque sommet

d’intersection appartient à exactement 2 graphes IÇ. Par la suite, nous prouvons

la conjecture pour certains cas où chaque sommet d’intersection appartient à ex

actement 3 graphes K,-, en utilisant les triplets de Steiner.

De nouvelles bornes supérieures inférieures à n pour le coloriage de certains systèmes

triples de Steiner cycliques sont déterminées. Jusqu’à présent cette borne était n

pour les systèmes triples de Steiner cycliques, et reste conjecturée à n en général.

Mots clés Erdôs-Farber-Lovisz, Systèmes de Steiner, Coloriage des

systèmes de Steiner.



ABSTRACT

Tins work entitled Contribution to the Erdôs-Farber-LovFisz conjecture was aimed

to be a study of certain cases of the Erdôs-Farber-Lovàsz conjecture. It is known

that this conjecture is a difficuit problem. For this reason we restricted our stucly

to the cases where each top of intersection belongs either to exactly two graphs, or

with exactly three graphs.

Initially. we prove simply the conjecture for the case where each top of intersection

belongs to exactly 2 graphs K. Thereafter, we prove the conjecture for certain

cases where each top of intersection belongs to exactly 3 graphs IÇ by using the

triplets of Steiner.

New upper bounds, lower than n, for the colouring of certain cyclic triple systems

of Steiner, are determined. Until now these upper bounds were n for the cyclic

triple systems of Steiner, and remains conjectured with n in general.

Keywords: Erdôs-Farber-Lovsz, Steiner’s Systems, Coloring of Steiri

er’s systems.
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AVANT-PROPOS

Ce mémoire traite d’un point de vue ensembliste une restriction de la conjecture

de Erdôs-Farber-Lovàsz cmi énonce que le nombre chromatique d’un ensemble de n

graphes complets K7, s’intersectant cieux à deux en exactement 1 sommet est égal

à n.

Cette conjecture est connue pour être difficile. Erdôs a offert 500 USD de récompense

pour sa résolution. C’est un montant trè élevé quand on connaît les prix habituel

lement offerts par Erdôs pour la résolution des problèmes.

Dans le premier chapitre, nous introduirons les systèmes de Steiner $(2, k, n) et

nous expliquerons comment nous y sommes arrivés sans en connaître préalablement

l’existence. Nous énoncerons les théorèmes et les lemmes qui nous permettront de

savoir si un ensemble de triplets est susceptible de générer un ST$(n) cyclique et

que nous utiliserons pour démontrer les résultats du chapitres 2.

Dans le deuxième chapitre, nous verrons la manière d’ordonner les éléments des

classes d’équivalence de façon à ramener la borne supérieure à (n + 1) c’est à

dire pour colorier l’ensemble des triplets d’un $TS(n) cyclique avec seulement

(n + 1) couleurs. Ensuite, nous étudierons les propriétes des triplets représentant

ces classes pour les utiliser afin d’obtenir le résultat principal nouveau qui est de

colorier entièrement certains STS(n) cycliques avec un nombre de couleurs non

seulement inférieur à n mais surtout représentant seulement une fraction de n.

Dans le troisième chapitre nous prouverons la restriction 12 (n) et nous utiliserons

les résultats du chapitre 2 pour prouver la conjecture d’Erdôs-Farber-Lovàsz sur la

restriction 13(n) lorsque son $TS(n) associé , que nous définirons, est cyclique.



NOTATION

R Ensembles des nombres réels

Z Ensembles des nombres entiers

N Ensembles des nombres entiers positifs ou mils

N* Ensembles des nombres entiers strictements positifs

a congru à b modulo in

amb a non congru à b modulo in

Z Ensembles des classes d’équivalence des éléments de Z obtenues par

la relation d’équivalence alRb ssi (a — b) O (rnod n)

[n] ={O,1,...,n—1}

STS(n) Système Triple de Steiner à n éléments

S(2,k,n) Système de Steiner de k-ensembles à n éléments



CHAPITRE 1

INTRODUCTION, NOTATIONS ET DÉFINITIONS

1.1 Notations utilisées

Dans toute la littérature concernant les systèmes de Steiner, la notation (a, b, c) est

utilisée pour désigner un 3-ensemble de Steiner qui est en réalité un ensemble de

3 éléments {a, b, c}. Dans le présent mémoire, cette notation a été conservée bien

ciueÏÏe puisse prêter à confusion pour ceux qui n’ont pas eu l’occasion d’aborder les

systèmes de Steiner. Cette notation couramment usitée a été conservée, mais on dira

un 3-ensemble au lieu de triplet. On écrira donc (a, b, c) pour désigner l’ensemble

{ a, b, c}, et d’une manière générale on écrira (ai, a2, ..., ak) pour désigner l’ensemble

{ a, a, , ak}, ceci dans le but de faciliter l’utilisation des orbites cycliques dans

lesquelles l’addition cyclique (a, b, c) + 1 = (a + 1, b + 1, c + 1) que nous définirons

dans la stute est utilisée.

Pour signifier qtie k objets O sont différents deux à deux, nous noterons

Diff(Ol,02....,Ok).

Soient {E}Z’, n ensembles et soit E = U E. La partie propre de E notée

Pp(E) est l’ensemble des éléments de E appartenant exclusivement à E Pp(E) =

{xEE IViiE[n]xE}.

[n]={O,1,...,n—1}

1.2 Énoncé de la conjecture

1.2.1 Énoncé 1

Le nombre chromatique d’un ensemble de n graphes complets K s’intersectant

deux à deux en exactement un sommet est égal à n.
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1.2.2 Énoncé 2

Soient n ensembles {E}’ tels que

1) = n Vi [n] et

2)EnE=l Vij[n]

alors Uic[n] E —f [n] une fonction telle que les n restrictions p de p à E

soient bijectives.

L’énoncé 1 et l’énoncé 2 sont équivalents. En effet , il suffit de considérer chaque

élément d’intersection des ensembles de l’énoncé 2 comme un sommet d’intersec

tion entre des graphes de l’énoncé 1.

1.2.3 Exemples

Pour n = 3, il existe deux cas possibles

1) Premier cas : les intersections sont des intersections de 2 ensembles.

.x3

.1:5

Soient (x1) = O , = 1, = 2 , = 2 , «x5) = O , (x6) = 1

E1 = {x1,x2,x4} , E2 = {x2,x3,x5} , E = {x4,x5,6}

= O, 1(x2) = 1, 1(x4) = 2

Ç52(32) = 1, ç52(x3) = 2 , = O

Ç3(X4) = 2 , = O , = 1
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est bien une fonction de U E [3]. Et . ,
sont bijectives.

2) Deuxième cas : l’intersection est celle des trois ensembles.

.7:7

Soient 1, (x2) = 1, (x3) = 2, (x4) = 2, (x5) = O, (x6) = 1, () = 2

E1 = {x1,x3,x5} , E = {x2,i,x5} , E3 = {x.5,x6,x7}

= 1 çb1(x3) 2 , = O

1, q52(x4) 2 , Ç2@5) = O

= O = 1, (x7) = 2

est bien une fonction de U E “ [31. Et i , 2 , 3 sont bijectives.

Si on se restreint uniquement aux cas où tontes les intersections sont uniquement

des intersections de deux ensembles, les cases du tableau ci-dessous représentent les

différentes intersections des différents ensembles {E}J , les valeurs dans les cases

d’intersections sont les valeurs çb(x) par la fonction des différents éléments x

appartenant à u{E}J01. La diagonale représente les parties propres des ensembles

{ E}‘

Pour n = 4, on vérifie aisément en le constatant directement sur le tableau suivant

qu’il remplit bien les conditions de l’énoncé 2
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n E0E1 E2 E3

E0 0 2 1 3

E1 0 3 1

E2 0 2

E3 O

Pour n = 13, on vérifie directement sur le tableau suivant qu’il remplit bien les

conditions de l’énoncé 2.

n E0 E1 E2 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 E11 E12

E0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

E1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0

E2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1

E3 6 7 8 9101112 0 1 2

E1 8 9 10 11 12 0 1 2 3

E5 10 11 12 0 1 2 3 4

E6 12 0 1 2 3 4 5

E7 1 2 3 4 5 6

E8 3 4 5 6 7

E9 5 6 7 8

E10 7 $ 9

E11 9 10

E12 11

Dans les deux cas ci-dessus, la cardinalité de toutes les intersections est 1, tous les

ensembles s’intersectent deux à deux et aucun d’entre eux n’a deux fois la même

couleur tout en ayant toutes les couleurs.

Définition 1. : Soient n ensembtes {E1}’, une restrictzon de la conjecture d’Erdôs

Farber-Lovdsz sera dite une restriction Ik(n) si
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1) = n Vi E [ni et

) E n EI = 1 Vi j E [n] et

3V.xuE {i:cEEHE{1,k}

la restrzchon sera dite vérifiée si Ep UE[fl1 E —* [n] une Jonction telle que les n

restrictions fj de p à E soient bijectives.

Toutes les intersections non vides contiennent exactement un élément et sont des

intersections de exactement k ensembles.

La conjecture d’Erdôs-Farber-Lovész est connue pour être une conjecture diffi

cile. Pendant notre travail, aprés avoir prouvé la restriction 12(n) (voir chapitre 3

section 3.2), nous avons pensé, étant donné la difficulté de la conjecture, résoudre

une autre restriction : celle où toutes les intersections sont des intersections de trois

ensembles, c’est à dire la restriction 13(n).

Dans la restriction 13(n), l’ensemble E intersecte : E0, E1, ..., E_1, E+1, ..., Eq_i1

par paire d’ensembles, puisque toutes les intersections non vides sont des inter

sections de trois ensembles et l’intersection de deux ensembles quelconques est un

singleton, donc n est nécessairement impair puisque E intersecte (n — 1) autres

ensembles par groupe de deux ce qui implique que (n — 1) doit être divisible par 2.

L’intersection de chaque paire d’ensembles étant non vide, il y a donc C = niti)

intersections de paire d’ensembles. Mais comme toutes les intersections sont toutes

des intersections de trois ensembles il y donc en tout = 1) intersections de

trois ensembles. C’est précisément le nombre de 3-ensembles d’un système triple de

Steiner, ce qui nous a amené à étudier les systèmes triples de Steiner pour résoudre

la restriction 13(n).
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1.3 Systèmes de Steiner

1.3.1 Un petit historique extrait de [CR99]

Pliicker (1835) observe justement qu’étant donnés n éléments, l’ensemble des 3-

ensembles dans lesquels chaque paire d’éléments n’apparait clu’une seule fois est

de cardinalité n(n — 1). Mais il conclut à tort de cela ciue n doit être un mul

tiple de 3. Suite à cela, Pliicker(1$39) observe que n61 ou 3 est une condition

nécessaire. Les différentes publications subséquentes ne réfèrent pas à Plhcker niais

à Woolhouse(1844) ou surtout à Steiner(1853). Il est intéressant de mentionner

actuellement que les systèmes triples trouvent leur origine dans l’étude des courbes

cubiques plus que dans les problèmes combinatoires comme on le croit souvent.

Le problème des Dames et des gentithommes de Kirkman(1844) posait à l’époque

la question de l’année : Déterminer le nombre de combinaisons de p symboles pris

parmi n tels que q symboles n’apparaissent qu’une seule fois par combinaison. En

language moderne, étant donné un ensemble E tel que EJ = n, trouver le plus

grand nombre de p-ensembles de E tels que tout q-ensemble de E n’apparaisse pas

plus que dans un p-ensemble. Lorsque chaque q-ensemble apparaît exactement dans

un seul p-ensemble, on parle alors d’un système de Steiner que l’on note S(q,p, n).

Kirkman(18.50) posa un problème en apparence simple qui allait transformer complètement

la théorie combinatoire : 15 jeunes filles à l’école se promènent par groupe de 3 pen

dant 7 jours successivement de telle manière que deux d’entre elles ne se retrouvent

jamais ensemble dans le même groupe deux fois.

$teiner(1853) a posé une série de questions pour q = 2, 3, 4 etc... dans $(q, p, n). Sa

première question fut : quel nombre n a la propriété que les éléments peuvent être

classés en 3-ensembles tels que chaque paire se retrouve dans un seul d’entre eux?

Par la suite le nom de Steiner fut associé fermement à de tels systèmes. Depuis lors,

une vaste littérature a été publiée concernant les systèmes de Steiner, notamment

par A. Rosa , C.J.Colbourn , Th.Beth , D.Jungnickel et H.Lenz. La construction

des systèmes triples de Steiner est restée ouverte jusqu’en 1939, année où Pelte

sohne [Pe1391 a donné une manière d’en construire en s’appuyant sur la publication
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faite par Heffter [Hef97] en 1897.

Définition 2. On appelle système de $teiner 3(2, k, n), un ensembte de k—ensembtes

d’éléments de [n] où tonte paire {a, b} est dans un sent k ensemble.

Exemple Pour n 19 nous avons ci-dessous tous les 3-ensembles d’un

3(2,3,19)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

12345 678 91011121314151617180

67891011121314151617180 12345

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 1

10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

3456789101112131415161718012

7891011121314151617180123456

On observe bien que chaque élément se trouve une seule fois avec tous les autres

éléments dans un 3-ensemble déterminé, et de ce fait aucune paire ne se trouve

dans 2 3-ensembles différents.

Définition 3. 3(2, 3, n) est appelé système triple de $teiner et noté STS(n)

Théorème 1. Dans un 3(2, k, n) nons avons

(1) Vc [n] , cv appartient à k-ensembles
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(2) Le nombre de k-ensembles est égal à

Preuve : Soit c E [n] , il y a (n — 1) paires contenant c car toute paire

ll’apparaît qu’une seule fois. Comptons le nombre de paires contenant v d’une

autre manière : il y a r k-ensembles contenant c. Dans chacun de ces k-ensembles,

on peut former (k — 1) paires contenant .

Donc r(k_Ï)=(n_1)rZ.

Pour prouver (2), comptons de 2 manières le nombre total d’occurences des éléments

de [n] pour former tous les k-ensembles de 5(2, k, n). Soit s le nombre total de k-

ensembles, on a alors en tout sk occurences des éléments de [n]. Comme chaque

élément appartient à k-ensembles, on a donc utilisations des éléments

de [n].

Donc sk = s cqfd

Corollaire 1.1. Soient k> 2 , n> 2 appartenant à N.

Les conditions suivantes

(1)
— l(k-i)O

(2) n(n
— 1)k(k_;)O

sont nécessaires pour l’existence d’wn système de $teiner 5(2, k, n).

Définition 4. L ‘addition étant dans Z, un sous-ensemble E d’un STS(n) est dit

cyclique siV(a,b,c) E $TS(n) (a,b,c) E E== (a+ 1,b+ 1,c+ 1) E E.

Théorème 2. Les conditions suivantes:

(1) n — 19O et

(2) n(n
—

sont suffisantes pour l’existence d’un 5(2,3, n) cyclique.
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Preuve (O, a, b) est l’orbite clii triplet (O. ci, b) (voir defimtion 5).

D’aprés le théorème 3 on a n61 ou n63.

I)Pour n61 Peltesohne {Pe139] a donné une construction pour n = 18k + 1.

n= 1$k+Zetn= 18k+13.

1) n 18k + 1 et k> 1

Les 3k 3-ensembles ci-dessous sont les représentants des 3k orbites définissant un

STS (n) cyclique.

(O, 3’i + 1,4k + 2i + 2) pour O <j <k première catégorie

(O, 3i + 2, 8k + 2i + 2) pour O < i < k deuxième catégorie

(O, 3i + 3, 6k + j + 1) pour O <i <k — 1 troisième catégorie

(0. 3k, 6k+ 1)
t-.

Pour n = 19, les 3 orbites (0, 1, 6), (0, 2, 10), (0, 3, 7) defimssent un STS(n) cyclique.

2) n 18k + 7 et k > O

Les 3k+ 1 3-ensembles ci-dessous sont les représentants des 3k+ 1 orbites définissant

un STS(n) cyclique.

(0, 3i + 1, 8k + 2i + 4) pour O <j <k Jremière catégorie

(O, 3i ± 2, 6k + i + 3) pour O <i < k deuxième catégorie

(O. 3i + 3,4k + 2i + 4) pour O <i <k troisième catégorie

(0,3k + 1,7k + 3)

Pour n = 7, l’orbite (0, 1, 3) defimt un $T$(n) cyclique.

3) n = 18k + 13 et k > O

Les 3k+2 3-ensembles ci-dessous sont les représentants des 3k+2 orbites définissant

tin STS(n) cyclique.
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(0, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour 0 <‘j <k + 1 première catégorze

(0. 3i + 2,6k + i + 5) pour 0 <i < k deuxième catégorie

(0, 3i + 3,8k + 2i + 8) pour O <i <k troisième catégorie

(0,3k + 2, 10k + z)

Pour n = 13, les 2 orbites (0, 1,4), (0, 2, 7) defimssent un STS(n) cyclique.

II) Pour n63 Peltesohue [Pe139] a donné une construction pour n 18k + 3,

n = 18k + 9 et n 18k + 15.

4) n = 18k + 3 et k > O

Les 3k+ 1 3-ensembles ci-dessous sont les représentants des 3k+ 1 orbites définissant

un $TS(n) cyclique.

(0. 3i + 1,8k + 2i + 2) pour O <i < k première catégorie

(0, 3i + 2,4k + 2i + 2) pour O <i <k deuxième catégorie

(0, 3i + 3,6k + i + 2) pour O <i < k troisième catégorie

(0,6k+ 1,12k+2)

5) n = 18k + 9 et k > 3

Les 3k+2 3-ensembles ci-dessous sont les représentants des 3k+2 orbites définissant

un STSQ) cyclique.

(0, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour O <i <k + 1 première catégorie

(0, 3i + 2,8k + 2i + 4) pour 2 <i <k — 1 deuxième catégorie

(0, 3i + 3,6k + i + 4) pour 1 i <k — 1 troisième catégorie

(0, 6k + 3, 12k + 6)

(0,2,8k+5)

(0,3,8k+4)

(0,5,8k+7)

(0,3k— 1,6k+ 1)

(0, 3k, 10k + 3)



11

Pour n 27, les orbites t (0,1,13) , (0,2,7) , (0,3,11) , (0,4,10) définissent un

STS(n) cyclique.

Pour n = 45, les orbites (0, 1, 12) , (0,2, 19) , (0.3, 23) , (0.4, 14) (0,5, 13) , (0,6,24)

(0, 7, 16) defimssent un STS(n) cyclique.

Pour n = 63, les orbites (0, 1, 16), (0,2,29), (0,3,28), (0,4, 18) (0,5,31), (0,6,23),
—-‘

(0, 7, 20), (0, 8, 19) , (0, 9, 33) , (0, 10, 22) définissent un ST$(n) cyclique.

6) n 18k + 15 et k > O Les 3k + 3 3-ensembles ci-dessous sont les représentants

des 3k + 3 orbites définissant un STS(n) cyclique.

(0, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour O <i <k + 1 première catégorie

(0, 3i + 2,8k + 2i + 8) pour O <i <k + 1 deuxième catégorie

(0, 3i + 3,6k + i + 6) pour O <i < k troisième catégorie

(0,6k+ 5,12k+ 10)

Pour n 15, les orbites (0, 1,4), (0, 2, 8) et (0, 5, 10) definissent un STS(n) cy

clique. cqfd

Théorème 3. Les conditions suivantes

(1) n — 190 et

(2) n(n
—

sont équivalentes à n 1 ou 3

Preuve n
— 1=20 = lI) tel que n = 2X + 1

i) =3é=n=6é+1=n61

ii) =3é+1=n=6é+3=n63

iii) ) = 3 + 2 ne convient pas car alors

n = 6 +5 ,‘ n(n
— 1)60.
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Réciproque n61 (n
— 1)6O n(n

— 1)6O

n61 (n
— 1)6O (n — 1)9O

n63 ‘, (n
—

1)2 .‘ n(n
— 1)O

n=63 (n
— 1)62 (n

— 1)2O. cqfd

1.4 Orbites et classes dans un STS(n)

Dans toute la suite n est un entier strictement supérieur à 2.

Définition 5. Soient a, b, e [n] on appelte orbite d’un 3-ensemble (a, b, c) l’en

semble {(a + i, b + i, e + i) i [n]} o’è tes sommes a + j, b + i, e + j sont effectuées

dans Z,, , c’est à dire modulo n. On notera. (a, b, c) Ï’orbzte de (a, b, e)

Définition 6. Un 3-ensemble (a, b, e) est dit cohérent si D’iff < a, b, c>

Définition 7. On d’ira qu ‘un ensemble de 3-ensembles possède une contradzctzon

s’i.Ï a an moins deux 3-ensembles contenant une même pazre.

Définition 8. Un 3-ensemble (a, b, e) est dit générateur si son orbite ne possède

pas de contradiction et si sa cardinalité est n . L ‘orbite est alors dite complète.

Définition 9. Une orbzte sans contradiction qui n’est pas complète est dite in

complète. Si sa cardinalité est ra, on dira qu’elle est ‘m-incomplète.

Définition 10. Deux 3-ensembles (a, b, e) et (a’, b’, e’) sont dzts compatibles si au

cune paire n’apparait plus d’une fois dans l’union de leurs orbites. On dira aussi

que leurs orbites sont compatibles.
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Dans un STS(n) cyclique, toute orbite (a, b, c) est incluse clans STS(n). Ce qui

n’est pas le cas clans un STS(n) non cyclique.

Toute orbite (a. b. c) dun STS(n) contient un 3-ensemble de la forme (0, n. B) car

pour z = (n—a) le 3-ensemble (a+z, b+z, c+z) = (0, b+n—a. c+n—a) (a, b, c). Le

3-ensemble (0, n, t3) sera appele le 3-ensemble de base de l’orbite ta, b, e) = (0, n, t3).

Remarqiie 1

1)Tout STS(n) n’est pas forcément cyclique, pour n = 7 le $TS(7) suivant n’est

pas cyclique.

= {(0,1,2).(03.4),(0,5,6).(1,3.5),(1.4.6)j2,3,6),(2.4,5)} n’est pas

cyclique car (0+1,3+1,4+1) $TS(7).

2) L’orbite (0, 1, 4) a pour cardinalité 13 dans le ST$(13) ci-dessons et l’orbite

(0, 5, 10) est de cardinalite dans un STS(15) cyclique.

Pour n = 13 on a la classe (0, 1,4) dans le STS(13) ci-dessous
n n n n n n n n n n n n n

0123456789101112

1234567891011120

4567891011120123

s—

n n n n n n n n n n n n n

0123456789101112

2345678910111201

7891011120123456

s-- s

On a (0,1,4) = (0,1,4) = 13 car le 5’TS(13) ci-dessus est cyclique.

Pour n = 15 , on a l’orbite (0, 5, 10) ci-dessous
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01234

56789

10 11 12 13 14

— s__

On a bien 1(0, 5, 10) = 5

Définition 11. Un 3-ensemble (0, a, b) est dit congru à m modulo n si dans Z

l’un des éléments de l’ensemble {a, i — a, b, n — b, b — a, n — (b — a)} est congru à ru

modulo n. Dans ce cas, on dira aussi que l’orbite (0, a, b) est congrue a ni modulo n.

Théorème 4. Pour tout entier impair n > 2 , un 3-ensemble cohérent

a.,, 2b

(0, a, b) e [n}3 est générateur si et seulement si b2a

a(n — b)

Preuve Si (0, a, b) est genérateur alors (0+a, a+a, b+a) e (0, a, b) et les paires

{ 0, a} , {0, b} et {cL, b} sont chacune dans seul 3-ensemble. Or (0 + a, a + a, b ± a) =

(a, 2a, b + n) donc 2a,,b et b + a0 puisque les paires {a, b} et {0, a} sont aussi

dans le 3-ensemble (0, a, b). Si (0, a, b) est générateur alors (0 + b, a + b, b + b) e
(0, a, b) et les paires {0, a},{0, b} et {a, b} sont chacune dans un seul 3-ensemble.

Or (0 + b, u + b, b + b) = (b, a + b, 2b) donc 2ba puiscjue la paire {a. b} est aussi

dans le 3-ensemble (0, a, b).

Réciproque : Considérons dans l’orbite de (0, a, b) = {Qi, z + a, z + b) z e [n]}

deux 3-ensembles quelconques (q, a + q, b + q) et (q’, u + q’, b + q’) où q, q’ e [n] et

montrons que (0, u, b) ne possecle pas de contradiction. On a necessairement q q’

puisque les deux 3-ensembles sont différents.

1) Si qa + q’ alors aq
— q’
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si a + qq’ alors aq’ — q q — q’,q’ — q —*— car qq’ et n impair.

si a + qb + q’ alors b — aq — q’ ,‘ b — aa —*— car b2a

si b + qq’ alors b1q’ — q b,, — a —*— car a(n — b)

2) Si qb + q’ alors bq — q’

si a + qq’ alors aq’ — q == b, — a —*— car a(n — b)

si b + qq’ alors bq’ — q ==z 2bO —*— car n est impair, donc 2b

si b + qa + q’ alors b — aq’ — q b — a7, — b —*— car a2b

3) Si a + qb + q’ alors b — aq — q’

si q,1a + q’ alors aq — q’ = b — a,a —*—- car b2a

si b + qnq’ alors bq’ — q b — — b —*— car a2b

si b + qa + q’ alors b — aq’ — q == b — — b —*— car n est impair et

cqfd

Théorème 5. Deux 3-ensembles cohérents (O, a, b), (O, a’, b’) sont compatibles si et

seulement si dans Z, on a

{a, b, (b—a),n—a,n—b,n—(b—a)}fl{a’, b’, (b’—a’),n—a’,n—b’,n—(b’—a’)} =

Preuve Soient (O, a, b), (O, a’, b’) deux 3-ensembles cohérents. Supposons que

dans Z

{a,b, (b—a),n—a,n—b,n—(b—a)}fl{a’,b’,(b’—a’),n—a’,n—b’,n—(b’—a’)}

Montrons qu’aucune paire n’apparait pas plus d’une fois dans l’union des 2 orbites.

Soient (q, a + q, b + q) et (q’, a’ + q’, b’ + q’) où q, q’ [n].

1) Si q = q’ alors

a + qa’ + q’ == aa’ —*— car l’intersection est vide.

a + qb’ + q’ =z ab’ —*— car l’intersection est vide.

b + qa’ + q’ = ba’ —— car l’intersection est vide.

b + qb’ + q’ == bb’ —*÷— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.



16

2) Si qa’ + q’ alors a’,q — q’

a + q,jq’ ,‘ a,q’ — q ,‘ a — a’ —* car l’intersection est vicie.

a + qb’ + q’ b’ — aq — q’ ,‘ ab’ — a’ car l’intersection est vide.

b + qq’ bnq’ — q z= — a’ —*— car l’intersection est vide.

b + qb’ + q’ == b + a’7,b’ b,b’ — a’ —— car l’intesection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

3) Si q,b’ + q’ alors b’q — q’

a + qq’ aq’ — q = — b’ —— car l’intersection est vide.

a + qa’ + q’ =z a’ — aq — q’ =z aa’ — b’ —*÷— car l’intersection est vide.

b + qq’ == b,q’ — q =z b — b’ —*— car l’intersection est vide.

b + qa’ + q’ == a’ — bq — q’ = bT,a’ — b’ —— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

4) Si a + qnq’ alors aq’ — q

qa’ + q’ = a’q — q’ == — a’ —— car l’intersection est vide.

qb’ + q’ == b’q — q’ == a1 — b’ —*— car l’intersection est vide.

b + qa’ + q’ b — a’q’ — q ,‘ b — aa’ —*— car l’intersection est vide.

b + qb’ + q’ == b — b’q’ — q b — ab’ —*— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

5) Si a + qna’ + q’ alors a — a’q’ — q

qnq’ =z aa’ = a — a’ —*— car l’intersection est vide.

qb’ + q’ b’q — q’ aa’ — b’ —*— car l’intersection est vide.

b + qnq’ == b’q’ — q ==r b — aa’ —*— car l’intersection st vide.

b + qb’ + q’ == b — b’q’ — q =z b — ab’ — a’ —*— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

6) Si a + qb’ + q’ alors b’ — aq — q’

qq’ = ab’ —*— car l’intersection est vide.

qa’ + q’ == a’q — q’ ,‘ ab’ — a’ —*— car l’intersection est vide.

b + qq’ zz bq’ — q ,‘ b — — b’ —*— car l’intersection est vide.

b + qa’ + q’ b — a’q’ — q = b — aa’ — b’ —>— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.
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7) Si b + qnq’ alors bq — q

qa’ + q’ a’q — q’ ,‘ — a’ car l’illtersection est vide.

qb’ + q’ b’q
— q’ — b’ car l’intersection est vide.

a + qna’ + q’ ,‘ a — a’q’
— q ,‘ b — — a’ car l’intersection est vide.

a + qb’ + q’ ,‘ a — b’q’ — q ‘, b — — b’ car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

8) Si b + qa’ + q’ alors b — a’iq’ — q

qq’ ,‘ b,,a’ —>÷— car l’intersection est vide.

qb’ + q’ b’,q — q’ ba’ — b’ —*-— car l’intersection est vide.

a + qq’ ==. aiq’ — q =zz b — aa’ —*— car (O,a,b) est cohérent.

a + qb’ + q’ = a — b’q’ — q z= b — aEa’ — b’ —*— car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

9) Si b + qb’ + q’ alors b — b’q’ — q

qnq’ ‘‘ b,b’ —*— car l’intersection est vide.

qa’ + q’ ,‘ a’q
— q’ ,‘ bb’ — a’ car l’intersection est vide.

a + qq’ = aq’ — q b — ab’ —*— car l’intersection est vide.

a + qa’ + q’ ,‘ a — a’mq’ — q a — ba’ — b’ car l’intersection est vide.

Donc les 2 3-ensembles n’ont pas de paire en commun.

Par conséquent les deux orbites n’ont aucune paire en commun donc (O, o, b) et

(O, a’, b’) sont compatibles.

Réciproque (O, a, b) et (O, a’, b’) sont compatibles donc Dif f < a, b, a’, b’ >

car toute paire n’apparait pas plus d’une fois dans l’union de leurs orbites.

1) Si — a’ alors (O, a’, b’) = (O, —a, b’). On a alors (O + a, a’ + a, b’ + a) =

(O + a, —a + a, b’ + a) = (a, O, b’ + a) dans l’orbite (O, a’, b’) , donc la paire {O, a}

apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui est une contradiction.

2) Si — b’ alors (O, a’, b’) = (O, a’, —a). On a alors (O + a, a’ + a, b’ + b) =

(O + a, a’ + a, —a + a)
=

ta, a’ + a, O) dans l’orbite (O, a’, b’), donc la paire {O, a}

apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui est une contradiction.
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3) Si a71b’ — a’ alors (0. a’, b’) = (0, o!, a+a’). On a alors (0+ (n — a’), a’ + (n —

(0+(n—a’),a’+(n—a’),a+a’+(n—a’)) (n—a’,O,a) dans

l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {0, a} apparaitrait alors clans 2 3-ensembles ce qui

est une coiltradiction.

4) Si aa’ — b’ alors (0, a’, b’) = (0, a + b’, b’). On a alors (0 + (n — b’), a’ + (n —

b’),b’+(n—b’))= (0+(n—b’),a+b’+(n—b’),b’+(n—b’))=(n—b’,a,O) dans

l’orbite (0’, a’, b’), donc la paire {0, a} apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui

est une contradiction.

5) Si — a’ alors (0, a’, b’) = (0, —b, b’). On a alors (0 + b, a’ + b, b’ + b) =

(0 + b, —b + b, b’ + b) = (b, 0, b’ + b) dans l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {0, b}

apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui est une contradiction.

6) Si bi — b’ alors (0, a’, b’) = (0, a’, —b). On a alors (0 + b, a’ + b, b’ + b) =

(0 + b, a’ + b, —b + b) = (b, a’ + b, 0) dans l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {0, b}

apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui est une contradiction.

Z) Si bb’ — a’ alors (0, a’, b’) (0, a’, b+ a’). On a alors (0 + (n — a’), a’ + (n —

a’), b’ + (n — a’)) = (0 + (n — a’), a’ + (n — a’), b + a’ + (n — a’)) = (n — a’, 0, b) dans

l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {0, b} apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui

est une contradiction.

8) Si ba’ — b’ alors (0, a’, b’) = (0, b + b’, b’). On a alors (0 + (n — b’), a’ + (n —

b’),b’+ (n—b’)) = (0+ (n—b’),b+b’+ (n— b’),b’+ (n—b’)) = (n— b’,b,O) dans

l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {0, b} apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce qui

est une contradiction.

9) Si b—aa’ alors (0, a’, b’) = (0, b—a, b’). On a alors (0+a, (b—a)+a, b’+a) =

(a, b, b’ + a) dans l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {a, b} apparaitrait alors dans 2

3-ensembles ce qui est une contradiction.

10) Si b — — a’ alors (0, a’, b’) = (0, a — b, b’). On a alors (0 + b, (a — b) +

b, b’ + b) = (b, a, b’ + b) dans l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {a, b} apparaitrait alors

dans 2 3-ensembles ce qui est une contradiction.

11) Si b — ab’ alors (0, a’, b’) = (0, a’, b — a). On a alors (0 + a, a’ + a, b’ + a) =

(a, a’ + a, b) dans l’orbite (0, a’, b’), donc la paire {a, b} apparaitrait alors dans 2
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3-ensembles ce qui est une contradiction.

12) Si b—a —b’ alors (O, a’, b’) = (O, a’, a—b). On a alors (O+b, a’+b, b’+b)

(b, a’ + b, a) dans lorbite (O. e’. b’), clone la paire {a, b} apparaitrait alors clans 2

3-ensembles ce clui est une contradiction.

13) Si b—a,1b’—a’ alors (O, a’, b’) = (O, a’, b—a+a’). Qua alors (O+(a—a’), a’+

(a—a’), b’+(a—a’)) (O+(a—a’),a’+(a—a’), b—a+a’+(a—a’)) = (a—a’, a, b)

dans l’orbite (O, a’, b’), donc la paire {a, b} apparaitrait alors dans 2 3-ensembles ce

qui est une contradiction.

14) Si b—ama’—b’ alors (O, a’, b’) = (O, b—a+b’, b’). Qua alors (O+(a—b’), a’+

(a—b’),b’+(a—b’)) = (O+(a—b’),b—a+b’+(a—b’),b’+(a—b’)) = (a—b’,b,a)

dans l’orbite (O, a’, b’), donc la paire {a, b} apparaitrait dans 2 3-ensembles ce qui

est une contradiction.

Par conséquent on a bien

{a,b, (b—a),n—a,n—b,n—(b—a)}fl{a’,b’,(b’—a’),n—a’,n—b’,n—(b’—a’)} =

cqfd

Lemme 1. Si n61 alors la réunion des orbites de 3-ensembles générateurs

et deux à deux compatibtes forme un STS(n) cyclique.

Par définition l’orbite d’un 3-ensemble générateur est de cardinalité n , donc

la réunion des orbites de 3-ensembles générateurs deux à deux compatibles

a pour cardinalité 3-ensembles. Or STS(n) = cette réunion forme

donc un STS(n). Il est cyclique car toute orbite est cyclique. cqfd

Lemme 2. Si n63 alors un STS(n) cycÏique contient une oTbite incomplète.

En effet STS(n) contient n1) 3-ensembles. Or n) n’est pas divisible par

n puisque 1) N Donc il existe une orbite incomplète car si tonte les orbites
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Lemme 3. si n63 alors orbites complètes et une orbite -incomptète deuc

à deux compatibles forment un ST$(n) cyclique.

En effet orbites complètes contiennent 3-ensembles et une orbite
n n n(n—3) n n(n—i)-mcomp1ete contient 3-ensembles. Or 6 + = (n — 3 + 2)

= 6

Donc orbites complètes et une orbite i-incomplète deux à deux compatibles

forment un $TS(n). Il est cyclique car toute orbite est cyclique. cqfd

Théorème 6. La seule orbite non complète d’un STS(n) cyclique est t’orbite

n 2n

3

Preuve Soit l’orbite non coniplete (0, a, b) {(q. a+a, b+q)0 < q < (n—1)},

q’ E [n] tels que les deux 3-ensembles (q, a + q, b + q) (q’, a + q’, b + q’) soient

cohérent et q q’ deux cas se présentent

q b + q’

ou a+q=q’

b + q = a + q’

q —

1)a+qb+q’ “ q

b+qmq’ q—q’—b

sont complètes alors le nombre total de 3-ensembles est divisible par n. cqfd

égaux.

Comme (0. a. b) est

q a + q’

a + q = b + q’

b + q = q’

— q’b — a = — bb — a
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2ba f f
O<a<n IO<3a<3n

Donc on a 3bQ , puique on a alors
O<b<n IO<3b<3n

3a,O “

l’a = Va =

d’où

lb =
V b =

Puisque a b <Ç

Donc (O,a,b)

qb + q’ q — q’b

2) a + qq’ “ q — q’n — a a,. — bb — a

b+qa+q’ q—q’71a—b

2ba

Donc on a 3bO

3aO

Nous avons le même cas que précédemment, par conséquent (O, a, b) = (O,
, ).

La seule orbite incomplète est donc cqfd

Lemme 4. Il y a une seule orbzte (O, a, b) o 3a71O ou 3bO, c’est t’orbite

n 2n

Preuve Si 3aO ou 3bO alors n3O.
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O<a<n 3a=nV3a=2n a=Vaif

Piiisque y = y = y

O<b<n 3brrznV3b2n b=Vbr=

Puisque a b alors y

Comme l’orbite est incluse dans STS(n) quand n3O donc a =

b=eta==’.b=. cqfd



CHAPITRE 2

COLORIAGE D’UN STS(N)

L’objectif du présent chapitre est le coloriage d’un $T$(n) cyclique , c’est à

dire l’attribution d’une couleur à chaque 3-ensemble d’un STS(n) cyclique (le telle

manière qu’aucune couleur ne soit attribuée plus d’une fois à un même élément.

Dans la suite n est entier supérieur à 3.

2.1 Exemple

Pour nrr(6x2+1)=13, considérons le STS(13) dont les 3-ensembles générateurs

sont: (0,1,4) et de (0,2,7).

Les orbites (0, 1,4) et (0, 2, 7) sont respectivement les suivantes

0123456789101112

1234567891011120

4567891011120123

— ‘— s__ — __ — — > s__

1234561234562

0123456789101112

2345678910111201

7891011120123456

7 8 9 10 11 12 13 13 12 7 8 9 10
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Dans la. première orbite, aux trois 3-ensembles (0, 1, 4) , (9, 10. 0) , (12, 0, 3) conte

nant l’élément O on a attribué respectivement les couleurs 1 , 4 et 2. Dans l’attri

bution des couleurs aux 3-ensembles de l’orbite (0, 1, 4) , aucune couleur n’a été

attribuée plus d’une fois à l’élément 0.

2.2 Coloriage d’un STS(n) cyclique

Définition 12. Le coloriage d’un sous-ensemble S d’un STS(n) est une fonction

p : S —* [ml. Pour (j, j, k) E S, p(i, j, k) = Ck E [ni] est appetée ta couleur de

(i, j k) et m est le nombre de couleurs du coloriage.

Notre but est de colorier tous les 3-ensembles d’un STS(n) cyclique de telle

manière qu’à tout couple de 3-ensembles contenant un même élément de [n] corres

pondent deux couleurs différentes. Ce qui nous amène à poser la définition suivante.

Définition 13. Un coloriage p de ni couleurs d’un sous-ensemble $ d’un $T$(n)

est dit cohérent si Vi’0 E [n] ta restriction p0 de p à Tro = {(i,j, k) E S ‘t =

r0 V j = ro V k ro} dans [ni] , est injective.

Remarque 2 : Dans toute orbite d’un STS(n) cyclique, tout élément appar

tient à au plus trois 3-ensembles.

En effet , soit (0, n, b) = {(z, a + i, b + z)/z E [n]} une orbite. Soit cv E [n].

Comme j parcourt [n], j prend une seule fois la valeur cv E [n]. Les additions (a H- i)

et (b + i) s’effectuant modulo n, (a + i) et (b + i) prennent chacun une seule fois la

valeur cv. Donc cv apparait en tout au plus 3 fois dans i ,(a + j) et (b + j) quand i

parcourt [n]. Si l’orbite (0, a, b) est complete chaque element de [n] apparait dans

trois 3-ensembles differents. Si (0, a, b) est —incomplete, chaque element apparait
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une seule fois clans toute l’orbite.

Une orbite complete (O, a, b) d’un $TS(n) cyclique contient les trois 3-ensembles

(O, a, b), (n — a, O, n — aH-b) et (n — b, n — b + a, O), clans cette orbite l’élément O se

trouve donc avec tous les éléments de {a, b, n — a, n — b, n — b + a, n + b — a}. On a
r r

(O,a,b)=(O,n—a,n—a+b)=(O,n—b,n—b+a).

Définition 14. Soit un ST$(n) cyclz que, on appelle groupe de O du 3-ensemble

(O. a, b) ou de l’orbite (O, a, b) te sons-ensemble {a, b, b — a, n — a, n — b, a — b} de

on te notera GO,(O,a,b).

Théorème Z. Pour tout ni [n] , si une orbzte (O, a, b) d’un $TS(n) cyclique

avec a et b E [n], vérifie Vi E Go,(o,0,b) XrnO alors (O, a, b) est coloriabte de

manière cohérente avec ni couleurs.

Preuve : Soit (O, a, b) une orbite d’un STS(n) cyclique qui venfie les condi

tions ci-dessus, et soit le coloriage p qui à tout 3-ensemble de (q, a + q, b + q) de

(O, a, b) ou q e [n] fait correspondre (q mod ni).

iViontrons que p(q, a + q, b + q) (q mod ni) est un coloriage coherent de (O, a, b)

avec ni couleurs.

Soient q, q’ e [n] et soient (q, a + q, b + q) et (q’, a + q’, b + q’) deux 3-ensembles

differents de l’orbite (O, a, b). Les deux 3-ensembles sont differents donc q q’.

Supposons sans perte de généralité que q’ > q.

1) Si qn,a + q’ alors

q’ — qn — a, or (n
— a)mO donc q’

—

q, O , par conséquent q’ mod ni q’

mod ni =. les couleurs deux 3-ensembles sont différentes.

2) Si + q’ alors
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q’ — qn — b or (n — b)O donc cj’
— qrnO par conséquent q’ inocl in q’

mod in ‘, les couleurs cieux 3-ensembles sont différentes.

3) Si a + qnq’ alors

q’ — q77a, or a donc q’ — O , par conséquent q’ rnod ru q’ mod ru

les couleurs deux 3-ensembles sont différentes.

4) Si a + qb + q’ alors

n—(b—a)q’—q or n—(b—a),O donc q’—qO , par conséquent q’ moci ru # q’

mod ru les couleurs deux 3-ensembles sont différentes.

5) Si b + qnq’ alors

q’ — or a brnO donc q’ — q O , par conséquent q’ mod ru q’ mod ‘in

les couleurs deux 3-ensembles sont différentes.

6) Si b + qa + q’ alors

b—aq’—q , or (b—a mod fl)rnO donc q’—qO , par conséquent q’ rnod ru q’

mod ru ==. les couleurs cieux 3-ensembles sont différentes. cqfd

La réciproque n’est pas vraie. En effet, une orbite (O, a, b) peut etre congru a O

modulo 5 et coloriable avec 5 couleurs.

Exemple Pour n 13 , reconsidérons le $TS(13) vu plus haut dont les deux

3-ensembles générateurs sont :(O, 1,4) et (0, 2,7).

L’orbite (0, 1, 4) est le suivante
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<N <N N N N N N

0123456789101112

1234567891011120

4567891011120123

1234512345412

Nous avons dans ce cas a = 1 et b = 4 ce qui donne n — (b — a) = 13 — (4 — 1) = 10,

donc (0, 1, 4) est congru à O modulo 5. Pourtant l’orbite (0, 1, 4) est coloriable avec

seulement 5 couleurs.

Désignons par N le nombre minimal de couleurs nécessaires pour un coloriage

cohérent d’un $TS(n). Il faut au moins couleurs pour un coloriage cohérent

de tous les 3-ensembles. En effet, puisque dans un ST$(n) on trouve chaque paire

(,,3) une et une seule fois dans un des n(n—i) 3-ensembles, l’élément c se retrouve

donc avec les (n — 1) autres éléments. Comme dans un 3-ensemble (8,7) il y a 2

paires (c,/3) et (c,’y) contenant c, il y a donc 3-ensembles contenant c. Il faut

donc —i-—- couleurs différentes pour un coloriage cohérent de tous les 3-ensembles

contenant c, et par conséquent au moins couleurs pour un coloriage cohérent

de tous les 3-ensembles d’un STS(n). On a alors N >

On remarque que 3(1) couleurs suffisent pour un coloriage cohérent d’un ST$(n),
(n—i)car dans un 3-ensemble, pour chacun des trois elements, —i— couleurs differentes

suffisent. Donc le nombre minimum N de couleurs pour un coloriage cohérent de

tous les 3-ensembles du STS(n) est <N < 3_1)•

Dans un $T$(n) cyclique, on peut améliorer la borne supérieure en constatant

que, dans une orbite donnée, chacun des éléments d’un 3-ensemble (,,6,7),

appartient à au plus 3 3-ensembles, et a donc déjà reçu au plus 2 couleurs avant le

coloriage du 3-ensemble (ce,
, ), 6 couleurs au plus ont été attribuées aux éléments

et y), par conséquent une septième couleur suffit pour un coloriage cohérent
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du 3-ensemble (ce,
, ) dans son orbite.

Si n61, il y a orbites dans un STS(n) cyclique donc 7(r1) couleurs suffisent

à attribuer un coloriage cohérent à tous les 3-ensembles.

Si n63, il y a —b-— orbites complètes et une orbite —incomp1ète dans un STS(n)

cyclique donc 73)
+ couleurs suffisent à attribuer un coloriage cohérent à tous

les 3-ensembles. En effet tous les éléments de l’orbite incomplète sont différents

donc une seule couleur suffit pour colorier de façon cohérente l’orbite incomplète.

Le nombre minimum N de couleurs pour un coloriage cohérent de tous les 3-

ensembles d’un STS(n) cyclique vérifie

si n6Ï, ‘- <N < 7(n—i)

si n63, <N 73) + 1.

iViontrons dans ce qui suit que nous pouvons colorier de manière cohérente, grâce

à un arrangement particulier de l’ordre des 3-ensembles de chaque orbite, tous les

3-ensembles d’un STS(n) cyclique avec au plus (n + Ï) couleurs lorsque n est pre

mier ou triple d’un nombre premier. N sera alors borné ainsi N <n + 1.

Soit l’orbite (O, a, b) = {(i, a + i, b + i) / j [n]} d’un $T$(n) cyclique avec n pre

mier, n est alors de la forme (6p + 1) , n et a sont premiers entre eux et E Z

tels que oa+j3n = 1, on a alors dans Z,., aa = 1, donc a admet un inverse dans Z,.,.

Par conséquent l’équation ca = c admet une solution unique Vc E Z, car (a = c

et a’a = c’) impliquent (c = c’ ci = cV). On peut donc écrire les 3-ensembles

de l’orbite (O, a, b) de la mamere suivante

O a 2a . ka (k+i)a . . (n—2)a (n—1)a

a 2a 3a . . (k+1)a (k+2)a . . (n—1)a O

b a+b 2a+b . ka+b (k+1)a+b . . (n—2)a+b (n—1)a+b

s—

I I J. Ii. I
Ï 2 3
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Nous appelerons cet arrangement arrangement eu 3-ensembles successifs en a.

Le 3-ensemble (ka, (k + 1)a, ka + b) est suivi dti 3-ensemble ((k + 1)a, (k + 2)a, (k +

1)a + b). Cet arrangement est possible car l’équation ca = c admet une solution

Vc e Z. Nous avons déjà vu qu’à tout l’élément on peut attribuer au plus 3 cou

leurs. Pour attribuer une couleur au 3-ensemble (ka, (k + 1)a, ka + b) on constate

que l’élément (k + 1)a se trouve dans le 3-ensemble suivant et donc au plus une cou

leur lui a déjà été attribuée puisqu’au 3-ensemble ((k + 1)a, (k + 2)a, (k + 1)a + b)

aucune couleur ne l’a encore été. Donc aux 3 éléments du 3-ensemble (ka, (k +

1)a, ka + b) au plus 5 couleurs ont déjà été attribuées, la sixième couleur convien

dra nécessairement.

Seul le dernier 3-ensemble ((n — 1)a, O, (n — 1)a + b) n’a pas de suivant dans la

maniere ci-dessus d’ecrire les 3-ensembles de l’orbite (O, a, b). On ne peut lui appli

quer le raisonnement précédent. Comme à ses 3 éléments on a attribué en tout au

plus 6 couleurs, une septiéme couleur e conviendra nécessairement. On a ainsi pu

colorier l’orbite (O, a, b) avec 7 couleurs dont une n’a été utilisée que pour un seul

3-ensemble.

Si on considère une autre orbite (O, a’, b’) on peut utiliser 6 autres couleurs différentes

des 7 précédemment utilisées mais on peut prendre e comme septième couleur

puisque 9 3-ensembles seulement de (O, a’, b’) contiennent un élément auquel a déjà

été attribuée la couleur e, à condition qtie n > 9. La couleur e peut donc être
• . . .

. (n—i) • (n—i)utilisee dans [] orbites differentes. Or il y a —--— orbites et 2[-] > —d—— pour

n > 9 donc + 2) = (n + 1) couleurs suffisent pour colorier correctement un

STS(n) cyclique lorsque n est premier.

Lemme 5. Si n3O atOTs GO,(O,a,b) d’un 3-ensemble générateur (O, a, b) d’un STS(n)

cyclique a tous ses éléments non nuts et contient soit aucun, soit deux soit six mul

tiples de 3.
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n — a30

b — a30
Preuve 1) Si a30 et b30 alors

n — b30

n — (b —

GO,(O,a,b) contient cieux multiples de 3.

2) Si a30 et b=30 alors

n — a=30

b ar30

n — b30

n — (b —

GO,(O,a,b) contient six multiples de 3.

3) Si a30 et b30 alors

Jn — a3O

TL — b3O

Si b — a30 alors n — (b — a)ii30 et G0,(0,a,b) contient deux multiples de 3.

Si b — a30 alors n — (b — a)30 et GO,(0,a,b) ne contient aucun multiple de 3. cqfd

Soit maintenant n63 et l’orbite (0, a, b) = {(z, a+z, b+z) / z [nu avec n = 3v et

z’ premier. Nous avons vu au chapitre précédent que l’orbite —incomplète (0, z-’, 2v)

est incluse dans le STS(n) cyclique. C’est la seule orbite d’un $T$(n) cyclique où

a et b ne sont pas premiers avec z’. Cette orbite ayant tous ses élements différents,

elle peut être coloriée de manière cohérente avec une seule couleur. Dans toutes les

autres orbites complètes on a a et u premiers entre eux et b et u premiers entre

eux.

Soit une orbite complète, si a et n sont premiers entre eux alors on peut faire un

arrangement en 3-ensembles successifs en a et colorier de manière cohérente l’or-
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bite (O, u, b) avec 7 couleurs dont une utilisee pour colorier un seul 3-ensemble. Si

u et n ne sont pas premiers entre eux, on petit appliquer la méthode précédente

avec b et n s’ils sont premiers entre eux. Mais si n n’est premier ni avec u ni avec

b alors u 3n’ , b 3/3 , n = 3u. D’aprés le lemme précédent GO,(00h) contient

6 multiples de 3. Comme il y a en tout multiple de non nuls, deux autres

groupes G0 (On’ b’) et G0 (On’ au moins ne contiennent aucun multiple de 3. Il

a orbites complètes, d’aprés le théorème 7 on peut les colorier toutes les

deux de manière cohérente avec 3 couleurs chacune. On aura ainsi utlisé au plus

6( — 2) +2+ 1+3+3 = (n —6) couleurs pour colorier tout le STS(n) cyclique.

Par conséquent en pire cas u ou b sont premiers avec n, ce cfui nous permet de

colorier de mamere coherente l’orbite (O, a, b) avec 7 couleurs dont une utilisee

pour colorier seulement un seul triplet, tout le STS(n) est alors coloriable avec

63+2+1=n.

Ainsi, on peut colorier de manière cohérente un STS(n) cyclique avec (n + 1)

couleurs si n est un nombre premier, et avec n couleurs si n est triple d’un nontbre

premier.

Colburn [CR991 a démontré en utilisant le théorème de Brooks [Bro4l] que dans un

système de Steiner 3(2, k, n) cyclique toutes les orbites sont coloriables de manière

cohérente avec k(k — 1) couleurs sauf au plus une qui nécessite k(k — 1) + 1 cou

leurs, ce qui implique que tout système de Steiner 3(2, k, n) cyclique est coloriable

de manière cohérente avec n couleurs. La preuve de Colburn [CR99] améliore et

généralise le résultat qu’on a trouvé pour n premier ou triple d’un nombre premier.

Dans la suite nous utiliserons ce résultat de Colburn.

Théorème 8. Si nO atoTs on peut colorieT un STS(n) cyclique avec (n — 4)

conteurs.

Preuve Quand n9O il y a — 1 multiples de 3 non nuls.
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Si c est multiple de 3 alors (n — ci) l’est aussi. Montrons que le groupe de O GO(O,ab)

du 3—ensemble de base (O, ci, b) contient soit aucun multiple de 3, soit 2 multiple de

3 soit 6 multiples de .

Si un élément c de {ci, b, b — ci, n — ci, n — b, ci — b)} est multiple de 3, on a (n — c)

{ci, b, b — ci, n — ci, n — b, ci — b)} et (n — c) multiple de 3.

Sans perte de généralité supposons c = ci multiple de 3, si b est multiple de 3 alors

b — ci, n — (b — ci) et (n — b), tous les éléments de {ci, b, b — ci, n — ci, n — b, ci — b)}

sont multiples de 3.

On a bien ainsi aucun , deux ou six multiples de 3 dans tout GO(O,a.b).

Un STS(n) cyclique contient le 3-ensemble (O,
., ) et 3-ensembles génfateurs

tous deux à deux compatibles. Lorsque n9O on a , qui sont multiples de 3,

or il y a 2(c) multiples de 3 non nuls dans [ni. Pa.r conséquent, en pire cas nous

avons au moins un triplet générateur qui ne contient aucun multiple de 3, il n’est

donc pas congru à O modulo 3, d’aprés le théorème 7 on peut colorier toute son

orbite de manière cohérente avec 3 couleurs. Le STS(n) cyclique peut alors être

colorié avec au plus 6(-- — 1) + 3 + 1 + 1 = (n — 4) couleurs car une orbite au

plus nécessite 7 couleurs, toutes les autres orbites compètes sont coloriables avec 6
n ncouleurs, l’orbite (O,
, ) necessite 1 couleur et 3 couleurs suffisent pour colorier

de manière cohérente au moins une orbite complète. cqfd

Le coloriage cohérent d’un $TS(n) cyclique avec un nombre de couleurs égal à

seulement une fraction de n que nous allons montrer s’applique à tous les ST$(n)

cycliques de la construction de Peltesohne [Pe139]

Montrons maintenant que Vu, n61, 3 on peut colorier de manière cohérente un

STS(n) cyclique obtenu par la construction de Peltesohne {Pe139] avec seulement

une fraction de n couleurs.

D’abord considérons les entiers n de la forme n = 6p+ 1. On sait que dans ce cas

ciue ST$(n) contient = orbites ou classes. Pour leur attribuer un coloriage

cohérent, nous reprendrons la décomposition en 3 cas utilisée dans le théorème 2
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pour la construction d’un STS(n) cyclique

1) p 3k

2) p 3k + 1

3) p 3k + 2

2.3 Cas où n=6p+1 avec p>O

2.3.1 Pour p=3k et k>1

Nous avons déjà montré que les p 3-ensembles ci-dessous sont les représentants

des p classes compatibles définissant un STS(n) cyclique.

(O,3i + 1,4k + 2i + 2)

(O, 3’i + 2,8k + 2i + 2)

(O,3i+3,6k+i+ 1)

(0. 3k, 6k + 1)

pour O <j <k

pour O <j <k

pour O < i <k — 1

première catégorie

deuxième catégorie

troisième catégorie

4k + 1 — i4O

4k+2+2i4O

18k + 1 — (3i + 1)40

18k + 1 — (4k + 1 —

18k + 1 — (1k + 2 + 2i)4O

3i + 1O

1 — i4O

2+2i4O

3i4O

4O

1 + 2i4O

i41

2 3

j r1o

2i43

Parmi les k 3-ensembles (0, 3i + 1, 4k + 2i + 2) avec O <i < k

1) Si k pair

si i42 alors

3i + 14O

Donc, lorsque k > 4, dans au moins [] 3-ensembles parmi les k , au-
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cnn élément n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au

moins [] classes de 3-ensembles avec seulement 4 couleurs cI’aprés le théorème 6.

2) Si k impair

si i4O alors

3i + 1O 3i + 1O 3i43

4k + 1 ‘i4O 1 — 4O i41

4k + 2 + 2i4O 2 + 2i4O i43

18k + 1 — (3’i + 1)4O 2 — 3i4O 3i42

18k + 1 — (4k + 1 — i)1O 2 + i4O i42

18k + 1 — (4k + 2 + 2i)4O 1 — 2i4O 2i41

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de

3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 6.

Parmi les (k—1) 3-ensembles (O,3i+3,6k+i+2) avec O <i <k—1

1) Si k pair

si i4O alors

3’i + 34O 3i H- 34O 3i41

6k+i+24O i+24O i42

6k — 2i — 14O 2i + 14O 2i43

18k + 1 — (3’i + 3)4O 3i + 2O 3i42

18k+1 — (6k+i+2)4O i—14O i41

18k + 1 — (6k — 2i — 1)4O 2i + 24O 2i42

Donc dans au moins [.l] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins



35

classes de 3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

2) Si k impair

si 1EE42 alors

3i + 34O 3i + 3O 3i1l

6k + j + 24O z4O

6k — 2i — 14O 1 — 2i4O 2i41

18k + 1 — (3i + 3)4O 3i4O 3iO

18k + 1 — (6k + i + 2)O —i — 14O 43

18k + 1 — (6k — 2i — 1)4O 2 + 2i4O 2i42

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 2, 8k + 2i + 2) avec O i < k

Les k 3-ensembles (O, 3i + 2,8k + 2i + 2) avec O <i < k sont tous congrus à O

mod 4.

Examinons la congruence modulo 5 de ces k 3-ensembles.

1) Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

2) Si k 51 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

3) Si k 52 alors
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S11 53 alors

3i + 25O

8k + 2i + 25O

8k — ‘5O

18k + 1 — (3i + 2)5O

18k + 1 — (8k + 2i + 2)5O

18k + 1 — (8k — ‘i)5O

a)si 1 5O alors

3i + 25O

8k + 2i + 25O

8k — ‘i5O

18k + Ï — (3i + 2)5O

18k + 1 — (8k + 2i + 2)O

18k + 1 — (8k — i)5O

3i + 25O

3 + 2i5O

1—’5O

3i5O

—1 — 2i5O

Ï + z5O

25O

8k + 25O

8k5O

18k — 15O

—15O

1 O

3i52

2i51

51

3i O

2i53

j5 3

Dans ce cas au moins 3-ensembles parmi les k aucun élément n’est

congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème Z.

4) Si k 53 alors

25O

1 5O

4O

35O

b)si j =53 alors
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3i + 25O 3i + 25O

8k + 2i + 25O 1 + 2i5O 3i53

8k — ?5O 4 — i5O 2i54

18k + 1 — (3i + 2)O 3i + 25O Z54

18k + 1 — (8k + 2i + 2)5O 1 + 2iO 2i53

18k + 1 — (8k — i)5O 4 — i5O

Dans ce cas au moins 2[] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2L]

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

5)Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

En résumé t pour n. = 18k + 1
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Ti — 1$k + 1 k5O k11:5 1 k11:52 Ïc=53 k54

Nombre minimum

de 3-ensembles [] + t] [] + t] t] + [J [] + [‘] [] + L]
coloriables

avec 4 couleurs

Nombre minimum

de 3-ensembles O O 2 [] O

coloriables

avec 5 couleurs

N 18h:+1 18k+1 18k+1 18k+1 18k+1

Nombre (t*i + tU]) x 6 (Ij + 1i]) x 6 (14j + t*]) X 6 (1*] +21*]) X 6 (1*] + t-]) x 6

de couleurs + +

(tî!]) X 6 (j11Lj) X 6

utilisées pour + + + + +

colorier tous ([4] + t-]) x 4 (14j + 1--i) X 4 ([4] + tti) x 4 ([4] + [fij) X (t4i + t-]) X 4

les 3-ensembles + +

duSTS(n) [] X 5 2t] x 5

34k+29 34k+29 168k+205 166k+265 34k+29
(N/) est majoré par

36k-f-2 36k+2 180k+1O lsOk+1O 36k+2

Pour k >30 N < (97%)n N < (97%)n N < (97%)n N < (97%)n N < (979)n

Pour k 100 N < (95.2%)n N < (95.2%)n N < (94.5%)n N < (93.7%)n N < (95.2%)n
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2.3.2 Pour p=3k+1 et k>O

Nous avons déjà montré que les p 3-ensembles ci-dessous sont les représentants

des p classes compatibles définissant un STSQn) cyclique.

(O, 3i + 1,8k H- 2i + 4) pour O <i < k première catégorie

(O, 3i + 2,6k + i + 3) pour O <i <k denxième catégorie

(O, 3i + 3,4k + 2i + 4) pour O <i <k troisième catégorie

(O,3k+ 1,7k +3)

Tous les k 3-ensembles (O, 3i + 1, 8k + 2i + 4) avec O < < k sont congrus a

O mod 4.

Tous les k 3-ensembles (O, 3i + 2, 6k + i + 3) avec O < i < k sont congrus a O

modulo 4.

Tous les k 3-ensembles (O, 3i + 3, 4k + 2i + 4) avec O < i < k sont congrus a O

modulo 4.

Etudious la congruence modulo 5.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i ± 1, 8k + 2i + 4) avec O <i < k

1)Si k 50 alors

si i5O alors

3i + 15O

8k + 2i + 45O 15O

8k — i + 35O 45O

18k + 7 — (3i + 1)5O 35O

18k + 7 — (8k + 2i + 4)5O 6O

18k + 7 — (8k — i + 3)5O

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles
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avec seulement .5 couleurs d’aprés le théorème Z.

2)Si k 1 alors

a)si i50 alors

3i + 150

8k + 2’i + 450

8k — i + 350

18k + Z — (3i + 1)50

18k -t- Z — (8k + 2i + 4)50

18k+Z—(8k—i+3)50

b)si i52 alors

[3i + 150

8k + 2i + 450

8k — i + 350

18k + Z — (3i + i)0

18k + Z — (8k + 2i + 4)50

18k + Z — (8k — i + 3)50

150

8k + 450

8k+350

18k + Z — (1)50

18k ± Z — (8k + 4)50

18k + Z — (8k + 3)50

3i + 150

2 + 2i50

1 — 50

3i + 150

2 + 2i50

1 — ‘50

1 O

2 O

450

350

250

1 50

150

Donc dans au moins 2[j 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par coilséquent on peut colorier au moins 2 [] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème Z.

3)Si k 52 alors

si i52 alors
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3i + 15O 3i + 15O

8k + 2i + 45O 2i5O
25O

8k — i + 35O 4 —

45O
18k + 7 — (3i + 1)5O 2 — 3i5O

15O
18k+7— (8k+2i+4)5O 3—2i5O

18k + 7 — (8k — i + 3)5O 4 + iO

Donc dans au moins ] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru

à O modulo 5. Par conséqueiit on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

4)Si k 53 alors

Tous les 3-ellsembles sont congru a O modulo 5.

5)Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 2, 6k + i + 3) avec O <j < k

1)Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5

2)$i k 51 alors

a)si i5O alors
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3i + 25O

6k + i + 35O

6k—2i+15O

18k + 7 — (3i + 2)5O

18k + 7 — (6k + i + 3)5O

18k + 7 — (6k — 2i + 1)5O

3i + 25O

6k+i+35O

6k—2i+15O

18k + 7 — (3i + 2)5O

18k+7—(6k+i+3)5O

18k + 7 — (6k — 2i + 1)5O

c)si i3 alors

3i + 25O

6k+i+35O

6k—2i+15O

18k + 7 — (3i + 2)5O

18k+7—(6k+i+3)5O

18k + 7 — (6k — 2i + 1)5O

d)si i54 alors

3i + 25O

4 + Z5O

2 — 2i5O

3i + 25O

4 + i5O

7 — 2iO

3i + 2O

4 + iO

2 — 2i5O

3i + 25O

4 + Z5O

7 — 2i5O

3i + 2O

4 + i5O

2 — 2i5O

3i + 25O

4 + i5O

— 2i5O

J2O

J3O

J15O

[25O
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3i + 2O 3i + 29O

6k + i + 35O 4+ z5O

6k — 2i + 15O 2 — 2i5O J45O

18k + Z — (3i + 2)5O 3i + 25O 35O

18k + Z — (6k + i + 3)5O 4+ i5O

18k + Z — (6k — 2i + 1)5O Z — 2i5O

Donc dans au moins 4[] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 4 [] classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème Z.

3)Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5.

4)Si k 53 alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5.

5)Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 3, 4k + 2i + 4) avec O < i < k

1)Si k 5O alors

a)si i5O alors
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3i ± 35O

4k + 2i + 45O
35 O

4-’1+15O
45O

18k H- 7 — (3i + 3)5O
1 O

18k + 7 — (4k + 2i + 4)5O

18k+7—(4k—i+3)5O

h)si i52 alors

3i + 35O 3i + 35O

4k + 2i + 45O 2i + 45O
45O

4k — j + 15O —i + 1O
35O

18k + 7 — (3i + 3)5O 7 — (3i + 3)O
25 O

18k+7—(4k+2i+4)5O 7—(2i+4)5O

18k + 7 — (4k — j + 3)5O 7 — (—i + 1)5O

Donc clans au moins 2 t] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent oit petit colorier au moins 2[] classes de 3-ensembles

avec seulemellt 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

2)Si k alors

a)si i52 alors

3i + 3O 3i + 35O

4k + 2i + 45O 3 + 2i5O
45O

4k — i + 15O

18k + 7 — (3i + 3)5O 3i + 3O
—25O

18k+7—(4k+2i+4)50 3+2i5O

18k + 7 — (4k — i + 1)5O —i5O
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3)Si k 52 alors

si i52 alors

3i + 35O

4k + 2i + 45O

4k—i+15O

18k + Z — (3i + 3)5O

18k + Z — (4k + 2i + 4)5O

18k+Z—(4k—i+1)5O

Donc dans au moins L] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru

à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème Z.

4)Si k 53 alors

Tous les 3-ensembles sont congru a O modulo 5.

5)Si k 54 alors

si i1 alors

b)si i53 alors

3i + 35O

4k + 2i + 45O

4k — ‘L + 15O

18k + Z — (3i + 3)5O

18k + Z — (4k + 2i + 4)5O

18k+Z—(4k—i+1)5O

3i + 35O

3 + 2i5O

3i + 35O

3 + 2i5O

—i5O

25O

45O

Donc dans au moins 2] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2t] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème Z.

3i + 35O

2 + 2i5O

4 — ‘L50

3i O

1 — 2i5O

1 + i5O

45O

1 O

25O

35 O
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3i + 35O 3i + 35O

4k H- 2i + 45O 2i5O
15O

4k—i+15O 2—i5O =‘

25O
18k + Z — (3i + 3)5O 1 — 3i5O

35O
18k + Z — (4k + 2i + 4)5O 1 + 2i5O

18k + Z — (4k — i + 1)5O 2 + ‘I5O

Dollc dans au moills [] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru

à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [J classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème Z.

En résumé pour n = 18k + Z
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n 18k ± 7 k3O k51 k54

Nombre

minirnun

de 3-ensembles O O O O O

coloriables

avec 4 couleurs

Nombre

minimun

de 3-ensembles 3[] 2t] O []
coloriables

avec 5 couleurs

N

Nombre 18k+7 18k+7 18k+7 18k+7 18k+7

de couleurs — — — — —

utilisées pour (3t4j) XC (8j) X 6 (21*]) X 6 O (t*] x 6

colorier tous + + + + +

les 3-ensembles (31*]) x 5 (8j) X 5 (214]) x 5 O x S

du STS(n)

r1’ri 87k+130 82k±280 $8k+100 — — 89t+70
/ flj est majore p 90k+35 90k+35 90é+35 90k+35

Pour k > 100 N < (97.8%)n N < (93.9%)n N < (98.6%)n — — — N < (99.3%)n

Dans le cas n = 18k -f 7 et k53 tous les 3-ensembles de base qui déterminent

le STS(n) de la construction de Peltesohne [Pe139] sont congrus à O modulo 4, et

sont congrus à O modulo 5. On ne peut pas appliquer le théorème 7 tians ce cas

pour obtenir une coloration cohérente du STS(n) avec moins que n couleurs.
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2.3.3 Pour p=3k+2 et k>3

Nous avons déjà montré que les p 3-ensembles ci-dessous sont les représentants

des p classes compatibles définissent tin ST$(n) cyclique.

(O, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour O < j < k + 1 première catégorie

(O, 3i + 2,6k + i + 5) pour O i < k deuxième catégorie

(O, 3i + 3, 8k + 2i + 8) pour O <j < k troisième catégorie

(O,3k+2,lOk+7)

Parmi les (k+ 1) 3-ensembles (O,3i+ 1,4k+ 2i+4) avec O <j <k+ 1

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 4

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 2,6k + i + 5) avec O < i < k

Tons les 3-ensembles sont congrus a O modulo 4

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 3,8k + 2i + 8) avec O i < k

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 4

Étudions la congruence modulo 5.

Parmi les (k + 1) 3-ensembles (O,3i + 1,4k + 2i +4) avec O <i <k + 1

1)Si k 5O alors

si i51 alors
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3i + 15O 3i + 15O

4k + 2i + 45O 2i + 45O
45O

4k — i + 35O —i + 3O
1 5O

18k + 13 — (3i + 1)5O 2 — 3i5O
25O

18k + 13 — (4k + 2i + 4)5O 4 — 2i5O

18k + 13 — (4k — i + 3)5O 5O

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Pa.r conséquent on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

2)$i k 51 alors

Tons les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

3)Si k 52 alors

5 11150 alors

3i + 1O 15O

4k + 2i + 45O 4k + 45O
1 5O

4k — i + 3O 4k + 35O
25O

18k + 13 — (3i + 1)5O 18k + 12O
35O

18k + 13 — (4k + 2i + 4)O 14k + 95O

18k + 13 — (4k — j + 3)O 14k5O

Donc dans a moins 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles

avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

4)$i k 53 alors

a)si i51 alors
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3i + 150 3i + l0

4k + 2i + 45O 1 + 2i50

4k — i + 350 —z50 J450

18k + 13 — (3i + l)50 1 — 3i50 350

18k+13— (4k+2i+4)50 1—2i50

l8k+13—(4k—i+3)50 2+i50

b)si i54 alors

3i + 15O 3i + l50

4k+2i+450 1+2i50
350

4k — j + 350 50
450

18k + 13 — (3i + 1)50 1 — 3i50
1 O

18k + 13 — (4k + 2i + 4)50 1 — 2i50

18k + 13 — (4k — i + 3)50 2 + 750

Donc dans au moins 2[] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2 classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs cl’aprés le théorème 7.

5)Si k 54 alors

si i51 alors

f 3i + 150

4k + 2i + 40
3i + 10 450

4k — i + 35O
2i50 25O

18k + 13 — (3i + 1)5O
4 — i50 350

18k + 13 — (4k + 2i + 4)5O

18k + 13 — (4k — j + 3)50
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si iz52 alois

3i + l5O

1k + 2i + 4r5Q
3i±l5O

4k — i + 35O I 2O
2i5O ==> ‘

18k H- 13 — (3i + 1)5O 145O
4 — Z5O

18k + 13 — (4k + 2i + 4)5O

18k + 13 — (4k — i + 3)5O

Donc clans au moins 2 [1] 3-ensembles parmi les k, aucun élément nest congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2t] classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème Z.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 2, 6k + i + 5) avec O <i < k

1)Si k 50 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

2)$i k alors

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

3)Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

4)Si k 53 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

5)Si k =4 alors

a)si i50 alors
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3i + 25O

6k+i+55O

6k—2i+35O

18k + 13 — (3i H- 2)5O

18k + 13 — (6k + i + 5)5O

18k + 13 — (6k — 2i + 3)5O

b)si i52 alors

3i + 25O

6k+i+55O

6k—2i+35O

18k + 13 — (3i + 2)5O

18k + 13 — (6k + i + 5)5O

18k + 13 — (6k — 2i + 3)5O

c)si 153 alors

3i + 25O

6k + i + 55O

6k—2i+35O 4”>

18k H- 13 — (3i + 2)5O

18k + 13 — (6k + i + 5)5O

18k + 13 — (6k — 2i + 3)5O

d)si i54 alors

3i + 25O

4 + ‘5O

2 — 2i5O

3i H- 25O

4 + 5O

2 — 2i5O

3i + 2O

4 + Z5O

2 — 2i5O

3i + 25O

4 + Z5O

2— 2i5O

3i + 25O

4 + 5O

2 — 2i5O

3i H- 25O

4 + i5O

2 — 2i5O

J2O

t

J15O

t25O
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18k + 13 — (3i + 2)50

18k + 13 — (6k + i + 5)50

18k + 13 — (6k — 2i + 3)50

Donc dans au moins 4[] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 4 [] classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

2i + 850

10 — 3i50

5 — 2i50

8 + i50

2)Si k 51 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

3i + 250

6k + i + 550

6k — 2i + 350

3i + 250

4 + Z50

2 — 2i50

3i + 250

4 + i50

2 — 2i50

J450

j350

Parmi les k 3-ensembles (0, 3i + 3, 8k + 2i + 8) avec O <i < k

1)$i k 5O alors

si i53 alors

3i + 350 3i + 350

8k + 2i + 850
25O

8k — i + 550 —i + 550
450

18k + 13 — (3’i + 3)50
1 50

18k + 13 — (8k + 2i + 8)50

18k + 13 — (8k — i + 5)50

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru

à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [j classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’après le théorème 7.

3)Si k 52 alors
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Tous les 3-ensembles sont congrus a O modulo 5.

4)Si k 53 alors

si 1z51 alors

3i + 35O 3i + 35O

8k + 2i + 85O 2 + 2i5O
1 O

8k — i + 5O 4 — z5O
45O

18k + 13 — (3i + 3)5O 4 — 3i5O
35O

18k + 13 — (8k + 2i + 8)O 5 — 2i5O

18k + 13 — (8k — i + 5)5O 8 + i5O

Donc clans au moins [] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru

à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

5)Si k 54 alors

a)si i51 alors

3i + 35O 3i + 3O

8k + 2i + 8O 2i5O 15O

8k — ‘i + 5O 2 — i5O 25O

18k + 13 — (3i + 3)O 3i + 35O 35O

18k + 13 — (8k + 2i + 8)5O 5 — 2iO 45O

18k + 13 — (8k — i + 5)5O 8 + i5O

b)si i53 alors
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3 + 3O 3i + 35O

8k + 2i + 85O 2i5O
2 O

8k — i + 55O 2 — 5O
1 O

18k + 13 — (3i + 3)5O 3i + 35O
45O

18k + 13 — (8k + 2i + 8)5O 5 — 2i5O

18k+13—(8k—i+5)5O 8+’t5O

Donc dans au moins 2[] 3-ensembles parmi les k, aucun élément n’est congru à

O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2 [] classes de 3-ensembles

avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

En résumé t pour n = 18k + 13
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n 18k + 13 k5O k1 k k53 k

Nombre

minimun

de 3-ensembles O O O O O

coloriables

avec 4 couleurs

Nombre

min ttnun

de 3-ensembles L] + L’J O 2’ k+1
5] L 5 j + [] 2[’] +6t]

coloriables

avec 5 couleurs

N

Nombre 18k + 13 18k + 13 18k + 13 18k + 13 18k + 14

de couleurs — — — — —

utilisées pour ([h] + XC O ft--1i) XC (2t.i] ÷ ]) xG (2iï4ij +6*j) xC

colorier tous + + + + +

les 3-ensembles (] + l.1j) x 5 0 x 5 (2’J + LtJ) x 5 (o14L] + ut-J) x s

du STS(n)

$$k±129 89k±99 87k+158 82k+304(N/n) est majoré par
POk+65 —— 90k±65 90k+65 90k+65

Pour k > 100 N < (98.5%)n — — N < (99.3%)n N < (97.8o)n N < (93.97)n

Dans le cas n = 18k + 13 et k51 tous les 3-ensembles de base qui déterminent

le STS(n) de la construction de Peltesohne {Pe139] sont congrus à O modulo 4, et

sont conglus à O modulo 5. On ne peut pas appliquer le théorème Z dans ce cas

pour obtenir une coloration cohérente du STS(n) avec moins que n couleurs.
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2.4 Cas où n6p+3 avec p>O

iViaintenant considérons les entiers n de la forme n = 6p + 3. Pour leur attribuer

un coloriage cohérent, nous reprendrons la décomposition en 3 cas utilisée dans le

chapitre 2 pour la construction d’un ST$(n) cyclique

1) p = 3k

2) p 3k + 1

3)p 3k + 2

2.4.1 Pour p=3k et k>O

Nous avons déjà montré au chapitre précédent que les p 3-ensembles ci-dessous

sont les représentants des p classes compatibles définissant un STS(n) cyclique.

(O, 3i + 1,8k + 2i + 2) pour O <i <k première catégorie

(O, 3i + 2,4k + 2i + 2) pour O <i < k deuxième catégorie

(O, 3i + 3,6k + i + 2) potir O <i < k troisième catégorie

(O,6k+ 1,12k+2)

Seuls les 3-ensembles de base (O, a, b) de la troisième catégorie ont a non premier

avec n, car a = 3i + 3 est multiple de 3 pour toutes les valeurs de i , dans cette

catégorie b = 6k + i + 2s, seul le tiers des valeurs prises par b sont multiples de 3

donc il y a au plus ([t]) 3-ensembles de base (0, a, b) dans lesquels a et b ne sont

pas premiers avec n et ([i]) = (Lv]).
Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 1, 8k + 2i + 2) avec O <i < k
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1) Si k pair

si i4O alors

3i + 14O 3i + Ï4O

8k+2+2i4O 2+2i4O

8k + 1 — 1 — iO J lO

18k + 3 — (3i + 1)4O 3 — (3i + l)4O [24O

18k+3—(8k+1—i)4O 3—(1—i)4O

18k+3—(8k+2+2i)4O 3— (2+2i)4O

2) Si k impair

si i42 alors

3i + 14O 3i + 14O

8k + 2 + 2i4O 2 + 2i4O

8k + 1 — 1 — iO f 3O

18k + 3 — (3i + 1)4O 3i4O l24O

18k + 3 — (8k + 1 — i)4O 4O

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)4O 3 — 2i4O

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de

3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

si i5O , 2 alors
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3i + 15O

8k + 2 + 2i5O

8k + 1 — z5O Çl5O

18k + 3 — (3i + 1)5O 25O

18k + 3 — (8k + 1 — i)5O

18k -i- 3 — (8k + 2 + 2i)5O

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

2) Si k 51 alors

si 1=51 , 2 alors

3i -1- 1O 3i + 1O

8k + 2 + 2i5O 2i5O
45O

8k + 1 z5O 4 — iO
2O

18k + 3 — (3i + 1)5O 3i5O
3O

18k + 3 — (8k + 1 — i)5O 3 — 5O

18k+3—(8k+2+2i)5O 1—2i5O

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins t] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

3) Si k 52 alors

si 1=50 , 4 alors
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3i + 150 150

8k + 2 + 2i50 8k + 250
350

8k + 1 — i50 8k + l50
250

18k + 3 — (3i + 1)50 18k + 250
1 50

18k + 3 — (8k + 1 — i)50 10k + 250

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)50 10k + 150

Donc clans au moins [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins t] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

4) Si k 53 alors

si 151 4 alors

3i+150 3i+150

8k + 2 + 2i50 1 + 2i50
3 i4 O

8k+ 1 50 50 =«

450
18k + 3 — (3i + 1)50 1 — 3i50

1 50
18k + 3 — (8k + 1 — i)50 2 + i50

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)50 1 — 2i50

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins [] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

5) Si k 54 alors

a)si i50 alors
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3i + 15O

8k + 2 + 2i5O

8k + 1 —

18k + 3 — (3i + 1)5O

18k + 3 — (8k + 1 — i)5O

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)5O

b)si i51 alors

3i + 15O

8k + 2 + 2i5O

8k+1—i5O

18k + 3 — (3i + 1)5O

18k + 3 — (8k + 1 — ‘i)5O

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)5O

c)si ir52 alors

3i + 15O

8k + 2 + 2i5O

8k+1—i5O

18k + 3 — (3i + 1)5O

18k + 3 — (8k + 1 —

18k + 3 — (8k + 2 + 2i)5O

15O 45O

45O 15O

35O 25O

3i + 15O

4 + 2i5O

3—i5O 4z

(3i + 1)5O

3 — ‘5O

4 + 2i5O

3i + 15O

4 + 2i5O

3—i5O zz=

(3i + 1)5O

3 — i5O

4 + 2i5O

45O

1 O

25O

25O

35O

15O

d)si i54 alors
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3 + 15O 3i + 15O

8k+2+2i5O 4+2i5O
35O

8k + 1 — z5O 3 — i5O
25O

18k + 3 — (3i + 1)5O (3i + 1)5O
15O

18k + 3 — (8k + 1 — i)5O 3 — iO

18k + 3 — (8k + 2 + 2’i)5O 4 + 2i5O

Donc dans au moins 4[] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins t] classes de

3-ensembles avec seulement 5 coulellrs d’aprés le théorème Z.

Parmi les k 3-ensembles (O. 3i + 2. 4k + 2i + 2) avec O < j < k

Tous les k 3-ensembles (O, 3i+2, 4k+2i+2) avec O < i < k sont congru à O modulo 4.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

2) Si k 51 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo .5.

3) Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

4) Si k m53 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

5) Si k 54 alors

a)si i5O alors
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25O

35O

1 O

3i + 25O

3 + 2i5O

1 5O

3i + 25O

1 — ‘5O

3 + 2i5O

3i + 25O

3 + 2i5O

1

3i + 25O

1 — ‘5O

3 + 2i5O

3i + 25O

4k + 2 + 2i5O

4k — iO

18k + 3 — (3’i + 2)5O

18k + 3 — (4k — i)5O

18k + 3 — (4k + 2 + 2i)5O

b)si 152 alors

3’i + 25O

4k + 2 + 2i5O

4k — 5O

18k + 3 — (3i + 2)5O

18k + 3 — (4k — i)5O

18k + 3 — (4k + 2 + 2i)5O

c)si i53 alors

3i + 25O

4k + 2 + 2i5O

4k—i5O

18k + 3 — (3i + 2)5O

18k + 3 — (4k — i)5O

18k + 3 — (4k + 2 + 2i)5O

35O

25O

45O

1 O

45O

35O

d)si i54 alors
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3ï + 25O + 2O

4k ± 2 + 2i5O 3 + 2i5O
45O

4k — i5O 1 — i5O
1 O

18k + 3 — (3i + 2)5O 3i + 25O
2 O

18k + 3 — (4k — i)5O 1 — 5O

18k+3—(4k+2+2i)5O 3+2i5O

Donc dans au moins t] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par consécluent on peut colorier au moins 4 [] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème Z.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 3, 6k + i + 2) avec O i < k

Tous les k 3-ensembles sont congru à O modulo 4.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

2) Si k alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

3) Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

4) Si k alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.
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5) Si k 54 alors

a)si i5O alors

3i + 35O 3i + 3O

6k+2+i5O 1+?5O

6k — 2i — 15Q 3 — 2i5O

18k + 3 — (3i + 3)5O 3i + 35O

18k + 3 — (6k — 2i — 1)5O 3 — 2i5O

18k + 3 — (6k + 2 + i)5O 1 + Z5O

b)si =1 alors

3i + 3O

6k + 2 + i5O

6k—2i+15O

18k + 3 — (3i ± 3)5O

18k + 3 — (6k — 2i — 1)5O

18k + 3 — (6k + 2 + i)5O

6k + 2 + ‘i5O

6k—2i+15O

18k + 3 — (3i + 3)5O

18k + 3 — (6k — 2i —

18k + 3 — (6k + 2 + i)5O

J35O

[150

1 5O

2 O

3i + 3O

3i + 35O

1 + ‘5O

3 — 2i5O

3i + 35O

3 — 2i5O

1 + 5O

3i + 3O

1 + i5O

3 — 2i5O

3i + 35O

3 — 2i5O

1 + 5O

J4O

3O

d)si i53 alors
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3i + 35O 3 + 3O

6k+2+i5O 1+iO

6k — 2i + 1O 3 — 2i5O 25O

18k + 3 — (3i + 3)5O 3i + 3O 45O

18k+3— (6k—2i— 1)5O 3—2i5O

18k+3—(6k+2+i)5O 1+i5O

Donc dans au moills 4[] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins 4 t] classes de

3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

En résumé pour n = 18k + 3
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i = 18k + 3 k5O kE5l k52 k k4

Nombre

minitnun

kI Iki ki kde 3-ensembles Lf] LJ LJ L

coloriables

avec 4 couleurs

Nombre

mi ni n mn

de 3-ensembles t] t] t] [] 12[]

coloriables

avec 5 couleurs

N

Nombre l8k+3 18k+3 18k+3 l8k+3 18k+3

de couleurs — — — — —

utilisées pour (t*] -- [j) X 6 (fJ + t]) x 6 ([.j + Li) x 6 (L] + jj) x6 u4i + 121j) 6

colorier tous + + + + +

les3-enseinbles 4Jx4+1*] x5 4] x4+] x5 4] x3-i-4] XC 4] x4+]xC 4j x3±12Jx5

duSTS(n) + + + + +

tQ 110J 20 20

. 347k+320 347k-i-329 347k+320 347k+320 153k-i-820(N/n) est majore par
360k+60 360k+60 360k+60 360k-i-60 180k+30

Pour k> 100 N < (972%)n N < (97.2%)n N < (97.2%)n N < (97.2°71)n N < (0.90%)n
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2.4.2 Pour p3k+1 et k>3

Nous avons déjà montré que les p 3-ensembles ci-dessous sont les représentants

des p classes compatibles définissant un STS(n) cyclique.

(0, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour O i <k + 1 première catégorie

(0, 3i + 2.8k + 2i + 4) pour 2 i <k — 1 deuxième catégorie

(0, 3i + 3,6k + i + 4) pour 1 <i <k — 1 troisième catégorie

(0,6k + 3, 12k + 6)

(0, 2, 8k + 5)

(0,3,8k+4)

(0, 5, 8k + 7)

(0,3k— 1,6k+ 1)

(0, 3k, 10k + 3)

Seuls les 3-ensembles de base (0, a, b) de la troisième catégorie ont a cmi ir’est

premier avec n, car a = 3i + 3 est multiple de 3 pour toutes les valeurs de i , dans

cette catégorie b 6k + i + 4s, seul le tiers des valeurs prises pa.r b sont multiples

de 3 , donc il y a au plus ([J) 3-ensembles de base (0, a, b) dans lesquels a

et b ne sont pas premiers avec n et (-J) < ([]). Parmi les 6 3-ensembles

(0,6k + 3,12k + 6), (0,2,8k + 5), (0,3,8k + 4), (0,5,8k + 7), (0,3k — 1,6k + 1),

(0, 3k, 10k + 3) au plus 2 ont leurs éléments a et b non premiers avec n. On a donc

au plus ([]) + 2 3-ensembles de base qui ont leurs éléments a et b non premiers

avec n.

Parmi les k 3-ensembles (0, 3i + 1,4k + 2i + 4) avec O <j < k + 1.

Tous les k 3-ensembles (0, 3i + 1, 4k + 2i + 4) avec O i < k + 1 sont congrus à O

modulo 4.



69

Examinons la. congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

si i52 alors
‘1 I 1._L
OZ I5

4k + 4 + 2i5O

4k—i+35O

18k + 9 — (3i + 1)5O

18k + 9 — (4k — i + 3)5O

18k + 9 — (4k + 4 ± 2i)5O

3i + 15O

4 + 2i5O

-i + 35O

$ — 3i5O

6 + i5O

—2i5O

(

{ 25O

35O

15O

Donc dans au moins [±i] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins []
classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs ct’aprés le théorème Z.

2) Si k 1 alors

si i54 alors

3 + 15O

4k + 4 + 2i5O

4k — i + 35O

18k + 9 — (3i + 1)5O

18k + 9 — (4k — i + 3)5O

1$k+9— (4k+4+2i)5O

3i + 15O

3+2i5O

f 35O
2 —i5O ZZE

15O
1 — 3i5O

[45O

4 — 2i5O

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème Z.

3) Si k 52 alors
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a)si i50 alors

3i + 10 3 + 10

4k ± 1 + 2’i50 2 + 2i50

4k — i + 350 1 — i50 J 10

18k + 9 — (3i + 1)50 3i + 150 250

18k + 9 — (4k — i + 3)50 1 — ?50

18k + 9 — (4k + 4 + 2i)50 2 + 2i50

b)si i52 alors

3i+150 3i+150

4k + 4 + 2i50 2 + 2i50
2 O

4k — i + 350 1 — 50
1 O

18k + 9 — (3i + 1)50 3i + 150
450

18k + 9 — (4k — i + 3)50 1 — i50

18k+9—(4k+4+2i)50 2+2i50

Donc dans au moins 2[1] 3-ensembles parmi les k aucun élément

nest congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins 2[]

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

4) Si k 53 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

5) Si k 54 alors

a)si i51 alors
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3i + l5O 3i + 15O

4k + 4 + 2i5O 2’i5O 45O

4k — ‘i + 35O 4 — 2O

18k + 9 — (3i + 1)5O 3i5O 35O

18k + 9 — (4k — i + 3)5O j — 3O 15O

18k+9—(4k+4+2i)5O 4+2i5O

b)si i52 alors

3i + 15O 3i + 15O

4k + 4 + 2i5O 2’i5O 25O

4k — j + 35O 4 — Z5O 45O

18k + 9 — (3i + 1)5O 3i5O 15O

18k + 9 — (4k — i + 3)5O i — 3O 35O

18k + 9 — (4k H- 4 H- 2i)5O 4 + 2i5O

Donc dans au moins 2t] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins 2 []
classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 2, 8k + 2i + 4) avec 2 <j < k — 1

1) Si k pair

511=43 alors
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3i + 3i + 24O

8k + 4 + 2i1O 2i4O

8k + 2 — i4O 2 — iO J34O

18k + 9 — (3i + 2)4O 3 — 3iO 24O

18k + 9 — (8k + 2 — i)4O 3 + ‘iO

18k + 9 — (8k + 4 + 2i)4O 1 — 2i4O

2) Si k impair si i41 alors

3i + 24O 3i + 2O

8k + 4 + 2i4O 2i4O

8k + 2 — i4O 2 — iO J 1O

18k + 9 — (3i + 2)4O 1 — 3i4O 24O

18k+9—(8k+2—i)4O 1+i4O

18k+9 — (8k+4-1-2i)4O 3— 2i4O

Donc dans au moins [-] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

2) Si k 51 alors

si i52 alors
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3i + 25O 3i + 2O

8k + 4 + 2i5O 2 + 2i5O 35O

8k — j + 25O i5O 15O

18k + 9 — (3i + 2)5O 3i5O 25O

18k + 9 — (8k — j + 2)5O 2 + i5O 45O

18k+9— (8k+4+2i)5O 2i5O

Donc dans au moins 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

3) Si k 52 alors

a)si i52 alors

3i + 2O 3i + 2O

8k + 4 + 2i5O 2i5O
35O

8k — i + 2O 3 — 5O
45O

18k+9— (3i+2)50 3i+250
1 O

18k + 9 — (8k — i + 2)5O 3 — 5O

18k + 9 — (8k + 4 + 2i)5O 2’i5O

b)si i54 alors

3i + 25O 3’i + 250

8k + 4 + 2i5O 2i5O

8k — j + 25O 3 — iO J450

18k +9 — (3i + 2)5O 3i + 25O 35O

18k + 9 — (8k — j + 2)O 3 — iO

18k + 9 — (8k + 4 + 2i)5O 2’i5O
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Donc dans au moins 2 [--] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

I Ï
Donc dans au moins L-4] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

5) Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

Parmi les k 3-ensembles (O,3i+3,6k+i+4) avec 1 <i <k—1

Tous les k 3-ensembles (O, 3i + 3,6k + i + 4) avec 1 <j <k — 1 sont congrus

à O modulo 4.

Examinons la congruence modulo 5.

4) Si k 53 alors

si i54 alors

3i + 2O

8k+4+2i5O

8k — j + 25O

18k + 9 — (3i + 2)5O

18k + 9 — (8k — i + 2)5O

18k + 9 — (8k + 4 + 2i)5O

3i + 25O

3 + 2i5O

1î5O

1 — 3i5O

2 + 5O

2i5O

45O

15O

25O

35O

1) Si k 5O alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.



75

2) Si k 51 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

3) Si k alors

a)si 1 5O alors

3i + 35O

6k+4+i5O

6k+1—2i5O

18k + 9 — (3i + 3)5O

18k + 9 — (6k + 1 — 2i)5O

18k+9 — (6k+4+i)5O

alors

6k + 4 + Z5O

6k+1—2i5O

18k + 9 — (3i + 3)5O

18k + 9 — (6k + 1 — 2i)5O

18k+9 — (6k+4+i)5O

) si 1 52 alors

3i + 35O

6k+4+i5O

6k+1—2i5O

18k + 9 — (3i + 3)O

18k + 9 — (6k + 1 — 2i)5O

18k+9— (6k+4+i)5O

3 + 3iO

1 + i5O

2 + 2i50

2 — 3i5O

2 + 2i5O

4 — i5O

3 + 3i5O

1 + ‘I5O

2 + 2i5O

2 — 3i50

2 + 2i5O

4 — zO

3 + 3i50

1 +i5O

2 + 2i50

2 — 3i50

2 + 2i5O

4 — Z5O

3i + 3O

35O

15O

2O

45 O

15O

2 O

4O

35O

45O

35O

15O

25O

c
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d)si ï 53 alors

3i + 35O 3 + 3i5O

6k+4+i5O 1 +i5O 25O

6k + 1 — 2i5O 2 + 2i5O 45O

18k + 9 — (3i + 3)5O 2 — 3i5O 35O

18k + 9 — (6k + 1 — 2i)5O 2 + 2i5O 15O

18k+9—(6k+4+’i)5O 4—z5O

Donc dans au moins 4.2] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 4]

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

4) Si k alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

5) Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

En résumé : pour n = 18k + 9
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2.4.3 Pour p3k+2 et k>O

Nous avons déjà montré que les 3k + 3 3-ensembles compatibles ci-dessous

définissent un STS(n) cyclique.

(O, 3i + 1,4k + 2i + 4) pour O <i <k + 1 première catégorie

(O, 3i + 2,8k + 2i + 8) pour O <j <k + 1 deuxième catégorie

(O, 3i + 3,6k + i + 6) pour O i <k troisième catégorze

(O,6k+5,12k+1O)

Seuls les 3-ensembles de base (O, a, b) de la troisième catégorie ont a non premier

avec n, car a = 3i + 3 est multiple de 3 pour toutes les valeurs de i , dans cette

catégorie b = 6k + i + 6s, seul le tiers des valeurs prises par b sont multiples de 3

donc il y a au plus ([i]) 3-ensembles de base (O, a, b) dans lesquels a et b ne sont

pas premiers avec n et ([i]) = (L5]).

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 1,4k + 2i + 4) avec O <i < k + 1

Tons les k 3-ensembles (O, 3i + 1,4k + 2i +4) avec O < i <k + 1 sont congrus à O

modulo 4.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

a)si i5O alors
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3i + 15O

4k + 4 + 2i5O

4k—i+35O

18k + 15 — (3i + 1)5O

18k + 15 — (4k — i + 3)5O

18k + 15— (4k+4+2i)5O

b)si i51 alors

3i + 15O

4k + 4 + 2i5O

4k—i+35O

18k + 15 — (3i + 1)5O

18k + 15 — (4k — i + 3)5O

18k + 15 — (4k +4 + 2i)5O

3i + 15O

4k + 4 + 2i5O

4k—i+35O

18k + 15 — (3i + 1)5O

18k + 15 — (4k — i + 3)5O

18k + 15 — (4k + 4 + 2i)5O

d)si i54 alors

1 + 3i5O

4 + 2i5O

3—i5O

4 — 3i5O

2 + i5O

— 2iO

+3’i5O

4+ 2i5O

3 — Z5O

4 — 3i5O

2 + z5O

1 — 2i5O

1 + 3i5O

4 + 2i5O

3—i5O 4=

4 — 3i5O

2 + i5O

1 — 2i5O

ç

15O

45O

35O

25O

45O

15O

25O

35O

25O

35O

15O

45O
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3i + 150 1 + 350

4k H- 4 + 2i50 4 H- 2i50 350

4k — i + 350 3 — 50 250

18k + 15 — (3i + 1)50 4 — 3i50 150

18k + 15 — (4k — i + 3)0 2 + i0 450

18k + 15 — (4k + 4 + 2i)50 1 — 2’i50

Donc dans au moins 4[i] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

2) Si k 51 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

3) Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

4) Si k 3 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

5) Si k 54 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

Parmi les k 3-ensembles (0, 3i + 2,8k + 2i + 8) avec 2 <j <k — 1

1) Si k pair

si i41 alors



$1

3i + 3i ± 24O

8h: + $ + 2iO 2i4O

8k + 6 — z4O 2 — i4O J 14O

18k + 15 — (3i + 2)4O 1 — 3i4O 24O

18k+15— (8k+6—i)4O 1+iO

18h: + 15 — (8k + $ + 2i)4O 3 — 2i4O

2) Si k impair

5 i43 alors

3i + 24O 3i + 2O

8k + 8 + 2i1O 2i4O

8k ± 6 — 4O 2 — i4O j34O

18k + 15 — (3i + 2)4O 3 — 3i4O [2O

18k + 15 — (8k + 6 — 3 + i4O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)4O 1 — 2i4O

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k aucun élément

nest congru à D modulo 4. Par conséquent on peut colorier au moins

classes de 3-ensembles avec seulement 4 couleurs d’aprés le théorème 7.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

a) si i5O 2 3 , 4 alors
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3i + 2O

8k + 8 + 2i5O

8k+6—’i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

b) S 52 alors

3i + 25O

8k + 8 + 2i5O

8k+6—i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

C) si i53 alors

3i + 25O

3 + 2i5O

15O «‘

3 — 3iO

4 + Z5O

2 — 2i5O

3i + 25O

3 + 2i5O

3 — 3i5O

4 + i5O

2 — 2i5O

3i + 25O

8k + 8 + 2i5O

8k+6—i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

3i + 25O

3 + 2i5O

1 — ‘5O

3 — 3i5O

4 + Z5O

2 — 2i5O

25 O

35O

1 O

45O

35O

25O

45O

15O

15O

4O

35 O

25O

J) si 54 alors
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3i + 2O 3i + 2O

8k + 8 + 2i5O 3 + 2iO 45O

8k + 6 — i5O 1 — i5O 1O

18k + 15 — (3i + 2)O 3 — 3i5O 2O

18k + 15 — (8k + 6 — 4 + Z5O 35O

18k+15—(8k+8+2i)5O 2—2i5O

Donc dans au moins 4t’] 3-ensembles parmi les k aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins L1]
classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

2) Si k =51 alors

a) si 2Z5O alors

3i + 2O 3i + 2O

8k + 8 + 2i5O 1 + 2i5O
2O

8k + 6 — iO 4 — i5O
1

18k + 15 — (3i + 2)O 1 — 3i5O
4O

18k + 15 — (8k + 6 i)5O 4 + iO

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O 2 — 2i5O

b) S Z53 alors

3i + 2O 3i + 2O

8k + 8 + 2’i5O 1 + 2i5O

8k + 6 — iO 4 — ‘iO 1O

18k + 15 — (3i + 2)O 1 — 3i5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O 4 + z5O

18k+15— (8k+$+2i)5O 2—2i5O
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Donc clans au moins 2 L’] 3—ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent ou peut colorier au moins 2

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

3) Si k 52 alors

a) si 5O alors

3i+25O 3i+25O

8k+$+2i5O 4+2i5O

8k + 6 z5O 2 — Z5O J25O

18k + 15 — (3i + 2)O 4 — 3i5O 45O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O 4 + iO

18k+15—($k+8+2i)5O 2—2i5O

b) si i4 alors

3i + 2O 3i + 2O

8k + 8 + 2i5O 4 + 2i5O
4O

8k + 6 — i5O 2 — 5O
25O

18k + 15 — (3i + 2)5O 4 — 3i5O
35O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O 4 + iO

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O 2 — 2i5O

Donc dans au moins 2 [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2L]

classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

4) Si k alors

a) si ?=52 alors
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5) Si k 54 alors

a) si Z52 alors

3i + 25O 3i + 25O

8k + $ + 2i5O 2i5O

8k + 6 — iO 3 — i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O —3i5O

18k + 15 — (8k + 6 — 4 + i5O

2 — 25O

3i + 25O

2 + 2’,5O

—z5O

2 — 35O

4 + ?5O

2 — 2i5O

3i + 25O

8k + 8 + 2’i5O

8k+6—i5O

18k + 15 — (3: + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

b) si i53 alors

f 3i + 25O

8k + 8 + 2i5O

8k+6—i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

3i + 25O

2 + 2i5O

-i5o

2 — 3i5O

4 + Z5O

2 — 2i5O

{ 1 O

35O

25 O

Donc clans au moins 2 t1] 3-ensembles parmi les k aucun élément

n’est congru à O modulo 5. Par conséquent on peut colorier au moins 2 t’]
classes de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

35O

45O

15O

18k + 15 — (8k + 8 + 2’i)5O
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b) si 54 alors

3i + 25O

8k + $ + 25O

8k+6—i5O

18k + 15 — (3i + 2)5O

18k + 15 — (8k + 6 — i)5O

18k + 15 — (8k + 8 + 2i)5O

Donc dans au moins 2 [q’] 3-ensembles parmi les k aucun élémellt

n’est congru à O modulo 5. Par co;lsécïuent on peut colorier au moins 2[-]

classes de 3-ellsemhles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

Parmi les k 3-ensembles (O, 3i + 3, 6k + i + 6) avec O <i < k

Tous les k 3-ensembles (O, 3i + 3, 6k + ‘i + 6) avec O < < k sont congrus à O

modulo 4.

Examinons la congruence modulo 5.

1) Si k 5O alors

a) si Z5O alors

3’i + 35O

6k + 6 + 5O

6k+3—2i5O

18k + 15 — (3i + 3)5O

18k + 15 — (6k + 3 — 2i)5O

lsk+ 15— (6k+6+i)5O

3i + 35O

1 + z5O

3 — 2i5O

2 — 3i5O

2 + 2i5O

4 — i5O

3i + 25O

2i5O

3—i5O

—3i5O

4 + iO

2 — 2i5O

J
3O

35O

15O

2 O

45O

b) si i51 alors
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1 O

2O

4O

3O

c) Sj ‘1=52 alors

3i + 3O

6k + 6 + z5O 4O

6k + 3 — 2i5O 3O

18k + 15 — (3i + 3)5O 15O

18k + 15 — (6k + 3 — 2i)5O 2O

18k + 15 — (6k + 6 + i)5O

J) si 53 alors

3i + 3O

6k + 6 + Z5O 25O

6k + 3 — 2i5O 45O

18k + 15 — (3i + 3)O 3O

18k + 15 — (6k + 3 — 2i)5O 15O

18k + 15 — (6k + 6 + i)5O

3i ± 3O 3i + 35O

6k+6+’i5O 1+5O

6k + 3 — 2i5O 3 — 2i5O

18k + 15 — (3i + 3)5O 2 — 3’iO

18k + 15 — (6k + 3 — 2’i)O 2 + 2i50

18k + 15 — (6k + 6 + i)5O 4 — 5O

3i + 3O

1 + ‘5O

3 — 2i5O

2 — 3i50

2 + 2i5O

4 — iO

3i + 3O

1 + i5O

3 — 2i50

2 — 3i5O

2 + 2i50

4 — 5O

Donc dans au moins [] 3-ensembles parmi les k , aucun élément n’est

congru à O modulo 5. Par conséciuent on peut colorier au moins 2Lj classes

de 3-ensembles avec seulement 5 couleurs d’aprés le théorème 7.

2) Si k 1 alors
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Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

3) Si k 52 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

4) Si k 53 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

5) Si k E54 alors

Tous les 3-ensembles sont congrus à O modulo 5.

En résumé pour n = 18k + 15
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n = 18k + 15 k5O k1 k3 k54

Nombre

minimun

I k+1 k+l I k+1 I k+1 Ide 3-ensembles LE] L—T

coloriables

avec 1 couleurs

Nombre

minimun

de 3-ensembles 4[] +s[] 2[-] 2t] 2L-] 2[-]

coloriables

avec 5 couleurs

N

Nombre 18k + 15 18k + 15 18k + 15 18k + 15 18k + 15

de couleurs — — — — —

utilisées pour (8[%’J + 4j) x 6 (2[%iJ) x 6 (2[’j) XC (2%h]) XC (2[L’j) X 6

colorier tous — — — — —

les 3-ensembles x6 (LJ) x 6 x 6 (t]) x 6 (t]) x 6

duSTS(n) + + + + +

(1kL]) xl (tEP-J) Xl (t%’i) xl (tl+Li) xl (t1J) <l

+ + + + +

(SIt-’J +lt*J) s 5 (2[84hJ) X 5 (21]) x 5 (2’]) X .5 (2L’j) 5

+ + + + +

t-J 2i] 2tthJ 2t101] 2t1411j

t ïVIn est maoré 153k+921 86k-i-166 86k±166 86k+166 86k+166
“ / ‘ p 180k-i-150 90k-i-75 90k-i-75 90k±75 90k+75

Pour k 100 N < (90%)n N < (96.6%)n N < (966%)n N < (96.6%)n N < (96 6%)n
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2.5 Amélioration de la borne supérieure du nombre de couleurs pour

le coloriage cohérent des STS(n) cycliques lorsque n

Lemme 6. Si n n50 alors ii suffit coulettrs pour colorier de manière

cohérente un STS(n) cyclique.

Preuve : Quaid ri50 il y a — 1 multiples de 5 non nuls.

Si ci est multiple de 5 alors (n — ci) l’est aussi. Montrons que le groupe de 0 GO,(O,a,b)

du 3-eisemb1e de base (0, a, b) contient soit aucun multiple de 5, soit 2 multiple de

5 soit 6 multiples de 5.

Si un élément e de {ci, b, b — a, n — ci, n — b, ci — b)} est multiple de 5, on a (n — e)

{a,b,b— a,n—a,n— b,ci— b)} et (n — e) multiple de 5.

Sans perte de généralité supposons e = a multiple de 5, si b est multiple de

5 alors b — ci, n — (b — ci) et (n — b) sont multiples de 5, tous les éléments de

{ ci, b, b — ci, n — ci, n — b, ci — b)} sont alors multiples de 5.

On a bien ainsi aucun detix oti six multiples de 5 dans tout

Si n61 alors ï-—1 est pair, un STS(n) cyclique cont.ient 3-ensembles génateurs

tous deux é. deux compatibles. En pire cas il y a q 3-ensembles de base

ayant un multiple de 5. Il reste
— q 3-ensembles de base non congrus à O mo

dulo 5, d’aprés le théroème 7 on peut colorier de manière cohérente ces — q

avec 5(i
— q) couleurs. Toutes les orbites du $TS(n) cyclique sont coloriables

avec en tout au plus 5(
— q) + 6q + 1 couleurs. Or 5( — q) + 6q + 1 =

(5(nl) —5q+6q+1) = (5(n_i) +q+1) (5(fli) ++i) = fj.

Si n63 alors — 1 est pair, un STS(n) cyclique contient le 3-ensemble (0,
, ) et

n 3-ensembles génfateurs tous deux à detix compatibles. Le 3-ensemble (0, , )
contient 2 multiples de .5 car et sont multiples de 5. En pire cas il y a

q = (--‘ — 1) 3-ensembles générateurs ayant un multiple de 5. Il reste
— q

3-ensembles de base non congrus à O modulo 5, d’aprés le théroème 7 on peut co

lorier de manière cohérente ces — q avec 5(n
— q) couleurs, toutes les orbites
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tin STS(n) cyclique sont alors coloriahies avec en tout au plus 5(--
— fi) + 6cj + 1

couleurs. Or 5( — cj) + 6q + 1 = (53)
— 5cj + 6q + 1) = (5(T3)

+ q + 1) =

(5(3)
+ ) 11fl—15 t1• cqfd

Dans ce chapitre, nous avons prouvé que les STS(n) cycliques obtenus par la

construction de Peltesohne [PeÏ39J sont coloriables avec seulement une fraction de

n couleurs mis à part les deux cas où n 18k + Z et k53, et où n 18k + 13 et

k51, que tout STS(n) cyclique est coloriahie avec lorsque n 5O, que tout

STS(n) cyclique est coloriable avec (n — 4) lorsciue n9O.



CHAPITRE 3

APPLICATIONS DES RÉSULTATS PRÉCÉDENTS À LA

RÉSOLUTION DES RESTRICTIONS 19(N) ET 13(N)

L’objectif du présent chapitre est l’utilisation de la coloration d’un STS(n)

cydlicue pour la résolution de la restriction 13(n) de la conjecture d’Erdôs-farber

Lovsz dont le ST$(n) associé, défini ci-desous, est cyclique.

3.1 Système de Steiner S(2,k,n) associé à tine restriction Ik(n) donnée

Soit une restriction Ik(n), nous avons alors n ensembles {E}’ tels que

i) = n Vi E [n] et

ii) E n E I = 1 Vi j E [n] et

iii) Va E J E {i : n e E}j e {1, k}

Toutes les intersections non vides sont des intersections entre k ensembles fl[k] E1

où deux ensembles différents n’ont en commun qu’un élément.

Si à chaque intersection non vide de k ensembles flk] E1 nons associons le k-

ensemble (1g, l
,•-., l(k_1)) nous obtenons un ensemble S de k-ensembles clans les

quels chaque paire n’apparaît qu’une seule fois, par conséquent nous avons un

ensemble S de k-ensembles qui est un système de Steiner 3(2, k, n).

Définition 15. Soit une restrictzon Ik(n), le 5(2, k, n) obtenu comme décrit ci-

dessus à partzr de cette restriction Ik(n) est dzt système de Steiner 5(2, k, n) associé

a cette restriction Ik(n).

Si nous pouvons construire une fonction de E = U’E —* [ni dont les

restrictions j à E \ Pp(E) soient injectives Vi E [n] , alors la conjecture serait



93

vérifiée pour Ic(n) puisqu’il suffit d’attribuer aux éléments de Pp(E) les couleurs

manquantes pour obtenir une fonction j bijective de E clans [n].

En effet. un ajustement de cp rendant bijective la restriction de à Pp(E) n’affecte

pas l’injectivité de tout. j sur E \ Pp(E) Vj e [ni.

On voit donc que toute la difficulté réside clans la coloration cohérente des éléments

de E \ Pp(E) c’est à dire des éléments appartenant aux intersections, de telle

manière qu’aucun ensemble n’ait dans 2 intersections différentes 2 éléments ayant

la même couleur, ce qui équivaut à la restriction de j à E \ Pp(E) injective. Si

cette condition est réalisée , la coloration des parties propres c’est à dire la restric

tion de cp à Pp(E) injective ne pose aucun problème puisqu’on peut aisément

construire une injection entre 2 ensembles de même cardinalité sans avoir à tenir

compte des éléments n’appartenant pas à Pp(E). De ce fait la définition suivante

découle naturellement.

Définition 16. Les éléments de E = U’ E sont dits cotoriabtes de façon CohéTente

avec ni coziteurs s’il existe une fonction b, t E \ Fp(E) —* [ni] tette que

Vi [n] ta restrzction ‘j de à E \ Pp(E) soit injective.

3.2 Cas de la restriction 12(n)

La restriction 12(n) est définie par

Soient n ensembles {E}’ tels que

1) JEI = n Vi e [n] et

2)EflE=1 Vij[n] et

3)VaCUiEj {i:aE}<2

La restriction 12(n) vérifie la conjecture si t U[] E —f [n] une fonction

telle que les n restrictions ÇOj de p à E soient bijectives.
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Soit la fonction ç UjE[,,l E « [n] définie par

J (.x) ((i + j) mod n) si E (E n E) et i j

(x) ((i + i) mod n) si ï E Pp(E)

p est bien définie car tout élément reçoit une seule couleur.

I j(ï) = ((z + j) rnod n) si ï e E avec j j
La restriction çoj de à E est définie par (Ç

(x) = ((i + j) mod n) sinon

I\’Iontrons que fj : E —f [n] est une bijection.

Exemple pour n 13 l’attribution d’une couleur à tous les éléments de U131 E

peut se faire dans le tableau suivant où chaciue case représente un élément colorié

avec la couleur indiquée dans la case.

n E0 E1 E9 E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9 E10 E11 E12

E0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

E1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0

E2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 0 1

E3 6 7 8 9 10 11 12 0 1 2

E4 8 9 10 11 12 0 1 2 3

E5 10 11 12 0 1 2 3 4

E6 12 0 1 2 3 4 5

E7 1 2 3 4 5 6

E8 3 4 5 6 7

E9 5 6 7 8

E10 7 8 9

E11 9 10

E12 11
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= cpj(x’) ,‘ (i+j) mod n (i+j’) mod n
,‘

j moci n j’ mod n

j = j’ car O < j, j’ <n. Donc çoj est injective Vi e [n]

Comme = [n] = n donc est surjective et par consécluent bijective.

Nous avons pu construire une fonction : U11 E ‘ [n] dont les restric

tions j de cp à E sont bijectives Vi e [n]. Par consédluent la conjecture est vérifiée

pour la restriction 19(n).

Remarque La fonction (x) = ((i + j) mod n) si x e (E n E) définie ci-

dessus polir prouver la restriction 12(n) ne permet donc pas de colorier les éléments

appartenant exclusivement aux intersections avec moins de n couleurs. Mais on peut

dans le cas de ‘2(4), dans le schéma ci-dessous, colorier ces éléments avec seulement

3 couleurs

n E0 E1 E2 E3

E0 2 1 3

E1 3 1

E2 2

E3

Il est clair que cette stratégie est optimale car il faut au moins (n — 1) cou

leurs pour colorier de manière cohérente tous les éléments n’appartenant pas à

la réunion des parties propres U[] Pp(E). IViais la restriction p de à E définie

par j(x) = ((i + j) mod (n — 1)) si i j n’est pas injective.
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3.3 Cas de la restriction 13(n)

La restriction 13(n) est définie par

Soient n ellsembles {E}’ tels que

1) E = n Vi E [n] et

2) E n = 1 Vi j E [ni et

3) Va E U1[1] E {i t a E E} E {1, 3}

La restriction 13(n) vérifie la conjecture si p t U[1 E, —* [n] une fonction

telle que les n restrictions cp de p à E soient bijectives.

Dans le cas de la restriction 13(n), on ne connaît pas de fonction explicite qui

vérifie les conditions de la conjecture. On construit la fonction p en utilisant les

systèmes triples de Steiner.

Exemple : Pour n = 13 , construisons à partir du tableau précédent de même

taille qui résoud 12(13) un tableau qui résoud 13(13). Lorsqu’on essaie de remplir

correctement ce tableau de manière à résoudre 13(13) , on ne peut le faire qu’en

réalisant un STS(13). Et tout STS(13) permet de construire le tableau conveiia

blement. C’est cela qui nous avait amené à l’étude des STS(n).

Le tableau suivant est construit à partir du ST$(13) cyclique dont les orbites

qui le generent sont (0, 1,4) et (0, 2,7).
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n n n n n n n n n n n n n

01234.56789101112

1234567891011120

4567891011120123

. I. i. I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

n n n n n n n n n n n n n

0123456789101112

2345678910111201

7891011120123456

IIIIIIIIIIIII
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Nous plaçons dans le tableau ci-dessns la couleur attribuée à chaciue 3-ensemble,

par exemple au 3-ensemble (0, 1,4) on attribue la couleur 1.
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n E0E1E0E3E1E5E6E7E8E9E10E11E12

E 1 14 13 1 25 20 14 20 10 10 25 13

E1 2 1.5 1 2 26 21 15 21 11 11 26

E2 3 16 2 3 14 22 16 22 12 12

E 4 17 3 4 15 23 17 23 13

54 5 18 4 .5 16 24 18 24

55 6 19 5 6 17 25 19

E6 7 20 6 7 18 26

E7 8 21 7 8 19

E8 9 22 8 9

59 10 23 9

E10 11 24

511 12

512

Lemme Z. Vk E [n] un système de Steiner (2.. k, n) existe si seulement si une

restriction I,i.(n) existe.

Preuve Soit un système de Steiner 5(2, k, n), il est formé de k-ensembles

dans lesquels toute paire apparaît une setile fois. Si au k-ensemble (li, 12,
..-, l(k—p)

on associe l’intersection des k ensembles fl[kJ Et dans laquelle nous mettons à

chaque fois un singleton différent nous obtenons n ensembles {E}’ vérifiant

i’) E= ViE[n] et

ii’) E n = 1 Vi j E [n] et

11i) VaEU61jE {i:aEE}Ik

Ajoutons dans la partie propre Pp(E) de chacun des E (n
—

éléments

tous différents , nous obtenons alors n ensembles {E} vérifiant

iv) EI = n Vi E [n] et
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y) n E = 1 Vi j E [n] et

vi) Va E UE[fl1 E {i : a E E}I E {1, k}.

On a donc n ensembles vérifiant la restriction Ik(n).

Réciproque Si une restriction Ik(n) existe alors nous avons n ensembles

{E}1 tels que

i) = n Vi E [n] et

ii) E n EI = 1 Vi j E [n] et

iii) Va E UE[7j E I{i ta E E}I E {1,k}

Toutes les intersections non vides sont des intersections de k ensembles flj[k] Et

où cteux ensembles différents n’ont en commun cfu’un singleton.

Si à fl[kJ E1 nous associons le k-ensemble (b, l,
..., l(k—1)) nous obtenons un en

semble $ de k-ensembles dans lesquels chaque paire n’apparaît qu’une seule fois,

par conséquent nous avons un ensemble S de k-ensembles qui est un système de

Steiner S(2, k, n). cqfd

Théorème 9. Toute restriction Ik(n), dont te 3(2, k, n) associé est cyclique, vérifie

ta con3ecture de Erdé’s-Farber-Lovész.

Preuve : Soit une restriction Ik(n) dont le 5(2, k. n) associé est cyclique.

Le 5(2, k, n) associé est obtenu en associant à chaque intersection de k ensembles

flie[kl E1 de Ik(n) le k-ensemble (b, ., ., ., li—), nous obtenons ainsi un ensemble

S de k-ensembles dans lesquels chaque paire n’apparaît qu’une seule fois, par

conséquent nous avons un ensemble S de k-ensembles qui est un système de Steiner

5(2, k, n). Par hypothèse il est cyclique.

Nous savons d’après le chapitre 3 que nous pouvons colorier de manière cohérente

tous les k-ensembles de ce 3(2, k, n) avec au plus n couleurs. À tout k-ensemble

(Ï, ., .,
.,
Ï) de ce 3(2, k, n) cyclique nous pouvons associer une couleurs e E [ni

de telle façon que le 5(2, k, n) soit colorié de manière cohérente.
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Associons maintenant à l’intersection fl[kJ E, de I,(n) la couleur c E [1 précédemment

attribuée au k-ensemble (t0,.,.,., lk1). De cette façon toutes les intersections seront

coloriées et aucun ensemble n’aura deux fois la même couleur. Pour un ensemble

donné E tous ses éléments n’appartenant pas à sa partie propre Pp(E) ont des

couleurs différentes. Il existe donc une fonction cp de U1 E \ U1 Pp(E) dans

[n.] dont la restriction à E \ Pp(E) est une injection de E \ Pp(E) dans [ri]

pour tout i e [n].

Pour satisfaire à la conjecture de Erdôs-Farber-Lovdsz, il suffit de placer dans la

partie propre Pp(E) les couleurs appartenant à l’ensemble {[n] \ Im(pL)}. cqfd

Corollaire 9.1. Tout restriction 13(n), dont le $TS(n) associé est cyclique, vérifie

la conjecture de Erdô’s-Farber-Lovdsz.

Soient n ensembles {E}’ tels que

i) E = n Vi E [n] et

ii) E n EI = 1 Vi j E [n]

c’est à dire vérifiant les conditions de la conjecture d’Erdês-Farber-Lovàsz.

Notons A le nombre d’intersections non vides de pins de deux ensembles auxquelles

participe l’ensemble E. Soit A = {max(A,)}’. Soit f l’ensemble des éléments

de {J E}’ appartenant à des intersections de plus de deux ensembles.

Dans le cas particulier où A < 3 et où tous les éléments de F sont coloriables de

manière cohérente avec A couleurs Jackson, Sethuraman et Whitehead [12]

ont démontré que la conjecture d’Erdês-Farber-Lovàsz est vérifiée. Leur preuve a

été faite en utilisant les hypergraphes.

Un hypergraphe H sur un ensemble V(H) {vi, y2, ..., v} est une famille E(H) =

{ e1, e2, ..., em} de sous-ensembles non vides de V(H) tels que U e V(H). Les

éléments de V(H) sont appelés les sommets et les éléments de E(H) les arêtes de
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H. Un hvpergraphe peut être défini par sa matrice cFincidence A(H) [ci,] clans

laquelle les rangées sont représentées par les sommets’L’1, V2,...,VT et les colonnes

représentées par les arêtes e1, e2, ... ,e,,, et où a = 1 si v E e et ajj = O sinon.

Un hypergraphe H est dit linéaire si deux arêtes quelconcjues de H s’intersectent

en au plus un sommet et dit sans boucle si la taille de toute arête est supérieure

à 1. Une coloration cohérente avec q couleurs des arêtes de H est une coloration

des arêtes de H avec q couleurs de telle manière que deux arêtes ayant une inter

section non vide aient deux couleurs différentes. Si on note A le degré maximum

de H, la conjecture d’Erdds-farber-Lovàsz est équivalente à dire que l’ensemble

des arêtes de tout hypergraphe linéaire sans boucle de n sommets est coloriable de

manière cohérente avec n couleurs. Jackson, Sethuraman et Whitehead {JSWO3]

ont démontré que la conjecture d’Erdôs-farber-Lovész est vérifiée lorsque l’hyper-

graphe partiel S de H déterminé par les arêtes de taille au moins 3 est coloriable

de manière cohérente avec A3 couleurs et que A3 3.

3.4 Systèmes triples de Steiner non isomorphes

Définition 17. Deux systèmes de Steiner SQ, k, n) et 32(2. k, n) sont dits iso

morphes s’il existe une permutation o des éléments de [n qui permet d’obtenir

52(2, k, n) à partzr de S(2, k, n), c’est à dire si u, préserve tes triptets , i.e. si

{(u(x),u(y),u(z))(x,y,z) E Si(2,k,n)} = S2(2,k,n). Si unetette permuta

tion o, n’existe pas, tes systèmes de Steiner S(2, k, n) et 52(2, k, n) sont dits non

isomorphes.

Pour savoir si deux systèmes de Steiner sont isomorphes, il suffit de vérifier si

chaque permutation de [n] est un isomorphisme. En pire cas, il faut faire par cette

approche n! vérifications, ce qui demande un temps exponentiel.

Dans le livre de C.C. Lindner et A. Rosa [LR$O], nous pouvons voir que le nombre

de $TS(n) non isomorphes pour une valeur de n donnée croît très vite. Le tableau
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suivant extrait des pages 347-348 de [LR$0] permet de se faire une idée.

n Nombre de ST$(n) non isomorphes

=80

19 > 284406

21 > 2160979

io’

Il n’est clone pas possible de réaliser une coloration cohérente de tons les STS(n)

en un temps raisonnable dés que n dépasse les petites valeurs.

n(n—1)Soit 3(2, k, n) un systeme de Stemer, 3(2, k, n) est un ensemble de k(kl) k-ensembles
n(n—1) —i

que nous noterons {t}t) dans lesquels chaque paire ne se retrouve qu’une

seule fois. Associons à 3(2, k, n) le graphe bipartite G(S, A) où $ = [n]U{t}’

et où ajj e A ssi i e t. Les arêtes aj e A relient les éléments de [n] aux éléments

de {t}1’.

(k—1) . (k—1)Chaque element de n] est de degre car il appartient a
-—--

k-ensembles,
n (n —1) —1

et chaque élément de {t}I) est de degré k car à chaque k-ensemble appar

tiennent k éléments.

Le graphe G($, A) ainsi défini représente le système de Steiner 3(2, k, n). Ainsi

deux systèmes de Steiner sont isomorphes si et seulement si les graphes qui leur

sont associés le sont aussi. La définition d’un tel graphe représentant un 3(2, k, n)

se fait en temps polynomial, car on définit un nombre polynômial de sommets

et d’arêtes. Donc le problème de décider si deux systèmes de Steiner S(2, k, n)

et 32(2, k. n) sont isomorphes est réductible en temps polynomial au problème de

décider si les graphes qui leurs sont associés sont isomorphes. Ce qui nous renseigne

sur la complexité du problème des isomorphises des systèmes de Steiner puisque la

complexité du problème des isomorphismes de graphes est encore non résolue.
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Chaque S(2, k, n) possède n! —1 autres systèmes de Steiner qui lui sont isomorphes.

II est évident que la coloration cohérente de l’un de ces n! 8(2, k, n) permet la colo
ration cohérente des n! —1 autres. Mais nous ne savons colorier de manière cohérente

avec n couleurs ou moins que les 8(2, k, n) cycliques. On ne sait pas colorier même

avec n couleurs un 8(2, k, n) non cyclique de manière cohérente s’il n’est pas iso

morphe à un 8(2, k, n) cyclique.

Or, la résolution de la conjecture &dôs-Farbœ-Imdsz inclut la coloration cohérente
des systèmes de Steiner puisque les restrictions Ik(n) génerent des systèmes 8(2, k, n)

et inversement. En constatant la difficulté de la coloration cohérente des 8(2, k, n)

et notamment des STS(n), nous saisissons mieux la difficulté de cette conjecture.



CONCLUSION

Nous avons établi clans ce mémoire qu’il est possible d’obtenir des bornes

supérieures non triviales pour la coloration de certains STS(n) cycliques inférieures

à une fraction de n dans la plupart des cas, ce clui permet de prouver la coniec

ture de Erdôs-Farber-Lowlsz pour la restrictioll 13(n) dont le STS(n) associé est

cyclique. Jusciue là, la borne inféreure du nombre de couleurs nécessaires pour co

lorier un système de Steiner cyclique était n.

L’étude des restrictions Ik(n) se réduit à celle des systèmes de $teiner $(2, k, n).

Nous avons prouvé que les ST$(n) cycliques obtenus par la construction de Pel

tesohne [Pe139] sont coloriables avec seulement une fraction de n couleurs mis à

part les deux cas où n = 18k + 7 et k53, et où n = 18k + 13 et km5l, que tout

STS(n) cyclique est coloriable avec lorsque n 5O, que tout STS(n) cyclique

est coloriable avec (n — 4) lorsque n9O.

Intuitivement, on perçoit à travers la simple preuve de la restriction 12(n) que

le nombre de couleurs nécessaires pour colorier les points d’intersections des en

sembles utilisés dans l’énoncé ensembliste de la conjecture, est toujours inférieure

ou égale à n puisqu’il vaut au plus n dans le cas 12(n) où le ilombre d’intersections

est maximal.

Nous avons volontairement évité de flirter avec l’infini pour des raisons évidentes

d’utilité pratique, mais Pippenger et Spencer [PS89] ont montré par une preuve

probabiliste que pour n suffisamment grand + o(n) couleurs suffisent pour colo

rier de manière cohérente un STS(n) cyclique. L’approche que nous avons adoptée

est nouvelle, elle a permis l’obtention de résultats qui constituent un progrés. Elle

est aisément généralisable aux constructions qui à l’avenir seront trouvées. Un autre

apport de cette approche est que les triplets d’un ST$(n) en particulier et les k

upÏets d’un système de Steiner en général peuvent être vus comme des objets à part
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entière ayant des propriétés intrinsèques, comme la congruence qui a été définie.

Il va sans dire que nous n’avons traité qu’un bout de la pointe de l’iceberg.

car les restrictions I(n) ne représentent qu’une toute petite partie des variantes

possibles de la conjecture.
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