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RESUME ET MOTS CLES

RESUME

Ce mémoire présente le calcul des nombres réguliers pour le groupe de Coxe-
ter de type Hy laissé au lecteur dans l'article de T. A. Springer Regular Elements
of Finite Reflexion Groups. Pour faire cela et pour comprendre les résultats de
Springer liés aux éléments réguliers, on va devoir introduire quelques idées sur les
groupes de réflexion et la théorie des invariants. Les systémes de racines et les sé-
ries de Hilbert sont deux exemples de telles idées. De plus, puisqu’on s’interéssera
plus particulerement au groupe Hy, on trouvera ses classes de conjugaison tout

en exposant son lien avec le 120-cellule.

MOTS CLES

Groupe de Réflexion, Groupe de Coxeter, Groupe de Coxeter de type Hy, 120-
Cellules, Eléments de Coxeter, Eléments Réguliers, Systéme de Racines, Série de

Hilbert, Théorie des invariants, Algébre Linéaire.
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ABSTRACT AND KEY WORDS

ABSTRACT

This thesis explicits a way to find the regular numbers for the Coxeter group
H, which was left to the reader in T. A. Springer’s article Regular Elements of
Finite Reflexion Groups. To do this and to better understand the results of Sringer
concerning regular elements, we will introduce some ideas from reflexion groups
and invariant theory. Root system and Hilbert series are examples of such ideas.
Furthermore, since we are particulary interested in the group Hy, we will find its

conjugacy classes while exposing its link to the 120-cell.

KEY WORDS

Reflexion Group, Coxeter Group, Coxeter Group of type Hy, 120-Cell, Coxe-
ter Elements, Regular Elements, Root System, Hilbert Series, Invariant Theory,

Linear Algebra.
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INTRODUCTION

Les groupes de réflexion finis jouent un réle important en mathématique. Par
exemple, lorsqu’un groupe de réflexion fini stabilise un treillis, on obtient un
groupe de Weyl. Les groupes de Weyl ont une grande importance dans la théorie
des groupes de Lie car ils sont liés aux algebres de Lie semi-simples. Or ce n’est
pas tous les groupes de réflexion finis qui sont de Weyl. Les groupes diédraux D,

pour n > 7 et les icosiens Hy, H3 et Hy

ne stabilisent pas de treillis. Ces groupes de réflexion non-cristallographiques ne
sont pas sans importance pour autant. En fait, ils jouent un réle important en
physique dans ’étude des quasi-cristaux, voir [L,P,S]. De plus, le groupe Hy, qui
nous intéresse plus particuliérement ici, est étroitement lié au plus gros groupe de
Lie exeptionel Eg, ou plus particuliérement Eg X Es, qui & son tour, joue un role
important en théorie des supercordes en physique.

Lorsqu’on étudie les groupes de Coxeter, les éléments de Coxeter y jouent un
role de premier plan. Dans Darticle de T.A. Springer intitulé Regular Elements
of Finite Reflezion Groups, il généralise le concept d’élément de Coxeter & celui
d’élément régulier. L’ordre d’un élément de Coxeter joue aussi un role important
dans la théorie. Or, contrairement aux éléments de Coxeter, les éléments réguliers
d’un groupe de réflexion n’ont pas tous le méme ordre. Dans son article, Springer

trouve les nombres réguliers des groupes de réflexion irréductibles finis. Or il ne
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fait qu’énoncer les nombres réguliers pour le groupe Hy sans expliciter comment
il 8’y prend pour les trouver. Nous allons donc, dans ce mémoire, expliciter les
détails nécessaires pour trouver les nombres réguliers du groupe Hjy.

Le chapitre 1 sera consacré a introduire les notions nécessaires entourant les
groupes de réflexion. Au deuxiéme chapitre, on va entreprendre de mieux com-
prendre le groupe Hy, qui est de taille non négligeable (14400 éléments). Pour
faire cela, on va trouver toutes ses classes de conjugaison. Nous enchainerons au
chapitre 3 avec une petite introduction a la théorie des invariants et nous y ver-
rons aussi & quel point cette théorie se simplifie dans le cas ol le groupe est de
pseudo-réflexion. Ce chapitre servira aussi de prélude au chapitre suivant puisque
plusieurs des résultats qui seront démontrés, le sont dans cette optique. Le cha-
pitre 4 est le coeur théorique du mémoire. On y analysera les espaces propres
associés a des vecteurs propres réguliers. En fait, ce chapitre reprend les résultats
principaux de I’'article de Springer, tout en détaillant un peu plus les démonstra-
tions. Finalement, au chapitre 5, on va faire le calcul des nombres réguliers pour

Hy.



Chapitre 1

GROUPES DE REFLEXION

1.1. INTRODUCTION

A la fin de son oeuvre monumentale. Euclide conclut avec le fait qu'il n'existe
que 5 polyedres réguliers convexes. Ce résultat est assez surprenant étant donné
qu'il existe des polygones réguliers avec autant de c6tés qu'on le désire. Ces po-

lyedres sont : le tetraédre. le cube. 'octaedre. le dodécaeédre et l'icosaedre.

&@0®@

F1G. 1. Les polyedres réguliers convexes

Avant l'apparition des mathématiques modernes. on étudiait ces objets en
regardant les angles entre deux arétes. l'aire des faces. le volume des solides. etc.
De nos jours. il est plutot coutume d’analyser les transformations de 1'espace qui
laissent ces objets invariants. La figure suivante donne un exemple d'une telle
transformation. On y voit un cube et un plan de réflexion qui le fixe.

Le but de ce point de vue est de permettre de jongler entre l'algebre et la

géométrie. L’ensemble des transformations qui laissent un objet invariant donne
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F1G. 2. Cube et plan de réflexion

une structure algébrique. Nos connaissances en géométrie nous permettent de
déduire de l'information sur la structure algébrique et vice versa. Le fait que
I'algebre vienne au secours de la géométrie est d'autant plus intéressant lorsqu’on
passe aux dimensions supérieures & 3 puisque nos sens ne nous permettent pas
d’avoir une bonne intuition de ce qui s’y passe.

Dans cet ouvrage. nous allons nous attarder plus particulierement a un poly-
tope (généralisation de polyédre en dimensions supérieures) régulier en 4 dimen-
sions nommé 120-cellules ou hecatonicosaédre. Ce polytope posséde 120 3-cellules
(face en 3 dimensions) formées de dodécaédres. On peut voir une projection du

120-cellules dans le plan a la figure 3.

1.2. GROUPES DE REFLEXIONS

Dans cette section. on va formaliser le concept de réflexion et la structure
algebrique que l'on construit avec.
Définition 1.2.1. Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un
produit scalaire. Une réflexion est une transformation linéaire qui fize les points
d’un hyperplan H, et qui envoie chaque élément v € HY sur —zx.

Il est possible de définir. un peu plus généralement. une réflexion sur un espace
vectoriel de dimension finie sur un corps quelconque. Il est a noter que certains

auteurs appellent cette généralisation une pseudo-réflexion tandis que d'autres
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I'appellent tout simplement réflexion. Dans cet ouvrage. nous ferouns cette dis-
tinction.
Définition 1.2.2. Une pseudo-réflexion est un automorphisme linéaire d’un
espace vectoriel V de dimension finie qui n’est pas Uidentité et qui five un hyper-
plans H C V point par point.

En remarquant qu'une réflexion s est en fait élément de GL(V') ou plus pré-

cisément élément de O(V). il est naturel de définir un groupe de réflexion de la

maniere suivante.

Définition 1.2.3. Un groupe de réfiexion (ou de pseudo-réflexion) est un
groupe G C GL(V) ayant comme générateurs des réflexions (respectivement des
pseudo-réflexions) dont Uhyperplan invariant passe par 0.

Oun dira qu'un groupe de réflexion IV C O(V) est réductible s'il peut s'écrire
comme WV = V) x W, ou W, € O(V;) et W, C O(V3) sont des groupes de réflexion
non triviaux engendrés par des réflexions de 1V et que V = V; x V,. Sinon. on
dira qu’il est irréductible.

Exemple 1.2.1. Si on considére R? et deuz droites (hyperplan), passant par

. . 2 ‘ L ,
Vorigine, ayant un angle de == entre les deux et qu’on considere le groupe engendré

par ces deux hyperplans de réflexion, on obtient le groupe diédral Dy, qui est en

fait le groupe de symétrie d’un k-gone régulier.



F1G. 4. Hexagone et droite de réflexion

Soit o € V oll a # 0, on va noter H, ’hyperplan perpendiculaire & « (i.e.
H, = {z € V |(z,a) = 0}). On peut donc redéfinir une réflexion comme étant

I’application linéaire suivante.
S:V =V tq. so(z) =z si 2 € Hy et sp(a) =—a

Voici quelques propriétés intéressantes de s, :

(1)

(2)
(sa(2),50(y)) = (2,9) Yo,y €V

det(s,) = —1

¢ € O(V) = ¢(Ha) = Hya) €6 ¢ 05,0071 = 54(a)

1.3. SYSTEMES DE RACINES

Les systémes de racines nous permettent d’utiliser 1’algebre linéaire pour dé-
duire des résultats sur les groupes de réflexion. Soit W un groupe de réflexion. A
chaque réflexion s € W on peut y associer I’hyperplan invariant H. Et & chaque
hyperplan H, on peut y associer ses deux vecteurs unitaires perpendiculaires. No-
tons A = {a € V |s, est une réflexion de W et ||a|| = 1}. En fait, on obtient un
ensemble de vecteurs qui détermine entierement le groupe W puisque

W=<sy|laeA>.
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On peut remarquer que la norme des vecteurs (ici elle est de 1) importe peu. Ce
qui importe, est de prendre un vecteur perpendiculaire o & chaque hyperplan H
et moins ce vecteur. Ce qui nous améne & la définition plus générale suivante :

Définition 1.3.1. Un systéme de racines est un ensemble fini de vecteurs non

nuls A C 'V tel que les deuz propriétés suivantes sont satisfaites.

(1) ae A= (da €A )==])

(2) o, € A= s,(F) € A

On peut raffiner un peu le concept de systéme de racines afin de ne conserver
que l’essentiel de l'information et aussi, pour simplifier quelques détails tech-
niques.
Définition 1.3.2. Etant donné un systéme de racines A CV, on dit que ¥ C A

est un systéme fondamental ou systéme simple de A si
(1) ¥ est linéairement indépendant.

(2) tout @« € A est une combinaison linéaire d’éléments de ¥ ou tous les

coefficients sont soit tous positifs ou tous négatifs.

Exemple 1.3.1. Si on considére le groupe de réflexion Dg vu a la section précé-
dente, on a les vecteurs perpendiculaires aux droites de réflexion de la figure 5.,

qui forment un systéeme de racines. On y a aussi explicité un systéme simple.

T
R S /
e \ - s . -
S ™
2 A = .
P
= / w » .
APARNN S o /
PR — |

F1G. 5. Systeme de racine et systeme simple associé pour le groupe Dg

L’exemple précédent met en évidence que les racines n’ont pas besoin d’étre
de méme norme.
A priori, il n’est pas évident du tout que pour un systeme de racines A donné,

il existe un systéeme simple ¥ de A. Que ’on puisse extraire de A un sous-ensemble
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linéairement indépendant est trivial, mais qu’il y en existe un avec la propriété
(2) lest beaucoup moins. Pour une preuve de l'existence d’un systéme simple,
voir [K] p.37.

Définition 1.3.3. Soit ¥ = {ay, o, ..., q} un systéme simple pour A et B € A.

n
B = Z)‘iai' On appelle hauteur de [ :

i=1
h(B) = i
-1

On peut remarquer ici que h(a) est bien défini puisque les o; sont linéairement
indépendants. La condition (2) de la définition d’un systeme simple nous dit,
entre autre, que les hauteurs des racines sont soit négatif soit positif. On dira
donc qu'une racine o € A est positive si h(a) est positif ou négative si h(a) est
négatif. En particulier, les racines d’un systeme simple, sont toujours positives.

La proposition suivante, nous montre que, du point de vue des groupes de
réflexion, on ne perd pas d’information si on utilise un systéme simple ¥ associé
a A plutét que A lui-méme pour décrire un groupe.

Proposition 1.3.1. Etant donné un systéme fondamental ¥ de A, on a que
W=W(A)= <s,|a€eA>
est engendré par {s, |o € X}

DEMONSTRATION. Soit W le sous-groupe de W engendré par {s, |a € £}. Soit
Sq avec a € A. Montrons que s, € Wj.

On a que @ = ¢ - oy pour un certain p € Wy et oy € X. Pour voir ceci on peut
réduire au cas ol a > 0 car sinon —a = ¢ - (—ay) = (psa,) - ;. Procédons par
induction sur h{a). Si h(a) =1 alors a € ¥ et on peutnchoisir ¢=1.5ih(a) >1
on a que a € A, — ¥ et donc dans ’expression a = Z)\iai’ les coefficients sont

i1

tous non-négatifs et au moins deux des A; seront > 0. On peut choisir a; € ¥ tel
n

que (@, ;) > 0 car sinon (o, a) = Z)\i(a, a;) < 0 ce qui forcerait (o, ) = 0 et
i1

2
donc @ = 0. Il découle de s, - ¥ = — Haeyar)ay que
(az, 1)

(1) Sq - >0
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(2) h(sq, - @) < h(a).

Par induction, s4, - @ = ¢ - o pour un ¢ € Wy et donc a = (sq4,p) - .
Par la derniére propriété des réflexions de la section 1.2 on a que o = ¢ - a; force

S0 = PSa,p ! et donc s, € Wy. O

On vient donc de voir que les groupes de réflexion ont comme générateurs les
réflexions associées aux systémes simples. Or, lorsqu’on connait des générateurs
d’un groupe, il est naturel de s’interroger sur la nature des relations entre les
générateurs. Dans cette optique de trouver une présentation des groupes de ré-
flexion, on va terminer cette section en introduisant certaines notions et quelques
résultats nous permettant de le faire.

Etant donné un élément ¢ € W(A) = W(X), on a a priori que ¢ peut s'écrire
de plusieurs facons comme produit de générateurs (€ ¥).

Définition 1.3.4. On dira d’une expression qu’elle est réduite si son écriture
en terme de générateurs est minimale (i.e. qu’elle ne peut pas s’écrire avec moins
de génerateurs).

Définition 1.3.5. Etant donné un élément ¢ € W(A), on appelle le nombre de
générateurs d’une expression réduite la longueur de ¢ que l’on notera l(p).

Etant donné un systéme simple & on peut décomposer A en ses racines posi-
tives A, et ses racines négatives A_ (i.e. A = A [JA_). On peut ainsi définir
n(p) = Card(A; ¢ *A ) le nombre de racines positives envoyées sur des ra-
cines négatives par .

Lemme 1.3.1. Soit & un systéeme simple de A et A, les racines positives de A

par rapport a . St a € ¥ alors

sa(As\{a}) = As\{a}.

DEMONSTRATION. Soit 3 € Ay et 8 # «. On a que § = Z Ao, Q; avec les
a, €D
Aa, = 0. De plus, il existe au moins un a; # « tel que Ay, > 0 car les seuls

multiples de o dans A sont « et —a. En appliquant s,, on a

_ (B,a) (Za,ezkaiai’a) o (ai, @)
sa(f) =B —27"=La=p—2 a=F-2) do =0

(a, ) (o, )
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(au a)
= oge:z/\alaz ; Aa (a, a)

= Y et ( 23 (Zz‘ )

o, EX, o o €D

Etant donné que s,(f3) est une combinaison linéaire d’éléments de ¥ ayant tous

le méme signe, s,(5) doit étre positif. De plus s,(f) # « car sinon, on aurait que

B = Sasa(,@) = sa(a) =—a € A_.
Donc s4(8) € Ay\{a}. O

Lemme 1.3.2. Soit o € ¥ o1 ¥ est un systéeme simple et p € W(X) alors

(1)
p-a>0 = n(pss) =n(p)+1

(%)

p-a<0 = n(psy) =n(p)—1

DEMONSTRATION. Posons A(p) = AL (¢ tA_ et donc n(p) = Card(A(y)). Si
p-a>0alorsp-ag A ie ad A ie —a=s,0¢ sep 'A_. On déduit

que
SaA(p) = 8aAy Nsap A

= s.(A:\{a}U{a}) Nsap™tA_

et par le lemme 1.3.1, on a

= (A \{a}U{-a})Nsap~tA_
= A \{a}Nsap™ AL

Mais a € s, *A et donc
Apse) = Ay Nsap TA_ = s,A(p) U {a}

Or Card(s,A(p)) = Card(A(p)) d’ott n(pss) = n(p) + 1 ce qui démontre (1).
Si pa < 0 alors pa € A_ie. a € o 'A_ ie —a = s, € Sap *A_. Par un

raisonnement analogue on a que

A(@Sa) = SaA(QO)\{a}'

Dot n(psa) = n(p) — 1. O



11

Corollaire 1.3.1. Soit ¢ € W alors n(p) < l(p)

DEMONSTRATION. Par la proposition précédente, chaque réflexion simple sq,

augmente n(p) au plus de 1. O

Théoréme 1.3.1 (Condition d’échange). Soit & = {a1,aq,...,an} un systéme
simple et © = Sq;Sa, - - - Sa, UNE ezpression quelconque de p € W ot les sq, sont
des réflexions simples. Si n(p) < t alors il existe des indices 1 < i < j <t tels

que :
(1) oy = (8ai+1 e saj_l)aj

(2) Sais1Saiss -+ Sa; = SaiSaip -+ - Sajo

~

(8) ¢ =Say---Sa; -5, ---5a (0% le chapeau désigne l'omission)

DEMONSTRATION. (1) Sion avait pour chaque 1 < k <t que 84,5q;, - - - Sap_, (Ok) >
0, le lemme 1.3.2. (1) donnerait une contradiction avec ’hypothese que n(y) < t.

Donc, il existe un j tel que Sq,Sa; - - - Sa;_, (@) < 0. Puisque a; > 0, il existe un

certain i < j tel que Sa,(Sapys - - Sa;_1)(@) < 0 et (Say, - - Sa;_y)(q) > 0 (en

posant Sg,,, - .- Sa;_; = 1 8ii=j—1). Or puisque sa;({Sasy, - - - Sa;-,) (@) < 0 le

lemme 1.3.1 implique que (Sq,,, - - - Sa;_1) (@) = Q.

(2) Par les propriétés des réflexions, on a que (Sa,; - - - So;_1)Sa; (Sass - - - Sajoy) ' =
S(Sagyysay_)a; — Sou et en multipliant les deux coOtés de cette équation par
Sawis - - Sa,_, Par la droite, on obtient (2).

(3) est une réécriture de (2). (]
Corollaire 1.3.2. Soit ¢ € W alors n(p) = ()

DEMONSTRATION. Par le corollaire 1.2.1. on a que n(p) < [(¢) or si on avait que
n(p) < l(p) =t et que ¢ = Sp,5as - - - Sa; UNE expression réduite, on aurait par
le théoréme de Condition d’échange que ¢ = 84, ... Sq; - - -

1

l{p) =t. O

Sa; -+ - Say contredisant

1.4. GROUPES DE COXETER

Pour finalement trouver une présentation des groupes de réflexion, on va voir

dans cette section que les groupes de Coxeter sont exactement l’outil nécessaire.
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Définition 1.4.1. Un groupe W est un groupe de Cozxeter sil existe S C W

tel que W a la présentation suivante :

W=<s€e€8|(ss)" =1>

ol mes =1 et mey €{2,3,4,...}U{oc}st s#¢

Définition 1.4.2. On appelle la paire (W, S) un systéme de Cozeter.
A un systeme de Coxeter, on peut associer le graphe construit de la maniere

suivante :

Les sommets du graphe sont les éléments de S
Il n’y a pas de boucle (i.e. pas d’aréte entre s et s)
— Si msy = 21l n’y a pas d’aréte entre s et s’
~ Si mge = 3 il y a une aréte entre s et s’
Si mgy > 3 il y a une aréte entre s et s’ étiquetée par my
qu’on appelle le graphe de Coxeter de (W, .S)
Exemple 1.4.1. Le graphe du groupe

W =< 81,82,83,84|7Tl,12 = M3 = 3,Myy = 2, Moz = 5, Moy = T,mzy =4 >

est :

Définition 1.4.3. On dit que le systéme de Cozeter (W,S)a rang n sin = |S|
Théoréme 1.4.1 (Coxeter). Soit & = {a1,a2,..., 00} C A un systéme fonda-
mental et W = W(A) alors

VV(A) ~ {Si}f—l |(Si5j)mij =1 >,

c’est & dire que les groupes de réflexion sont des groupes de Cozeter.
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DEMONSTRATION. Posons G =< {s;}¥; |(sis;)™/ = 1 >. La proposition 1.3.1
dit que T est un ensemble de générateurs pour W(A). On va donc définir I'ho-

momorphisme :

v: G— W

Si > S,

qui applique les générateurs de G sur les générateurs de W pour ensuite véri-
fier qu’on a bien un isomorphisme. Supposons que le noyau, ker(z), ne soit pas
trivial. Soit w = $182...8; # 1 un élément de ker(¢)) écrit avec un nombre
minimale de générateurs. Puisque %(s182...8;) = ¥(s1)¥(s2)...¥(sk) = 1 et
que les 1(s;) = 5o, sont d’ordre 2, en conjugant ¥ (w) par 1(s1) on obtient
P(s1)(s1)Y(s2) . .. Y(sk)(s1) = P(s15182- ..5581) = ¥(s283...8k51) = 1 et
donc que 353 . ..8x51 € ker(w). En fait, en répétant le méme argument, on voit
que toute permutation cyclique de s1s2 ... s, sera dans ker(%)). De plus, puisque
det(sa,) = —1 on doit avoir que k = 2r. On va montrer que (s1) = ¥(s3) = -+ =
W(sp_1) et ¥(s3) = ¥(s4) = -+ = ¥(sy), ce qui nous donnera que w = (s152)" et
donc que w = 1 puisqu’il est une relation de Coxeter, entrainant ainsi la contra-
diction désirée. Pour faire cela, il suffit de montrer que ¥(s1) = ¥(s3), les autres
cas suivront de la remarque faite plus haut. Pour faire ceci, on va montrer les

deux égalités suivantes :
(1) ¥(s1)¥(s2) ... %(sr) = P(s2)9(83) - - - P(8r+1)
(2) P(sa)ib(s2) - W(sr) = Y(s2)¥(s3) .. P(Sr41)

L'égalité ¥(s15, . . . ) = 1 peut se récrire comme (5152 . . - Spp1) = W(S2rSar—1 - - - Sr+2)-
1l sensuit que 1(¥(s152...5.41)) < 7+ 1 et donc par le théoréme 1.3.1. il existe
1< i< j<rtel que(s)w(sis) ---¥(s5) = ¥(six1) - . - ¥(sj11). I suffit de mon-
trer que 7 = 1 et j = r pour montrer (1). Si ce n’était pas le cas, on obtiendrait
une relation de longueur plus courte que k, contredisant ainsi la minimalité de w.
Pour montrer (2), considérons I’égalité 1(s2s3...5x51) = 1 et par le méme argu-
ment que pour (1) on a que ¥(s283 . .. Sr41) = ¥(S3...5r42). Cette équation peut
se récrire sous la forme ¥ (s3(s2...8r4+1)Sr+28r41-.-54) = 1 et en réappliquant

Pargument fait pour prouver (1) on obtient que ¥(s3s2...5:) = ¥(s2- .. Sr41)- En
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égalant les équations (1) et (2) et en multipliant de chaque coté par (s, ... s2)

par la droite, on obtient que ¥(s1) = 1¥(s3).
O

On dira qu’'un systéme de Coxeter est réductible si W = Wy x Wy et S =
S1]] So.

Le théoréme suivant donne une classification des groupes de Coxeter irréduc-
tibles finis. Pour une preuve de ce théoréme voir [Hu] chapitre 2.
Théoréme 1.4.2. 5i (W, S) est un groupe irréductible fini de Coxeter, alors son

graphe de Cozxeter est un des suivants :

S
(Dn) /.

. . o~ .\
(Ee) o . . . . )
(B7) o . : . . .
) e
(Fi) o o« 1 . .




Pour aider & mieux se familiariser avec ces groupes de Coxeter on va donner
quelques exemples de groupes de réflexion qui stabilisent des polytopes réguliers.

Lorsqu'on fait le produit de 2 réflexions. on obtient une rotation du double
de I'angle entre les deux hyperplans de réflexion. On peut donc interpréter les
étiquettes des arétes des graphes de Coxeter comme l'ordre d'un sous-groupe de
rotation du groupe. Ceci donne une bonne indication des 2-cellules (polygone)
du polytope stabilisé. On voit assez facilement que le groupe de type A, corres-
pond au groupe de réflexion d'un triangle équilatéral et le groupe de type Az au
groupe de réflexion du tétraédre. En fait les groupes de type A, correspondent

aux généralisation du tétraédre en dimension n.

Fi1G. 6. Types A, et A;

De la méme facon. on voit que les groupes de type B, sont les groupes de
réflexion des généralisations du cube en n dimensions ou de l'octaédre qui a les
méme symétries.

Les groupes de type Ga(m) correspondent aux groupes de réflexion des poly-
gones réguliers.

Le groupe de type Hj correspond au groupe de réflexion du dodécaédre ou de

I'icosaedre.
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FiG. 7. Types B; et B;

Fic. 8. Type H;

Et H,. le groupe qui nous intéresse plus particulierement dans cet ouvrage.
correspond au groupe de réflexion du 120-cellules. un polytope régulier en 4 di-
mensions ayant 120 dodécaédres comme 3-cellules. A la figure 9.. on y voit une
projection en trois dimensions du 120-cellules. Les 120 dodécagdres y sont apla-
tis et empilés. mais en 4 dimensions ils sont tous comme a la figure 8. et on les
verraient tous en méme temps.

Une autre facon de voir le 120-cellules est d’en faire une projection sur S3
suivie d'une projection stéréographique sur R%. On peut voir une représentation

artistique de ceci & la figure 10.!

1] existe un applet sur internet qui permet de voir stéréoscopiquement et faire tour-
ner dans les 4 dimensions plusieurs polytopes. dont le 120-cellules, & I'URL suivant :

http ://members.aol.com/jmtsgibbs/drawdd.htm.
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Fic. 10. Projection stéréographique du 120-cellules

1.5. GROUPES DE WEYL

Dans le plan. le triangle. le carré et 'hexagone sont les seuls polygones régu-
liers & posséder la propriété particuliere de le paver . D ailleurs. 'artiste Maurits
Cornelis Escher (1898-1972) a beaucoup utilisé ce fait pour créer des pavages du
plan sublimes (fig.11).

Ce concept de remplir I'espace n’est pas exclusif a la dimension deux (fig.12).

Cette propriété supplémentaire de paver l'espace que certains polytopes pos-

sédent donne lieu 4 un type de groupe de réflexion particulier.
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(a) Pavage avec (b) Pavage avec (c) Pavage avec

des triangles des carrés des hexagones

F1G. 11. Pavages du plan par M.C. Escher

Fic. 12. Remplissage de 1'espace avec des cubes par Escher

Définition 1.5.1. Un groupe de Weyl est un groupe de réflexion fini 1WW C
O(V) qui admet un treillis L C V tel que W agisse Z-linéairement sur L. En
d’autres mots, on peut écrire V = L Q, R.

Cette condition de stabiliser un treillis. fait en sorte que les groupes de Weyl
ont tendance a relativement bien se comporter. Or. pas tous les groupes de re-
flexion sont des groupes de Weyl. Les groupes Hs. Hy et les groupes diédraux
(sauf ceux d'ordre 2. 3. 4 et 6) ne sont pas des groupes de Weyl. Les groupes
diédraux sont généralement assez faciles a étudier. Par contre. les groupes Hj et

H, demandent souvent a étre traités a part. On a aussi que H3 est un sous-groupe
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de Hy, et par conséquent une étude de Hy implique souvent celle de Hz. C’est un

peu ce caractére particulier de Hy qui motive cette présente étude.

1.6. ELEMENTS DE COXETER

Les éléments de Coxeter jouent un role important dans les applications des

groupes de réflexion puisqu’ils sont liés a plusieurs invariants numériques.

Définition 1.6.1. Soit W = W(A) un groupe de réflezion fini et = = {an, o, . .., ar}

un systéeme fondamental de A, alors

© = Sa;5ap - - - Say. €5t un élément de Cozxeter.
De plus, lordre de ¢ est appelé nombre de Coxeter et est habituellement noté
par h.

Exemple 1.6.1. Le groupe de Coxeter de type Hs a comme présentation :
Hs =< s1,5,83|(5182)% = (s283)° =81 =85 =s5=1>

et Wy = 518283, Wy — 595183 et w3 = 998381 sont quelques éléments de Cozeter.
Puisque pour un groupe de réflexion donné, il peut y avoir plusieurs systémes
simples associés & un systéme de racines donné, on voit done, qu’a chaque groupe
de réflexion il y a plusieurs éléments de Coxeter. On peut voir les éléments de
Coxeter comme des rotations d’ordre h. Pour voir ceci, on va décomposer un élé-
ment de Coxeter de la maniére suivante. Puisque le graphe de Coxeter d’un groupe
de réflexion irréductible fini est un arbre, on peut diviser inductivement les ra-
cines simples en deux sous-ensembles contenants chacun des racines mutuellement
orthogonales i.e. ¥ = {a,... a5} [[{@s+1,---,}. Sion note 71 = sq, ... 5q, et
Ty = Sqypy - -+ Saiy ON & que W = 71Ty est un élément de Coxeter. De plus, puisque
les a; avec 1 < 7 < s sont orthogonaux entre eux, ils commutent entre eux et
donc (71)? = 1. De maniére analogue, on voit que (72)? = 1. Si on pose o(w) = h

I’ordre de w on a donc le groupe diédrale
Dh =< 7'1.7'2'(7'1)2 = (7'2)2 = (T17'2)h > .

Proposition 1.6.1. Il existe un plan P sur lequel 7y et 75 agissent comme des

réflecions.
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DEMONSTRATION. Comme on est dans un groupe de réflexion, on peut poser

V = R* et posons aussi

V=v"PHV,

les décompositions orthogonales en espaces propres pour les valeurs propres 1
(V©) et -1 (V;,) des 7; (3 = 1,2). Remarquons que si on trouve un plan P sur
lequel les 7; agissent comme des réflexions, P devra nécessairement avoir une
intersection non triviale avec chacun des V™ et des V,,. Posons {a,...,ax} la

base duale & {a,..., a4} ie.
(o, @) = s 5

olt le &;; représente le delta de Kronecker. Etant donné notre sous-division des

racines, on a que pour 1 <1,7 < s,

a; pour i #j
Sa; * Q5 =
—aj pour i = j
et donc que {ay, . . . @, } est une base de V;,. Analoguement, on voit que {as41, - - -, ag}
est une base pour V;,. Puisque (a;, @;) = 0sii# j on a que {a1,...,a} est une
base de V™ et {@s41,--.,0} est une base de V™.
Posons M = [(au, a;)]ix; la matrice de passage de la base a; & la base ;.

Par la discussion précédente, on a que M induit les isomorphismes V™ = V,, et

V™ = V,,. Par notre partition des racines simples, on a que M est de la forme

I, A
At I

M =

d’ou
0 -A
A 0
On en déduit que I — M applique V™ sur V™ et vice versa. M et I — M ont les

I— M=

mémes vecteurs propres mais pas les mémes valeurs propres. On a la relation
(I—M)-z= Xz sietseulementsi M-z = (—A+1)z.

On peut trouver une matrice orthogonale T' qui diagonalise M i.e. TMT" = D

(voir [K] Appendix C). Or, ceci implique que M et I — M possédent un vecteur
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propre ayant ses coefficients, par rapport a la base {@y, . .., @}, tous positifs (voir
(K] Appendix C).

On va construire le plan P dans lequel 7; et 7, agissent comme réflexion a partir
du vecteur propre précédemment obtenu, notons-le z. On a que (I — M) -z = Az
avec A\ER ,z €V etz =101+ -+ 214y avec z; > 0. De plus, on a déja vu
que V = V™ @ V™. Si on décompose z dans cette décomposition orthogonale, on
aquez=9y+zavecy € V™ et z € V™. Posons P = Ry + Rz. Par construction,
on a que P intersecte V™ et V2. Il reste donc & voir que P intersecte V;, et V,,.

Or l'identité z = y + z combinée avec (I — M) - z = Az nous donne
(I-M)-y+(I—-M)-z=Xy+ Xz

et puisque I — M applique V™ sur V™ et vice versa, on a que
(I-M)-y=dzet(I-M)-z= Ay

et en réécrivant ces identités combinées avec le fait que V™t =V, et V™ = V

on a que
y—Az=M-yeV,
z—dy=M-2z€V,,.
On conclut que P est bien le plan cherché. |

1.7. SOUS-GROUPES PARABOLIQUES

Lorsqu’on travaille avec des groupes en général, il est naturel de regarder
leurs sous-groupes pour mieux les comprendre. Si ces groupes ont une propriété
particuliére, il est aussi naturel d’essayer de trouver des sous-groupes ayant cette
méme propriété.

Définition 1.7.1. Soit W = W(A) un groupe de réflexion et A C V un sys-
téme de racines. S1 Y est un systéme fondamental, on a que W est engendré par
les réflezions fondamentales {Sqa,, - .., Sa,}- S0it I C {1,2,...,k}, le sous-groupe

Wi < W engendré par A; = {sq,

i € I} est appelé un sous-groupe parabo-

lique.
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Exemple 1.7.1. Un ezemple qui va particuliérement nous intéresser est que le

groupe de réflexions

5
H4 : .51 .32 .53 .84

posséde comme sous-groupe parabolique, le groupe

5
H3 . .51 .52 .sa

D’autres sous-groupes d’importance dans la théorie des groupes de réflexion
sont les groupes d’isotropie.
Définition 1.7.2. Soit ' C V, le groupe d’isotropie de I' est
Wr={peW|p-z=zVzreTl}.
Le résultat suivant montre que les groupes d’isotropie sont un cas particulier
des sous-groupes paraboliques. Mais avant de faire cela, introduisons quelques
notions qui vont nous étre utiles pour sa preuve.

Définition 1.7.3. Une chambre (de Weyl) est une composante conneze de

V- (lJ Ha)

acA
En particulier on a la chambre de Weyl fondamentale qui est

Co={teV|(at)>0 et a; €L}

On note aussi
(a;,t) =0 si €1,
Cr = t€V|
(a;,t) >0 sii ¢l

On peut donc remarquer que

Co = {t < Vl (ai,t) > O}
= HC[

Lemme 1.7.1. Soit W = W(X) avec & = {a1,...,ar} et I € {1,...,k}. Soit
1#peW! ou

Wi ={peW|g-a;>0Viel}={peW|lpsa)=1lg)+1Viel}

alors (- C)NCy=0
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DEMONSTRATION. Soit z € C;. Supposons que ¢ -z € Cy. Puisque ¢ # 1, on a

que @ - a;; < 0 pour un certain 1 < j < k mais p € W' et donc j ¢ I. On a que

(¥) 0< (aj’x) = (‘P'aj’ﬁp'm)'

De plus ¢ - a; < 0 entraine que (¢ - a;,t) < 0,Vt € Cp ou plus précisément
(¢ - aj,t) < 0,Vt € Co. Mais ceci contredit (). 0

Lemme 1.7.2. Soit W un groupe de réflezion et ¥ = {ay, g, ..., i} un systéme
simple pour W. Soit I C {1,2,...,k} alors Wy = W(Z;) (ou Zf = {o| i € I})
est le groupe d’isotropie de C; i.e. Wy = W,. On a ausst que W = W, pour tout
z € (.

DEMONSTRATION. Clairement, on a que Wy C W,. Soit maintenant ¢y € W,
i.e. o+ Cr = C;. Or on a que Cp = HCI et donc Co(Cr # 0
I

Avant de continuer, regardons les translatés de W/W}. Pour chaque ¢ € W on
a que ¢ = @lp; avec T € W et p; € W;. On peut voir ceci par induction
sur la longueur de . On peut supposer que ¢ ¢ W; car sinon on aurait que
@ = ¢ - 1. Par la définition de W; et la section 1.3, on a qu'’il existe i € [
tel que I(pss,) = I(p) — 1. Par 'hypothése d’induction, ps,, = ¢’ et donc
¢ = ¢! (p154,)-

On en déduit que

¢Cr = ¢'p;Cr = 'C.

Et donc que
©Cr[(Co = ¢"1Cr()Co = #"Ci{ ) Co.
Et ceci est non vide si et seulement si ¢! = 1, or par le lemme 1.7.1., si (©)f =1

alors g = (yo); € Wy et on a terminé. O

Théoréme 1.7.1. Soit W un groupe de réflexion et ¥ un systéme simple pour

W. Pour tout ' CV, on a que Wr C W est un sous-groupe parabolique.

DEMONSTRATION. Par linéarité, on peut réduire I' & un ensemble fini. On peut
donc faire un argument inductif sur |[I'|. On a que I' = I [[{z} et cette décom-

position nous donne Wr = (W, ) car
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Wr = {peWlp-z=2z,Vzel}

= {peWlp-z=z,0-y=y,Vyel'}

= {peWelp-y=y,Vy eI’}

= (W)
Or, étre un sous-groupe parabolique est une relation transitive. Donc, si on montre
que W, C W est parabolique (notre premier pas d’induction), on aura par hypo-
theése d’induction que (W, ) C W, l'est aussi et par transitivité on aura termine.
Montrons que W, est parabolique. Il suffit de le montrer pour z € C, car chaque
orbite de W intersecte C, et donc z = ¢ - y pour un certain y € Cp. De ceci, on
obtient que W, = oW, ! et si W, est un sous-groupe parabolique par rapport
a T alors W, est un sous-groupe parabolique par rapport a I = ¢I'. Reste a voir
que W, est parabolique pour tout z € Cp mais le lemme précédent fait justement

cela.
O

Ce résultat va nous étre tres utile plus loin lorsque nous donnerons deux

définitions équivalentes d’éléments réguliers dans un groupe de réflexion.

1.8. ELEMENTS REGULIERS

Dans cette section W sera un groupe de pseudo-réflexion et V' un espace
vectoriel de dimension finie sur un corps F de caractéristique O.
Définition 1.8.1. z € V est dit régulier s’il n’appartient ¢ aucun hyperplan de
réflexion d’aucune pseudo-réflezion de W.
Définition 1.8.2. ¢ € W est régulier si ¢ posséde un vecteur propre régulier.
Définition 1.8.3. Si ¢ - = = £x pour un vecteur régulier x alors £ € IF sera dite
une valeur propre réguliére.

La proposition suivante donne une définition équivalente de vecteur régulier.
Proposition 1.8.1. z € V est régulier si et seulement si Wigy = {Id}.

Avant de faire la preuve de cette proposition on va introduire quelques notions
et prouver un lemme. Comme la définition de vecteur régulier fait intervenir

tous les hyperplans de réflexions et donc toutes les réflexions d’un groupe donné,
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il devient moins naturel de considérer les systémes de racines simples comme
générateurs du groupe. On revient donc & considérer un groupe de réflexion W
comme étant engendré par toutes ses réflexions. Dans ce cadre d’idées, on peut
adapter la notion de longueur en conséquence.
Définition 1.8.4. Soit ¢ € W ot W est un groupe de réflexion associé d un
systéme de racine A. St = Sa;Say - - - Sy, OU les s; sont dans A, est une écriture
de ¢ ot k est aussi petit que possible, on dira que cette expression est minimale
et k sera dite la longueur minimale de ¢ noté L(p) =k

Il est & noter qu'on peut lier les deux notions de longueur par l'inégalité

suivante :
L(p) < min{l(¢)}

ot ¥ parcourt tous les systémes simples.

Considérons maintenant V¥ = {z € V|p -z = z} et V,, son complément ortho-
gonal. Le groupe Wy, étant un groupe d’isotropie, est par le théoreme 1.7.1.
parabolique. En particulier ¢ € Wy». Puisque le rang d'un groupe de réflexion

est le rang de son systeme de racines, posons
| = rang(W) = rang(A).

Si V¥ # {0} alors par la preuve du théoréme 1.7.1. on a que Wy, est de rang

strictement inférieur au rang de W. Plus précisément on a que
rang(Wy) < dim(V,,).

Pour voir cela, il suffit de voir qu’un systéme de racines pour Wy est inclus
dans V¥. Puisque Wy, agit trivialement sur V¥ on a que V¥ C H,, pour toute
réflexion s,, € Wye. Donc a; est orthogonale & V¥ et donc a; € V.

Lemme 1.8.1. L(p) < rang(W) =1

DEMONSTRATION. La preuve est par induction sur le rang de W. Si le rang de
W est 1 alors W =< s,| 82 = 1 > et donc L(p) < 1 pour tout ¢. Supposons
vrai pour le rang(W) = [ — 1. Si V¥ # {0} alors rang(Wy.) < rang(W) et par
hypothése d’induction ¢ peut s’écrire avec au plus [ — 1 réflexions dans Wy et

donc aussi dans W. On peut donc supposer que V¥ = {0} ce qui entraine que
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@ — 1 est injective et donc inversible. Soit o € A. Il suffit de montrer que s,
peut se décomposer en au plus [ — 1 réflexions. Puisque ¢ — 1 est inversible, on

peut trouver un z € V tel que (¢ — 1) - £ =  ou bien
p-z=0a+z.

Or puisque (z,z) = (¢-z,0-z) = (z+ a,z + a) = (z,z) + 2(z,a) + (o,a) on a
2(z, o) 2(z, o

= —1. En remplacant ceci dans s, -z =2 — « on obtient que

(o, @) (o, @)

Sa T =2+ Q.

En combinant les deux expressions pour z -+« on a que ¢ - T = S, +Z. En d’autres
termes, s, - £ = z et donc s, € W, et par hypothese d’induction s, s’écrit

avec au plus [ — 1 réflexions.

O
Lemme 1.8.2. Soit ¢ = S4,Sq; - - - Sa, UNe expression minimale pour ¢ alors
(1) dim(Vy) = L{p) = k
(2) V¥ = ﬂf_l H,, et V, = vect(ai, 0z, ..., o)
k
DEMONSTRATION. Posons H = vect(ay, g, ..., o) et H- = ﬂHai son complé-

i=1
ment orthogonal. On a que H+ C V¥ et puisque V¥ est orthogonal a V,, on a
%2

aussi que V,, C H. D’ot dim(V,,) < dim(H) < k et donc
dim(V,) < L(y).

De plus, puisque ¢ € Wy, on a que rang(Wye) < dim(V,,). En faisant appel
au lemme précédent, on obtient que L(p) < rang(Wye) < dim(V,,) ce qui dé-
montre (1). L’inclusion V,, C H et l'inégalité L(p) < dim(V¥) < dim(H) < k
forcent V¥ = H lorsque L(y) = k i.e. lorsque la décomposition est minimale. Par

orthogonalité on a aussi que V¥ = HL. O
On est maintenant prét pour la preuve de la proposition 1.8.1.

DEMONSTRATION. (Propositionl.8.1.)
(=) Soit 1 # ¢ € W avec ¢ = Sa, Sq, - - - Sa,, UNE décomposition minimale pour ¢

et = un vecteur régulier. On a que z ¢ H,, pour chaque ¢ et donc z ¢ ﬂf L He =
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V¥ ie. Y2 ¢ W{z}
(<=) Si pour tout ¢ € W, ¢ # 1, on a que ¢ -z # z on a en particulier pour
tout sq, que Sq, - = # z. Donc z ¢ Vo = H, O

Proposition 1.8.2. Les éléments de Cozxeter sont réguliers

DEMONSTRATION. On a trouvé a la section 1.6. un plan P dans lequel w = 17
agit comme une rotation de 2% ol h est I'ordre de w dans W(X). Si on passe aux

nombres complexes, on peut trouver v € P @) C tel que

Puisque les vecteurs propres des rotations ne sont pas réels, {v,7} forme une
C-base de P @ C. Supposons que (v,&) = 0 pour une racine o € A. Alors
(7,0) = (v,a) = 0 puisque « est réel et donc @ = a. Or, puisque {v,v} est
une base de P @ C, on a que (¢,&) = 0 pour tout ¢ € P. La chambre de Weyl

fondamentale
Co = {t S P| (t,ai) > 0,05 € Z}

contient = z,&;+- - -+ 1z € P puisque (z, ;) = z; > 0. Mais ceci nous donne
une contradiction car z € P @ C. Donc pour chaque @ € A on a que (v,a) # 0,

ce qui est équivalent & dire que v est régulier.
d

1.9. NoMBRE DE COXETER

On a vu & la section précédante que les éléments de Coxeter étaient des élé-
ments réguliers. Il serait donc pratique de voir quel est 'ordre de tels éléments.
Théoreme 1.9.1. Soit G un groupe de réflexion wrréductible, alors l’ordre de
chacun de ses éléments de Cozeter est % ot 2N est le nombre d’éléments dans
A un systéme de racine pour G et k est le nombre d’éléments dans ¥ C A un

systeme simple.

DEMONSTRATION. Puisque tous les éléments de Coxeter sont conjugués, il suffit

donc de le prouver pour un élément de Coxeter en particulier. Etant donné un
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systéme simple ¥ = {o4,...ax}, on a vu a la section 1.6. qu’on pouvait trouver

un plan P dans lequel le groupe diédrale
Dm =< 7'1,7'2' (T1)2 = (T2)2 = (TlTQ)m =1 >,

oll w = 717 est un élément de Coxeter, agit comme groupe de réflexions. 11 suffit
donc de trouver l'ordre de w € D,,.

Posons H; = Ry et H, = Rz les droites de réflexion de D,, dans P. Si 0 est
'angle entre H, et H, alors w = 773 est une rotation d’angle 26 et donc § = =~
oll m = o(w). Si on regarde l'action de w sur les droites de réflexion, on a que si
m est pair alors on aura 2 orbites de % éléments, soit celle de H et celle de Hy,
si par contre m est impair, alors on aura qu’une orbite de m éléments.

En conservant les notations de la section 1.6. on a £ = 2107 + -+ + Ty €t
T=y+zdolly==Te101+ -+ Tpby et 2 = 101 + -+ - + T4Q, . Sion prend
une racine o € A on a que

— (a,y) =0 sietseulement si a=+a; pour L<i<s

- (a,2) =0 siet seulement si a=4a; pour s+1<172< k
car de 1’écriture de y on a directement que (y, o;) = 0 pour 0 < 7 < s. Inversement,
si (y,a) = 0 pour une racine o (qu'on peut supposer positive par rapport au
systéme simple), oll @ = cia; + - - - + ¢y, avec les ¢; > 0. On a que z1¢1 + -+ +
Tscs = (y,a) = 0 mais puisque les z; > 0 on a que ¢e41 = --- = ¢, = 0. Donc «
est une combinaison linéaire des {a;}1<i<s €t puisque ces a; sont mutuellement
orthogonales, le sous-systeme de racines engendré par eux consiste en {Zai}i<i<s
et donc que a est un de ceux la. L’argument pour z est analogue.

Soit maintenant H un hyperplan de réflexion de G. La dimension de H est
k — 1 et celle de P est de 2. Donc H [P est soit une droite, soit tout P. Or
le paragraphe précédent démontre que y et z ne peuvent pas appartenir a H
simultanément. De plus, on a que H () P est une droite de réflexion de Dy, puisque
w agit transitivement sur les chambres et peut donc envoyer H ()P entre H; et
H,. Or, si elle ne concorde ni avec H; ni avec Hy alors H devra contenir un
point sur la droite entre les points y et z qui soit distinct de ces deux points. Or,
cela impliquerait que ce point serait dans la chambre fondamentale, ce qui est

impossible.
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Finalement, on a que le nombre d’hyperplans se restreignant a H; est s et le

nombre d’hyperplans se restreignant & Ho est k£ — s. Donc si m est pair on a que

m m km
N= (k- S)(E) + 3(3) -
et si m est impair, on a que
k k
N = (E)m = —;,3

Et donc on a que m = 2.



Chapitre 2

2.1. INTRODUCTION

En conservant en téte notre objectif, soit de trouver les nombres réguliers pour
le groupe Hy, nous allons trouver l'information qui nous sera utile sur Hy. Pour
le moment, nous n’avons qu’une description géométrique et une présentation de
H,. Etant donné qu’on va avoir besoin d'utiliser un logiciel de manipulation sym-
bolique, trouver une représentation matricielle de Hy va étre trés utile.

Nous verrons dans les chapitres subséquents, que si un élément d’un groupe de
réflexions est régulier alors tous les éléments de sa classe de conjugaison le se-
ront aussi. Si on trouve les classes de conjugaison de Hy, notre tache sera donc

restreinte aux classes de conjugaison.

9.2. H,

Avant de s'attaquer & H, qui est un groupe relativement compliqué, on va
regarder de plus prés son sous-groupe, beaucoup plus simple, H;. Comme men-
tionné au chapitre 1, le groupe Hj est le groupe de réflexion de l'icosaedre ou, de
maniére équivalente, son dual le dodécaedre. Une premiére étape pour étudier le
groupe de réflexion de 'icosaédre est de regarder le groupe de rotation de l'icosa-
édre.

Le groupe de rotation de I'icosagdre est engendré par les rotations autour de trois
axes de rotation. Le premier axe de rotation passe par deux sommets diamétra-

lement opposés de l'icosaédre et les rotations sont d’ordre 5. Le deuxieme axe
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est au centre de deux arétes diamétralement opposés et les rotations sont d’ordre
deux. Le troisieme axe est au centre de deux faces diamétralement opposées et

les rotations sont d’ordre trois.

(a) sommets (b) mi-aréte (¢) centre d'une face

F1G. 1. Axes de rotation qui fixent l'icosaedre

On peut voir que le groupe de rotation de l'icosaedre. qui est le méme que
celui du dodécaedre. est isomorphe au groupe alterné Alt; en regardant comment

les rotations permutent les 5 cubes inscrits dans le dodécaedre (voir fig.2).

Fi1G. 2. deux des cing cubes inscrits dans le dodécaedre
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Finalement. on peut voir assez facilement que le groupe de réflexions de l'ico-
saedre est isomorphe & Alt; x Z,. Comme mentionné au chapitre 1. on peut lire

les 3 types de rotation. soit d’ordre 2. 3 et 5. sur le graphe de Coxeter :

H3 . .sl o, '33

oll 8182. $283 et 8183 sont respectivement des rotations d’ordre 5. 3 et 2.
Puisqu'il est presque impossible de bien voir géométriquement ce que sont les
éléments de Coxeter dans Hy. on va en profiter pour le montrer explicitement pour
2

Hj. Un élément de Coxeter est une rotation de 55 autour de l'axe passant par

deux sommets opposés suivi d'une réflexion par rapport au plan perpendiculaire

a I'axe de rotation (voir fig. 3).

Fic. 3. Elément de Coxeter

2.3. Hy ET LES QUATERNIONS

Pour bien comprendre le groupe de réflexions de type Hy. il est utile de le voir
en terme de multiplication de quaternions. On peut définir un homomorphisme
entre le groupe des quaternions unitaires H et le groupe de rotation SO(3.R) de

la maniére suivante :

¢ H — SO(3.R).
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Ou ¢(a,b,c,d) : (0,z,y,2) — (a,b,¢,d)(0,z,y,2)(a,b,c,d). En notant un élé-
ment a+bi+cj+dk de H comme (a,b,c,d) et en considérant le vecteur (z,y, z) €

R3 comme le quaternion pur (0,z,y,2). On a que

#(a,b,c,d)(0,1,0,0) = (0,a® +b% — % — d?,2bc + 2ad, —2ac + 2bd)
¢(a,b,c,d)(0,0,1,0) = (0,2bc — 2ad,a® — b* + ¢* — d?, 2ab + 2cd)
#(a,b,c,d)(0,0,0,1) = (0,2ac + 2bd, —2ab + 2cd,a® — b* — * + d?)

On a donc que la matrice associée & ¢(a, b, ¢, d) dans la base canonique est :

a?+ b2 —c? —d? 2bc — 2ad 2ac + 2bd
2bc + 2ad a2 —b+c?—d? —2ab + 2¢d
—2ac + 2bd 2ab + 2cd a? - —c2+d?

et det(¢(a,b,c,d)) = (a? + b + 2 + d?)® = 1 puisque (a,b,c,d) est un quaternion
unitaire. Le noyau de ¢ est 1 ce qui entraine que la préimage d’un sous-groupe
fini G < SO(3,R) est un sous-groupe de H d’ordre deux fois celui de G.

Si on considére un icosaédre judicieusement positionné dans R® alors son groupe de
rotation, qui est isomorphe & Alts (et que l’on notera Hy ), aura comme préimage

le sous-groupe ¢~ }(Hy) < lﬁl, qu’on notera Z constitué des éléments suivants :
1 1
¢~ (HF) =T = {((£1,0,0,0)), 5(il, +1,41,41), 5((:}:7, +1,47',0))}

(voir [Gr]) ol les parenthéses doubles signifient qu’on prend toutes les permuta-

tions paires des entrées et ou

est le nombre d’or et ou

1 -~ 2
= 2\/5 = 200s(—51).

On vérifie facilement que Card({((%£1,0,0,0))}) = 8, Card({3(£1,£1,+1,+1)}) =
16 et Card({3((£7,£1,£7',0))}) = 96 et donc que O(Z) = 120.
Si on voit les éléments de Z comme des vecteurs de R* on a que ces 120 vecteurs

forment les sommets d’un polytope régulier nommé 120-cellules. En fait, le groupe



34

de symétrie du 120-cellules est Hy et les 120 vecteurs en forment un systeme de

racine. Pour une explication de ceci, voir {Gr|. De plus :

1 1 1
F = {5(7-: _1’ _Tl1 O)a 5(_7-1 1) —Tla O)a 5(11 _T,a —T, O)a 5(_17 -7, 0, _T,)}

forme un systéme de racine simple. Plus précisément, on peut voir Hy de la

maniére suivante. Soit

Y :I xT — GL(R?Y)

(l,r) ¥— (Yur : g+ lgT)
et

$:T x T — GL(RY)

(a,b) = (Yo, : ¢ — agd)

Bien que !, 7, a,b € H et que ¢ € R* on peut jongler entre z+yi+zj+wk € Het
(z,y, z,w) € R* pour que tout fonctionne bien. En identifiant (I, r) avec (~I,—r)
et (a,b) avec (—a,—b), on a que les éléments de 9, représentent les rotations et
les ﬁ_a,a les réflexions ou si on veut, les éléments de det égale & 1 et les éléments
de det égale a -1.

On a donc la représentation matricielle des réflexions associées au systeme

simple I" suivante :

5
3
5
S

L9 1-v5 1+v5 19
4 4 2 4 4 2
1+v5 1 14V 1+v5 1 1v8
5 — 4 2 4 Sy — 4 2 4
! D B CV/ - E 2V 1 1v8 14V6
2 4 4 2 4 4
0 0 01 0 0 01
1 16 145 1 =1V o =1+V6
2 4 4 2 4 4
1-v5  1+V5 19 -1-V5 1=V 1
S5 = 4 4 2 54— 4 4 2
1+v5 1 1-V5
+4 5 = 0 0 01 0
V5 V5
0o 0 01 Lt 1o 16

Proposition 2.3.1. G := {41, Yapla, b, 1,7 € I} forme un groupe
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DEMONSTRATION. On a que

¢l,r¢s,t(Q) = 'ﬁbl,r(sqa = (ls)qt_F = (ls)Q(ﬁ) = ?/st,n(Q)

"Za,bwl,'r(Q) - 7vza.b(qu) == Cqu—fb = (‘17”)(7(1—17) = J)ar,l_b(Q)
U1+ Pap(q) = Vi (agd) = lagbr = (1a)q(bF) = Yiaer(q)

"La,blﬁc,d(Q) = ";a,b(cq_d) = acchb = (acZ)q(éb) = wad,bc(Q)

et donc 'opération est interne. De plus

Y11(g) = 1gl = ¢
et
Vi =Vir s Yap = Voo
L’associativité découle de la composition de fonctions. O

Le groupe G est en fait le groupe Hy voir [Gr].

2.4. CLASSES DE CONJUGAISON DU GROUPE H,

Pour pouvoir construire les classes de conjugaison de H, on va se baser sur les
classes de conjugaison des groupes utilisés lors de sa construction dans la section
précédente. Le groupe de rotation de I'icosaédre, Hy , posséde cing classes, soit la
classe de l'identité (K), la classe des rotations d’un angle de m (K3), d'un angle
de +2 (K;), d’un angle de +25(K,) et d’un angle de £ (K) (voir section 2.2).

Pour voir comment on peut trouver les classes de conjugaison de Z & partir
de celle de Hy, on remarque que si p;,pz € T alors ¢(p;) est conjugé & ¢(pz) si

et seulement si
¢¢I¢P1 ¢q = ¢qp1q = ¢p2

pour un certain g. Ceci revient donc & dire que ¢(p;) est conjugé & ¢(p2) si et
seulement si il existe un ¢ € 7 tel que gp1g = %po. Donc ¢ 1(K;) est soit une
classe de conjugaison de Z ou 'union de deux classes, dépendamment si p et —p

sont conjugés. Ceci revient donc & déterminer quand il existe un g € Z tel que
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gp§ = —p ou, en réarrangeant les termes, quand gp + pg = 0. Si on considere
p = (a,b,c,d) € H, on peut l'écrire sous la forme p = (w,v) ot w = a et
v = (b, ¢,d). Donc, si on écrit p = (wy,v;) et ¢ = (wq,v2) on a que

pg = (wiwz — V1 - Vo, W10z + Wy + V1 X V2)
et ’équation pg + gp = 0 devient
(2w1wo—2v1 Vg, 2w Vg +2wWe¥1 +V1 XUV X1 ) = (2w we—2v)-vs, 2w1v9+2wevy) = 0
On a donc les deux équations :
wWiWe = V1 * V2, W1V2 — Waly

En faisant le produit scalaire avec vy de chaque coté de la deuxieme équation, on
obtient que

'LU1|’02|2 = WUy - Vg

et en remplacant wyws par v; - v2 on a
w1|v2|2 + wawywo = w1(|U2|2 + U’g) = w1|q|2

d’olt on a que w; = 0. Avec un raisonnement analogue on obtient que wy; = 0.
Finalement, on a que v, - v2 = 0.
En appliquant ce critére, on voit que seul ¢ *(K>) est une seule classe de conju-
gaison. Le tableau 2.4.1. liste les neuf classes de conjugaison de Z, un représentant
de chacune et leur cardinalité.

Si on identifie le sous-groupe de rotation de Hy, i.e. son sous-groupe composé
des éléments de det égale & 1 , qu’on notera H;, avec Z x Z en identifiant (I, )

avec (—l,—r), on a que
¢s,t'/ft,r¢s_,t1 = ws,t?ﬂl,rws,t = ?/Jsls',trt
et donc la classe de conjugaison de 9, est :
c(l) x cl(r) = cl(=1) x cl(—r).

En se rappelant que K; = —Ks, K3 = —K3, K4 = —Ks, K¢ = —K7 et Kg = —Ky
on obtient 41 classes de conjugaisons pour le groupe de rotation de H . On a que

[Hy : Hf] = 2 et donc que H; <1 Hy. Ce qui entraine qu’une classe de conjugaison
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TAB. 2.4.1
IKil=1 |p=(1,0,0,0)
Kol =1 |p2=(-1,0,0,0)
[Ks| =30 |p3=(0,1,0,0)
K4 =20 | ps = 3(1,—7',7,0)
IKs| =20 |ps = 3(-1,7,—7,0)
|Ks| =12 | ps = %(7‘, 1,—7',0)
K7l =12 |pr = %(—'r, —1,7,0)
|Ks| =12 | pg = %(-—T’,T, 1,0)
Kol =12 | pg = %(7", -7,—1,0)

de H, peut soit rester une classe de conjugaison dans Hy soit faire partie d’une

classe de conjugaison de Hy qui est I'union de deux classes de H; . Si on regarde
. N — — —-1

P’action par conjugaison de ¢_, ; € Hy— H, on a que %_; 1%, _1 ; = ;. Donc

les classes de conjugaison suivantes :

ICl X ’Cl, ’Cg X ’Cg, ’C4 X ’C4, ’Cs X ’CG, ’Cg X ’Cg,

’Cl X’CQ, ’C4 XIC5, ’CGX’C7, ’Cg X’Cg

sont des classes de conjugaison de H, et les 32 autres classes de H; s’unissent

pour donner 16 classes de conjugaison de la forme
(’Ci X ’CJ) U (’C] X IC,L)

Pour trouver les classes de conjugaison dans Hy;— H, on commence par considérer
les orbites de l’action par conjugaison de H; sur le translaté E_MHI . On peut
trouver la taille de ces orbites en trouvant I'index du (H,)-centralisateur d’un

représentant dans H,. Soit ¥, , € ¥_,  H] et 9, € H; on voit que

— -1 =
¢l,r¢a,bw[,r = wla’f‘,“ﬂ"

et donc on a que

ZH;r (;ﬁ—a,b) = {¢y, € Hf| lar = *a, lbr = b}
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ou le *a et le +b sont de méme signe. En d’autres termes, on a que ¢,, €

Zy (a,) si et seulement si
r = tala = £blb ou [(ab) = (ab)l

ce qui revient & dire que [ est dans le centralisateur de ab dans Z. Et donc on a
que

Zyt (bap) = {1 € Hf| 1 € Z1(ab) et r = *ala}.
Plus particuliérement, puisque ¥;, = ¥_; _, on a que
213 (Wap)| = |22(ab)-
On peut finalement trouver ’ordre d’une orbite comme suit :

|Orbys (o)l = [HY = (HY)g,,) = [HE : 255 (Bay)]
o m o m
1253 (Vo) |Z2z(ab)|
_ |H | 7200, . -
R 120 1@
cl(ab)
= 60|cl(ab)]

On a vu que Z possédait 9 classes de conjugaison ce qui nous donne un total de
949+ 16 = 34 classes de conjugaison pour Hy. Soit p; € K; un représentant d’une
des 9 classes de Z. Si 9, ; et 1), , sont conjugués par 'entremise d'un élément
de Hj alors, il existe [, € T tel que Ip;7 = p; et IF = 1 et donc que Ipil = p;. Si,
par contre, ils sont conjugués par un élément de Hy — H; alors il existe a,b € Z
tel que ba = p; et bp;a = 1 ou p; = ab. En fait, dans les deux cas on a que p; et
p; sont conjugués dans 7 et donc on a que i = j. Finalement, on a que Epi,l pour
1 < i < 9 est un représentant d’une des 9 classes de conjugaison de Hy — H .
En conclusion, le tableau 2.4.2 liste les 34 classes de conjugaison de H, avec un

représentant.
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TAB. 2.4.2
Classes | 91, ou Ep,l Classes | ¥, ou Ep,l
G l=r=1 Cis l=4,r=3(r,1,—7,0)
Cs l=—r=1 Cho lzz’,rz%( 7,7,1,0)
Cs l=r=1 Cao l=11,-7,7,0),r=3(r,1,—7,0)
Cy l=r=3(1,-7,7,0) Ca l=1(1,-7,7,0),r = —%(r,1,—7',0)
Cs l=—r:%(l,—7",'r,0) Coo l:%(l,—T',T,O),rzé( 7', 7,1,0)
Cs l=r=3%(r,1,-7,0) Cos l=11,-7,7,0),r = —3(-7,7,1,0)
Cy l=—r=3(1r,1,-7,0) | Co l=%(r,1,-7,0),7 = 3(-7,7,1,0)
Cs l=r=3(-7,7,1,0) Cas l=%(r1,-7,0),r = —5(-7,7,1,0)
Co lz—rz%( 7', 7,1,0) Co p=1
Cw |l=1,7=(0,1,0,0) Cor ]
Cn l——l,T——%(l,—-T',T,O) Cos p=1i
Ciz l=1,r=—31,-7,7,0) | Cyp = 1(1,—7',7,0)
Chz I=1,r= %(T, 1,—7,0) Cso = —%(1,—7”,7, 0)
Cua l=1,r= —%(T, 1,—7",0) || Cs = %(T, —7',1,0)
Cis l=1,r=3(-7,7,1,0) |[Cs =—1(r,—7,1,0)
Cis l=1,r= —%(—T’,T, 1,0) || Cs3 = %(—T',T, 1,0)
Ciz l=ir=4%(1,—-7,7,0) | Cs = —3(-7,7,1,0)




Chapitre 3

THEORIE DES INVARIANTS

3.1. INTRODUCTION

Pour mieux comprendre les éléments réguliers d’'un groupe de réflexion, on
va devoir étudier les espaces propres des éléments du groupe, et la théorie des
invariants va étre un outil crucial pour faire cela. De plus, les éléments de Coxeter
et leurs généralisations, les éléments réguliers, ont un intérét, en autre, pour leurs
roles dans la théorie des invariants des groupes de réflexions.

La théorie des invariants a pour but d’étudier les éléments qui sont laissés
inchangés par une action de groupe. Etant donné un groupe G et une représenta-
tion p: G — GL(V) ou V est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
IF, on obtient une action de G sur V soit g - v = p(g)(v). On peut aussi étendre
cette action & l’anneau que nous décrirons a ’instant.

Question de fixer un peu les notations, pour le reste du mémoire IF désignera
un corps de caractéristique 0 et V' un espace vectoriel de dimension finie sur IF L
A partir de V on peut construire naturellement 1’algebre symétrique et 1’algébre
alternée de V.

S(V)=8Sym(V) =SV =FeVesSVesV...

i=0
AV)=Al(V) =P V¥=FoVe(VAV)e(VAVAV)...
i=0

1Bjen qu’a plusieurs reprises les définitions et les résultats seront vrai en caractéristique

autre que 0, on va s’y restreindre ici pour ne pas alourdir le mémoire inutilement.
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Cette écriture met en évidence le fait que ces algebres sont graduées.
Puisque l’action de G est définie sur V, on peut étendre l’action de G sur tout
S(V) ou tout A(V).

Définition 3.1.1. Soit V' un F-espace vectoriel et G C GL(V) alors ’anneau

des invariants est

SV ={feSV)ly-f=fVoeG}

De plus, l'action de G sur S(V') respecte la graduation de telle sorte que

Il est souvent plus convivial de travailler avec ’anneau des invariants de S(V*).
L’algebre symétrique S(V*) correspond & ’algebre des polynomes lorsque la ca-
ratéristique du corps F est 0. En caractéristique p, différente de zéro, il y a un
probléme car il se peut qu’il n’y ait pas suffisament d’éléments pour différencier =
de zP. On peut remédier & cela si on laisse I’évaluation prendre des valeurs dans F.
Or dans les cas qui vont nous intéresser, les groupes seront de réflexions et donc
les espaces vectoriels seront sur des corps de caractéristique 0. Par contre, plu-
sieurs résultats que ’on verra seront vrais dans le cadre plus général des groupes
de pseudo-réflexions, qui peuvent étre définis sur des espaces vectoriels sur des
corps de caractéristique p. L’action de G sur V* est donnée comme suit. Soit

veV,peV*et p € G alors

Pour démontrer des propositions qui vont nous servir & démontrer le théoreme
de Pianzola-Weiss (théoréme 4.2.1) on va utiliser plutdt ’anneau des invariants
étendu.

Définition 3.1.2. Soit V un F-espace vectoriel et G C GL(V') alors l’anneau

des invariants étendu est
[S(V) ® A(V))°.

La proposition suivante va étre tres utile dans le chapitre 4.
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Proposition 3.1.1. Soit G un groupe fini et v,w € V alors les deux énoncés

sutvants sont équivalents.
(1) Il existe g€ G tel que g-v=w

(2) Pour tout f € S(V*)€ on a que f(v) = f(w)
DEMONSTRATION. ((1) == (2) ) Puisque g-v = w on a que pour f € S(V*)¢

flo) = g7t flv) = flg-v) = f(w)

((2) = (1) )Supposons f(v) = f(w) pour tout f € S(V*)¢. Si on fixe a € V, on

peut définir 'application évaluation suivante

eg: S(V*) — F

fr— f(a).

On a que ker(e,) est 'idéal maximal de S(V*) engendré par

H,={fe€V*| f(a)=0}.

Si on prend g € G on a que g -a = b si et seulement si g - H, = H, car

0=f(a)=f(g™"-b)=g- f(b).

Et donc, on a que g -a = b si et seulement si g - ker(e,) = ker(e,), ce qui revient
a dire que ker(e,) détermine @ uniquement. Notre supposition du départ revient

donc a dire que
S(V*¢ m ker(e,) = S(V*)° ﬂ ker(ey).

Par le théoréme d’évitement de premier (prime avoidance)(voir [A, M]), on a
que ker(ey,) C g - ker(e,) = ker(eg.,). Par la maximalité de ces idéaux, on a que

ker(e,) = ker(eq.,) et donc w = g - v. O

3.2. QUELQUES PROPRIETES DE S(V)¢

Voici quelques propriétés de S(V)° qui vont nous étre utile, plus tard.

Proposition 3.2.1. Soit G C GL(V) fini, alors S(V) est entier sur S(V)©.
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DEMONSTRATION. Soit z € S(V') et posons
IR | ()
peG
On a que

f@)=(@-1-z) [[ @-¢-2)=0

PEG,p#1
Reste & voir que les a; sont dans S(V)¢ ot f(T) = T"+an1 T 1+ - -+a1 T +ao.
Chaque a; est un polyndme symétrique en les ¢ - z. Mais puisque G permute les

¢ - z il s’ensuit que ces polynomes symétriques sont dans S(V)¢ O

Lemme 3.2.1. Soit A et B des [F-algébres telles que A C B est entiére et B est
une A-algébre de type finie alors B est fini sur A.

DEMONSTRATION. Soit {a3,as,...,a,} des générateurs de B comme A-algébre.

On a la suite d’inclusion :
A C Ala1] C Alay,a2] C -+ C Alay, az, ..., a,] = B.

Puisque chaque a; est entier, il suit que chaque extension est finie et donc B est

fini sur A. |

Théoréme 3.2.1. (Hilbert-Noether) Si G C GL(V) est fini, alors S(V)© est
une F-algébre de type fini.

DEMONSTRATION. Pour faire la preuve on va trouver une algebre de type fini A C
S(V)€ telle que I'extension soit finie. S(V)¢ sera donc de type fini. La proposition
précédante nous disait que S(V) est entier et fini sur S(V)¢. Définissons A comme
étant 1’algébre engendrée par les a;, qui sont en nombre fini, définis dans la preuve
de la proposition précédente. Pour voir que 'extension A C S (V)@ est finie, il
suffit de montrer que A C S(V) l'est car A est Noetherien et tout sous-module
d’un A-module de type fini est de type fini. Par définition, S(V') est entier sur A

et on a que S(V) est de type fini. Le lemme suffit pour terminer la preuve. [

Définition 3.2.1. Soit G C GL(V) ou V est un espace vectoriel sur IF, alors on
dit que G est modulaire si la caractéristique de F divise |G| et non-modulaire

sinon.
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3.3. SERIE DE HILBERT (OU DE POINCARE)

Les séries de Hilbert sont des outils extrémement utiles qui joueront un réle
crucial dans tout le reste de cet ouvrage.
Définition 3.3.1. Soit M un espace vectoriel sur[F gradué et tel que dim M; < oo
et que dim M; = 0 pour i < 0. On définit la série de Hilbert ou série de

Poincaré comme étant :

[e o]
Z (dimp M;)t
i=0

Les séries de Hilbert possedent, entre autres, les propriétés d’étre multiplica-

tives et additives. La multiplicativité dit que
H,(M ®p M) = H(M)H,(M").
Et 'additivité dit que si la suite
0—-M —>M->M -0

est exacte, alors

H,(M) = H(M') + H,(M")

Lorsqu’on veut calculer la série de Hilbert de ’anneau des invariants, le théo-
réme suivant s’avere tres utile.
Théoréme 3.3.1. (Molien) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur
F de caractéristique 0 et soit G C GL(V) un sous-groupe fini, alors

H(S(V)) = I—G—IZ Et(—l—lfcp_t)
peG

Avant de faire la preuve du théoréme de Molien, on va montrer deux lemmes.
Lemme 3.3.1. Soit V un [F-espace vectoriel de dimension finieet o : V — V
une transformation linéaire avec ; : S;(V) — S;(V) son extension a S;(V).

Alors :
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DEMONSTRATION. Sion se met dans I, la cléture algébrique de IF, on peut trouver
une base {z1, Zs,...,Z,} de V telle que la matrice de ¢ par rapport a cette base

soit triangulaire supérieure i.e.

Al * *
0 A
(’0 =
*
0o ... 0 A
Onaque S(V) = F[z1, s, . . ., 7] de telle sorte que S;(V) a comme base {z}'z5* ... 2k | k1+

ks+---+k, = i}. En ordonnant cette base de maniere lexicographique, on obtient
que ; est triangulaire supérieur avec {\A52 . N | ky + kg + oo+ Ky = i} sur

la diagonale. D’ou

trip) = Y APARLAR

kithko+-tkn i

Il s’ensuit que

itr(api)ti = i ( Z Mapk )\fl") t

=0 =0 \kj+kz+-+kn=1t

- (Z Akltm) (? Akntkn) B (1 —lm) (1 —lAnt> - det(ll— ot)

ky

d

Lemme 3.3.2. Soit V un F-espace vectoriel de dimension finie et G C GL(V)
un sous-groupe fini. Alors
. G 1
dimgV*® = Tell Z x(¢)
Gl 2=
DEMONSTRATION. L’hypothése que G soit non-modulaire assure que le théoreme
de Maschke s’applique et donc V se décompose en une somme directe de G-
modules irréductibles. Posons x¥ comme étant le caractére de la représentation

associée & l’action considérée et 1 la représentation triviale. Le produit scalaire

standard

1
O 1) = i > x(0)1(p)

peG
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compte le nombre de fois que la représentation triviale apparait dans la représen-

tation et donc la dimension sur F de V¢ d’ou

dimpV'® = I%I > x(@)Ly) = ﬁ >_x(®)

peG peG

O

DEMONSTRATION. (Théoréme de Molien) Pour chaque application linéaire ¢ :

V — V et son application induite ; sur S;(V) on a

dimpSE(V) = g7 o x(0).

weG
Et donc
H(S(V)?) = Y (dmeSEV)E = Z(ﬁZx(%)) t
i—0 =0 wpeG

1 - i . 1
_ EZ(Ztr(%‘ﬁ) = @;m

peG \1=0

3.4. THEORIE DES INVARIANTS ET GROUPES DE REFLEXION

Proposition 3.4.1. Soit G C GL(V) un sous-groupe, alors

Hy(S(V)%) 1( 1 _ G +>

T AN N

oun = dimgV et 2C,,_1 = #de pseudo-réflexions dans G

DEMONSTRATION. Par le théoréme de Molien on a que

1 1
Hy(S(V)%) = [€] z; det(l—ol)"

1 1
On va donc développer — en série de Laurent en (¢ — 1) et
PPer 1o 9;; aet( (t—1)

1 — pt)
regarder les premiers coefficients. On a pour chaque ¢ € G une décomposition en
facteurs irréductibles de la forme det(1 — ¢t) = f(t)(1 — ¢)* olt k = dimpV¥. En

particulier, on a pour s, une pseudo-réflexion, que det(1 —st) = (1—&t)(1—¢)"1,
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ol & est une valeur propre non triviale de s, étant donné que s fixe un hyperplan.

On peut donc écrire

1 1 1 1 1
@;e;det(l—sot) :@(l—t)n+ZS:(1_gst)(1_t)n_1 +..

ou s varie sur les pseudo-réflexions de GG. Donc, dans la série de Laurent

1 1 1 1 Cn-1
1G] 2 30—~ G103 (-7

+ ...,

ot le coefficient C,,_, apparait dans le développement de

1 Cn—l Cn_2
Xs: Qe o= aog2

Enfin pour déterminer la valeur de C, 1, il suffit de multiplier chaque c6té de

cette derniére équation par (1 —¢)™ ! et ensuite poser ¢t = 1 pour obtenir

1
Zl_€s= n

S

Et puisque s est une pseudo-réflexion si et seulement si s~! ’est, on a aussi que

1
2 O

8

En remarquant que

1 N 1 _1—§s‘l+1—§s_1
1-&  1-&1 (1-&)A-&1)
on voit que 2C,_; est égale au nombre de pseudo-réflexions de G. [l

Théoréme 3.4.1. Soit V' un espace vectoriel sur F de dimension finie et G C

GL(V) un sous-groupe fini. Supposons que
S(V)C =Flz1,Ta,- - -, Tn)

ot les z; sont algébriquement indépendants et d; = deg(x;). Alors
(1) |G| =dids...d,

(2) le nombre de pseudo-réflexions dans G est (dy — 1) +--- + (dp, — 1)
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DEMONSTRATION. Puisque
S(V)G = F[Zl, To,... ,l‘n] = ]F[l‘l] ®IF ]F[:L‘Q] ®1F - F[.’Eg],

car les x; sont algébriquement indépendants, et que

d 2d
H(Flz]) =1+t*+t*+--- = T

ou d = deg(z), la multiplicativité des séries de Hilbert nous donne que

1 1
BV = =@~ T I e T

La proposition précédente disait que

1 1 Coi
H,(S(V)C) = i ((1 e +) .

En égalant ces deux expressions et en multipliant de chaque coté par (1 — )™ on

obtient
1

AT ek

et on peut réécrire ceci comme

14+ Cha(l—t)+...)

|G| = (ﬁ(1+t+---+tdl‘1)> (14+Cra(l—2t)+...).

i=1

n
Finalement en posant t =1 on a |G| = H d; ce qui démontre la premiere partie.
i1
Si on prend 1’équation :
1 1 (
[+t rtet) |G

et qu’on différentie par rapport a ¢ (en utilisant la différentiation logarithmique)

1+Chg(1—1)+...)

on obtient
! zn:l‘*'%-f-"--i—(di—l)tdi‘z
I, A+t +tdl) — 14t4 - +gd1
1
:ﬁ("cn_.l‘QCn 2(1_t)—)

En posant £ =1 on a

1, __1 =\ di(d; — 1)
G I di \& 24

=1
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et donc
n

2C, 1= (di—1).

i=1
Puisque 2C,, ;1 est le nombre de pseudo-réflexions dans G on a donc le résultat

recherché. 0

Théoreme 3.4.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur F et G C
GI(V) un groupe fini non modulaire. Etant donné Flzy,...,z,] C S(V)C o les
z; sont algébriquement indépendants, si S(V)C est fini sur F[zy,...,T,] et que
Uon pose deg(z;) = d; alors

(1) |G| divise d; .. .d,

(2) Flzy, ..., 2, = S(V)C si et seulement si |G| =d; ...d,

DEMONSTRATION. On a que S(V)€ est libre sur F[zy, ..., z,] (voir [K] p.176) et

on peut donc écrire
,
SWV)¢ = PFlzy, ..., zalos
i=1

d’ott

tdeglen) 1 ... 4 ¢deg(er)
H,(S(V)) = -

{50 [T, (1 =)

Avec une preuve quasi identique & celle du théoréeme précédent on obtient que

S|G| — dl---dn-
g

Le théoreme suivant nous dit, en particulier, que lorsque le groupe qu’on

consideére est en fait un groupe de pseudo-réflexion la condition que S(V)¢ =
Flz1,xa,...,Z,] du théoréme précédent est toujours vérifiée et donc que son ré-
sultat est toujours vrai.
Définition 3.4.1. Les entiers {d,...,d,} définis dans le théoréme précédent
sont les degrés de G. Et si on pose p; = d; — 1 alors les entiers {p1,...,pn} sont
les exposants de G.

A titre de réference, le tableau 3.4.1. donne les degrés des groupes de Coxeter

irreductibles.
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TAB. 3.4.1. Degré des groupes de Coxeter irreductibles

Groupe | degrés

A, 2,3,...,n+1

B, 2,4,6,...2n

D, 2,4,6,...,2n—2,n
Es 2,5,6,8,9,12

E; 2,6,8,10,12,14,18
Ejg 2,8,12,14,18,20, 24, 30
F, 2,6,8,12

G»(2) |2,6

Ga(m) |2,m

Hj 2,6,10

H, 2,12,20,30

Théoréme 3.4.3. (Chevalley-Shephard-Todd-Bourbaki) Soit V un espace
vectoriel sur F de dimension finie et G C GL(V) un sous-groupe fini non-
modulaire alors G est un groupe de pseudo-réflezion si et seulement si S(V)€
est une algébre polynomiale.

Pour une preuve de ce théoréme voir [K]| chapitrel8.

3.5. INVARIANT GAUCHE

Avant de passer & la section suivante on va devoir introduire quelques résultats

3 7 : 1, ")) 4 :
qui vont nous permettre d’y ajouter une "saveur” de groupe de pseudo-réflexions.
On a déja vu que lorsqu’on avait une action de groupe sur un espace vectoriel
de dimension finie sur un corps IF on pouvait considérer I’anneau de tous les
éléments de S(V) invariants sous cette action. On peut aussi considérer d’autres

ensembles. Si on a un homomorphisme :
Y. G — F*,
on dit que f € S(V) est un invariant relatif & 9 si

- f=1v(p)f.
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Dans ce qui suit, on va s’intéresser plus particulierement au cas ou I’homomor-
phisme est I'inverse du déterminant.
Définition 3.5.1. f € S(V) est dit un invariant gauche si f est un invariant
relatif ¢ (det) ! i.e.
- f=(det) (o) f
Pour chaque pseudo-réflexion s d’un groupe de pseudo-réflexion, on peut choi-

sirun ay € Vet Ay : V — F tel que
s-z=x+ As(z)as
pour tout x € V. En particulier, I’élément «; est un vecteur propre pour s car :
s-as = (1+ As(as))as = Eas.

On peut donc définir un invariant gauche trés particulier, en considérant les o

comme des éléments de S1(V) =V, comme suit :
Q=[] € S(V).

On va maintenant entreprendre de démontrer les deux propositions suivantes.
Proposition 3.5.1. () est un invarant gauche.
Proposition 3.5.2. () divise tous les invariants gauche.

Mais avant de les démontrer, on va montrer quelques lemmes. Le lemme sui-
vant va nous servir a simplifier la décomposition de 2.
Lemme 3.5.1. Deuz pseudo-réflexions s; et sy ont les méme hyperplans inva-

riants H si et seulement si o, est un multiple de as,.

DEMONSTRATION. Soit K = < 1,59 > < G le sous-groupe de G engendré par s;
et 5. Etant donné qu’on considere que les groupes dont la caractéristique de [F ne
divise pas 'ordre de G on aura qu’elle ne divise pas ’ordre de K non plus. Donc,
par le théoréme de Maschke I’action de K sur V est complétement réductible. Si
a;, est un multiple de oy, alors on a que Fa,, = Fa,, = L. Puisque ay, et ag,
sont des valeurs propres de s; et s, respectivement, on a que L est invariant sous
P’action de K. On peut donc trouver un hyperplan H telque V = L & H.

Etant donné un vecteur propre v de s;, on peut le décomposer en le projetant
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sur L et sur H, i.e. v = vy + vyg. On a que vy et vy sont vecteurs propres
de s; respectivement sur L et sur H. La valeur propre de vy sera une racine de
I'unité non triviale tandis que celles de vy seront 1. On aura donc que I’hyperplan
invariant de s; sera entierement dans H. Puisque H et I’hyperplan invariant ont
la méme dimension, ils n’auront pas le choix que de coincider. Puisque le méme
résultat s’applique pour ss, on a que s; et s ont le méme hyperplan invariant.

Supposons maintenant que s; et sp aient un hyperplan invariant H en commun.
On peut donc choisir une droite L invariante sous l’action de K tel que V = H® L.
Les vecteurs propres a;, et as, ne peuvent pas étre dans H et donc ils doivent

étre multiples I'un de 'autre. O

On peut remarquer que si H est un hyperplan de V et que Gy est le groupe
engendré par les pseudo-réflexions de G ayant H comme hyperplan invariant alors,
Gy est un groupe cyclique. Pour voir ceci, il suffit de remarquer que les éléments
de Gy correspondent & une multiplication par une racine n’iéme de 'unité sur L.
Donc Gy sera un groupe cyclique d’ordre le plus petit multiple commun.

Cette derniere remarque nous permet d’écrire

o Gyl-1
016
H

puisque pour chaque hyperplan H on peut choisir un ay pour tous les s 'ayant
comme hyperplan invariant.

On peut diviser les hyperplans invariants { H} en leurs orbites sous ’action d’une
pseudo-réflexion s. Si on prend le vecteur propre spécial oy, de s défini plus haut,

on a que

s - ay, = (dets)ay,

et l'orbite de H, n’est formée que d’un seul élément.

Lemme 3.5.2. Si {Hi,..., H;} est une orbite différente de {H,} alors

5’(aH1---O-’Hk):a’H1~--aHk



=

53

DEMONSTRATION. (de la proposition 3.5.1)

Gul-1 . .
On a vu que 2 = ]:[ole”l , et aussi que s - ay, = (dets)ay, d’o
H

s+ (alg ™71y = (dets)/Cul1algH T = (dets!®#)(dets) lalgF1 !

= (dets) laﬁ"“l

et par le lemme précédent

5- < H a'}?"l_1> = ( H a,?"[ﬂ)
H#H, H#H,

5-Q = (dets)™'Q

et donc

DEMONSTRATION. (de la proposition 3.5.2)
Soit f un polynéme gauche, si on montre que pour chaque hyperplan de réflexion
H, f est divisible par alg” ! on aura que f est divisible par € puisque S(V)
est & factorisation unique et que les ayy sont relativement premiers par le lemme
3.5.1.

Soit H un hyperplan de réflexion, et s une pseudo-réflexion d’ordre |G| ayant
H comme hyperplan invariant. On a que s- ag = (dets)ay. Si on pose ay = vy,
on peut compléter la base de V en {vi,...v,}. On a donc que f € S(V) =
Flvi,...,v,). Puisque f a été choisi comme étant gauche, on a s- f = (dets)f.
De plus s- (v ... vFn) = (dets)*' (v ... v¥) par notre choix de v;. On peut donc
développer f en terme des mondmes v!' ... v ot k; = —1 mod |Gy|. Et en
particulier, k; > |Gu| — 1.

O

On va maintenant appliquer ces résultats sur un invariant gauche particulier
que l'on va définir sous peu.

Soit z € V, posons dz comme étant 'image de z dans A;(V) = V. L’applica-
tion

d:V — A(V)
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s’étend & ’application différentielle
d:SV)® A(V) — S(V)® A(V)

définie par

d(z) =0 pour tout z € A(V)
d(zy) = d(z)y + zd(y) pour tout z,y € S(V)® A(V).

De plus, I’application d est compatible avec la graduation de S(V)® A(V') et peut

donc se restreindre a
d: S(V)® 44(V) —> Siea(V) ® Agsa (V).

Soit {v1,vs,...,vs} une base de V et G C GI(V') un groupe de pseudo-réflexion

fini et non modulaire. Alors on a que
S(V) =Fluy, vs, ..., 0]
et par le théoréme de Chevalley-Shephard-Todd-Bourbaki (théoréme 3.4.3) on a
S(V)C = Flz1, z3, . .., Tn)].

On peut développer les {dz;} dans S(V)® A(V) en utilisant la formule de dérivée

partielle

Soit maintenant

le jacobien.

Proposition 3.5.3. J= X2 pour un A € F

DEMONSTRATION. La démonstration est similaire & celle de la proposition 3.5.2.
on conservera donc les mémes notations. Soit maintenant f € S(V)¢ = Flvy, ..., v,)¢
avec les v; comme dans le lemme 3.5.2. On peut développer f en terme des mo-

némes v¥ ... v avec k; = 0 mod |G| puisque

s f=f



-

99

et

s- (UM okn) = (dets) (0¥ .. ofm).

n n

#l gt par conséquent —L est divisible par th” ! Ona

Donc f est divisible par vlc
donc que la premieére colonne de [g—ﬁ;] est d1v151ble par th" et donc que J l'est
aussi. Par un raisonnement analogue & celui de la démonstration de la proposition
3.5.2. on a que J est divisible par 2. De plus J et € ont le méme degré puisque

le degré de €2 est le nombre de pseudo-réflexions de G tandis que
degJ =(d; —1)+---+(dn— 1)

ol les d; sont les degrés de G et par le théoreme 3.4.1. (dy — 1) +--- + (d, — 1)

est le nombre de pseudo-réflexions de G. 1l s’ensuit que

J = A

Proposition 3.5.4. J = det [az ] #0

DEMONSTRATION. Pour montrer que J # 0 on va montrer que cette matrice
est inversible en trouvant explicitement son inverse avec la regle de dérivation en

chaine (voir annexe)

0z _Z'?iavk
T - vy, Oz;

En posant z = x; on obtient :

Z 61‘1 8vk s
Ovy, 6:1@1 1,]'
De ceci on voit que J ! = det [‘;—Zf] O

3.6. SERIE DE HILBERT DE [S(V) ® A(V)|¢

Comme mentionné au début du chapitre, pour démontrer le théoréme de
Pianzola-Weiss, on va avoir besoin de anneau des invariants étendu et, plus
particuliérement, on va avoir besoin de connaitre sa série de Hilbert. On va main-

tement entreprendre de montrer que les {dz;}, introduits & la section précédente,
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forment une sous-algebre alternée
A(dzl, d.’l?g, P ,dl‘n) C S(V) ® A(V)
Lemme 3.6.1. Soit J = det[g—fh?] le jacobien, alors dans S(V)® A(V) on a

dzi ANdzo A--- Ndz, = J(dvy Adva A - -+ A doy,)

DEMONSTRATION. Ceci suit de la propriété anticommutative des {dv;} O
Lemme 3.6.2. dz; Adz; = —dz; A dz;
DEMONSTRATION. Puisque les dz; s’écrivent sous la forme
Z (9:1:1
81)]
la présence des facteurs {dv;} force 'anticommutativité des {dz;} O

Finalement, pour conclure que les {dz;} engendrent une sous-algebre alternée, on

pose, pour chaque IC {1, 2, . ,n},
dﬂ?] = dCE.,;l A diEiz A A d(Eik

avec I = {i; <ip < --- < i}

Lemme 3.6.3. Les {dz;} sont linéairement indépendants.

DEMONSTRATION. Etant donné une relation

Za;dxi =0
I

avec les ay € F fixons un J C {1,2,...,n}. Soit K C {1,2,...,n} le complément
de J. Puisque dz; Adzg = 0si I UK # 0, on obtient que

aj(dxy ANdzag A--- ANdz,) =0

Or par le lemme 3.6.1. dz; Adzs A--- ANdz, = J(dvy Advg A --- A dv,) mais
le jacobien ne peut pas étre nul. Donc dz; Adzy A --- Adz, # 0 et ceci force

g =0. a
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Etant donné que ’application
d:S(V)®A(V) — S(V)® A(V)
commute avec ’action de G, elle définit une application
d: [S(V) @ A(V)]® — [S(V) @ A(V)I°

Théoréme 3.6.1. (Solomon) Soit G C GI(V) un groupe de pseudo-réflezion

fini alors
[S(V)® AV = Flz1, 2, - .., 2] ® A(dzy, dzs, . . ., day,)

Pour faire la démonstration de ce théoréme, on va démontrer quelques lemmes.
Soit F(S(V')) le corps de fractions de S(V'). L’action de G sur S(V) s’étend & une

action sur F'(S(V)) de la maniére suivante :

AS)
8

y=22

x
@- (=
Y

¥
Lemme 3.6.4. F(S(V))® A(V) = F(S(V)) ® A(dzy,dzs, . .., dz,)

@

DEMONSTRATION. Considérons F(S(V)) ® A(V) comme espace vectoriel sur le
corps F'(S(V)). On va montrer que ’ensemble {dz;| I C {1,2,...,n}} forme une
F(S(V)) base de F(S(V)) ® A(V). On a déja vu au lemme 3.6.3. que les {dz,}
sont linéairement indépendants. De plus, puisque les {dv;} forment une F(S(V))
base de F(S(V)) ® A(V), n’importe quel ensemble de 2" éléments linéairement

indépendants vont aussi en former une base. O
Lemme 3.6.5. [F(S(V)) ® A(V)]¢ = F(S(V))° ® A(dz,,dzs, . .. ,dz,)

DEMONSTRATION. Comme au lemme précédent, on considere [F(S(V))®A(V)]¢
comme espace vectoriel sur le corps F(S(V))¢. On va montrer que I’ensemble
{dz;| I C {1,2,...,n}} forme une F(S(V))€ base de [F(S(V)) ® A(V)]®. Or
par le lemme précédent, il ne reste qu’a voir que les {dz;} engendrent [F(S(V))®
A(V)]€. Soit z € [F(S(V))®A(V)]¢ € F(S(V))®A(V). Par le lemme précédent,

on a que :

z = E a;d:::,
1
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ol les a; sont dans F'(S(V)). En appliquant ’opérateur de moyenne on a :

B 3 (za,dx,> _y (Zw-w) dar

weG peG I I weG

Donc, les coefficients Z ¢ - ay sont bien dans F(S(V))C. O
pweG

DEMONSTRATION. (Du théoréme de Solomon) Par le lemme précédent, il nous
reste seulement & montrer que les {dz;} engendrent le S(V)%-module [S(V) ®
A(V)]€. Soit z € [S(V) ® A(V)]%, on a que :

Z = E CL[dCL‘]
I

par le lemme précédent et ot les a; sont dans F(S(V))C. 1l reste donc qu’a voir
que les a; sont en fait dans S(V)C. En fait, il suffit juste de voir que les as
sont dans S(V). Si K C {1,2,...,n} est le complément de I et qu’on multiplie

I’équation précédente par dzg, on obtient :

dryg z = ar

ar(dzy A--- Ndzy) = apJ(dvy A - -+ A doy).
Puisque le membre de gauche de cette équation appartient & [S(V) ® A(V)]¢
il s’ensuit que le membre de droite aussi. En particulier, le membre de droite

appartient & S(V) ® A(V) et donc
Cl[J S S(V)

Il nous reste donc & vérifier que a; € S(V). Puisque ¢ -a; = ar et que ¢ - J =
(detp)™1J on a que a;J est un invariant gauche de S(V'). Donc, puisque J = AQ,
J # 0 et que 2 divise tous les invariants gauches, on a que a;J est divisible par

J et donc ar € S(V). d

On est finalement prét pour trouver la série de Hilbert de ’anneau des invariants

étendu. Puisque

SV)®A(V) =P S:{(V) ® 4;(V)
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posséde une bigraduation, [S(V) ® A(V)]¢ en posséde une aussi. On a donc que
la série de Hilbert est une série de puissance en deux variables
H=Y a;XY’
1,J
ou
ay; = dim[S;(V) ® A;(V))°
Proposition 3.6.1. La série de Hilbert de [S(V) ® A(V)]C est :

[Ja+yxs
i det(1 + Y o)
__ =1
"= T x " a1 4 Z del(1 = X))’
i-1

ot les d; sont les degrés des x;.

DEMONSTRATION. Par le théoréme de Solomon, on a que :

n

[Ta+yxs)
H = i -1n

[Ta-x%

i=1

On a aussi qu'une simple adaptation du théoreme de Molien nous donne

det(1+Yy)
H_
|G|Zdet (1-Xo)

On voit ceci en considérant un analogue au lemme 3.3.1 ou l'on remplace
;2 (V) — Si(V)

par

d’ol on obtient I'identité

oo

> tr(pi)t = det(1 + ¢t)

=0

qui, combinée avec le lemme 3.3.1. et 3.3.2., nous donne ’adaptation désirée. []



Chapitre 4

VALEURS PROPRES

4.1. INTRODUCTION

Puisque les groupes que nous considérons sont tous finis, on a en particulier
que l'ordre de chaque élément est fini. Soit v € V, un vecteur propre de g € G
ayant comme valeur propre A € F,on aque g-v = A-v et g = 1. Donc
v=g -v=X-vdou XN = 1. En d’autres termes, toute valeur propre d’'un

élément d’un groupe fini doit étre une racine de I'unité.

4.2. VALEURS PROPRES D’ELEMENTS D’UN GROUPE LINEAIRE

Dans cette section, on va considérer seulement les espaces vectoriels V' sur des
corps F algébriquement clos. G sera un groupe fini et non-modulaire de pseudo-
réflexions et S(V')¢ son anneau d’invariants sera engendré par les invariants ho-
mogenes {f1, fa, ..., fr} et on notera d; = deg(f;). De plus, on va utiliser certains
résultats de la géométrie algébrique. En fait, on peut considérer notre espace vec-
toriel V comme variété algébrique. Soit H; les variétés algébriques définies comme

suit :
Hi = {’U (S V|f1(’U) = O}

Si on fixe £ € [F* une racine de 'unité d’ordre d et g € G on pose

V(9,6) ={veVlg-v=¢uv}
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Proposition 4.2.1. Soit £ € F, une racine d-iéme de l'unité. Etant donnév € V
alors on a que g -v = &v pour un g € G si et seulement si f(v) = 0 pour tout

f € S(V*)C de degré non congru d 0 mod(d)

DEMONSTRATION. Supposons que g - v = £v, étant donné f € S(V*)€ de degré
k,on a
flo) =971 f(v) = flg-v) = f(€v) = € f(v).

Donc si k n’est pas congru & 0 mod(d) alors &€* # 1 et f(v) = 0. Inversement,
supposons que f(v) = 0 pour tout f € S(V*)¢ de degré non congru & 0 mod(d).
Lorsque k£ = 0 mod(d) on a que £ = 1 et donc f(€v) = &8 f(v) = f(v). Si par
contre, k n’est pas congru & 0 mod(d), notre supposition que f(v) = 0 nous donne
que f(&v) = €% f(v) = 0 = f(v). Donc dans tout les cas on a que f(£v) = f(v),
et par la proposition 3.1.1 on a qu’il existe g € G tel que g - v = €v. a

Proposition 4.2.2. On a que

U V(g)g) = ﬂHI

geG d‘l’d,‘
et que les composantes irréductibles de ﬂ H; sont les V(g,&) mazimales.
dfd;

DEMONSTRATION. On a que z € {J,.o V(g,&) si et seulement si il existe g € G

geG
tel que g - x = &z. Or par la proposition précédente, on a que ceci est vrai si et
seulement si w;(z) = 0 pour chaque w; € S(V*)€ dont le degré n’est pas congru

a 0 modulo d mais ceci est équivalent a dire que z € ﬂ H;. O
did;

Avant de montrer le prochain théoréme, on va énoncer un théoréme qui va
nous servir lors de sa démonstration.
Théoréme 4.2.1. (Pianzola- Weiss)Soit £ € F une racine d-iéme de l'unité.

Posons

hi(€) = |{g € G| dimV (g,€) = i}|

n(d) =[] &

did;

Py(T) = [(T +ps)

dld,
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ou les p; sont les exposant de G, alors on a l'identité suivante :

m(d)Py(T) = ho(§) + h1(§)T + - - - + hn(&)T™.

DEMONSTRATION. On a trouvé A la proposition 3.6.1. I'identité

[[a+vxs™)

i1 det 1+ YQO
fI(1~Xd’) lG|Zdet (1-Xoyp)
i=1

pour la série de Hilbert de ’anneau des invariants étendu. On va regarder chaque
membre de cette équation pour déduire le résultat.
Pour le membre de droite, si dimV (i, £) = k, et supposons que {(i, ..., (ot}

sont les autres valeurs propres de ¢ alors

n—k
L+EVF A+ ¢Y
wiary O e+
det(1 — X¢) n—k

(1- st)kH(l —GX

Si on pose Y = =71 4+ (1 — £X)T on obtient :

det(1 + (=671 + (1 — £X)T)p)
det(1 — X )

(+e-€" + (- D[+ G-+ (1 - £0T)

n—k
(1-ex)F[Ja-ax
-1

n—k
_H(l — GET N+ G(1—EX)T)
(ET)I“' 1 —
[10-6x)

Posons maintenant X = £~!, ce qui nous donne :
n—k
[T -cet+aa-em)
= (€T —— = (€T)"

[Ta-¢e™

i=1

det(1 4 (=€~ + (1 = €X)T)yp)
det(1 — (§71)p)




Si on regarde maintenant le membre de gauche de I’équation de départ, soit :

n

[a+yxsn

i—1 H (1+YX%
Z LI =X
H(]- . Xd,) =1
i=1

Si d ne divise pas d;, alors en substituant Y = - 14+ (1 —&X)T et X = €1

obtient que

I+YX4 ) (A4 (=€'+0-gh)DEHsY)  1-¢4

(1—Xd) (1= (€ 0)k) 1_ o= =1

63

o1

La derniére égalité est vraie car 1 —£~% # 0 puisque d ne divise pas d;. Par contre,

si d divise d; on a que £€% = 1, ce qui nous donne que 1 — £~% = 0. Il faut donc

utiliser un autre argument. Posons, encore un fois, Y = —£~! + (1 — £X)T pour

obtenir :

1+YX4h) (A4 (=61+(1-EXT)XA)
(1— X%) (1— X4)

(1—(EX)" 1+ (1 - eX)TX% )
(1—-(6X)*%)

1+EX +--- 4 (X)) 24 TXH !
14+ EX + (EX)2+--- + (EX)4 1

et en posant X = £~!, on obtient

1+YX%1)  (dy—1)+£T
1-X%) 4

Par le fait que |G| = H d; et la définition de h;(£) on a que :

i—1

01 e ~ )+ ROET) 4+ QT
I

-1

ﬁ(l +YX41
il oy di =) +ET  yypi+ET
o - H - H d;

n

[Ta-x% d” did,

=1
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n
Finalement, en multipliant de chaque coté par H d; on obtient :
i=1

ho(€) + ha(€)(ET) + -+ - + k() (ET)" = | [[ i | [ (pi + €T) = m(d) Pu(€T)

did; d)d;

On termine la preuve en remplagant £7" par T
O

Définition 4.2.1. Pour chaque entier d posons a(d) le nombre de d; divisible

par d.

Théoréme 4.2.2. mag dimV (g,&) = a(d). En particulier, il existe g € G avec
g€

valeur propre £ si et seulement si, d divise un des d;.

DEMONSTRATION. A la lumiére du théoreéme de Pianzola-Weiss, il suffit de mon-
trer que le degré de Py(T) = a(d). Or le nombre de multipliants dans ’expression

H(T + p;) est le nombre de d; divisible par d et donc a(d). d
dld;

Avant d’énoncer le prochain théoréme, on va fixer les notations. Puisque G
est un groupe de pseudo-réflexions, on a par le théoreme de Chevalley-Shephard-

Todd-Bourbaki que
S(V*)C =Flfi, far- -+ fal

ou deg(f;) = d;. Si on fixe d, on peut réarranger les {f;} de telle sorte que ceux
que leur degré sont divisible par d soit en premier, i.e. d | deg(f;) pour 1 <7 <r
et dfdeg(fi) pourr+1<i<n.

Théoréme 4.2.3. Pour chaque g € G il existe h € G tel que V(h,£) a une
dimension mazimale a(d) et V(g,&) C V(h,§)

DEMONSTRATION. Premiérement, on a que

nHi = {0}

n

puisque si z € ﬂHi alors f;(z) = 0 pour tout i et donc par la proposition 3.1.1.
i=1

on a qu’il existe un g € G tel que g-0 = z et donc que z = 0. Il s’ensuit

que les hypersurfaces {H;}1<i<n s’intersectent proprement, i.e., étant donné des
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composantes irréductibles C}, C Hy, alors pour tout sous-ensemble {1, ...,i,} C
{1,...,n} C;;N---NC;, adimension n—r. En particulier, on a que la dimension

de m H; est a(d) en chaque point. En utilisant la proposition 4.2.2. on a que si
did,
V (h, &) n’est pas contenu dans un autre V (g, ) alors on a qu’il est une composante

irréductible de ﬂ H; et donc de dimension a(d). O
did;

Lemme 4.2.1. Si V(g,€) = a(d), alors les {fi}1<i<r restreints ¢ V(g,€) sont

algébriquement indépendants.

DEMONSTRATION. Puisque f,41 = --- = fn = 0 quand d { d;, on a qu’il le sont

aussi sur ﬂ H; et donc aussi sur V(g, ). L’application de variété algébrique
did,

F:V(g,§) —F
Irr— (fl(x)v v ’f’r(m))
a comme fibre F~1(0) = ﬂ H; = {0}. Or étant donné un morphisme

i=1

K:U—W
de variété algébrique, on a que (voir [Ha] p.95) pour tout z € K(U) C W
dimK ~!(z) > dimU — dimK (U).

Or dans notre cas, 0 > a(d) — dimF(V(g,&)) et donc dimF'(V(g,§)) > a(d).
0J

Théoréme 4.2.4. Si dimV (g1,£) = dimV (ga, &) = a(d) alors il existe h € G tel
que h-V(g1,8) = V(g2,€).

DEMONSTRATION. Supposons que dimV (g;,£) = dimV(gs, €) = a(d). Posons

Ur=V(g,€) — (U V(g,€)>

9791

Uz = V(g2,€) — (U V(%f)) :

g#92
On a que U; C V(g;, &) sont des ouverts denses de Zariski. Posons maintenant

-F:i : V(g'ug) — "
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I +— (fl(fD), .. 7fr(x))

Ces applications sont en fait des applications ouvertes (voir [A, M] chap. 5 ou [E}
p. 303). Le lemme précedent montre que les F;(U;) C F" sont des ouverts non
vides de Zariski et donc qu’ils ont une intersection non triviale. On peut donc
trouver z € Uy C V(g1,€) et y € Uy C V(go, &) tel que F(z) = F(y). Puisque

par la définition de ﬂHi on a que fri1 = --- = fp, = 0 sur V(g;,£) on a que
did;
fiz) = f;(y) pour 1 < j < n. Par la proposition 3.1.1 , on a donc qu'il existe

heGtelquey=~h-z.0On aque
y € h-V(g,€) = V(hgih™,8).

Oron a aussi que y € Uy C V(go,£) ce qui entraine que si k # go alorsy ¢ V (k,§).
Donc, on en conclue que A - V(g1,&) = V(go,§). O

Théoréme 4.2.5. (Springer) Soit g € G tel que l’espace propre V(g,€), ou § est

une racine d-ieme de l'unité, contienne un vecteur régulier. Alors on a que
(1) g*=1.
(2) dimV(g,€) = a(d).

(8) V(h,&) = a(d) si et seulement si g et h sont conjugués. Donc, les éléments

de k € G tels que V(k, &) = a(d) forment une seule classe de conjugaison.

DEMONSTRATION. Soit v € V(g,&) régulier. C’est-a-dire que g - v = &v et donc
que g% v = €% = v i.e. g% fixe v. Par la proposition 1.6.1. on a que g¢ = 1, ce qui
nous donne (1). Par le Théoréme 3.1.1 (2), il existe un A tel que dimV'(h, &) = a(d)
et V(g,&) C V(h,€). Ce qui entraine que h™'g fixe v et donc par la proposition
1.6.1 h = g, ce qui nous donne (2). Si h = kgk™! alors on a que g-z = £z et donc
h-(k-z) =k-(g-z) =&k -z ce qui entraine que k- V(h,€) C V(g,§). De plus
h-(k7-z) =kt -(g-&) =&k 1) ce qui entraine que V(g,€) C k- V(h,§&)
et donc que V(g,&) = k- V(h,£). Or ceci implique que dimV (g, £) = dimV'(h, ).
Inversement, si dimV'(h,€) = a(d), par le théoreme 3.1.1 (3), on a qu'il existe
k € G tel que V(h,€) = k-V(g,£). Mais k- V(g.€) = V(kgk™',£) et donc
(kgk™') - £ = h - z mais z est régulier donc kgk™! = h. O
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Théoréme 4.2.6. (Springer) Soit g € G un élément régulier d’ordre d et & une
racine d-iéme de ['unité qui est valeur propre réguliére. Si {p1,...,pn} sont les

exposants de G alors on a que les valeurs propres de g sont

=Y

DEMONSTRATION. Soit z un vecteur propre régulier pour g de valeur propre .

Puisque g est diagonalisable, on peut trouver une base {t,...,t,} de V o ¢; = z.
Soit {¢k ... &%} les valeurs propres associées aux vecteurs propres {t;,...,t,}
i.e.

g-ti = &5t

Soit maintenant, {fi,..., fo} la base de V* de la base {t1,...,¢,}. On a:
fi(ts) = &
et aussi par ’action de G sur S(V*) :
97 - f(t:) = fg-t)
ce qui entraine que
g-fi=€"5f

On peut écrire que S(V*) = F[f1,..., fa] et que S(V*)¢ = Flwy,...,w,] ou les
fi sont de degré 1 et les w; sont de degré d;, les degrés de G. On a donc que les

w; sont des polyndme en les f;. Posons

J* L
6’] ¢

le jacobien dual de celui défini & la section 3.5. On a aussi vu dans cette derniére

section que J* = AQ2* ou A # 0 et Q* = ] fa, ot les f,, sont les duaux des vecteurs
a5 associés au réflexions s. Puisque t; est régulier, on a que pour toute réflexion
8, fa,(t1) # 0. Donc Q*(t1) # 0 et par le fait méme, J*(t;) # 0. Ce qui entraine
qu’on peut manipuler la matrice jacobienne pour obtenir une permutation o de
{1,...,n} tel que

' (t1) #0 pourl <7< n.
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On obtient donc, & une constante non nulle pres, que

= aj’" " + autres termes

et donc que

W; = a‘fl_laa(i) + autres termes.

Si on fait agir g, on a que
g-w; = (& @ Vab 1) (¢ Feway, ) + autres termes
mais w; € S(V*)€ et donc g - w; = w;. Or ceci force

é—(dt—l)g—ka(l) =1

et donc

ghoty = g=(di=1) — ¢ P
O

Théoréme 4.2.7. Soit g € G un élément régulier d’ordre d et € une valeur propre
de g, alors le centralisateur de g dans G (noté Z(g)) est isomorphe a un groupe

de réflexions dans V(g,€) ayant comme degré les d; divisibles par d et comme

ordre H d;.

djd;
Avant de montrer ce résultat, on va démontrer quelques lemmes.

Lemme 4.2.2. Soit g € G un élément régulier d’ordre d et & une valeur propre

de g, alors

Z(g)={he€ G| h-V(g9,6) =V(g,6)}

DEMONSTRATION. Sih € Z(g) et z € V(g,€) alors g- (h-z) = h-(g-z) = Eh- 2.
Dans la preuve du théoréme 4.2.5 (3) on a, entre autres, démontré que V(g,£) =
k -V (h,€) si et seulement si kgk~' = h. Et donc on a que V(g,&) = h-V(g,€) si
et seulement si hgh™! = g i.e. h € Z(g). O
Lemme 4.2.3. (1) |Z(g)| divise Hdi'

d|d;

(2) S(V(g, €))% =F[f1,..., f] si et seulement si |2(g)| = [[ d:
dld,
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DEMONSTRATION. On a que

Flf1,..., fr) € S(V(g,€)")*@

puisque fry1 =--- = f, = 0 sur n H; et méme sur V(g,§) car ils sont ses com-
dtd
posantes irréductibles et on a que les {f;}7_; sont algébriquement indépendants

par lemme 3.1.1. De plus, on a que S(V (g, &)*)2) est un F[fi, ..., f,] module de
type fini. Ceci vient du fait que S(V*)¢ est un F[fi,..., f,] module de type fini

par le lemme 2.2.1. et que 'application

¥:S(V) — 5(V(g,€)")

est surjective et que ¥ envoie les {f;}7,; sur zéro. Il s’ensuit que F[f,..., f;] C
S(V(g,&)*) est aussi de type fini. Et donc, il en est de méme pour F[fy,..., fi] C
S(V(g,€)*)2@. On est donc dans les conditions du théoreme 2.4.2. O

Lemme 4.2.4. |Z(g)| = Hdi
dld;
Passons de V' & ’espace projectif P(V') pour pouvoir utiliser le théoreme de

Bezout.
Théoreme 4.2.8. (Bezout)E‘tant donné des hypersurfaces projectives qui s’in-
tersectent proprement, alors le nombre de composantes irréductibles de l’intersec-
tion (avec multiplicités) est le produit des degrés des hypersurfaces.

Le théoréme de Bezout est trés connu et on peut facilement trouver une preuve

dans la litérature, en particulier voir [C,L,0] ou [Ha).

DEMONSTRATION. (du lemme 4.2.4) Si on prend les hypersurfaces H;, qui s’in-
tersectent proprement, on peut passer aux hypersurfaces projectives associées
H; ¢ P(V) qui s’intersecteront aussi proprement. Par le théoréme 4.2.4. , on a

que G agit transitivement sur les composantes irréductibles maximales de ﬂﬁi.
didi

On déduit de ceci et du lemme 4.2.2. que % est le nombre de composantes de

ﬂﬁi. La transitivité de I’action nous assure que toutes les composantes ont la

didi
méme multiplicité. On est donc dans les hypothéses du théoreme de Bezout et
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donc

T4 =3z

dd;
Or puisque G est un groupe de réflexions, on a que

G =] &

En combinant les deux derniéres équations on obtient que

d;
I et | CX
did; dld,

Or par le lemme 4.2.3. (1), on a aussi que
g9)| < H d;
ce qui nous donne que m = 1. O

DEMONSTRATION. (du théoréme 4.2.7.) En combinant les deux lemmes précé-

dents, on obtient que

S(V(g,©)")29 =F[fr,..., f:].

En combinant le théoréme de Chevalley-Shephard-Todd-Bourbaki avec cette der-

niére équation, on obtient le résultat désiré. (W

Théoréme 4.2.9. Soit W un groupe de Weyl. Alors les éléments réguliers d’un
ordre donné de W forme une unique classe de conjugaison.

Avant de démontrer ceci on va montrer un lemme
Lemme 4.2.5. Soit W un groupe de Weyl et g un élément d’odre d alors chaque
racine primitive d’iéme de l'unité apparait comme valeur propre de g avec la méme
multiplicité.
DEMONSTRATION. Soit p(T") € Z[T le polynéme caractéristique de g. Lorsqu’on

passe & C[T] le polynéme p(T') se factorise en facteurs linéaires
p(T)=(T —=X)™"...(T =X )™
ol les \; sont les valeurs propres de g et les n; leurs multiplicités. On a que

n; = dimV (g, \;).
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Puisque g est d’ordre d les valeurs propres doivent étre des racines d’ieme de
'unité car si g- v = \wv alors g% - v = v = A%v. Lorsqu’on travaille dans Z[T] on
a le polynéme cyclotomique ®4(7T") défini récursivement de la maniere suivante :

o) =1 -1

kln
Ces polyndmes sont irréductibles dans Z[T'| mais se décomposent dans C[T] de la
maniére suivante :

a(T) = [[(T -0
ou les ¢ sont les racines primitives d-ieme de 'unité. Puisque toutes les racines
de p(T) sont des racines d’itme de 'unité, p(T') € Z[T'| est un produit de po-
lynémes cyclotomiques. Lorsqu’'on passe & C[T} on a que les multiplicités des
racines de p(T) sont les mémes et correspondent au nombre de copies du poly-
noéme cyclotomique ®4(7T") qu’il y a dans la décomposition de p(T") en polynome

cyclotomique. O

DEMONSTRATION. (du théoreme 4.2.9) Soit g € W, un élément régulier d’ordre
d ayant £ comme valeur propre réguliere. Soit h € W, un autre élément régu-
lier d’ordre d. Pour montrer que g et h sont conjugés, il suffit par le théoreme
3.1.5.(3) de montrer que dimV'(h,&) = a(d). Puisque h est régulier, il existe
v € V régulier et ( € F tel que hcotv = (v. Mais par le théoreme 3.1.5
(2) on a que dimV'(h,{) = a(d). Or le lemme précédent nous dit que dans un
groupe de Weyl, chaque valeur propre apparait avec la meme multiplicité et donc

a(d) = dimV (h, () = dimV (A, &). O



Chapitre 5

NOMBRE REGULIER

5.1. INTRODUCTION

Etant donné un élément régulier g d’ordre d d’'un groupe de Weyl, on a par
le théoreme 3.1.3 que la classe de conjugaison de g est uniquement déterminée
par d. Ceci motive l'intérét qu’on pourrait avoir de connaitre les ordres possibles
pour un élément régulier. Donc si g est un élément régulier d’ordre d d’un groupe
de réflexions G on dira que d est un nombre régulier pour G.

Malheureusement, un analogue au théoréeme 3.1.3 n’est pas valide pour un
groupe de réflexions qui n’est pas un groupe de Weyl. Néanmoins, il n’en demeure
pas moins intéressant de connaitre les nombres réguliers pour de tels groupes. En
fait, ce chapitre est consacré justement & trouver les nombres réguliers pour le
groupe de réflexions de type H;. Puisque, a priori, les éléments réguliers d’un
ordre donné ne sont pas tous dans la méme classe de conjugaison, on va trouver

a combien de classes de conjugaison ces éléments appartiennent.

5.2. CALCUL DES NOMBRES REGULIERS POUR A,

Avant de passer au calcul des nombres réguliers pour le groupe Hy, on va faire
un exemple de calcul de nombres réguliers, dans le cas plus simple ol le groupe

est de Weyl, soit le groupe A,. Posons

n+1
V= {I = (zl,---,mn—i-l) € Cn+1|zmi = 0}
i=1
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et {e;}1<i<ns1 la base canonique de C**1. On a que les vecteurs {e; — €;}iz;
forment un systéme de racines pour A, qui est isomorphe au groupe symétrique
Sps1. L’action de A, sur V est la restriction de I’action de S,,, sur C**! définie
par

O - € = €s(s)
oll § € Sy41. Les degrés de A, sont {2,3,...,n+ 1} d’ou on tire que

o(d) = V;IJ

ol les | | représentent la partie entiére inférieure. Soit o € Sy, si on décompose

0 = 010,...0y en cycles disjoints, on notera ¢, (7) le nombre de cycles de longueur
j dans o. Si on regarde la représentation de S,;1 par des matrices (n+1) x (n+1)

de permutation, on a que le polynéme caractéristique de o est :

Ti — 1)¢(d)
P,(T) = L[Lﬁ

Or par le théoréme 4.2.6., si ¢ € G est régulier d’ordre d de valeur propre
réguliere £, ou £ est racine d-ieme de ['unité, alors ses valeurs propres sont

{€7P,...,67Pr} et donc

P(T) =@ -¢7)
o 1
i=1
. (T—f_l).. ( )(T 6 d+1)) (T—f_—Zd)...
(T _ 6—((a(d)—1)d+1)) o (T o §—a(d)d)(T _ 6—(a(d)d+1)) o (T _ 5—(a(d)d+r))
= (T =€) (T-N) (T -¢€N...(T-€T)
= (T*=1)" (T -¢)...(T-€7))
ol 7 est le reste de la division de n par d, i.e. n = a(d)d + r. Or si
n+1 )
Eak:

&1 aurait une multiplicité supérieure & a(d), ce qui est impossible. Donc, seuls

deux cas sont possibles, soit
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ou
P,(T) = (T? — 1)*9(T — 1).

Finalement les nombres réguliers de A,, sont soit les d qui divisent n+ 1 ou les d
qui divisent n. Dans le premier cas, ils correspondent aux puissances d’éléments de
Coxeter, tandis que dans le second, ils correspondent aux puissances d’éléments

de Coxeter du sous-groupe A, ;.

5.3. CALCUL DES NOMBRES REGULIERS POUR H;,

On a vu au théoreme 3.1.2 que si g est un élément régulier d’ordre d alors
dimV (g,&) = a(d). Or au théoréme 3.1.1 on a que pour qu’un élément g € G ait
comme valeur propre &, il faut que d divise un des d;. Dans Hy, les degrés sont 2,
12, 20 et 30. Il s’ensuit que les degrés réguliers possibles sont 2,3,4,5,6,10,12,15,20
et 30.

Si on a un élément régulier g € Hy d’un certain ordre O(g) = d alors on a que
g-z = Ex. Ce qui entraine que la valeur propre £ est une racine d-ieme de 1'unité
caron a que z =1id - = g¢ -z = €.

On a vu dans la section précédente que w € Hy un élément de Coxeter a
comme ordre O(w) = 52_20) = 30. On sait que w est régulier et donc que 30 est
un nombre régulier. De plus, on a que w? est aussi régulier puisque w-z = £z im-

2 a un vecteur propre régulier. Ceci nous donne

plique que (w?)-z = &2z et donc w
donc que O(w?) = 15 est aussi un nombre régulier. En fait, le tableau 5.4.1 nous

donne les éléments ainsi que les ordres réguliers qui découlent de la régularité de w.

Du simple fait qu’un élément de Coxeter soit régulier, on obtient que 2,3,5,6,10,15
et 30 sont des nombres réguliers. Il reste donc a voir si 4, 12 et 20 sont aussi ré-
guliers.

Etant donné qu’on a trouvé, au chapitre 4, les classes de conjugaison de Hy
ainsi qu’un représentant explicitement, on peut utiliser un logiciel de manipu-
lation symbolique pour trouver l'ordre des représentants, leurs valeurs propres

ainsi que la dimension de leurs espaces propres. En voici le résultat obtenu avec
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TAB. 5.3.1. Eléments réguliers déduits d’un élément de Coxeter w

am] Hw] o e Lo o (o]
o — —

1 T o R O

non o] 2 ) S L

B1%135]S23|3

3|« 2] 1 © = 0

313133 |3|%

TAB. 5.3.2

20
20

15
30
30

15
10

10
10
10
10

Classe | O(g) | dimV (g, &) | a(d)

Cis

Chg

C’20

Co

C’22

C’23

C24

C’25

&

&

Cosg

Cag

CSO

Ca

Cs2

C’33

Cs4

10

10

10

10
12

Classe | O(g) | dimV (g, £) | a(d)

Ci

Cs

Cy

Cs

Cs

Cy
Cho

Cll

Cha

013

Cua

C'15

C'16

017

MATHEMATICA® dont le code se retrouve en annexe.
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TAB. 5.3.3

Classe | O(g) | dimV'(g,&) | a(d) valeurs propres
Cy 2 4 4 -1,-1,-1,-1
Cro 4 2 2 —1, —1,1,1
Cn 6 2 2| e%,e¥,—e%, %
012 3 2 2 —6%,—6?,6%,6%
Ci| 10 2| 2| eF,e¥, -, e
Cla 5 2 2| e, e —e%, —e¥
Cis 5 2| 2| %, %, —e%, —e%
016 10 2 2 e%,e%,—ezsﬁ,—e%
017 12 1 1 —e%,e%,—e%,e?eﬂ
Cis 20 1 1| e, —e%,e%, —eTo
Cig 20 1 1| ¥, —ef, e, —eT0
Ca 15 1 1 e%, ~e%, e et
Co1 30 1 1 e%, —e¥¥, elﬂn, —eT
Co| 30 1 1] ef, —e', 8, —e T
Cos 15 1 1| e, —eBs, e %, —e' 15"

Du tableau 5.4.2. on voit que seuls ceux du tableau 5.4.3 sont potentiellement
réguliers étant donné que dimV (g, &) = a(d).

On sait que les éléments de Coxeter sont réguliers et d’ordre 30. Au chapitre 2,
on a explicité les réflexions associées au systéme simple. On peut donc expliciter

I’élément de Coxeter suivant :

0 1 14Vv6 1-V6

2 3 4
_1 _1 1 1
2 2 2 2

W = 51828354 =
rrane WY _1 -1vE
4 2 4

—1+v5 1 0 1+v5

4 2 4

11wz 14wz

. 1 lam dmi mi . s

qui a comme valeurs propres e 15, —e 15, —e'15 et els. Puisque les éléments

de H, d’ordre 30 sont soit dans la classe de conjuguaison C5; soit dans la classe
Csy et que des éléments conjugués ont les mémes valeurs propres, on en déduit

que w € Cyy. Trouvons maintenant & quelle classe appartiennentt w?, w?® et w®.



7

8xi 2mi 7mi 137i

w? a comme valeur propre eTs,e15 , —e1s et —e 15 et donc w? € Coy. w? a

4

I
=,
s
5
-
B
o

3 pigy
comme valeur propre—e ,es et es et donc w3 € Cy3. w® a comme valeur

3mi 3wi 2ni

propre —e’s ,—e5 ,e5 ete

o
-
[
o O
|

et donc w® € Ci5. Finalement w!® et w'® sont
respectivement dans Cy4 et Cy car ils sont tous deux réguliers et il n’y a qu’une
classe de conjuguaison ou les éléments sont d’ordre 3 et qu’une d’ordre 2 ayant
ses éléments réguliers.

Pour vérifier si les éléments de la classe Cy; sont réguliers, on prend un re-
présentant de la classe g , une valeur propre £ et on prend un vecteur propre v.
Puisque dimV (g, £) = 1, on a qu’a vérifier si v est régulier. Pour se faire, on vérifie
que v n’appartient & aucun hyperplan de réflexion en faisant le produit scalaire
de v avec les racines de Hy. Ceci a été fait avec MATHEMATICA® et le code
se trouve en Annexe.

Apres vérification, on confirme que les éléments de Cy; sont bien réguliers.
Pour voir que ceci entraine que les éléments de Chs, Cig et Chy sont réguliers,
on procede de la méme fagon qu’avec 1’élément de Coxeter w. On a choisi le

représentant de Cy; suivant

~1-v5 0 1 1-V6

4 2 4
0 i-v5 _1 —1-v5

B — 1 2 4
_1 1 _1 1
2 2 2 2
1-v5 14+v5 1 0

4 4 2

1472

s} 4w 11wz
Les valeurs propres de h? sont —eis,eTs,—e 15 et —e 15, celles de A% sont
4wy

m 4w dmz :
,—es,es et es. Ce qui

231 271 3me 3w

—e?5,—e5 ,e5 et e5 et celles de h® sont —e%
confirme bien que les éléments des classes Ca3, Cis et Cy4 sont réguliers.

On confirme que les éléments des classes C17,Cig et Cig sont réguliers en
procédant de la méme maniere qu’avec Cy; et ceci entraine que les éléments de la
classe Cyg et C1; le sont aussi.

Finalement, le tableau 5.2.4 donne les nombres réguliers de H; ainsi que les

degrés des centralisateurs et le nombre de classes de conjugaison ayant ce nombre

régulier.
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TAB. 5.3.4
d | degré du centralisateur | Nombre de classe
2 2,12,20, 30 1
3 12,30 1
4 12,30 1
5 20, 30 2
6 12,30 1
10 20, 30 2
12 12 1
15 30 2
20 20 2
30 30 2

5.4. GENERALISATION

T.A. Springer, dans son article, aprés avoir fait ce que nous venons de détailler,
enchaine avec une généralisation. Soit G' un groupe de réflexions sur un espace
vectoriel de dimension finie V' et {f1, f2,..., fu} les générateurs de ’anneau des

invariants et d; = deg(f;) leurs degrés. Soit maintenant ¢ € GI(V) tel que

Gy 1 =G.

Les résultats du chapitre 4 concernant les valeurs propres d’éléments de G peuvent
se généraliser pour les valeurs propres d’éléments de Gp. Springer, aprés avoir
démontré ces généralisations, trouve les analogues aux nombres réguliers pour les
groupes de réflexions finis. Or dans son article, ils n’est aucunement mention de
ce qu’il en est pour le groupe de type Hy. On va donc voir pourquoi il en a fait
ainsi.

Si ¢ € G, on se retrouve dans la situation o Gy = G et donc dans la méme
situation qu’au chapitre 4. Donc, pour étre dans une situation non triviale, il faut
trouver les automorphismes externes de Hy. Soit ¢ € Aut(H,), puisque v doit

envoyer les générateurs sur des générateurs et préserver les relations entre eux, il
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doit donc envoyer un systéme simple sur un systéme simple. Or le résultat suivant
nous donne de 'information sur de tels éléments.

Proposition 5.4.1. Etant donné deuz systémes simples d’un groupe de réflexion,
l'un peut étre envoyer sur l'autre par conjugaison.

Pour une démonstration de ceci, voir [Hu] chapitre 1. On voit donc que tout
automorphisme qui envoie un systéeme simple sur un autre est interne. Donc,
pour que ¥ soit externe, il doit envoyer un systeme simple sur lui-méme. Or
doit aussi préserver les relations entre les générateurs et va donc correspondre a
un automorphisme de graphe du graphe de Coxeter de Hy i.e. :

5

53 S4

S1 52

or ce graphe ne posséde aucun automorphisme non trivial. Ce qui nous permet

de conclure que la généralisation ne s’applique pas & Hy.



Annexe A

FORMULE DE DERIVATION EN CHAINE

Soit {v1,...,v,} une base de V et G un groupe de pseudo-réflexions. Alors,
S(V)=TFlvy,...,v)
et par le théoreme de Chevalley-Shephard-Todd-Bourbaki on a aussi
S(V)° =TF[zy,...,zn).

On a vu a la section 3.5. comment définir les dérivés partielles :

0z 0z Oy,

ou z € S(V). Le but de cette annexe est de montrer la validité de la formule de
dérivation en chaine,

0z Z 0z Ouy

Oz; - Ovy, Oz ;
pour tout z € S(V'), dans ce cas particulier. Avant de faire cela, on va démontrer
un lemme.
Lemme A.0.1. Soit F C F(ay,...,a,) une extension finie et séparable. Soit
fi € F[T], pour 1 < i < n, les polynémes minimauz des o; dans F. Supposons que

les {au,...,an} sont algébriguement indépendants sur F et que g € F[X;, ... X,]

est un polynome qui satisfait

glag,...,a,) = 0.

Alors, il existe une polynéme h € F[X,... X, tel que
(1) h(o,...,an) #£0
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(2) gh appartient a Uidéal de F[ Xy, ... X,] engendré par {f1(Xq,. .., fn(Xn)}

DEMONSTRATION. La preuve est par induction sur n. Si n = 1 alors on peut
prendre h = 1, et puisque si m est un polynoéne minimale pour «, alors m divisera
tout polynéme g € F[T] tel que g(a) = 0. Donc, on a que h = h(a) = 1 # 0 et

que gh = g €< m >. Soit la tour d’extension :
F C F(ay) CFlay,-..,an)-

Si on travaille sur ’'anneau polynémial F(a;)[T, les polyndéme minimaux fa, ..., fu,
par hypothése d’induction, pourront se factoriser comme f; = f; f; ou fil, fi" €
F(c)[T], f; est le polynéme minimale de oy sur F(ay) et f; (o;) # 0. Posons g' =
glag, Xo, ..., Xp) € Flay)[Xo,...,X,], par hypothése d’induction, il existe un
h' € Fa1)[Xa, ..., Xn] tel que W' (s, ..., a,) # 0et g'h €< fi(Xa),..., fi{Xn) >.
Posons maintenant H = f5(Xs)... f1(X,)h/, il s’ensuit que H(ao,...,a,) # 0
et que ¢'H €< fo(Xyn),..., fu(Xn) >. Le résultat suit du fait que F(oy) =
F(X1)/f1(Xy). O

On va appliquer ce lemme & ’extension séparable
F(S(V)°) Cc F(S(V))

ou le F(X) représente le corps de fractions de X . On peut remarquer que F(S(V)) =
F(S(V)%)(vy,...,v,). Etant donné z € S(V), on peut Pécrire comme polynome
en les v;, et soit

g€ F[W,..., Vs, Z]
le polynéme qui exprime cette relation i.e. g(vq,. .., v, 2) = 0. Soit maintenant
fafla---:f’n € F(S(V)G)[V]

les polynémes minimaux sur F(S(V)®) de z, vy, ..., v, respectivement. Le lemme

précédent nous dit qu’il existe un
he F(S(V)9)W,...,Va, Z]

tel que

(1) h{vi,...,v,2) #0
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(2) gh € < f(2), 1(W1), ..., fa(Va) > < F(S(V)9)W1, ..., Vi, Z).
On a donc, dans F(S(V)%)[V4,..., V4, Z], une relation de la forme

gh:aff—l—Zajfj. (1)
J

Les coefficients de « et des o; sont dans F(S(V)¢) = F(zy,...,z,). En enlevant
les dénominateurs, on peut supposer que les coefficients sont en fait dans ’anneau
polynémial S(V)¢ = F[zy,...,z,). En remplacant F[zy,...,z,] par 'anneau po-
lynémial abstrait F[X7, ..., X,], on peut voir ’équation (1) comme donnant une
identité dans F[X;,...,X,, Wi,..., Vs, Z]. Chaque polynéme apparaisant dans

I’équation (1) appartient & un sous-anneau de F[X7,..., X, V4,..., Vy, Z] soit :
a,q; € Xy, ..., Xy]
felF[Xy,..., Xy, Z]
fi € FlXy,..., X, V]
ge€FVi,...,V,, 2]

Si on note la substitution X; = z;, V; = v; et Z = z par le chapeau, on a que

f=f=a=0 (2)
On a aussi que les équations définissant g—;, {‘?—; et %{ peuvent se réécrire comme

o B ®)

VA 81'{ BX,,,

09 0z __0g (4)

0Z Ov, ov;

0f; 0v; _ _ of; (5)

0z axi 8X1 )

Si on différentie formellement 1’équation (1) par rapport aux {Xy,..., X,, Vi,..., Vo, Z}
et ensuite qu’on substitue X; = z;,V; = v; et Z = 2, on obtient en utilisant les

identités (2) :

(6)
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87 B 89
ﬁh Yoz (®)

Finalement, on peut utiliser ces équations pour déduire la formule de dérivation

en chaine de la maniére suivante :

I é? f
oz, (O‘a)g-)/ ( az) par (3)
0 0
= —Z ( ]8.{;) ( 82) par (7) et (8)
AN
- S () o
0z Ov;
_ ; 5o, m. par (4) et (5).



Annexe B

CODE EN MATHEMATICA

B.1. CODE UTILISE POUR LES TABLEAUX 5.2.1 ET 5.2.2

a := (1 + Sqrt[5])/4

U.
N

(Sqrt[5] - 1)/4

<< Algebra ‘Quaternions ¢

1 := Quaternion[1,0,0,0]

r := Quaternion[a,1/2,b,0]

A := Simplify[ 1 ** Quaternion[1,0,0,0] ** Conjugatel[r]]
B := Simplify[ 1 ** Quaternion[0,1,0,0] ** Conjugate[r]]
F := Simplify[ 1 ** Quaternion[0,0,1,0] ** Conjugate[r]]
G := Simplify[ 1 ** Quaternion[0,0,0,1] ** Conjugatel[r]]
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S := {{A[[111,BC[11],F([11],G[[111}, {A[[2]1],B[[2]11,F[[2]1],G([2]]1},
{A[[3]]1,B[[3]]1,F[[3]11,G([3]11} ,{A([4]]1,B[[4]1]1,F[[4]]1,G[[41]1}}

Table[Simplify[MatrixPower[S,i]] == IdentityMatrix[4],{1,30}]

FullSimplify[Eigenvalues[S]]

FullSimplify[NullSpace[S- (% [[1]] IdentityMatrix[4])]]

B.2. CODE UTILISE POUR VERIFIER QUE LES ELEMENTS DE Co

SONT REGULIERS

a := (1 + Sqrt[5])/4
b := (Sqrt[5] - 1)/4

<< Algebra ‘Quaternions °

1 := Quaternion([1/2,b,a,0]

r := Quaternion[-a,-1/2,-b,0]

A := Simplify[ 1 ** Quaternion[1,0,0,0] ** Conjugate[r]]
B := Simplify[ 1 ** Quaternion[0,1,0,0] ** Conjugate[r]]
F := Simplify[ 1 ** Quaternion[0,0,1,0] ** Conjugatel[r]]
G := Simplify[ 1 #* Quaternion[0,0,0,1] ** Conjugatel(r]]
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S := {{A[[111,B[[11],F[[11]1,G[[1]]}, {A[[2]1],B[[2]1],F[[2]1],GL[21]},
{A[[311,B[[3]11,F[[3]1,GL[3]11} ,{A[[411,B[[4]11,F([4]],G[[4]1]}}

FullSimplify[Eigenvalues[S]]

Simplify[NullSpace[S- (% [[1]] IdentityMatrix[4])]]

<
Il

T := {{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, O}, {0, O, 1, O}, {0, O, O, 1}, {1/2,
1/2, 1/2, 1/2}, {-1/2, 1/2, 1/2, 1/2}, {1/2, -1/2, 1/2, 1/2}, {1/2,
1/2, -1/2, 1/2}, {1/2, 1/2, 1/ 2, -1/2}%, {-1/2, -1/2, 1/2, 1/2}, {-
1/2, 1/2, -1/2, 1/2}, {-1/2, 1/2, 1/ 2, -1/2}, {1/2, b, 0, a}, {-1/2,
b, 0, a}, {1/2, -b, 0, a}, {1/ 2, b, 0, -a}, {0, a, 1/2, b}, {0, -a,
1/2, v}, {0, a, -1/2, b}, {0, a, 1/ 2, -b}, {a, 0, b, 1/ 2}, {-a, O,
b, 1/2}, {a, 0, -b, 1/2}, {a, 0, b, -1/2}, {1/2, a, b, 0}, {-1/2, a,
b, 0}, {1/2, -a, b, 0}, {1/2, a, -b, 0}, {a, b, 1/2, 0}, {-a, b, 1/2,
0}, {a, -b, 1/2, 0}, {a, b, -1/2, 0}, {1/2, 0, a, b}, {-1/2, 0, a, b},
{1/2, 0, -a, b}, {1/2, 0, a, -b}, {a, 1/2, 0, b}, {-a, 1/2, 0, b}, {a,
-1/2, 0, b}, {a, 1/2, 0, -b}, {b, a, 0, 1/2}, {-b, a, 0, 1/2}, {b, -
a, 0, 1/2}, {vb, a, 0, -1/2}, {b, 0, 1/2, a}, {-b, 0, 1/2, a}, {b, 0,
-1/2, a}, {b, 0, 1/2, -a}, {0, 1/2, b, a}, {0, -1/2, b, a}, {0, 1/2,
-b, a}, {0, 1/2, b, -a}, {0, b, a, 1/2}, {0, -b, a, 1/2}, {0, b, -a,
1/ 2}, {0, b, a, -1/2}, {b, 1/2, a, 0}, {-b, 1/2, a, 0}, {b, -1/2, a,
0}, {b, 1/2, -a, 0},}

Table[T[[i]1] . v[[1]] == 0, {i, 60}]
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