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SOMMAIRE

Dans cette thése, nous nous intéressons au probléme d’existence et de multi-
plicité des solutions de systémes d’équations différentielles et d’inclusions diffé-
rentielles du premier ordre et du second ordre avec opérateur maximal monotone
et avec des conditions aux limites de Sturm-Liouville ou périodiques.

Pratiquement aucun résultat de multiplicité pour les systémes n’a été obtenu
a ce jour compte tenu de la difficulté du probléme.

Notre contribution porte sur la multiplicité des solutions de systémes d’équa-
tions différentielles et I'existence de solutions d’inclusions différentielles du second
et du premier ordre avec opérateur monotone.

Aprés avoir introduit une notion de tube-solution strict pour des systémes
d’équations différentielles, nous établissons les tous premiers résultats de multipli-
cité de solutions des systémes d’équations différentielles. L’impact de ces résultats
pourrait &tre aussi important que celui relié¢ & la notion de sous et sur-solution
strictes pour les équations différentielles qu’on retrouve dans la littérature. 1l pour-
raient contribuer & ouvrir la voie & de nombreux autres résultats de multiplicité
de solutions de systémes d’équations difféntielles.

Notre seconde contribution porte sur I’existence de solutions de systémes d’in-
clusions différentielles avec opérateurs maximaux monotones. Ici on introduit une
notion de tube-solution (voir définition 4.0.1) qui généralise de fagon considérable
'hypothése imposée par Kandilakis et Papagiorgiou dans leurs résultats conte-
nus dans [37]. Nous obtenons par la suite des résultats d’existence généralisant
ceux obtenus dans [37] pour une méme condition aux limites, et plusieurs autres

résultats d’existence en imposant des conditions de croissance différentes.
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Enfin nous considérons un probléme pour un systéme d’inclusions différen-
tielles du premier ordre avec opérateur maximal monotone plus général que ceux
formulés dans la littérature. Pour ce probléme aussi, nous définissons une notion
de tube-solution qui nous permet d’établir I’existence de solution.

Nos résultats sont basés sur la théorie du degré de Leray-Schauder pour ce
qui est des problémes de second ordre, et sur le théoréme de Kakutani pour le
probléme du premier ordre.

Mots clés : Systémes d’équations et d’inclusions différentielles, opé-
rateurs maximals monotones, tube-solution, tube-solution strict, degré

de Leray-Schauder, théoréme de Kakutani, points fixes.



SUMMARY

—

In this thesis, we study the existence and the multiplicity of solutions to
systems of differential equations as well as differential inclusions of first and second
order with maximal monotone operator and with Sturm-Liouville or periodic
boundary conditions.

Pratically no multiplicity results for systems of differential equations have
been obtained up to day because of the difficulty of the problem.

Our contribution concerns the multiplicity of solutions to systems of diffe-
rential equations, as well as the existence of solutions to systems of differential
inclusions of first and second order with monotone operators.

At first, we introduce the notion of strict solution-tube for systems of diffe-
rential equations. Using this notion, we establish the first results of multiplicity
of solutions to systems of differential equations. The consequence of those results
could be also important than the results related to the notion of strict lower and
upper-solutions of differential equations found in the literature. It would permit
us to have other results of multiplicity.

Our second contribution concerns the existence of solutions to systems of
differential inclusions of second order with maximal monotone operator. Here we
introduce a notion of solution-tube (see definition 4.0.1) for those systems which
generalize the hypothesis given by Kandilakis and Papageorgiou in their results
contained in [37]. We generalize theirs results for the same boundary conditions,
and we obtain other existence results by considering other growth conditions.

Finally we consider differential inclusions of first order with monotone opera-
tors more general than those considered in the literature. Again we introduce a

notion of solution-tube which allows us to establish the existence of solutions.
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For the second order problem, our results rely on the Leray-Schauder degree
theory. For the first order problem, we apply Kakutani’s theorem in order to
obtain our result.

Key words : Systems of differential equation and inclusions, maximal
monotone operators, solution-tube, Leray-Schauder’s degree, Kakuta-

ni’s theorem, fixed points.
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INTRODUCTION

Nous présentons dans cette thése des résultats d’existence et de multipli-
cité (i.e pluralité) de solutions des systémes d’équations différentielles et des
résultats d’existence de solutions d’inclusions différentielles avec opérateurs mo-
notones. L’étude des systémes d’équations différentielles impose la connaissance
du nombre de solutions ou du nombre minimal de solutions : on veut savoir si le
systéme n’a pas de solutions, a une solution ou a plusieurs solutions et dans ce
cas, si on ne peut trouver le nombre précis de solutions, on veut trouver le nombre
minimal de solutions. D’ott 'importance des résultats de multiplicité (pluralité)
de solutions.

Le présent travail se compose en trois volets : multiplicité des solutions de sys-
témes d’équations différentielles, existence de solutions de systémes d’inclusions
différentielles de second ordre avec opérateur maximal monotone ; existence de so-
lutions de systémes d’inclusions différentielles du premier ordre avec un opérateur

maximal monotone et un opérateur multivoque.

0.1. MULTIPLICITE DE SOLUTIONS DE SYSTEMES D’EQUATIONS

DIFFERENTIELLES

Rappelons que par multiplicité de solutions d’un systéeme d’équations diffé-
rentielles, on entend 'existence de plusieurs solutions de ce systéme d’équations
différentielles pour les mémes conditions aux limites.

Dans cette partie nous traitons de I’existence et de la multiplicité de solutions

des systémes d’équations différentielles de la forme :



P

(3]

T'(t) = f(t, z(t), z'(1)) p.p-t €I,
x € BC,

(*)

oil f: IXxR?™ — R™ est une fonction de Carathéodory (voir définition 1.1.6) et ot

I:-[0,1], BC désigne les conditions aux limites de Sturm-Liouville ou périodiques :

Apz(0) — Foz'(0) = 7o,

(SL)
Arz(1) + iz’ (1) = 7y

(P)

ol pour i = 0 ou 1, A; est une matrice (n x n) telle qu’il existe a; > 0 tel que
(z, Aiz) > a;||z||? pour tout = dans R™, §; € {0,1} et ; + 3; > 0, 19, 71 € R™
L’existence et la multiplicité de solutions du probléme (*) ont été abordées
dans le passé par plusieurs auteurs par la méthode de sous et sur-solutions. Dans
ce qui suit, nous faisons un bref rappel de ces travaux et présentons notre contri-

bution.

0.1.1. Existence

La littérature sur P’existence de solutions du probléme (*) est volumineuse;
nous référons a [6, 8, 16, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 28, 31, 35, 36, 38, 39, 44,
47, 48] et les références qui y sont contenues.

Dans le cas scalaire (n = 1), beaucoup de résultats d’existence reliés a I’hy-

pothése de la forme suivante ont été obtenus :
zf(t,z,0) >0 pour |z|]=M. (0.1.1)

Cette hypothése a été généralisée par I'’hypothése de ’existence de sous et sur-
solutions suivantes :
il existe ¢ < ¢ € W2(I) tels que

¢"(t) = f(t, 6(2), ¢'(t)) et %" () < f(2,%(¢),4'(¢)) pour tout ¢ € I.

(0.1.2)

qui a conduit & plusieurs autres résultats.
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Dans le cas des systémes d’équations différentielles, en commencant par le
travail de Hartman [38], plusieurs résultats d’existence [6, 22, 35, 44], ont été

obtenus par la généralisation de I’hypothése (0.1.1) par

il existe une constante M > 0 telle que
(0.1.3)

(z, f(t,z,p)) + [Ip|l* > 0 pour ||z|| = M et (z,p) = 0.
L’hypothése (0.1.2) a aussi été généralisée aux systémes, mais dans un premier
temps sans grand succes. Voici I’hypothése de cette généralisation qu’on trouve
par exemple dans [8].
4
Il existe ¢ < 1 € W2L(I,R™) tels que,
¢;,I(t) Z f’i(ta L1y Ti-1, ¢1(t), Tit1," " 3 Tny P10 o7 Pi-1, ¢-Ii(t)7pi+17 s ',pn);
9 ";Z}:,(t) < f(ta Ty, '7zi—1:¢i(t))pl ' "7p‘i—17’¢)1{(t)7pi+17 te ';pn)

pour ¢;(t) < z; < Y;(t), —¢; < p; < ¢j pour tout j # 4,

et ¢ étant un vecteur quelconque vérifiant, [¢:(2)], [4:(¢)| < c:.
(0.1.4)

Au début des années 90, Frigon [26, 27] généralise les hypothéses (0.1.2) et
(0.1.3) simultanément aux systémes d’équations différentielles en introduisant la

notion de tube-solution suivante :

/

il existe v € WY1, R™), M € W21(I,R) tels que
(z —v(t), f(t, z,p) — " (1) + llp — V(I > M()M"(t) + (M'(2))*
§ p-p-t € Iet tout (z,p) € R™ tels que ||z — v(t)|| = M(t) (0.1.5)

et (x —v(t), p—v'(t)) = M{t)M'(¢t);

V'(t) = f(t, v(t), V'(t)) p.p.sur {te€l: M(t)=0}.

\
Elle apporta ainsi un grand progrés dans la résolution du probléme () dans le
cas des systémes d’équations différentielles ou 'existence d'une solution z de (*)
vérifiant ||z(t) — v(t)|| < M(t) est établie.

Il convient de rappeler que toutes ces hypothéses sont accompagnées d’autres

hypothéses qui sont reliées aux conditions initiales.



0.1.2. Multiplicité

Dans le cas scalaire, plusieurs résultats de multiplicité sont reliés aux hypo-
théses de sous et sur-solutions strictes suivantes (voir [16, 20, 25, 33, 39, 48)).

Dans le cas oti f est continue et ne depend pas de ', I’hypothése s’écrit :

il existe ¢ < ¥ € C?(I) tels que

¢ (t) > f(t,@(t)) et ¥"(t) < f(t,%(t)) pour tout t € I.

(0.1.6)

Dans le cas o la fonction f n’est pas continue, mais est de Carathéodory, 1'hy-
pothése précédente est insuffisante pour obtenir des résultats de multiplicité. On
retrouve dans la littérature essentiellement deux approches : la premiére impo-
sant des inégalités dans des intervalles contenant ¢ et 1 [16], la seconde approche
précisant les inégalités strictes [20, 33]. La seconde approche permet de considé-
rer des fonctions dépendant de z'. Voici d’abord des hypothéses correspondant a

cette premiére approche :

il existe ¢ < ¢ € W>H(I,R™) tels que

pour tout to € I, il existe

un voisinage Io de to , €0 > 0 tels que

j (0.1.7)
¢"'(t) > f(t,u) et ¥"(t) < f(t,v) pour tout t € o.

pour tous u et v tels que

| 6(to) S u < $(to) +eo et Ylto) 0 S VS W (to),
et lorsque la condition aux limites est de Dirichlet et I = [0, ) :
(

il existe ¢ < 9 € WAHI) tels que

¢ (t) > f(t,u) et P"(t) < f(t,v) pour tout t € I

pour tous u et v tels que (0.1.8)

"

#(t) < u < ¢(t) + €osint,

| %(t) — cosint < v < »(t).




Voici, maintenant une hypothése correspondant & la deuxiéme approche :
il existe ¢ < ¥ € W2(I) tels que
essinfier (¢ (t) + f(t, (1), #'(t)) > 0, (0.1.9)
esssup,e; (/1) + F(,%(), ¥'(1)) <.

Toutes les hypothéses ci-dessus sont reliées & d’autres hypothéses portant sur
les conditions aux limites.

Dans le cas des systémes d’équations différentielles, trés peu de résultats de
multiplicité existent dans la littérature. On note quelques résultats de multiplicité
faisant intervenir les propriétés d’élasticité, I’estimation du nombre de zéros des
composantes des solutions de la famille d'opérateurs associée et le théoréme de
continuation appliqué & la famille d’opérateurs associée, voir [14, 15, 49]. Mais
on ne trouve qu'un seul résultat [5] de multiplicité de solutions pour les systémes
de dimension 2 (n=2) avec les conditions de Dirichlet, relié¢ & la méthode de sous
et sur-solutions (0.1.4). Dans [5], Barutello, Cappietto et Habets montrent par
la méthode de sous et sur-solutions I'existence et la multiplicité des solutions du
probléme de Dirichlet suivant

w’(t) + sf(t,u(t)) =0 p.p. t €[0,7], (0.1.10)

u(0) = u(m);
ou f :[0,m] x R2 — R? est de Carathéodory, s € Ry. Ils prouvent le résultat
suivant :

il existe s € Ry tel que :

(a) pour tout s €]0, so[, (0.1.10) a au moins deuz solutions,
(b) pour s = so, (0.1.10) a au moins une solution,

(c) pour s > sg (0.1.10) n’a pas de solution.

Le vide qu’on observe en ce qui a trait aux résultats de multiplicité de solutions
des systémes d’équations différentielles par la méthode de sous et sur-solutions
ou de tube-solution, est di au fait qu’aucune hypothése dans le cas des sys-
témes, semblable aux hypothéses de sous et sur-solutions strictes formulées dans

le cas scalaire, n’a été formulée dans la littérature. En introduisant la notion de
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tube-solution strict, (voir définition 3.0.3) au chapitre 3, nous établissons les tous
premiers résultats de multiplicité des solutions de systémes d’équations différen-
tielles reliés aux hypothéses généralisant les hypothéses de sous et sur-solutions
strictes qu’on retrouve dans le cas scalaire. Ces premiers résultats de multipli-
cité et la notion de tube-solution strict sont un point de départ sur I’étude de
la multiplicité des systémes d’équations différentielles; sujet jusqu’ici peu traité
compte tenu de sa difficulté. Notons que dans le cas scalaire, si f est continue, la
notion de tube-solution strict contient la notion de sous et sur-solutions strictes
introduite par El Khattabi [20].

En supposant I'existence d’un tube-solution (vg, M) et de deux tubes-solutions

stricts (v;, M;), © € {1, 2} convenables, on montre que
(%) posséde au moins trois solutions distinctes.

11 convient de noter que contrairement au résultat de Barutello, Capietto et
Habets, notre résultat ne limite pas la dimension du systéme, i.e. qu’il est valide
dans R™ pour tout n.

En considérant différentes conditions de croissance sur f (Bernstein, Nagumo,
Nagumo-Wintner), on a pu établir plusieurs résultats de multiplicité (voir théo-
rémes 3.2.3 et 3.2.4).

Notons enfin que notre résultat dans le cas scalaire s’apparente a celui de

Henderson et Thompson [39] qui étudient la multiplicité du probléme

"(t) + f(t, z(t),2'(t)) =0
z(0) = z(1) =0,

(0.1.11)

et établissent le résultat de multiplicité suivant :

Théoréme 0.1.1. Soient f : I x R? — R continue et supposons qu’il existe
a1, ag € CY(I) deuz sous-solutions et By, Po € C'(I) deuz sur-solutions du

probléme précédent vérifiant :
(i) a1 < 0o < o
(1) a1 < By < Bo;

(iii) as £ Bu;
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(iv) st z est une solution de (0.1.11) telle que a;(t) < z(t) < [1(t) alors
ay(t) < z(t) < Bi(t);

(v) il eziste h € C([0,00[;]0,00[) et N > 0 tel que |f(t,z,p)| < h(|p|), pour

tout (t,z,p) € I x [a(t), B(t)] x R et fON ,sl(—‘is) > max § — min c.

Alors le probleme (0.1.11) a trois solutions distinctes Ty, To et x3 telles que

a1 Sz < B, Sz < fo, et x3 £ Br, 23 Z as.

Si s < h(s) p.p. s € [0,00[, alors notre résultat devient plus général (voir

corollaire 3.3.2).

0.2. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE AVEC OPE-

RATEUR MAXIMAL MONOTONE

Dans ce volet, nous étudions I’existence de solutions du probléme

z"(t) € Bz(t) + f(¢, z(t),z'(t)) p.p.tsur ],

(*)B
ze HBC

ot f:IxR™ — R"et B: dom(B) C R® — 2% est maximal monotone
et HBC désigne la condition périodique (P) ou la condition de Sturm-Liouville
homogeéne (SL) avec rg = r; = 0.

Dans le cas des systémes, le probléme (*)p a été étudié dans les années 1972

par Brezis [12] ou il montre l'existence et I’unicité de la solution du probléme

u’(t) € Bu(t), t>0,

w'(0) € 95(u(0) — a);

ou 07 est le sous-différentiel de j et a € D(B), B opérateur maximal monotone
défini dans un sous-ensemble d’un espace de Hilbert H. Ce probléme est repris
plus tard par Aftabizadeh et Pavel qui dans [1] étudient I'existence et 'unicité

de la solution des problémes aux limites suivants :



’

u"(t) + v/ (t) € Bu(t) + f(t) te[0,T]
ﬁ u(0) = u(T), (0.2.1)
Lw'(0) —u(T) € v(u(0));

r

u'(t) +u'(t) € Bu(t) + f(t) t€l0,T],
§ /(0) = v'(T), (0.2.2)

Lu(0) —u(T) € §(v'(0));
ou B, 7y, & sont des opérateurs maximaux monotones (possiblement multivoques)
de 'espace de Hilbert H; T > 0, f € L*([0,T), H).

Remarquons que la formulation du probléme (¥)p avec B maximal mono-
tone multivoque, incorpore le cas des systémes du second ordre avec un potentiel
convexe, étudié en détail par Mawhin et Willem dans [45] ot la fonction de po-
tentiel est non autonome mais dérivable. Le fait que B est multivoque contient
aussi les problémes avec un potentiel non différentiable. La formulation (x)p in-
clut aussi les inégalités variationnelles du second ordre qui sont trés utiles en
mécanique et ingénierie [voir [4] chapitre 6].

Mais c’est par les travaux de Papageorgiou et ses collaborateurs qu’on connait
des développements importants dans I’étude de I'existence de solutions de (*)g.

En 2000 dans [37], Halidas et Papageorgiou établissent l'existence de solutions

du probléme ()p avec des conditions aux limites plus générales suivantes

(CEI(O), _ml(l)) € W(I(O)a m(l))7

ot ¥ est un opérateur maximal monotone.

Dans [37] Halidas et Papageorgiou considérent les hypothéses suivantes :

(HIO) Pour presque tout ¢t € I et tous z.y € R*, on a

17t 2 )l < m(t el + (s Dyl

avec supoer<r () < mi() pp. t € I mu(t) € L*(I) et
SUPo<r<k V2(t: ) < M(t) PP T € I, mo(t) € L=(1)-
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(HI1) il existe M > 0 tel que si |\zo|| > M et (zo,y0) = 0, alors il existe > 0,

¢ > 0 tels que pour tout t € I, on a :
inf { (£(t,2,9),2) + |2l : llo = moll + ly = woll < 6 2 c,
(HI2) pour tout t € I et tout (z,y) € R* on a:

(f(t,z,9),2) > —allz]* = Bllzllllyll — c(&)liz|
avec o, 8> 0,c € LY(I,[0, 00).

Avec ces hypothéses, ils prouvent I’existence d’une solution z qui vérifie ||z|| < M.
Au chapitre quatre, on introduit la notion de tube-solution suivante du pro-
bléme (*)p qui nous permet d’appliquer un principe du maximum afin de montrer
qu’une solution z de (x)pg vérifie ||z(t) — v(t)|| < M(¢) :
(HI3) Nl existe (v, M) € W2L(I,R")xW21(I, [0, oo[) tels qu’il existe b € L (I, R")
tel que b(t) € Bu(t), p.p.t € I et

(x —v(t), f(t,2,p) + b(t) — 0" (1)) + lp — V' (@)> = M) M"(t) = (M'(2))* > O,
pour tout (z,p) € R®" et pour presque tout ¢ € I tels que
|z —v(@®)ll = M) et (z—v(t),p—2'(t)=MEM )

Cette hypothése généralise considérablement (HI1).
Remarque 0.2.1. Remarquons que si £ € W2!(I,R") est solution de (x)p alors
I’hypothése (HI3) entraine que
d? 2 2
& (ls) — w0 = M(1?) 2 0.
En effet
d? 9 9
2z (l2(®) = v@IF = M(1)*) =2((a(t) - v(8), 2" (£) - v"(2)))
+2(||2'(t) = V' (@) — M"(t) M(2) — M>(2)).

et comme z"(t) = f(t,z(t),z'(t)), en prenant p = z'(t), on obtient I'inéqualité
voulue.
Ainsi comme on le verra dans la preuve, par le principe du maximum, hy-

pothése (HI3) auquelle on ajoute des conditions aux limites sur (v, M), permet
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d’établir que pour tout =z € W2(I,R") solution de (x)p, on a ||z(t) — v(t)|| <
M(2).

Nous remplacons I’hypothése (HI0) par I'hypothése suivante :

(HI4) Pour tout r € L*(I,R™), il existe R € L*(I) tel que pour tous z,y €
LA(I) verifiant [[2(t)], Iyl < r(®) pp.t €1, ona|f(t (), y@) <
R(t)pp.tel.

Enfin nous généralisons ’hypothése de croissance (HI2) en considérant I’hypo-

thése de croissance suivante :

(HI5) 1l existe h € L*(Z, [0, 00) et k > 0 tels que
0 < (z, f(t,,p)) + Kllpll* + h(t).

On obtient ainsi avec ces hypothéses un résultat d’existence dans le cas des condi-
tions aux limites périodiques et de Sturm-Liouville homogéne. On établit que (*)5

a au moins une solution z qui vérifie
lo() — w(B)l| < M(t) pp. t€ L.

Par la suite, nous affaiblissons I’hypothése (HI0) en prenant f de Carathéo-

dory. En contrepartie des conditions de croissance plus fortes sont imposées a

f

0.3. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE AVEC OPE-

RATEUR MAXIMAL MONOTONE.

Au chapitre 5 nous établissons I’existence d’une solution de Iinclusion diffé-

rentielle

r'(t) € —Bz(t) + F(t,z(t)) pp.-t€l, )
z(0) = =(1);

oil F' est une fonction multivoque et B un opérateur monotone.
Dans [7], Benilan et Brezis établissent ’existence d'une solution de I’inclusion

f(t) € w(t) + Bu(t) pp-tel (0.3.1)

u € BC,
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ou BC désigne soit la condition de Dirichlet, soit la condition périodique, B est
un opérateur maximal monotone ou coercif. Par la suite dans son livre [10], Brezis
étudie en détail (0.3.1). En 1992 dans [43], Kandilakis et Papagiorgiou prouvent

I’existence de solution de 'inclusion suivante

—2'(t) € Op(t, z(t)) + F(t,z(t)), pp.-tel
z(0) = zo(1) € H,
ou H est un espace de Hilbert et dp est le sous-différentiel de p.

En considérant l'inclusion (*); avec F' multivoque et B maximal monotone,
nous considérons un probléme plus général. Nous introduisons une notion de tube-
solution associé au probléme (x);. En ce sens, nos hypothéses sont différentes de
celles de [10, 43] et nous permettent d’établir 'existence d’une solution de (*);.
Nous avons supposé que F' est semi-continue supérieurement & valeurs convexes,
compactes.

En terminant, disons quelques mots sur les démonstrations. Dans les chapitres
trois et quatre, nous utilisons la théorie du degré topologique de Leray-Schauder
alors qu’au chapitre cing, le résultat établi découle du théoréme de point fixe de
Kakutani. Notre démarche s’articule sur la méthode de la majoration a priori
des solutions. A cette fin, le chapitre deux qui est plus technique, traite de la

majoration a priori des dérivées des solutions de la famille des systémes
z"(t) € Bz(t) + Af(t, z(t), 2'(t)) + 9(t, z(t),\) pp.tel,
x € BC;

ot Ael, f: IxR™ - R" g: I xR?™ x I — R", fonctions de Carathéodory,
et B : dom(B) C R® — 2R" opérateur maximal monotone.
Nous commencons par fixer quelques notations et rappeler quelques résultats

utiles.



P

Chapitre 1

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

1.1. NOTATIONS ET RAPPELS

Pour A C R, p(A) désigne la mesure de Lebesgue de A. Si E est un espace
topologique et Q C E, int(Q), 8Q , Q et cof) désignent respectivement 1'intérieur,
la frontiére, la fermeture et ’enveloppe convexe de 2. Si (E, || - ||) est un espace
normé, z € B, A C E et r > 0, la boule ouverte centrée en z de rayon 7 est notée

par B(z,) alors que
B(A,r)= U B(z, 7).

Si E et F sont deux espaces topologiques et f : E — F, on dit que f est

compacte si f(E) est compact. Si E est un espace normé, nous disons que f est

complétement continue si f(B) est compact pour tout B sous-ensemble borné de
E.
Dans cette thése, dans le cas ot cela ne préte pas a confusion, nous notons
I :=[0,1], et nous considérerons les espaces suivants :
-C(I,R*) ={z: I - R™: z est continue} muni de la norme usuelle notée
[l lo -
- Co(I,R™) = {z € C(I,R™) : z(0) = 0}.
- C*(I,R™) = {z : I — R™: z est contintiment différentiable jusqu’a
ordre £} muni de la norme ||z||;. = max{||z|o, [|z'llo . - -, [|z® |0}
- CE(I,R™) = {z € C*(I,R™) : z € BC}, ou BC désigne les conditions aux

limites qui seront considérées plus loin.
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- L¥(I,R™) est I’espace des fonctions mesurables z telles que ||z||* est inté-
grable, muni de la norme usuelle ||-|| .+, et quand il n’y aura pas de confusion,
I - I+ sera noté || - ||

- WEP(ILR™) = {z € C*(I,R") : z¥) € LP(I,R™)} est P’espace de Sobo-
lev des fonctions z € C*¥ 1(I,R") dont la dérivée d’ordre k au sens des
distributions est dans LP(I,R"). Cet espace est muni de la norme usuelle

ke = Z ”-'17 ”p

0<5<k
- WEP(I,R™) = Wh?(I,R™) N CL(I,R™)
Pour & > 0, on définit L. : C(I,R™) — Co(I,R™) par

12
L(2)(t) = 2/(£) — 2/(0) — 5/ 2(s) ds. (11.1)
0
Pour € convenablement choisi, L. sera un opérateur linéaire inversible.

Définition 1.1.1. On dit qu’une fonction F : C*(I,R™) — L*(I,R™) est intégra-

blement bornée s'il existe une fonction intégrable h € L'(I, R™) telle que

|F(z)(®)|| < h(t) p.p.telettout z € CHI,R™).

A F : CHI,R*) — LYI,R"), on associe l'opérateur Np : C*(I,R") —
Co(I,R™) défini par

Lemme 1.1.2. Si F : C*(I,R") — L(I,R") est une fonction continue et intégra-
blement bornée sur les ensembles bornés alors l'opérateur associé Ng est continu

et complétement continu.

Le lecteur intéressé pourra trouver une démonstration de ce résultat dans [36].
Les résultats suivants seront utilisés dans ce qui suit, pour la majoration a priori

des solutions. Le lecteur intéressé pourra trouver les démonstrations respective-

ment dans [46], [28], [30].
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Lemme 1.1.3. Soit z : I — R™ une fonction absolument continue et E un

sous-ensemble négligeable de R™ (i.e. p(E) = 0). Alors

p({tel:z(t) e E eta'(t)#0})=0.

Lemme 1.1.4. (Principe du maximum) Soit u € W>!(I,R) et & = 0. Sup-

posons qu'une des propriétés suivantes est satisfaite

(i) w'(t) —eu(t) >0 p.p.t€I; agu(0)—bou'(0) <0, aru(1l) + b/ (1) <0,
ot a;, b; > 0, max{a;,b;} > 0, max{ao,a1,e} > 0,7 € {0,1};

(i) u"(t) — eu(t) > 0 p.p. t € I ; £ > 0, w(0) = u(l), (1) —u'(0) £0;

(iii) w"(t) — eu(t) > 0 p.p.t € [0, ta] U [ta, 1]; € > 0, u(0) = u(l), (1) -
w/(0) <0 et u(t) <0 pour tout t € [t1, to].

Alors u(t) < 0 pour tout t € I.

Lemme 1.1.5. (Régle de changement de variables dans une intégrale)
Soit f € Whi[a,b] telle que f(t) € [c,d] pour tout t € [a,b] et soit g : [c,d] — R
mesurable au sens de Borel telle que g € L[c,d] et g(f)f' € L*[a,b]. Alors

f(b) b
/ g(s) ds = / () F(t) dt.
f a

(a)
Définition 1.1.6. On dit qu'une fonction f: [ x R™ — R™ est LP-Carathéodory
si
(i) pour tout = € R™, la fonction ¢ — f(t,z) est mesurable;
(i) la fonction z — f(t, ) est continue p.p. t € I;

(iii) pour tout k > 0, il existe hx € LP(I,R) telle que || f(¢,z)l < hi(t) pour
tout = tel que ||z]| < ket p.p.t€ L.

Sip = 1, on dit tout simplement que f est de Carathéodory.

Nous énoncons aussi les deux lemmes suivants qui nous seront utiles au cha-

pitre 5. Le lecteur intéressé trouvera la démonstration dans (11, 40].
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Lemme 1.1.7. 51 E est un espace de Hilbert, F' un espace topologique f : E —
F continue, et si pour toute suite T, — x faiblement, f(z,) — f(z) alors f
est complétement continue. Si de plus f est linéaire, il y a équivalence entre f

complétement continue et pour toute suite , — z faiblement, f(z,) — f(z).

Lemme 1.1.8. Si X est un espace de Banach réflexif et si {yn} est une suite de
points de X qui converge faiblement vers y, alors il eziste une suite {v,} telle que

Up, € CO{Un, Yns1 - - - -} qui converge fortement vers y dans X.

1.2. DEGRE DE LERAY-SCHAUDER

Nous utiliserons dans ce travail la théorie du degré qui nous permettra d’établir
I’existence de solutions.

Rappelons d’abord que la notion générale du degré topologique pour une
application entre des variétés orientées de dimension finie fut introduite pour la
premiére fois par Brouwer en 1912. Il en donna quelques propriétés et les utilisa
pour établir les questions telles que 'invariance de domaine dans R™. Par la suite
en 1927, Schauder élargie la notion aux applications de la forme T' = I — F avec
F compacte définie sur un domaine compact convexe d’un espace de Banach. Ce
qui permit d’utiliser cette notion pour établir les résultats d’existence de solutions
d’équations différentielles. Cette théorie jouera un role clé dans les preuves de nos
résultats. En dehors de la définition analytique du degré topologique, cette notion
peut étre définie de fagon axiomatique de la facon suivante.

Soient E un espace de Banach et U C E un ouvert borné. On note Kou(U, E)
I’ensemble des applications F' : U — E continues et compactes sans point fixe sur
la frontiére, CK(U) I'ensemble des applications T : U — E tellesque T =1 — F
o F € Koy(U,E). AT € CK(U), on associe un entier noté d(7T, U, 0) appelé
degré de T sur U, et vérifiant les propriétés suivantes (pour plus de détails, le

lecteur pourra consulter {18, 34, 50]) :

(1) (existence) Si d(T,U,0) # 0 alors il existe z € U tel que T'(z) = 0.
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(2) (normalisation) Sic € E et T = I —c, alors

1 si ceU,
d(T,U,0) =

0 sinon.
(3) (invariance par homotopie) Si H : U x [0,1] — E est une fonction continue
et compacte telle que z # H(x, ) pour tout z € 9U et tout A € [0, 1] et si
T : Ux[0,1] — E est définie par T'(z, \) = z— H(z, A), alors 'application
A — d(T(-,2),U,0) est constante.

(4) (excision) Si V C U est un ouvert tel que T'(z) # 0 pour tout = € U\V
alors d(T, U, 0) = d(T,V,0).

(5) (addition) Si Uy, Us C U sont des ouverts disjoints tels que U = U, U U,
et T(x) 5 0 pour tout z € OU; U 9Us, alors

d(T,U,0) = d(T, Uy, 0) + d(T, Uy, 0).

1.3. FONCTIONS MULTIVOQUES

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats de la théorie des fonctions
multivoques.

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [2, 9]. Soient X un espace
normé, Y un espace vectoriel topologiqueet G : X — 2Y une fonction multivoque
a valeurs fermées non vides.

Définition 1.3.1. On dira que

(1) G est mesurable si {z € X : G(z)N A # 0} est mesurable pour tout fermé
ACY.

(2) G est semi-continue supérieurement (s.c.s.) si {z € X : G(z) NA # 0} est

fermé pour tout fermé A C Y.

(3) G est compacte si G(X) = |J,cx G(z) est relativement compact, et G est

complétement continue si pour tout A C X borné, G(A) est compact.

Théoréme 1.3.2. Soit Z un espace topologique F' : X — 2Y une application
s.c.s. a valeurs compactes et g 1 Y — Z une application continue et complétement

continue, alors go F est s.c.s. et complétement continue.
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Théoréme 1.3.3. Soit F': X — 2Y une application multivogue & valeurs com-
pactes. Alors F est s.c.s. si et seulement si pour toute suite {z,} convergeant vers

T et toute suite {yn} telle que y, € F(z,), il existe y € F(z) et une sous-suite

{Un, } telle que yn, — .

Théoréme 1.3.4. Si F, G : X — 2V sont deuz fonctions s.c.s. & valeurs

compactes, alors F+ G : X — 2Y est s.c.s.

Théoréme  1.3.5. (Théoréme de sélection de Kuratowski
Ryll-Nardzewski ). Si X est un espace de Banach séparable et F : | —
2% une application multivoque mesurable, alors il existe une fonction mesurable

f I — X telle que f(t) € F(t) p.p. t € 1.

Théoréme 1.3.6. (Théoréme de Kakutani.) Soit X un espace normé et C C
X sous-ensemble conveze et F' : C — 2 une fonction multivogue s.c.s., compacte
et & valeurs convezes compactes, alors F a un point fize, c’est-a-dire qu’il eziste

z € C tel que z € F(z).

1.4, OPERATEURS MONOTONES

Nous rappelons dans ce paragraphe quelques notions et résultats concernant
les opérateurs maximaux monotones multivoques. Les résultats démontrés sont
ceux qui ont été modifiés et adaptés a nos besoins.

Historiquement la notion d’opérateur maximal monotone multivoque fut in-
troduite pour la premiére fois en 1961 par Minty qui établit la proposition 1.4.8.

Cette notion joue un réle essentiel dans la mesure o

(i) une théorie cohérente des semi-groupes de contractions non linéaires fait

nécessairement intervenir des opérateurs maximaux monotones multivoques ;

(ii) certains problémes aux limites non linéaires (en particulier les inéqualités
variationnelles ol interviennent des fonctions convexes non différentiables)
peuvent étre formulées trés commodément en termes d’équations multi-

voques ou interviennent des opérateurs monotones multivoques.

Pour plus de détails, consulter [10, 40, 50.
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Soit H un espace de Hilbert, par (-,-) on désigne le produit scalaire dans H

et par (H,o(H, H)), I'espace H muni de la topologie faible.

Définition 1.4.1. Soit B : dom(B) C H — 2¥ un opérateur multivoque, o

dom(B) = {z € H : B(z) # 0}.

(1) B est dit monotone si pour tout z,y € dom(B),{z* —y*,z —y) > 0 dés
que z* € B(z) et y* € B(y).

(2) Un opérateur monotone pour lequel I'inégalité (z* — y*,z —y) > 0 pour
tout (y,y*) € GrB entraine (z,z*) € GrB est dit mazimal monotone. Ici

GrB désigne le graphe de Bie. GrB = {(y,y*) € H x H : y* € B(y)}.

De cette définition, on voit que B est maximal monotone si et seulement si
son graphe est maximal par rapport & l'inclusion dans I’ensemble des graphes des

applications monotones i.e. si B’ monotone et GrB C GrB' alors B = B'.

Proposition 1.4.2. Soit B : dom(B) C¢ H — 2H un opérateur multivoque.
Si B est mazimal monotone alors pour tout z € dom(B), B(z) est convere et

fermé; et l’ensemble GrB est fermé dans (H, Il - ||) X (H,O‘(H, H)) et dans
(H,0(H, H)) x (H, |- ).

Proposition 1.4.3. Soit H un espace de Hilbert, B : H — 2H un opérateur
mazimal monotone, localement borné, alors B est semi-continue supérieurement
de H muni de la toplogie forte dans H muni de la topologie faible, a valeurs

convezes, compactes pour la topologie faible.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 1.4.2, B(z) est convexe et fermé
pour tout =z dans H. Montrons que B est semi-continue supérieurement. Soit
C C H un faiblement fermé de H et B~(C) = {z € H : B(z)NC # 0}, montrons
que B~(C) est fortement fermé. Soit donc {z,} C B~(C) une suite telle que
z, — , montrons que z € B~(C). Puisque z, converge, il existe M; tel que

|z.|| < M. Soient y, € B(z,) NC et

M, = sup || B(B(0, My)) || := sup{|ly|l : v € B(z) avec ||z|| < M},
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on a {ly.|| £ Ma; donc y, — y faiblement 3 une sous-suite prés. L’opérateur B
étant monotone, on a (Yn — Ym, Tn — Trm) > 0 pour tout m,n € N. En faisant
tendre m & l'infini, & la limite on a (y, — y,z, — z) > 0, pour tout n € N. Soit
donc (v,u) € GrB et par la monotonicité de B, on a (v—1y,,u—z,) > 0 pour tout
n dans N, et & la limite on a (v —y,u ~ z) > 0. Ceci étant vrai pour tout couple
(v,u) dans GrB; on conclut en vertu de la maximalité de B que y € B(z). Comme
yn € C et C étant faiblement fermé, on conclut que y € C. Donc y € B(z) N C
et par conséquent z € B~(C).

L’opérateur B étant & valeurs convexes, fermées pour la topologie de H et

localement borné, B est & valeurs compactes pour la topologie faible de H. [

Proposition 1.4.4. Soit B: H — H. Si B est monotone continue, alors B est

mazimale monotone.

Donnons maintenant un critére de surjectivité des opérateurs monotones.

Définition 1.4.5. Une application B : dom(B) € H — 2 est dite faiblement

coercive, si inf{||z*|| : z* € B(z)} — o0, quand ||z|| — oo, = € dom(B).

Proposition 1.4.6. Une application mazimale monotone faiblement coercive
B : dom(B) € H — 2 est surjective, i.e. Im(B) := J,cxB(z) = H. En
particulier une application univoque monotone, continue et faiblement coercive,

B : H — H est surjective.

Soit B : dom(B) C H — 2¥ une application maximale monotone et A > 0.

On définit les opérateurs bien connus suivants :

Jy=({I+2B)™! (la résolvante de B),

1
By = X(I —Jy) (I'approximation de Yosida de B),

ot (I+AB)~! désigne la réciproque de I+ AB pour la composition d’applications.

Proposition 1.4.7. Soit B : dom(B) C H — 27 une application mazimale

monotone. Pour tout A > 0, dom(J,) = dom(B,) = H, J et B sont univogues,
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Jy est non-ezpansif, By est monotone et Bi(z) € B(Jx(z)) pourtoutz € H, By

est lipschitzien de constante de Lipschitz 5.

Proposition 1.4.8. Soit B : dom(B) C H — 2 un opérateur monotone. Alors

les trois propositions sutvantes sont équivalentes :
(1) B est mazimal monotone,
(2) B est monotone et Im(B +1)=H,

(8) pour tout A >0, Jx est non ezpansif.

Rappelons quelques résultats concernant la, somme de deux opérateurs maxi-

maux.

Lemme 1.4.9. Soient B : dom(B) ¢ H — 2%, C : dom(C) C H — 2 deuz
opérateurs mazimauz monotones. Si int(domB) N dom(C) # 0, alors B+ C est

un opérateur mazimal monotone.

Lemme 1.4.10. Soit B : dom(B) C H — 2 un opérateur mazimal monotone et
C : H — H un opérateur monotone lipschitzien. Alors B + C est mazimal mo-

notone.

Soient B, C deux opérateurs maximaux monotones et A > 0. Comme C) est
monotone lipschitzien en vertu de la proposition 1.4.7, par le lemme 1.4.10 et la
proposition 1.4.8, Im(I + B 4+ Cy) = H. Soit donc y € H, il existe z tel que

y € zy + Bz + Chzy. Considérons la famille {z} >0

Lemme 1.4.11. Si B : dom(B) ¢ H — 2% et C : dom(C) C H — 2fl sont
des opérateurs monotones mazimauz, les deuz propositions suivantes sont équi-

valentes :
(1) y € Im(I+B+C),

(2) la famille {Cxz\}s>0 est bornée lorsque A — 0, ot T est tel que y €
zy + Bz + Chzi.
Si l'une des propriétés précédentes est vérifiée, alors Ty — T, (Cazy) — g €

Cz N {y — = — Bz}, lorsque A — 0, ol = est solution deyez+ Bz +Crz.
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Nous allons prouver quelques résultats auxiliaires qui nous permettrons d’éta~
blir les preuves des résultats d’existence.

Soit G : dom(G) C R?™ — 2%*" un opérateur maximal monotone . Posons
W5* = {z € W**(I,R") : (¢'(0), —2(1)) € G((0), z(1))},
et définissons
L. w2 C I*(I,R") - L¥I,R") par L(z)=—z".

Proposition 1.4.12. L’application L définie ci-dessus est mazimale monotone,

si (0,0) € G(0,0).

DEMONSTRATION. Il est évident que I est monotone. Pour montrer la maximalité
de L, en vertu de la proposition 1.4.8, il nous suffit de montrer que / m(./i +1I)=
L2(I,R™). Pour cela, soit h € L*(I,R™), v, w € R™ et considérons le probléme

suivant :

—z"(t) + z(t) = h(t) p-p- sur I, .

(1.4.1)
z(0) = v, z(1) = w.

Il est bien connu que (1.4.1) a une solution unique z € W 22(I,R™) : voir par

exemple [11]. On la note 6(v, w).
Soit p: R? — R* défini par p(v,w) = (—6(v,w)'(0), 8(v,w) (1))

Montrons que p est monotone. Pour cela, soient z = 6(v, w) et z; = O(vy, w1).

En appliquant l'identité de Green, et en tenant compte de (1.4.1) on a

(oo, ) — plon, wr), (0 =3, — w1

— —((0) ~ £4(0), v —w)ae + (1) — (1), w— W

- [(@o -0, 20 - Ao+ [ @0 -, «0 - e
= |l&' — i3 + [l — 2[5 2 0.

D’ot 1a monotonie de p.
Montrons que p est continue. Soient v, — v et w, — w dans R™. Notons

Tn = O(un, w,) et T = O(v,w). Posons (u(t) = (1 —t)o, +iwn, n 2 1 et soit
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Yn = Tn — (n- On 2

—ya(t) +yalt) = h(t) = Ga(t) pp-sur I,
yn(0) =0, yn(1) = 0.

En appliquant le produit scalaire avec yn(t) et en intégrant sur I, on obtient

/0 L (8), (D)t + / lyalt)2dt = / (hE) = Co(8), ynl(t)) .

En appliquant I'intégration par partie au pr emier membre et I'inégalité de Schwarz
g

au second, on obtient :

94113 + llwall3 < (Ipll2 + k1)llyalla - pour un £y >0,

ceci entraine que {Yn}n>1 C W12(I,R™) est bornée, donc {7, }n>1 est bornée
dans Wb2(I,R"). En combinant cecl avec (1.4.1), on obtient que {Tn}n>1 est
bornée dans W>2(I,R™). Donc en passant & une sous-suite si nécessaire, on peut
supposer que T, — & faiblement dans W22(I,R™) quand n — oo. L’injection de
W22(I,R*) dans C*(I, R") étant compacte, on a T, — # dans C*(I,R™). Puisque
—z! 4+, = h, on obtient que {1/} nen converge vers g; on vérifie facilement que
g = 2" et on obtient —3" + & = h et #(0) = v, £(1) = w. Donc = = f(v,w) = z.
Nous avons donc prouvé que z, — z dans C*(I,R"). Par la définition de p, il
s’ensuit que p est continue.

Montrons que p est faiblement coercive. Pour cela, il suffit de montrer que

llo(v, w)l| > Kl (v, w)l| = [|All2

pour tout (v,w) € R¥" avec k > 0. Soit donc (v,w) € R*\(0, 0),

{p(v,w), (v, w))Re

llo(v, w)ll =

Il (v, )l
_ (6, w)' (1), w)re — {8(v, w)'(0), V)~
[l(v, w)
_ Jo (6, w)"(®), (v, w) ()t + 18(v, w)'l
(v, )
_ 116w, w3 + 16w, w)'lls - Jo (h(2), 6(v, w)(®))dt
(v, )l

> 16, w) I3 + 16(v, w)'lI3 = |2 [l2[16 (v, w)ll2
(v, )
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2 160, w)iE5 — [[All2l16(v, w)lh,2
- cltf(v, )12

= (160, w2~ I]2)
> (e, Wl - [Ill.).

car I'inclusion Wh2(I) — C(I) est continue et ||(v, w)|| = 1(6(0), 6(1))||- Donc

I(eCo, )l 2 &(ll (v, )] = ||All2).

Ce qui prouve que p est faiblement coercive. Comme p est monotone, continue et
faiblement coercive, il résulte des propositions 1.4.4 et 1.4.6 que c’est une appli-
cation maximale monotone et Im(p) = R™. Posons x(v,w) = G(v, w) + plv, w).
Puisque G et p sont maximales monotones et dom(p) = R?", x est maximale
monotone en vertu du lemme 1.4.9. De plus puisque p est maximale monotone
faiblement coercive, G' est maximale monotone et (0,0) € G(0,0), il en résulte
que x est faiblement coercive et donc surjective en vertu de la proposition 1.4.6.

On peut donc trouver (v, w) € R*" tel que (0,0) € x(v, w). Donc
(6(v, w)'(0), =0(v, w)'(1)) € G(8(v, w)(0), 6(v, w)(1)).

I s’ensuit que pour z = O(v,w) € W5?, L(z) + = h. Puisque h € L*(I,R™) est
arbitraire, on déduit que Im(L + I) = L*(I,R™), ce qui implique la maximalité
de fz 0

Etant donnée un opérateur monotone B sur un domaine de H, il est possible
de le prolonger en un opérateur monotone défini dans l'espace L*(I, H). Cest ce

qui fait 'objet du lemme ci-dessous.
Définition 1.4.13. Soit B : dom(B) ¢ H — 2¥. On définit
B: dom(B) c L*(I, H) — 2F*@.H)
par v € B(u) si et seulement si v € L*(I,H) et v(t) € Bu(t) p.p. sur I.

Lemme 1.4.14. $i B: dom(B) C H — 25 est un opérateur mazimal mono-
tone, alors B : dom(B) C LX(I, H) — 2P*0.H) défini plus haut est un opérateur

mazimal monotone.
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Soit maintenant B : dom(B) C R™ — 2% un opérateur maximal monotone
et B : dom(B) C L*(I, R*) — 2L*(I®) Popérateur maximal monotone introduit
a la définition 1.4.13 ci-dessus.

Soit

K =L+ B: dom(K) C L*(I,R") — 2L* @R,

On obtient le résultat suivant.

Proposition 1.4.15. Soient G : dom(G) C R*™ — 2% ¢t B : dom(B) C
R™ — 2% deuz opérateurs mazimauz monotones tels que (0,0) € G(0,0), 0 €
B(0), et (Ba(a),a’) + (Ba(b),b") > 0 pour tous (a,b) € dom(G), (a’, ') € G(a,b)

et tout A > 0. Alors K est un opérateur mazimal monotone .

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 1.4.8, il suffit de montrer que L+

B+1 est surjective. Pour cela, soit h € L?(I,R™), on considére le probléme suivant

—z"(t) + Baz(t) + z(t) = h(t) p.p. sur I,

(1.4.3)
(='(0), —2'(1)) € G(z(0),z(1)).

Soit B, I’approximation de Yosida de B introduit plus haut. On sait que B, est
aussi Popérateur de Niemytzki correspondant & By, i.e. (Byz)(-) = Byz(+). Donc
le probléme (1.4.3) est équivalent & 1’équation fonctionnelle suivante (L + By +
I)(z) = h. Puisqu’en vertu de la proposition 1.4.4, By est univoque, monotone,
lipschitzien, donc maximal monotone, le lemme 1.4.10 implique que L + By est
maximal monotone. Il découle de la proposition 1.4.8 que L+ By +1 est surjective.
Donc il existe z € dom(L) N dom(B,) solution du probléme (1.4.3). En prenant
le produit scalaire de (1.4.3) avec Byz(t) et en intégrant sur I, on a
1

/0 (—2"(t), Brz(t))dt + | Byz|l2 + / (z(t), Bya(t)))dt (1.4.4)

- /0 h(e), Bra(t)dt.

Puisque B) : R®™ — R" est lipschitzienne, elle est différentiable au sens de Gateaux
sur R™\E, (voir [23]) ou E est de mesure de Lebesgue nulle dans R™. Par [ [17],
théorémes 2.1 et 3.1 pp. 154 et 167], B, est aussi différentiable au sens de Fréchet
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sur R™\E. Puisque B) est monotone, pour tout = € R*\E et y € R" et s €]o, 1],

on a
Bi(z + sy) — Bx(z)
s

(

Donc en laissant tendre s — 0, on a (DBx(z)y, y) > 0. Puisque z € C*(I, R™),

, ¥) > 0.

en appliquant le théoréme de la dérivation composée on a

%B}\(l‘(t)) = DB)(z(t))z'(t) p.p. surl.

En utilisant la lipschitzité de By, il ressort que d%B,\ (z) est intégrable. En utilisant

intégration par parties et ’hypothése sur B, on a :
/0 1(—:3"(1:), Byz(t))dt (1.4.5)
= [ @O ZEE0)ds+ @(0), Bua(0) - (1), Bra(1)
> [, ShEo)a
=/0 (z'(t), DBx(z(t))x'(t))dt > 0.

Aussi de la monotonicité de By, on a

/0 (at), Baz(®))dt > 0. (1.4.6)
En combinant, (1.4.4), (1.4.5) et (1.4.6), on obtient
1Bazll3 < lIlall Bazllo.
Donc
1Bx(2)]l2 < IRl

Ce qui précéde est également vrai pour tout A > 0, puisque z dépend de A,
notons le z,. Il s’ensuit que {B,\x,\} x>0 est bornée dans LZ2(I,R").
Par le lemme 1.4.11, il s’ensuit que h € I'm(L + B + I). Puisque h € L2(1, R™)
est arbitraire, on a que Im(L+ B+1) = L*(I, R™) et par conséquent on conclut

que K = L + B est maximal monotone. O

Considérons maintenant l'opérateur

Sp=:jo(K+I)7": dom(S)) C L*(I, R") — domL NdomB — CY(I, R™).



Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.4.16. Soient G : dom(G) C R** — 28" et B: dom(B) C R* —
2R" des opérateurs mazimauz monotones tels que (0,0) € G(0,0) , 0 € B(0), et
(Bx(a), a') + (Bx(b), b'Y > 0 pour tous (a,b) € dom(G), (a',b') € G(a,b) et tout
A > 0. Alors, S;: dom(S;) C L*(I,R™) — CY(I,R™) est complétement continu;
de méme Sy = i0 Sy : dom(Sy) C L*(I,R™) — W12(I,R") est complétement

continu, ot i est linclusion continue de C'(I,R™) dans WH?(I,R™).

DEMONSTRATION. Parce que L*(I, R™) est un espace de Hilbert, c’est suffisant de
montrer que si y, — y faiblement dans L2(I,R™), S;(y,) — Si(y) dans C1(I,R™).
Soient donc z, = Si(yn), n > 1, et £ = Si(y). Donc yn = Tn + Un, U €
K(z,),n>1.0na

/0 (). Ta(t))dt = ||z4]2 + /0 (Un(t). o (2))dt. (1.4.7)

Mais u,, = ﬁ(a:,,,) + Gn. Gn € B(a:n), n > 1. Il s’ensuit que

1 1 1
/O (tn(2), 2 (8)) dt = / (—(£), za(t)) it + / (9a (1), 2a (1)) .

En intégrant par parties et en tenant compte de la maximalité de G, on a
fol(—x;i(t),mn(t))dt > ||z.||? et puisque 0 € B(0) et B monotone, on a
fol (gn(t), zo(t))dt > 0. 1l s’ensuit que

/0 (un(t), T (t))dt > ||2'||3. (1.4.8)

En utilisant (1.4.7) et (1.4.8), on obtient

zall3 + 122112 < llynll2llzall2,

il s’ensuit que {z,}.>; est bornée dans W12(I,R"). Puisque linjection

WL(I,R*) C L?*(I,R") est compacte, en passant & une sous-suite si néces-
saire, on peut supposer que T, — z faiblement dans W2(I,R") et z, — T
dans L*(I,R") quand n — oo. Pour tout n > 1, (zTp,yn) € Gr(K + I) et
K + I est maximal monotone dans L*(I,R™). Donc son graphe est fermé dans
<L2(I._ R™), U(L2(I,]R”),L2(I,R"))) x (LQ(I, R™), || - ||2> en vertu de la proposi-
tion 1.4.2 . Par conséquent, on a (z,y) € Gr(K + I). De plus, pour tout n > 1,
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Y = L(Tn) + gn + T, avec g, € B(z,), n > 1. Soit ), (A > 0) 'unique solution
de équation y, = L(z})) + Ba(z}) + z. Par le lemme 1.4.11, B)(z}) — g, €
B(z,)N{y~z— L(z,)} dans L2(I,R") quand A — 0. De plus par la preuve de la
proposition 1.4.15, on sait que || By(z2)]l2 < ||ynll2 pour tout A > 0 et pour tout
n > 1. Donc ||Ba(z))||2 < sup|lyall = My < 0o pour tout A\ > Oetn > 1. 11

s’ensuit que pour tout n > 1, l|g.]lo < M;. Puisque
—Z5,(t) + gn(t) + zn(t) = ¥o(t) p.p.sur I,

il s’ensuit que {z,},>1 est bornée dans W?22(I,R"). Puisque l’injection de
W22(I,R™) dans C'(I,R™) est compacte, il existe une sous-suite encore no-
tée {z,}n>0 telle que z, — z faiblement dans W22(I,R") et z, — z dans
C(I,R™); donc aussi dans Wh2(I,R™). De plus parce que {gn}n>1 C L3(I,R")
est bornée, on a g, — g faiblement dans L2(I,R™) & une sous-suite prés. On a

(Tn,gn) € GrB qui est fermé dans
(PR, 11) x (20, R, o(Z(1, R™), L3(1,R™)),

car B est maximal monotone. Il s’ensuit que (z,g) € GrB. Donc, & la limite, on a
y=—z"+g+zavec g € B(z) et (z/(0), /(1)) € G(z(0), z(1)) (puisque z, — z
dans C'(I,R™), et GrG C R*" est fermé). Donc Sy(z,) — Si(z) dans C*(I,R?)
et Sy(zn) — Sa(z) dans W12(I,R™). O

Remarque 1.4.17. Examinons maintenant ce que devient ’hypothése du théo-
réme précédent : pour tout (a,b) € dom(G), tout (a',V') € G(a,b) et tout X > 0
on a (Bx(a),a’) + (Bx(b),b') > 0, pour les différents opérateurs G qui retiendront
notre attention dans cette thése et ce que devient aussi I'ensemble W22,

1" cas : Conditions périodiques.

Soit G : R?™ — 2R™ défini par

0 i b,
Glabh) = si a#

{(a",V)eR*™ :a'’ = -t}  sinon.
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Ainsi, G est maximal monotone, dom(G) = {(a,b) € R* : a = b} et (0,0) €
G(0,0). Pour (a’,—a') € G(a,a), on a toujours (Bi(a), @'y + (B(a), —a’) = 0 et

dans ce cas :
Wa? = {z € W*¥(I,R") =(0) = z(1), £'(0) = 2'(1)}-
2¢ cas : Condition de Neumann.

Si G(a,b) = (0,0), (a',b') € G(a,b) équivaut & o' = b = 0 et notre

condition est toujours satisfaite. Dans ce cas :
W2? = {z e W¥(I,R"): 7'(0) = 2'(1) = 0}.
3¢ cas : Condition de Dirichlet homogeéne.
Si

0 st (a,b) # (0,0),
R™ s (a,b) = (0,0),

G(a,b) =

dom(G) = {(0,0)}, et G est maximal monotone. L’hypothése devient
(Bx(0), ') + (Bx(0),0) = 0,

pour tout (a’.b') € R?™, X > 0. Ceci est toujours vrai car B,(0) = 0. Dans ce

cas :
W2? = {z € W**(I,R") : z(0) = z(1) = 0}.

4¢ cas : Condition de Sturm-Liouville homogéne avec fo = 51 = 1.

Si G(a,b) = (Aoa, A1d), avec Ay, A; : R® — R linéaires et (Aiz,z) >
a;||z||?, a; > 0; i =0, 1, alors G est maximal monotone faiblement coercive et

la condition sur B devient :
(Ba(a), Aqa) + (Ba(b), A1b) = 0,
pour tout (a, b) € R*™, A > 0. Dans ce cas

W22 = {z € W2(I,R") : Apz(0) —2'(0) =0, Ayz(1) +2'(1) = 0}.
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5 cas : Condition de Sturm-Liouville homogéne avec y = 1 et §; = 0, (resp.

Bo=0,p=1).

L’autre cas de figure qui concerne notre étude est le suivant : G(a,b) =
(Apa, 0), (resp. G(a,b) = (O,Alb)). L’hypothése dans ce cas devient : pour tout
A>0

(Bx(a), Aoa) >0, pour tout a € R”

(resp. (Bx(b), A1b) > 0, pour tout b € R").
Donc on obtient en définitive
W3 = {z € W (I,R™) : Aoz(0) —2'(0) =0, (1) = 0}

(resp. Wt ={z e W(I,R") : £'(0) =0, Az(1) +2'(1) = 0})



Chapitre 2

MAJORATION A PRIORI DES DERIVEES DES
SOLUTIONS D’INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES AVEC UN OPERATEUR
MONOTONE

L’idée principale qui a conduit & la construction d’hypothéses dans ce cha-
pitre est la majoration & priori des dérivées d’éventuelles solutions de I’inclusion
différentielle. Les conditions de croissance permettent d’obtenir la majoration a
priori des dérivées des solutions. Cette majoration a pour but de construire des
domaines ouverts dans lesquels appartiennent les supposées solutions de notre
inclusion différentielle. L’application de la théorie du degré sur ces domaines et &
des opérateurs judicieusement choisis permet d’exhiber des points fixes qui sont
solutions de 'inclusion différentielle .

La plupart des résultats de majoration de ce chapitre sont des généralisations
au cas des inclusions différentielles dont la partie multivoque est un opérateur
maximal monotone, des résultats qu’on trouve dans la littérature dans le cas des
équations et systémes d’équations différentielles.

Ces conditions de croissance considérées dans ce chapitre sont celles qui seront

imposées aux chapitres 3 et 4.

2.1. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats techniques qui traitent de la

majoration a priori de la dérivée des solutions d’inclusions différentielles du second
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ordre dont le terme multivoque est un opérateur maximal monotone. Considérons

le probléme :

z'(t) € Bz(t) + Af(t, z(¢), 2'(t)) + g(t, z(t), ) pp-tel, (%)
* )2
z € BC,
ot A€, f:IXxR™ =R g:IxR*xI— R" B:dom(B) C R* — 2}
est monotone avec 0 € B(0) et BC désigne les conditions aux limites de Sturm-

Liouville ou périodiques :

A()IE(O) - ,8033/(0) =To,

(SL)
All‘(l) + ,6156,(1) =T

(0) = (1), »)
2(0) = 2/(1);

ol pour ¢ = 0 ou 1, A; est une matrice (n x n) telle qu'il existe a; > 0 tel que
(z, A;z) > oy||z||* pour tout z dans R™, B; € {0,1} et a; + B; > 0. Une solution
de (%) est une fonction z € W2'(I,R") vérifiant (*),. Dans ce qui suit, nous
nous intéresserons 4 la majoration a priori de la dérivée des solutions z de (x)y.

Dans toute la suite, pour (v, M) € C(I,R") x C(I, [0, oo[), on note
T(v, M) ={z € C(I,R") tel que ||z(t) —v(t)|| < M(t) pour toutt € I},

et on suppose les hypothéses suivantes :

(H2.1) L’opérateur B : dom(B) C R®™ — 2R” est monotone, borné sur les bornés
de R™ et 0 € B(0).

(H2.2) La fonction f: I x R*™ — R" est une fonction de Carathéodory.
(H2.3) La fonction g : I X R™ x I — R™ est une fonction de Carathéodory.

Lorsque les hypothéses (H2.1) et (H2.3) ont lieu, pour (v, M) € C(I,R") x
C(I, 0, oo]) fixé, on peut poser

L = sup{||z||, z € B(B(0, My))}; (2.1.1)
et on peut trouver [ € L(I) tel que

llg(t, z, \)|| < 1(t) p.p.te€l,etpourtout z € B(B(0,M)), (2.1.2)



ou
My = |[vllo + || Mllo.

Ces notations seront utilisées dans la suite de ce chapitre.

2.2. MAJORATION A PRIORI DE LA DERIVEE DES SOLUTIONS DE
(¥)x DANS L2(I,R™).
Dans cette section, nous donnons un résultat de majoration a priori de la
dérivée des solutions de (*)y dans L*(I,R™).

Théoréme 2.2.1. Soit (v, M) € C(I,R*) x C(I,[0,00]). Supposons que BC
désigne (P) ou (SL) avec (1 — B;)r;M (i) = 0 pour i = 0,1 et que sont satisfaites
les hypothéses (H2.1) — (H2.3) et

(H2.4) il existe une constante k € [0, 1] et une fonction h € LY(I) telles que pour
presque tout t € I et tout (z,p) € R* tels que |lz —v(t)]| < M(t), on a

0 < (z, f(t,z,p) + Kllpll® + A(2).

Alors il eziste une constante K telle que toute solution x de (x)x pour X € I tel
que = € T (v, M) vérifie

7'z < K.
DEMONSTRATION. Soit z une solution de (x) pour A € I telle que z € T'(v, M).
Alors il existe zg € L'(I,R") tel que p.p. t € I, z5(t) € Bz(t) et
2'(t) = zp(t) + Af(t, z(t), 2'(t) + g(t, z(t), A).
Par hypothése (H2.1) on obtient
(&"(t), (1)) = Ma(t), F(t,2(2), (1)) + (2(B), 9(t, 2(8), X))
et
Iz ($)]12 < ~Ma(), £(t,2(t), 2/ (1)) — (2(t), 9(t, =(2), \)) + (=(2), ='(2))'-

En tenant compte de 'hypothése (H2.4), on obtient

(1= Rzl < (2'(1), (1)) — (='(0), 2(0)) + [|A[ls —/O (z(t), g(t, z(2), A))dt.
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Par I’hypothése sur les conditions aux limites, il existe ko tel que

(2'(1), 2(1)) — («/(0),2(0)) < ko,

[N

1.

[\]

et par ( ), on a
(1= Bl ze < Bo -+ IAflzs + i,
et on obtient ’existence d’'un K > 0 tel que
lz'l|z2 < K

pour tout z solution de (*),. D’ou le théoréme. O

Remarque 2.2.2. Il ressort de la preuve de ce théoréme qu’il reste vrai méme

si dans I’hypothése (H2.1), on ne suppose pas que B est borné sur les bornés de
R™.

2.3. MAJORATION A PRIORI DE LA DERIVEE DES SOLUTIONS DE

(%) DANS L1

Dans cette section, notre objectif est de trouver des hypothéses permettant
de trouver des constantes ¢ > 0 et K > 0 telles que min{||z'(¢)|| : t € I} < c et

|z'}lz: < K pour toute solution z de (%),.

Théoréme 2.3.1. Soit (v, M) € C(I,R™) x C(I,[0,00[). On suppose (H2.1) —
(H2.3) et

(H2.5) il eziste une constante a > 0 et h € L(I) tels que pour tout (z,p) € R>"
tel que ||z —v(t)|| < M(t), on a

17t 2, ) < 2a((z, £(t, 2, p)) + [|pI*) + (t)-

Alors il eziste des constantes ¢ > 0 et K > 0 telles que pour toute solution x de

(%)x dans T(v, M) pour A€ I, on a

min{||2'(t)||:t €I} <c et |2|p < K.
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DEMONSTRATION. Soit z solution de (%), pour A € I, telle que z € T'(v, M). 1l
existe zp € L'(I,R™) tel que p.p. t € I, zp(t) € Bz(t) et

T"(t) = zp(t) + M (¢, z(t), 2'(t)) + g(t, z(t), A). (2.3.1)

En utilisant cette égalité et la relation suivante,

z(t + %) —z(t) - m'ét) = /t §(t + —;— —s)z(s)ds 0

A
[
IA

on obtient ’égalité suivante

z'(t)
2

(SN

=z(t+ =) —z(t) — /tt+§(t + % — 8)(zp(s) + A f(s,z(s),2'(s))ds

t+% 1
- / (t+ 5 5)g(s,z(s), \)ds.
¢ 2
Par (2.1.1) et (2.1.2), il s’ensuit que

()]l
2

H—% 1
<2My+ L+ / (t+ 5 s)l(s)ds
. 2

I\ / Y4 7 s)F (s, a(5), 2/ () ds.

Par '’hypothése (H2.5), il résulte que

[E2QI
2

t+35 1
<2Mi+ L+ |l + Za/t (t+ 5 s)(z(s), Af(s,z(s),2'(s)))ds

t+% 1 'l.+§ 1
+ 2a/ (t+ 5~ s)||z'(s)||°ds +/ (t+ 5~ s)h(s)ds.
t i t
De I’égalité (2.3.1), il découle que
'@

2

t+é— 1
<M+ Lo 4l + 2 [ (64 5= <)o)
ARG
t+% 1
20 [ (04 5 - 9)als), ()~ as(s))ds
A

t+3
P
_% / (t+ = - 5){a(s), gls,a(s), \)ds.
t e
Par (H2.1), on obtient

' ()l
2

1

2

t4-
1 o
<2My+ L+ |||l + [l + 2a/ (t+5 =9l (s)lIds
t
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+2a [+ 5 =) (@6, 20 - 1(5) )

t+3 1
- 2a/ (t+5— s)(z(s), g(s,z(s),\))ds
L s
<2Mi+ L+ Uz + Al
t+% 1 2\
o [ (@645 - )P dt + aMlil
t 3
=2My + L+ {|llzr + [[Rlz:
0 T
+a(lae+ DI - el - T 4 aps
alll 2v/
<on 1+ W2y 4 g +l|h||L1+aM2——(||$( Y.

P4

En posant K; = 4M; + 2aM? + 2L + 2(Mja + 1)||l]|z2 + 2||A||z:, on conclut que

1
o'l < K1 = a(llz@)P), 0<t<s. (2.3.2)
Par le méme raisonnement et de la relation
1. ='(t) ¢ 1 " 1
_ — )= = — — - <t<
z(t) — z(t 2) 5 /t~%(t+ 5 s)x"(s), 5 S t<1,
on obtient
1

Iz’ @l < K +a(llz@?), 5 <t<1 (2.3.3)

En prenant ¢ = 1 et en additionnant (2.3.2) et (2.3.3), il découle que

1

||:1:'(5)|| < 2K;. (2.3.4)

Finalement en combinant (2.3.2) et (2.3.3), et en intégrant, on arrive & l'in-

égalité suivante

||z < / (s ds+ [ 12(s)l| ds

1
SKH—CL/
0

= Ky +a(lz(0)]? - 2l=( )2+ l=(O)I°)

< K +2M2,

(SR

(l=()I7Y d8+a/ (l=()I%)"ds

d’ot I'existence d’un K > 0 tel que ||2]|;1 < K. O
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Remarque 2.3.2. Dans le théoréme suivant, nous supposons une hypothése ga-
rantissant I'existence d’une borne pour min{||z’(¢)|| : ¢ € I'}. Toutefois une borne
dans L' des dérivées ne sera obtenue que sur des intervalles appropriés. Enoncons

d’abord un lemme obtenu par Frigon [27].

Lemme 2.3.3. Soient l;,l, € L*(I), by, bs,b3 > 0,by > 0. Si z € W2(I,R")
satisfait pour presque tout t € {s € I : ||z'(s)|| > b3},

(i) ((t), 2"() + | @I _ («(2), 2" (1)) (= (t), 2'(t))
I (@)1l [l (2)I°

2 bi[lZ' (@O = bal(z(2), &'(t))] - L (),

) @2 0) + IO (@0, ) ), #(0)
(i) e (= ol

(z(t), z'(t))* ! _
+m > bo|(z(t), 2'(8))] — la(t),

alors il existe Ki(||zllo) tel que pour tout intervalle [t, ta] sur lequel ||z’ (t)|| > bs,

on a
12 2t 22 < K1 (llzllo)-
De plus il eziste t € I tel que ||z'(t)|| < maz(bs, K1(]|z|o)).

Ce lemme nous conduit naturellement au théoréme suivant qui adapte un

résultat de Frigon ([27], Lemme 3.3 ) & nos besoins.

Théoréme 2.3.4. Soit (v, M) € C(I,R™)xC(I, [0, oo[). Suppons (H2.1)—(H?2.3)

et

(H2.6) il existe b,c1,co > 0,¢5 > 0, hy, he € LY(I) tels que pour presque toutt € I
et tout (z,p) € R™ avec ||z — v(t)|| < M (), |lp|| > b, on a

(i) (@, f(t,2,p) +1Ipl? _ {p, F(t.2,p))(z, D)
2 lIpI®

2 allpll - esl{z, p)| = ha(t),
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() “l‘“(<$(t)’ ft,z,p) + ||p||2) (p, f(t,x,p))<:1:,p))) N (.’Il,p)z

2l - Ipif? Il llp

2> ¢o(z,p)| — ha(t).

Alors il existe des constantes ¢, K > 0 telles que pour toute solution = de ()

dans T(v, M) pour A€ I, on a
min{||z'(¢)|| : t € I} < e,

et
||$'||L1([t1,t2]) <K,

pour tout intervalle [ty,to] sur lequel ||/ (t)|| > b.

DEMONSTRATION. Soit = solution du probléme (%), telle que z € T(v, M). 1l
existe g € L*(I,R™) tel que p.p. t € I, zp(t) € Bx(t) et

2'(t) = zB(t) + Af (¢, 2(1), 2'(1)) + 9(2,2(1), 7' (2)).

Montrons qu'il existe ¢j,ch > 0, ¢, l1, l» € L*(I) tels que pour presque tout
te{sel:|z(s)] >0b}:
(@(t), ") + llz"(I°  {='(t), 2" (£)){z(t), =’ (2))
|z’ (&) [l (@)1
> ¢ [lZ' ()] — e5l(z(t), 2" ()] — Li(2),

et

(0. ZE) + PO @O, @0 |, ), @)
I (== POr ) O]

Posons

[l @) [l (®)]I°
Onapp.te{sel:|z'(s)] > b} que

(z(t), z5(t) + M (1, 2(t), 2'(£)) + g(t, 2(2), A)) + |’ ()|
[0l

I(t) = (2(t), 2" (&) + =’ _ (@'(¥), 2" (1)) (=(t), ¥'(2))

I(t) =
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({2 (), zB(t) + M (¢, 2(t), /(1)) + g(t, 2(2), A) (= (1), 2'(2))

EOLE
(lihasl®) | @O,3sO)NETB) |y
E0] I +@= N0l
(w(t), £(t,2(8), 2 (9)) + @)
) EL0]]
(0,70, 20 a0, 0)
EIOE
(a0, 20),0) @Otz ®.N), o
T ) EIO RS

Cette égalité, (2.1.1), (2.1.2) combinés avec (H2.6)(¢), implique que

) > _M;L

+ (1 =Nz @Ol + Aeallz' (D)l

et 2 en] - e (r) — 2 le@llat 3, NI
e (2(6) 5 ()] = M(®) = 2 S

ML

-3+l B - cslfa(®), 2 O]~ ha() ~ .

Z_.

2M;1(t)
b

En posant ¢, = min{cy, 1}, 7y (t) = & + hi(t) + , on obtient

I(t) > ¢ |l ()] — eal(z(2), &' (1) = P (D). (2.3.5)

D’autre part, p.p. t € {s € :]|z'(s)|| > b},

(o(),2/(1))?
=) + 1S

EZC )ILHUC( ) + (1= NIz Oz

+z0) (W”ﬁifggff)’ W W)“i 620 0, ().

De P'hypothése (H2.6)(74), il découle que
(w(t), 2/(1))?
le®ITE) + f Tz

> —Mf(-L—Jrf—l@) + (1= A+ o) |((8), ' (£))] — Ra(D).
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En posant
L+ 21t
ch =min{cy, 1} et hy(t) = M} <+Tl()) + ha(t),
il revient que

@O.ZOF o e
I=(0II00) + et 2 (0, /(0)] - kate). (236)

De (2.3.5), (2.3.6) et par le lemme 2.3.3, on arrive & la conclusion de notre théo-

réme. ™

2.4. MAJORATION A PRIORI DE LA DERIVEE DES SOLUTIONS DE
(*)» DANS C(I,R™).

Dans cette section, nous établissons des résultats qui nous donnent la majora-
tion a priori de la dérivée des solutions de (), dans C(I, R™). Le premier résultat

traite le cas ol f vérifie une condition de type Wintner.

Théoréme 2.4.1. Soient (v, M) € C(I,R"*) x C(I,[0,0]) et ¢ > 0. Supposons
(H2.1) — (H2.3); supposons aussi qu’il eziste v € LY(I,[0,00]) et ¢ : [0, co[—

[1,00[ mesurable au sens de Borel telles que

() N f &z, o)l < v@)ollpll), p-p t € I, pour tous p, z € R™ tels que
|z —v(®)]] < M(2),

(ii) [ 25 > C 0d C = |yllge + Uz + L.

Alors 1l existe K > 0 tel que tout z € T'(v, M) solution de (), (pour un certain
A € I)telle que min{||z'(¢)|| : t € [} < ¢ vérifie ||Z'(t)]| < K pour toutte I.

DEMONSTRATION. Soit K > 0 tel que [/ 8

llz'(t1)]| > K, il existe to € I tel que ||z'(to)]] = ¢ et [|z'(¢)|| > ¢ pour tout ¢

> C. Sl existe t; € I tel que

entre o et ¢;. Sans perte de généralité, supposons que tp < ¢;. Or z € T'(v, M)
est solution de (x)y, donc p.p. ¢ € [to, 1],

('(t), =" (2))

O =

et

I2" @I < lz" @I < llzp@I + I fE 2(@), 'O + llg(t, z(E), Ml
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< L+ [ly@lgdllz"@) + 1@l

Il s’ensuit que
S 0] A
w SUlz' @)~

D’autre part, par le lemme 1.1.5 et par hypothése,

ty Nt =)l K
|z’ (t)]] dt=/ ds S ds > C
|

w SUlz' @) wo) H(8) T Jeo 9(s)

ce qui est contradictoire. O

Dans le résultat suivant, f vérifie une condition de croissance combinant des

conditions de type Nagumo et de type Wintner.

Théoréme 2.4.2. Soient (v, M) € C(I,R*) x C(I,[0, co[) et des constantes b >
0,c,C > 0. Supposons (H2.1) — (H2.3) et
(H2.7) il eziste ¢ : [0, 00— [0, 00] mesurable au sens de Borel et v € L'(I) tels

que

(i) pour tout d >0, [;° ¢(‘Z“)lirs = 00,

(4i) pour presque toutt € I et tout (z,p) € R tels que ||z—v(t)|| < M(t)

[(p, £t 2, D) < S(llpl)(lIpll +~(2))-

Alors il eziste K > 0 tel que ||z']|o < K pour toute solution z € W>'(I,R™) de
(%) telle que z € T'(v, M), min{||2’(¢)|| : t € I'} < ¢ et ||2'||p1pty,19) < C pour tout
intervalle [t1, 2] tel que ||z'(t)]| > b sur [t1,1a].

DEMONSTRATION. Soit z solution de (*), telle que z € T'(v, M). Il existe zp €
LY(I,R™) tel que p.p. t € I, zp(t) € Bz(t) et

z'(t) = zp(t) + f(t, 2(t), 2'(2)) + 9 (¢, z(2), A).

Posons d = max{c, b}. Soit K > d tel que

K
sds
C+L+|! 1
| 25> O+ B+ s+l

ot L et [ sont donnés en (2.1.1) et (2.1.2) respectivement. Si max{||z'(t)| : t €
I} > K, alors 'hypothése min{||z'(¢)|| : t € I} < cimplique qu’il existe £;, to € I
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tels que ||z (t1)|| = d, ||z'(ts)|| = K et d < ||'(t)]| < K entre #; et t,. Sans perte
de généralité, on peut supposer que t; < tp. Comme z est solution de (x),, on a

' @l @) = (&(2), =" () < | (2), " (1)
(@ (), 28 () + A (1, 2(8), 2'(2)) + gk, =()))]
< (IOl +2) sl @) + Il O + 1))
< ('@l + a2’ @) (I O +7() + L +1(2))

1l s’ensuit donc que

”x Wm)W®

D’autre part, par le lemme 1.1.5 et par le choix de C, on a

lz' @)= | dt ="zl 5 g sds
/¢||93 Ol + =@l /uztl)ud) /¢

>C+ L+ Ul + [17llzs;

ce qui est contradictoire. Donc on a

llz'llo £ K.

Remarque 2.4.3. Intuitivement

||f(t,:17,p)|| ( ) (”p” avec f ¢ s) = o0

est une hypothése qui signifie que f satisfait une condition de croissance un peu
plus générale que linéaire. Cette hypothése est généralisée par une condition de

croissance un peu plus générale que quadratique suivante

£, 2] < Al + () aves [ ==

Pour prendre une condition de croissance plus générale, il y a un prix & payer
qui correspond aux autres hypothéses que nous avons imposées. Ces hypothéses

permettent intuivement d’obtenir une borne a priori de ||z’|| dans L*
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Corollaire 2.4.4. Soit (v, M) € C(I,R") x C(I, [0, c0[). Supposons que les hy-
pothéses (H2.1) — (H2.4), (H2.7) et BC = (P) ou (SL) avec (1 — Bi)ri M (i) =
0, ¢ = 0,1, sont satisfaites. Alors il eziste une constante K telle que toute solution
z de (*)», vérifie

lz'llo < K.

Corollaire 2.4.5. Soit (v, M) € C(I,R") x C(I, [0, (). Supposons que les hy-
pothéses (H2.1) — (H2.3) et (H2.7) sont satisfaites. Supposons de plus que l'une
des hypotheéses (H2.5) ou (H2.6) est satisfaite. Alors il existe une constante K

telle que toute solution z de (%)) vérifie
lz'llo < K.

Remarque 2.4.6. Les résultats précédents restent vrais si 4 la place de 'hypo-

thése (H2.6) on supposait

(H2.6)’ il existe k,0,y > 0,m > 0, hy, hy € L}(I), tels que pour presque tout t € I
et tout (z,p) € R*™ avec ||z — v(t)|| < M(t),|lp — v'(¢)]| > k, on a

(1) (513 — U(t)v f(t,x,p) + b(t) — ’U”(t)) + ”p - ’Ul(t)”2

llp = v (@)
_{p = v'(®), f(t,z,p) + b(t) — v"(8))(z — (t),p = v'(£))
lp —v'(@)I1°

> 6llp — o/ (t)]| - ml(z — v(t),p - /()]

(mIb—vﬁmﬂﬂﬂ—v@Lﬂt%m+ﬁF%—W@»+Hp—U@W%
lp —v'(t)
_llz ~ v@ll(p — V(). £t 7,p) + b(t) — " () (z — v(t),p — v'(£)))

lp =o' (®)]*
{z—v(t),p—v'(1))?
lz = v@)|lllp —v'(2)]]
> 7(z —v(t),p — /()] — ha(t).

Cette hypothése est une généralisation au cas des inclusions différentielles avec
opérateurs monotones de I’hypothése donnée par Frigon au cas des systémes dif-

férentiels. Pour plus de détails, voir [27].



Chapitre 3

MULTIPLICITE DE SOLUTIONS DE
SYSTEMES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Dans ce chapitre, nous établissons des théorémes de multiplicité des systémes
d’équations du second ordre avec conditions aux limites. Soit f : I x R2* — R"

une fonction de Carathéodory. Nous considérons ici le probléme

z"(t) = f(t,z(¢), ' (¢)) pp-tel,

(*)
x € BC,

ot BC désigne les conditions aux limites de Sturm-Liouville, ou périodiques :

Aoz(0) — oz’ (0) = o, (SL)
Arz(l) + B’ (1) = ry;
z(0) = z(1), (P)

2'(0) = z'(1);

ot pour ¢ = 0 ou 1, A4; est une matrice (n x n) telle qu'il existe o;; > 0 tel que
(z, Aiz) > a;|z||* pour tout z dans R™, §; € {0,1} et a; + 3; > 0.

L’existence et la multiplicité découlera de la théorie du degré. Pour ce faire
nous devrons & partir de cette équation lui associer une famille de problémes &
laquelle nous associeront une homotopie compacte sur les ensembles bornés. Nous
devrons alors établir I’existence d’un ouvert borné tel que ’homotopie est sans

points fixes sur la frontiére. Pour obtenir cet ensemble borné, nous allons établir la
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majoration a priori d’éventuelles solutions de la famille de problémes. Les notions
de tube-solution et tube-solution strict dont nous allons donner ci-dessous les
définitions, seront les conditions qui permettront d’obtenir la majoration a priori
d’éventuelles solutions .

Rappelons la définition introduite dans [26].

Définition 3.0.1. (Tube-solution) Soient v € W2!(I, R*), M € W*!(I, R).
On dit que (v, M) est un tube-solution de (*) si
(i) (& —v(t), f(t,2,9) =" () + lp =V O 2 MEM" () + (M'())°
p.p. t € I et tout (z,p) € R* tels que |lz —v(t)|| = M(t) et
(¢ —o(t), p—2'(t) = M()M'(t),
(i) v (t) = f(t,v(t),v'(t)) p.p. sur {t € [0,1] : M(t) = 0},
(iii) si BC = (SL) alors |iro — (Aov(0) — Bov' ()| < aoM(0) — BoM'(0),
1 — (A(1) + B/ ()| < arM(1) + BiM'(1); et st BC = (P), alors
M(0) = M(1), v(0) = v(1), [l'(0) —v' (V|| < M'(1) - M'(0).
Remarque 3.0.2. Comme nous le verrons, la condition de tube-solution permet

d’appliquer le principe du maximum afin de montrer que si z est solution de (%),

alors pour tout ¢ € J on a:

llz(t) — vl < M(2).

En effet si z est solution de (x), de la condition (i) de la définition, on obtient

pour presque tout ¢t € I que
dQ

- (ll2(8) = v @) - M(t)*) > 0.

Introduisons la définition de tube-solution strict.
Définition 3.0.3. (Tube-solution strict). Un couple (v, M) € W»!(I,R") x
W2L(I,R) est un tube-solution strict de (x) si :

(i) pour tout t € I, M(t) > 0;

(ii) pour tout t € I, il existee > 0 et O C I un voisinage de t tels que

I'(t,z,p) > 0 p. p. t € O et pour tout (z,p) € B(A;,¢€); ol

A= {(z, p) €R™ : [z —v(t)]| = M (D), (z —v(t), p—v'(t)) = MM (D)},
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L(t, 2, p) = (z = v(t), f(t,2,p) =" () + lp — V@) |* — M(t)M"(t) — (M'(£))*;

(ili) si BC = (SL), alors |[ro — (Aov(0) — Bov'(0)|| < oM (0) — Bol’(0),
l|lm1—(A1v(1)+ 610" (1)) < a1 M(1)+p, M'(1); st BC = (P), alors M(0) =
M(1), v(0) = v(1), [[/(0) — v'(1)|| < M'(1) — M'(0).

Remarque 3.0.4. On remarque que si (0, M) est un tube-solution de (*) avec
M > 0 étant constant, alors (z, f(¢,z,p)) + |[pll*> > 0 p.p. ¢t € I et pour tout
(z,p) € R* avec ||z|| = M et (z,p) = 0. Cette condition a été utilisée par

plusieurs auteurs, mentionnons [6, 22, 38, 47|.

Remarque 3.0.5. On remarque aussi que dans le cas scalaire, si (v, M) est
tube-solution de (*), alors & = v — M et 8 = v + M sont respectivement sous et

sur-solutions de (*) et réciproquement.

Remarque 3.0.6. Si, comme il a été supposé dans [20], ¢ < 9 sont respecti-
vement sous et sur-solutions strictes de (*) au sens de El Khattabi et pour tous

R>0,ete >0,il existe 6 > 0 tel que p.p.t €1,

£t z,p) = f(t,y,q)|| < €

des que ||(z,p) — (y,9)|| < ¢ et (z,p), (v,q) € B(0, R), alors (22, L=2) est tube

solution-strict de ().

Pour (v, M) € C(I,R™) x C(I, [0, ool), notons

T(v, M) ={z € C(I,R") : ||lz(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € I}.  (3.0.1)

3.1. THEOREME D’EXISTENCE ET DE MULTIPLICITE AVEC DES CONDI-

TIONS AUX LIMITES DE STURM-LIOUVILLE.

Nous considérons le probléme (x) avec BC' = (SL) et max{fp, f1} > 0. Nous

imposons les hypothéses suivantes :
(H3.1) La fonction f:I x R?™ — R™ est de Carathéodory.
(H3.2) Il existe (vg, M) un tube-solution de ().

(H3.3) 1l existe (v, M), (va, Ms) deux tubes-solutions stricts de (%) tels que
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(i) T(vi, M;) C T(wo, Mp), pour ¢ € {1,2},
(ll) T(vl, Ml) N T('Ug, Mg) = @

(H3.4) 11 existe v € L'(Z, [0, 00) et ¢ : [0,00[— [1,00[ une fonction mesurable

au sens de Borel tels que

(@) £tz p)ll < ¥()e(llpll) -p. t € I et pour tout (z,p) € R*",
(ii) pour tout ¢ >0

*® ds

c w=

Théoréme 3.1.1. Soit BC la condition auz limites (SL) avec max{fo, (1} >
0. Sous les hypothéses (H3.1) — (H3.4), le probléme (x) posséde au moins trois
solutions distinctes z;, i=0,1,2. De plus, z; € T'(v;, M;) et z; & T(v;, M;), 4 #
j,t=0,1,2 7=1, 2.

La preuve de ce théoréme est basée sur la théorie du degré. Elle consiste a
définir & partir de la fonction f et des tube-solutions (v;, M;), ¢ = 0, 1,2, des
familles de systémes d’équations associées ((*)f‘v Mp)rer- On montre que les so-
lutions de ((*)E\m a,))xer sont bornées a priori. Ce qui nous permet de construire
des ouverts U;, ¢ = 0,1, 2 dans lesquels se trouvent les solutions de ((*)f‘v My )AED
si elles existent.

La théorie du degré nous permet enfin d’établir 'existence de solutions dis-
tinctes de (*)%W, My 0 =01, 2, qui sont aussi des solutions distinctes de (*). La
preuve de ce théoréme étant longue, elle découlera d’une suite de lemmes. Pour
cela, introduisons les notations suivantes. Soit € > 0 qui sera fixé plus loin. Pour
Xelet (v, M) € W2Y(I,R") x W*(1,[0, 0of), on définit f(’},’M) I xR - R”
par

,

M £(1,5,5) — e3) —e(1=Aolt)  si lle—v(t)]| > M(2)

+(1- ||;\ﬁ{;((?)||)( ')+ Iva((?)ll( v(t)))

f()'l‘J,M)(t’xup) = 4

+H1 = ") + 2 (z - v(2)) sinon.
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) M(t) .
F = lt) b e - o),
o o (=), p = V() 2 — ()
P o= o (0 -2 ) (p=aan)
et on pose
M"(t)

0 (x—v(t))=0 pp.te{tel: M) =0}

Considérons maintenant la famille de problémes suivants

z''(t) — ex(t) = f(’},’M)(t,:I:(t),:r’(t)) pp.-tel

(*)(AU,M)
z e BC

Les lemmes suivants permettent d’obtenir une majoration a priori des solutions.

Enongons d’abord ce résultat qui a été établi dans [27].

Lemme 3.1.2. Soit f : I x R*™ — R™ une fonction de Carathéodory. Si (v, M)
est un tube-solution de (x), A € I et si = est une solution de (*)E\U,M), alors

lz(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € I.

Dans le lemme suivant ’hypothése de tube-solution strict nous permet d’ob-

tenir 'inégalité stricte dans 'inégalité du lemme précédent.

Lemme 3.1.3. Soit f : I x R*™ — R™ une fonction de Carathéodory . Supposons
que (v, M) est un tube-solution strict de (x). Si z € T(v, M) est une solution de

(%) alors

lz(t) — v(®)|| < M(t) pour toutt € I.

DEMONSTRATION. Définissons w(t) = ||z(t) — v(t)]|> — M (¢)2.

En supposant I'existence d’un tube-solution (vg, Mp) et de tubes-solutions
stricts (vi, M;), i € {1,2} tels que T'(v;, M;) C T(vo, My), i =1, 2 et T(vy, M) N
T(vq, My) = 0 ol

T(v, M) = {z € C(I,R") tel que ||z(t) — v(t)|| < M(t) pour tout t € I},

on montre que
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(x) posséde au moins trois solutions distinctes z;, 1 € {0, 1,2}

qut vérifient z; € T'(v;, M;) et z; ¢ T(v;, M;) i # jet 1 € {0,1,2}, j € {1,2}.
1 cas: te{0,1}.
Vérifions d’abord que ||z(t) — v(t)|| < M(¢) pour ¢t € {0, 1}.

Si BC = (P), alors [|z(0) — v(0)]| < M(0) si et seulement si ||z(1) — v(1)| <
M(1). En supposant que ||z(0)—v(0)|| = M(0), on déduit que w(0) = w(1), w'(0) <
0 et /(1) > 0. Du fait que (v, M) est un tube-solution strict, on obtient

(2(1) — o(1),2'(1) = /(1)) — (z(0) — v(0),z'(0) — '(0))
= (2(1) —v(1),v'(0) — v'(1))
< lz(1) = v(W)[lllv"(1) = ' (0)]
< M()M'(1) — M(0)M'(0).

ce qui implique que w'(1) < w'(0), ce qui est contradictoire.
Si BC = (SL), supposons que [|z(0) — v(0)|| = M(0). On a w(0) = 0 et

w'(0) < 0. Puisque (v, M) est un tube-solution strict,
aollz(0) — v(0)|1* < (Ao(z(0) — v(0)), z(0) — (0))

= (ro — (Aov(0) — Bor'(0)), z(0) — v(0))

+ Fo(z'(0) — '(0), z(0) —v(0))

< (oM (0) — BoM'(0)) M(0) + Bo(z'(0) — v'(0), z(0) — v(0)).

D’oil

0= aow(0) < o((a'(0) = (0), 2(0) ~(0)) — M'(0)M(0) = L (0) <

contradiction. De fagon similaire, on montre que ||z(1) — v(1)]| < M(1).
2eme  cas: t€]0,1] .
Montrons que {t € ]0, 1[: ||z(t) —v(t)|| = M (¢)} = 0. Si ce n’est pas le cas, compte

tenu de la premiére étape,

t = inf{t € I : |z(t) — v(t)]| = M)} €]0,1],
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et donc w(t;) = 0 et w'(t;) = 0, car w atteint un minimum en ¢;. Puisque (v, M)
est un tube-solution strict de (), il existe &; > 0 et O; C I voisinage de t; tels

que

L(ty:p) = (y — v(t), f(t,y,p) = 0"(t)) + lp ~ V(O = M(E)M"(t) = M'(t)* > 0
p.p. t € Oy et pour tout (y,p) € B(A;,, 1), ol

Ay ={(y,p) € R : ly—w(t)l| = M(t1), (y—v(t1),p— (1)) = M(t2) M'(t1)}.

Remarquons que (z(t1),z'(t1)) € Ay,. Fixons Og C O; un voisinage de t; tel que
(z(t),2'(t)) € B(As,e1) pour tout t € Op. Par ailleurs, il existe to € Og tel que

to < t1 et w'(to) > 0, sinon ¢a contredirait la minimalité de ;. Ainsi

0> %(w’(tl) W/ (k)

t1
/ w"(s)ds
to

= [ {@= o020 - v + 120 ~ YOI - MOM ) - (' (0)? e

to

[N

_ / " P 2(0), 2/ (8)dt > 0,

to

contradiction. {J

Fixons € > 0 tel que l'opérateur L, : CE(I,R™) — Co(I,R") défini en (1.1.1)
soit inversible. Il est bien connu qu'un tel € existe. Pour (v, M) € W21(I,R") x

W2(1,10,00[) et A € I, définissons
F(/:;,M) : CI(I, R™) — L*(I,R™), N();;,M) :CYI,R™) — Co(I,R™)
et
Heany : CH(I,R™) x I — CMI,R")
par
F(Q\J,M)(w)(t) = [t z(t), 7' (1)),

N (@)(E) = / FA v (@)(8)ds,

Hum(z,A) = LE_ION(L,M)(I)-



Le résultat suivant est démontré dans [27].

Proposition 3.1.4. 5i f est de Carathéodory et (v, M) est un tube-solution de
(%), alors pour tout A € I, F(q‘j ay €St continy et intégralement borné sur les bornés
et N(i‘)’ ary €St continu et complétement continu. St de plus F\ (’},7 ay €st intégralement

borné alors N(’:)’M) est compact.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.1. Pour alléger la notation, pour¢ =0, 1, 2,

notons H* = H, ) €t Hy = He, m(-5 A), et définissons
Hi:CY(I,R™) x I — CY(I,R"™)
par
Hi(z,\) = AHi(z).

11 découle de la proposition 3.1.4 que H* est complétement, continu et que H* est
compact car F& a,) €st intégralement borné. En particulier, on peut trouver W

un ouvert borné de C*(I,R") tel que I:I"(C’l(I,IR") X I) C W. Donc
1=d(I,W,0) =d(I — H(-,1), W,0) = d(I — H}, W,0). (3.1.1)
Par ailleurs, il découle du lemme 3.1.2 que
z € T(v;, M;) pour tout z solution de (*)E\v My bour A€ (3.1.2)

Ceci et le fait que T(v;, M;) C T(vo, Mp) impliquent que si z est solution de
(*)Z\m_’Mi) pour A € I et si 8; # 0 pour j = 0 ou 1, alors

=" (N < lIrsll + [[As ()]
< sl + 145111l () — vo(H)Il + llwo ()11
< Alrsll A+ 11451 (Mo () + Hlvo () 1D
Donc
min{|la'(8)] : ¢ € I}
< ¢ = min{fir;ll + [ 4511 (Mo(s) + o) : B 0,5 =0,1}.  (3.1.3)
Si z est solution de (*)E\vh w,)» 11 découle de (3.1.2) que z vérifie

:E”(t) = )‘f(tv I(t)’ xl(t)) + g(v,M)(ta :E(t), )‘) b.p- tel (*)(A,v,]\d)
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0l gw,m) : I X R™ x I — R™ est définie par

ati0t,.3) = (1= 00+ (e + 50 (o —o(0)

et on a posé ];[/I”(g) (z —v(t)) = 0 sur {s : M(s) = 0}. On vérifie aisément que

9(v,a1) est de Carthéodory.
Par (3.1.3) et le théoréme 2.4.1, on déduit 'existence d’une constante K > 0

telle que pour ¢ =0, 1, 2,
lz'(t)l < K pourtout tel et toutz solution de (et (3.1.4)
Pour ¢ = 0,1, 2, posons
Ui = {zeC',RY):|z(t) - vt < Mi(t)+1, |2'(t)|| < K Vtel},
Vi = {ze€CYI,R"): ||z(t) — vi(t)|| < Mi(t), |l'(¢)|| < K Vte I}

De (3.1.2) et (3.1.4), on aque z € U; pour tout z solution de (*)E\v M;) Pour A € I.
Puisque les solutions de (x);,, 5. sont les points fixes de Hi, d(I — Hi, U, 0)

est bien défini et
d(I - H;,U;,0) = d(I — H{,U;, 0) pouri=0,1,2. (3.1.5)

Sans perte de généralité, on peut supposer que U; C W. En utilisant la propriété
de I'additivité du degré, et en combinant (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4) et (3.1.5), on
déduit que

1=d(I - H;,U,;,0) pouri=0,1,2. (3.1.6)

Pour i = 1,2, remarquons que si z € T'(v;, M;) est solution de (*)(1v M) @lors

z est solution de (x). Il découle de (3.1.2), (3.1.4) et du lemme 3.1.3 que si z

solution de (*)%v,-,MI) alors z € V;. Donc ,

d(I — H;,U;,0) = d(I — H},V,,0) pouri=1,2, (3.1.7)

Par ailleurs, puisque T'(v;, M;) C T (vo, Mp), Floomy(@) = Floon0) (%)  pOUT tout
S Vi- D’Ofl,

d(I - H7,V;,0) = d(I — Hi,V;,0) pouri=1,2. (3.1.8)



Combinant (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.8), on a
d(I — HY,V;,0) =1 pour i=1,2. (3.1.9)

En particulier, il existe z; € T'(v;, M;) solution de (*)%vo, M) €t donc de (x) pour
i = 1, 2. Ces solutions sont distinctes car T'(vy, M) N T(vq, M3) = 0. Finalement
aprés avoir remarqué que V; UV, C Uy, de (3.1.6) et (3.1.9). on obtient
d(I — H{.Up\V1 U V,,0) = d(I — HY, U, 0)
—d(I — H},V1,0) — d(I — H}, V&, 0)

=1-1-1=-1.
Il existe donc zo € Up\Vi U Vs solution de (*)%uo,Mo)’ et donc en vertu du

lemme 3.1.2 de () garantissant ainsi que les trois solutions sont distinctes. U

Remarque 3.1.5. En examinant la preuve du théoréme 3.1.1, on constate que
I’hypothése (H3.4)(i¢) peut étre affaiblie par

> ds
———>C, on

¢ 9(s)
C=llw+ ig}%{éﬁllMillu + M o+ [0l i =0, 1,2},
¢ = min{||ri|| + | Ail|(Mo(2) + [lvo(9)]) : Bi # 0,4 = 0,1},
et € > 0 tel que Uopérateur L. : CL(I,R") — Co(I, R") défini par
Lo(@)(t) = 2'(t) - 2/(0) — £ /O o(t)ds
soit inversible.
3.2. AUTRES RESULTATS DE MULTIPLICITE.

Dans cette section, nous présentons d’autres résultats de multiplicité, ou la
condition (H3.4) sera affaiblie. Pour ce faire, d’autres hypothéses sont imposées.
Aussi, d’autres conditions aux limites sont considérées. Il ressort de la preuve du

théoréme 3.1.1 le résultat général suivant :

Théoréme 3.2.1. On suppose que les hypothéses (H3.1)—(H3.3) sont satisfaites.
On suppose de plus que
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(i) il eriste K > 0 tel que toute solution z de (*)?vt,M,) vérifie

' ()| < K pour tout t€ 1.

Alors le probléme (*) posséde au moins trois solutions distinctes z; € T (v;, M;)

telles que x; ¢ T(v;, M;),1=0,1,2,7=1,2,9# j.

Nous voulons maintenant donner des hypothéses permettant d’assurer que la
condition (z) du théoréme précédent soit satisfaite. A cette fin, au théoréme 3.1.1,

nous avions imposé '’hypothése de croissance :

(H3.4) 1l existe v € L'(I,[0,00]) et ¢ : [0, 0co[— [1, oo une fonction mesurable

au sens de Borel tels que

Q) &, z, )|l < v(t)d(llpll) p.p-t € I et pour tout (z,p) € R*™ tels
que ||z —wo(t)|| < Mo(?).
(ii)
* ds
2 _ o,

¢ (s)
pour tout ¢ > 0.

On comprend que I’élément clé pour obtenir de nouveaux résultats consiste a
obtenir la majoration a priori de la dérivée des solutions de (*)E\v i) Les résultats
généraux de majoration a priori présentés au chapitre 2 nous seront donc d’une
grande utilité & cette fin.

Considérons les hypothéses suivantes :

(H3.5) 1l existe une fonction mesurable au sens de Borel ¢ : [0, 00[—]0, oo[ et

une fonction v € L*(I, [0, 1[) telles que

@) Up, £t z,p))| < ¢(llpl)(v(t) + lIpll)) p-p. t € I et tout (z,p) € R*
avec ||z — vo(t)|| < Mo(t);

(i) pour tout ¢ >0, [ ¢é‘§is = 0.

(H3.6) Il existe une constante k € [0,1] et une fonction h € L*(, [0, 00[) telles

que
0 < (z, f(t,z,p)) + kllplI* + h(2);

p-p-t € I et tout (z,p) € R*™ avec ||z — vo(t)|| < Mo(t).
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(H3.7) Il existe une constante a > 0 et une fonction [ € L*(/, [0, oo[) telles que

£tz p)Il < 2a({z, £(t,z,p)) + [lplI*) + U(t),

p.p. t € I et tout (z,p) € R*™ avec ||z — vo(t)|| < Mo(t).

(H3.8) 11 existe b,ci,¢ca > 0,¢c3 > 0, hy,ho € LY(I) tels que pour presque tout
t € I et tout (z,p) € R*™ avec ||z — vo(t)|] < Mo(t), ||p|| > b, on a
) (z, f(t,z,p)) + ol (P, f(t,7,p))(z,P)

Il Il

> ci|lpll — esl{z, p)| — ha(t)

lzli (e, £t ) + lIpl%) _ Jlzll((p, /(2. 2,p))(z,p)) | {z.p)®
2l Ipl® [l

(ii)

> co|(z, p)| — ha(t),

Remarque 3.2.2. Rappelons comme nous ’avons deja fait remarquer au cha-

pitre 2 qu’intuitivement

17z, p) I < v(B)e(llpll), avec [ 585 = oo
est une hypothése qui traduit le fait que f satisfait une condition de croissance
un peu plus générale que linéaire. On généralise cette hypothése par la condition
de croissance un peu plus générale que quadratique suivante

S

5 £, 5] < SIpID ol +7(0) avee [~ =B~

3

En prenant une condition de croissance plus générale, nous avons été obligé d’im-

poser d’autres hypothéses.

Avec les hypothéses précédentes, nous obtenons trois corollaires du
théoréme 3.2.1 que nous regroupons en deux résultats. Dans ces résultats, I’hy-
pothése (H3.4) est généralisée. En contre partie, une hypothése supplémentaire

doit étre imposée.

Théoréme 3.2.3. On suppose que les hypothéses (H3.1)-(H3.3), (H3.5) et (H3.6)
sont satisfaites. Alors si BC = (P) ou BC = (SL) et (1 - (3;)r; =0, i=0,1, le
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probleme (*) posséde au moins trois solutions distinctes x; € T'(v;, M;) telles que

z; ¢ T(v;, M;), i=1,2,3,7=1,2,1# .

Théoréme 3.2.4. On suppose que les hypothéses (H3.1)-(H3.3), (H3.5) sont
satisfaites. Supposons de plus que (H3.7) ou (H3.8) est satisfaite. Alors le pro-

bléme (*) posséde au moins trois solutions distinctes ; € T(v;, M;) telles que

z; ¢ T(v;, M;), i=1,2,3, j=1,2, i #j.

Les démonstrations de ces théorémes découlent directement du lemme 3.1.2,
du théoréme 3.2.1 et des corollaires 2.4.4 et 2.4.5 respectivement oil on a posé
pour (v, M) € W2(I,R?) x W2(, 0, oo|),

Stoan(t:2,3) = (1= V@) + + G (2~ 0(8).

avec : %1"((5) (z —v(t)) =0sur {s: M(s)=0}.
Remarque 3.2.5. Remarquons que,

(i) (H3.8) est trivialement satisfaite dans le cas scalaire (n = 1). Il suffit de
choisir b> 0, ¢; = 3, ca =1 ¢3 =0, et h; = hy = 0. Donc les hypothéses
(H3.6), (H3.7) qui, combinées a (H3.5), servent aussi 4 avoir la majoration

de ||2’||o pour z solution de (x) deviennent dans le cas scalaire inutiles.

(i) Si s < @(s) p.p. s € [0, 00], alors (H3.5)(4) équivaut &

/°° sds o
e #(s)
pour tout ¢ > 0.

Il arrive qu’a partir de deux tubes-solutions, nous puissions en obtenir un
troisiéme. Lorsque cela se produit, nous pouvons obtenir des corollaires des théo-

rémes précédents. Soient (vq, M) et (vg, My) deux tubes-solutions de (). Posons

H(v1(®) + va(t) + (M1(1) — Ma(8)) (F287280)) si wn (1) # walt),

v1(2) si v1(t) = vot).

Vo (t) =

Mot) = 5 (s (8) — wa(e) |+ M (1) + Mal0).
(3.2.1)
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Voici un corollaire du théoréme 3.1.1 (des corollaires des théorémes 3.2.3, 3.2.4

pourraient aussi étre énoncés).

Corollaire 3.2.6. Soient f : I x R?*™ — R™ une fonction de Carathéodory et
BC' la condition auz limites (SL) avec max{fo, 31} > 0. Supposons qu’il existe

(v1, My) et (vo, M) deuz tubes-solutions stricts de (x) tels que
(i) T(v1, M1) N T (v, Ms) = 0
(1t) pour tout t € I, |[M(t) — Ma(t)] < |lur(t) — va(2)]|.

St (vo, Mo) défini dans (3.2.1) est un tube-solution de (*) et que (H3.4) est satis-

faite, alors le probléeme (*) a au moins trois solutions distinctes.

DEMONSTRATION. Les hypothéses (H3.1), (H3.2), (H3.3)(ii), et (H3.4) étant
satisfaites, il suffit de vérifier que T'(v;, M;) C T'(vo, Mo) pour i € {1,2}. Montrons
que z € T(vy, M1) C T(vo, Mp). L’autre inclusion se montre de facon similaire.
Pour ¢ € I tel que v;(t) # va(t), en tenant compte de la relation (3.2.1), du fait
que z € T'(vq, My), et de ’hypothése |M;(t) — Ma(t)| < ||ui(t) — v2(t)|| on a :

l2(t) — v ()]l < ll2(t) — o

< M (¢)

I+ llex (8) = wo (2]
(s ®) = va®)ll = s(8) + Ma(t))

v1(t) — va(t)
[|vi(2) = ’Uz(t)ll) “

(t
1
z
+5 (| loa) = vl - 2:0) + 12(0))
#al

lon(8) = va®)l] = Ma(2) + Ma(t) ) = Mo(2).

Si v (t) = va(t), il est évident que = € T'(vo, My). Ce qui prouve que z € T'(vo, Mp)
pour tout z € T(v;, M;) i =1, 2. O

Il est naturel de se poser la question : quand est-ce que (vo, Mp) défini en
(8.2.1) est un tube-solution ? La réponse est positive sous certaines conditions

pour n=1.
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3.3. CAS SCALAIRE

Dans cette section, notre objectif est de donner des hypothéses qui nous ga-
rantissent que (v, M) défini en (3.2.1) est un tube-solution. Aprés, nous donnons

un corollaire qui découle de ce résultat et de ceux de la section précédente.
Proposition 3.3.1. Soient (vy, M) et (vy, M) deuz tubes-solutions de (x) tels
que

(1) T(vy, My) NT(vg, My) = B,

(2) |Mi(t) — Ma(t)] < |vi(t) — v2(t)| pour tout t € I,

(8) si vi(t) = va(t) alors Mi(t) = Mi(t) et vi(t) = vh(t).
Alors (vo, My) défini dans (8.2.1) est un tube-solution de (x).

DEMONSTRATION. Pour montrer que (vg, Mp) est un tube-solution de (*), mon-

trons que (v, Mp) vérifie les propriétés de la définition 3.0.1. On a

wolt) = L(wn(t) + va(t) + My(t) — My(t))  si vy(£) > va(t), .
3 (v1(t) + va(t) + Ma(t) — My(t)) sinon;
et
My(t) = %(Ul(t) — vo(t) + My (t) + Mg(t)) si v1(t) > valt), (332)
5 (va(t) — vi(t) + Ma(t) + My(t)) sinon.
Posons

J={t el :v(t) =uvt) et M{(t) # My (t)}.

Par les hypothéses (2), (3), la définition de (v, Mp) et le lemme 1.1.3, il ressort

que
J={tel:v(t)=mwvt) et My(t) # My (t)}
C {t € I: My(t) = My(t), Mi(t) = My(t) et My'(t) # My (t)}

est de mesure nulle. Donc on conclut par la définition de (vy, Mp), que (vo, M) €
W2HI,R*™) x W2(I, [0, o0l).
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Soit E C I tel que I\ E soit négligeable, et pour tout ¢t € E, on a
(z = v () f(t,z,p) = v](®) + |p — w1 (t)1* > Ma() MY (1) + (M{(2))°,  (3.3.3)
pour tout (z,p) € R? tel que
|z — w1 (t)] = Mai(t), (z—vi(t))(p —v1(t)) = Ma(t) My (2);
on a aussi

(& — va(£)(f(t,7,p) = 5 (1)) + [p — va(t)” 2 Ma(t) My (2) + (M5(t))*  (3.3.4)

pour tout (z,p) € R? tel que

|z = wa(t)] = Ma(t), (z = va(t))(p — va(t)) = Ma(t) My (2);

et on a également

vy (t) = (1 () Fug(e) + MY () — My (1)) si () > va(?), (3.3.5)
5 (v () + v (2) + M3 () — M{/(£)) ~ sinon;
et
ME(E) = Lol (t) — v (t) + MY (1) + My (2)) si wi(t) > va(t), 335)
L(wf(t) — vi(t) + My(t) + M{(t)) sinon.

Soient t € E et (z,p) € R? tels que |z — vo(t)| = Mo(t) et (z — vo(t)) (p —
vh(t)) = Mo(t)M{(t). Sans perte de généralité, supposons que vi(t) > va(t) et
T — vo(t) = Mop(t); les autres cas se traitant similairement. Remarquons que
p—vp(t) = My(t), = —vi(t) = Mi(t) et p— vi(¢) = M(t). Il découle de (3.3.1),
(3.3.3), (3.3.5) et (3.3.6) que

£lt2,5) —v§(8) = F(t,,) — 5 (0§(0) +v5(0) + M(e) ~ (1)

&

= f(t28) — 9 (6) + 5 (04(2) — 0§(2) — MY (6) + M5 2)

> M{(t) + 5 (0] (2) — vy (8) — MY'(t) + M5 (t))

D] =
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= Mo(t).
D’on
(z = v (8)) (£(t,5,0) ~ v (2)) + |p — vh(t)]* > Mo(t) Mg () + (Mo(2))*.

Vérifions que les conditions aux limites de tube-solution sont vérifiées pour
(vo, My).

Supposons que BC = (SL). Sans perte de généralité, supposons que v1(0) >
v2(0) et Ag = ap. On a

Iro — (Aouo(0) — Bovy(0))]

< 5o = (4o(0a(0) + 4:(0)) = o4 (0) + 15(0) )|
+ 310 = (Aofoa(0) = 4:(0) = Bo500) ~ M500) ). (337

En tenant compte des conditions aux limites de la définition de tube-solution

pour (v, M;) et (va, My), on a :

7o~ (Aov1(0) + a0bs(0)) ~ 6o (v1(0) + M;(0)) )|

= |ro = (Aov1(0) ~ fov1(0) — (e M3 (0) — HoM;(0)) |

= ap M (0) ~ BoM;(0) — (ro — (Aov1(0) — Bov} (0)))

= —ro + aoMy (0) — BoM3(0) + crguy (0) — fov (0), (3.3.8)
et

Iro = (A0va(0) — M(0) ~ Bo (v} (0) — M30))))|
7o = (Aous(0) = Aus(0)) + anMa(0) — SoM3(0)|

= 1o + aoM2(0) — foM;(0) — (aova(0) — Bovs(0)). (3.3.9)

<

En combinant (3.3.7), (3.3.8) et (3.3.9). on obtient :
Iro = (Aov0(0) — B (0))] < caMo(0) — By My(0).
De méme, par un raisonnement identique, on obtient :

,7‘1 — (A]’Uo(].) + ,61’06(1))[ S alj\/fo(l) + ﬁlj\([é(].)
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Si BC = (P), (v1, M), (ve, Ms) étant des tubes-solutions, de 'hypothése
01(0) > v:(0), on a
v1(0) = v1(1) > v2(0) = v2(1),

donc :

v0(0) = -;—(vl(O) +9(0) + M (0) — Ms(0))
_ %(Ul(l) Fua(1) + My(1) ~ Ms(1)) = wo(1),
Mo(0) = %(vl(O) — (0) + M (0) + M:(0))
= 2 (m(1) = wa(1) + Ma(1) + M(1)) = Mo(),

et en tenant compte de 'inégalité des conditions aux limites dans la définition de

tube-solution (3.0.1) pour (v, Mi), (ve, Ms), on obtient
/ 1 ! !
[94(0) = vh(1)] = 5 (194(0) +v4(0) + M (0) - M3(0)

— (1) + (1) + M{(1) - M3(L)])

= 2 (104(0) — %))+ M3(0) — ()
+03(0) = 95(1) — (M3(0) - M3(1))])
< 2 (1(0) - w4(1) + M3(0) - M(1)))

+ 5 (Ia(0) = v5(1) — (M3(0) — My(1))1)
= 5 (410 ~ () + (M5(0) - M(D)))
(w3(0) — wh(1) = (M3(0) — M3(1)) )

(1) + Mi(1) + My(1))

3
1
T3\
1
=5 (%

%(0’1(0) — w}(0) + M (0) + M3(0) )
)

= M}(1) — M}0).

Ainsi donc, de ce qui précéde, on conclut que toutes les conditions aux limites

sont vérifiées et la proposition est démontrée. a
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Corollaire 3.3.2. Soient f : I x R?> — R une fonction de Carathéodory,
(v1, My) et (vo, Ma) deuz tubes-solutions stricts de (*) tels que

(1) T(vi, M1) NT(vy, M) = 0,
(2) |M(t) — Ma(t)| < [v1(t) — va(t)| pour tout t € I,
(8) si vi(t) = va(t) alors Mi(t) = Mi(t) et vi(t) = vh(t).

Si Uhypothése (H3.5) est satisfaite, alors le systéme (x) a trois solutions
z; € T(v;, M;), 1=0,1,2, et ; € T'(v;, M;),i # 5,4=0.1,2,5=1,2.

Remarque 3.3.3. Henderson et Thompson [39] ont obtenu un résultat similaire
a celui du corollaire 3.3.2 pour le probléme () avec des conditions aux limites de
Dirichlet homogeénes (z(0) = z(1) = 0). Mais les hypothéses du corollaire 3.3.2
sont plus générales. Dans leur résultat, ils considérent f continue alors qu’on
considére f de Carathéodory. En prenant 67 = vy + M;, a1 = v1 — My. B =

Uy + My, s = v9 — Mo, ils considérent les hypothéses suivantes
(i) a1 £ aa < P,
(ii) a1 < B < B,
(iil) ag £ B
Les hypothéses (1), (2), (3) sont équivalentes & (z), (i), (242).
D’autre part (H3.5)(7) est plus générale que leur hypothése : |f(¢, z,p)| <

&(|p|), tandis que notre hypothése (H3.5)(i1) est plus forte. Toutefois, si s < @(s)

p.p. s € I ousi (H3.5)(ii) est équivalente & leur hypothése : [~ f»% = 0.
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Chapitre 4

INCLUSIONS DIFFERENTIELLES AVEC
OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE

Dans ce chapitre, nous traitons de ’existence de solutions des systémes d’in-
clusions différentielles du second ordre ou le terme mutivoque qui intervient est
un opérateur maximal monotone. Dans le chapitre un, nous avons évoqué 1'utilité
des inclusions différentielles avec opérateurs maximaux monotones multivoques.

Considérons le probléme :

z"(t) € Bz(t) + f(t,z(t),2'(t)) p.p.tsurl,

(*)B
ze BC

ot f:IxR*™ — R", B: dom(B) C R* — 2%" est maximal monotone, et BC

désigne les conditions aux limites périodiques

=(0) = a(1), »)
z'(0) = '(1);
ou de Sturm-Liouville homogénes
AofE(O) — ﬂoCL‘I(O) =0 (SL)H
A1z(l) + 12’ (1) = 0;

ou A; est une matrice n x n telle qu’il existe a; > 0 telle que (z, 4;z) > a)|z]?

pour tout z € R*; 3, = 0,1;; + f3; > 0;

Une solution de ()5 est une fonction z € W2'(I, R™) vérifiant (x)g.



N

63

Remarquons que (SL)y contient la condition de Dirichlet homogéne :

z(0) =0,
) (D)
z(1) =0,
et la condition de Neumann homogéne
z'(0) = 0,
o (V)4
(1) = 0.

Introduisons maintenant la notion de tube-solution pour le probléme (*)p.

Cette notion joue un role essentiel dans la majoration a priori des solutions.

Définition 4.0.1. Un tube-solution du probléme (*)p est un couple de fonctions

(v, M) € W>(I,R™) x W2Y(I, [0, oo|) tel que :

(i) il existe b € L*(I,R™) tel que b(t) € Bu(t), p.p. t € I et
(& —v(t), f(t,,p) + b(t) — v"(t)) + lp — ' (B)II” > ME)M" (&) + (M (2))*,
pour tout (z,p) € R® et pour presque tout ¢ € I tels que
lz —v(@)ll = M(t) et (z—uv(t),p—v'(t) = ME)M )

(ii) v"(t) = b(t) + f(t,v(¢),v'(t)) pour presque tout ¢t dans {t € I : M (t) = 0};

(iii) si BC = (SL)g, alors
(Ao (0) — Bov'(0))[| < oM (0) — BoM’(0),
I(A1(1) + Ao’ ()| < M (1) + M (1);
et si BC désigne (P),
v(0) = v(1), M(0) = M(1), ||v'(1) —v'(0)[| < M'(1) — M(0).
Comme au chapitre 2, posons :

T(v, M) = {z € C(I,R™ : ||z(t) — v(t)|| < M(t) VteI}.
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Remarque 4.0.2. Le couple (v, M) est un tube-solution de (x)p si et seulement
s'il existe b € L'(I,R") avec b(t) € Bu(t) p.p-t € I et tel que (v, M) est un
tube-solution de

" (t) = b(t) + f(t, 2(2), 2'(t),

z € BC.

4.1. THEOREME D’EXISTENCE DE TYPE PAPAGEORGIOU

Dans cette section, on prouve des théorémes d’existence du probléme (*)g.

Pour cela considérons les hypotheéses suivantes :
(H4.1) Lafonction f:IxR"xR™ — R™ est une fonction de L2—Carathéodory.

(H4.2) L'opérateur B : dom(B) C R® — 2R" est maximal monotone et

0 € B(0). On suppose de plus que si BC = (SL)y, on a

Bo(Bx(a), Ao(a)) + B1(Ba(b), A1(b)) > 0 pour tout a,b € R", A > 0;

ol By est I’approximation de Yosida de B introduite dans le chapitre un.
(H4.3) 1l existe (v, M) tube-solution de (*)g tel que

(v, M) € W*(I,R™) x W*%(I, [0, 0o[).

(H4.4) Pour tout r € L*(I,R"™), il existe R € L*(I) tel que pour tous z,y €
LX(I) vérifiant [|z(t)]], ly(Ol < r(t) pp-t €1, ona|f(t, z(t), y(t))] <
R(t)p.p.tel.

(H4.5) Tl existe une constante k € [0, 1], une fonction h € L*(Z, [0, oo[) telles que
0 < (z, f(t,7,p)) + Ellp]l* + A(®),
pour presque tout ¢ € I et pour tout (z,p) € R®® vérifiant ||z — v(t)|| <

M(t). i

Remarque 4.1.1. L’hypothése (H4.5) est plus générale que I’hypothése

(H4.6) il existe o, B> 0, c € L? (I, [0,00[) tels que p.p.t € I, tous z, y € R™ tel
que |z —v(t)|| < M(t),on a

(f(t,z,9),2) > —allzl® - Blizlllyll - c@®)ll=ll,
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utilisée par Halidas et Papageorgiou dans [37).
Théoréme 4.1.2. Soient f : I x R™ — R* B :dom(B) Cc R* — 2" un

opérateur. Supposons que les hypothéses (H4.1) — (H4.5) sont satisfaites. Alors
le probléme (*)p a une solution x € W22(I,R™) N T (v, M).

Avant de démontrer ce théoréme, introduisons quelques notations et rappelons
des résultats auxiliaires.
Pour A € I, B 'opérateur monotone maximal, f la fonction de Carathéodory,

et (v, M) un tube-solution de I’équation (x)p, définissons
Fomp 1 I xR™ — R™,

par

(A2 £(2,2,5) - 3) — (1 - \o(d)

+(1 — 22 (~b(2) + (1))

foanm(t2,p) = | +(1 - 2 (28 — w(1))) si [lz —v(t)]| > M(),
AF(tz,0) —2) — (1 = A(t)

(1= N (=b(t) + 0" (1) + (@ —v(®) st Iz — ()] < M(2).

\

ol on a posé : %IH(%)(:D —v(t)=0 si te{sel:M(s)=0}et

T = M—(t)— r—v v
_ iy A —v(d), p—v' () [ z— ()
p=r+ (M0 - ) (=)

A la fonction fto.0.m)» on associe Popérateur Fomp @ WH(LR™) — L*(I,R")
défini par :

Fionip)(®)(t) = = fy 1.5y (£, 2(2), ' (1))

Remarque 4.1.3. On vérifie facilement que si ||z — v(t)|| > M(t), alors
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(i) I — ' (I = llp — v/ (D)2 + (M (£))? — EE:EmOr

Considérons la famille de problémes modifiés suivante

z"(t) — z(t) € Bz(t) + f(’:,,M,B)(t,x(t), Z'(t)) pop-tel,

(%)
z € BC, (v 5)

Le principe de la preuve consiste en la majoration a priori des solutions de
(*)E\v, m,p) €t en l'utilisation de la théorie du degré pour trouver des points fixes
parmi lesquels se trouveront des solutions de notre probléme (*)p.

Avant de donner la preuve du théoréme, énongons les deux lemmes suivants

dont les preuves seront données aprés la preuve du théoréme.

Lemme 4.1.4. Soit f : IxR?* — R" une fonction de Carathéodory, B : dom(B) C
R™ — 28" un opérateur monotone. Si (v, M) est un tube-solution de (), et si T

est une solution de (*)E\V,M’B) pour un certain \ € I, alors z € T'(v, M).

Remarque 4.1.5. Le lemme 4.1.4 reste vrai si BC désigne les conditions aux
limites non homogénes énoncées dans le chapitre 3 et si dans la définition de
tube-solution de (*)p, on remplace les conditions aux limites par celles énoncées

dans la définition de tube-solution du chapitre 3.

Lemme 4.1.6. Soient f : I x R — R™ et B : dom(B) C R* — 28", Sous
les hypothéses (H4.1) — (H4.4), lopérateur F(’},,M,B) est continu et les images des
bornés de W'2(I,R™) sont bornées dans L*(I,R™). De plus F{, \ py est & image

bornée.

Avant la preuve du théoréme, rappelons les notations suivantes introduites &

la section 1.4.
L: WH(I,RY) — LXI,R"), L(z)=~1",
B :dom(B) C LX(I,R") — 2L*0R™),
B(x) ={ge L*(I,R") : g(t) € Bz(t) p.p. sur I},

K =1+B,

Si=jo(I+K): L}I,R") — CY(I,R"),
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Sy =1i08j,
ol ¢ et 7 sont les inclusions
i: CYI;R™) — WY2(I,R");  j: dom(L) — C*(I,R™),

et
W2(I,R™) := {z e W*(L,R"):z € BC}-

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.2. Définissons opérateur
N : WL(I,R™) x I — WY3(I,R") par

N(z,\)(t) = S0 F();z,M,B) (z)(t)-

Posons Ny = Ny um,8)(-, A) et définissons N WW2(I,R™) x T — W1, R™) par

A

N(z,\) = AN,.

Le théoréme 1.4.16, la remarque 1.4.17 et le lemme 4.1.6 impliquent que N est
complétement continu et que N est compact.
Par le lemme 4.1.4, pour toute solution z de (*)E\U,M,B) onaz e T(v,M)et

donc
|z —vl|z2 < ||M||z2 + 1,
et
:E”(t) € Bﬂ:(t) + Af(ta IL'(t), xl(t)) + g()\,v,M,B) (t,ﬂ?(t), /\) pP-p. te I: (*)(A,v.]\l)

ot g: I XxR™ x I — R" est définie par

ou on a posé :
].\]\44//((;)) (1' - 'U(t)) =0 sur {S : M(s) = 0}

On vérifie facilement que g est de Carathéodory. Par le théoréme 2.2.1 et la

remarque 2.2.2, il existe k tel que

2]z < k.
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Posons donc
U= {ze W™ (LR |z - vlls < M|, + 1,12 < .

Toute solution de (*)( .m,p)y st un point fixe de Ny et réciproquement. Par
ce qui précéde, les points fixes de Ny sont dans U. Par la compacité de N, il
existe un ouvert borné V de W'2(I,R") (on peut supposer que U C V) tel
que N(W¥(I,R™) x I) C V. Donc N(-, A) est sans point fixe sur 8V pour tout
A€l Comme U C V, on a aussi que N, est sans point fixe sur 9V. Il s’ensuit
par les propriétés d’excision, de I'invariance du degré par homotopie que

d(I — N, U,0) = d(I — Ny, U, 0)

(I—N(,l),‘/,())
d(I - N(,0),V,0)

I

= d(I,V,0) = 1.

Par la propriété d’existence du degré, on conclut que N; a un point fixe z €

T'(v, M) qui est une solution de (*)%MM’B) et de (x)p. d

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1.4. Soit z solution de (*){, 5 p)- Soit & > 0,
posons Cs = {t € I : ||lz—v(t)|| > M(t)+6}. Si Cs # 0 pour un certain § > 0, alors
pour tout intervalle Jto, 1 [C Cj, tel que ||z(to) — v(to)|| = M(to) + 6 ou tg = 0, et
|z(t1) — v(t1)ll = M(t1) + 6, ou ty = 1, la fonction ¢ — ||z(¢) — v(t)|| appartient &
W2([to, 1], R). Pour tout t € [to, t1], posons w(t) = ||lz(t) — v(t)|| = (M(t) + 6),

on a

W"(8) = wit) = (z(t) — v(t), z"(t) — v"(t)) + ||='(t) — v'(2)]|?

lz(t) = v(2)]]
_ ) =), @ — )
lz(t) — v(t)|]® lz() = v (@)l

+ (M(t) +6) — M"(2)

(@(t) = v(t), £, . py(t 2(2), 2 (1)) +
[lz(t) — v (D)l

l='(@®) v _ (2(t) —v(t),2'(t) — v'(2))*

lz(t) — v()]] [z(t) — v(B)]]®

z(t) + zp(t) —v" (1))

+
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= llz(®) — (@)l + (M(t) + 6) — M"(2),
olt zg(t) € Bz(t) et z'(t) —z(t) = zp(t) + f(’}J, u, Byt z(t),2'(¢)). Dot

(2(t) = v(t), rymsor (6 E(1), (1) + 28(t) — v (1))

MY wf) — EQETa]
W) =it ECET0]
{alt) — o(t), (1= \w(t) — (a(t) — A&(2)
EOR0]
(1= MOy (s) — w(t), ~b(t) + (1))
ECET0]
COAME) e ) - @R
T —ean™ O e =)
 {alt) — ole), 2 (1) — (1)
EOETOE

— llz(t) —v@)l + (M(t) + 6
)‘(i(t) - ’U(t), f(t, "E(t)v jl(t)
) —wv

[2(®) —v(0)
). .
, 2(0) — v(1), 35 ()—MD)
2@ — o]
(= MOt - Ol + 1)) — v
EOE0]
{alt) — w(t), (1) — (1)’
EORCDIE
lae) = ve)] + (M(e) + 6) — M (8)
A0 —vl), £6,50,50) + 50 — (0 = 12(0) — v @)
ECE0]
(z(t) —v(t), zB(t) — b(t))
T R e T AMO
MY ) =y O - - vio)
12(®) — o] 2 —o(0)]
{alt) —olt), 2(1) — (1))
2@ — v °
FAM(E) M (E) + A(M(2))2 = AM(£) M ()
= o) — (D))
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B (2(t) — v(t), z5(t) — b(t))
A= NME + =y )
2/ (5) — (I = MF () — v ()
+ 2@ =@

(2(t) — v(t), #(t) — v/ ()2

T e —eF T

car (v, M) est un tube-solution de (*)p. Il s’ensuit que

1) — () 3 MM+ 126) — V@I~ MF ) = v O

o) — v@
(=) ]Zég’_xv((tt))ﬂs YOV 4 54 - M),

car zp(t) € Bz(t), b(t) € Bu(t) pour presque tout ¢ € [0,1] et B est monotone.

Par la remarque 4.1.3(iii), on obtient que

A1) + 1|2/ (t) — o' (0)1* — All='(2) — o' (B)1* — MM (2))?

V() — w(t) >

lz(t) — v ()]
+(A-1) 0, _”;)((tt))’féz)ﬁf OF 454 (1= NM(2),

et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que
W'(t) —w(t) =6+ (1= A)M(t) > 0.
D’out
w"(t) —w(t) > 0 p.p.t € [to, ta]- (4.1.2)
Dans le but d’appliquer le principe du maximum (lemme 1.1.4), vérifions les
conditions aux limites.
Considérons le cas ot BC = (SL)y. Alors soit w(ty) <0, soit tg = 0. Sitg =0
et ||z(0) — v(0)|| = 0 alors
w(0) < 0. (4.1.3)

Sitg =0 et ||z(0) — v(0)]| # 0 alors

a0w(0) — Ao (0) = o (|2(0) = v(0)1] = (M(0) +8) ) — o Il=(0) = v(O) I = M'(0))

_ ao([lz(0) — v(0)||* — Bo(x(0) — v(0), z'(0) — v'(0))
12(0) — v (0)]

— (oM (0) + o — BoM'(0))




(2(0) — v(0), Ao(2(0) — v(0)) ~ Bo(2'(0) — v'(0)))
lz(0) — v(0)]]
— (oM (0) + a6 — BoM'(0))

_ (2(0) = v(0), Aov(0) - o/ (0))
I2(0) — v (0)]

— (aoM(O) + 010(5 - ﬂo]V.[’(O))

<

Car agllz|* < (Aoz, 3), et z vérifie les conditions aux limites. De I’hypothése de

tube-solution, on déduit
aow(0) — Bow'(0) < agd < 0. (4.1.4)
De méme, on a soit w(t;) < 0, soit #; = 0 et on montre que
w(1) <0, ou ayw(l) + Bw'(1) < 0. (4.1.5)

Considérons maintenant le cas ot BC' = (P). Si w(te) < 0 et w(t;) <0,
on raisonne comme dans le cas BC = (SL)y sur lintervalle [to, t1]. Sinon, soit
[to, t1] = [0, 1], soit Jto, t1] C 10, o] U Jts, 1[C Cj, et w(ts) = w(ts) =0, w(t) <0
sur [ts, t3]. Remarquons que |[z(0) — v(0)|| = ||z(1) — v(1)]| et M(0) = M(1),
donc w(0) = w(1);

(1) — w'(0) = EW —2(1), (1) — (1))

T2(D) —o(D)]
_ (.’13(0) - U(0)7$/(0) - 'U/(O)) _ 1 !
12(0) — (O] ML)+ M)
_ GO -v, v -va)
T ROy MM

< [1V/(1) = v'(0)) = M'(1) + M"(0) < 0,
par définition de tube-solution ; donc
w'(1) - '(0) < 0. (4.1.6)
Par le lemme 1.1.4, et par (4.1.2)-(4.1.6), on conclut que
{t e I:||z(t) —v(e)|| > M(t) + 6} = 0.
Puisque § est arbitraire, on conclut que

lz(t) —v(t)]| < M(t) pour tout ¢t € I. (4.1.7)
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DEMONTRATION DU LEMME 4.1.6. Par les hypothéses (H4.1) — (H4.4), il est
évident que F{, )/ 5 est borné sur les bornés de W*2(I, R") indépendamment de

A € I. Donc il suffit de montrer que pour toute suite (z,)nen telle que z, — z

dans W12(I,R"™),

f('},,M,B)(ta$n(t),$;(t)) — fé;,A4,B)(t,I(f): z'(t)) pp-tel (4.1.8)

La conclusion découlera du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. Soit
donc une suite {z,} telle que z, — = dans W»*(I,R"), alors z,, — z et ), — '
dans L2(I,R"). Donc il existe une sous-suite, qu’on note encore (sans perte de
généralité) {z,} et une fonction r € L*(I) telle que z,(t) — z(t) et z,,(t) — z'(t),
lzn ()| < r(2), et ||z, (t)|] < r(¢) p-p. t € I. Par (H4.1), et la définition de fa),AI,B)’
on obtient (4.1.8) presque partout dans {t € I : ||z(t) — v(t)|| # M(¢t)}. D’autre
part, par le lemme 1.1.3, (z(t) — v(t), z'(t) — v'(¢)) = M(t)M'(t) presque partout
dans {t € I : ||z(t) — v(t)|| = M(t) > 0}. Donc, il est facile de vérifier que
presque partout dans cet ensemble, z,,'(t) — Z'(t); donc, la relation (4.1.8) est
satisfaite dans cet ensemble. Finalement, sur {t € I : ||z(t) — v(t)|]| = 0 = M(t)},
z(t) = v(t), '(t) = V'(t), M'(t) = 0, et M"(t) = 0 presque partout sur cet

ensemble. Donc,

oy (8, 2(8), 2/ (2)) = MF (8, 2(t), 2'(2)) = 2(2)) + (1 — A)(=b(t) — v(t) + 0" (2))
= Af(t,0(t),v'(2)) — v(2)) + (1 = A)(=b(t) — v(t) +"(2)
= A(v"(t) = b(t) = v(t)) + (1 = A)(=b(t) — v(t) + v"(2))
="(t) — v(t) - b(t)

presque partout dans cet ensemble. Donc dans cet ensemble la relation (4.1.8) est

satisfaite. En définitive on a (4.1.8) satisfait pour p.p. t € I.
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Pour A=0,0n a

+

foommy(t2,p) = < lz—v(®)l

A{li
\+ M((tg) (37 - ’U(t))

Il apparait donc évident que Fg}’ u,p) €St borné sur W L2, R™).

4.2. AUTRES RESULTATS D’EXISTENCE

—v(t) — b(t) + v (¢)
MY r —u(t)) sz —u(t)]| > M(2),
—u(t) — b(t) +v"(t)

si flz — v(t)]| < M(2).
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Dans le théoréme 4.1.2, grace a ’hypothése (H4.4), nous avons pu obtenir

une solution comme point fixe d’un opérateur complétement continu défini sur

WL2(I,R™). Il est naturel de se poser la question de savoir si on peut obtenir une

solution sans imposer (H4.4). Pour ce faire d’autres hypothéses seront imposées

et I'espace C1(I, R™) sera considéré.

Théoréme 4.2.1. Supposons que les hypotheéses (H4.1) —

satisfaites, ainsi que

(H4.7) B est borné sur les bornés;

(H4.3), (H4.5) sont

(H4.8) il eziste une constante v € L'(I), et une fonction mesurable au sens de

Borel ¢ : [0, oo[ [0, oo telles que :

()/ 505) ds =00 pour tout d > 0,

(i) |(p, f(t,z p)>| < o(lle)(llpll + () p.p t € I et pour tout (z,p) €

R vérifiant ||z — v(t)|| < M(2).

Alors Uinclusion différentielle (x)p a au moins une solution z telle que :

z € W(I,R™) N T(v, M).

Soit

7 CYMI,R™) — L*(I,R™)

définie par F*(z)(t) = —f(’\v’M’B) (t,z(t), z'(t)) et F : CYHI,R™) x I — L*(I,R")

définie par F(z, \) = F>(z)
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Nous avons la proposition suivante dont la preuve est analogue a celle de la

proposition 3.1.4.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothéses (H4.1) — (H4.3),(H4.6), F est continue

et bornée sur les bornées.
DEMONSTRATION DU THEOREME.4.2.1. Posons
H(z,\) = 5;0F(z,)N).

Définissons H : C1(I,R") x [ — C(I, R™) par

~

H(z,\) = \H(.,0).

Le théoréme 1.4.16, la remarque 1.4.17, le lemme 4.1.6 et la proposition 4.2.2
implique que H est continue et complétement continue et que H est continue et
compact. Par le lemme 4.1.4, pour toute solution z de (*)E\U,M,B) onaz € T(v, M),
et donc

Iz =vllo < 1M[lo +1,

et
2'(t) € Bz(t) + M(t, (t), 7'(2)) + g(t, (t), \),
Tz € BC

(%) (00, M)

ou g est défini en (4.1.1).

Par le corollaire 2.4.4, il existe une constante k telle que
llz'llo < k, pour toute solution z de (*)E\U’M,B).
Posons donc

U ={zeW"([0,1,R") : |l ~ vflo < [ M]lo + 1, [|s'lo < 33

Toute solution de (*)f\v m,p) €st un point fixe de H(-, ) et réciproquement ;

donc les points fixes de H(:, ) sont dans U. En utilisant la théorie du degré et en

procédant comme dans la preuve du théoréme 4.1.2 on obtient la conclusion. [

Comme dans le chapitre 3, il ressort de la preuve du théoréme 4.2.1, le résultat

général suivant.
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Théoréme 4.2.3. Supposons que les hypothéses (H4.1) — (H4.3), (H4.6) sont

b

satisfaites. On suppose de plus que

(i) il eziste k > 0 tel que toute solution = de (*)Z\u,M,B) vérifie

lz'(®)]| <k pour tout t € I.

Alors linclusion différentielle (*)p a au moins une solution z telle que :

€ WHI,R™) N T (v, M).

En utilisant les résultats établis dans le chapitre 2, nous pouvons obtenir des

corollaires du théoréme 4.2.3. Pour cela, considérons les hypothéses suivantes.

(H4.9) Il existe v € LYI,[0,00[) et une fonction mesurable au sens de Borel

¢ : [0, 00[— [1, o] telles que
* ds
1 — = 00, our tout ¢ > 0.
) s P
(i) [[£(t,z,p)| < ¥(©)d(llpll) p-p-t € I et pour tout (z,p) € R*" tel que

lz —v(®)l] < M(2).
(H4.10) 11 existe une constante a > 0 et une fonction I € L'(I, [0, oof) telles que

1 (& 2, p)ll < 2a({z, £(2,2,p)) + [IPII*) + i(2),
p.p. t € I et tout (z,p) € R*™ avec ||z — v(t)|| < M(t).

(H4.11) Tl existe b,ci,¢0 > 0,c3 > 0, hy, hy € L(I) tels que pour presque tout
t € I et tout (z,p) € R*™ avec ||z — v(t)|| < M(t), ||p]| > b, on a

) R Y (L))

||l flpfl®
> cillpll — esl(z, p)| — ha(t)

(i) 2l ((z, £t 2, p)) +1lpl®) _ ll=li((p, £(2, 2, p))(z, ) L {o )
7] IpI* el

Avec ces hypothéses et les résultats du chapitre 2, nous obtenons les corollaires

suivants du théoréme 4.2.3.
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On suppose 'existence d’un tube-solution (v, M) du probléme (x)g. Pour

1=0,1 on pose :

_ Jmios <o s 5o = (sp.6.20
| o ailleurs;
(n1in{||M’(t)|| M) =0} si {tel:M()=0}#0,
T <\oo sinon;
et
¢ = min{pg, p1, P2} (4.2.1)

Théoréme 4.2.4. Supposons que (H4.1) — (H4.3), (H4.6) et (H4.8) sont satis-
faites et que le ¢ défini dans (4.2.1) est fini. Alors le probléme (x)g a au moins

une solution z telle que

€ W*(I,R™) N T (v, M).

DEMONSTRATION. Soit z solution de (*)Z\v M, B); en vertu du lemme 4.1.4, z €
T(v, M).

Par hypothése, c< 0o .Sic=p; pouri=0o0ul, ona

12’ (@)} = Az @)l < | Ai(z(s) = v(@)]| + [[Av ()]
< AN(ME) + {lv@l) =p:i =c.

Sic = |M'(to)] avec M(to) = 0 alors comme ||z(ty) — v(to)|| = 0, on a que
z(to) = v(to) et |[2'(to)]| < |M'(to)| = ¢. On déduit qu’il existe to € I tel que
lz'(to)|] < ¢. Ce qui permet d’appliquer le théoréme 2.4.1 du chapitre 2 et le
théoréme 4.2.3. U

Théoréme 4.2.5. Supposons que les hypothéses (H4.1)—(H4.3), (H4.7), (H4.8)
et (H4.10) ou (H4.11) sont satisfaites. Alors Uinclusion différentielle (*)p a au

moins une solution x € T (v, M).
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DEMONSTRATION. La preuve de ce théoréme est similaire & celui du théoréme 4.2.1.
()



Chapitre 5

INCLUSIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE AVEC OPERATEUR
MAXIMAL MONOTONE

Dans ce chapitre, nous considérons le systéme d’inclusions différentielles du

premier ordre suivant

t'(t) € —Bz(t) + F(t,z(t)) p.p-te€l; )

ott B : R™ — 2%" est un opérateur monotone et F' : I x R® — 28" est une fonction

multivoque.
Une solution de (x); est un élément de W2(I, R™) qui vérifie (*);.

Introduisons la définition suivante de tube-solution pour le probléme (*);
Définition 5.0.1. Le couple (v, M) de W2(I,R™) x WL2(I, [0, oo|) est un tube-
solution du probléme (x); s'il existe b € L?(I,R™) tel que

(i) —b(t) € Bu(t) p.p. t € 1;

(ii) (z —v(t),b(t) + y(t) — v'(t)) < M(E)M'(t), p-p- t € {s € I : M(s) > 0},

pour tout z € R" tels que ||z — v(t)|| = M(t), pour tout y € F(t,z);

(iii) {v'(t) — b(t)} = F(¢t,v(t)) pour p.p. t € {s € I : M(s) = 0};

(iif) [lo(1) —v(0)]| < M(0) — M(2).

Notons toujours comme aux chapitres précédents, T'(v, M) = {z € C(I,R") :

flz(t) — v(t)]| < M(¢) pour tout t € I}.
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5.1. RESULTAT D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME PERIODIQUE

Avant de donner les hypothéses et le résultat principal de ce chapitre, nous
avons la définition suivante.
Définition 5.1.1. La fonction F est L%-intégralement bornée sur les bornés, si
pour tout 7 > 0, il existe h, € L*(I) telle que sup | F(t,z)|| < h.(t) p.p. t € I et
pour tout z € B(0,7).

Nous imposons les hypothéses suivantes :

(H3.1) B : R™ — 2®" est un opérateur maximal monotone;

(H5.2) F est s.c.s. en z, & valeurs convexes compactes, non vides; pour tout
z € R" Papplication t — F(¢,z) est mesurable; F est L?-intégralement

bornée sur les bornées;

(H5.3) il existe (v, M) € W1*(I,R™) x W1%(1, [0, 00[) un tube-solution de (x);.

Théoréme 5.1.2. Si les hypothéses (H5.1) — (H5.3) sont satisfaites, alors le

probléme (*), a au moins une solution € T(v, M).
Soit (v, M) un tube-solution de (x); et x € R™, posons

_ T (7 — v(8) +u(t) st [z~ v(®)]| > M(2),
z(t) =

. si fjz — v(t)|| < M(b);

Considérons le probléme
(*)

Remarque 5.1.3. On observe que si z est solution de (:k)l telle que z € T'(v, M),
alors z est solution de (*);. Donc nous allons établir 1’existence d’une solution
de (>;<)1 dans T'(v, M). La preuve de I’existence découlera de la suite de résultats

suivants que nous allons établir.

Proposition 5.1.4. Sous les hypothéses (H5.1) — (H5.3) toute solution x de (;:)1
est dans T'(v, M).
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DEMONSTRATION. Soit z solution de (;)1, montrons que x € T'(v, M). Pour cela,
posons
J={tel:|z(t)— ()| > M(t)}.

On remarque que p.p. t € J, on a ||7(t) — v(t)|| = M(t) et

(z(t) — v(t), 2'(t) — v'(t))
=01 = "

(2(t) — v(®), z5(t) +y(t) + E(t) — z(t) — v'(2))

l2(t) = v(®)]
_ (=) —v(t), z5(t) — b(t))
lz(2) = v(®)||
{2(t) — v(t),b(t) +y(t) + 2(t) — x(t) — v'(2))
l=(2) — v(t)]|

ou zp(t) € —Bi(t) y(t) € F(t,%(t)) et —b(t) € Bu(t) est donné dans la défi-
nition 5.0.1. Puisque B est monotone, (z(t) — v(t), zp(t) — b(t)) < 0. De plus,
pp.-t € {s € I: M(s) =0}, y(t) = v'(t) — b(t). Donc, p.p. t € J N {sel:
M(s) > 0},

L
dt

+

: ()~ v(0,00) + v(0) + 30) = () - (1)
a1~ < Jo(t) — 0]
U v+ 0 908,50 ~2(0)
= 37 (70 =0 80) ) - + EO VOO <
1

77 0 = w000 + y(6) - v'(®) + (M) - la(t) ~ o)1)

Le couple (v, M) étant un tube-solution de (x);, de la définition 5.0.1, on conclut
que p.p.teJ
%Ilw(t) = vl < (M) = ||l=(t) = v(®)f]) + M'(2)
car M'(t) = 0 p.p. t € {s, M(s) = 0}. Donc
5 (120 = w0l - M(B) < M@ ~ Jett) - (0 <0. ppves. (10

Conséquemment, ¢ — ||z(t) — v(t)|| — M(t) est strictement décroissante sur J.

Vérifions que J # [0,1] . En effet si c’était le cas, on aurait :

12(0) = v(0)[| — M(0) > Jl=(1) — v(1)]| - M(1),
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et comme par hypothése z(0) = z(1), en tenant compte de la définition 5.0.1 ceci
entrainerait,

M(0)=M(1) 2 [[v(0) ~v(D)]l 2 [l2(0) —v(0) ]| - |z(0) —v(1)]| > M(0)— M(1).
Done M(0) — M(1) < M(0) — M(1), ce qui serait contraditoire.

Montrons que si 1 ¢ J, alors 0 ¢ J. En effet si 1 ¢ J alors lz(1) = v(1)|| <
M(1). Donc

12(0) = 2(0) < |z(0) = w(1)|| + [lo(1) — w(0)]
= [[2(1) = vl + [lo(1) = v(0)]
< M(1) + M(0) — M(1) = M(0)
car par hypothése |[v(0) — v(1)|| < M(0) — M(1), et z(0) = z(1). Il S’ensuit donc
que 0 ¢ J.

Montrons que 1 ¢ J. Si ce n’est pas le cas, il existe un ¢, < 1 tel que |z (t2) —

v(t2)ll = M(t2) et Jta, 1] C J. Par I'inégalité
0 < flz(t) — o)l = M(t) < l|z(tz) — v(t2)|| — M(t2) =0,
pour ¢ €|t, 1], on a une contradiction. Il ressort de ce qui précéde que 0 et 1
n’appartiennent pas & J.
Si J # 0, alors il existerait to ¢ J et t; € J tels que Jto, t1] C J et ||z(to) —
v(to)|| = M(to). De nouveau, le fait que t — ||z(t) —v(t)|| — M(t) soit strictement
décroissante sur ]t, t;] entraine que

0< (llatt) = w(t)ll = M (&) < (Jlo) = w(to)| - M(t0)) =0

ce qui est absurde. Par conséquent, J =} et z € T(v, M). O

Proposition 5.1.5. Soit N' : C(I,R") — 2L*URY) papplication multivoque défi-
nie par :
Aﬂ@:{feL%LRﬂ;ﬂoeF@zm)pptef}

Sous les hypothéses (H5.1) et (H5.2), si 2(I, R™) est muni de la topologie faible,
alors N est semi-continue supérieurement, d valeurs convezes, compactes et en-

voie les bornés sur les bornés.
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DEMONSTRATION. Par le théoréme de sélection de Kuratowski Ryll-
Nardzewski (théoréme 1.3.5), pour tout 2 € C(J,R™), il existe une sélection me-
surable f telle que f(t) € F(t,z(t)) pour p.p. t € I. Donc de '’hypothése que F
est L*-intégralement bornée sur les bornés, il découle que pour tout z € C(I/,R"),
N (z) # 0 et que N envoie les bornés sur les bornés. Soit C C L2(I, R™) un fermé
de L?(I,R™) pour la topologie faible, et N~ (C) = {z € C(I,R™) : N(z)NC # 0}.
Soit {z,} une suite de N'=(C) telle que z, — z, montrons que = € N=(C).
Comme z, — z, il existe M telle que ||z,|| < M. Soit y, € N(z,) N C, alors
yn(t) € F(t,z4(t)) p-p. t € I. En vertu de 'hypothése sur F, il existe ¢p; € L3(I)
tel qu'on a |[yallz2 < ||¢ar||z2- Donc il existe une sous-suite encore notée {yn}
qui converge faiblement vers y dans L?(I,R"). Par le lemme 1.1.8, il existe
Un € cO{Yn, Yn+1," * =, Yntm, - - -} telle que v, — y dans L2(J,R™). Donc & une
sous-suite prés, on peut supposer que v,(t) — y(t) p.p.t € I. Pour p.p.t € I,

posons
Bn(t) = cof U {ym(t)}}.

et

An(t) = {vm(t) : m > n}

Par la définition de B, (t) et An(t), on a v,(t) € A,(t) pour tout m > n; A,(t)
étant fermé, on déduit que y(t) € A,(t) pour tout n et donc on déduit que
Y(t) € MNyen An(t). Comme A,(t) C B,(t) pour tout n entier, il découle de la
semi-continuité de F(t,-) que
y(®) € [ Bat) = () @o{ J {01} ¢ () @f J Flt,2m(®)} € F(t, 2(1)).
neN neN m2n neN m2n

L’ensemble C étant faiblement fermé, on conclut que y € C'; donc y € A/ (z)NC.
Il s’ensuit que A est semi-continue supérieurement.

Montrons que N est a valeurs fermées dans L?(I,R") munie de la topologie
faible. Soit z € C(I,R™), et y, € N(z), tel que y, — y dans L*(/, R™), 'argument
précédent permet de conclure que y(t) € F(t,z(t)) p.p.t € I et que y € N(x).
L’application z +— F(t,z) étant & valeurs convexes et compactes, pour presque
tout ¢ € I, et L?(I,R™) étant un espace de Hilbert, il est facile de voir que NV est

a valeurs convexes et compactes pour la topologie faible de L2(I, R™). O
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Définissons
B :dom(B) c C(I,R") — 2L*UR")
par
B(z) = {y € L*(I,R") : y(t) € B(z(t)) p.p. t € I}
et
S:=—B+N+1:C(I,R") — 2L° (IR,

OnaB=DBoi, ou i :dom(B)— dom(B),

dom(B) = {z € C(I,R") : z € dom(B)}
= {z € C(I,R"™) tel qu’il existe h € L*(I,R™)

tel que h(t) € B(z(t)) p.p. t € I},

et B est défini au chapitre un

Proposition 5.1.6. En munissant L*(I,R™) de la topologie faible, sous les hy-
pothéses (H5.1) — (H5.2), Uapplication S définie ci-desssus est semi-continue su-
périeurement, a valeurs convezes, fermées. De plus, S envoie les bornés sur les

bornés .

DEMONSTRATION. La preuve de la convexité et de la fermeture des valeurs de
S est évidente. De méme il est aussi évident que S est borné sur les bornés.
Prouvons donc la semi-continuiteé.

On note que Dom(B) = C(I, R"). En effet puisque B a pour domaine R™,
B est localement borné, et en vertu de la proposition 1.4.3, B est s.c.s., & valeurs
convexes, fermées, bornées. Si z € C(I,R") , Bozx : I — 2R" est s.c.s. et donc
est mesurable. Du théoréme de sélection 1.3.5, on déduit qu'il existe une fonction
mesurable h telle que A(t) € B(z(t)). Il est clair que h € L*(I,R") car Boz
est bornée. Par le lemme 1.4.14, B est maximal monotone, donc B est s.c.s. &
valeurs compactes dans L?(I, R") muni de la topologie faible; N/, I étant s.c.s. &

valeurs compactes, par le théoréme 1.3.4, S est s.c.s. g
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Posons
1,2 _ 1,2 ny . _
W, % = {z € W"*(I,R"™) : z(0) = z(1)}
et définissons
L: W} — L*(I,R")
par L(z) = z' + = pour tout z € W,?. Avant de donner la preuve du théoréme,

énongons le résultat suivant. Le lecteur interessé trouvera une preuve dans [42].

Proposition 5.1.7. L’application L : I/V]Dl'2 — L*(I,R") est bijective et

L™ L*(I,R™) — W}? est continue et est complétement continue.

Remarque 5.1.8. Par la proposition 5.1.7 et le lemme 1.1.7, ioL=! : L*(I,R™) —
C(I,R") est continue et complétement continue; ou L*(I,R™) est muni de la to-
pologie faible, C(I,R") de la topologie forte et 7 étant l'inclusion compacte de
WhH2(I,R™) dans C(I,R™).

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1.2. Pour z € C(I,R"), posons S(z) =
S(z). L'opérateur S est s.c.s., borné a valeurs convexes, fermées, non vides et
io L1 est complétement continue. Par le théoréme 1.3.2, V =i0L 105 est s.c.s.,
compacte et i valeurs convexes, compactes. Par le théoréme de Kakutani 1.3.6,

V a au moins un point fixe  qui est solution de (*),. Par la remarque 5.1.3,

z € T(v, M), donc z est une solution du probléme (x);. d



CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons traité de la multiplicité des solutions des sys-
témes d’équations différentielles, de ’existence d’une solution des inclusions dif-
férentielles du second ordre ou le terme multivoque est un opérateur maximal
monotone et des inclusions différentielles du premier ordre ol un terme est un
opérateur maximal monotone multivoque et 'autre terme est un opérateur mul-
tivoque, compact et semi-continu supérieurement.

La multiplicité de solutions des systémes d’équations différentielles est un
sujet peu traité a cause de la difficulté du probléme. Par contre on trouve de
nombreux résultats dans le cas des équations différentielles. L’étude des solutions
des systémes d’équations différentielles impose la connaissance du nombre mini-
mal de solutions. En introduisant la notion de tube-solution strict, nous avons
pu obtenir les premiers résultats significatifs de multiplicité pour les systémes
d’équations différentielles. Nous pouvons espérer que plusieurs autres résultats de
multiplicités pourront étre établis dans le futur. Il serait par exemple intéressant
de généraliser 4 des systémes, les résultats de multiplicité pour les équations diffé-
rentielles obtenus par El Khattabi et Goudreau respectivement dans leurs théses
de doctorat et mémoire de maitrise. Ces équations étant largement utilisées en
biologie et en physique.

En introduisant la notion de tube-solution pour les inclusions différentielles ou
le terme multivoque est un oppérateur maximal monotone, nous avons généralisé
considérablement la condition généralement imposée dans la littérature. Les ré-
sultats trouvés aux chapitres quatre et cing s’appliquent & un plus grand nombre

d’inclusions différentielles.
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Il serait maintenant intéressant de définir la notion de tube-solution strict
pour les inclusions différentielles et établir des résultats de multiplicité pour les
inclusions différentielles en dimension supérieure & un.

Au chapitre quatre, nous avons abordé le probléme d’existence de solution de
I'inclusion différentielle ()5 avec f univoque ; nous examinerions aussi avec profit
le cas ou f est multivoque et le cas quasilinéaire étudié par Bader et Papageorgiou
[3].

Dans le chapitre cing, la considération du cas ot F' est semi-continue inférieu-
rement est une avenue possible.

Nous pourrions enfin aborder le probléme de multiplicité pour les inclusions

()5 et (x)1 en définissant des notions de tube-solutions stricts pour () g et ().

Notons enfin que la condition fc°° ¢(Ss‘)iis = 00, introduite dans nos résultats aux
chapitres trois et quatre est moins générale que celle rencontrée dans la littérature

o0 sds

e 85 = 00 Mais elle devient équivalente si s < ¢(s) p.p. s € I. Des résultats

avec cette condition plus générale pourraient étre obtenus en utilisant la théorie

des fonctions multivoques comme Frigon I'a fait dans [27].
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