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SOMMAIRE

De facon générale, le présent travail porte sur la classification des systémes
mécaniques intégrables et superintégrables. Nous nous intéressons particuliére-
ment aux systémes & deux degrés de liberté avec champs magnétiques, classiques
et quantiques, dont les intégrales du mouvement sont des polyndmes dans les
vitesses.

En premier lieu, nous définissons les propriétés d’intégrabilité et de superinté-
grabilité au sens de Liouville. Nous présentons ensuite une contribution originale
a la recherche des systémes intégrables et superintégrables dont les intégrales
sont des polynomes de degré un ou deux dans les vitesses. Nous identifions les
conditions qui garantissent ’existence de constantes du mouvement linéaires et
quadratiques en mécanique quantique. Le cas des systémes intégrables avec inté-
grale linéaire est complétement résolu, tandis que nous nous concentrons préci-
sément aux formes cartésienne et polaire des intégrales quadratiques. En outre,
nous identifions les systémes superintégrables parmi tous ces systémes, tant en

mécanique classique qu’en mécanique quantique.

Mots-clés : intégrabilité, superintégrabilité, champ magnétique, potentiel vecteur,

mécanique classique, mécanique quantique, groupes de symétries, algébres de Lie.
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SUMMARY

This work is devoted to the classification of integrable and superintegrable
mechanical systems. We are interested in two-dimensional classical and quantum
systems with magnetic fields that possess integrals of motion which are polyno-
mials in the velocities.

We first define the properties of integrability and superintegrability in the
Liouville sense. Next, we present an original contribution to the search for in-
tegrable and superintegrable systems that possess integrals which are first and
second-order polynomials in the velocities. We identify the conditions that ensure
the existence of linear and quadratic constants of motion in quantum mechanics.
The case of integrable systems with first order integrals is completely solved. We
then concentrate on the cartesian and polar forms of the quadratic integrals. We
finally identify superintegrable systems among the integrable ones, both in clas-

sical and quantum mechanics.

Mots-clés : integrability, superintegrability, magnetic field, velocity-dependent po-

tential, classical mechanics, quantum mechanics, symmetry groups, Lie algebras.
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"In mathematics, you don’t understand things, you just get used to them."

JOHN VON NEUMANN
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INTRODUCTION

L’étude des systémes intégrables et superintégrables ne date pas d’hier. Lors
du développement de la théorie de la mécanique classique au cours des dix-
huitiéme et dix-neuviéme siécles, on croyait que tous les systémes mécaniques
étaient intégrables. C’est a la fin du dix-neuviéme siécle que 'on commence a
entrevoir I’existence de systémes non-intégrables. On réalisera par la suite que
I'intégrabilité est en fait une propriété rare et que la superintégrabilité ’est en-
core plus.

Une recherche systématique des systémes intégrables et superintégrables dé-
bute alors. La principale motivation de cette quéte est fournie par le théoréme
de Liouville, qui stipule que les systémes intégrables ont des comportements trés
réguliers. Parmi les techniques servant & identifier ceux-ci, on retrouve celle qui
consiste a faire ’hypothése que les intégrales du mouvement sont des polynomes
dans les vitesses. Dans un article qu’il publie en 1901 [D], G. Darboux utilise
cette méthode pour classifier les systémes a deux degrés de liberté avec potentiel
indépendant des vitesses dont l'intégrale est quadratique, mais sa solution est
incompléte.

A la fin des années soixante, des chercheurs parmi lesquels on trouve P. Win-
ternitz, J. Smorodinsky et B. Dorizzi, généralisent les notions d’intégrabilité et
de superintégrabilité aux systémes mécaniques quantiques. Les systémes & deux
degrés de liberté possédant un potentiel indépendant des vitesses et une inté-
grale linéaire ou quadratique sont identifiés, autant en mécanique classique qu’en
mécanique quantique. On constate alors que les systémes intégrables et superinté-

grables classiques et quantiques de ce type coincident toujours. (Voir [FMSUW]|,
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[DGR] et [MSVW].) En outre, P'existence d’une intégrale d’ordre deux est as-
sociée & la séparation des variables dans ’équation de Hamilton-Jacobi ou de
Schrodinger. Beaucoup plus récemment, on s’est intéressé & ces mémes systémes,
mais en recherchant cette fois des intégrales d’ordre trois. (Voir par exemple |GW]|
et [H1].) Des différences se sont alors révélées entre la mécanique classique et la
mécanique quantique. Des résultats partiels sont aussi obtenus pour des intégrales
d’ordre supérieur.

Dans un article publié¢ en 1985 [DGRW], B. Dorizzi, B. Grammaticos, A. Ra-
mani et P. Winternitz abordent le cas des systémes intégrables classiques & deux
degrés de liberté dont le potentiel dépend des vitesses, c’est-a-dire lorsqu’il s’y
trouve un champ magnétique. Ils identifient les conditions qui garantissent 1’exis-
tence d’une intégrale linéaire, puis d’une intégrale quadratique. Les deux systémes
intégrables avec intégrale linéaire sont identifiés et le probléme de I'intégrale qua-
dratique est séparé en plusieurs cas & 'aide de transformations euclidiennes du
plan, car il s’avére étre beaucoup plus difficile a résoudre. En effet, 'intégrale est
réduite a 'une des quatre formes réelles standard que I’on qualifie de cartésienne,
polaire, parabolique ou elliptique pour des raisons que nous expliquerons a la fin
du chapitre 1. Le cas des systémes intégrables possédant une intégrale de forme
cartésienne est étudié. Nous le complétons dans ce travail.

Ce mémoire est consacré a la version quantique des systémes mécaniques
intégrables & deux degrés de liberté avec champ magnétique. Dans le premier
chapitre, nous établissons des conditions nécessaires et suffisantes & ’existence
d’une intégrale linéaire dans les vitesses, puis d’une intégrale quadratique. Le cas
d’une intégrale d’ordre un est complétement résolu et nous identifions ensuite
les systémes superintégrables parmi ceux-ci, autant en mécanique classique qu’en
mécanique quantique. Dans les chapitres 2 et 4, nous procédons & une recherche
des systémes intégrables classiques et quantiques possédant une intégrale quadra-
tique de forme cartésienne et polaire respectivement. Les chapitres 3 et 5 sont
quant & eux consacrés a I'identification des systémes superintégrables parmi ces

derniers systémes.



Chapitre 1

PRESENTATION DU SUJET

1.1. SYSTEMES INTEGRABLES ET SUPERINTEGRABLES

Dans la formulation de Hamilton de la mécanique classique, un systéme mé-
canique est décrit par son Hamiltonien. En particulier, les systémes composés
d’une particule de charge électrique e et de masse m se déplacant dans un champ

magneétique ont un Hamiltonien de la forme

H = H(G5) = 5lp ~ A +U(3), (1.1.1)

ot Uet A= (A1, ..., A,) sont les potentiels scalaire et vecteur qui décrivent le
champ magnétique. Les vecteurs § = (g1, o, ..., ¢.) et 5= mi+eA = (p1, pa, vy D)
(n est le nombre de degrés de liberté) sont les coordonnées et les moments qui
forment I'espace des phases dans lequel sont considérées les 2n équations du mou-

vement, soit

OH OH
J—- = —— 1.1.2
q't 8p17 p‘l aql ( )

Ce Hamiltonien et les équations du mouvement qui lui sont associées seront
utilisés tout au long de ce travail. Comme H ne dépend pas explicitement du

temps, nous avons

dH OH OH
= —G;+ —7p; = 0. 1.1.3
T .7 (1.1.3)
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Ainsi, le Hamiltonien fera toujours partie des intégrales du mouvement des
systémes étudiés dans ce mémoire. Définissons maintenant les notions d’intégra-

bilité et de superintégrabilité en mécanique classique et en mécanique quantique.

1.1.1. Mécanique classique

Il existe en mécanique classique un puissant théoréme qui stipule qu’un sys-
téme & n degrés de liberté qui posséde n intégrales du mouvement C; = Ci(q, p)

en involution et indépendantes entre elles a les propriétés suivantes :

(1) M = {(§,p),Ci(@,P) = k;} est une variété invariante sous le flot. (Les k;

sont des constantes.)

(i7) Si M est compacte et connexe, alors elle est difféomorphe & un tore de di-

mension n.

(73) Le mouvement sur M est quasi-périodique, c’est-a-dire une combinaison de

n mouvement périodiques.

(1v) Les équations du mouvement sont intégrables par quadratures, c’est-a-dire

en utilisant des primitives de fonctions connues.

Un tel systéme exhibe donc un comportement trés régulier et facilement pré-
visible sur de longues périodes de temps. Ce résultat important est le théoréme
de Liouville, dont les hypothéses correspondent a la définition de l'intégrabilité

classique.
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Définition 1.1.1 (Intégrabilité classique). Un systéme mécanique & n degrés de
liberté est dit intégrable s’il existe n fonctions C; = Ci(q,p) (ov C, = H) bien

définies telles que

{H, C-L} - 07
(C.C} =0, (1.1.4)
A(C1,sCn) 1y _
Tang(a(ql,...,:zn,m,-.-mn)) =™

ou

. 0X Y 08Xy
Y= G o ™ o 0 (1.1.5)

i=1

est le crochet de Poisson et i,j—1, ..., n.
Le premier item de la définition indique que les m fonctions C; sont des

constantes du mouvement :

. OH dC; OH aC; . aC; aC; dC,
H,Ci — el z__ 1 - _1+__1, - 120.
(03 = 9q, 9p;  Bp; ;) ;(p’ o, og) T

- (1.1.6)

Le deuxiéme et le troisiéme traduisent respectivement les propriétés d’involution
et d’indépendance fonctionnelle. L’expression "bien définies" figurant dans la dé-
finition et qui sera utilisée ultérieurement signifie que les intégrales du mouvement
doivent étre des fonctions définies sur tout 'espace des phases, ou du moins sur
un ouvert fini de ’espace des phases. En effet, il existe des théorémes d’existence
et d’unicité qui garantissent que 1’on peut toujours, pour des conditions initiales
données, trouver 2n — 1 constantes du mouvement définies localement dans un
voissinage de ces conditions initiales. Ainsi, la définition de l'intégrabilité que
nous venons de donner exige que les intégrales soient globales plut6t que locales.

Ce théoréme de la mécanique classique motive donc 1’étude des systémes inté-
grables classiques, puisqu’ils possédent de bonnes propriétés physiques. L’étude de
phénoménes complexes est simplifiée si elle est restreinte aux systémes intégrables
et permet donc une meilleure compréhension de la physique en général, mais aussi

des autres systémes mécaniques, comme par exemple les systémes chaotiques.
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Il est possible d’aller plus loin encore dans la recherche de systémes méca-
niques dont le comportement est trés régulier. Pour ce faire, nous introduisons
maintenant la notion de superintégrabilité. En effet, un systéme a n degrés de
liberté peut trés bien posséder plus de n intégrales du mouvement. (Le maximum
est de 2n — 1 et on parle alors de superintégrabilité maximale.) Il est donc trés
tentant de conjecturer qu’un systéme qui a plus de constantes du mouvement que
de degrés de liberté aura un comportement encore plus régulier qu’un systéme
intégrable. Donnons en exemple le potentiel de Kepler V = ar~! et I'oscillateur
harmonique V = w?r?, qui sont certainement les systémes maximalement super-
intégrables les plus connus. Le théoréme de Bertrand [B] affirme que ce sont les
seuls potentiels & symétrie sphérique dans lesquels toutes les trajectoires finies
sont fermées. Ce résultat est lié de trés prés a la superintégrabilité de ces deux

systémes et illustre bien I'importance de I’étude de cette propriété.

Définition 1.1.2 (Superintégrabilité classique). Un systéme a n degrés de liberté
est dit superintégrable s’il posséde plus de n intégrales du mouvement bien définies
et fonctionnellement indépendantes parmi lesquelles il est possible de former un

ensemble de cardinalité n en involution.

1.1.2. Mécanique quantique

Avant de définir les notions d’intégrabilité et de superintégrabilité quantiques,
il importe de décrire briévement les liens entre la mécanique classique et la mé-
canique quantique. Mentionnons qu’il s’agit ici d’une approche trés sommaire qui
s’en tient au minimum requis pour la compréhension de ce mémoire et que la théo-
rie compléte se trouve dans les volumes d’introduction a la mécanique quantique.
(Voir [CDLJ.)

La mécanique classique est une bonne approximation de la mécanique quan-
tique pour les phénoménes d’échelle macroscopique. A I'intérieur du modéle ma-
thématique quantique, cette approximation classique s’effectue en faisant tendre
la constante de Planck, notée par f, vers zéro. En effet, les prédictions des théories

classique et quantique coincident alors.
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A TPinverse, lorsqu’un probléme est formulé dans le cadre de la mécanique
classique, il est possible d’en obtenir la version quantique en utilisant des régles
dites de quantification, qui sont construites de maniére a satisfaire aux différents
postulats de la mécanique quantique. La premiére vise & transformer les grandeurs

physiques classiques en opérateurs quantiques appelés observables :

7 — —ihd;. (1.1.7)

Il faut ensuite lever Pambiguité qui survient alors et qui est en lien avec ’ordre
des termes. En effet, si par exemple la quantité F'(z,)p; peut aussi s’écrire p; F'(z;)
dans le modéle classique, une fois la régle (1.1.7) appliquée, il devient impératif de
choisir d’écrire —ihAF(21)0;, ou —thd,, F(z1) = —ih(F(z1)0,, + F;,(z1)), puisque
ces quantités ne sont pas égales. Pour régler ce probléme, nous appliquons la
formule de symétrisation suivante, qui est en quelque sorte une moyenne entre les

deux possibilités :

1
ab— (AB + BA) (1.1.8)

ou a et b représentent deux grandeurs physiques classiques, et A et B les deux
opérateurs quantiques obtenus aprés avoir appliqué (1.1.7) sur a et b respecti-
vement. On appele cette opération I’anti-commutateur de deux opérateurs. Avec
ces régles de quantification, nous pourrons passer du modéle classique au modéle
quantique dans la suite de ce travail.

Revenons maintenant a I'objet de notre étude en mentionnant d’abord qu’il
n’y a pas d’analogue quantique au théoréme de Liouville. Or, comme la définition
méme de I'intégrabilité classique en découle, la notion d’intégrabilité quantique,
quant & elle, consiste donc en une transposition naturelle de la définition clas-
sique. Cela peut paraitre étrange a priori, puisque les concepts de la mécanique
quantique, en tant que théorie plus générale, ne devraient pas avoir a reposer
sur ceux de la mécanique classique. Cependant, faute de "théoréme de Liouville
quantique", nous pouvons conjecturer que les systémes intégrables et superinté-
grables classiques sont des approximations de systémes quantiques qui possédent

effectivement des propriétés de régularité intéressantes et qu’en "quantifiant" les
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hypothéses du théoréme de Liouville, nous obtiendrons de tels systémes. Qui sait,
une bonne compréhension et une classification de ces systémes méneront peut-

étre un jour a la découverte du "théoréme de Liouville quantique".

Définition 1.1.3 (Intégrabilité quantique). Un systéme mécanique quantique d
n degrés de liberté est dit intégrable s’il posséde n intégrales du mouvement C; (ou

Cy = H) bien définies, en involution et indépendantes entre elles, c’est-a-dire

[C., 0] =0, (1.1.9)

ou [X,Y] = XY — Y X est le commutateur et i,j=1, ..., n.

Si Panalogie entre le crochet de Poisson et le commutateur est naturelle, un
probléme se pose cependant pour ce qui est du critére d’indépendance entre les
intégrales. En effet, nous ne pouvons plus recourir au jacobien comme dans le
cas classique. De plus, le commutateur induisant lui-méme une relation polyno-
miale entre deux opérateurs, le choix d’une autre définition d’indépendance n’est
pas facile. Parmi les chercheurs s’intéressant ’intégrabilité, il en est qui ont étu-
dié cette question, mais aucune conclusion définitive n’est encore acceptée. (Voir
par exemple [HG] et [W].) De plus, il a été démontré que des opérateurs qui
commutent entre eux peuvent étre utiles méme si leur limite classique sont fonc-
tionnellement dépendantes. (Voir [H1], [H2] et [HG].) Dans ce mémoire, nous
considérerons que des opérateurs sont dépendants s’il est possible d’exprimer I'un

d’eux comme un polynéme dans les autres.

Définition 1.1.4 (Superintégrabilité quantique). Un systéme mécanique quan-
tique a n degrés de liberté est dit superintégrable s’il posséde plus de n intégrales
du mouvement bien définies et indépendantes parmi lesquelles il est possible de

former un ensemble de cardinalité n en involution.

1.1.3. Recherche et classification des systémes intégrables

Comme nous ’avons déja mentionné, les raisons qui motivent I’étude des sys-

témes intégrables vont dans le sens d’une meilleure compréhension de certains
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phénoménes physiques comme le chaos. Une question se pose maintenant : com-
ment identifie-t-on les systémes intégrables ? Dans le cadre de ces travaux, comme
dans bien d’autres sur le sujet, nous cffectuons une recherche systématique des
intégrales du mouvement pour un Hamiltonien donné en spécifiant qu’elles sont
des polynémes dans les vitesses. Evidemment, nous ne visons ainsi qu’'un en-
semble bien particulier de systémes intégrables, puisqu’une intégrale peut étre a
priori n’importe quelle fonction continue et difféerentiable des coordonnées et des
moments. La méthode n’en demeure pas moins trés puissante pour une intégrale

polynomiale de degré assez bas.

1.2. FORMULATION DU PROBLEME

Ce mémoire porte sur les systémes intégrables et superintégrables avec champ
magnétique & deux degrés de liberté. Le Hamiltonien classique qui sera donc
considéré tout au long de ce travail est celui de I’équation (1.1.1) avec n = 2, qui

peut s’écrire sous la forme

1
Hetass = 5 (0% +Py) + A, )= + B(z,y)py + V(2,1), (1.2.1)

ol le potentiel vecteur est A = (A, B). La charge ¢ et la masse m de la particule
sont considérées égales & un sans perte de généralité, puisque ces paramétres
n’ont pas d’influence sur l'intégrablilité d’un systéme. Nous avons aussi adopté
la notation ¢ = (q1,q2) = (z,y) et p = (p1,p2) = (P, py). Les équations du

mouvement (1.1.2) associées & ce Hamiltonien sont donc

:i:=%=pm+/l,

. 9H
y=m=py+B,

; (1.2.2)
Dz = o1 - Ve — A:z:p:c - B:rpy7

py = =% =V, — Ayp. — Byp,.
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Nous pouvons éliminer les moments de ces équations pour obtenir un systéme

plus concis en dérivant d’abord les deux premiéres par rapport au temps :

i = o+ Agi + Ay,
P v (1.2.3)
U = py + Bz + Byy.

Nous pouvons ensuite remplacer p, et p, par les troisiéme et quatriéme équa-

tions de (1.2.2) :

&= -V — Apr — Bepy + AT + Ayy,
§=—Vy— Aype — Bypy + Bo + Byy,

(1.2.4)

puis, sachant que p, = = — A et p, = y — B, nous obtenons finalement

i=-V,+ AA, + BB, +y(A, — B;) = —W, + Qy,
§ = -V, + AA, + BB, — (A, — B,) = -W, — Qz, (1.2.5)
H=3(@+9°)+W,

ou

Q=A,-B, (1.2.6)

est le champ magnétique et

W=V- %(AQ + B?). (1.2.7)

Mentionnons qu’une fois les fonctions £ et W identifiées, il est possible de

construire A = (A, B) et V a une transformation de jauge prés, soit

VI |V + (A grad(9)) + 3(gred(¢))? (1.2.8)

A A+ grad(¢o)

ot ¢ = ¢(z,y) est une fonction arbitraire des coordonnées.



La technique de quantification (1.1.7) s’écrit maintenant

pr — —thd;, py —> —ihd,. (1.2.9)

En appliquant cette transformation et la régle de symétrisation (1.1.8) sur le

Hamiltonien (1.2.1), nous obtenons

2 .
H= _%(aj + 92) — ih(Ad, + BO,) — %h’(AI + By)+ V. (1.2.10)

C’est ce Hamiltonien qui sera utilisé dans toute la suite de ce mémoire.

1.2.1. Intégrale linéaire

Nous nous intéressons dans ce travail a la classification des systémes inté-
grables et superintégrables décrits par le Hamiltonien H et dont les constantes
du mouvement sont sous la forme de polynémes de degré un ou deux dans les
vitesses. Nous commencons donc par traiter le cas ou l'intégrale est linéaire, c’est-

a-dire ou
Cclass = fO(xay)m—l_fl(x’ y)y+ m(T7y) (1211)

La version classique de ce probléme, ol nous posons alors dCpass/dt = 0, a
déja été traitée dans [DGRW]. La premiére contribution originale de ce mémoire
consiste & en étudier la version quantique. Aprés avoir écrit l'intégrale sous la

forme

Cclass = fO(pz + A) + f] (py + B) +m (1212)

a Paide des deux premiéres équations de (1.2.2), nous appliquons les régles de

quantification (1.1.7) et (1.1.8) pour obtenir

C =~ (fobs + O:fo) + foA = F(£10, + 0, f1) + LB +m,

(1.2.13)
C = —ih(fodz + /10y) — B(for + f1y) + JoA+ fiB +m.
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Les conditions qui garantissent 'intégrabilité quantique sont ensuite obtenues
en exigeant que le commutateur de H et C s’annule, tel que 'indique la défini-
tion. Nous obtenons six équations correspondant aux coefficients des différentes

puissances de 0, et J,, soit

fOx - 0\

fly :Ov

+ T = 07
;O; I . (1.2.14)
1 — My = U,
foQ+my =0,

foW, + fiW, = 0.

Il s’agit du méme systéme d’équations que celui obtenu dans ’article DGRW]|,
ou le cas classique a été étudié. Les conditions a remplir pour garantir I’existence
d’une intégrale linéaire sont donc les mémes en mécanique classique et en mé-
canique quantique. Ainsi, nous écrirons les intégrales trouvées sous leur forme
classique seulement pour alléger le texte, puisque les solutions pour fo, f; et m
seront les mémes. (La forme quantique pourra alors étre obtenue a ’aide de la
formule (1.2.13).)

La résolution du systéme (1.2.14) est refaite ici. Des trois premiéres équations,

nous obtenons

= ay + ,
o=yt p (1.2.15)
fi=—az+7.
Ainsi, P'intégrale cherchée prend la forme
C'cl'ass = —(l’(IEy - ny) + ,6.’11 + ’)y + m. (1216)

La condition de compatibilité m,, = m,, issue des quatriéme et cinquiéme équa-

tions de (1.2.14) est

fofde + f1Q, = 0. (1.2.17)
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Nous pouvons ensuite simplifier le probléme a résoudre en effectuant des transla-

tions bien choisies, sauf dans le cas ot a = 0.

Premier cas : a =0

Nous avons alors

fo=8. fi=~ (1.2.18)

La condition de compatibilité (1.2.17) et la derniére équation du systéme (1.2.14)

deviennent

Q. + 8, =0,
Pide + iy (1.2.19)
BW, + W, = 0.
Ces deux équations se résolvent par la méthode des caractéristiques :
Bdy = vydx (1.2.20)

et cela nous méne & la solution 2 = Q(&) et W = W(€), qui sont deux fonctions
de £ = yx — [y arbitraires et indépendantes. Il reste alors deux équations pour

m, soit les quatriéme et cinquiéme équations de (1.2.14) :

T 1= 07
e = (1.2.21)
my + B2 =10,
dont la solution est
m = m(§) = /Q(g)df. (1.2.22)
L’intégrale est donc
Ce= P+ vy + /Q(f)d&. (1.2.23)



Deuxiéme cas: a#0et f=v=0

Dans ce cas, nous avons

fO = ay,

f] = —QI.

(1.2.24)

La condition de compatiblité (1.2.17) et la derniére équation du systéme (1.2.14)

sont alors

a(yQ, — z9,) =0,

(1.2.25)
a(yW, —zW,) = 0.
Comme « # 0, il faut en fait résoudre
Q, — z2, =0,
Yile =0 (1.2.26)
yW, — W, =0,
par la méthode des caractéristiques :
Q= Q(p),
(p) (1.2.27)
W = W(p),

qui sont deux fonctions de p = /z2 + y? arbitraires et indépendantes. (Il est &
noter que nous aurions pu dés le départ normaliser ce cas en posant a = 1.) 1l

reste ensuite deux équations pour m, soit

1 Q =0,
Ma (1.2.28)
my + y§d = 0,
dont la solution est
m =m(p) = — /pQ(p)dp. (1.2.29)

L'intégrale est donc

Co = (@i~ y3) - [ p0Uo)dp. (1.2.30)
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Ainsi. nous obtenons que dans le cas classique comme dans le cas quantique,
une intégrale du mouvement linéaire dans les vitesses existe si et seulement si le
champ magnétique (2 et le potentiel 1V sont tous les deux invariants soit sous

I'action de translations, soit sous I’action de rotations autour d’un point.
1.2.2. Superintégrabilité linéaire

Exigeons maintenant que les deux systémes intégrables que nous venons d’ob-
tenir possédent une intégrale supplémentaire, c’est-a-dire qu’ils soient superinté-
grables. Ceci consiste cette fois en une contribution originale autant dans le cas
classique que dans le cas quantique. Nous devons donc résoudre le méme systéme
d’équations (1.2.14), mais la tache est simplifiée par la connaissance des fonctions

Q et W. Nous cherchons ainsi une intégrale supplémentaire de la forme

C = foz+ friy+m, (1.2.31)

ou fo et fi doivent satisfaire aux trois premiéres équations de (1.2.14), c’est-a-dire
fo=ay+azet fi = —a1z + as.

Dans le cas ou le champ magnétique et le potentiel sont invariants par rap-
port aux translations (2 = Q(§), W = W(£), £ = yz — PBy), la condition de
compatibilité (1.2.17) et la derniére équation du systéme (1.2.14) sont

Qe(aryy + azy + a1 — a3f) = 0,

(1.2.32)
We(a1vy + a2y + a18z — asff) = 0.

Si nous exigeons que (a;yy + axyy + a1z — azfB) = 0, alors soit B = v = 0,
soit a; = asy — azfB = 0. Dans le premier cas, l'intégrale (1.2.23) n’est qu'une
constante. Dans le deuxiéme cas, nous retrouvons exactement l'intégrale C¢ de
I'équation (1.2.23). Le seul espoir d’obtenir une constante du mouvement addi-
tionnelle réside donc dans la possibilité d’avoir Q¢ = W, = 0, c’est-a-dire si 2 et

W sont constants. Nous y reviendrons bientot.
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Quand le champ magnétique et le potentiel sont invariants par rapport aux

rotations autour d'un point, ¢’est-a-dire = Q(p), W =W (p). p= 22+ 3% la

condition de compatibilité (1.2.17) et la derniére équation du sytéme sont

0, (as + agy) = 0.
plas® + axy) (1.2.33)

W,(azx + azy) = 0.

Si asr + aszy = 0, c’est-a-dire si ay = a3z = 0, nous retrouvons C,. Il reste donc
la possibilité ou € et 1V sont constants, comme dans le cas précédent. Revenons
donc a cette possibilité. Il ne reste alors qu’a résoudre les quatriéme et cinquiéme
équations de (1.2.14) pour m, a une constante additive prés, en posant {2 = (2
et W = 0 (ce qui peut se faire sans perte de généralité, puisqu’il n’apparait que

des dérivées de W dans le systéme d’équations) :

my, = (—alx + ag)QQ,

(1.2.34)
my = —(a1y + a2)o,
donc
arflo, o, o
m = ——2—(:1: +y°) + Qo(asz — azy). (1.2.35)

L’intégrale cherchée est ainsi

$

C = —ai(zy — y) + a2 + azy — “ (2% + ) + Qo(asz — agy),  (1.2.36)

et il s’agit d’'une combinaison linéaire des trois intégrales suivantes :

C] =1I— Qoy,
Cs = ay —yi + P(2* +17).

Comme un systéme & deux degrés de liberté ne peut posséder plus de trois
intégrales indépendantes et que le Hamiltonien a déja été identifié comme une

constante du mouvement, celui-ci doit nécessairement pouvoir s’écrire en termes
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des intégrales Cy. Cy et Cy. Les fonctions A(z.y). B(z,y) et V(x.y) sont d’abord
construites a l'aide de {2 = §)g et W = 0, ainsi que des équations (1.2.6) et (1.2.7),

a une transformation de jauge pres :

A(IL‘,:I/) = ng
B(z,y) =0, (1.2.38)
V(z,y) = B

Le Hamiltonien du systéme superintégrable est donc

2,,2

oy” _ 1o o
> _2(:1; +y), (1.2.39)

1
H=5@?H®+me+

et il peut effectivement &tre écrit en termes des trois intégrales linéaires (1.2.37) :

2H = C} + C; — 200Cs. (1.2.40)

Sous forme quantique, les résultats s’énoncent ainsi :

Ciq = —1h0,,
Coy = —ihd, + oz,
Cyy = —’iﬁ(:[:ay —y0;) + %(ZIIQ _ yQ),

Hy = =102 + 82) — ihQyd, + 282,

avec 2H, = C7, + C3 — 2Q4Cj,.

Ainsi, chaque fois que nous discuterons du systéme avec champ magnétique
et potentiel constants, que ce soit pour la recherche d’intégrales d’ordre deux,
comme dans la suite de ce mémoire, ou méme celles de degrés supérieurs, toutes
ces intégrales, sous forme classique (respectivement quantique), pourront s’écrire

comme des polynémes en C, C; et Cj (respectivement Cig, Coq et Cy,).
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Calculons maintenant les relations de commmutations entre C, Cs et ('3 4 I'aide
du crochet de Poisson pour identifier le groupe de symétries du systéme super-
intégrable, c’est-a-dire le groupe de transformations qui laissent le Hamiltonien

mvariant :

{C1,Ca} = —Qo,
(G, Go} = —=Co. (1.2.42)
{C,,C3} = Cy,

{Ci, Q) = 0.

Les trois intégrales et le champ magnétique €y forment donc une algébre de Lie
qui est ’extension centrale de e(2), I’algébre des transformations euclidiennes du

plan. Il en est de méme dans le cas quantique.
1.2.3. Intégrale quadratique

De la méme maniére que dans la section précédente, nous élaborerons les
conditions nécessaires et suffisantes a I’existence d’une constante du mouvement

ayant la forme d’un polynéme de degré deux dans les vitesses, c’est-a-dire

Cclass = go(ﬂi, y)xQ + gl(xa y)l‘y + 92(1', 7/)1/2 + }‘10(377 y)l‘ + l’tifl (Ivy)y + m(:z:, y)
(1.2.43)

La quantification de cette intégrale donne

C= _‘h2(goaz + gOJ:aI + [9)1 azay + 92013 + g?yay) - —FLQE(gOI.’E + glyaz
+ G120y + 1oy + Goyy) — tR(290A0; + goz A + goAz + 91 AD, + q1BO,+
292B0, + goy B + 2By + koOy + k18,) — (g1 Ay + 914 + 912 B + 91 Bo+

koz + ki) + goA% + W AB + 92 B? + koA + k1 B + m.
y
(1.2.44)

Nous exigeons que le commutateur de H et C s’annule. Les termes d’ordre trois

en Oz et dy impliquent alors que go. = 0, g2, = 0, goy + 912 = 0 et g1y + g2 = 0.
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Ainsi, nous avons

g0 = ay® — By +6,
g = —2azy + Fr —yy + &, (1.2.45)
go = oz’ + vz + (.

Le reste de la condition [H, C] = 0 est équivalent a

koz — 9182 = 0,
1y + 9182 =0,
2Q(go — 92) + koy + k12 =0,
290W, + 1 W, + k1 Q — mg = 0,
2goWy + 1 W, — ko2 — my, = 0,
R (92:y — 9oy + koW + ks W, = 0.

(1.2.46)

11 est intéressant de noter que la limite classique de ce systéme d’équations,
c’est-a-dire lorsque 7 tend vers zéro, correspond exactement au systéme d’équa-
tions obtenu dans le cas classique pour une intégrale d’ordre deux. (Voir [ DGRW]|.)
Pour identifier les systémes intégrables quantiques et leur intégrale, il faut main-
tenant identifier les fonctions ©, W, ko, k1 et m a I'aide des équations (1.2.46).
Ces derniéres ne sont cependant pas faciles a résoudre et certaines simplifications
sont nécessaires. Puisque les solutions (1.2.45) pour les fonctions g; sont les mémes
dans les cas classique et quantique, I'intégrale classique (1.2.43) & quantifier prend

en fait la forme
Cltass = a(zy—yz)*+ (29 —yz)(Bi+7v9) +652 + (9 +Eiy+hot+E1y+m. (1.2.47)

Comme la partie quadratique de cette intégrale est un élément d’ordre deux de
I’algébre enveloppante de I’algébre de Lie e(2), nous pouvons appliquer certaines
transformations euclidiennes du plan, et parfois une combinaison linéaire avec le
Hamiltonien, pour réduire I'intégrale a 'une des quatre formes réelles standard

suivantes :

1

Cr = (z9 — yz)* + kot + k1 + m, (1.2.49)
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Cp = i(zy — yt) + kod + k1y +m, (1.2.50)

Ce = (29 — yi)> + o(i* — 9°) + kot + by +m. (1.2.51)

Il a été démontré que 'existence de chacun de ces invariants est relié a la
séparation des variables dans ’équation de Hamilton-Jacobi (et dans P'équation
de Schrodinger en mécanique quantique) en coordonnées cartésiennes, polaires,
paraboliques et elliptiques respectivement dans le cas d’un potentiel indépendant
des vitesses. (Voir [DGR/|, [FMSUW].) Nous utiliserons donc ces différentes
formes de 'intégrale pour simplifier notre probléme, comme cela a déja été fait
pour l'intégrale cartésienne classique (1.2.48). (Voir [ DGRW].) Dans ce mémoire,

nous traitons les cas quantiques cartésien et polaire.
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Chapitre 2

INTEGRABILITE CARTESIENNE

2.1. PRESENTATION

Dans ce chapitre, nous considérons l'intégrale cartésienne (1.2.48). Nous sup-
poserons donc que nous avons débuté par la quantification de cette intégrale avant
d’exiger [H,C] = 0, ce qui revient A posera =f=y=£6=(=0et § = 1 dans
les équations (1.2.46) :

koz = 0,
kiy = 0,

Q-+ oy + ke = 0,
We 4+ ki —m, =0,
koS +m, = 0,
koW, + kW, = 0.

(2.1.1)

Comme le seul terme qui contenait A disparait, nous retrouvons exactement
le méme systéme d’équations que dans le cas classique et les résultats sont déja
connus (Voir [DGRW].). Ainsi. pour une intégrale quadratique de forme carté-
sienne, les systémes intégrables classiques et quantiques sont les mémes. Men-
tionnons qu’il a déja été démontré que lorsque des intégrales d’ordre deux sont
considérées pour un potentiel scalaire, les systémes quantiques intégrables et su-
perintégrables coincident toujours. Nous présentons dans ce chapitre les détails
de la solution obtenue dans [DGRW]|, car nous avons identifié au cours de nos

travaux deux cas particuliers de solution qui ne figuraient pas dans cet article.
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Le cas d'un systéme sans champ magnétique, correspondant a {2 = kg =
ki = 0. donne un potenticl séparable W = Wy(y) + m(z), comme prévu. Nous
avons en effet déja mentionné que I'existence de 'intégrale C¢ est associée a la
séparation des variables en coordonnées cartésiennes. Ainsi, la solution obtenue
dans [DGRW], que nous reprenons ici en incluant les cas particuliers, est pour

Q2 # 0. Les trois premiéres équations du systéme (2.1.1) donnent

ko = —gy(¥),
kl = _fz(m)a (212)
0= fxz + Gyy-

L’équation de compatibilité m,, = m,, issue des quatriéme et cinquiéme équa-

tions de (2.1.1) est

vay + k1Qy + koSl = I/sz — fIgyyy + gyfmz =0, (2_1_3)

et elle peut étre intégrée par rapport & y, puis par rapport a z, pour donner

W = f(2)gyy(¥) + 9(y) fae(z) + u(z) +0(y). (2.14)

La derniére équation du systéme (2.1.1) est donc réduite a
gy(gfrrz + f:r:gyy + Um) + fz(fgyyy + gyfzz + 'Uy) =0. (215)

2
Si nous posons F(z) = u(z) + 123 et G(y) = v(y) + %, cette derniére équation

prend la forme

FI G1 Irrxr YY1,
__+____J+g_f .{.fM = 0. (2.1.6)
f:c Gy fx Gy

Il faudra cependant considérer les cas f, = 0 et g, = 0 séparément.



2.2. CAS GENERAL

Supposons d’abord que f, # 0 et g, # 0. Si nous prenons la dérivée mixte
0/020y de I'équation (2.1.6) et que nous procédons & une séparation des variables,

nous obtenons

1 d fame _ 1 d gy
fzdz f, gy Ay gy

= 2q. (2.2.1)

Il en résulte
fez = af? +bf +¢, gy = —ag® +dg-+e. (2.2.2)

Ainsi, si nous résumons ce que nous avons pour I'instant, cela donne

k() = — 0y,
kl = _f:r)
Q:fa:x+gyy:a(f2_92)+bf+dg+c+€, (223)

W = fgyy + 9fzc +ulz) +v(y)
= f(—ag*+dg+e) + glaf? + bf + c) + u(z) + v(y).

Il reste & trouver les fonctions u(z), v(y) et m(z,y). La derniére équation du

systéme (2.1.1) est maintenant

L - 9 -1 (224)

folaf2+bf+df +¢)+ue. g (—ag>+bg+dg+e)+v, A

ol h est une constante choisie pour obtenir la méme forme de solution que

dans [DGRW]|. Les solutions pour u et v sont donc

w=—8fS - UL cf—hf,

v=12g"-H4g* —eg+hf,

(2.2.5)

ce qui nous permet finalement d’écrire IV en termes de f et g :

Wttt ern-ae-n (220



Les quatriéme et cinquiéme ¢quations de (2.1.1) ont ensuite pour solution

m=—2(g 2397 +b(fg I+ S(e" ) elo—2f) +eg—hf. (227)

3 2

Ainsi, I'intégrale C¢ de 1'équation (1.2.48) est

i? ) . a . d
Co = 5 —9yi=fay=3(9"+2/° =39 /") +b(f 9= *)+5(9°~ f*)+clg—2f)+eg—hf,
(2.2.8)
ou f(z) et g(y) satisfont aux équations (2.2.2).
2.3. PREMIER CAS PARTICULIER
Supposons maintenant que g, = 0. Nous avons ici
kO = O)
l\'] == —-fz, (231)
2= fxm~

La condition de compatiblité issue des quatriéme et cinquiéme équations de (2.1.1)

est alors W, = 0, d’ot nous tirons que

W = u(z) + v(y). (2.3.2)

La derniére équation du systéme est — f,v, = 0. Comme f, ne peut étre nul (cela
entrainerait un champ magnétique nul), il faut poser v, = 0. Le potentiel est donc
W = u(z). Nous devons ensuite résoudre les deux équations restantes pour m,
soit

Uy — fofez — Mz =0,

(2.3.3)

a une constante d’intégration pres :

m = %3 + u(x). (2.3.4)



L'intégrale cherchée est donc

.2 2
Ce = = fuu ; + u(z). (2.3.5)

2.4. DEUXIEME CAS PARTICULIER

Si f. = 0, nous pouvons appliquer la méme technique de résolution que pour le
premier cas particulier, mais la structure des équations du systéme (2.1.1) entrai-
nera une différence dans la forme de la solution. C’est pourquoi nous présentons

quand méme les détails des calculs. Nous avons donc

ko = — Gy
kir=0 (2.4.1)
Q= gyy.

Des quatriéme et cinquiéme équations de (2.1.1), nous obtenons la condition

de compatibilité m,, = m,,, soit W,, = 0. Nous avons donc

W = u(z) + v(y). (2.4.2)

La derniére équation du systéme est —g,u, = 0. Comme g, ne peut étre nul
(cela entrainerait un champ magnétique nul), il faut poser u, = 0, d’ott nous
tirons que le potentiel est W = v(y). Il reste ensuite & résoudre les quatriéme et

cinquiéme équations de (2.1.1), soit

m, = 0,
| (2.4.3)
GyGyy +my = 0.
Nous obtenons finalement, & une constante d’intégration pres,
2
— (2.4.4)
2
d’on
-9 2
T
Ce=2 —gi+%. (2.4.5)

2 2
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En résumé, nous avons démontré que les systémes intégrables classiques et
quantiques qui possedent une intégrale de forme cartésienne C¢ coincident et

qu’ils sont au nombre de trois, soit

QU= fez + Gyy,
W=2g—f)P-%%g—-f)?+(c+h—e)g—f),
Co=% —gy& — fail — §(g° + 2f% - 39/?)
+0(fg— 12 + H9° = f*) +clg — 2f) + eg — hf,

(2.4.6)

ou a, b, ¢, d, e et h sont des constantes, et ou f = f(z) et g = g(y) sont des

fonctions satisfaisant f;; = af? +bf + c et g,, = —ag*+dg +e,

Q= fo(x),
W = u(z), (2.4.7)
Co=2 - fg—% +u(z),
et
1= gyy(y))
W = v(y), (2.4.8)



Chapitre 3

SUPERINTEGRABILITE CARTESIENNE

Nous connaissons maintenant les systémes intégrables possédant une intégrale
quadratique de forme cartésienne. Dans ce chapitre, nous déterminerons lesquels
parmi ceux-ci sont superintégrables, plus précisément ceux qui possédent une in-
tégrale d’ordre un ou deux supplémentaire. Pour ce faire, nous devons de nouveau
résoudre le systéme d’équations (1.2.46) en considérant que nous connaissons déja
le Hamiltonien du systéme mécanique, soit les fonctions € et W. Nous pouvons ici
réduire 'intégrale que nous cherchons a deux formes simplifiées, que nous consi-
dérerons en deux cas séparés, soit @ # 0 et @ = 0. Dans le premier cas, nous
pourrons par une normalisation poser &« = 1. Par des translations bien choisies,
nous pourrons ensuite poser 3 = v = 0, et une combinaison linéaire avec le Hamil-
tonien et 'intégrale permettra de poser finalement § = ¢ = 0. Dans le deuxiéme
cas, soit & = 0, nous aurons 3% +~2 # 0, que nous écrirons 4%+~ = 1 aprés nor-
malisation. Par des translations et une combinaison linéaire avec le Hamiltonien

et 'intégrale, nous pourrons ensuite poser 3 = ¢ = £ = 0.

3.1. PREMIER CAS

Considérons d’abord a =1, 8=v=86 =( =0 et £ = £, c’est-a-dire

C = (zy — y1)* + €2y + kot + kyy + m, (3.1.1)

dans le systéme (1.2.46).
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Nous obtenons

ko — (—2zy + &) =0,
ki, + (—2zy + £)Q = 0,
20(y* — z2) + koy + k12 = 0,
252 W, + (—2zy + E)W, + k10 — m, = 0,
202W,, + (—2zy + £)W, — kol —my, = 0,

B (20, — y) + kW, + kW, = 0.

(3.1.2)

3.1.1. Premier systéme intégrable

Nous prenons ici pour point de départ la premiére solution obtenue dans le

chapitre précédent, soit

0= fzz + Gyy,
W=2(g—f) 29— 1)+ (c+h—e)g—-f)
fzzzaf2+bf+ca
gy = —ag®+dg+e.

(3.1.3)

Rappelons que dans ce cas, a, b, ¢, d, e et h sont des constantes, et que f = f(z)
et g = g(y). Les deux premiéres équations du systéme (3.1.2) peuvent facilement

étre résolues pour kg et &y :

kO = —2y(fﬂf1 - f) - x‘zygyy + gfz + é:cgyy + C](y),

(3.1.4)
kr = 2y? for + 22(ygy — 9) — §Yfoz — £gy + Co(a).
La troisiéme équation du systéme devient alors
2(faz + 9yy) (W — %) — 2(zfz — f) — 2% (9yy + Y9ypy) + ETGuyy + Chy (3.1.5)

+y2(f$1 + szzv:)'?(ygy - g) - gyfx:rz + 02:1: =0.

Si nous dérivons cette équation trois fois par rapport a x, nous obtenons

2F"(y? — 22) — 14zF' — 16F + y2(AF" + zF") — ¢yF" + ¢ =0,  (3.1.6)
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oun F' = f" Comme F ne dépend que de z, chaque coefficient des différentes

puissances de y doit s’annuler séparément :

GF" + zF" =0,
EF" = Q. (3.1.7)
—272F" — 14zF’ — 16F + C{ = 0.

De la méme fagon, nous pouvons dériver (3.1.5) trois fois par rapport & y pour

obtenir
Ci¥ +16G + 14yG’ +2G" (42 — %) — 22(4G" + yG") + £€2G" = 0,  (3.1.8)

avec G = ¢", et exiger que chaque coefficient des différentes puissances de z

s’annule séparemment :

6G” +yGIII — 0'
£G™ = 0, (3.1.9)
C® 116G + 14yG" + 2y2G" = 0.

Les équations £F" = 0 et £G™ = 0 nous forcent a considérer deux possibilités,

soit { =0et F" =G" = 0.

Premiére possibilité : £ # 0

Des équations (3.1.7) et (3.1.9), nous obtenons

F =a,z+ a,,

4 3 2
ayT asT asx

5 D) 4 3 2
C‘) — oz + 2a0x 4 a;;sa: + a72:r +CL3.’I7+ ag,

- 3 (3.1.10)
G’=b1y+b2,
9=+ B B by + b,

Maintenant que nous connaissons f et g, nous pouvons exiger que les équa-
tions (2.2.2) et (3.1.5) soient aussi satisfaites. Elles prennent la forme de po-

lyndomes en z et y & coefficients constants. Cela impose quatre possibilités pour
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les constantes a;. b;. a. b, ¢, d et e :
Q= ag,

f ="+ aox + ai,

Cy = agx® + (—by — 2ayo + 2b)z + az,

(3.1.11)
g——'b(;.
Ci = —agy® + bey + bio,
a=b=0, c=ag, e=—dbs, d=d,
2 = ag + by,
f:gfsgﬁ_i_agx'*'alO)
C» = (ag + by)x® + (~bg — 2a;0 + 2bg)z + ar,
» = (ag + by) b E 9 10 6) 7 (3.1.12)
g= %+b5y+b6a
C1 = —(ag + ba)y® + bey + byo,
a=b=0, c = as, d=0, e=b4,
Q:b4,
f=a107
Co=b '3+a +a7,
P (3.1.13)
g = 5~ + bsy + be,
C] = —1)4:{/3 —+ (—a(; — 2(1,10 + 2b(,-)y -+ blO,
a=0,b=0b, ¢c=—bajy, d=0, e =y,
et
f = aqo,
g = bs, (3.1.14)

= 0= frz + 09y, = 0.

Nous reviendrons sur les conclusions que nous tirons de chacun de ces cas plus

loin.
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Deuxiéme possibilité : £ =

Des équations (3.1.7) et (3.1.9), nous obtenons

F=%+ax+a3=f",
Cy = o2 4 Zoazl 4 aas® 4 oass | o0y g, (3.1.15)

4 3 2
a2 ai ajzzx agr P
f T — 6;; + G + 5 _l._ a9 + a'107

et

G=§—L+b2y+b3=g’”,
g:%}‘]—g—;—k%—f-%-i-bsy%—bs, (3.1.16)

bry® bsy? boy® 2b3y*
Cr = 54 5 by + o = 5 — 2

ce qui & premiére vue semble différent du cas £ # 0. Cependant, si nous entrons

les fonctions f et g dans les équations (2.2.2) et (3.1.5), nous obtenons les quatre

mémes possibilités que précédemment, c’est-a-dire (3.1.11), (3.1.12), (3.1.13) et (3.1.14).

Ainsi, lecas a = 1, 8 = v = § = { = 0 méne & quatre conclusions, dont une
est dés maintenant éliminée, soit (3.1.14), car elle entraine un champ magnétique
nul. Les trois possibilités pertinentes, c’est-a-dire (3.1.11), (3.1.12) et (3.1.13),
sont ensuite entrées dans la derniére équation du systéme (3.1.2), qui devient
alors un polynéme en z et y a coefficients constants.

Dans les trois cas, nous devons conclure que W est constant. Nous pourrons
donc reprendre la résolution du systéme d’équations général (1.2.46) en posant
2 =y et W = 0. Cela sera fait a la fin du présent chapitre, puisque nous abou-

tirons a cette solution dans toutes les situations a venir.

3.1.2. Deuxiéme systéme intégrable

Nous allons maintenant résoudre le systéme (3.1.2) en stipulant que le Hamil-
tonien est celui qui découle des résultats du cas g, = 0 du chapitre précédent,
soit

Q= fea,

(3.1.17)
W = u(x).
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Les deux premiéres équations du systéme (3.1.2) ont pour solution

ko = =2y(zxfe — )+ &fe + Cily),

(3.1.18)
kl = :L‘y2fzz - éyfzr + C?(T)

La troisiéme équation devient alors
2(9* = 2%) fax — 22 f2 + 2f + Cry + 29> faza + Y’ oz — €Y faza + Cox = 0, (3.1.19)

et sa dérivée deuxiéme en y donne
Clyyy = —6f2z — 2T fozz = a1, (3.1.20)

d’on

3 2
. oy a2y
CI—IT+T+a3y+a4,

. (3.1.21)
f= _“11-';“ + ‘2’—; + agxz + a;.
En particulier, le champ magnétique devient
a | Gs
Q==+ =, 3.1.22
5+ (3.1.22)

Si on écrit de nouveau la troisiéme équation de (3.1.2) avec cette information,

nous obtenons la condition suivante :

(2092 + 6as€)y + a12° + darz? 4 2032 + 23 Co, = 0. (3.1.23)

Le coefficient de y nous indique que as = as€ = 0 et le reste de I'équation donne

az’

CQ = ——6— - (2&7 + 0:3)[6 + bl. (3124)

Cas 3.1.2(a) : £ =0
Des quatriéme et cinquiéme équations du systéme (3.1.2), nous obtenons la

condition de compatibilité m,, = my,, soit
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araszy’ + (—123%u, — 428y, + a1a52° + 1201072 + Gagas® + 12a2)y + 6a,as = 0.

(3.1.25)
Les coefficients de 3° et de y° impliquent alors que
ajas = O, Ay Qs = 0. (3126)
Cas 3.1.2(a)(i) a5 =0 (2 = —a
Le reste de 1’équation de compatibilité donne alors
U=+ =, (3.1.27)
z

Maintenant que nous connaissons W, la derniére équation du systéme a résoudre

entraine la condition
ca(a1z’y + 12a7y + a19® + 6asy + 6ay) = 0. (3.1.28)

Si nous exigeons que le contenu de la parenthése soit nul, il faut poser a; = 0
et cela entraine un champ magnétique nul. Si nous exigeons plutét que co = 0,
alors nous retrouvons la méme situation précédemment, a savoir que €2 et W sont

constants, et nous avons déja fait le choix d’en reparler plus tard.

Cas 3.1.2(a)(ii) : a1 =ay =0 (2 =%
Dans ce cas, I’équation (3.1.25) entrainera la forme suivante pour u :
as(2a7 +a3) ¢ 3a?

= =4 2 . 3.1.29
Y 23 212 + 8z te ( )

La derniére équation du systéme (3.1.2) entraine ensuite la condition

(—4a7c; — 2a3er)z® + (—4dase; — 3h%as + 12a2as + 12aasa3 + 3alas)z®

+(18a2as + 9aZaz)z + 6al = 0.
(3.1.30)

Le coefficient de z° implique que as = 0, donc = 0.
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Cas 3.1.2(b) : a5 =0 (£ #0) (2 =-%
Les trois premiéres équations du systéme (3.1.2) sont déja satisfaites. Il faut
maintenant reconstruire la condition de compatibilité m,, = my, a Paide des

quatriéme et cinquiéme équations :

(6uy + 2TUgy )y — gy = 0. (3.1.31)

Chacun des deux coefficients de ce polyndme en y devant s’annuler séparément,

nous obtenons deux équations pour u dont la solution est

u = c. (3.1.32)

Ainsi, nous obtenons encore la condition 2 et W constants, qui sera traitée plus

loin.

3.1.3. Troisiéme systéme intégrable

Ici, nous recommencons la résolution du systéme (3.1.2) avec

1= Gyy>»
W = v(y).

(3.1.33)

La technique est exactement la méme que dans la sous-section précédente et
les résultats analogues, puisque les équations a résoudre se comporte de la méme
facon. Nous omettons donc les détails et concluons qu’il existe une intégrale du

mouvement supplémentaire si et seulement si {2 et W sont constants.

3.2. DEUXIEME CAS

Considérons maintenant o = § = ( = £ = 0 et 52 + % = 1, c’est-a-dire

C = (zy — y&) (B + v9) + kot + kg +m. (3.2.1)

Le systéme (1.2.46) devient alors
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Koz — (B — vy)2 =0,
ki, + (Bx —yy)2 = 0,

20 —Py — yz) + koy + k1 = 0,
—=2ByWe + (Bz — yy)Wy + ki1 — m, = 0,
2vzW, + (Bz — yy)W, — kol — my, = 0,
B (82 + Q) + koW, + kW, = 0.

3.2.1. Premier systéme intégrable

Comme pour le premier cas, nous prenons pour débuter la premiére solu-

tion (2.4.6) obtenue pour le Hamiltonien dans le chapitre précédent, soit

Q= foz + Gy,
W = 80— 1) = 4o — 1P + e+ h—e)a— 1)
fer = af> +0f +c,
Gyy = —ag” +dg + e.

(3.2.3)

Les deux premiéres équations de (3.2.2) peuvent étre résolues pour kg et k; :

ko= p(zf. — f) + ﬁTIzgyy ~YYfr — YTYGyy + C1(y),

- (3.2.4)
ky = lg“f:r:c + ’Y(ygy - g) - ﬂmyfa:m - ﬁmgy + 02(73)
La troisiéme équation devient alors
.’122
2(fzez + gy )(=By — yz) + Qg"gyyy — Y fe = Y2(YGyyy + 9uy) + C1y

Si nous dérivons cette équation trois fois par rapport a4 x, nous obtenons

2
2F'(—Py — yx) — TyF + %F — By(4F + zF") + CV = 0, (3.2.6)
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ot F = f et ot chaque coefficient des différentes puissances de y doit s’annuler

séparétment. donnant lien aux conditions suivantes :

,YF// =0,
B6F" + xF") = 0, (3.2.7)
C'gl) — 2yzF' - TvF = 0.

De la méme maniére, si nous dérivons (3.2.5) par rapport a y, nous obtenons

pa?

2G'(—yz = By) = TBG + =~G" — 12(4G" +yG") + Y = (3.2.8)
ce qui entraine les conditions
BG" =0
7(6G" +yG") = 0, (3.2.9)

W _2ByG' — 78G = 0.
ol G = g,

Premiére possibilité : y=0et =1
Les équations (3.2.7) et (3.2.9) ont pour solution

F = %-i—a?:f(d)a
C2 — M:i + E‘:Lz_z. + asz + aG) (3.2.10)
2
f=ag “”“ + 9 4 982 4 g7+ ag,

24x

et

G = by + by = g,

C o 3b11/ + 7b2y + bs‘!/ + b4y + b5y + bG, (3211)
g= b;;/o + ";; + B2 4 B by + b

Maintenant que nous connaissons f et g, nous pouvons exiger que les équa-
tions (2.2.2) et (3.2.5) soient aussi satisfaites. Elles prennent la forme de poly-
nomes en z et y a coeflicients constants. Cela impose quatre possibilités pour les

constantes a,, b;, a, b, c,det e :
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QZ(Zg.

2
agT* .
f = B,.) -+ aqgr -+ ajo,

Co = ast + ag,
g:blﬂa
Cr = 8L — agy + b,
a=b=0, c=ag, d=d, e = —dbyy,

Q) = ag + bs,
f= gﬁz,z—zﬁ-agxﬁ—am,
Cy = asT + ag,
9= g%yiﬁng’lJ‘*‘blo,
C, = ——-““3(a8+2b8)y2 — asy + bg,

a=b=0,c=ag, d=0, e=bg,

§1 = bs,
[ = ai,

Cy = asz + as,
9=%£+bgy+blo,
C’1=§%y—2—a5y+b6,

a=0,b=0>b, ¢c= —bay, d=0, e= bg,

f = aqo,
g = b,
= Q= frr+ 9y, = 0.

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

Si nous entrons les trois premiéres possibilités dans la derniére équation du

systéme (3.2.2), nous obtenons un polynéme en z et y dont les coefficients s’annu-

leront si W est constant. Nous reviendrons sur la solution compléte pour 2 = )y

et W =0 a la fin du chapitre.

a-dire si v # 0, les équations (3.2.7) et (3.2.9) deviennent alors

Si la premiére possibilité que nous venons de traiter n’est pas satisfaite, c’est-
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F" =0
a8 =0, (3.2.16)
—2vxF' — TvF + C’gl) ={)

et

BG" =0,
6G’ + yG" = 0, (3.2.17)
—2ByG' — 716G + C14) = 0.

Deuxiéme possibilité : f=0et y=1

Nous obtenons

5 4 3
f=9% +5%r +5 + a” +asT + ag,
Cy = dmz® | Taga® | “"’”3 + “8’ + agx + ao
40 24 ’
_ b b2‘l/ bBTI bly
9=+ 5+ + + bsy + b,

Cy = b7y + y + boy + bio-

(3.2.18)

Ce cas se traite de la méme facon que nous P’avons fait pour y =0et =1
4 D'aide des équations (2.2.2), (3.2.5) et la derniére équation du systéme (3.2.2),

et méne a la conclusion que 2 et W doivent étre constants. Nous y reviendrons.

Troisiéme possiblité : v # 0 et F#0

Les équations (3.2.7) et (3.2.9) ont cette fois pour solution

f=“—§if-‘i+“36xa+““ + a5z + ag,
Cyp = Tnaze® 4 ais® 4 aas? | 407 4 ay,
g =8 4+ B 4 by + b,

Cy = T80yt 4 bty W2y gy b

(3.2.19)

Les équations (3.2.5) et (2.2.2) entrainent encore quatre possibilités :
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Q= ay + by,
f= “4—2”'2+a5-75+067
Co = 2(ay + br)z? + (vas — by + Bbs)x + aso,
g= % + bsy + bo.
Cr = L(aq + br)y? + bay + bs,

a=b=0,c=ay, d=0, e = by,

0= ay,
f= 94252- + asT + ag,
Co = Layz® + (vas — by)z + ao,
g = by,
C, = %awz + by + bs,
a=b=0, c=a4, d=0, e = —dbo,

Q= by,
[ = as,
Co = Sbrz? + (—by + Bbs)z + aio,
g= # + bgy + by,
Cy= %Qbﬂu/2 + byy + bs,
a=0,0b=0b c=—bag, d=0, e = by,

et

f:a67
9:b97
Q= frz + gy, =0.

40

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

Pour ce qui est des trois premiéres possibilités, si nous nous en servons pour

écrire la derniére équation de (3.2.2), nous devons conclure que W

0 pour

qu’elle soit satisfaite. Ainsi, les cas v = 0 et § = 0 étaient tout simplement inclus

dans la troisiéme possibilité.
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3.2.2. Deuxiéme systéme intégrable
Nous allons maintenant résoudre le systéme (3.2.2) en stipulant que le Ha-

miltonien est celui qui découle des résultats du cas g, = O du chapitre précé-

dent (2.4.7), soit

= TT)
f (3.2.24)
W = u(z).
Les deux premiéres équations du systéme (3.2.2) ont pour solution
ko = Tz - T C 3
o=PB(zfe — f) —1yfe + Ci(y) (3.2.25)

La troisiéme équation du systéme devient alors

2
—2(BT + YY) for — Vfe + Coy + %f — By foze — B frx + Caz = 0. (3.2.26)

Lorsque nous la dérivons deux fois par rapport a y, nous obtenons

C]yyy = _’Yf:zz:z = Q. (3227)
d’ou

3 2
Cy = 2L + 25 + a3y + ay,

e (3.2.28)
f: ——-%—}- a52:r + agT + a7.

Cas 3.2.2(a) : v # 0 (2= —“% +as)
Si nous écrivons de nouveau la troisiéme équation de (3.2.2), nous obtenons

maintenant la condition

(8a1 8z — 6asyS+2a2Y)y + 5a1vz> — 6asy>z — 2agy? + 2a3y + 27Cor = 0. (3.2.29)
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Les deux coefficients de ce polynéme en y doivent s’annuler séparément, entrai-

nant en particulier

a8 =0,
. i# (3.2.30)
CQ = —S—?-IL'B + %.’E? + (0,5’)’ = ag).’II + bl.
Cas 3.2.2(a)(i) : f=0ety=1
La troisiéme équation devient
2a,y = 0. (3.2.31)

Nous posons donc a; = 0. Des quatriéme et cinquiéme équations, nous obtenons

la condition de compatibilité m,, = m,,, soit

al . a’z?
—Ey‘; + (Ugz — 17 + ajag — a1a3 + a1057)y — ajaq = 0. (3.2.32)

Nous devons poser a; = 0, donc 2 = as. Le coefficient de y doit aussi s’annuler :
u =T + ca. (3.2.33)

La derniére équation du systéme devient alors

kour = ¢1(—y(asz + ag) + azy + a4) = 0. (3.2.34)

Si ¢; = 0, nous retrouvons le cas Q et W constants. Si la parenthése est nulle,

alors as = 0, c’est-a-dire 2 = 0.

3.2.2(a)(ii) : a1 =0 (B #Oet vy #0) (2 =as)

La troisiéme équation est

(2a9y — 6asyB)y = 0. (3.2.35)
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Nous devons poser as = 3as/3. Des quatriéme et cinquiéme équations du systéme,

nous obtenons la condition de compatiblité
‘_3/3111 - /jlvum" +YYUpe = 0, (3236)

ce qui implique que u = ¢;. Encore une fois, nous trouvons que §2 et IV doivent

¢étre constants.

Cas 3.2.2(b) : y=0et =1

La troisiéme équation devient
—3Yfaz + Cry — TY fazz + Coz = 0. (3.2.37)

En la dérivant une fois par rapport & y, nous obtenons

_3fu:.'r + C’lyy - xf:cza: = U, (3238)

d ot

Cy = %9 + agy + as,

f=8+%2% 4+ a5z + ag, (3.2.39)
Q= 4o

La troisiéme équation devient Cs, + as = 0, donc
CQ = —Qa9Z + b]. (3240)

Les quatriéme et cinquiéme équations du systéme a résoudre entrainent la condi-

tion de compatiblité

6251, 205U,y — Ga:“; +a4a;2° — 6aga6z + a4 al.'cy2 +6a4a27y +6,4a3z = 0. (3.2.41)
Cas 3.2.2(b)(i) : a4 =0 (2 = %)
Cette derniére équation devient 3u; + zu,, = 0, donc

u=q+§; (3.2.42)
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et la derniére équation du systéme entraine ensuite

co(ayx? — 6ag + 3a1y> + 6asy + 6az) = 0, (3.2.43)

ce qui implique que W est constant ou 2 = 0.

Cas 3.2.2(b)(ii) : ay =a; =0 (2= %)

La condition de compatiblité est alors

62°u, + 25%U,, — 6a2 — 6aya6z + 6agazz = 0, (3.2.44)

donc u = 3ai _ o _ oa(az—ac)

Soi — a7 —57— + co. La derniére équation du systéme & résoudre

est

(dasze; — 4ager)z® + (—dage) — 3h%ay + 12a2a4 + 12akay — 24aga4a3)z>

+(18a2as — 18a2as)z + 6a3 = 0,

(3.2.45)
ce qui implique que a4 = 0, donc que 2 = 0.
3.2.3. Troisiéme systéme intégrable
Nous posons ici
Q=g Y
Juy (3.2.46)
W = w(y),

comme dans la solution (2.4.8). Ce cas se traite de la méme facon que pour la

deuxiéme forme de solution et méne aussi a et W constants.
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3.3. CONCLUSION DE LA SUPERINTEGRABILITE CARTESIENNE

Comme nous 'avons constaté dans les différentes sections de ce chapitre. le
seul systéme superintégrable qui posséde une intégrale cartésienne supplémen-
taire est celui ou € et 11" sont constants, que nous avons déja rencontré lorsque
nous avons étudié la superintégrabilité linéaire. Nous allons vérifier que I'intégrale
d’ordre deux (1.2.47) s’écrit bien en termes des trois intégrales linéaires (1.2.37)
en posant Q = Qy et W = 0 dans le systéme d’¢quations général (1.2.46). Nous

obtiendrons ainsi une intégrale de la forme

Celass = a(ﬂ:y—y.’t)Q—l-(I’y—y:t)(ﬂi—}—’yy)+5¢2+Cy2+§iy+koi+k1y+m, (3-3-1)

ot les fonctions ko(z,y), k1(z,y) et m(z,y) devront satisfaire aux équations

koz — 91§20 = 0.
kiy + g1€% = 0.
2Q0(g0 — 92) + Koy + k1 = 0, (3.3.2)
k1§o — m, = 0,
koS2o +m, = 0.

avec

go = ay® — Py + 6.
g1 = —2azy + fr — Y + &, (3.3.3)
92 = az? +yz + (.

La solution se calcule par intégration directe des équations et est

1 .
ko = 5(Q(,(—~2aac2y + Bx? + 26z — 2yzy — 209° + 3By?) + 201y + 2as), (3.3.4)

1 .
ky = 5(90(2(13:3 + 3vz? — 2Bzy + 2axy? + 4(C — 8z + vy* — 28y) — 2a1T + 2a3),
(3.3.5)
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et

y:

m = (3 (az? + 2vz® + (=2By + 2ay® — 46 + 4)2? + (—d&y + 29y

+(ay — 20)1°) + Qo(dasr — dasy — 201y — 2a,7?)).
(3.3.6)

L’intégrale obtenue peut donc bel et bien s’écrire comme un polynéme des trois

intégrales linéaires :

C = an + 03(01 + CQ) + £C1Cy + CC22 —a;Cy + (5(0{2 — QQ()Cg). (337)



Chapitre 4

INTEGRABILITE POLAIRE

4.1. PRESENTATION

Considérons maintenant que nous quantifions la forme Cg de I’équation (1.2.49),
c’est-a-dire posons a = 1 et B =6 = v = £ = ( = 0 dans les équations (1.2.45).
Le systéme d’équations (1.2.46) prend donc la forme suivante aprés un passage

er coordonnées polaires (z = rcos¢, y =rsing) :

P.=0, P+Qs=0, (4.1.1)
2r°Q — Py —1Q, + Q =0, (4.1.2)
my — 2r°Wy +rPQ =0, m, — QQ =0, (4.1.3)

2

h 1

7
on

P = kgcos¢ + kysing, Q = —kosin ¢ + kj cos ¢.

Le terme en A% de la derniére équation rend le probléme trés intéressant,
car comme nous I’avons déja mentionné, sans champ magnétique, il n’y a pas de
différence entre les systémes intégrables classiques et quantiques qui possédent un
invariant linéaire ou quadratique. Nous sommes donc en présence d’une situation
complétement nouvelle. Notons que si nous avions posé dCr/dt = 0, comme
cela se fait habituellement pour traiter le cas classique, nous aurions obtenu le

méme systéme d’équations, avec A tendant vers zéro. Ainsi, les solutions que
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nous obtiendrons dans ce chapitre seront quantiques, mais leur limite classique
donnera du coup les solutions classiques. De plus, il y aura de nouvelles intégrales
quantiques sans "équivalents classiques" seulement si celles-ci représentent un
systéme mécanique ou le champ magnétique dépend de ¢.

Des équations (4.1.1), nous obtenons

P==f(¢), @=f(¢)+ R(r), (4.1.5)

ou f et R sont arbitraires pour le moment. Dans la suite de ces calculs, les
apostrophes et les points dénoteront respectivement les dérivées par rapport a r
et ¢.

Le cas d’un potentiel purement scalaire peut facilement étre retrouvé si nous
posons 2 = P = @Q = 0. Le potentiel est alors W = Wy(r) + (1/72)m(¢) et il est
effectivement séparable.

Ecrivons maintenant 1’équation (4.1.2) pour Q # 0 :
1 .
Q=—F(f"+f+R~rR). (4.1.6)

Des équations (4.1.3), nous obtenons la condition de compatibilité m,4 = mg,,
soit

3f 'R

2r21V¢+4TU¢+ (f”+f+R rR) + +%(f+R)(f’”+f’)=0. (4.1.7)

Si nous isolons W, dans I’équation (4.1.4) et que nous le substituons dans cette

derniére équation, elle devient

P (B(f+R)-TR) RER(S" +") 1 3U+R) (f+R)R
Wor + S0 We = s + et 4 o+ R—rR) + 2535

BB =0

(4.1.8)
Nous pouvons ensuite la résoudre pour W :
ro RRUMAS) O3FUTHS) ™6 3 272 _ 2" 4f")
n — Tzf' - 39,4 8f'T 'LL 8 (T U+ 3T u) - 32]’1‘4 (4 1 9)

21'2 + (3fl + gf: )ra+ 3{’1‘ - _(7’3ii + 3r%0) + Fria + W,

ou F' = F(¢) et Wy = Wy(¢) sont des constantes d’intégration, et ou W a été
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écrite en termes d’une fonction u = u(r) telle que R = 725(r) et S = r3u(r). 1l
v a deux cas particuliers & traiter, soit f + R = 0 et f' = 0. Nous y reviendrons

dans la derniére section du chapitre.

2. SOLUTIONS GENERALES

Résolvons maintenant le cas général, c’est-a-dire considérons que f + R # 0
et f' # 0 dans la suite des calculs. Nous pouvons donc remplacer W par (4.1.9)

dans les équations (4.1.3) et (4.1.4) pour obtenir les relations suivantes :

ff// f2 fR f//S R2
= S — 4.2.1
472 + 4r2 ' 9p2 2 + 472 +mo(¢), ( )

mg = 2f'F (4.2.2)
ot
6.. 2, 6, C 4F . 3f" 4A 4B  4W;
- (L — 07
u+7-u (fl)fl ( 2+2T2f/+ f/) T‘sf' +7'7f, T5fl+,r3fl
(4.2.3)
ou

A - —gfflll _ f_Z(ﬂ), N 15f,f” _ 3ffl

32 2\ f7 32 4
B = ﬁi(%) (L 3LE (4.2.4)
= 6"+ (5,

ne dépendent pas de 7.
La prochaine étape consiste a résoudre (4.2.3). Pour y parvenir, nous établis-
sons des conditions nécessaires pour satisfaire I’équation en la dérivant plusieurs

fois par rapport ¢. Une premiére dérivation donne

fIII C 4FI fIII

. 4 B, 4 W
f/) f/) +(2,r2fl+ f/ )u+ (f/

A ,
(?*) +—(?) +T—3( 7

4
r7

) =
(4.2.5)

)u

AL
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Avant de dériver de nouveau. il serait judicieux de diviser toute I’équation par
le coefficient de —r*u?/2, de maniére A faire disparaitre le terme non linéaire en

4. Cependant, il faut d’abord considérer le cas ou ce coefficient est nul.

4.2.1. Premiére forme de solution générale

Considérons donc que

fIII
=0 4.2.6
(& 7 )( f,)) , (4.2.6)
c’est-a-dire
= K;f + Kof + K. (4.2.7)

Si nous remplacons toutes les dérivées de f d’ordre supérieur ou égal & deux

dans (4.2.5), nous obtenons

7K1f’ 3K1f

U+4( o+ Ly + (=B ff - 3K+ 1) f)
+4J( (F;,f) 35’)_*_:1_3(“}‘_’,6)120_ (4.2.8)

T

Encore une fois, pour poursuivre notre suite de dérivations, il faut considérer les

cas K1 =0et I{; #0.

Cas 1.1: Ky =0 (L7 = K)

L’équation devient

F' 3 F'fsiamny o 4 Woy
f') (](2‘*‘ 1)f 7‘5(( f' ) +3F)+ 73(7) = ). (4.2.9)




C(EY —
Cas 1.1.1 : () =0 (K, = 0)
Nous avons alors F' = K, f + K5 et le reste de I'équation est un polynome de
Laurent en 7 dont chacun des trois coefficients devra s’annuler séparément pour

donner les conditions

Ko =—1= f = Cy+ Cjcos(¢) + Casin(¢),
Ki=0= F =K, (4.2.10)
Wo = Kof + K.

La résolution associée a ce cas sera faite plus loin.

Cas 1.1.2 : (5) #0

Divisons (4.2.9) par cette quantité et dérivons par rapport a ¢ :

4 YK+ 1)f, 4, () - ol
fl ! f’

Si nous exigeons que le coefficient de T—’— soit nul, nous obtenons

3(Ky +1)f2 n Dsf

F=-
8D, D,

+ Ds. (4.2.12)

Cas 1.1.2.1 : D; #0
Le cocfficient de % devient alors un polynome de degré deux en f(¢), qui

rappelons-le, n’est pas une fonction constante :

15
16D,

3D,z +1) ~ 8Dy . 3D;  DyDy

2
o+ 1)+ 4D, f== D,

—Ds=0. (4.2.13)

Ainsi, les trois coefficients doivent s’annuler séparemment et cela entraine Ky = 1,

Dy =0,Dy=Dget Ds= —%-". Nous avons donc

F:D'J)

(4.2.14)
f=Co+ Cycos(¢) + Cosin(e).



Il reste a exiger que le coefficient de -5 s’annule aussi :
Wo = D3Dg + D+ f + Ds. (4.2.15)

Comme f, F et 1} ont exactement la méme forme que ceux trouvés dans le cas

(1.1.1), nous nous arrétons ici.

Cas 1.1.2.2: D; =0
Dans ce cas, le coefficient de Ti, de I’équation (4.2.11) s’annule si Ky = —1,

donc nous avons encore f = Co + C; cos(¢) + Casin(¢). Le coefficient de 5 est

une équation d’oul nous tirons

2&2 (843
F=- + ) 4.2.16
3 (2&1 + f)3 ( )
Le coefficient de % donne
Wo = BF + Baof + Bs. (4.2.17)

Sinous entrons F et W, dans I’équation (4.2.3) et que nous la dérivons par rapport

a ¢, nous obtenons la condition
48 f'ay(r’i + ay +r*By) = 0. (4.2.18)

Dans le cas ot a3 = 0, nous avons que F' = —”% et Wo = Bof + 05 — 262%2
et il s’agit encore d’un cas ayant la méme forme que le cas ou (%)' = 0 étudié

précédemment. Si (r°u + oy +r28;) = 0, alors

A 83}



En substituant ce v dans (4.2.3), nous obtenons finalement

— _das Gy , 462
U= ar2 8rd 3
. 2 :
S _ T3U — 167 372,;_.5007 (4220)
R=r738=—-C,.

Or, d’aprés 'équation (4.1.6) pour £2, nous avons §2 = 0 et nous ne conservons

donc pas ce cas.

Cas 1.2 : K;f #0

Nous pouvons diviser (4.2.8) par cette quantité et la dériver par rapport a ¢ :

&Y., 4 35 4, 1 Ff, 3F, 4.1 W

7 Vit (=55 lf/)+ﬁ(_2f'( 7 )"5}7)'4'5(?(7)')':0- (4.2.21)

4(

Cas 1.2.1 : (Zy =0
21 ((2y =

L’équation (4.2.21) devient alors un polynéme de Laurent dont les trois coef-

ficients doivent s’annuler séparemment. En particulier, K f’ = 0, ce qui est une

contradiction dans le cas présent.

P

)I

pd

Cas 1.2.2: (Zy =1 20

Divisons (4.2.21) par cette quantité et dérivons par rapport & ¢ :

I far 3F'\1 1 Wiy
4 -LK\f', 4 (_‘)if'( ) = 557) 4 (7(52)),
2 C=— — - "+ = (——=——)=0. 4.2.22
7‘7( | ) + ,,.5( & ) + 7‘3( T ) ( )
Le coeflicient de T"—7 implique que
3 2 '
JOESY AT VA RN (4.2.23)

6C, 2C, C,



Cas 1.2.2.1 : C; #0

Le coefficient de -+ est alors un polynome de degré trois pour f :

6, 3 5C — 2051 o 304 C":;Cg,
- ' 2 L Cs—2C4Ce) f— 24— —
126’1f + 1C. f +201 (4C3+2C5C5—2C1Cs) f Cr+ cr = 0.
(4.2.24)

Le coefficient de f3 implique K; = 0, ce qui contredit I’hypothése de départ du

cas (1.2).

Cas 1.2.2.2:C; =0
Nous avons ici K; f' = 0, c’est-a-dire K; = 0, ce qui est encore une contradic-

tion. Ainsi, de facon générale, le cas (1) donne lieu a une solution :

f = Co + Cy cos(¢p) + Casin(¢),
FoK, (4.2.25)
Wo = Ksf + K.

L’équation (4.2.3) devient finalement

... 6. 3. 3 15C, 6Ky 4
et M S — = 4.2.2
U . + 2t T YT g 75 + 73 0, ( 6)

dont la solution se calcule & ’aide de la méthode de variation des paramétres :

u=—G+2 4+ a4 24 5,
S=r*u=5% 4Ky +ard —br— (4.2.27)
R=1r3§5= —C’o + 3ar® — br® + 30r,
ot a, b et ¢ sont des constantes d’intégration.

Des équations (4.1.6), (4.1.9), (4.2.1) et (4.2.2) pour , W et m nous obtenons

Q = 6ar® — b, (4.2.28)

5 _ abr? 3bc
W = CoK3+ Iy — 2K5 — 2aC1 7 cos(¢) — 2aCar sin(¢) + 5 —3acr’ —a’r® 4+ = 5

(4.2.29)



M

a
/

et, & une constante additive prés,

S fS  CyS r'S?
f 7f +f___L+'

9K 4.2.30
w2 T T 2 I 2/, ( )

c’est-a-dire

m= ~3"§T2 + 9"?4 - 3“3’6 + 2C1ar® cos(¢) — Cybr cos(¢)

1 3 : 9a2r8 b2 4 9c (4231)
+2C5ar” sin(¢) — Cobrsin(@) + =47 :

Comme §2 ne dépend pas de ¢, le systéme d’équations (4.1.1) & (4.1.4) ne se
distingue plus du cas classique. C’est pourquoi nous écrirons ici I'intégrale sous

sa forme classique seulement :

Cr = (29 — y)* + (= Cy — (3ar® — br® + 3cr) sin(¢))
+(Cy + (3ar® — br® + 3cr) cos(¢))y — ™ 4 faer’
—3abr® + 2C1ar® cos(¢) — C’lbr cos(¢) + 2Csar® sin(¢)

2,4

Chbrsin(¢) + 4= 9“ . 9%2

(4.2.32)

4.2.2. Deuxiéme forme de solution générale

Dans le deuxiéme cas, soit celui ol ((ff':I) ( f,))’ = w' # 0, nous pouvons diviser

Péquation (4.2.5) par cette quantité et dériver par rapport a ¢ :

Adoptons une notation plus concise pour cette derniére équation :

’ - 3 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ’
Tiu+ T—BTQu + ﬁT:, + ‘Tng4 + ﬁTs =0. (4.2.34)



Cas 2.1: TJ, =0 (T] = I(l)

Nous avons alors

f/// I(zf
= — 4.2.
F 4(f,)+ i + I3 (4.2.35)
et
f//l , 6fll/
—) = —— 4.2.36
(f’) 7 ( )
Cas 2.1.1 : Ty =0 (Ty, = Cy)
Cela implique que
flll f/l/
== = (4 7 ) (f,)cl + Ca. (4.2.37)

Nous avons donc maintenant deux équations pour f. Si nous posons g = f, , elles

deviennent,
g = Cy( f,)g +Cy (4.2.38)
ct
g _ ¢l (4.2.39)
g f

De I’équation (4.2.39), nous obtenons g = Ing Si nous écrivons de nouveau l’équa-

tion (4.2.38) en y substituant ce g, nous obtenons la condition
Cof " — Kof — 6C1 Ky = 0. (4.2.40)

Comme nous sommes dans le cas général ot f + R # 0 et f # 0, cela implique
que Ko = Cy = 0, donc que g = K" = 0. Ainsi, nous concluons que w’' = 0, ce qui

est une contradiction de I’ hypothese de départ du cas (2).

Cas 2.1.2: T, #0
L’équation (4.2.34) devient

(2+4+m) (4:2.41)
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. T A . B
ct u ne dépend que de 7, 7, 7 et 77 devront étre des constantes. La fonction u
2 2 2

prendra donc la forme

b
u=—+ 2 +c (4.2.42)

pour a, b et ¢ constants. Nous reviendrons sur la solution engendrée par ce cas

plus loin.

Cas 2.2 : T #0
Posons T| = Q—ST% + 4S5}, pour bien tenir compte de la dépendance en 7 des

différents termes 4 manipuler. Nous avons donc

!

4
51 —La 4 4S5y + 3T’u+ T'+ T + —T5 = 0. (4.2.43)
o2 2 2 4

Cas 2.2.1 : ] =0 (S, #0)
L’équation (4.2.43) prend alors la forme

w+ fi(¢) 5 u fold)  H00) D) (4.2.44)

77 rd 73

Nous pouvons dériver cette équation par rapport & ¢ et isoler u :

> i A
Comme la fonction u ne dépend que de r, les fonctions ;’,", §7 et f‘ devront

étre des constantes. Ainsi, u aura la forme

b
u:%+ﬁ+q (4.2.46)

comme dans le cas (2.1.2). Il faut maintenant envisager la possibilité ou f; = 0,

c’est-a-dire ou f; = ¢;. L’équation (4.2.45) implique alors
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o s fi_y (4.2.47)

TS g3

c’est-a-dire fo = ¢, f3 = c3 et f; = ¢4. La solution de (4.2.44) prend donc la

forme
b c
U=t = et dert (4.2.48)
T 7
sic #0, et
a b c
U=E+ﬁ+;§+d (4.2.49)

s c = 0.

Dans les deux cas, si nous entrons la fonction u dans I'équation (4.2.3), celle-ci
devient un polynoéme en 7 a coefficients constants (par rapport & 7). Chacun des
coefficients devant s’annuler séparément, nous devons conclure que d = 0 dans
le premier cas et a = 0 dans le deuxiéme cas pour éviter de contredire les hy-
pothéses en vigueur. Ainsi, la fonction u prend la finalement la méme forme que
celle obtenue précédemment dans le cas (2.1.2) et nous avons déja fait le choix

d’en reparler plus tard.

Cas 2.2.2: 51 #0
Divisons (4.2.43) par S; et dérivons par rapport & ¢ :

Sy, . 3T, 4T, 4T, 4T
A2y 4 Sty o 2 dsy 4 ey 4 TSy 4.2.50
Gru+mlglud 25+ 505+ 5(5) (4:2.50)

Cas 2.2.2.1 : (%) #0

L’équation prend alors la forme

4 f2(8) n fs(¢) n fi(d) _ 0, (4.2.51)

. u
u+ fi (¢)7_3 T r5 73

ce qui est exactement la forme obtenue dans le cas (2.2.1) et nous en tirons donc

la méme conclusion.



Cas 2.2.2.2 : (%) =0
1

L’équation pour u est dans ce cas

3 T 4 Ty, 4,415, 4T3,
+ ((Si)+ (S,)

= =0. (4.2.52)

T3(Sl)u' r7(S_{) +,,~5 3
Si (—) # 0, alors u prend la forme u = % + 5 + c. Autrement, nous avons au

total

Y =0
)Y =0
) =0 (4.2.53)
)Y =0
)Y =0

L’équation (b) de (4.2.53) implique que

L RS AU (IR SNNNIEL )
Si nous posons g = f, , elle devient
LS T (4.2.55)

Kif+1G T Kif+ K,

ou Kif + K, # 0, sinon Phypothése du cas (2) est contredite. I y a trois cas a

considérer pour la solution de cette équation.

(A) Si K7 #0et 6; — 140, alors

[(3 1-6XK
= — KoK Ky) %1, 4.2.56
g 6K, — 1 + Ko(IG f + Kp) T ( )

Cela implique deux possibilités, soit K; # 1/5 (A.1), auquel cas
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I(‘gf n ](1]\’1

— L+ Iy) 4.2.57
6K, — 1 1—51(1(I(lf+ 2) ( )

f'/l —

ou alors K) = 1/5 (A.2) et

(B) Si Ky =0, nous avons

g =K+ Kes (4.2.59)
et cela implique que
F" = Kaf + KoKie®s + K. (4.2.60)
(C) Si Ky, =1/6, alors
g= —6](3 ln(f + 6K2) + ]{4 (4261)

et nous avons
f" = —6K3((f + 6Ks) In(f + 61,) — (f +6K2)) + IKuf + Ks. (4.2.62)

Nous avons donc quatre cas a considérer, soit (A.1), (A.2), (B) et (C). Pour
chacun d’eux, nous substituerons les fonctions g et f” obtenues dans I’équation

(c) de (4.2.53), c’est-a-dire

32C, f + 32C, + f?
32f

et nous obtiendrons une équation algébrique a coefficients constants pour f.

, 9f
)g' + (6C, + —3—2)9 +

15/ + 3 + Cy =0, (4.2.63)

( 32 4

Comme f n’est pas constante, les coefficients devront s’annuler séparément. En
résumé, cela implique que K; = 0 dans les cas (A.1), (A.2) et (B), et I{3 =10

dans le cas (C). Ainsi, nous tirons de ces quatre cas une seule conclusion, soit

oy —o, (4.2.64)

ce qui contredit I’hypothése de départ, & savoir w' # 0.
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Nous demecurons donc avec une seule forme possible pour la fonction u, soit

S =7y =—2 b (4.2.65)
R=1r%S=a.

L’équation (4.2.3) devient alors un polynéme de Laurent ot trois puissances de 7

apparaissent, :

F-5 (5 () - w—@+%+yrw<%$wﬁ—§—%%%%+%

1 nr 4bF’ 3ef! 4W!
HAEEY G - S+ S o

(4.2.66)
Chacun de ces coefficients doit s’annuler séparément et cela entraine les trois

conditions suivantes :

(f +a)2(57) + 24f/(f +a) + 9F"(f + a) + 15f'f" =

F= -t 4+ s ((F 40’ L7 = 2(f + a)f" + (f)? )+ Troe  (4260)
Wo = %5° + bF — 2”1 .

La premiére équation est pour f et peut étre intégrée deux fois :

(f +a)f" +2(/)2(f +a)? +3(f + a)* = %(f +a)> + &,

(4.2.68)
3" + 22 (y")? + 3yt — le —62=0, y=f+a.

Cette derniére équation est invariante sous 'action des translations de ¢
puisque la variable indépendante ¢ n'y apparait pas explicitement. Cette symé-
trie nous permet de réduire I'ordre de I’équation et de la résoudre implicitement.

Posons d’abord u = y et w = ¢, d’ou nous tirons

yl = i et y" = —% (4269)
w

L’équation a résoudre devient donc
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—u3(w ) +2ut(—) + 3ut — —g—l— — 0y = 0. (4.2.70)

w3 Wy,

Si nous posons ensuite z = w,, nous obtenons

Zy — — — — 4+ <) =0. 4.2.71
v u+z( 3u+2u+u3) ( )

La solution de cette équation est

+2u?
~ , 4.2.72
z (~4U6 + (51’11,4 + 4(52'11«2 + 401)(1/2) ( )

d’on

_ / 2u” du+C (4.2.73)
e (—4u® + S1ut + 46,u? + 4C1)(/2) » o

et finalement

y(¢) :i:2u2
\/—-4’U.6 + (51’[1.4 + 452’11,2 + 4C1

du—¢+Cy=0. (4.2.74)

Cependant, cette solution implicite ne sera pas utile dans la suite puisqu’elle ne

nous renseigne pas de facon pratique sur f.

Des équations (4.1.6), (4.1.9) et (4.2.1), nous obtenons finalement

fl/+f+
0= —W—?, (4.2.75)
_— h2 2f” (fl)2 (f—!—a)2 m 3f”(f+(1)_ Cl
W= @(Hf +a (f+ a)2)— 32r4 (_fT+4)— 32r4 2r2(f + a)2+02’
(4.2.76)
et
" 2 "
m=dL U ra S (4.2.77)

T 4r2? 4r2 2
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oll My, & une constante additive prés. satisfait & 'équation (4.2.2) :
bf/l Cl h2f// h2 (f/)’.l

2 T xa2 Vo ta)  i(ftar (4278)

Ainsi,

" (f+a)  af” Cy R f" R2(f')?
[ RO +4r2_(f+a)2+2(f+a)_4(f+a)'~"

(4.2.79)

Nous sommes ici en présence du seul cas olt apparaissent des termes de correc-
tion en A% dans la solution pour passer de la mécanique classique & la mécanique
quantique. Il serait donc intéressant d’obtenir une solution particuliére de I’équa-

tion (4.2.68). Pour ce faire, nous écrivons cette derniére équation sous la forme

2 4A B? - A?
Y= =) -y = (4.2.80)
Y Y Y

oll nous avons posé §; = 8A et 6, = B? — A?, pour des constantes A et B arbi-
traires. Cette équation posséde une intégrale premiére K, en termes de laquelle
nous avons

(v)2 = —y> + 24+ 32;2‘42 + ii (4.2.81)

Y Yy

qui est intégrable par quadratures, mais nous nous intéresserons plutot ici au cas
particulier ou K = 0, question de donner un exemple de solution. Nous obtenons
ainsi une fonction élémentaire qui est périodique par rapport & ¢, donc qui a du

sens du point de vue physique :

f(¢) = —a++/A+ Bsin2(¢ — o). (4.2.82)

4.3. SOLUTION PARTICULIERE

Deux cas particuliers se présentent ici, soit f + R = 0 et f' = 0. Le premier
a pour solution f = K et R = —K pour une certaine constante K, mais ’équa-

tion (4.1.6) implique alors un champ magnétique nul, ce que nous ne considérons
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pas dans le cadre de ces travaux. Dans le cas ot f/ = 0. la solution est tout

simplement
P=0, Q=0Q().
0= —5s(@-r@), (4.3.1)
W = W(r),
m — Q2

1yl

S

Encore une fois, Q2 ne dépend pas de ¢, donc il y concordance entre les cas classique
et quantique. L’intégrale classique est ici
Cr = (zy — y)? + g(xy y) + %22 (4.3.2)

Il est intéressant de remarquer (voir équation (1.2.30)) que Cp = C? . En
effet, dans les deux cas, Q2 et W sont des fonctions quelconques de r = \/z2+—y2
seulement.

Ainsi, nous avons démontré dans ce chapitre qu’il v a une distinction a faire
entre les cas classique et quantique lorsque nous avons affaire 4 des systémes
possédant une intégrale de forme polaire Cr. Nous avons identifié trois types de
systemes intégrables polaires, dont un arborait des termes de correction en A2.
Rappelons que sans champ magnétique, les conditions d’existence d’intégrales
d’ordre un et deux ne présentaient aucune différence entre la mécanique classique
et la mécanique quantique. Il est fort & parier que des termes en A? apparaitront
aussi dans certaines des solutions des systémes d’équations associés aux intégrales

de forme parabolique et elliptique.
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Chapitre 5

SUPERINTEGRABILITE POLAIRE

5.1. PRESENTATION

Maintenant que nous connaissons les systémes intégrables possédant une in-
tégrale quadratique de forme polaire, nous nous intéressons a trouver lesquels
parmi ceux-ci sont superintégrables. La constante du mouvement supplémentaire

qne nous cherchons prendra donc la forme classique
C = (zy — yz)(BL + v§) + 02 + (9% + iy + ko + kuy + m. (5.1.1)

Il est & noter que nous la laissons en coordonnées cartésiennes car il n’y a
pour 'instant aucune raison de croire que cette intégrale s’écrira simplement en
coordonnées polaires. Aprés avoir quantifié C et imposé la condition [H,C] = 0,

avec H provenant de I’équation (1.2.10), nous obtenons le systéme d’équations

kow — Q(Bz —yy +£) =0, (5.1.2)

kiy +Q(Br —yy +€) =0, (5.1.3)

ALy + )W + (B — vy + W, + k1 — my = 0, (5.1.5)

2(vz + OWy + (Bz — yy + )W, — k@t — m,, = 0, (5.1.6)
h? ;

= (00 + B + koWa + ki W, =0, (5.1.7)

qui est en fait le systéme (1.2.46) avec o = 0.
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5.2. PREMIER SYSTEME INTEGRABLE

Nous sommes ici dans le cas ot = 6ar? — b et W = W(r, ¢) (voir (4.2.29)).
Nous commencons par écrire 2 et 7V en coordonnées cartésiennes avant de les

mettre dans les équations (5.1.2) et (5.1.3) et de les résoudre pour kg et k; :

ko = % — 2z%ayy + 2z%a — i;ﬁ + 3z’ay’B — 6zay’®y
+6zay?€ + xbyy — b€ + kon(y),

ki = 3—7311 — 2y%aBz — 2y3aé + 3y2ax?y — ﬁ;ﬂ — 6yaz®p
—6yaz®E + ybBz + ybé + kyn(z).

(5.2.1)

Pour identifier la fonction k;5(y), nous dérivons (5.1.4), soit

—24af1%y + 12a62? — 1dayz® — 12a(z® — 14afBy® + 12a6y? — 24ayzy? — 12a(y?

+3bBy — 2b0 4 3byx + 2b¢ + koy + k1 = 0,
(5.2.2)

deux fois par rapport & z :
—48afy + 24aé — 84ayz — 24al + kipzze = 0, (5.2.3)

ce qui implique que af = 0. Commencons par poser § = 0 (a # 0). Nous avons

ensuite

Tayx! oz?
2

+4a(¢ — 8)z® + + asz + as. (5.2.4)

kin =
De méme, si nous dérivons (5.1.4) deux fois par rapport & y, nous avons

—48ayz + 24aé — 24a( + Konyyy = 0, (5.2.5)

ce qul nous ameéne a poser v = 0. Nous obtenons alors

2
kon, = 4ay®(C - 4) + 9121 + By + fs. (5.2.6)



Ainsi,
ko = 223a€ + Gzay>E — zb€ + day®(¢ — 0)
+B—’2£ + oy + Bs.

(5.2.7)
ky = —2y3a€ — 6yaz’€ + ybé + 4a(¢ — §)z?
+3‘2L + asx + as.
Si nous écrivons de nouveau ’équation (5.1.4), nous obtenons
a1z + By + o+ az + 2b(C — 6) =0, (5.2.8)

donc ay = 1 = 0 et 2b(¢ — §) + P2 + az = 0. La condition de compatibilité

May = My, qui découle des équations (5.1.5) et (5.1.6), c’est-a-dire

2(—py+0—yr—)Woy+(Bz—yy+E)(Wyy—Wop ) =3W, —37W,+k1Q,+k0Q, = 0,

(5.2.9)
devient alors
—24€ay* + (48Ca’z — 480a’z)y® + 4€ay®b + (—8(abz (5.2.10)
+48Ca%7? — 480a%7° -+ 86abz)y + 24€a%z? — 4€az?b =0, -
ce qui entraine £ =0 et { = 0.
Premiére possiblité : f=vy=€6=0et (=9
Si nous reprenons la résolution du systéme, nous avons
k()z = 01
ki, =0,
ko, + k12 =0,
o (5.2.11)
20W, + k12 — m, = 0,
20W, — ko2 — my, = 0,
koW, + kiW, = 0.
Les trois premiéres équations impliquent que
ko = aqy + ag,
0T myma (5.2.12)

kl = —q1T + &3,
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et la derniére équation donne ensuite

—6aza’y® — 6agza’y? + (—12a3x2a® + 2azab)y®
+(—12asz3a® + 2aq9zab)y?® + (2a3z2ab — 6azzia’ (5.2.13)
6azac — 2a1C1a)y — 2a9C1a + 2a0z3ab o

—203aCy — 6aszac + 20q42aCy — 6aga’z® = 0.

Nous obtenons donc a; = ay = a3 = 0, donc kg = k; = 0. Les quatriéme et

cinquiéme équations sont ensuite résolues pour m, a une constante additive prés :

m = ad(—2a(z? +1y2)% 4+ by* + (2022 — 6¢)y* — 4Chy + z(bz® — 6z —4Cy). (5.2.14)

L'intégrale C est donc

1
C = 6(3 +3%) +m = 2(5(3* +97) + %) — 26H. (5.2.15)
En effet,
W= 2%~ K+ 2063 — ICo ?’;—C. (5.2.16)

Ainsi, nous avons simplement retrouvé le Hamiltonien, que nous savions depuis
le début étre une intégrale du mouvement. Il n’y a donc pas de systéme superin-

tégrable associé a cette possibilité.

Deuxiéme possibilité : a =0
L’autre moyen de satisfaire a ’équation (5.2.9) est de poser a = 0, c’est-a-dire
1 = —b = . L’équation (4.2.29) implique alors que W est constant et nous

retrouvons donc le cas qui a été résolu de facon générale a la fin du chapitre trois.
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5.3. DEUXIEME SYSTEME INTEGRABLE

Ici. nous avons

fl/ + f+a
Q=—-" 5.3.
T (5.3.1)
et
i h2 2fll (f/)? (f + a)2 fl/l 3f//(f + a) Cl
I/‘/ = —(1 _— ' — Yy = —
87‘2( +f +a (f+ a)2) 3274 ( f! +4) 32r4 2r(f + a)2+02’
(5.3.2)
ou
(f+ a)2(’;—,)' +24f(f +a) +9f"(f +a) +15f'f" =0, (5.3.3)
que Pon peut intégrer deux fois pour obtenir
3,1 2/, 1\2 4 511!2
vy + 207y + 3y - —— -4 =0, y=f+a (5.3.4)

2

Ce cas est plus complexe que le précédent, puisque {2 et W sont exprimés
en termes de la fonction f qui n’est pas connue explicitement. Nous appliquons
donc des transformations euclidiennes du plan et des combinaisons linéaires avec
le Hamiltonien pour réduire le systéme a résoudre a deux formes plus simples,

soit B=7=€=0et (=6, puisfB=1,7=0,(=—-det{=¢.

5.3.1. Premier cas

Dans le premier cas, c’est-a-dire § = v = £ = 0 et ( = —0, le systéme a
résoudre est
ko = 0,
kyy =0,
4082 + koy + k12 = 0.
20W, + k12 — m, = 0,
—26W, — ko2 — m, =0,
koW, + kW, = 0.

(5.3.5)
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Les deux premiéres équations donnent

ko = ko(y) = ko(r sin(¢)),

(5.3.6)
ky = ki(z) = ki(r cos(e)).
La troisiéme équation est
—26(f"+ f+a) +r°(koy + k1z) = 0 (5.3.7)
et une dérivation par rapport a r donne
3koy + Ykoyy = —3k1x — K12z = Ao. (5.3.8)

Cette derniére équation peut &tre résolue pour kg et k; :

L A
ko = Xorsin(¢) + m;,fv@,—) + g, (56.3.9)

. — . Az
k1 = —Xo? COS(¢) + Zeos2(d) + A4
Si nous écrivons de nouveau la troisiéme équation, nous obtenons

I /\1 )\3 N
0(f"+ f+a)+ n%(9) + o5 (8] 0. (5.3.10)

Premiére possibilité : § # 0

Nous pouvons résoudre cette derniére équation pour f :

f = ay cos()+as sin((,/>)+_2a5 sin(2¢) — A\; cos(¢) z(;\:lilz;(q?;?) — A3sin(@) — A cos(3¢).
(5.3.11)

Cependant, f (écrite en termes de ¢ seulement) doit aussi satisfaire (5.3.3), qui

est un polynéme en cos(¢) et sin(¢). Le seul moyen d’y parvenir est de poser

Q=0.



Deuxiéme possibilité : § =0

Nous avons alors A\; = A3 = 0 et la condition m,4 = my, devient

(F" 4 1) (Ao — Aq cos(d) + Aasin(e)) + 3(f" + f +a) (M2 cos(d) + Aasin(4)) = 0.
(5.3.12)

Si nous dérivons par rapport & 7, nous obtenons
No(f" + ) =0. (5.3.13)

Dans les deux cas qui se présentent ici, c’est-a-dire A\g = 0 et f” + f' = 0,
I’équation (5.3.3), la condition de compatibilité m,, = my, et la derniére équation
du systéme a résoudre impliquent que = 0, C = 0 ou f’ = 0. (Rappelons que le
cas f' = 0 a été traité séparemment.) Ainsi, il n’y a pas d’intégrale additionnelle

de la forme

C=6(z*—9*) + k0 + klg+m (5.3.14)

dans ce cas.

5.3.2. Deuxiéme cas

Dans le deuxiéme cas, c’est-a-dire 3 =1,y =0, { = —0 et £ = &, tout ce dont
nous avons besoin pour démontrer qu’il n’existe pas d’intégrale supplémentaire

de la forme
C = (zy — y2)& + 6(2* — 9%) + €&y + kot + K1y + m (5.3.15)

sont les trois premiéres équations du systéme a résoudre. En coordonnées polaires,

elles sont

ko cos(@) — kog sin(¢p) — rQ(r cos(¢) + &) = 0,
rky-sin(@) + ki cos(@) + r(r cos(¢p) + &) = 0,

2rQ)(—rsin(¢) + 26) + ko, sin(¢p) + kog cos(@) + rki, cos(P) — ki sin(¢) = 0.
(5.3.16)
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Par la méthode des caractéristiques, nous pouvons résoudre les deux premiéres :

ko = Fi(4) + £FQ(¢)¢)+FU(7'Si1](¢)),

2r sin(¢) 2r2 s5in?( (5317)
kl = 21'(:;5(({)) (1 + rcoEs((j)))Fl (¢) + E;(T COS(¢))'
ou
F = / cos(®)(f" + f + a)do (5.3.18)
et
F= / sin(0)(f" + f + a)dé. (5.3.19)

La prochaine étape consiste a insérer kg et k; dans la troisiéme équation et a

éliminer €2 en utilisant les relations

Fiy . Fyy
== =-= 3.2
Q2 cos(¢) 53" Qsin(¢p) 573 (5.3.20)
Le résultat prend la forme
Gi(r,¢) +7Ga(9) + G3(¢) = 0, (5.3.21)

ou, en particulier,

G1 = 2r* cos’(¢)((2 cos®(¢) — 1 —cos(¢)) (r For — Fap) —sin®(@) cos(¢) (r Fa, + Fos))-
(5.3.22)

Si nous dérivons (5.3.21) deux fois par rapport a r, nous trouvons que G; =
017 + 09. Si nous passons en coordonnées cartésiennes pour tenir compte du fait

que Fy = Fy(y) et F3 = F3(z), nous obtenons

@+ s
F0y+F3Z+TIEBjJ§_( :v2+y~01 +0’2) =0. (5323)

Une dérivation par rapport & = donne alors une expression pour F3(z), soit



o1zt — 2012%° — 301yt — 309(2? + 1?) V22
224 B

0. (5.3.24)

y3 FerL‘:z +

qui doit étre satisfaite pour n’importe quelle valeur de y. Ce critére implique

o1 = 09 = 0, et I’équation (5.3.23) est maintenant
Foy + Fsz = 0. (5.3.25)
Cela signifie que Fp et F3 sont
Fo = ayrsin(¢) + ag, F3 = —aqrcos(¢) + as. (5.3.26)

Si nous substituons Fy et F3 dans la troisiéme équation de (5.3.16), nous

trouvons une expression linéaire en r, soit

(Fy cos(¢) sin(¢))r — 2 cos®(¢) sin(¢)EFy + 4Fyy cos®(¢)0

—4F cos®(¢)d + 2€ sin(p) Fy — & cos(¢) sin(¢) Fay + 2€ cos®(¢) Fr = 0,
(5.3.27)

dans laquelle les deux coefficients doivent s’annuler séparemment. Le coefficient
de 7 implique que F; = [ cos(¢)(f” + f + a)d¢ = 0, donc "+ f+a = 0, et ainsi

2 =0. Il n'y a donc pas d’intégrale supplémentaire dans ce cas.

5.4. TROISIEME SYSTEME INTEGRABLE

Posons maintenant 2 = Q(r) et W = W (r). Nous allons encore une fois sépa-

rer le probléme en deux cas pour nous simplifier la tache.

5.4.1. Premier cas
En premier lieu, nous prenons f=v7=€=0et ( = —0:
C = 6(z* — 9°) + ko + k1 + m. (5.4.1)

Le systéme d’équations i résoudre est alors
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ko = 0,
ky, =0,

409 + koy + k1o = 0,
2W, + k1 — my = 0,
—20W, — kol — m, = 0,
koW, + ks W, = 0.

(5.4.2)

Si nous dérivons la troisiéme équation par rapport & ¢ et tenons compte du

fait que ko = ko(y) et k; = ki(z), nous obtenons

Foyy _ Fraz _ (5.4.3)
Yy T

donc

]{,'0 = )\06y3 + >\1y + )\2,

] (5.4.4)
kl = /\0—61--{—)\3.'15-{‘)\4

La derniére équation du systéme est ensuite satisfaite si kg cos(¢) + k; sin(¢) = 0

ousi W, =0.

Premiére possibilité : ko cos(¢) + k) sin(¢) = 0
Nous obtenons
ko = Ay,
k= —M\zx.

(5.4.5)

La troisiéme équation du systéme est alors satisfaite si § = 0. Il nous reste donc
deux équations pour m :

m=—\ /Ter. (5.4.6)

L’intégrale additionnelle est donc linéaire et il s’agit en fait de 'intégrale (1.2.30)

trouvée pour Q = Q(r) et W = W(r) dans la section sur 'intégrabilité linéaire :

C=M(—(zy—yz) - /rQ(r)dr) = MC,. (5.4.7)
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Deuxiéme possibilité : 11, =0
La condition de compatibilité m,4 = mg, implique soit €2, = 0, qui a déja

eté traité a la fin du chapitre trois, soit ko cos(¢) + ki sin(¢) = 0, qui est un cas

particulier de ce qui précéde.

5.4.2. Deuxiéme cas

L’autre cas a considérerest 3=1,7v=0,(=—-det £ =¢:

C = (zy — yi) Bz + 6(2® — 9°) + €29 + kot + k1Y + m. (5.4.8)

Le systéme a résoudre est alors

ko cos(¢) — kog sin(p) — rQ(r cos(¢) + &) = 0,
k1, sin(@) + k4 cos(¢) + rQ(r cos(¢) + §) = 0,
2rQ—7 sin(@) + 26) + rkor sin(@) + ko cos(¢) + rki, cos(¢p) — kg sin(d) = 0,
2(—7sin(p) + 8)7W, cos(¢) + (r cos(p) + &)rW, sin(¢)
+7k1Q — rm,. cos(¢) + my sin(¢) = 0,
—267W, sin(¢) + (r cos(¢) + &)rW, cos(¢p) — rkof2
~rm, sin(¢) — my cos(¢) = 0,

%ZQT cos(¢) + koW, cos(¢) + rky W, sin(¢) = 0.

(5.4.9)
Des quatriéme et cinquiéme équations de ce systéme, nous obtenons la condi-
tion de compatibilité m,, = my,, soit

(—46 cos(¢) sin(p) + £(cos*(p) — sin®(p)))(r W, — r?W,,) — r2 cos(@) (rWi, + 2W5)
+12Q, (ko cos(p) + k; sin(¢4)) = 0.

(5.4.10)
Cette derniére équation et la sixiéme équation de (5.4.9) forment un systéme

d’équations algébriques Az = B pour kg et k; :
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Wocos(¢) Wesin(@) | |ko
Q. cos(¢p) r2Q, sin(¢)| |k

%QQT cos(¢)
(12 W,y — 7W,)(—46 cos(¢) sin(@) + &£(cos®(¢) — sin®(4))) + 72 cos(¢) (rW,, + 2W,)

Cependant, la matrice A étant singuliére, il y aura solution si et seulement si le
déterminant de chacune des matrices A;, formées en remplacant la ¢ colonne de

A par le membre de droite, est nul, pour 2 = 1,2. Ce critére impose la condition

—%27*293 cos(p) — W((r?W,, — rW,)(—46 cos(¢) sin(¢) + &(cos?(¢) — sin?(¢))

+r2cos(¢)(rW,, + 2W,)) = 0.
(5.4.11)

Les coefficients de cos(¢) et cos(¢) sin(¢) impliquent que EW, (r?W,, — 7W,) =0
et 46W,(r*W,, —rW,) = 0. Si W, = 0, le reste de (5.4.11) implique que 2, = 0,

ce que nous avons déja étudié.

Premiére possibilité : 7?W,, — rW, =0

Nous avons alors IV = a;7 + a, et le reste de (5.4.11) est
R’Q? = —48alr?, (5.4.12)

Cette équation est satisfaite si et seulement si Q, = 0 et a; = 0, ce qui est une

situation déja étudiée.

Deuxiéme possibilité : £ =5 =0
Nous pouvons retourner au systéme initial a résoudre. Les trois premiéres

équations sont alors

Tkor — kog tan(g) — r2Q2 = 0,
rki, tan(p) + ki + 722 = 0, (5.4.13)
—2r%Q + Tko, + kog cot(@) + rki, cot(d) — ki = 0.
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En soustrayant les deux premiéres, nous obtenons une expression pour —2r2Q)

que nous éliminons ensuite de la troisiéme équation pour obtenir
kog + Tk, = 0. (5.4.14)

Cette derniére équation et une dérivation des deux premiéres équations (préala-

blement divisées par cos(¢)) par rapport a ¢, soit

T COSQ(¢)kor¢ — COS(¢) Sill(¢)ko¢¢ — k0¢ = 0,

(5.4.15)
7 cos(¢) sin(@) kg + Tk, + cos* (@) kg = 0,
forment un systéme de trois équations pour kg et k; dont la solution est
ko = ko(r),
0 = kolr) (5.4.16)
kl = Cl¢ + 02.

Si nous les insérons dans les deux premiéres équations, nous trouvons fi-
nalement ko, — 70 = 0, donc ko = [rQdr, puis Q = —%, et finalement
ko = —Cyln(r) + Cj. La troisiéme équation donne alors 2C) — 2C; sin{¢) = 0,

donc C; = 0 et ainsi, 2 = 0.

5.5. CONCLUSION DE LA SUPERINTEGRABILITE POLAIRE

Il était évident au départ que nous trouverions le cas ot 2 et IV sont constants
parmi les systémes mécaniques superintégrables qui possédent une intégrale de
forme polaire, mais en fait, il s’agit aussi du seul. La solution n’est pas exposée

ici, car nous avons déja fait le calcul de fagon générale a la fin du chapitre trois :

C = aC2 + C3(Cy + C3) + EC1Cy + (C2 — a,C3 + 6(C] — 20C5).  (5.5.1)



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons poursuivi I’é¢tude des systémes intégrables et
superintégrables & deux degrés de liberté et avec champs magnétiques qui avait
été commencée au milieu des années quatre-vingt [DGRW].

Nous avons établi les conditions qui garantissent ’existence d’une intégrale
d’ordre un dans les vitesses en mécanique quantique et il s’est avéré qu’il s’agis-
sait exactement des mémes conditions que dans le cas classique. Nous avons refait
les calculs s’y rattachant et confirmons ’existence de deux formes de systémes
intégrables de ce type. Nous avons aussi découvert qu’il y a un seul systéme
(maximalement) superintégrable parmi ceux-ci, soit celui dans lequel le champ
magnétique et le potentiel sont constants. Ce systéme posséde trois intégrales
linéaires qui forment avec le champ magnétique une algébre de Lie qui est 'ex-
tension centrale de 1’algébre des transformations euclidiennes du plan.

Nous avons ensuite identifié les conditions garantissant I’existence d’une in-
tégrale quadratique dans les vitesses en mécanique quantique. Cet ensemble de
conditions différe de celui obtenu dans le cas classique [DGRW] par la présence
d’un terme en h?. Nous avons ensuite étudié les formes cartésienne et polaire de
Pintégrale quadratique. Dans le cas cartésien, les résultats classiques et quantiques
coincident. Trois systémes intégrables sont identifiés, et parmi ceux-ci, un seul est
superintégrable, soit celui mentionné dans le paragraphe précédent. Nous avons
vérifié que les intégrales quadratiques de ce systéme s’écrivent bien en termes des
trois intégrales linéaires déja obtenues. Dans le cas polaire, nous avons identi-

fié trois systémes intégrables, dont un seul se distingue du cas classique par la
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présence de termes en 7% dans la solution obtenue. Le seul systéme superinté-
grable trouvé est encore une fois celui ou le champ magnétique et le potenticl
sont constants.

1l reste beaucoup de travail a faire dans cette méme voie. En effet, les formes
parabolique et elliptique de l'intégrale quadratique n’ont pas encore été étudiées,
ni les intégrales d’ordre supérieur. De fagon plus générale, comme la recherche
sur les systémes mécaniques intégrables et superintégrables est trés active ces
derniéres années, il y a une foule de sujets reliés & ces propriétés qui pourraient
aussi étre abordés dans le cadre de travaux de recherche. Par exemple, des liens ont
été établis entre la superintégrabilité et les symétries généralisées, ainsi qu’avec
la solvabilité exacte. (Voir [RW] et [STW].) Ces relations méneront tres certai-
nement & une meilleure compréhension du sujet et & la découverte de résultats

importants permettant 1’avancement de la physique.
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