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SOMMAIRE

Cette these comporte trois articles dont un est publié et deux en préparation.
Le sujet central de la theése porte sur le traitement des valeurs aberrantes repré-
sentatives dans deux aspects importants des enquétes que sont : ’estimation des
petits domaines et 'imputation en présence de non-réponse partielle.

En ce qui concerne 'estimation des petits domaines, les estimateurs robustes
dans le cadre des modeles au niveau des unités ont été étudiés. Sinha & Rao (2009)
proposent une version robuste du meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique
pour la moyenne des petits domaines. Leur estimateur robuste est de type «plug-
iny, et a la lumiére des travaux de Chambers (1986), cet estimateur peut étre
biaisé dans certaines situations. Chambers et al. (2014) proposent un estima-
teur corrigé du biais. En outre, un estimateur de 'erreur quadratique moyenne a
été associé a ces estimateurs ponctuels. Sinha & Rao (2009) proposent une pro-
cédure bootstrap paramétrique pour estimer I'erreur quadratique moyenne. Des
méthodes analytiques sont proposées dans Chambers et al. (2014). Cependant,
leur validité théorique n’a pas été établie et leurs performances empiriques ne
sont pas pleinement satisfaisantes.

Ici, nous examinons deux nouvelles approches pour obtenir une version ro-
buste du meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique : la premiere est fondée
sur les travaux de Chambers (1986), et la deuxieme est basée sur le concept de
biais conditionnel comme mesure de 'influence d’une unité de la population. Ces
deux classes d’estimateurs robustes des petits domaines incluent également un
terme de correction pour le biais. Cependant, ils utilisent tous les deux I'informa-
tion disponible dans tous les domaines contrairement a celui de Chambers et al.
(2014) qui utilise uniquement l'information disponible dans le domaine d’intérét.
Dans certaines situations, un biais non négligeable est possible pour 'estimateur
de Sinha & Rao (2009), alors que les estimateurs proposés exhibent un faible
biais pour un choix approprié¢ de la fonction d’influence et de la constante de
robustesse. Les simulations Monte Carlo sont effectuées, et les comparaisons sont

faites entre les estimateurs proposés et ceux de Sinha & Rao (2009) et Chambers
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et al. (2014). Les résultats montrent que les estimateurs de Sinha & Rao (2009)
et de Chambers et al. (2014) peuvent avoir un biais important, alors que les es-
timateurs proposés ont une meilleure performance en termes de biais et d’erreur
quadratique moyenne.

En outre, nous proposons une nouvelle procédure bootstrap pour I’estimation
de T'erreur quadratique moyenne des estimateurs robustes des petits domaines.
Contrairement aux procédures existantes, nous montrons formellement la validité
asymptotique de la méthode bootstrap proposée. Par ailleurs, la méthode propo-
sée est semi-paramétrique, c’est-a-dire, elle n’est pas assujettie a une hypothese
sur les distributions des erreurs ou des effets aléatoires. Ainsi, elle est particuliere-
ment attrayante et plus largement applicable. Nous examinons les performances
de notre procédure bootstrap avec les simulations Monte Carlo. Les résultats
montrent que notre procédure performe bien et surtout performe mieux que tous
les compétiteurs étudiés. Une application de la méthode proposée est illustrée en
analysant les données réelles contenant des valeurs aberrantes de Battese, Harter
& Fuller (1988).

S’agissant de l'imputation en présence de non-réponse partielle, certaines
formes d’imputation simple ont été étudiées. L'imputation par la régression dé-
terministe entre les classes, qui inclut I'imputation par le ratio et I'imputation par
la moyenne sont souvent utilisées dans les enquétes. Ces méthodes d’imputation
peuvent conduire a des estimateurs imputés biaisés si le modele d’imputation ou
le modele de non-réponse n’est pas correctement spécifié. Des estimateurs double-
ment robustes ont été développés dans les années récentes. Ces estimateurs sont
sans biais si 'un au moins des modeles d’imputation ou de non-réponse est bien
spécifié. Cependant, en présence des valeurs aberrantes, les estimateurs imputés
doublement robustes peuvent étre tres instables. En utilisant le concept de biais
conditionnel, nous proposons une version robuste aux valeurs aberrantes de l'es-
timateur doublement robuste. Les résultats des études par simulations montrent
que l'estimateur proposé performe bien pour un choix approprié de la constante
de robustesse.

Mots clés : Estimateur corrigé pour le biais; biais conditionnel ; mesure
d’influence ; valeurs aberrantes; inférence basée sur le modele; échantillonnage ;
estimation des petits domaines; bootstrap; modele linéaire mixte; robustesse ;

imputation.
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SUMMARY

This thesis focuses on the treatment of representative outliers in two impor-
tants aspects of surveys : small area estimation and imputation for item non-
response.

Concerning small area estimation, robust estimators in unit-level models have
been studied. Sinha & Rao (2009) proposed estimation procedures designed for
small area means, based on robustified maximum likelihood estimators and ro-
bust empirical best linear unbiased predictors. Their robust methods for estima-
ting area means are of the plug-in type, and in view of the results of Chambers
(1986), the resulting robust estimators may be biased in some situations. Bias-
corrected estimators have been proposed by Chambers et al. (2014). In addition,
these robust small area estimators were associated with the estimation of the
Mean Square Error (MSE). Sinha & Rao (2009) proposed a parametric bootstrap
procedure based on the robust estimates of the parameters of the underlying li-
near mixed model to estimate the MSE. Analytical procedures for the estimation
of the MSE have been proposed in Chambers et al.. (2014). However, their theo-
retical validity has not been formally established and their empirical performance
are not fully satisfactorily.

Here, we investigate two new approaches for the robust version the best empiri-
cal unbiased estimator : the first one relies on the work of Chambers (1986), while
the second proposal uses the concept of conditional bias as an influence measure
to assess the impact of units in the population. These two classes of robust small
area estimators also include a correction term for the bias. However, they are
both fully bias-corrected, in the sense that the correction term takes into account
the potential impact of the other domains on the small area of interest unlike
the one of Chambers et al. (2014) which focuses only on the domain of interest.
Under certain conditions, non-negligible bias is expected for the Sinha-Rao me-
thod, while the proposed methods exhibit significant bias reduction, controlled by
appropriate choices of the influence function and tuning constants. Monte Carlo

simulations are conducted, and comparisons are made between : the new robust



viii

estimators, the Sinha-Rao estimator, and the bias-corrected estimator. Empirical
results suggest that the Sinha-Rao method and the bias-adjusted estimator of
Chambers et al (2014) may exhibit a large bias, while the new procedures offer
often better performances in terms of bias and mean squared error.

In addition, we propose a new bootstrap procedure for MSE estimation of
robust small area predictors. Unlike existing approaches, we formally prove the
asymptotic validity of the proposed bootstrap method. Moreover, the proposed
method is semiparametric, i.e., it does not rely on specific distributional assump-
tions about the errors and random effects of the unit-level model underlying the
small-area estimation, thus it is particularly attractive and more widely appli-
cable. We assess the finite sample performance of our bootstrap estimator through
Monte Carlo simulations. The results show that our procedure performs satisfac-
torily well and outperforms existing ones. Application of the proposed method
is illustrated by analyzing a well-known outlier-contaminated small county crops
area data from North-Central Iowa farms and Landsat satellite images.

Concerning imputation in the presence of item non-response some single im-
putation methods have been studied. The deterministic regression imputation,
which includes the ratio imputation and mean imputation are often used in sur-
veys. These imputation methods may lead to biased imputed estimators if the
imputation model or the non-response model is not properly specified. Recently,
doubly robust imputed estimators have been developed. However, in the presence
of outliers, the doubly robust imputed estimators can be very unstable. Using
the concept of conditional bias as a measure of influence (Beaumont, Haziza and
Ruiz-Gazen, 2013), we propose an outlier robust version of the doubly robust
imputed estimator. Thus this estimator is denoted as a triple robust imputed
estimator. The results of simulation studies show that the proposed estimator
performs satisfactorily well for an appropriate choice of the tuning constant.

Key words : Corrected-bias estimator ; conditional bias ; influence measure ;
outliers ; model-based inference ; survey sampling ; small-area estimation ; boots-

trap ; Linear mixed model ; Robustness; Imputation.
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INTRODUCTION

MOTIVATION

Les valeurs aberrantes sont généralement présentes dans les enquétes écono-
miques. Elles peuvent étre des erreurs ou alors des valeurs 1égitimes prises par
certaines unités de la population. Les valeurs légitimes sont de vraies valeurs
qui peuvent étre uniques ou représenter d’autres unités appartenant a l'univers
non échantillonné. Chambers (1986) désigne cette derniere catégorie par le terme
«valeurs aberrantes représentatives» par opposition aux «valeurs aberrantes non
représentatives» qui sont des erreurs ou des valeurs légitimes uniques. Dans cette
these, nous traitons uniquement le cas des valeurs aberrantes représentatives.
Les valeurs aberrantes peuvent avoir un impact considérable sur les estimations.
En pratique, 'influence des valeurs aberrantes peut étre réduite en adoptant par
exemple un plan stratifié ou les valeurs aberrantes vont appartenir a une strate a
tirage complet. Cependant, méme avec un bon plan d’échantillonnage, il est dif-
ficile d’éliminer compléetement le probleme de valeurs aberrantes. En effet, dans
les enquétes entreprises par exemple les strates sont généralement déterminées
selon la géographie, le type d’entreprise et des variables de taille. Si la variable
d’intérét n’est pas liée aux variables de taille, alors cela pourrait conduire a la
présence des valeurs aberrantes dans I’échantillon. Il y a deux domaines parti-
culiers de I’échantillonnage ou la présence des valeurs aberrantes représentatives
dans I’échantillon peut conduire a des inférences erronées a cause d’estimations
ponctuelles et d’intervalles de confiance inexacts. Ce sont les petits domaines et

I'imputation en présence de non-réponse partielle.

L’ESTIMATION DES PETITS DOMAINES

Les domaines sont des sous-ensembles de la population qui peuvent étre des
aires géographiques, des catégories socio-professionnelles ou des secteurs d’acti-

vités économiques. En échantillonnage, un estimateur de domaine est dit direct
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s’il utilise uniquement l'information tirée du domaine. Un domaine sera dit pe-
tit lorsque les estimateurs traditionnels directs de domaines basés sur le plan
et/ou sur le modele ne sont pas appropriés. C’est généralement le cas lorsque la
taille de I’échantillon du domaine est faible ou méme égale a zéro. Les méthodes
d’estimation indirectes des petits domaines ont re¢u une attention considérable
ces dernieres années en raison d'une demande sans cesse croissante des statis-
tiques fiables pour les petites régions. Ces méthodes d’estimation indirectes vont
chercher I'information disponible dans les autres domaines a travers des modeles
explicites et des variables auxiliaires, provenant par exemple du recensement ou
des données administratives (voir par exemple Rao, 2003,2005).

Deux catégories de modeles sont généralement utilisées : les modeles au niveau
des domaines et les modeles au niveau des unités. Les modeles au niveau du do-
maine lient la variable d’intérét a des variables auxiliaires au niveau du domaine
et les modeles au niveau des unités lient la variable auxiliaire et la variable d’inté-
rét pour chaque unité de la population. Ces deux classes de modeles sont des cas
particuliers du modele linéaire mixte. Dans cette these, seul le cas des modeles
au niveau des unités avec une matrice de variance covariance ayant une structure
bloc diagonale est traité. Un estimateur bien connu dans ce cadre est le meilleur
prédicteur linéaire sans biais empirique (MPLSBE). Il est asymptotiquement sans
biais et efficace lorsque le modele est correctement spécifié, mais est tres sensible
a la présence des valeurs aberrantes. L’inclusion ou 'exclusion des valeurs aber-
rantes dans le calcul du meilleur prédicteur linaire sans biais empirique peut avoir
un grand impact sur les résultats, comme mentionné par Fellner (1986) et Stahel
& Welsh (1997). Sinha & Rao (2009) ont proposé une version robuste du meilleur
prédicteur linéaire sans biais. Chambers et al. (2014) notent que 'estimateur de
Sinha & Rao (2009) est basé sur une version de type plug-in du meilleur pré-
dicteur linéaire sans biais. De ce fait, les travaux de Chambers (1986) suggerent
que cet estimateur peut avoir un biais non négligeable. Pour se protéger contre
le biais, Chambers et al. (2014) proposent des estimateurs robustes qui corrigent
pour le biais et donc peuvent étre moins biaisés que celui de Sinha & Rao (2009).
Cependant, les estimateurs proposés par Chambers et al. (2014) n’obéissent pas
a la stratégie suggérée par les travaux de Chambers (1986) selon laquelle le pro-
cessus de correction du biais devrait correspondre a une stratégie qui consiste a
faire un arbitrage entre le biais et la variance. Ainsi I'estimateur de Chambers et

al. (2014) pourrait avoir un faible biais mais une grande variance.



L’IMPUTATION EN PRESENCE DE NON-REPONSE PARTIELLE

La non-réponse partielle apparait pratiquement dans toutes les enquétes. Elle
est généralement traitée par une forme d’imputation qui consiste a remplacer les
valeurs manquantes par des «valeurs artificielles». L’on distingue généralement
I'imputation déterministe de I'imputation aléatoire. Dans le cas de des méthodes
déterministes, la valeur imputée est unique et souvent obtenue au moyen d’un
modele de régression. On parle alors d’imputation par la régression déterministe.
Dans le cas de I'imputation aléatoire, la valeur imputée change si le processus
d’imputation est repris. S’agissant du cas particulier de 'imputation par la ré-
gression aléatoire, la valeur imputée peut étre vue comme la somme de la valeur
obtenue par la I'imputation déterministe et d’un résidu aléatoire tiré parmi les
résidus du modele de régression.

Il est a noter que si le modele d’imputation est mal spécifié, alors I'imputa-
tion par la régression peut conduire a un biais de non réponse important. Pour se
protéger contre ce probleme, il est coutume en pratique de construire les classes
d’imputation et d'imputer directement a l'intérieur de ces classes a partir d’un
modele de régression. La construction des classes nécessite I'utilisation d'une va-
riable auxiliaire appropriée disponible pour toutes les unités de 1’échantillon. Cette
variable auxiliaire peut étre la méme que celle du modele de régression. L’objectif
de la construction des classes est de former les groupes qui sont homogenes par
rapport aux probabilités de réponse et/ou par rapport a la variable d’intérét.

L’imputation par la régression déterministe entre les classes, qui inclut le ratio
ou la moyenne entre les classes, est largement utilisée dans les enquétes, Haziza
(2009) constitue une excellente revue de la littérature sur les méthodes d’im-
putation utilisées dans les enquétes. Pour toutes ces méthodes, 1'utilisation des
modeles est incontournable. Cependant, si le modele est mal spécifié, I'estimateur
imputé peut étre biaisé si les caractéristiques des répondants sont différentes des
caractéristiques des non répondants. Pour améliorer la protection contre le biais
de non-réponse, des méthodes qui nécessitent la modélisation de la variable d’in-
térét et des probabilités de réponses ont été développées. Ces méthodes peuvent
étre justifiées au moyen du modele de non-réponse et du modele d’imputation.
Elles jouissent ainsi d’'une double protection en cas d’invalidité de 1'un ou 'autre
des modeles. Ces méthodes dites doublement robustes, ont connu un intérét par-
ticulier dans la littérature sur I'imputation en présence de non-réponses partielles
dans les années récentes, par exemple, Robins et al. (1994), Scharfstein et al.
(1999), Bang & Robins (2005), Cao et al. (2009) en population infinie. En échan-

tillonnage, les méthodes doublement robustes ont été étudiées par Kott (1994),
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Kim & Park (2006), Haziza & Rao (2006), Haziza & Picard (2012), et Kim &
Haziza (2014). En présence de valeurs aberrantes, les estimateurs doublement ro-
bustes sont sans biais mais instables. Traiter les valeurs aberrantes revient a faire

un arbitrage entre le biais et la variance.

CONTRIBUTION ET STRUCTURE DE LA THESE

L’objectif principal de cette these est de contribuer a 'amélioration du trai-
tement des valeurs aberrantes représentatives dans le cas des petits domaines et
I'imputation en présence de non-réponse partielle. A cet effet, le concept de biais
conditionnel sera utilisé. Une extension de ce concept sera effectuée pour les pe-
tits domaines, qui sont un cas non standard de l’approche basée sur le modele
car ici les unités ne sont pas indépendantes. En outre, dans le cas de 'imputa-
tion en présence de non-réponse partielle, le biais conditionnel va s’avérer étre un
excellent outil du traitement unifié de la mauvaise spécification du modele d’im-
putation ou du modele de non-réponse, et ainsi que de la présence des valeurs
aberrantes dans les enquétes. De maniere explicite, la contribution de cette these
est structurée autour de quatre chapitres. Le premier chapitre est une revue de
la littérature sur la robustesse en échantillonnage. Les notions et concepts utiles
a la compréhension de la these sont présentées dans ce chapitre. Les trois cha-
pitres suivants discutent de 1’élaboration des estimateurs robustes qui possedent
de bonnes propriétés en termes de biais et de variance.

Le deuxieme chapitre est basé sur 'article intitulé «Controlling the bias of
robust small-area estimators». Cet article est écrit en collaboration avec mon
directeur de recherche David Haziza et mon co-directeur de recherche Pierre Du-
chesne. Cet article a été publié dans le journal Biometrika (2013 Vol. 100 pp.
843-858). Il a pour objectif principal de proposer de nouveaux estimateurs ro-
bustes pour la moyenne des petits domaines qui possédent un terme de correction
pour le biais. Deux approches y sont étudiées. Dans la premiere, les arguments
de Chambers (1986) sont adaptés au cas du modele au niveau des unités. Dans la
deuxieme approche, le concept de biais conditionnel est utilisé. Ces estimateurs
ont pour objectifs d’avoir des propriétés désirées en termes de biais et de variance.

Le troisieme chapitre est basé sur 'article intitulé « Bootstrapping mean squa-
red errors of robust small-area estimators». Cet article est écrit en collaboration
avec Pierre Nguimkeu. L’objectif de cet article est de proposer une nouvelle pro-
cédure bootstrap semi-paramétrique pour l'estimation de l'erreur quadratique
moyenne des estimateurs robustes des petits domaines. Nous démontrons formel-
lement que lorsque les hypotheses du modele sont vérifiées, les échantillons boots-

trap ont une distribution similaire a celle de I’échantillon originel. De ce fait, la
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procédure proposée conduit a des estimateurs convergents de I'erreur quadratique
moyenne.

Le quatrieme chapitre est basé sur 'article intitulé «Triple robustesse en pré-
sence des données imputées dans les enquétes». Cet article est écrit en collabo-
ration avec mon directeur de recherche David Haziza et mon co-directeur de re-
cherche Pierre Duchesne. L’objectif de cet article est de proposer des estimateurs
imputés robustes a la présence des valeurs aberrantes et qui en plus possedent les
propriétés de double robustesse. De ce fait, ces estimateurs sont dits triplement

robustes.
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Chapitre 1

REVUE DE LITTERATURE

1.1. ROBUSTESSE EN ECHANTILLONNAGE

L’inférence peut étre erronée en présence de valeurs aberrantes a cause de
la tres grande variabilité des estimations ponctuelles. Pour se protéger contre ces
effets indésirables, plusieurs travaux ont été effectués sur le traitement des valeurs
aberrantes a ’étape de 'estimation. Ces travaux peuvent étre classés en fonction
de I'approche pour I'inférence. En échantillonnage, on distingue deux types d’ap-
proches pour l'inférence : 'approche basée sur le plan et celle basée sur le modeéle.
S’agissant de I'approche basée sur le plan, les propriétés de ’analyse, notamment
le biais et la variance, s’obtiennent en considérant tous les échantillons possibles.
Par contre, pour l'approche fondée sur le modele, les propriétés découlent du

modele décrivant la structure de la population.

1.1.1. Approche basée sur le plan

Soit U = {1,2,..., N} une population finie de taille N et soit y la variable
d’intérét que l'on veut mesurer. En échantillonnage, on s’intéresse généralement
a l'estimation du total Y = Zfil y;, ou de la moyenne Y = N1 Zf\il Yi. Soit s un
échantillon de taille n sélectionné selon un plan p(s). Dans I'approche basée sur
le plan, les valeurs y;,7 = 1,..., N sont supposées fixes. Un estimateur classique
du total est I'estimateur de Horvitz-Thompson (1952) donné par :

}A/HT = Zdi?Ju (1.1.1)

1€S
oud; = 1/m,i =1,..., N sont les poids d’échantillonnage et 7; les probabilités
d’inclusion. En présence d’'un vecteur de p variables auxiliaires x;,7 = 1,...,n,

disponibles pour toutes les unités de I’échantillon et dont le total de la population

X = 3V x; est connu, on peut construire d’autres estimateurs de Y en postulant
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un modele liant la variable d’intérét y au vecteur de variables auxiliaires x :
yi =X, B+e, (1.1.2)

ol les erreurs ¢; sont non corrélées de moyenne nulle et de variance o? = o?c;,
¢; > 0. Les valeurs ¢; = ¢;(x;) permettent de décrire la structure de la variance et
sont connues. Un exemple de structure de variance est de choisir une combinaison
linéaire des x; : ¢; = a'x;, oll le vecteur a est connu. Un estimateur alternatif
du total fondé sur le plan est I'estimateur par la régression généralisée (GREG)

défini par Sarndal et al. (1992), p. 232 :
Yorse = Yar + (X - Xur) B, (1.1.3)
ou .
B= (Z dixixiT/ci> Zdixiyi/ci. (1.1.4)
i€s ics
Une autre expression du GREG est donnée par :
Yorea =Y. digiyi, (1.1.5)
ics
ol .
gi =1+ (X — XHT)T (Z dixixj/cZ) X;/¢;.
i€s
Il est & noter que le GREG est un estimateur de calage (Deville & Sérndal 1992).
En effet, soit Ty un estimateur du total Y et soit 7y lestimateur du total de
X =3 ,cu X; obtenu en remplagant y; par x; dans ’expression de T y- On dit que
Ty est un estimateur de calage si T, = X.

L’estimateur de Horvitz-Thompson et le GREG sont respectivement sans biais
et asymptotiquement sans biais. Cependant, en présence de valeurs aberrantes ils
sont tres variables. Pour réduire 'influence des valeurs aberrantes, trois méthodes
ont généralement été utilisées dans la littérature. La premiere consiste a changer
les valeurs par winsorisation ou par «troncation», la deuxieme réduit le poids
des valeurs aberrantes, et la troisieme utilise les techniques d’estimation robustes
telles que les M-estimateurs.

Une définition de la winsorisation est fournie par Tukey & McLaughlin (1963).
IIs définissent la moyenne winsorisée d’ordre g (symétrique) comme étant la
moyenne arithmétique de n valeurs tirées de l’échantillon en remplagant : (i)
chacune des g-plus petites valeurs de y par la plus proches des autres valeurs de
I’échantillon dénotée ypy et (ii) chacune des g-plus grandes valeurs de y par la plus
proches des autres valeurs dénotées yp,—g, ot ypu; < Yy < ... < ypn) désignent

les valeurs ordonnées des y;, © = 1,...,n. Ils définissent également la moyenne
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tronquée qui comme étant la moyenne arithmétique des n — 2¢g valeurs obtenues
en supprimant les g-plus petites et les g-plus grandes valeurs de ’échantillon.
Les M-estimateurs sont introduits par Huber (1964) pour le probléme de 1’es-
timation robuste d’'un parametre de position. Huber (1973) fait une extension de
ses résultats pour un parametre de position au modele de régression linéaire. Sché-
matiquement, il propose de construire un M-estimateur Bg solution du probléme

de minimisation en B de l'expression (1.1.6) :

> p(w-xI8), (1.16)

op(r ®
85), alors B

ol p est une fonction de p: R — RT. Si p a une dérivée ¢(r) =

satisfait le systeme d’équation (1.1.7)
Zw(yi —XIB) x; = 0. (1.1.7)
=1

Krasker (1978) examine une classe plus générale d’estimateurs définit par (1.1.8)

=1

ol ¢ est une fonction définie de R x R? x R? vers RP. Il y a plusieurs propositions
du choix de ¢ dans la littérature et une classe de fonctions ¢ généralement utilisée
est de la forme (voir Hampel et al. 1986, p. 315) :

¢ (i xi, B) = wixi) { (i — %] B) v(x) } x;, (1.1.9)

ot w(+) et v(-) sont des fonctions positives définies de R? vers R™. Huber (1973)
utilise w(x;) = 1 et v(x;) = 1. Les estimateurs robustes de 8 obtenus en utilisant
la classe des fonctions (1.1.9) et les équations (1.1.8) sont appelés M-estimateurs
généralisés et dénotés GM-estimateurs.

Lee (1995) discute plus en détails les trois approches pour réduire l'influence
des valeurs aberrantes en échantillonnage ; Beaumont & Rivest (2009) fournissent

les développements récents.

1.1.1.1. Réduction du poids des valeurs aberrantes

Hidiroglou & Srinat (1981) étudient le traitement des valeurs aberrantes dans
le cadre d’un plan aléatoire simple sans remise. Ils définissent une sous-population
des valeurs aberrantes contenant 7' valeurs aberrantes. La sous-population des
valeurs aberrantes est définie par : Uy = {i, tel que y; >}, ot 7 est connu.
Le reste de la population est défini par : Up = {i, tel que y; < ~}. Le total de

la population ¥ = 7", y; est estimé en utilisant un échantillon s de taille n.
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Ils suggerent trois estimateurs qui réduisent les poids des valeurs aberrantes et
ajustent ceux des valeurs non-aberrantes de maniere a ce que la somme des poids

soit égale a la taille de la population N. Ces trois estimateurs sont donnés par :

~ n 1—+L
i€sNUy T n iEsnUp
N n+t 2n +t
2n i€sNUa 2n i€sNUp
N ™m 11—
Vi=— > dwito—4 > dw (1.1.12)
i€snUa T n iesnUp
oud; = %, 1=1,...,N,testle nombre de valeurs aberrantes dans I’échantillon

et r est un poids optimal choisi de maniere a minimiser ’erreur quadratique
moyenne.

L’estimateur (1.1.10) réduit le poids des valeurs aberrantes par un facteur égal

a 3. Le facteur de réduction (coefficient du premier terme a droite de I'expres-
sion (1.1.11)) est de % pour lestimateur (1.1.11). L’estimateur (1.1.12) géné-

ralise l'estimateur (1.1.10) en introduisant un parametre r qui minimise 'erreur

quadratique moyenne (EQM).

1.1.1.2. Alternative robuste a l’estimateur par le ratio

L’estimateur par le ratio de la moyenne de la population est donné par :

Vai=N'SipziB=XB ot X = N'Y,yx et B= zzz’iy Gwet & Rivest
ics 7t

(1992) introduisent une version robuste de l'estimateur par le ratio dans le cas
d’un plan aléatoire simple sans remise. Il est construit avec les techniques des

GM-estimateurs. L’estimateur proposé par Gwet & Rivest s’écrit :
Yor = X B, (1.1.13)

ég est solution de I’équation suivante :

Vi, (=l B)h))
Zh(:cl) { co\/x, }—O'

Ici, ¢ est une constante qui permet de faire un arbitrage entre le biais et la variance

€S

et h(z;) est une fonction qui réduit 'influence des valeurs aberrantes dans les x.
L’estimateur Eg est robuste aux valeurs aberrantes dans les résidus et dans les
variables auxiliaires. De ce fait, 'estimateur (1.1.13) est également robuste aux
valeurs aberrantes dans les résidus et les variables auxiliaires. Gwet & Rivest

(1992) proposent également un estimateur de l'erreur quadratique moyenne de
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(1.1.13). Cet estimateur est donné par :
EQM (yGR) = bg (XA/GR) + v (YGR) s (1114)
ol v (}A/G R) un estimateur de la variance de (1.1.13) et
. 2
N 9 5 \2 ol —mNT Yi — Yrr;
by (YGR) = max {07 (YGR - YR) - X — % (w —IC;

est un estimateur tronqué (positif) du carré du biais; il est a noter que T@Z est

donné par

CU\/EQ/} (%*ngi)h(wi)
— h(z;) co\/z;
_ ’ Yi—DgZ; Xq
nt Yies it {c;m }

L’estimateur de I'EQM (1.1.14) dépend d’une constante de robustesse c¢. En sta-

tistique classique, le choix de ¢ est dicté par des considérations d’efficacité de ég

dans I’hypothese ou les erreurs sont normalement distribuées et les variables auxi-
liaires suivent une loi du Khi-deux. Gwet & Rivest (1992) utilisent les valeurs de
¢ prédéterminées en statistique classique (voir Hampel et al. 1986, p. 333). Ceci
peut étre problématique si les distributions des données n’obéissent pas aux hy-
potheses postulées en statistique classique. Une autre approche est proposée par
Kokic & Bell (1994) et consiste a déterminer la constante de robustesse qui mi-

nimise I'erreur quadratique moyenne de I’estimateur robuste.

1.1.1.3. Constante de robustesse optimale

Le probleme de la détermination de la constante de robustesse en échantillon-
nage est présent dans la plupart des approches. Pour des distributions asymé-
triques, établir des seuils pour identifier les valeurs aberrantes est une procédure
arbitraire. Kokic & Bell (1994) étudient les procédures qui integrent la déter-
mination de la constante de robustesse dans le processus d’estimation. Le plan
d’échantillonnage considéré est stratifié aléatoire simple sans remise (PSASSR).
La population est partitionnée en H strates de tailles respectives N, h=1..., H.
Ils considerent une variable positive yp;, h =1,..., H;i =1,..., N,. Le total de la
population est donné par : Y = ZhH:1 Zf\ﬁﬁ Yni. L'estimateur winsorisé est donné

par :
H

yKB = Z (g:) iyhi(Kh)v (1.1.15)

h=1
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les constantes K, sont des nombres positifs et yp;(K},) est donné :

Yhis si ypi < Ky,

Yni(Kn) = _
Jnyni + (1 — fr)Kp,  sinon,

avec 0 < f, < 1. Les valeurs de K} sont obtenues en minimisant 'EQM de
Pestimateur winsorisé du total (1.1.15) donnée par : E,E,,(Y —Y)?, ou E,, est
I'espérance par rapport a la distribution des y; et E, est I’espérance par rapport
au plan de sondage.

Kokic & Bell (1994) mentionnent qu’il est possible de généraliser leur mé-
thode lorsqu’une variable auxiliaire est disponible pour toutes les unités de la
population. Mais, il est a noter que dans un tel cadre, les versions robustes des
estimateurs de calage, que nous définirons a la sous-section 1.1.1.4, tels que le
GREG perdent leurs propriétés de calage.

1.1.1.4. FEstimateurs de calage robustes

Duchesne (1999) développe une classe d’estimateurs robustes du total qui
possede les propriétés de calage. Cet estimateur est de la forme Y,  w;y; ou les
poids w; € [L,U],0 < L < U sont robustes et calés sur des totaux connus. En
outre, ces poids de calage robustes doivent satisfaire aux contraintes désirées par
les méthodologistes d’enquétes. Ce sont par exemple des contraintes positives,
car il est difficile d’expliquer aux utilisateurs les poids négatifs présents dans les

fichiers fournis. L’estimateur proposé s’écrit :

Y, = > digiruiys, (1.1.16)
1€S
ou
T -1
=1+ (Sx = T ) (St wuxa (%)) 1] /(0%
icU 1€S 1€S
_v{(n - xBy) / (oheve))

(yz‘ - Xz‘TEg) / (Uh?\/c_z)

et ]39 est un GM-estimateur solution de

R -~ x/B
Zdi Z$Z¢{yl i }:()_
NG T

Ici, 0 et ¢;,7 € s sont connus; et la fonction A est choisie de maniere a réduire

I'influence des valeurs aberrantes dans les variables auxiliaires. La constante a
prend les valeurs 0 ou 1. La valeur de @ = 0 conduit au choix de Mallows qui

réduit I'impact des valeurs aberrantes au niveau des variables auxiliaires quel que
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soit la valeur des résidus. La valeur a = 1 permet quant a elle de réduire 'impact
des valeurs aberrantes au niveau des auxiliaires seulement lorsque les résidus
correspondants sont larges, (voir Hampel et al. 1986, page 322). Une écriture
alternative de Y, dans (1.1.16) est donnée par :
Yy =2 x] By + 3 diwi(yi — x/ By).
€U €S

1.1.2. Approche basée sur le modele

Sous I'approche basée sur le modele, 'hypothese courante stipule que la va-

riable d’intérét y;,2 = 1,..., N est une réalisation indépendante d’un échantillon
de taille N d’une super-population &,. Le vecteur (yi, ... ,yN)T n’est pas fixé. Par
contre, Péchantillon s = (I1(s), ..., In(s)) est fixé. Les propriétés de 'analyse

découlent de la structure du modele décrivant la population. Le biais et la va-
riance sont calculés sous le modele postulé et conditionnellement a 1’échantillon

obtenu.

1.1.2.1. Version robuste du meilleur prédicteur linéaire sans biais

Le modele de régression linéaire (1.1.2) est généralement postulé. Sous ce
modele, le meilleur estimateur linéaire sans biais du total est donné par Royall
(1970) :

Yarprse = Zyi + Z XZTBv (1.1.17)
i€s i€U/s
ou B = {Z’LES Xin‘T/Ci}_l {Xies Xivi/ci} -

Chambers (1986) note que B est sensible aux valeurs aberrantes. Pour réduire
leur influence, une option est de remplacer B par un estimateur robuste 3 r de B
qui peut étre déterminé en utilisant les techniques de M-estimateur. Une version
robuste, Yi = Yies Yi + 2icuys x; B r,» du meilleur prédicteur linéaire sans biais
du total est alors obtenue. Mais, bien que cet estimateur stabilise la variance, il
ne résout pas le probleme d’estimation robuste du total de la population finie car
il peut étre considérablement biaisé. Chambers (1986) propose alors une alterna-
tive qui permet de faire un arbitrage entre le biais et la variance de maniere a
avoir les propriétés asymptotiques désirées. Cette alternative est motivée par la

décomposition suivante :

> l—xlTH
Viprss =S v+ 3 x 0+ Y w7 (1.1.18)
1€s 1€U/s i€s U\/C_i

~1

.
N . . o T XX, X; .

ou @ est arbitraire et u; = (Zieu/s X, ) (ZZ@ a2$i> R La version robuste

du meilleur estimateur linéaire sans biais proposé par Chambers est obtenue en
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réduisant les résidus importants de (1.1.18) et en prenant pour 8 un estimateur

robuste B r- Cet estimateur Ve , est donné par :

.

9 A Yi — ; Br

Vo= ui+ > o/ Br+ > un (U\/C_) : (1.1.19)
i€s i€U/s i€s v

Un choix approprié de la fonction ) permet de faire une discussion entre le biais et

la variance. Les cas extrémes sont 1(t) = t et ¢(t) = 0. Chambers (1986) montre

empiriquement que l'estimateur proposé performe mieux que les compétiteurs.

1.1.3. Approche unifiée de la robustesse en échantillonnage

Le traitement des valeurs aberrantes représentatives au niveau de ’estimation
nécessite une mesure de leur influence sur les estimateurs. Plusieurs études ont été
menées pour essayer d’adapter la fonction d’influence en statistique classique a
’échantillonnage. Par exemple Gwet & Rivest (1992) utilisent une approximation
basée sur la fonction d’influence. Mais Beaumont et al. (2013) relevent que cette
approximation est utile pour ’estimation de la variance mais elle conduit a une
mesure d’influence qui ne tient pas compte du plan d’échantillonnage. Beaumont
et al. (2013) proposent alors une approche basée sur le concept de biais condi-
tionnel pour identifier et traiter les valeurs aberrantes au niveau de I’estimation.

Le biais conditionnel est introduit par Munoz-Pichardo et al. (1995) pour me-
surer I'influence dans le cadre d’un modele linéaire général. Leurs travaux reposent
sur le lemme de décomposition de Efron & Stein (1981) de l'erreur de prédiction
en plusieurs termes dont le premier est la somme des biais conditionnels définis
par Munoz-Picardo et al. (1995). Moreno-Rebello et al. (1999, 2002) ajustent la
définition du biais conditionnel dans le but d’obtenir une mesure d’influence en
échantillonnage. Beaumont et al. (2013) montrent que le biais conditionnel est ap-
proximativement proportionnel a la fonction d’influence en statistique classique et
constitue de ce fait une mesure d’influence. Ils montrent également que les autres
termes de la décomposition de Efron & Stein (1981) s’annulent pour certaines
statistiques. Cette propriété sera utile pour dériver leur estimateur robuste.

S’agissant de I'inférence basée sur le plan, le biais conditionnel de 'unité 7 de

I’estimateur de Horvitz-Thompson est par exemple donné par :
S .
djeu (7’37””; J) Yj, si? € s,
1 T4 — T4 P
— T Ljeu ( Jﬂm J) yj, siiel]s,

ou [;(s) = 1sii € s et [;(s) =0 sinon. Partant de la décomposition de l'erreur

B = B, {Yy = Y|Ii(s)} =

7

(1.1.20)

d’estimation comme une somme de biais conditionnels, I'estimateur robuste du
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biais conditionnel s’écrit :
Yanr = Var — > BT+ 3", (BT (1.1.21)
€S i€s
ot BRHT est un estimateur robuste du biais conditionnel (1.1.20) pour les unités
de I’échantillon, ¢ est la constante de robustesse, et 1. est une fonction de type
Huber 1. () = max {—c,min (x,c)} . Pour un choix approprié de la fonction ),
I'estimateur (1.1.21) se réduit a celui de Kokic & Bell (1994) dans le cas stratifié
aléatoire simple.

Dans I'approche basée sur le modele, le biais conditionnel de I'unité ¢ est donné

par :

(w; — 1) (yi - X?ﬁ) , siies, (1.1.22)

Bi (5. 8) = By {Yuprsn — Yl sp =4 (v~ I B) siiel]s

ol .

w; =14+x; (Z xiXiT/cZ») (Z XZ») /¢;.

i€s ieu

De méme que pour I'estimation basée sur le plan, I'estimateur robuste du biais
conditionnel basé sur le modele est donné par :

Vi = Yuprss — ZBZR +> e (BZR) ; (1.1.23)

1ES €S

ol EZR est un estimateur robuste du biais conditionnel (1.1.22) pour les unités de
Péchantillon. L'estimateur (1.1.23) s’écrit encore : Yz = e, yi + Dicu/s X! Bp+
>ies Ve {(wz —1) (yZ —x, 3 R)} . Cette derniere expression montre que l'estima-
teur basé sur le concept de biais conditionnel est similaire a celui de Chambers
(1986) avec comme différence le terme w; —1 qui se situe a U'intérieur de la fonction
Ye.

Par ailleurs, Beaumont et al. (2013) proposent une méthode pour déterminer
la constante de robustesse c. Elle consiste a choisir celle qui minimise le maximum
du biais conditionnel en valeur absolue de l’estimateur robuste. Ils montrent en
outre que ce choix de la constante de robustesse conduit a une expression réduite
des estimateurs (1.1.21) et (1.1.23) :

Ve=Y - ; (BMm 4+ BMar) . (1.1.24)

Le biais conditionnel apparait donc comme un outil unifié du traitement des
valeurs aberrantes car il s’applique aussi bien pour I'approche basée sur le plan que
celle basée sur le modele. De ce fait, il trouve une application dans deux domaines
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particuliers de I’échantillonnage ou les modeles sont abondamment utilisés : il

s’agit des petits domaines et de I'imputation en présence de non-réponse partielle.

1.2. IESTIMATION DES PETITS DOMAINES

En pratique, les enquétes ne sont pas seulement utilisées pour fournir des
estimations pour le total de la population d’'intérét U. Elles sont également
utilisées pour générer des estimations des sous-populations appelées domaines.
Un exemple de domaine géographique inclut les provinces, les municipalités, les
divisions de recensement, les subdivisions de recensements, et les régions agri-
coles de recensement. Les domaines peuvent également étre des caractéristiques
socio-démographiques telles que les classes d’age, le sexe, la catégorie socio-
professionnelle. D’autres exemples de domaines concernent les regroupement des
entreprises suivant le groupe d’industrie en utilisant par exemple des classifica-
tions telles que le Systéme de Classification des Industries de I’Amérique du Nord
(SCIAN), voir SCIAN Canada (2012) pour les détails.

La population peut alors étre partitionnée en k domaines U = UF_, U; de
taille V;. Soit s un échantillon tiré de U, alors s = Ulesi ou s; = s NU;. Lorsque
la taille n; du domaine U est faible, le domaine est dit petit. Soit y la variable
d’intérét. Le total du domaine dénoté Y; est donné par Y; = 3,4, ¥i5. On distingue
trois catégories d’estimateurs du total du domaine Y; : les estimateurs directs, les
estimateurs indirects avec modélisation implicite, et les estimateurs indirects avec
modélisation explicite. Les deux premiers estimateurs sont construits en utilisant
I’approche traditionnelle en échantillonnage qui préconise I'inférence basée sur le
plan. Quant au troisieme estimateur, il utilise I’approche de I'inférence basée sur

le modeéle.

1.2.1. Méthodes traditionnelles
1.2.1.1. Estimations directes des petits domaines

Les estimateurs directs de domaines utilisent uniquement les données de I’échan-
tillon s; propre au domaine. L’estimateur classique direct élémentaire du total du
domaine est donné par :

Yinr =Y djyij, (1.2.1)

JES;
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L’estimateur (1.2.1) est sans biais et possede la propriété d’additivité, c’est-a-
dire : Yyr = Sk Y;ir. La variance de (1.2.1) est donnée par :
o Yij Yil
14 (Y;HT) = Z Z (M — mm) 7?]7 (1.2.2)

jeU; 1el; J T

Dans le cas particulier d’un plan aléatoire simple sans remise (PASSR), la variance
(1.2.2) s’écrit (voir Sarndal et al. 1992, p. 392) :

P, (N; —1)S;, + Ni(1 = P)Y?

7

V (Forr) =2 (12 %) g N1 |

ou Sfy = Yjeu; (yij — 5_/;)2 J(N; — 1), Y; = Y;/N;, P, = N;/N et E,(n;) est I'espé-

rance par rapport au plan de la taille du domaine : E,(n;) = nP;. La variabilité de

A

Yinr est tres grande si espérance de la taille du domaine, E,(n;), est faible. En
présence de variables auxiliaires x;;, j € U;, une option est d’utiliser I’estimateur
direct par la régression généralisée :

N N N T A

Yicrec = Yinr + (Xz - Xz’HT) B;, (1.2.3)

ou X; =3 ey, Xij et

—1
B, = (Z djxiniTj/Cj) > diXijyij/cj.

j€si j€si

L’expression (1.2.3) s’écrit encore :

Yieree = Y d;gijyij, (1.2.4)

JEsi
ou .
gi; =1+ (XZ — XiHT)T (Z dixijxjj/cj) X;;/¢;-
j€si

Il est a noter que la variance du GREG direct (1.2.3) peut étre plus faible
que celle de (1.2.1) si les résidus y;; — xgﬁz ne sont pas tres dispersés. Seule-
ment 'estimateur GREG direct (1.2.3) perd sa propriété d’additivité, c’est-a-dire
Yorec £ Sk )A/Z-GREG; de plus, il n’est pas approximativement sans biais sous
le plan si 'espérance de la taille de 1’échantillon du domaine est faible, voir Rao
(2003) p. 18. Ceci conduit a considérer comme alternative les estimateurs indirects

avec modélisation implicite.

1.2.1.2. Estimatieurs indirects avec modélisation implicite

Les estimateurs indirects avec modélisation implicites s’appuient sur un mo-

dele en y reliant le domaine d’intérét U; au reste de la population U. L’objectif de
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ces méthodes est de prendre avantage de I'information disponible hors du domaine
pour gagner en précision. Les estimateurs indirects comprennent entre autres les
estimateurs synthétiques et les estimateurs composites.

Un exemple d’estimateur synthétique généralement utilisé est donné par :
Yisyny = X/ B, (1.2.5)

ot B est donné par (1.1.4). La variance sous le plan de I'estimateur (1.2.5) sera en
général plus petite que la variance sous le plan de I'estimateur direct (1.2.3) car
la précision de (1.2.5) ne dépend pas de la taille de ’échantillon s; du domaine
d’intérét mais plus tot de celle de 1’échantillon total s. En outre, les estima-
teurs (1.2.5), i = 1...,k, s’adidtionnent a l'estimateur GREG (1.1.3) lorsque
Var(y;) = cij = X' x5, ou A est un vecteur colonne constant, (voir Rao 2003. p.
47). Cependant, il est biaisé et son biais est approximativement égal & X B —Y;,
ou .
B = (Z XixiT/ci> > dixiyi/c
el ieu
est le coefficient de régression au niveau de la population.
Une maniere naturelle d’arbitrer entre le biais potentiel de I'estimateur synthé-
tique, dénoté Visy ~, et 'estimateur direct }A/iGRE(;, est de considérer une moyenne

pondérée de EAGGREG et f/igy ~- Un tel estimateur, dénoté ?;COMP, s’écrit :
Yicomp = ¢iYicrrc + (1 — ¢:)Yisyn, (1.2.6)

ou 0 < ¢; < 1. Lestimateur (1.2.6) est complétement défini lorsqu’une valeur du
poids ¢; est donnée. Une option est de considérer le choix optimal, ¢}, qui est dé-
terminé en minimisant 'EQM de (1.2.6). Rao (2003) fournit une revue détaillée
sur les différents estimateurs possibles de ¢;. Une alternative est généralement
de déterminer le poids ¢; en fonction de la taille n; de I’échantillon du domaine
d’intérét U;. De maniere générale, 'on donne plus de poids a l'estimateur di-
rect a mesure que la taille de ’échantillon n; du domaine d’intérét U; augmente.
L’estimateur composite (1.2.6) sera généralement moins variable que Iestimateur
direct et aura un biais plus faible que celui du synthétique. Cependant, il n’est
pas possible d’éliminer completement le biais.

Nous venons de voir que les estimateurs traditionnels basés sur le plan de
sondage présentent certains désavantages. Par exemple, les estimateurs directs
classiques sont généralement sans biais mais ont une grande variance. A l'inverse,
les estimateurs indirects avec modélisation implicite sont moins variables mais
biaisés. Un autre désavantage est qu’il arrive parfois des demandes pour des es-

timations dont la taille de ’échantillon du domaine est égale a zéro, Pfeffermann
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(2013). Dans ce cas spécifique, il est impossible de faire de l'inférence basée sur

le plan.

1.2.2. Méthodes indirectes basées sur des modéeles explicites

On distingue deux types de modeles : les modeles au niveau des domaines
et les modeles au niveau des unités. Les modeles au niveau des domaines relient
les estimateurs directs des petits domaines aux variables auxiliaires au niveau
des domaines. Ils sont utilisés pour la premiere fois par Fay-Herriot (1979). Les
modeles au niveau des unités relient la variable d’intérét et les variables auxiliaires
au niveau des unités. Ils sont introduits dans la littérature par Battese et al.
(1988). Nous nous consacrerons uniquement aux travaux effectués dans le cadre
des modeles au niveau des unités.

Une hypothese nécessaire dans le cas des modeles au niveau des unités est que
le plan d’échantillonnage est non-informatif; c¢’est-a-dire que le modele est valide
aussi bien au niveau de ’échantillon que de la population. Autrement dit, le biais
de sélection est absent. Nous faisons également 'hypothese qu’il existe au niveau
de la population un vecteur de p variables auxiliaires x;;. La variable d’intérét y

est liée aux variables auxiliaires par le modele suivant :
v =xiB4vite; (i=1,...k et j=1,_...,N), (1.2.7)

ou v; dénote une variable aléatoire associée au petit domaine U; et e;; désigne le
terme d’erreur. Les erreurs e;; et les effets aléatoires v; sont supposés indépen-
dants et de loi normales N (0,02) et N'(0,02) respectivement. Pour les unités de

'échantillon, le modele (1.2.7) s’écrit encore :
y=XB+Zv +e, (1.2.8)

ou y est un vecteur de taillen = Zle n;; X et Z sont des matrices connues de plein
rang et de taille respectives nxp et nxk; et v et e sont indépendants de moyenne 0
et de matrice de variance covariance respectives G et R dépendant d’un parameétre
de variance § = (02, 02). Le parameétre § est également supposé appartenir a un
sous-ensemble ouvert de R? tel que la matrice de variance covariance V.= V(§) =
R + ZGZ" soit inversible pour tout § appartenant & ce sous ensemble.

L’on s’intéresse par exemple & 'estimation de la moyenne Y; = N, > jeu; Yij-
Lorsque le parametre de variance § est connu, le meilleur prédicteur linéaire sans

biais de Y; (MPLSB) s’écrit :

}:/;'MPLSB =Nt {Z Y+ > X;B + (N; — nz)f)z} : (1.2.9)

j€si JeU; /si
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ol
- -1
B=pB()= (XTV’lX) X V-ly, (1.2.10)
est le meilleur estimateur linéaire sans biais (MELSB) de 3 et
V=v(0)=GZ'V'(y-X"B), (1.2.11)

v, est le MPLSB de v;.
Le MPLSB (1.2.9) dépend du vecteur inconnu des parametres de variance 9.

En remplacant § par un estimateur B , on obtient le meilleur prédicteur linéaire
sans biais empirique (MPLSBE) :

JES; jEZx{i/Si

Yirprss = Ny {Z Y+ > XZB + (N; — nz)@z} . (1.2.12)

Les procédures standard d’estimation de 4 requiérent la normalité de v ~ N (0, G)
et de e ~ N (0,R). De ce fait, les équations normales pour l'estimation de 3 et

d par le maximum de vraisemblance (MV) sont respectivement données par :
M (B,6) = X'V iy - XB) = 0, (1.2.13)
S(B.8) = (y—XB) ' VU(y - XB) +tr (V'V(;)) = 0, (12.14)

o V) = 0V /d5; et VU = 9V~1/95; = =V IV, VU j =1,... q. Les esti-

mateurs du maximum de vraisemblance sont obtenus numériquement en utilisant

'algorithme du score. L’évaluation a la a'®™ itération est donnée par :

B 6@} = XV {s@IxX] XV {s@y,  (12.15)
st = [1{s@}] s {p® 6@}, (1.2.16)

ouZ(é)=E, {—% {S (B, 6)}] dont le terme d’ordre (I, m) est donné par Z;,,, () =
tr {V‘lV(l)V_lV(m)}. Voir Harville (1977) et Rao (2003) pour plus de détails

sur I'estimation des parametres du modele et les algorithmes associés.
1.2.3. Estimation de l’erreur quadratique moyenne

1.2.3.1. Estimateurs analytiques de EQM du MPLSB

L’erreur quadratique moyenne du meilleur prédicteur linéaire sans biais (1.2.12)

est donnée par :
fay A~ _ 2
EQM (Yz‘MPLSB) =E, (Y;MPLSB — Yi) .

Kackar et Harville (1984) proposent une approximation d’ordre O, (k') de "TEQM

de toute combinaison linéaire ;1 = 1" B+m"v, oti 1 et m sont connus et constants.
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Prasad et Rao (1990) font une extension de ces travaux et proposent une ap-
proximation d’ordre o,(k™!) l'erreur quadratique moyenne de p; = XZ-T B + v;.

L’approximation de Prasad et Rao (1990) est donnée par :

EQM <EMPLSB) ~ ¢1:(0) + g2:(8) + g3:(9),

ol
511(8) = (1 = pi) o3,
0:(8) = (X, — pixi) (XTVIR) (X, - pixi)
95:(8) = n; 2t {(9pi/D8) V (0ps/98) " V4(8)}
avec p; = agT-LﬁZ?ag’ X =Nk, > jeu, Xij est le vecteur des moyennes de la

population de tous les domaines, X; = N, * > jeu; Xij est le vecteur des moyennes

de la population du domaine, X; = n; ' > jes; Xij est le vecteur des moyennes des
variables auxiliaires des unités de 1’échantillon propre au domaine ;, et enfin,
V,(8) est la matrice de variance covariance asymptotique de 8. Les termes go;(6)
et g3;(d) sont dus a l'estimation de B et § et sont d’ordre plus faible que g;;(6).

Prasad et Rao (1990) proposent également un estimateur de 'EQM donné par :

EQM (Yirrss ) ~ 914(8) + gu1(8) + 20u(8).

Chambers et al. (2011) proposent un estimateur du MPLSBE pour des esti-
mateurs pseudo-linéaires de la moyenne Y; du domaine U;. L’estimateur est dit
pseudo-linéaire car il peut s’écrire comme une somme pondérée des unités de tout
I’échantillon s avec des poids w;; qui dépendent des valeurs de y. Pour le MPLSBE

(1.2.12), on a concrétement, :

S AN T

—1 4 MPLSBE
Yimprsse = {Ni Wis (5)} Y
ou

wMPLSBE(§) — 1, + V7Y(§)XA] (8) + (N; — )62V~ ()1,
ici, Ay(8) = { e/, X1 — 62(Ni = ni) 1] Vi ()X, } {XTv—l(Es)X}*1 . De plus,

v

1; est un vecteur de taille n ou toutes les composantes sont égales a 1 pour toutes
les unités de Péchantillon appartenant au domaine d’intérét U; et a 0 sinon. Etant
donné cette forme pseudo-linéaire du MPLSBE, Chambers et al. (2011) déve-
loppent une approximation de 'EQM sous I'hypotheése d'une version condition-
nelle du modele (1.2.8), c’est-a-~dire que leffet aléatoire v est supposé fixe mais

inconnu. L’estimateur de 'TEQM proposé est donné par :

A A A

EQM(KMPLSBE) = V(EMPLSBE) + B2(Y1’MPLSBE)7 (1217)
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ou
V(Yirprspe) = Ni2 Z > { Ajpj T+ —ni)n _1} A}:jl (ynj — fin)?
h=1j€Esy
est un estimateur de la variance conditionnelle du MPLSBE avec

amn; = wipd WSPF —I1(j € Uy)

A

B (YzMPLSBE (Z Z w%JPLSBEA j Z MU)

h=1 jE€spy JEU;

est un estimateur du biais sous le modeéle conditionnel. Il est a noter que I(-) est
une fonction indicatrice. L'estimateur de 'EQM (1.2.17) est entierement défini
lorsque les valeurs de fis; et S\hj sont calculées. Les valeurs de fij; sont données
par :

ATz -

fng = Xp,;8 + Ui,
ou u; =n; ZlEsz (?ng — XT ) . Le terme fi;; s’écrit encore fij; = o)

injy avec

-1 . .
Ciij -+ n; ].i, si h = 1,
¢z‘hj -

Cinj, sinon,

et
1

Ciny =V OXAXT VI (@)X} (xiy — %)

7

Finalement, le terme S\hj est donné par

vy {0 = 61 = 1)+ G2, I(G A1)}

g=llesy

1.2.3.2. Estimateurs Bootstrap de 'EQM du MPLSBE

Hall & Maiti (2006a) proposent un double bootstrap paramétrique pour Ies-
timation de 'EQM. La procédure se déroule en deux étapes. A la premiére étape,
un estimateur bootstrap de 'EQM est construit selon le processus décrit par les
cing phases ci-dessous :

(i) A la phase, 1, ils génerent ejjetvi,i=1,...,k j=1,...,N;, de moyenne

nulle, et de méme loi que e;; et v;; et de variance respective 62 et 62.

(ii) Dans la deuxiéme phase, ils génerent les valeurs de la variable d’intérét

pour la population bootstrap d’apres le modele (1.2.7) y; = x; ,8+v +e;;

(iii) La troisieme phase consiste a calculer le total bootstrap de la populatlon

finie Y;* = 3=,cu, vi;-
(iv) Dans la quatrieme phase, k échantillons s} de taille respectives n; sont in-

dépendamment tirés dans chaque domaine U;. Par la suite, les estimateurs
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bootstrap B* et & des parametres sont obtenus en utilisant les mémes
procédures que celles de 1’échantillon originel.

(v) Finalement, ils estiment 'EQM par

EQM, ( zMPLSBE) = ;1 3 (Y;E\IZIII)DLSBE Yi(bl))z,
b1=1

ott by désigne la bi™° population bootstrap et

zMPLSB_ Z Z/z Z B +( _”z)@gbl)

gbl) ]GMZ/sl.

avec v(01) = (01 {6(b1)} = Gz Ty-10) {y(bl) XTB bl)}

Cet estimateur a un biais d’ordre O,(k™!). Pour réduire ce biais, Hall & Maiti
(2006a) vont a la deuxiéme étape répéter la procédure décrite ci-dessus, disons
By fois, pour chaque échantillon bootstrap généré. Par la suite, un estimateur de
I'EQM a la deuxieme étape est calculé :
1 &

EQM2< zMPLSBE) - B

1 b (ba) b1 (bo)
5 5" [ — Vi
L p=1 72 py=1

L’estimateur double bootstrap de "TEQM d’ordre o, (k') est alors obtenu en cor-
rigeant le biais par les procédures classiques telles que :

213/62741—@2, 51m12m27

ml exp{(E/QTil — m2> /ml} ,  sinon.

E/QW DB (}A/z‘g\lj[)PLSB) -

Un désavantage du bootstrap paramétrique est qu’il peut étre biaisé si les
hypothéses sur les erreurs et les effets aléatoires ne sont pas valides (Opsomer
et al. 2008). Hall & Maiti (2006b) proposent une estimation non-paramétrique
de 'EQM du MPLSBE en utilisant le bootstrap. Ils font une approximation de
I'EQM qui s’exprime uniquement en fonction des moments d’ordre 2 et 4 des
erreurs et des effets aléatoires. Puis, ils montrent qu’il suffit de construire une
procédure bootstrap, appelée «moment-matching» ou encore «wild» bootstrap,
qui est valide pour ces moments d’ordre 2 et 4.

Soit v, et 7, les moments d’ordre 4 de e;; et v; respectivement. Les moments
d’ordre 2 et 4 de e;; et v; doivent satisfaire les conditions suivantes : 03 < 7 et
ol < 4, respectivement. Sous ces hypotheses, Hall & Maiti (2006b) proposent
I’algorithme décrit ci-dessous :

(i) Premicrement, ils consideérent deux réels positifs 29,24 > 0 avec 25 < zy.

Soit D(z, z4) la distribution d’une variable aléatoire Z pour laquelle on a
E(Z) =0, E(Z?) = z et E(Z*) = z. Soit D la classe de ces distributions
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avec exactement un seul représentant D(zy, z4) pour chaque paire (29, z4).
La classe des distributions D(z9, z4) est trés vaste. Un exemple simple est
la classe D(1,p~ 1), 0 < p < 1, de la distribution Z prenant trois valeurs et
définie par P(Z = 0) =1 —p, P(Z = —p~'/?) = %p, P(Z =p7'/?) = %p.
Ainsi, un choix de la distribution D(z9, z4) serait 2?7, ot p = 25/ 2.

(ii) Ensuite, ils considerent les estimateurs 62, 62, de 02, o2 respectivement ;
ils considerent également les estimateurs respectifs 4. et 4, de v, et v,
vérifiant 62 < 4., et 62 < 4, respectivement.

5

partir des lois D(62,4,) et D(62,4,) respectivement. Le vecteur des unités

(iii) Puis, ils génerent ef, i = 1,...,k, j = 1,...,n; et v}, i = 1,...,k &

de I’échantillon bootstrap est construit a partir d’'un modele similaire a
(1.2.8) y* = XB + Zv* + e*.

(iv) Le reste de 'algortihme procede exactement comme dans Hall & Maiti
(2006a) décrit ci-dessus en faisant un double bootstrap pour obtenir un
estimateur de 'EQM d’ordre o,(k™1).

1.2.4. Estimation robuste des petits domaines

Dans le cas des modeles au niveau des unités, Chambers & Tzavidis (2006)
utilisent les quantiles robustes pour proposer une alternative robuste a ’estima-
tion de la moyenne des petits domaines. Ils définissent le quantile d’ordre ¢ de
y conditionnellement & x comme une fonction linéaire de B : Q,(z) = x' B g 118
font 'hypothese que les quantiles robustes obéissent au modele linéaire mixte et

proposent un pseudo estimateur de la moyenne donné par :

Mi:Ni_l{Zyij+ Z X;; qz‘j}'

JES; ]EuL/SL
Par la suite, Chambers & Tzavidis (2006) vont faire une approximation heuris-

tique par un développement de Taylor d’ordre 1 de cette derniére expression pour

obtenir I’équation suivante :

B¢
pi ~ Nt {Z Vi T DL XgBg + D X { Bg;q )} (qi — qi)] ;

JjES; jEUi/Si jeui/si

ottg; = N; ! > jeu; est la moyenne des quantiles du domaine d’intérét. Ils affirment
que le dernier terme a droite de I'approximation ci-dessus est négligeable par
rapport au deuxieme. De ce fait, ils proposent d’estimer de maniére robuste la

moyenne du petit domaine, dénoté )AQCT, par :

Yier = Nt {Z yii+ Y. XiTj AiqR} : (1.2.18)

j€si JeU; /si



29

ou le vecteur B, est obtenu en résolvant I’équation

ko n;
2D W (rig)xi; =0,
i=1j=1
avec 1y = yi; — X' By, ¥ (riy) = 2¢ (07 rij) {gi 1 (rij > 0) + (1 = gi5)1 (riy < 0)},
1 est une fonction utilisée pour réduire I'influence des valeurs aberrantes et 0 =
02 4+ o2 désigne la variance de y;; et peut étre estimé de maniére robuste en
utilisant par exemple la médiane des écarts absolus a la médiane des résidus ;5.
Tzavidis et al. (2010) notent que l'estimateur (1.2.18) est de type «plug-in»
et donc est potentiellement biaisé. Ils proposent alors une version corrigée pour le
biais basée sur l'estimation des fonctions de distribution. Pour cela, ils utilisent
I'approche de Welsh & Ronchetti (1998) qui conduit & un estimateur robuste
corrigé pour le biais de la fonction de distribution (EW r) des unités du domaine
U; de la forme :
Fawr(t) = N7V I(yy <t) (1.2.19)
Jjesi
+ ”ilefl Z Z; I {XiTlAiqR +szch {(yz’j - XiTBz‘qR)/w%Q} < t} .
jEsi lelt; /s

.M
Ici, w; «

est un estimateur robuste de 1'écart type des résidus y;; — x, Biq R €t O
est une fonction bornée de type Huber. Tzavidis et al. (2010) obtiennent alors un
estimateur robuste de la moyenne du petit domaine, dénoté ?;TM(;, en prenant
I'espérance de la fonctionnelle définie par (1.2.19). Ceci conduit a un estimateur

corrigé pour le biais de la forme
Yirme = figi + (1 — fi)x.); iR
- M T2 M
J€ESsi
Ofl fz = nz/NZ, )_(;E = Zjeui/si X;»g (Nz — nz)

Sinha & Rao (2009) proposent une alternative qui est une version robuste
du meilleur prédicteur linéaire sans biais empirique. Leur approche s’effectue en
deux étapes. A la premicre étape des estimateurs robustes B R dr des parametres
du modele (1.2.8) sont obtenus en résolvant les équations (1.2.21) et (1.2.22)

ci-dessous
X'VIUt2e(r) = o, (1.2.21)

et

\IIT(r)U1/2V’la—VV’1U1/2\II(r)—tr kv V) 0, (1.2.22)
851 861
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ol=1,....,q,v = U2 (y-Xp), U= diag(V), K = E{?(r)}I avec r ~
N(0,1) et I dénote une matrice du méme ordre que V. Le vecteur ¥ est d’ordre
nx 1 et est défini par W(u) = {¢he(u1), Ye(tz), . . ., Ye(un,)} ', avec 1), la fonction
de Huber définie par

Y. () = max {—c¢, min (z,¢)} (1.2.23)
et la constante de robustesse ¢ = 1.345. A la deuxiéme étape, les estimateurs
robustes B R et & sont utilisés pour obtenir un estimateur robuste de v, dénoté

VR, obtenu en résolvant les équations de Fellner (1986) :
Z'RVPU (R (y - XB — Zv)} - G, (GTV2v) = 0.

La version robuste du meilleur prédicteur linéaire sans biais de Y;y/prsp est donc

obtenue en substituant 85 et ¥,z dans (1.2.12), ce qui conduit & :

Y= figi+ (1= f) ()_CJ;BR + ZI&‘AIZ'R) : (1.2.24)

Chambers et al. (2014) notent que l'estimateur de Sinha & Rao (1.2.24) est de
type «plug-in» et de ce fait, est potentiellement biaisé. Ils proposent une version
corrigée pour le biais qui est une application directe de I'approche de Tzavidis et
al. (2010). L’estimateur corrigé pour le biais est notamment obtenu en remplagant
dans (1.2.20) les formes projectives i;BiqR et xiTj,BiqR par )E;BR%—ZL\?Z-R et xiTjBR—I—
ziTj{fiR respectivement. Ceci conduit a un estimateur corrigé pour le biais de la

forme :

A,

Yiccsr = fyi+ (11— 1) (iTTZ-BR + Z,Tﬁ’m)

TZ TS
+ (1—fi)ni_12wf¢c{yj ]fﬁz . R}

JES; 7

~ I -

= YR+ (1= fin ' D wity, {y” X”Bﬁ i } (1.2.25)
JEsi

olt wf est la médiane des écarts a la médiane (MAD) des résidus y;; — XZTJB R

zZTj\A/Z-R. I1 est & noter que l'estimateur (1.2.25) s’obtient en deux étapes. A la

premieére étape, la fonction de Huber 1, avec une constante ¢ = 1.345 est utilisée

pour calculer B r et Vigp. A la deuxiéme étape, la fonction d’influence 1. est

également celle de Huber mais avec une constante ¢ = 3.
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Chapitre 2

CONTROLLING THE BIAS OF ROBUST
SMALL AREA ESTIMATORS

ABSTRACT

Sinha & Rao (2009) proposed estimation procedures designed for small area
means, based on robustified maximum likelihood estimators and robust empirical
best linear unbiased predictors. Their methods are of the plug-in type, and in
view of the results of Chambers (1986), the robust estimators may be biased.
Bias-corrected estimators have been proposed by Chambers et al. (2014). Here,
we investigate two new approaches : one relying on the work of Chambers (1986),
and the second using the concept of conditional bias to measure the influence
of units in the population. These two classes of robust small area estimators
also include correction terms for the bias but are both fully bias-corrected, in
the sense that the corrections account for the potential impact of the other do-
mains on the small area of interest. We demonstrate that the fully bias-corrected
estimators differ substantially from the proposals of Chambers et al. (2014). Non-
negligible biases may arise for the Sinha—Rao method, while the proposed me-
thods are less biased, controlled by appropriate choices of -functions and tuning
constants. Monte Carlo simulations suggest that the Sinha—Rao method and the
bias-adjusted estimator of Chambers et al. (2014) may exhibit a large bias, while
the new procedures often offer lower bias and mean squared error. A parametric
bootstrap procedure is considered for constructing confidence intervals.

Key words : Corrected-bias estimator ; conditional bias ; influence measure ;

outliers ; model-based inference ; survey sampling ; small area estimation.

2.1. INTRODUCTION

In the last two decades, the demand for small area estimators has been growing

in most countries. This has led survey statisticians to develop theoretically sound
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and yet practical estimation procedures, providing reliable estimators for the va-
riables of interest at the small area level (e.g., Rao, 2003). Small areas are defined
as domains whose sample sizes are not large enough to justify the use of direct es-
timators. Typically, the information in the domain-specific sample data does not
suffice to obtain efficient estimators. For example, traditionally direct estimators,
such as the classical Horvitz—Thompson estimator, are not appropriate in such
circumstances. To overcome these small sample size problems, small area estima-
tion techniques have been developed, based on model-based methods and the use
of auxiliary information. Consequently, so-called indirect estimators have been
proposed, typically relying on linear models, and observed values from related
areas are used in order to predict the small area characteristics. The construction
of indirect estimators requires auxiliary information at the area and/or unit le-
vels, and efficiency requires a correct specification of the model linking the study
variable y to the auxiliary information. See Rao (2003, 2005) for comprehensive
accounts on small area estimation.

Let U be a finite population of size N, which is partitioned into k& subpopu-
lations Uy, ..., Uy, of sizes Ni,..., Ny, respectively. Thus U = ¥, U; such that
UnNnU =0,1#1,and N = Zle N;. The domain sizes NN; are assumed to be
known. For a variable of interest y, let y;; be the value of y attached to the jth
element of the ith area. The parameters of interest are the small area means
0= N; " Yicv, vij, (i =1,..., k).

A sample s of size n is selected from U according to a given sampling plan p(s).
Let s; = s N U; denote the ith area specific sample of size n;. Thus, s = Uf:1 S;
and n = X% n;. Let x;; be a deterministic vector of dimension p, containing
the auxiliary variables corresponding to unit j of the area . The ith area-specific
totals, >y, Xij, are also supposed to be available.

In this paper, we focus on the basic unit-level model that can be expressed as
yij :X;;,B+Ui+€ij (j: 1,...,’[’L7;), (211)

for the 7th area, where v; denotes a random variable associated with the small area
1. The use of a random effects model allows us to account for the between-area
variation which is not explained by the auxiliary information. The error term is
given by e;;, and it is assumed that e;; and v; are independent random variables
for all 4 and j. Classical distributional assumptions for the error terms and the
random effects rely on normal theory, assuming that e;; are independent N (0, 02),
and v; are independent and identically distributed A/(0,02) random variables,
respectively. We collect the variance components in the vector § = (02,0%)".

Model (2.1.1) is a special case of the more general linear mixed model. In matrix
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notation, the unit-level model (2.1.1) can be compactly rewritten as

where X; = (Xj1,...,X;,) | is a matrix of dimension n; x p and 1,,, corresponds
to a vector of ones of dimension n; x 1. The classical normality assumption for the
error term is e; ~ N, (0,021,,.), with e; = (i1, ..., €m,) ", where I,,, represents the
identity matrix of order n;. The variance-covariance matrix of y; = (yi1, .- ., Yin,) "
is thus V;(8) = 021, +021,,1, . Popular estimation methods for § are maximum
likelihood or restricted maximum likelihood estimators which in turn can be used
to obtain empirical best linear unbiased estimator of 8 and empirical best linear
unbiased predictors of v;. See Section 2.2.

Outliers occur frequently in surveys, especially in business surveys, since
economic variables whose distributions are highly skewed are typically studied.
Usually, the distributions of such variables display heavy right tails, and outlying
units present unusual large values for such variables of interest. In an ideal survey
sampling set-up, the survey design accounts such large units. However, in applica-
tions, imperfect auxiliary information when stratifying the population may yield
outliers in the sample. In the terminology of Chambers (1986), these outliers are
representative, in the sense that they are representative of the non-sampled part of
the population. See Lee (1995), Duchesne (1999) and Beaumont & Rivest (2009)
for comprehensive reviews of outliers in survey sampling. In a small area frame-
work, empirical best linear unbiased predictors are efficient under correct model
specification and distributional assumptions, but they may be highly sensitive to
the presence of outliers. Including or excluding outlying units in the calculation
of the empirical best linear unbiased predictor may have a large impact on its
magnitude. See, e.g., Fellner (1986), Stahel & Welsh (1997) and Sinha & Rao
(2009).

Robust small area estimation has received considerable attention in recent
years. Chambers & Tzavidis (2006) proposed robust estimators based on the
so-called M-quantile modelling approach of the conditional distribution of the
variable of interest given the auxiliary information. Ghosh et al. (2008) studied
robust procedures using Bayesian methods. Tzavidis et al. (2010) studied robust
prediction of small area means and distributions. They proposed a general fra-
mework for robust small area estimation, based on representing the small area
estimator as a functional of a predictor of this small area cumulative distribution
function. Sinha & Rao (2009) studied the robustness of the empirical best linear
unbiased predictor and proposed resistant methods for small area estimation.

They estimated the mean squared errors of the robust estimators of the small
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area means, using a parametric bootstrap procedure. Chambers et al. (2014) stu-
died robust small area estimation, and noted that the methods of Sinha & Rao
(2009) are based on plug-in robust versions of the original empirical best linear
unbiased predictors. Work of Chambers (1986) suggests that these approaches
may introduce non-negligible prediction biases, and it appears necessary to in-
clude additional terms to correct for the bias. Chambers et al. (2014) proposed
bias-corrected predictive estimators which can be less biased than the estima-
tors of Sinha & Rao (2009). Chambers et al. (2011) also derived analytical mean
squared error estimators for outlier robust predictors of small area means.

The main objective here is to propose new robust estimators for small area
means with correction terms for the bias. Two approaches are studied. Under the
first approach, the arguments of Chambers (1986) are adapted to the unit-level
model. In the second approach, the concept of conditional bias is used. Munoz-
Pichardo et al. (1995) proposed to study the influence of a given observation in
general linear models using the conditional bias. In Moreno-Rebollo et al. (1999),
the concept of conditional bias is proposed as a measure of influence in the context
of design-based inference. Beaumont et al. (2013) advocated its use in a model-
based framework, proposed robust estimators for population means and totals
and established links with the robust methods of Chambers (1986) in classical
linear models. Interestingly, both classes of predictors can be interpreted as a
compromise between the Sinha—Rao method and the non-robust empirical best

linear unbiased predictors, through v-functions and tuning constants.

2.2. PRELIMINARIES

Several robust estimation techniques have been developed for estimating the
unit-level model (2.1.1). First, the empirical best linear unbiased predictor method
finds explicit expressions for the best linear unbiased estimator and best linear
unbiased predictors of B and vy, ..., vy, respectively, assuming d known. They are

given by

k -1 %
B(d) = ( > XZV?XQ > X Viltyn,

h=1 h=1

and 0,(8) = o21) V' (ys — X,B) with V}, = V,(8) and B8 = B(d). These
expressions can be justified using a penalized-likelihood criterion, and they are
derived in Rao (2003, Chapter 6). The best linear unbiased predictor of #; can be

written as

éi(é):Ni_llZyij—lr > {xLB(8) +:(8)}. (2.2.1)

JESs; JjeU;—s;
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It can be shown that the predictor (2.2.1) minimizes the model mean squared
error under model (2.1.1) in the class of linear model unbiased predictors of 6;, see
Rao (2003, p. 98). Using maximum likelihood or restricted maximum likelihood
techniques for 4, a suitable estimator S is plugged in the best linear unbiased
estimator and best linear unbiased predictors. This two-stage method leads to
the empirical best linear unbiased estimator of 8 and the empirical best linear
unbiased predictors of vy, that is 8 = B(S) and 0, = 17h(3). The empirical best
linear unbiased predictor of #; is thus given by

fizsLUP = éz(g) (2.2.2)

Since the best linear unbiased predictor and empirical best linear unbiased predic-
tor methods are sensitive to the presence of outliers, robust empirical best linear
unbiased predictors have been proposed by Fellner (1986). Robust estimators and
predictors of B and vy, ..., v, are developed in robustifying the model equations
leading to the best linear unbiased estimator and best linear unbiased predictors,

for known &. The so-called Fellner equations are

o zk: X W{o  (yn — XpB —vply, )} = 0, (2.2.3)
h=1
0 L, {0 (yi = XiB —viln)} — o (o) ) = 0, (2.24)
where ¢ = 1,...,k, the ¥ function is an n; x 1 vector defined as ¥(u) =
{Wp(ur), Yo (ua), . . Py (un,)} T, with
p(u) = min{|b|, max(—|b|, u)}. (2.2.5)

In a classical robust estimation framework, the choice of the tuning constant b is
often dictated by efficiency considerations in a perfectly observed normal model.
For example, a popular choice is b = 1.345. Then, using robustified Henderson
equations (Rao, 2003 and Sinha & Rao, 2009), robust estimators of the variance
components d are obtained.

Sinha & Rao (2009) used an alternative two-step approach for constructing
robust estimators. Their approach is based on robustified score equations of the
Gaussian maximum likelihood estimators. Assuming normality, a Gaussian mul-
tivariate model can be formulated as a function of (8',8")". The maximum

likelihood estimators are then solutions of the score equations

X'V iy -XB) =0, (2.2.6)

ov ov

(y — XB)TV‘la—élV‘l(y —XfB) —tr (V_185,> =0, (2.2.7)
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where [ = 1,2. Since the maximum likelihood estimators are non robust, (2.2.6)
and (2.2.7) need to be robustified. One proposal has been considered in Huggins
(1993). See also Richardson & Welsh (1995). Sinha & Rao (2009) proposed the
robustified maximum likelihood equations

X'VIul2e(r) = 0, (2.28)
oAY

U (r) UV VIUY2e(r) — tr kv—9V) _ 0, (229
96, 09,

where [ =1,...,k, r = U""?(y = X3), U = diag(V), K = E{¢%(r)}1,, and 7 is
a standard normal random variable. Solving equations (2.2.8) and (2.2.9) usually
requires iterative algorithms such as Newton—Raphson algorithm. Let B r and
8 = (624,62)7 be the robust estimators of 8 and §, obtained by solving (2.2.8)
and (2.2.9). In the second step, robust predictors of v; are derived, obtained
by solving (2.2.4), conditionally given (,B;, 3;)? We denote these predictors by
Up = @iR(S r). Having estimated robustly all the parameters, the Sinha-Rao
robust empirical best linear unbiased predictor of the plug-in type for 6; can be

written as
O = NSy +N7UY xBr+ (1— N7 bip. (22.10)
JESs; jeU;/s;

Chambers et al. (2014) argued that fign in (2.2.10) may involve a large predic-
tion bias when the population data are drawn from a mixture distribution, for
which the means of the outliers and non-outliers are different. They proposed
a bias-corrected version of the Sinha—Rao robust empirical best linear unbiased
predictor, using an approach similar to that advocated by Welsh & Ronchetti
(1998) for robust prediction of the empirical distribution function of y values in
area 7. An estimator of the area mean 0; is then defined by the value of the mean

functional

T3 N
; ; L yij — X585 — b
eiCCST = eiSR + (nl - Ni 1) Z ¢ﬂ/1c ( 2 ng.R R) y (2.2.11)
JES; g

where the weights ¢; are the median absolute deviation of the ¢th area residuals,

Yij — xiTjBR — V;r, and ¥.(t) is given by (2.2.5). When the tuning constant ¢ = 0,
the estimator éiccm defined by (2.2.11) reduces to the robust estimator éiSR. Thus,
the bias-corrected estimator includes an additional term, whose role consists of
controlling the potential bias. The correction factor given by the last term on
the right side of (2.2.11) is based only on j € s;. Thus, the bias-corrected robust
empirical best linear unbiased predictor of Chambers et al. (2014) neglects the

information associated with the units which are not in the area i, and which may
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still influence the estimators. On the other hand, éiccm should be less biased when
¢ = 00, at the price of being less robust. The estimator (2.2.11) with ¢ = oo does
not reduce to the non-robust predictor of the area mean O;spLup defined by (2.2.2).
This is due to the fact that éiEBLUp #* émH- (n;l — N[l) > jes: (i —xiTjBR—@iR),
in general. This issue is also discussed in Section 2.3.1

2.3. FULLY BIAS-CORRECTED ROBUST PREDICTORS

2.3.1. Robust predictor of the area mean based on Chambers’ ap-

proach

The predictor d;zprup defined by (2.2.2) can alternatively be written as

k
OiesLup = N; ' D Y wini(0)yn,, (2.3.1)

h=1 jESh

where the weights satisfy the relations
kla, X CY (j € sn),

win;(§) = .
’ 1+ k'a; X7 CY + (N; — ny) ﬁlzngj) (7 € s),

(2.3.2)

Wlth a; = {ZjGUi/Si X;l; — 0'2(Ni — nz)1;2V;1(5)X1}{l€_1 Zle X:V;1(5>Xz}_1,

and C;(8) = V;1(8) is a matrix satisfying C;(8) = C; = (CV,...,C"™)), with
Cz(j ) corresponding to the jth column of C;. The weights of sampled units are
indexed by ihj, and the form of the weight is different depending if j € s; or
j € sp, h #i. Clearly the observations in the area i of interest should have more
weight than the observations in s, h # 1. It is easily seen that the weights wihj(s ),

j € sy, satisfy the calibration constraints

Z > wing(8)xp; = > X (2.3.3)

h=1jesy, jeu;
Let a € R? be an arbitrary vector of dimension p and let uq, ..., u;, be arbitrary
random variables. Using arguments similar to those of Chambers (1986) and
(2.3.3), the empirical best linear unbiased predictor defined by (2.2.2) can be

written as

A

OipsLur = N>y + N7 Y (xatw)

JESi JjEU; /34
+ NS {wi(8) — 1Hyy — xS0 —wi)
JES;

+ = Z Z wzh] )(Ynj — T‘a up) + Nj ! Z th Jup, (2.3.4)

h=1j€sy h=1
h#i
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where the weights W;,(8) are

(2.3.5)

In (2.3.4), the vector a is arbitrary. A natural candidate is B R, solution of equa-
tions (2.2.8) and (2.2.9). Similarly, a suitable predictor for wy is Ong, see Sec-
tion 2.2. The empirical best linear unbiased predictor éiEBLUp can be written

as

Oiprup = Own + N7 Z{ww<$> — 1} (yij — X;BR — Dir)

JES;

k
NS TS win(0) (yng — X85 — Ong)

h=1 j€sy
h##i

k
+NED T Win(6)Onr, (2.3.6)

h=1
where Oy, is given by (2.2.10). The last three terms of (2.3.6) can be viewed as
correction terms for the bias, which may be affected by large residuals. A robust

predictor of 6; is obtained, robustifying the representation (2.3.6)

Oic = Ousn+ NS he {(wig(8) — 1) (yij — X :Br—Vir)} +

JESs;

k A A
NS the {wing (0) (yng — X5 Br — Onr)}

h=1 j€s
h;éij h

k
AN Y e, {Win(8)inr}- (2.3.7)
h=1

The robust predictor (2.3.7) is based on ¥ functions, and we propose to use the
Huber function given by (2.2.5), with appropriate choices of the tuning constants
¢ and co. When ¢; and ¢y converge toward zero, (2.3.7) tends towards the Sinha—
Rao predictor, whereas it tends towards the empirical best linear unbiased pre-
dictor when the tuning constants converge to infinity. Unlike the robust predictor
(2.2.11), the correction terms of éic depend on s, not only s;, which explains why
the proposed predictor is called fully bias-corrected. The tuning constants need
to be specified. They should be relatively large in order to lead to small biases,
but small enough to ensure robustness and small mean square errors. The second
and third terms of (2.3.7) are based on weighted residuals. A natural choice for
¢ is based on a robust estimator of the scale 0., and a measure of the weight.

Thus, ¢; = ¢ x med(wj,;) X Ger With some constant ¢ seems reasonable, where
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med(-) denotes the median. If the outliers are non-representative, small values of
q would be appropriate, for example ¢ = 3 or even smaller values. In our frame-
work, the outliers are representative, and thus a larger ¢ is expected. From the
simulation experiments in Section 2.5, a value of ¢ as large as ¢ = 9 seemed to
control the biases well, and the corresponding empirical mean square errors were
small. Similarly, co = ¢ x med(W;;,) X 6,r seems natural for some value of g. See
Section 2.5.

2.3.2. Robust predictor of the area mean based on the conditional

bias

In predicting a population mean or total using auxiliary information and linear
models, Beaumont et al. (2013) developed a model-based predictor using the
conditional bias of a unit and showed that their proposal is closely related to the
approach of Chambers (1986). This suggests that the conditional bias may be
useful in the present framework.

Complications occur in mixed linear models, because the observations in a
given area are correlated, due to area-specific random effects. Following Beaumont

et al. (2013), we define the conditional bias of unit j in area h as
Binj(ynj, vn; B, 8) = En{0:(8) — 0; | s, ynj,vn}- (2.3.8)

Thus, in linear mixed models, we calculate the conditional expectations, keeping
fixed a given unit and also the local effect associated with the area which contains
that particular unit. Consequently, the conditional bias measures the average
joint effect of unit y;; and local area effect vy, j in area h, on the predictor 0.
We adopt Definition (2.3.8) because of its simplicity, and in view of the relations
with Chambers” approach discussed in Section 2.3.1, as discussed below.

Several situations need to be considered, since a unit ;7 may or may not be
in the area of interest. Using the definition of the weights w;;,;(d) in (2.3.2), we
obtain

N wiig = D(yi; — x58 —vi) + N7 Wi (5 € s1),

N wing(yng — X8 = vn) + N7 Wapvn (5 € sp, h # 1),
—N; M yij — x5 B —v) + N "W (5 € Ui/sy),

ij

NZ'_IWZ'hUh (j € Uh/Sh,h 7£ i),

Binj(ynj, vn; B,0) = (2.3.9)

where w;p; = wip;(0) and Wy, = Wip,(8). The result (2.3.9) suggests that a unit
outside the area of interest may have a significant impact. In fact, a unit j € s,

may have a large influence if its weight w;,;(9) is large. Naturally, a large model
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residual of a given unit is expected to have a large influence, and a large residual
Ynj — ij B — vy, is associated to a large conditional bias for unit j. Finally, a large
random effect vy, increases the conditional bias, and the effect is more pronounced
if the associated weight W;, is large. Non-sampled units may have large influences,
but it is not possible to reduce their impact at the estimation stage.

From Expressions (2.2.1) and (2.3.9), the prediction error of the best linear

unbiased predictor can be written as

R k
61<5) — 01 = Z Z Bihj(yhjavh;ﬂaa)

h=1jeUy,
k
—N;7' N (Ny — D)Win(8) vy (2.3.10)
h=1
Expression (2.3.10) suggests that the conditional bias Bjs;(yn;, vn; B, ) attached
to unit j and the random effect v;, can be interpreted as their contribution to the
prediction error of §;(8). Following the approach of Beaumont et al. (2013), we

define the following robust pseudo-best linear unbiased predictor of 6; :

k
0;(8,6,v) = 0;+>. > Py, 0, {Binj(ynj, va: B, 6)}

h=1j€sy
k
+> . Y Binj(ynj,vn: B.9)
h=1j€U/sp
k
—N;7US (N — 1), {Win(8)vn }, (2.3.11)
h=1

where v = (v1,...,v;)" corresponds to the vector of random effects, and we define

robustified conditional biases as

N W, {(wi5(8) — 1) (yyy — x58 — i)}

N W Wa(0)vi} (€ ),
Dy 4, { Bing (ynj» vn; B,0)} = § | ° - (2.3.12)
N ay {wing (8) (Ynj — Xp;8 — vn)}

+N; g, {Win(0)vn}  (j € sp,h #1),
with the ¢ functions in the Huber class, with some choices of tuning constants d;
and dy. Let Bip; = Binj(ynj, vn; B, 9). Using (2.3.10) and (2.3.11), it follows that

0:(8,6,v) = Z S Bipj + Nj Z Ny = 1)Win(8)vn}

h=1 jeUy

+ Z Z ®d1,dz(Bihj) + Z Z Bihj

h=1 jEsp h=1j€Un/sp
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SN (N = Dt {Win(8)on (2.3.13)

h=1
The first term on the right-side of (2.3.13) equals 6, ; thus, it is not affected by
outliers. Interestingly, if dy = 0o, simplifications occur, since the weighted means

of random effects cancel :

) R e !
6:(8,6,v) =0;(8)=>_ > Binj (ynjs vn; B, 0)+ > > Puy oo {Binj (Ynj, vn; 3. 6)} .

h=1 jesy, h=1j€sy,

(2.3.14)
The form of the pseudo-predictor (2.3.14) is identical to that proposed in Beau-
mont et al. (2013). In the following, we adopt dy = oo. From (2.3.14), when a
sample unit j has a small conditional bias, we have @4, {Bin;(Yn;, vn: 8,0)} =
Binj(ynj, vn; B,0) and the contribution of the second and third terms on the right
hand side of (2.3.14) is expected to be small. Thus, if the influences are small,
the predictor (2.3.14) is close to the best linear unbiased predictor, the constant
dy controlling the influences when they are significantly large.

The conditional biases Bj;(yn;, vn; B,60) are unknown and they depend on
the model parameters (,BT, ET)T and also on the random small area effects vy,.
The vector of parameters for the fixed effects 8 and the random effects can be
estimated with the methods of Sinha & Rao (2009), as described in Section 2.2.
Concerning the estimation of the variance components, a possible choice is to
estimate & by maximum likelihood ; recall that in our framework the outliers are
legitimate observations, and it appears desirable to have a predictor not too far
from the empirical best linear unbiased predictor. Let B’ihj = Bin;i(Ynj, Onr: B R 3)
denote the estimator of Bjy;(yn;, vn; B,9) based on & and the robust estimators
B g and O = (d1g,...,0er)". The following predictor represents a compromise
between the empirical best linear unbiased predictor and the Sinha—Rao predic-

tor :

k k

0:(Bg,0,9r) = OisLur — Y. > B+ Y. > Py oc(Biny), (2.3.15)

h=1 jesy, h=1 jesy,

where éz(fi) = O;ppLup in (2.3.15) is given by (2.2.2). When d; = oo, the robust
predictor (2.3.15) reduces to the empirical best linear unbiased predictor, which is
asymptotically unbiased under model (2.1.1) but suffers from a potentially large
variance in the presence of outliers. On the other hand, when d; converges toward
zero, then (2.3.15) is expected to be highly robust but substantially biased. Using

A

the definitions of @4, «(Bin;) given by (2.3.9) and (2.3.12) respectively, the robust
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predictor denoted by éz-CB, simplifies to

Oics = Oisn + N Z ¢d1{(wiij(5) — 1) (yi; — X;BR — Uir)}

JESsi

k
NS v {wini(8) (yng — X085 — Onr)}

h=1j€sy
h#i

k

+N7EST Wi (8) tnge (2.3.16)

h=1

From (2.3.16), the robust predictor Orcps is closely related to the Chambers’ ap-
proach described in Section 2.3.1. In fact, as 0 defined by (2.3.7), the robust
predictor éiCB is fully bias-corrected, with correction terms based on robustified
residuals for j € UF_,s;, and random effects predictors ©,z. When the tuning
constant d; — oo, then (2.3.16) converges to the empirical best linear unbiased
predictor HAZ-EBLUP, and when d; — 0 the predictor éiCB tends to the Sinha-Rao
predictor plus an additional term corresponding to a weighted mean of robust
random effects predictors. In fact, (2.3.7) and (2.3.16) differ in the treatment of
NP, Wih(g)@hR, and large values of the weighted random effect VVih(S)@hR,
can be downweighted under Chambers’ approach. Note that the extra term comes
from the empirical best linear unbiased predictor representation as the Sinha—Rao
predictor plus correction terms, where Expression (2.3.6) is used to obtain an ex-
plicit expression of (2.3.15) in terms of robust residuals and random effects. The
simulation results presented in Section 2.5 suggest that éic and GAZ»CB perform well,
with éiCB offering less variability across the domains than é,-c, at least in our

simulation experiments.

2.4. ASYMPTOTIC BIASES AND ESTIMATION OF THE MEAN SQUARE
PREDICTION ERROR

2.4.1. Asymptotic biases under the mixture of two linear mixed

models

An asymptotic approach is adopted to find the limiting expected values of
the prediction errors 91 — 0;, when 91 is one of the robust predictors éiSR, éic and
@CB. Asymptotic properties of the robust estimators B r and B r have been studied
in Sinha & Rao (2009), assuming that the populations are generated according
to (2.1.1). The asymptotic arguments assumed that k — oo, with fixed values of

n;, which can be relatively small.
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Let ¢, be a population from which the model for observations is given by
C’y Yy :Xi/87+vvi1ni+evi (Z: 1a7k)

The underlying model for the values of Y, denoted by (,,, is assumed to be a
mixture of {, and (y, in the sense that the population values for Y in domain ¢

are
Yi; = (L= Ai)yoij + Aijyri; (JeUpi=1,....k), (2.4.1)

where A;; are independent realizations of Bernoulli random variables with para-
meter p = pr(A; = 1). The model (2.1.1) is fitted. Let A, = (BT,sT)T be the
estimator under the working model. For example, ,El and & can be the empiri-
cal best linear unbiased estimator of 8 and the maximum likelihood estimator
of & assuming normality. The robust estimator Ap = (B;, 3;)T, solution of the
robustified maximum likelihood equations (2.2.8) and (2.2.9), is calculated. Un-
der standard regularity conditions, a first-order Taylor series expansion gives the

following asymptotic expression for the bias under model (,, :

AEn(fic — 0:) = =N7' > %) (B — Br) = En{tin(Ar)}]
jGUi/Si
+N; Z Ep (e, [{wiij(8m) = BHyis — x ;B — tin(Ar)}])
N im0 By (1/@ [wihj<6m){yhj — %8R — @hR(AR)}D
heti jEsn
k
+N; 1 I}l_{& > En[te, AWin(8.)0nr(AR)}, (2.4.2)
h=1

where AE,, stands for the asymptotic expectation as kK — oo under the model (,,,
the vector Az = (81, 85) " is the probability limit of Ag, and A, = (8, ,8)7 is
the probability limit of \,,, with B,, = (1—p)By+pB;. The main lines of the proof
are given in the Supplementary material. When the tuning constant ¢; = d; and
if ¢o converges to infinity, we obtain the asymptotic bias of the predictor (2.3.16).
The asymptotic bias of the Sinha—Rao predictor is obtained by letting ¢; and ¢y
converge to zero in (2.4.2) :

ABy, (Bisw — 0:) = (1= mN7) [XL (B — B,) + Enf{tin(Ar)}] . (24.3)

where Xy5, = (N; — ;)™ 3 e /s, Xij- The additional terms in (2.4.2) represent
the correction terms for the bias. When ¢1,¢0 — oo in (2.4.2) the calibration
constraints (2.3.3) show that the asymptotic biases are zero, as excepted. Choo-

sing small values of ¢; and ¢y introduces some bias, but the gains in mean squared
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error are typically significant, see Section 2.5. The asymptotic bias may be ap-
preciable for the Sinha-Rao method if the limit of the robust estimator By is
different from the parameter 3,, of the mixture model. In model (2.4.1) with dif-
ferent slopes and no contamination in the random effects, the main term in (2.4.3)
is B,, — Br. In the limit case 02 = 0, the bias depends only on 3,, — 8. On the
other hand, when the fixed effects in the mixture model have the same slopes,
that is B, = B;, and if the random effects v;, represent mixtures such as the
contaminated normal distributions (1 — p)N(0,02,) + pN(0,02,), the biases of
the Sinha—Rao predictor are also expected to be small. In the latter situation, the
contaminations affect the variance, not the random effects means, and both terms
in (2.4.3) will be small. Incidently, this scenario has been studied in Sinha & Rao
(2009), who found good behavior for their robust predictor. Expression (2.4.3)
suggests that the mixture model with B8, # B, or contamination in the random
effects with non-null mean may create non-negligible biases for the Sinha-Rao

predictor.
2.4.2. Estimation of the mean square prediction error

Constructing confidence interval for the robust predictors is important but
challenging. Sinha & Rao (2009) proposed a parametric bootstrap procedure to
estimate the mean square prediction error but it gave poor coverage rates in
our empirical results for mixture models, because the populations were generated
using the robust estimators, which do not reflect all the units. In our framework,
all the observations are legitimate and using robust estimators reflected only the
main component of the mixtures resulting in large biases. Let B r be the robust
estimator of 8, and & be the non-robust estimator of §. For generating the boots-
trap populations, a reasonable solution relies on using the robust estimators for
the slope parameters, and d for estimating §, which rely on all the legitimate
observations defining the population. This comes from the form of the predic-
tors (2.3.6) and (2.3.15), which are functions of the estimator & and also of the
robust residuals. We present the method for HAiC, but it can be easily adapted for
other predictors.

1. The random variables v} et ¢j; are generated according to N(0, 62%) and

N(0,62), respectively, to create bootstrap samples from the model
yfj = xiTjBR + v + efj. (2.4.4)

2. The bootstrap «parameter» 6; is calculated, and is denoted as 6. Let

&’ be the mean error of the non-sampled units from normal distributions
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N (0, (N; — n;)~16?%). The bootstrap mean 6} is defined as

0F = N Zyw—f—N > XZJ,BR—I—(l—nzN )v +(1—nl )5* (2.4.5)
]ESL ]eUl/Sl

3. From the bootstrap samples, robust bootstrap estimators B;, 3;, 0y p and

estimators B*, 3*, vy of B, 0, vy, are calculated. The parametric bootstrap

estimator of the small area mean is

é:c = 9:511 + Nz’_l Z ¢C1{(wij(3 ) - 1)(yij - Xz‘TjBR - ﬁ;'kR)} +
JES;
- Z Z ¢01{wzhj (yhy XLBR —Ohp)}
h=1j€syp,

hi

k
FN7EY D e {Win (9 )05}, (2.4.6)
h=1

4. Based on B bootstrap samples, the estimator of the mean square prediction

error of 6 is

MSE(@ 12(*“’ o)

where 0 ®) and él*éb correspond to (2.4.5) and (2.4.6), respectively, for the
bth bootstrap sample.

Depending on the nature of the outliers, the proposed bootstrap method is
expected to work reasonably well. Examples include outliers in the random effects
and outliers in the error term. When the slope parameters are different in the mix-
ture, the proposed bootstrap method is expected to be biased. From the results
in Section 2.5, the performance of the proposed method were found encouraging

under all the scenarios, at least in our experiments, see Section 2.5.

2.5. MONTE CARLO EXPERIMENTS

2.5.1. Description of the populations

We conducted a Monte Carlo study in order to study the empirical biases
and mean square errors of the new robust predictors éic and é@cg, and to com-
pare them to the proposals of Sinha & Rao (2009) and Chambers et al. (2014).
We also study the performance of the bootstrap method. In view of the results

in Section 2.4, to compare empirically the biases of fisn with those of the new
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TABLE 2.1. Description of the three scenarios. The populations
were generated according to y;; = (1 — Ai)voi; + Aijyrij, Aij ~
Bernoulli(0.1), using the unit-level models (2.5.1) and (2.5.2), as-
suming normality for the random effects and error terms in (y and
(1. Under the scenario (0,0,0), the correlation between the units of
the same domain equals 0.5.

Sources of the contamination

Scenarios | Variances of Variances of Intercepts and slopes
error terms random effects

<0>070) ( Oc0) 0 ) (6 6) ( 04050 ) (6 6) :30 = /61 = (10073)T
(671}7()) ( 00y 0 ) (6 150) ( 04050 ) (6 150) :30 /61 = (10073)T
(6,1),[)) ( Oe0: 9 ) (6 150) ( 04050 ) (6 150) IBO (100a3)T>B1 - (15071)T

methods seems particularly relevant. We considered the mixture model ¢, of two

unit-level models :

Co:Yoi; = Poo+ PBorxij +voi+ew; (G=1,....,Nyi=1,... k), (2.5.1)
G vy = Po+Puxy+vitey; (G=1,...,Ngyi=1,... k). (2.5.2)

We considered £ = 40 and N; = ... = Ny = 50. Normal distributions for the
random effects and the error terms were assumed. Thus, vy; ~ N(0,0%), vy; ~
N(0,0%), eoi; ~ N(0,02) and ey;; ~ N(0,02), (k = 1,...,40;5 = 1,...,50).
The values of the auxiliary information were generated from a normal distribution
such that F(X) = 2 and V/2(X) = 0.35. The mixture model ¢, satisfied y;; =
(1 — Aij)Yoij + Aijyrij, where the A;;’s were independently generated according
to a Bernoulli distribution, A;; ~ Bernoulli(p), with p = 0.1. In each area of a

200

70 80 9 100 110 120 130 140

(a) (0,0,0) (b) (e,v,0) (c) (e,v,b)

F1GURE 2.1. Populations generated according to the mixture mo-
del (2.5.1) and (2.5.2). The model parameters are given in Table 1.
Under the scenario (0,0, 0), the correlation between the units of the
same domain is set to 0.5.
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F1GURE 2.2. Boxplots of the relative efficiencies for the predictors
defined in Table 2.2. Under the scenario (0,0,0), the correlation
between the units of the same domain equals 0.5.

given population, random samples of size n; = ... = nyy = 5 have been selected
by simple random sampling without replacement.

Contaminations in the error terms and random effects have been investiga-
ted in the simulation experiments of Sinha & Rao (2009). More precisely, the
random effects were generated according to the contaminated normal distribu-
tion (1 — p)N(0, %)) + pN(0,0?2). Similarly, the error terms were obtained from
(1 = p)N(0,0%) + pN(0,02). In view of the asymptotic biases derived in Sec-
tion 2.4, it is particularly relevant to investigate situations where the intercepts
and slopes are different. We considered the same scenarios as in Sinha & Rao
(2009), but added two more scenarios with 8, # B,, where B, = (Buo, So1) ' and
B, = (B0, P11)". Adopting a notation similar to that of Sinha & Rao (2009),
three scenarios were studied, see Table 2.1.

From Table 2.1, scenario (0, 0,0) corresponds to the absence of contamination.
For the parameters in Table 2.1 the correlation between the units of a given
area is set to pg = 0.5 in the absence of contamination. Note that p, satisfies
the relation 02, = poo2,/(1 — po). We also considered the case py = 0.05 in
the Supplementary material. Under (0,0,b), the random effects and the error
terms are not contaminated, but the model parameters in (2.5.1) and (2.5.2) are
different. Under (0,v,0), only the area random effect is contaminated. Another
example is the case (e,v,b), where the contamination comes from the random
effects, the random errors and the fixed effects. The other scenarios are interpreted

in the same manner. See Figure 2.1.
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TABLE 2.2. Monte Carlo absolute relative biases (ARB in per-
centage) and relative efficiencies (RE in percentage) for the robust
predictors and the empirical bets linear unbiased predictor of the
small area means (averaged over areas). The robust predictor 0,0
is denoted Cb, C3, C6 and C9, when the tuning constants are set
to ¢ = b,3,6,9, respectively. Similarly, O;cs is represented by CBb,
CB3, CB6 and CB9. The Sinha—Rao predictor is noted SR, and
the predictor éiccm is noted CCST1, CCST2 and CCST3, when
the tuning constants are ¢ = 1, 2, 3, respectively. Under the scena-
rio (0,0,0), the correlation between the units of the same domain
equals 0.5.

(0,0,0) (e,v,0) (e,v,b)
ARB RE ARB RE ARB RE
EBLUP 0.025 100.0 0.047 100.0 0.071 100.0
CBb 0.025 100.3 0.042 88.1 1.803 129.7
CB3 0.024 99.7 0.042 87.8 1.076 104.7
CB6 0.025 100.0 0.045 92.8 0.545 94.2
CB9 0.025 100.0 0.047 97.0 0.281 93.3
CHAMb 0.027 110.1 0.034 73.2 1.844 117.9
CHAM3 0.027 110.5 0.036 76.0 1.112 93.6
CHAM6 0.027 109.3 0.040 83.4 0.576 84.6
CHAMY9 0.027 108.0 0.042 88.4 0.307 85.2
SR 0.025 101.0 0.035 71.2 3.140 186.4
CCST1 0.027 111.5 0.038 80.9 3.055 203.6
CCST2  0.030 118.9 0.040 96.5 2.796 219.2
CCST3  0.031 120.7 0.042 110.1 2.524 2274

2.5.2. Predictors used in the study and empirical measures

Five predictors of the small area mean ; were included in the study. The empi-
rical best linear unbiased predictor defined by (2.2.2), based on the empirical best
linear unbiased estimators and empirical best linear unbiased predictors, with va-
riance components estimated by maximum likelihood, was used as a benchmark.
As in Sinha & Rao (2009), the robust predictors relied on the robustified maxi-
mum likelihood estimators of (87,8")", which are obtained by solving (2.2.8)
and (2.2.9). The robust random effects were estimated by solving Fellner’s equa-
tion (2.2.4). We used b = 1.345. Based on these estimators, the following robust
predictors were considered : the Sinha—Rao predictor QAZ-SR given by (2.2.10) ; the
new robust procedures ;. and 0;c, defined by (2.3.7) and (2.3.16), respectively ;
and the predictor (2.2.11), denoted by éiCCST. For éz-c, the tuning constants were
set to ¢; = ¢ x med{wip;(8)} X o and ¢; = ¢ x med{W;;,(8)} X Gor, where

(624,6%) " denote the robust estimators of the variance components based on
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the robustified maximum likelihood method. We considered d; = ¢; in QAZ-CB. In
Section 2.5.3, simulation results are presented for all the domains using boxplots,
and we considered in these cases ¢ = 3,6,9, for the predictors 0, and 0,. The
tuning constant of the robust predictor O;ccsr Was set to ¢ = 1,2, 3, inspired by
the simulation experiments of Chambers et al. (2014).

For each scenario described in Table 2.1, 1,000 populations were generated.
Let égb) denote a predictor for domain 7 at iteration b. The empirical percent
absolute relative bias for the area mean 6; was calculated as
Z é Q(b))

ARB(A x 100 (i=1,.... k).

’L

Using the empirical best linear unbiased predictor HAZ-EBLUP as the reference, we
calculated the relative efficiency of éz in percentage éiEBLUp, we used
MSE(6;)

RE(;) = A
(®) MSE(0;gsLup)

«100, MSE(@ 12( 0" (i=1,...k),

with MSE(@-) denoting the empirical mean squared error of Qi. Section 2.5.3 pre-
sents simulation results based on all the domains, using boxplots and integrated
measures such as averages computed over all the areas.

We also present boxplots for 95% confidence intervals using the bootstrap
method. We used 500 populations and B = 200 bootstrap replications. In addition
to the empirical best linear unbiased predictor and the proposed methods, we
considered éiCCST with ¢ = 1,2, which offered the best efficiencies. Simulation

results are reported under scenarios (0,v,0), (e,v,0) and (e, v, b).

2.5.3. Results for all the domains

In Table 2.2, integrated measures of the empirical biases are given, where the
averages over the areas were computed. Boxplots displaying empirical efficiency
for all the domains are presented in Figure 2.2, for all the scenarios described in
Table 2.1. The relative efficiencies were computed for each domain in the Monte
Carlo studies; boxplots of the £ = 40 relative empirical efficiencies with respect
to the empirical best linear unbiased predictor were computed for each domain.

Table 2.2 shows that all the methods exhibited small empirical biases for the
scenarios (0,0,0), and (e, v,0). Larger biases were observed under scenario (e, v, b)
for the robust methods as a function of the tuning constants. Small values of the
tuning constants generated larger empirical biases. The empirical biases decreased
as the tuning constants increased, as expected. From Table 2.2, all the empirical

biases were small for these scenarios. From Figure 2.2, the new robust methods
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were significantly more efficient than the robust predictors éz-SR or QAZ»CCST, when the
population was generated according to the mixture model.

Under scenario (0,0,0), the robust predictors éiCB and éiSR appeared as effi-
cient as the empirical best linear unbiased predictor, whereas 0, was slightly less
efficient. The robust predictor éiCCST was approximately unbiased but the variance
part of the mean squared error was important. From Figure 2.2, the integrated
mean square errors were 10-20% larger than the empirical best linear unbiased
predictor. Under scenario (e,v,b), small differences in efficiency were observed
between éic and éiCB, for a given value of the tuning constant. The predictors éiSR
and O;c0sr showed large mean square errors; for these predictors, the bias part
of the mean squared error was non negligible. Efficiency gains were possible for
several areas, and the medians of the boxplots suggest that the proposed robust
methods were more efficient. Large gains in efficiency were observed under the
scenario (e,v,0). As expected, the efficiencies decreased as the tuning constant
increased. Taking ¢ = 3 or ¢ = 6 seemed to give robustness and efficiency. From
Table 2.2, possible reductions in integrated mean square errors of approximately

10%-20% were observed for these values of the tuning constants.
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FIGURE 2.3. Empirical coverage rates under the scenarios (0, v, 0),
(e,v,0) and (e, v,b). The nominal coverage rate is 95%. Predictors
are defined in Table 2.2. Under the scenario (0,0,0), the correlation
between the units of the same domain equals 0.5.

Figure 2.3 presents the empirical coverage rates of the bootstrap confidence
intervals. Due to the nature of the mixture models, the empirical coverage rates
were reasonably close to the nominal coverage rates under (0,v,0) and (e, v,0).
When the slopes were different, the bootstrap method worked reasonably well
for the new methods with moderate tuning constants. The results for éiccm were
reasonable. The biases were large for the Sinha-Rao method and the coverage

rates were far from the nominal levels. Under (0,v,0), the biases of the mean
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squared error estimators were reasonably small (under 10%) for the proposed
methods with moderate values of the tuning constants. These biases were small
under (e, v, 0) for the predictors based on the concept of conditional bias but large
and positive using Chambers’ method (around 10-20%). Under (e, v,b), the biases
of the mean squared error estimators were positive for the new predictors with
moderate values of the tuning constants, but large and negative for the Sinha-Rao
method.
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2.6. SUPPLEMENTARY MATERIAL

Supplementary material available at Biometrika online includes an outline
of the proof of the asymptotic expression of the bias and additional simulation

experiments.

2.6.1. Main lines of the proof of the asymptotic expression of the

bias

To derive expression (2.4.2), the following regularity conditions are needed.
Assumption A.1 The functions gy = 0g1(B,9),...,0rk = Uri(B,d), which are
the solutions of the Fellner equation (2.2.4), are assumed to be differentiable with
respect to 8 and 4.

Assumption A.2 Under the mixture model (,,, the estimators of the fixed effects

parameters satisfy
K2(Br = Br) = Op(1), K'2(B = B,,) = Op(1).
Assumption A.3 Under (,,, the estimators of the variance components satisfy
V2 (6r — 8g) = Op(1), K2(6 = 8,,) = Op(1)

for some finite vector 9,,.
Assumption A.4 Let
o0 00
UAhR<)\R) _ UAhR A 7
OAn ONn Ao
where Ap = (B;, 3;)T and A = (Bp, 65) . We assume that

v
hm sup £, {‘ vhR(AR) } < 00,
k—oo p 0 R
where || - || is the usual Euclidian norm.

Assumption A.5 The weights and the auxiliary information satisfy the following

conditions

k
lim E,, { IS Jwing (0 mxhju} < o0, A}ggoEm{Nilglmh(ém)\}@o

k=00 h#i jEsy
ow
lim 12 Z Zhj m) X, i < 0.
k=00 e 06,

Under Assumption A.1, 0,5 is assumed to be differentiable as a function of 8
and §. A similar assumption has been used in Fellner (1986, Section 3). Assump-
tions A.2 and A.3 state that the robust estimators and the non robust estimators

converge to some finite limits with convergence rate of k'/? under the mixture
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model (,,. When the populations are generated according to (p, Sinha & Rao
(2009) established the asymptotic normality of the robust estimators. Assump-
tion A.4 states that the expected derivatives should be bounded in probability
uniformly as k& — oo. Note that with our assumptions the 1 function is bounded.
Finally, Assumption A.5 states that the average of the weights under the model
(m is bounded.

Under Assumptions A.1-A.5, a first-order Taylor series expansion allows us to
derive the asymptotic biases of the predictors. In formula (2.4.2), it is stated for
éic. The predictor is written as

0c(8,B11) = OalBrsbr) + N7 Y v {0y (8. B S) | +

JESq
k
Niil Z Z 1/}02 {aihj(37 BR? 3R>} + Niil Z i/ch {aih(su BR7 3R)} )
heti jEsn, h=1

where a;1;(8, Bg, 8r) = {wiij(8) = 1} &;(Br, 8r), inj (8, Br, ) = win;(8)én; (Br, )
and (8, B, 0r) = Win(8)inr(Bpr, Or), with &;(Br, 0r) = yiAj_X;BRA_@iR(BRa 5r),
J € s;. A first-order Taylor series expansion of the predictor 6,5, (B8 g, dr) around
the point (Bp, dr) gives

éiSR(IBR’ SR) = éiSR(,BR, or) + Op(/{?_l/2),

= Niil {Z Yij + Z XiTjﬁR} + (1 — niszl) ﬁzR()\R> + Op<k*1/2)'

jesi jeUi/sq
Similarly,
NS e {8, B 8r) b = NV e, {0 (0, B 85)} + Op(k712),
Je€s; JEs;
NI DD e {aihj(87BR>SR)} = NSO e, {in (0, Br, Or)} + Op(K72),
htt j€sn hti jEsn
k o k
Ni_l Z wcz {aih(é’ 6R’ 6R)} = Ni_l Z 1/}02 {aih(am’ ﬂR7 6R)} + Op(k_l/Q).
h=1 h=1
Thus
fic —0; = —N! S i(Br0r) + N7 e, {0iij(6m, Br, Or)}T +
JEU:/s; JEs;
N7USTST they {ing(Om, By 1)}

hti jEsp,

k
+Niil Z ch {O‘?:j(‘sm, BR? 5R)} + OP(k71/2)~

h=1
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Under model ¢, the expectation of y; is En(yn;) = x5;/3,,- This shows that the
asymptotic bias is given by 2.4.2 by taking expectations as k — oo.

2.6.2. Simulation results

More complete simulation results are reported in this section. As in the article,

we considered the mixture model (,, of two unit-level models
Co:yoij = oo+ Borwij +voi +eo; (J=1,...,Nsi=1,...,k), (2.6.1)
Ciiyuy = Po+Bury+vutey; (G=1,...,Nyi=1,...,k), (2.6.2)
with &k = 40 and N; = ... = Ny = 50. Normal distributions for the random effects

and the error terms were also assumed. Thus, vy; ~ N(0,0%), vi; ~ N(0,02),
eoi ~ N(0,02%) and ey; ~ N(0,6%), 1 =1,...,50, k =1,...,40.

F1GURE 2.4. Populations generated according to the mixture mo-
del (2.6.1) and (2.6.2). The model parameters are given in Table 2.3.
Under the scenario (0,0, 0), the correlation between the units of the
same domain is set to 0.5.
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TABLE 2.3. Description of the six scenarios. The populations
were generated according to y;; = (1 — Aij)yoi; + Aijyrij, Aij ~
Bernoulli(0.1), using the unit-level models (2.6.1) and (2.6.2), as-
suming normality for the random effects and error terms in (, and
(1. Under the scenario (0,0, 0), the correlation between the units of
the same domain is set to pg = 0.5.

Sources of the contamination
Scenarios|Variances (error terms) Variances (random effects) Intercepts and slopes
(07 07 0) (0207 ‘731) = (67 6) (012)07 Uv ) (6 6) 60 61 (1007 3)

0,0, 02,0%) = (6,6 02y,0%) = (6,6 = (100,3)", 8, = (150,1) "
(0 0) (020, 0c1) - (6 6) (30, 31) - (6 1350 Bo - ( 0 30055 = (150, 1)
( 1 Uy ) (0607061) ( ) ) (0v07gv1> ( ) ) 50 ﬁl ( ) )

(67 07 O) (030’ O—gl) = (6> 150) (Ugoa 012;1) = (67 6) BO = Bl = (1007 B)T
(67 v, O) (0-307 031) = (67 150) (012;07 012;1) = (6’ 150) Po=p1 = (1007 B)T
(e;v,b) (0307 031) = (6, 150) (012;07 U?;l) = (6,150) Bo = (100, 3)T7 B = (150, 1)T

TABLE 2.4. Description of the six scenarios. The populations
were generated according to yi; = (1 — Aij)yoij + Aijyrij, Aij ~
Bernoulli(0.1), using the unit-level models (2.6.1) and (2.6.2), as-
suming normality for the random effects and error terms in (, and
(1. Under the scenario (0,0, 0), the correlation between the units of
the same domain is set to py = 0.05.

(150,1)T

Sources of the contamination

Scenarios Variances (error terms) Variances (random effects) Intercepts and slopes
(07 07 0) ( %O’ el) (67 6) (0-307 'ul) (6/19 6/19) BO - ﬁl - (]'_OI_O’ B)T
0,0,b 02,02 6,6 o0, 05 6/19,6/19 = (100,3)", 51 =
0.0 fi7hof) =(6.0) (ol = (0/19.6/19) 5= (100.5)" 5 -

( » Uy ) (060’061) ( ) ) (0v070v1) ( / ) ) BO Bl ( ) )

(67 07 O) (0-307 031) (67 150) (012;07 0-12;1> (6/197 6/19) 60 - ﬁl — (1007 3>T
(67 v, O) (0307 031) (67 150) (Ugoa 031> (6/19: 150/19) BO - 61 = (1007 3>T
(e,v,b) |(02,0%) = (6,150) (02y,02,) = (6/19,150/19) By = (100,3)", 5, =

The auxiliary information was generated as in the article. In each area of a given
population, random samples of size n;, = 5, i = 1,...,40, have been selected by
simple random sampling without replacement. Adopting a notation similar to the
one of Sinha & Rao (2009), six scenarios were studied, which are summarized in
Tables 2.3 and 2.4.

From Tables 2.3 and 2.4, scenario (0,0, 0) corresponds to the absence of conta-
mination. For the parameters in Table 2.3 the correlation between the units of
a given area is set to py = 0.5 in the absence of contamination. We studied sce-
narios where the correlation was smaller, and py = 0.05 for the scenario (0,0, 0)
in Table 2.4. The variance parameters of the random effects are also smaller in
Table 2.4. Note that py satisfies the relation : 6%, = pgo2,/(1—po). Under (0, 0,b),

(150,1)7
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TABLE 2.5. Monte Carlo relative biases (in percentage) and re-
lative efficiencies (in percentage) for the robust predictors and the
empirical best linear unbiased predictor of the small area means
(averaged over areas). The parameters are given in Table 2.3 and
po = 0.5 under (.

(0,0,0) (0,v,0) (e,0,0) (e,v,0) (0,0,b) (e,v,b)
Absolute relative bias
EBLUP 0.025 0.037 0.039 0.047 0.065 0.071

CBb 0.025 0.036 0.031 0.042 1.741 1.803
CB3 0.024 0.036 0.034 0.042 0977 1.076
CB6 0.025 0.037 0.037 0.045 0.463 0.545
CB9 0.025 0.037 0.038 0.047 0.199 0.281

CHAMb 0.027 0.030 0.031 0.034 1.782 1.844
CHAM3 0.027 0.033 0.035 0.036 1.012 1.112
CHAMG6 0.027 0.035 0.040 0.040 0.494 0.576
CHAM9 0.027 0.036 0.041 0.042 0.224 0.307
SR 0.025 0.032 0.029 0.035 3.142  3.140
CCST1  0.027 0.034 0.034 0.038 3.122 3.055
CCST2  0.030 0.038 0.038 0.040 2876 2.796
CCST3  0.031  0.039 0.043 0.042 2574 2.524
Relative efficiency
EBLUP 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

CBb 100.3  94.2 76.2 88.1 136.0  129.7
CB3 99.7 92.4 82.6 87.8  105.9 104.7
CB6 100.0  96.8 94.5 92.8 94.0 94.2
CB9 100.0 994 98.9 97.0 94.2 93.3

CHAMb 110.1 88.4 66.2 73.2 1233 1179
CHAM3 110.5  90.1 75.1 76.0 93.7 93.6
CHAM6 109.3 958 87.6 83.4 83.6 84.6
CHAMY9 108.0  98.1 91.7 88.4 85.8 85.2
SR 101.0  85.3 62.2 71.2  208.2 186.4
CCST1 1115 959 73.0 80.9 2143 203.6
CcCST2 1189 1106  91.7 96.5 2179 219.2
CCST3 1207 120.0 107.0 110.1 230.7 2274

the random effects and the error terms are not contaminated, but the model pa-
rameters in (2.6.1) and (2.6.2) are different. Under (0, v,0), only the area random
effect is contaminated. Another example is the case (e, v,b), where the contami-
nation comes from the random effects, the random errors and the fixed effects.
The other scenarios are interpreted in the same manner. The different populations

when pg = 0.5 are displayed in Figure 2.4.

Results for all the domains

Boxplots displaying empirical bias and efficiency for all the domains are pre-
sented in Figures 2.5, 2.6, 2.7 and 2.8, for all the scenarios described in Tables 2.3
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TABLE 2.6. Monte Carlo relative biases (in percentage) and re-
lative efficiencies (in percentage) for the robust predictors and the
empirical best linear unbiased predictor of the small area means
(averaged over areas). The parameters are given in Table 2.4 and
po = 0.05 under (.

(0,0,0) (0,v,0) (e,0,0) (e,v,0) (0,0,b) (e,v,b)
Absolute relative bias
EBLUP 0.013 0.018 0.019 0.020 0.040 0.040

CBb 0.013 0.017 0.017 0.018 2215 2.230
CB3 0.013 0.017 0.018 0.019 1.300 1.352
CB6 0.013 0.018 0.019 0.020 0.628 0.698
CB9 0.013 0.018 0.019 0.020 0.323 0.383

CHAMb 0.014 0.018 0.018 0.018 2.216 2.230
CHAM3 0.015 0.018 0.019 0.019 1.299 1.351
CHAMG6 0.015 0.019 0.021 0.020 0.626 0.696
CHAM9 0.014 0.019 0.021 0.021 0.321 0.381
SR 0.013 0.017 0.017 0.017 3.293 3.294
CCST1  0.022 0.024 0.028 0.027 3.196 3.118
CCST2  0.028 0.029 0.037 0.035 2951 2.849
CCST3  0.029 0.032 0.042 0.040 2.651 2.567
Relative efficiency
EBLUP 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0

CBb 99.1 103.9  85.6 88.1  203.3 193.1
CB3 99.9 100.6  90.8 91.7 1353 1325
CB6 100.0  99.7 96.5 96.7 101.6 101.0
CB9 100.0  100.0  99.1 99.0 94.4 93.5

CHAMb 113.1 107.6  91.6 924  204.7 193.9
CHAM3 114.8 106.3  96.9 97.0 1369 1334
CHAM6 1122 105.6 102.5 102.1 1034 102.2
CHAMY9 110.0 105.2 104.3 103.8 96.5 94.9
SR 99.7 103.3  85.2 86.4  323.2 3034
CCST1 1941 1393 159.0 152.0 325.5 3258
CCST2  281.8 189.5 250.8 236.3 330.3 356.2
CCST3 3103  211.5  312.7 2934 3482 3724

and 2.4. More precisely, the relatives biases were computed for each domain in
the Monte Carlo studies and boxplots of the k = 40 empirical biases were then
represented. Similarly, relative empirical efficiencies with respect to the empirical
best linear unbiased predictor were computed for each domain. The boxplots are
displayed in Figures 2.6 and 2.8. In Tables 2.5 and 2.6, integrated measures are
given, and the averages over the areas were computed.

From Figures 2.5 and 2.7, all the methods showed small empirical biases for
the scenarios (0,0,0), (0,v,0), (e,0,0) and (e, v,0). Larger biases were observed

under scenarios (0,0,b) and (e,v,b) for the robust methods as a function of the
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tuning constants. Small values of the tuning constants generated larger empiri-
cal biases. The empirical biases decreased as the tuning constants increased, as
expected. From Tables 2.5 and 2.6, all the empirical biases were small for these
scenarios. From Figures 2.6 and 2.8, the new robust methods were significantly
more efficient than the robust predictors éiSR or éz-CCST, when the population was
generated according to the mixture model. We observed more variability in the
empirical efficiencies between the areas when py = 0.5 than when pg = 0.05.

We now discuss the results in more details. Under scenario (0,0, 0), the robust
predictors HAZ-CB and éiSR appeared as efficient as the empirical best linear unbiased
predictor, whereas éic was slightly less efficient. The robust predictor éiCCST was
approximately unbiased but the variance part of the mean squared error was
important. From Tables 2.5 and 2.6, the integrated mean squared errors were
10-20% larger than the empirical best linear unbiased predictor when py = 0.5,
and larger by at least a factor two when py = 0.05.

Under scenarios (0,0, b) and (e, v, b), small differences in efficiency were obser-
ved between éic and éiCB, for a given value of the tuning constant. The predictors
GAZ-SR and HAZ-CCST showed large mean squared errors; for these predictors, the bias
part of the mean squared error was non negligible. Efficiency gains were possible
for several areas, and the median of the boxplots suggest that the proposed robust
methods were more efficient. However, based on the integrated measures, it was
more difficult to have gains in efficiency when py = 0.05. The robust predictors
QAZ»C and HAiCB with ¢ = b were less efficient than the empirical best linear unbiased
predictor. In fact, for these scenarios, larger values of the tuning constants were
necessary. When py = 0.5, large gains in efficiency were observed under the sce-
narios (0,v,0), (e,0,0) and (e, v,0). As expected, the efficiencies decreased as the
tuning constant increased. Taking ¢ = 3 or ¢ = 6 seemed to give robustness and
efficiency. From Tables 2.5 and 2.6, possible reductions in integrated mean squa-
red errors of approximately 10%-20% were observed for these values of the tuning
constants. The empirical efficiencies were smaller when the correlation coefficient
was smaller.

Figure 2.9 presents the empirical coverage rates of the bootstrap confidence
intervals for the nominal coverage rates 90% and 95%. Due to the nature of
the mixture models, the empirical coverage rates were reasonably close to the
nominal coverage rates under (0, v,0) and (e, v,0). When the slopes were different,
the proposed bootstrap method worked reasonably well for the new methods
for moderate to large values of the tuning constants. The results for éz’ccm were
reasonable. However, the biases were very large for the Sinha-Rao method and

the coverage rates were far from the nominal levels.
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FiGurE 2.5. Boxplots of the absolute relative biases. Under the
scenario (0,0, 0), the correlation between the units of the same do-
main is set to 0.5.
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FI1GURE 2.6. Boxplots of the relative efficiencies. Under the scena-
rio (0,0,0), the correlation between the units of the same domain
is set to 0.5.
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FiGURE 2.7. Boxplots of the absolute relative biases. Under the
scenario (0,0, 0), the correlation between the units of the same do-
main is set to 0.05.
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F1GURE 2.8. Boxplots of the relative efficiencies. Under the scena-
rio (0,0,0), the correlation between the units of the same domain
is set to 0.05.
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Chapitre 3

BOOTSTRAPPING MEAN SQUARED
ERRORS OF ROBUST SMALL AREA
ESTIMATORS

ABSTRACT

This chapter proposes a new bootstrap estimation procedure for mean squa-
red errors of robust small area predictors. Unlike existing approaches, we formally
prove the asymptotic validity of the proposed bootstrap method. Moreover, since
the proposed method is semiparametric, i.e., it does not rely on specific distribu-
tional assumptions about the errors and random effects of the unit-level model
underlying the small area estimation, it is particularly attractive and more widely
applicable. We assess the finite sample performance of our bootstrap estimator
through Monte Carlo simulations. The results show that our procedure performs
satisfactorily well and outperforms existing ones. Application of the proposed me-
thod is illustrated by analyzing a well-known outlier-contaminated small county
crops area data from North-Central lowa farms and Landsat satellite images.

Key words : Bootstrap, Small-area estimation, Empirical best linear unbia-

sed predictor, Linear mixed model, Outliers, Random effects.

3.1. INTRODUCTION

The growing demand for reliable statistics of small geographical areas and
subgroups of populations has generated a lot of interest for small area estimation
(SAE) during the last decades (see Rao 2003, 2005, Pfeffermann 2013, for a recent
review of methods used for SAE). Many theoretically sound and yet practical es-
timation procedures have been proposed of which the empirical bayes (EB) and
the empirical best linear unbiased predictor (EBLUP) are used. In particular, the

empirical best linear unbiased predictor is asymptotically unbiased and efficient
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under correct model specification and distributional assumptions. However, it be-
comes highly sensitive in the presence of outliers or departures from the assumed
normality of the random effects in the underlying model (see, e.g., Fellner 1986,
Stahel & Welsh 1997, Sinha & Rao 2009).

Robustified versions of the classical estimators have therefore been recently
investigated by several authors to downweight influential observations in the data
when estimating the model (Sinha & Rao 2009, Chambers et al. 2014, Jiongo et
al. 2013). The robust estimation of these small area quantities also requires the
estimation of the Mean Square Error (MSE) which provides a measure of the
precision of the point estimators. Sinha & Rao (2009) proposed a parametric
bootstrap procedure based on the robust EBLUP estimators of the underlying
linear mixed model to estimate the MSE. But Jiongo et al. (2013) point out
that the use of robust variance estimates to generate bootstrap replicas leads to
bootstrap samples whose variability are significantly smaller than the variability
in the original data. Other analytical and bootstrap procedures for the MSE of
the robust empirical best linear unbiased predictors (REBLUPs) have been pro-
posed in Chambers et al. (2014) and Jiongo et al. (2013), respectively . However,
their theoretical validity has not been formally established and their empirical
performance are not fully satisfactory (as evidenced by the simulations results in
Section 3.4 below).

In this paper, we propose a new semiparametric bootstrap procedure for es-
timating the mean-squared error of robust small area estimators. We focus on
small area methods based on unit-level models that linearly relate the small area
quantities of inferential interest to some unit level auxiliary covariates and in-
cludes random effects associated with the small areas. Since robust estimates of
the variance components are typically smaller than their nonrobust counterparts
and could yield bootstrap data on a smaller scale than the original data (Field et
al. 2010), our bootstrap procedure uses (non-robust) maximum likelihood estima-
tors to generate bootstrap samples, and robust bootstrap predictors to estimate
the MSE. This produces bootstrap samples whose variability is similar to the
one associated with the original data, and the resulting MSE estimator therefore
has improved coverage rates. We formally prove the theoretical validity of our
bootstrap procedure, examine its empirical performance through simulations and
illustrate its use via a real data application. Our new MSE estimator is attractive
for several reasons : first, unlike existing bootstrap estimators (e.g., Sinha & Rao

2009, Jiongo et al. 2013) it does not require specific distributional assumptions
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about the error and random effects of the underlying unit-level model. It is the-
refore unaffected by misspecification biases that could arise in case of the not so
uncommon non-normality. Although, for simplicity, we use the usual normality
assumption to derive the results. Second, since our bootstrap samples mimic the
original data, the use of the same estimation procedure for robust bootstrap pre-
dictors leads to a consistent MSE estimator. Third, the proposed procedure is
easy to implement and our simulation results show that it performs satisfactorily

well in finite samples and outperforms existing ones.

The validity of our bootstrap procedure uses an approach similar to the one
used by Bickel & Friedman (1981) and Freedman (1981). Our procedure is an
extension of the Freedman (1981) methodology to the MSE estimation of robust
small area estimators in the linear mixed model framework. To our knowledge,
this is the first study that provides sufficient conditions and a rigorous proof of
the convergence of a MSE estimator of robust small area estimators. Although
our proofs and procedure are based on the Sinha & Rao (2009) robust estima-
tor, the derivation can be easily adapted to other existing robust predictors. A
Monte Carlo simulation study computes the relative biases and relative root mean
squared error rates of the proposed bootstrap MSE estimator and compares it to
several analytical and bootstrap existing alternatives, including the bootstrap
MSE estimator of Sinha & Rao (2009), the analytical pseudolinearization MSE
estimator and linearization-based MSE estimators of Chambers et al. (2014), the
bootstrap MSE of Jiongo et al. (2013) and the MSE estimator of Prasad & Rao
(1990). This comparison is provided for different robust small area point estima-

tors and various modes of data contamination.

The paper is organized as follows. Section 3.2 presents the model, notation and
reviews some existing results which are summarized in Lemma 1. In Section 3.3,
we present our proposed bootstrap procedure. Asymptotic properties and validity
of the proposed method are also discussed. The validity proof of our bootstrap
MSE proceeds in two main steps. Lemma 3 provides the requirements for the
asymptotic validity of our bootstrap procedure and our main result is given in
Theorem 3.3.2. Section 3.4 presents Monte Carlo simulation results showing that
our procedure has satisfactory finite sample properties, and its performance is
compared with the above-mentioned alternative estimators. A real data example
on county crop areas is provided in Section 3.5 to show the usefulness of our
method in practice. Concluding remarks are given in Section 3.6, followed by a

technical appendix in Section 3.6.
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3.2. PRELIMINAIRIES

This section presents the basic linear mixed model that linearly relates the
small area quantities of inferential interest to some unit level auxiliary covariates
and includes random effects associated to the areas. We then briefly discuss the
Sinha & Rao (2009) robust estimator that is used to construct our bootstrap
MSE estimation.

3.2.1. Underlying Model

Consider a population U of size N, partitioned into k domains (areas) U, . .., Uy,
of known sizes Ny, ..., Ny, respectively ; that is, U = UF_, U; such that ;N4 = 0,
i #1,and N = ¥F | N;. Let y define the variable of interest, and denote by Yij
the response value for unit j belonging to area ¢, i =1,...,k, 7=1,..., N;. The

area mean associated with U; is given by

N;
}_/;:Ni_lzyij, (Z:]_,,k}),

j=1
Let s be the sample of size n, selected from the population U according to a
given sampling plan p(s) which we assume to be ignorable so that the popula-
tion model also holds in the sample. The overall sample s can be partitioned as
5 = Ule s;, where s; = s NU;, of size n; is the sample observed for sampled area
i, n = Y%  n;. Note that n; is random unless a planned sample of fixed size is
taken in that area.
Traditional area-specific direct estimation methods (design-based or model-based)
are not suitable in the small area context because of small (or even zero) area-
specific sample sizes n;. As a result, indirect estimation methods that borrow
information across related areas through explicit models and auxiliary informa-
tion, such as census and administrative data, are used for small area estimation.
Denote by x;; = (214, ... ,xpij)T a p-dimensional deterministic vector of cova-
riate values available for unit (4,7) and by %x; = n; ' 27ty xi; the column vector
of sample means of these covariates for area 7. The corresponding vector of true
area means is given by X; = N; ' Z;V:il X;j, ¢ = 1,...,k, and is assumed to be

available as well.
The nested error unit-level model considered can be expressed as

yij:XiTj,B"i_Ui"i_eij; Z:L,k’ and jzl,...,ni, (321)

where B is an unknown p-dimensional fixed-effect regression parameter vector.

The regressor x;; is a p-dimensional vector of observed responses. The random
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effects v; are independently and identically distributed N(0,02). The error terms
e;; are assumed to be independent and identically distributed N(0,02), and in-
dependent of the v;. We denote for notation simplicity N(0,02) and N (0,c?) by
F, and F, respectively.

Model (3.2.1) can be rewritten as

where 7 is the area index, y; is an n;-dimensional vector of observed responses,
X, is a known n; x p full rank design matrix, and 1,, is a n;-vector of ones.

Denote by 0 = (,BT, 5T)T, the vector of model parameters, where § is the vector

of variance parameters § = (02,02)". The variance-covariance matrix of y; is

er-uv

given by V; = 01,,. + 0317%1; , where I,,; is the identity matrix of order n;. The

random effect component, v;, accounts for the between-area variations that are

not explained by the available auxiliary information X,.

3.2.2. Robust Estimation

For our bootstrap MSE procedure, we consider the class of robust estimators
0, that are solutions to the following estimating equation :

S(y, X, 0) = Ek: U(y;, X;,0) =0, (3.2.3)

i=1
.
where ¥(y;, X;,0) = (I’l(yi,Xi,B)T,\Ilg(yi,Xi,O)T> - W, is a p-dimensional
vector of estimating functions associated to the regression parameter B and
T
U, = (\Il;, \I/;) is a 2-dimensional vector of estimating functions associated

to the variance parameters § = (02, 02)". This class of estimators includes robust

er-uv

maximum likelihood estimators developed by Sinha & Rao (2009) for which
Uiy X, 0) = X[ ViU (r)

Vi 1r1 OV,
; g ) — K. V.
o5 ViU tr( Vi)

‘IJZZ(Yz'aXiaH) = ‘I’bT(I‘i)U;/zV;l

where [ = 1,2, r; = U;l/z(yi —X;8); Ou(r;) = (Wn(ri1), -+, Up(rin,)) " is an n,-
vector of bounded functions, U; = diag(V;) is a diagonal matrix whose elements
are the diagonal elements of the matrix V;, and K; = F {¢(r)} I, where r has
the standard normal distribution r» ~ A(0,1). An example of function v, is the

Huber-type function defined by

p(u) = min{|b|, max(—|b|,u)}, (3.2.4)
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where b is a user-chosen positive constant. In a classical robust estimation frame-
work under normality, a popular choice of the tuning constant b dictated by effi-
ciency considerations is b = 1.345. Smoother versions of these functions can also
be used as desired. Note that the case where b — oo, or, equivalently, ¥,(u) = u

corresponds to the classical (nonrobust) maximum likelihood estimation.

Newton-Raphson algorithms to solve for these robust estimators numerically
can be found in Sinha & Rao (2009). From the robustly estimated parameters,
Op = ([‘5’;, SL)T, obtained from (3.2.3), the Sinha-Rao robust empirical best linear
unbiased predictor (REBLUP) for the area mean Y;, denoted EQQ-SR, is of a plug-in
type given by

A

{/iSR = Ni_l Z Yij + (1 - niNi_l) )ZI:BR + (1 - niNi_1> /lA]Z‘R. (325)
JES;

_ 1 .

where x;. = N > jeu;/s; Tij, and the robust predictors of the random effects,

big = 0ir(dr), are obtained by solving the following Fellner (1986) system of

N AT A
estimating equations, conditionally on 8z = (Bg,05)" :

k
oYX o (yi - XiB—vil,)} = 0, (3.26)

i=1
o, 1, o (yi — XiB —vily,)} — o, (0 o) = 0, (3.2.7)
where ¢ = 1, ..., k. An alternative expression for the Sinha-Rao estimator is given
by
Y, _ -l 1\ 2T A —1\ A ? TA
Yisr = N, Z Yij + (1 —n;V; )XiCIBR + (1 —n;V; ) PiR Z fijr (yij - XijIBR
JEsi JESs;
where S
. OuR 2j=1 ijR » dijr
pirn=— 17)11 = Y —— and  fijr = =i,
OuR Zj:l QiR + oirbir Zj:l QijR
with
. Wy {6;1% (yij —x,;Br — ﬁiR)} . Wy (671:1;7711%)
ain: 1 T - and biR:T'
Oer (yij - XijIBR - Uz'R) OyRViR

N AT AT
Denote by 8z = (B, 85)" the probability limit of 8 = (B, d5)" (also usually
referred to as the robust target parameter). An expression for the prediction error,
i.e. the difference between the predictor and the true area mean, can be obtained

as follows :

(1 — niNi_l)_l <§2~5R - 1?;) = (Ric — PinXin) (BR - ,BR)

)
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—(1 — pir)vi + pir€ir — €ic
+ (Xie — ﬁiRiiR)T (Br—B), (3.2.8)

where

n; n;
X;p = Z fz‘jRXij, €ir = Z fineij and ¢, = N .
Jj=1 J=1 ¢ v jeU; /s
As it will become clearer later, the expression for the prediction error provides
a useful means to establish the convergence requirements for the validity of the
bootstrapped MSE developed in this paper. Specifically, we will show that suffi-
cient conditions to establish the convergence of our bootstrap using the Bickel &
Freedman (1981) approach is to establish the convergence of the random effects
v;, the average error of the units of the area of interest, €;z, the average error
of nonsampled units of the area of interest, €;., and the robust ML estimator of
the fixed effects B - For the latter, asymptotic properties of the whole parameter

vector O are needed. We state these properties in what follows.

3.2.3. Asymptotic Properties of the Robust Parameter Estimator

Denote by F,,[-] the expectation using Model (3.2.2). The asymptotic proper-
ties of the robust estimator 8 are based on the following assumptions, which can
be found in other related studies. These assumptions allow to rule out cases for
which the limiting distributions of the estimated parameters either degenerate or
blow-up.

k
Assumption Al. lim;_,,, — = c € [0,1]
n
Assumption A2. The covariates X; are distributed over a bounded support.

Assumption A3. The p x p matrix J; defined by

k
T1(6) = Jim 30X VU B () ()T UV
=1
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exists, is positive definite and continuous in 6 ; where I is the p x p diagonal
matrix defined by

k0 0
I, = diag (k,n,...,n) = 0 n
0 ... 0 n

Assumption A4. The 2 x 2 matrix Jo defined by

k
J2(0) = lim 31" By {Walyi, Xi, 0) 85 (vi, Xi, 0) } 1
i=1

0 n
Assumption A5. The (p+2) x (p+2) matrix G defined by G;(0)—=+G(0)

exists, is finite, positive definite and continuous in @ ; where

_ 8‘1’1(y1,X2,0) _
Zf:l Ilk1/2 Ilkl/Q 0

GL(0) = — 08
k( ) 0 i 171/28\112<yi,xi,0)171/2
i=1 12k 96 ok

and the above convergence in probability is uniform on compacts of 6.

k 0
exists, is positive definite and continuous in 6 ; where I, = diag (k,n) = ( ) .

I 0
Assumption A6. I,QIS(y,X,OR) 250, where I), = ( (l)k I ), L, Lok
2%

are defined in A3 and A4.

Assumption A7. I,;l/QS(y, X, 0R) LN Nyi2 (0, 2R),

where X = ( J1(0r) 0 )
0 J2(0R)

Assumption Al states that the ratio of the number of areas over the total
number of observations is asymptotically a constant fraction. This condition is
weaker than the one required by Field et al. (2008) to establish the validity of
the random effect bootstrap (for linear mixed models). Field et al. (2008) require
that each of the area’s sample size converges to infinity as the number of areas
increases. In contrast, in our framework, all the areas could remain small as the
number of areas increases. This condition is therefore similar to Assumption 3.2 of
Miller (1977) which is a direct application of those that Weiss (1971, 1973, 1975)
used to establish the asymptotic properties of maximum likelihood estimators in

some nonstandard cases. As pointed out by Miller (1977), such an assumption is
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reasonable and easily holds in most practical situations.

Assumptions A3 and A4 are similar to Assumptions 3.4 and 3.5 of Miller
(1977). The matrices J; and Jy defined within these assumptions determine the
asymptotic covariance matrices of the fixed and random effects estimates respec-
tively. Assumptions A3 and A4 ensure the existence and positive definiteness of
these matrices. It should be noted that if either J; or Jo does not exist or is not
positive definite, then the associated estimates do not converge to a nondegene-
rate distribution. As explained by Miller (1977), any design or set of designs that

might be used in practice would naturally satisfy these two assumptions.

Assumptions A5-A7 are equivalent to conditions A.1-A.4 of Huggins (1993).
Assumption A5 is usually checked in an ad-hoc manner. For example, the exis-
tence of bounded derivatives or the Holder or Lipschitz continuity of Gg(-) on
compacts of @ would suffice for these conditions to hold. Assumptions A6 and
AT readily follow from the law of large numbers, the central limit theorem and
the appropriate standard regularity conditions. Note that if the errors e;; and
the random effects v; belong to asymmetrical distributions, then the covariance
between the location part and the variance part of the estimation function may

not be equal to zero. Thereby, the assumptions A5-A7 may not be verified.

The above assumptions guarantee that conditions A.1-A.4 of Huggins (1993)
are satisfied. The following result is therefore a corollary of Theorem A of Huggins
(1993), and is thus given without proof.

Lemma 1. Under Assumptions A1-A7,

L,°(0r — 0z) %  N(0,GR'SrGR'), (3.2.9)
where O = (B;, 5;)T is the unique solution to (3.2.3), and O is its probability

limit.

Likewise, if we take 1,(t) =t in all of the functions given above, we obtain :
L0 —60) % N(0,G5'S0GoY), (3.2.10)

where @ = (BT,gT)T is solution to (3.2.3), and 0 is the mazimum likelihood
estimator of the true parameter vector 6.
Proof : See Theorem A of Huggins (1993)
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3.3. THE PROPOSED MSE BOOTSTRAP ESTIMATOR

This section proposes a bootstrap procedure designed for estimating the MSE
of the robust empirical best linear unbiased predictors described in the previous
section. We show that if the bootstrap samples are generated similarly to the
process that generated the original data the bootstrap procedure for the MSE
will be valid. Our bootstrap is semi-parametric and therefore avoids the possible
bias due to incorrect specification of the random effects or the error distribution
(Opsomer et al. 2008).

3.3.1. Description of the Bootstrap Method

We present the method of generating the bootstrap samples and estimating
the MSE of the robust estimators. The method is described for the Sinha-Rao
robust predictor and can be easily adapted for other predictors.The bootstrap

procedure works as follows :

Step 1 : Here we proceed in two sub steps. Firstly, we compute

1 AT
A~ N . N T I A
U= —=0;, 1=1,...0k and &,=y,—x,0— pfvl,

Vi !

where
)
l=1,....k;g=1,...,m ﬁ‘zl—\/?ﬁz‘, ﬁi:%,
and 0; is the empirical best linear unbiased predictor of the random effect, given
by
b = pili — %, B). (3.3.1)
Then we generate k random variables v}, ¢ = 1,...,k, by drawing indepen-

dently with replacement among 4; — % S°F 4 ; and generate N random variables
:jv
g — % Zle 221:1 g, L =1,...,k, g=1,...,n, respectively. The use of different

e.,i=1,...,k,j=1,...,N;, by drawing independently with replacement among

subscripts notations here is made to emphasize the fact that the randomly selec-

e

of the corresponding area and unit from the original residual é;;.
A AT AT A~

Note that the estimates @ = (8 ,0 )", where & = (62,62)", used at this step

(and in steps 2 and 3) are the nonrobust estimators of 8. The use of nonrobust

ted component of e* for which the coordinate (7, j) is assigned, e, is independent

estimators leads to generated bootstrap samples whose behavior is similar to the
original sample (e.g. same scale and variability), regardless of the original sam-

ple’s distribution.
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Step 2 : Compute the mean of the bootstrap population :
Y= 1ZX B+uf+ N~ IZeU (3.3.2)

Step 3 : Generate a bootstrap sample (X;,y7), i =1,...,k, from the model

yw—x”6+u +e., i=1,...,k j=1,...,n; (3.3.3)

57

where {ef;; i=1,...,k j=1,...,n;} is a sample of size n drawn from the
population of bootstrapped errors using the same sampling plan p(s) that was

used to draw the original sample. Equation (3.3.3) can be rewritten in the form
yi=X,B+uil, +e, i= 1k (3.3.4)

Step 4 : Robust bootstrap estimators B Ry Op, and 0/, are computed from
the bootstrap samples. The Sinha-Rao robust bootstrap estimator for small area

means, Y5y, is obtained as

A

Vi = N7V wn+ (1N ) %1 Be + (1—mNY) 0. (3.3.5)

JESsi
Step 5 : Repeat the above process a large number of times, say B times,
to obtain B bootstrap samples and compute the estimator of the mean squared

error of Yigp by
B A~ B 2
TS (f) - 5135 (720 - 729’
b=1

where Y, S(R and V;"® correspond to Expressions (3.3.5) and (3.3.2), respectively,
for the b bootstrap sample.

Although the procedure does not specify the number of bootstrap samples to
be generated, it is recommended to choose a number sufficiently large such that
further increases do not substantially affect the estimated values. The bootstrap
procedure described above has some particular advantages. It is semiparametric,
i.e. it is flexible to any distribution of the error or random effects of the underlying
unit-level model so that the generated bootstrap samples would pick up variants of
the original distribution stemming from possibly data contamination. Moreover,
as noted above, the use of nonrobust estimators in steps 1-3 allow the bootstrap
samples to preserve the scale and variability of the original data. Hence, the
proposed MSE estimator is expected to work reasonably well regardless of the
nature of the outliers i.e., whether they are in the fixed-effects, the random effects

or the error term, and should be robust to the misspecification of the random
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components of the model. As shown by the simulation results given in Section 3.4,
this presents a significant advantage over alternative bootstrap MSE procedures
(e.g. Sinha & Rao 2009, Jiongo et al. 2013).

3.3.2. Validity of the Boostrap Estimator

Denote by dy,t = 1,2, ..., the Mallows (1972) metric for probabilities in RP*2,
relative to the Euclidean norm ||.||. If 4 and v are two probabilities in RP*2 then
dy(p1,v) is the infimum of [E (|[U = V|[")]"/* over all pairs of random vectors U
and V, where U has law p and V has law v. Also, for two random variables U
and V, write d,(U, V) for the d;-distance between the distributions of U and V.
Only the cases t = 1,2, 3 or 4 are of interest in this paper.

Let F,; be the empirical distribution of 4;, i = 1,...,k, centered at their
mean, and let F,; be the empirical distribution of u;, ¢ = 1,..., k. Likewise,
let [, be the empirical distribution of é;;, ¢« = 1,...,k, 7 = 1,...,n;, centered
at their mean, and let Fi; be the empirical distribution of the e;;, ¢ = 1,...,k,
j=1,...,n; Define by ®;(F,.) the distribution of 12/2(93—93), and by @k(ﬁw)
the distribution of I,lg/ 2(9; — 05), where 9; is the robust estimate of 6 obtained
from the bootstrap sample (X;,y7), i =1,..., k.

Denote by FE.[-] the bootstrap expectation. To derive the asymptotic pro-
perties of the bootstrap estimators we use the following bootstrap analogues of
Assumptions A3 to A7 stated in Section 3.2.3, which are given conditionally on
the original sample (X;,y;), i =1,... k.

Assumption B3. The p x p matrix J7 defined by

— lim ZI IXIVOUPE A, (), () T UV XL

7
k%oo

exists, is positive definite and is a continuous function of 6.

Assumption B4. The 2 x 2 matrix J3 defined by

J5(6) = lim 21‘1 PEAWa(y;, X, 0)%] (y;,X,,0)} 1,2

k—o0

exists, is positive definite and is a continuous function of .
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Assumption B5. The (p + 2) x (p + 2) matrix G* defined by G*(0) =

limy_,o, G(0) exists, is positive definite and continuous in 6 ; where

— a‘I"l(y 7X’L70) —-1/2
s E ; | 0
1 lk a/@ 1k

L 0Ws(y*, X, 0) .
0 PO 2k1/2 2(}’83 )I2k1/2

The above convergence of G () is uniform over compacts of 6.

Gi(0) = -

Assumption B6. I;'S(y*, X, 0;) = 0
Assumption B7. I, '’S(y*, X, 0) -5 N2 (0, 35),
Ji(0r) 0

where 37, = 0 33(05)
2

With these conditions, a bootstrap version of Lemma 1 is given by the follo-

wing result.

Lemma 2. Under Assumptions A1-A2, B3-B7, and conditionally on the sample,
L/%(6), — 0r) -4 N(0, G ELGRY): (3.3.6)

Likewise, when we take 1,(t) = t, we get :
L6 —0) -5 N(0,G*51E5G 5h), (3.3.7)

To show the validity of our bootstrap, the first step is to show that the boots-
trap matrices given in the above conditions converge in probability to the original
matrices, and the distribution of the bootstrap estimators asymptotically mimics
the behavior of the original estimators in probability. These results are gathered
in Lemma 3 and Theorem 3.3.1.

Lemma 3. Let Assumptions A1-A2, B3-B7 hold. Then, for k — oo, and uni-

formly over 8,

di (Fuo, Fur) 50 and dy (F., For) 50 (3.3.8)
J1(6) = J1(6) (3.3.9)
J5(0) -2 J,(0) (3.3.10)
G*(0) & G(8) (3.3.11)

Proof. It uses the Mallows (1972) metric for ¢ = 4, and results from Bickel &
Freedman (1981). See the Appendix at Section 3.6.
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We next show that the asymptotic distribution of the robust bootstrap esti-
mator is asymptotically equivalent to the asymptotic distribution of the robust
initial estimator, conditionally on the sample.

Théoréme 3.3.1. Under Assumptions A1-A7 and B3-B7, and conditionally on
the sample,

&5 {@p(Fue), Or(Fue) ) 250 as b — oo

Proof The proof follows immediately from the above results and Lemma 8.3

Ak

of Bickel & Freedman (1981). Denote &, = Ii/Q(éR —0r) and & = I,1€/2(0R -
@R). Recall that their finite sample distribution are defined by ®(F,.) and

A

) (Fe), respectively. By Lemmas 1 and 2, their asymptotic distributions are
given by N(0, GR'ZrGg") and N (0, G*g' 5 G*g"), respectively. It then fol-
lows by Lemma 3 and the Levy’s Continuity Theorem that conditionally on the
sample,
€n — €.
It also easily follows that
B [I€al?] — tr (G''S3G:") . and By, [l€x)%] — tr (GR'SrGR)

which, by Lemma 3 and the continuous mapping theorem, implies that
B [I€RIP] = En [I1€R]%]] £ 0.
It then follows by Lemma 8.3 a) of Bickel and Freedman (1981) that
52 { @ (Fye), @x(Fue) ) 50 as k — oo.

The following theorem is the main result of this paper. It states that under
conditions given above, the proposed bootstrap MSE estimator of the Sinha & Rao
(2009) robust empirical best linear unbiased predictor is a consistent estimator
of the MSE.

Théoréeme 3.3.2. Under Assumptions A1-A7 and B3-B7,

2 — 2 A _ 2
‘E*(%R_Yi*) —Em(Yz‘SR—Yi) 250 as k— oo.

DEMONSTRATION. By Lemma 8.3 a) of Bickel and Freedman (1981), it is suffi-

cient to show that ds <1}[§R - Y, f/igR — Y;) 5 0. Denote 4 = I%,/f (BR — ,BR)

and 4y = I%Q (B;—BR>. Then, from Equation (3.2.8) above, we can write
1/~ _
(1 — niNi_l) (Y;SR — Yi) as an affine function of 4, v;, €;r, €. That is,



85

-1 _
(1 — niNi_l) <Y;SR - Y;) = A; (A, Vi, €iRr, €ic). 1t then follows from As-
sumptions Al and A2 that there exists a positive constant, M > 0 such that

1A (s 03, Eimy i) [P < M1+ || By 000 Eims @) 2]
Given that, by Theorem 3.3.1 and Condition (3.3.8) of Lemma 3 above, we must
have
do (W50 @l ) T (o i, Gis ic) ) = 0.
It then follows by Lemma 8.5 of Bickel and Freedman (1981) that

A

&y (Vion = V7' Yisn = 1) 250

3.4. MONTE CARLO SIMULATIONS

In this section we carry out Monte Carlo simulations to explore the finite
sample performance of the proposed bootstrap procedure for estimating the MSE.
For this purpose we consider four small area estimators. The empirical best linear
unbiased estimator, EBLUP, the robust estimator of Sinha & Rao (2009), SR, the
robust estimator of Chambers et al. (2014), CCST3, and the robust estimator
of Jiongo et al. (2013) based on the conditional bias concept of Beaumont et
al. (2013), CB. For each of these small area estimators, the performance of the
proposed bootstrap MSE procedure, denoted JNBOOT, is assessed and compared
with several other alternative MSE estimators. For the small area estimators
CB, we compare our results with the bootstrap MSE estimators of Sinha & Rao
(2009), denoted SRBOOT, and Jiongo et al. (2013), denoted JHDBOOT. For
the robust estimators SR and CCST3, we also compare our results with the
analytical linearization MSE and linearization-based MSE estimators developed
by Chambers et al. (2014), denoted CCT and CCST, respectively. Finally, for the
EBLUP, we compare our results with all of the above including the estimator of
Prasad and Rao (1990), denoted PR.*

3.4.1. Simulation Design

We consider the same type of contamination design as in Jiongo et al. (2013).
Outliers are generated from a mixture model (,, satisfying v;; = (1 — A;j)yoi; +
Aijy1ij, where the A;; are independently generated according to a Bernoulli dis-

tribution with parameter p = 0.1, and yo;; and yy;; are given by two mixed linear

1. Note that for the EBLUP, the bootstrap procedures SRBOOT and JHDBOOT are equi-
valent. Hence, only JHDBOOQOT is reported for this case.
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models defined by

Co:Yoi; = Boo+ Porxi; +voi +eoij, (J=1,...,Npi=1,...,k),(3.4.1)
CGiyij = Po+luzt+viten;, (=1,....,Nyi=1,...,k).(3.4.2)

We take k = 40 and Ny = ... = Ny = 50. The error terms and random effects
are assumed to be normally distributed and are given by vy; ~ N(0,02)), vi; ~
N(0,02)), eij ~ N(0,0%) and ey;; ~ N(0,0%), (k=1,...,40;5 = 1,...,50).

The values of the auxiliary variable are generated from a normal distribution
with mean E(X) = 2 and standard deviation V/2(X) = 0.35. In each area of
the population, random samples of size n; = ... = ny9 = 5 have been selected by
simple random sampling without replacement. Three contamination scenarios are
considered and Table 3.1 provides a description of each scenario. Scenario (0,0, 0)
corresponds to the absence of contamination, while scenario (e, v,0) corresponds
to having both the random errors and the area random effects contaminated.
Finally, scenario (e,v,b) corresponds to the situation where the contamination
comes from the random effects, the random errors and the fixed effects. These
scenarios are similar to those given in Sinha & Rao (2009), but an additional
scenario has been added here to allow for B, = (oo, fo1) to be different from
B, = (P10, f11). For the parameters given in Table 3.1, the correlation between
the units in a given area is equal to pyp = 0.5 in the absence of contamination,
where py satisfies the relation 0%, = poo%,/(1 — po). Figure 3.1 provides a picture

of the simulated data for various modes of contamination.

TABLE 3.1. Description of the contamination scenarios.

The populations are generated according to yi; = (1 — Aij)yoij + Aijyiij,
A;j ~ Bernoulli(0.1), using the unit-level models (5.4.1) and (3.4.2), assuming
normality for the random effects and error terms in (y and (1. Under the scenario
(0,0,0), the correlation between the units of the same domain equals 0.5.

Sources of the contamination

Scenarios | Variances of Variances of Intercepts and slopes
error terms random effects

(0,0,0) [ (0%,02) =(6,6)  (0p9,001) = (6,6)  By= By = (100,3)"
(e,v,0) (02, 021) = (6,150) (050, 051) = (6,150) By = By = (100,3)7
(evv7b) ( 00,0 el) (6 150) (012}0,0'1)1) - (67 150) BO - (100,3)T7:31 — (1507 1)T

For each scenario, we generate T = 500 populations and B = 200 boots-
trap replications. The tuning constant for the small area estimators CB is set
as defined in Beaumont el al. (2013) which leads to a robust predictor given by

Yice = Yiesrup — (Bmm + Bm‘”/’) , Where Bmm and Bm” are the minimum
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FiGURE 3.1. Scatter plots of the populations generated from the
mixture model (3.4.1) and (3.4.2). The model parameters are given

in Table 3.1
(@) (0,0,0) (b) (e,v,0) () (e,v,b)
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and the maximum of the robust estimator of the conditional bias respectively.
See Jiongo el al. (2013) for the details on the estimation of the conditional bias.
The tuning constant of the robust predictor CCST3 is set at b = 3 as in the si-
mulation experiments of Chambers et al. (2014). Although the robust estimation
of the small area means is not the subject of this paper, we present the results
of the relative absolute bias and root relative mean squared errors (RRMSE) of

each of the small area estimators considered, for completeness.

Let Y; denotes an arbitrary estimator of the small area mean Y;. Then the

absolute relative bias for the area mean Y; associated to Y; is given by

>

(RO Y(t)
71 Z Sl
= Y(t)

7

ARB(Y;) = 100 x L (i=1,...k), (3.4.3)

and the root relative mean squared error is given by

R A7 R ON
RRMSE(Y;) = 100 x | T-1) “—a | (=1..k.
=1 Y,
For the estimation of the MSE, we also compute the empirical values of the
relative bias (RB) and the root relative mean squared error. Denote by MSE(Y;)
the estimator of the mean squared error of Y;. The relative bias associate to
MSE(Y;) is given by

—

MSE(Y;)® — MSE(Y)
MSEY))

RB (MSE(E)) —100x T Y
t=1
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and the root relative mean squared error of RTS\E(YQ) is calculated as

=1

T (MS\E(}A/Z-)@)MSE({/Z»)>2 ’ 0

RRMSE (@(SE)) = 100x | T .
MSE(Y)

t=1
Section 3.4.2 presents simulation results based on all the domains. We use boxplots
and measures of central tendency such as the median of all the areas. Simulation
results are obtained under scenarios (0,0,0), (e,v,0) and (e,v,b) described in
Table 3.1.

3.4.2. Simulation Results
TABLE 3.2. Monte Carlo absolute relative biases (%) and relative

root mean squared error (%) for the predictors of the small area
means (at the median over areas).

Scenario Absolute relative bias Root relative mean squared error
EBLUP CB SR CCST3 EBLUP CB SR CCST3
(0,0,0) ]0.03 0.03 0.04 0.04 0.96 098 0.97 1.06
(e,v,0) |0.06 0.06 0.05  0.06 1.75 1.57 147 1.84
(e,v,b) |0.10 0.18 3.13  2.37 293 273 386 4.41

The results reported in Table 3.2 present the percent Monte Carlo absolute re-
lative biases (ARB %) and the percent relative root mean squared error (RRMSE
%) for the EBLUP and the robust predictors of the small area means, where the
computation is given for the median of all the areas. The results show that the
estimator CB proposed by Jiongo et al. (2013) perform well with the given value
of the tuning constant regardless of the mode of contamination. That is, whether
the contamination occurs at the errors level, the random effect level or the fixed
effects level. On the other hand, the biases of the Sinha & Rao (2009) and the
Chambers et al. (2014) predictors are quite similar for the case (e,v,0), while the
former tend to yield smaller mean squared error than the latter. For the case
(e,v,b), the Chambers et al. (2014) predictor has less bias than the Sinha & Rao
(2009), but is more variable.

The results reported in Table 3.3 present the percent Monte Carlo relative
biases (RB %) and the percent root relative mean squared error (RRMSE %)
of the mean squared error estimator of the predictors of the small area means,
obtained at the median of the areas. In the absence of outliers (scenario (0,0, 0)
in Table 3.3), only the analytical pseudolinearization MSE estimators (CCT) and
linearization-based MSE estimators (CCST) of the MSE are biased when the
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TABLE 3.3. Monte Carlo relative biases ( RB %) and root rela-
tive mean squared error (RRMSE %) for the mean squared error
estimator of the predictors of small area means (at the median of

the areas).
(0,0,0) (e,v,0) (e,v,b)

SAE MSE RB RRMSE RB RRMSE RB RRMSE
EBLUP PR 0.39 11.74 3.33 31.28 34.87  57.09
CCT -2.31 4341 49.13  195.70 238.50  549.90
CCST 0.21  44.96 53.48  221.90 243.50 587.80
JHDBOOT -1.28 15.19 -3.48  32.63 12.22  49.27
JNBOOT -1.02 15.60 -5.36  33.02 10.93  48.61
SR CCT -3.34  56.76 -23.90  48.96 -70.03  71.71
CCST -0.88  57.43 -18.10  89.58 -65.56  81.95
SRBOOT  2.77 17.67 -42.14  43.46 -91.44  91.46
JHDBOOT 1.66 15.59 41.42  62.58 -37.65  46.82
JNBOOT 0.97  15.90 -9.21  25.36 -9.33 38.36
CCST3 CCT 40.75  97.16 4.09  150.40 -46.72  122.00
CCST 42.81 104.80 7.50  175.80 -43.84  138.80
SRBOOT 1.11 18.04 -54.39  55.08 -91.55  91.57
JHDBOOT -0.25 16.61 24.51  85.56 65.38  81.61
JNBOOT -0.56 16.65 6.32 33.08 1.00 44.48
CB SRBOOT 0.74 17.19 -48.25  49.20 -82.22 82.32
JHDBOOT 0.05 15.30 9.41 50.85 40.03  70.02
JNBOOT -0.51 15.68 -3.75 28.32 3.95 41.12

Chambers et al. (2014) robust small area predictor CCST3 is used. All the other
MSE estimators are equivalent in terms of bias and display negligible biases,
regardless of the small area estimator considered. Likewise, for the MSE esti-
mators it can be noted that only analytical pseudolinearization MSE estimators
(CCT) and linearization-based MSE estimator (CCST) are unstable throughout.
In contrast, all the bootstrap estimators are stable and equivalent to each other
regardless of the small area estimator considered. For the particular case of the
empirical best linear unbiased predictor (EBLUP), the Prasad & Rao (1990) MSE

estimator (PR) is more stable than the bootstrap estimators.

Consider the case where outliers are present in the errors and the random
effects (scenario (e, v, 0) in Table 3.3). We also note that, except for the Chambers
et al. (2014) robust estimator (CCST3), the analytical pseudolinearization MSE
estimator (CCT) and linearization-based MSE estimator (CCST) of the MSE are
biased for all other small area estimators considered. In general, it can be seen
that for all the robust predictors of the small area mean under consideration, the
bootstrap MSE of Sinha & Rao (2009), SRBOOT, is negatively biased while the
bootstrap MSE of Jiongo et al. (2013), JHDBOOT, is positively biased. Moreover,
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F1GURE 3.2. Boxplots of the relative biases of the MSE estimators.
Scenario (e, v,0)
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these biases are generally higher than 20% in absolute value. In sharp contrast,
the proposed bootstrap MSE, JNBOOT, performs the best and exhibits smaller
biases, always less than 12% in absolute value. This clearly shows the striking
difference in terms of performance between our estimator and the others. As for
the variability of these MSE estimators, the proposed bootstrap is again the most
efficient. Indeed, regardless of the robust predictor considered the relative root
mean square error of the competitors CCT, CCST, SRBOOT or JHDBOOT is
generally higher than the RRMSE of the proposed bootstrap, JNBOOT. Figure
3.2 and 3.3 depict the boxplots of the relative biases and the root relative mean
squared error of the MSE estimators, respectively, which further shows graphically
the superiority of the proposed bootstrap method over existing alternatives for

all the robust small area predictors.

Finally, if we look at the case where outliers are simultaneously present in
the error terms, the random effects and the fixed effects (that is, scenario (e, v, b)
in Table 3.3), the estimators, CCT, CCST, SRBOOT or JHDBOOT, are highly

biased, regardless of the robust small area predictor considered. In contrast, the
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FiGure 3.3. Boxplots of the root relative mean squared error of
the MSE estimators. Scenario (e, v,0)
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proposed bootstrap, JNBOOT, is unbiased with relative bias as low as 1.00%
for the robust predictors CCST3 of Chambers et al. (2014), and 3.95% for the
robust predictors CB of Jiongo et al. (2013). The relative bias of the proposed
estimator is moderate (—9.21%) for SR of Sinha & Rao (2009), yet by far still
lower than that of the other predictors. This shows once again that the JNBOOT
outperforms its competitors in terms of bias. In terms of efficiency, the proposed
bootstrap also has the best performance. The relative root mean squared error
of the alternative MSE estimators are mostly at least three to four times as high
as that of the proposed MSE estimator. Even for the particular case of EBLUP
where the CCT and the CCST display extremely large biases and error rates,
the proposed JNBOOT still performs the best and is within reasonable ranges.
Unreported boxplots (available from the authors) further confirm the superiority
of the proposed bootstrap method, JNBOOT, over all the existing alternatives

considered, as in the previous scenario.
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3.5. APPLICATION : COUNTY CROP AREAS

The data used in this application are taken from Battese et al. (1988). They
estimate the acreage of corn and soybeans of k& = 12 counties (small areas) of
North-Central lowa from Lansat satellite images and observations from n = 37
segments obtained from a farms survey. The data include (a) the sample size
for each area, (b) the number of acres of corn and soybeans for each unit of the
sample (as collected in the survey), (c¢) the number of image pixels classified as
corn or soybeans for each unit in the sample, and (d) the population mean of each
area of pixels classified as corn or soybeans. For a detailed description of these
data, see Battese et al. (1988).

Battese et al. (1988) identified an outlier and deleted it from their study. Sinha
& Rao (2009) incorporated this outlier in their estimation procedure to investi-
gate the influence of this observation on the EBLUP, and also to assess the ability
of their robust method to identify and reduce the influence of this unit on the
estimation. These data are of interest to us because they provide a good example
in which the proposed bootstrap MSE estimator for outlier-robust predictors of

small area means can be applied.

The model is given by :
Yij = Po+ x1ijB1 + 205502 +vi + €5, i=1,....k and j=1,...,n;(3.5.1)

where the random effects v; are independently and identically distributed as
N(0,02); the error terms e;; are independently and identically distributed as
N(0,02); the random effects v; and the error terms e;; are independent for all
t=1,...,kand j = 1,...,n;; z1;; and xy; correspond to the number of corn
pixels and soybeans pixels, respectively ; and finally ¥;; is the number of acres of
corn. The parameters estimation results of Model (3.5.1) can be found in Sinha
& Rao (2009).

The small area population mean is given by Y; = N, ! Z;V:il y;;. Tables 3.4 and
3.5 present the bootstrap MSE estimates for the small area predictors EBLUP
and SR, respectively, based on B = 1000 bootstrap replications. The results for
the proposed bootstrap MSE, JNBOOT, and the Jiongo et al. (2013) bootstrap
estimator, JHDBOQOT, are similar for all the crop areas, regardless of the pre-
dictor used. For the (non-robust) EBLUP, the results obtained for the analytical
MSE estimators, PR, CCT and CCST, are quite different and usually higher than
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TABLE 3.4. EBLUP Predicted hectares of corn with estimated
standard errors.

Standard errors

County Sample  EBLUP PR CCT CCST JHDBOOT JNBOOT
Segments Predictor
Cerro Gordo 1 122.2 84 11.5 n.a. 7.7 7.8
Hamilton 1 123.2 84 8.8 n.a. 7.8 7.4
Worth 1 113.8 84 23.6 n.a. 7.7 8.0
Humboldt 2 115.4 8.5 8.6 8.7 7.6 7.4
Franklin 3 136.1 8.0 154 154 6.4 6.8
Pocanhontas 3 108.4 8.1 94 9.4 6.9 6.7
Winnibago 3 116.8 8.0 7.2 7.2 7.1 6.8
Wright 3 122.6 8.1 5.9 5.9 6.9 7.0
Webster 4 111.0 7.8 8.7 8.7 6.5 6.5
Hancock 5 124.4 74 6.0 6.0 6.0 6.1
Kossuth 5 113.4 7.4 10.7  10.7 6.1 5.9
Hardin 6 131.3 7.2 5.3 5.4 6.3 5.9

those of the bootstrap MSE estimators, JHDBOOT and JNBOOT. Note that it is
not possible to calculate the analytical linearization-based MSE estimator CCST
of Chambers et al. (2014) for the first three domains (Cerro Gordo, Hamilton,
and Worth) because their sample sizes are equal to n; = 1. As for the robust
predictor SR, it can be noted that the standard errors of the bootstrap of Sinha
& Rao (2009), SRBOOT are significantly higher than the proposed bootstrap,
JNBOOT, for the first three areas for which the sample sizes are equal to n; = 1.
These differences decrease when the sample size of the area increases. The stan-
dard errors of the two bootstrap procedures tend to be similar when the sample
size of the area is 4 and above. On the other hand, the analytical estimators CCT
and CCST are quite different from the bootstrap MSE estimators, but are similar
to one another except for the first three areas where the CCST estimates are not

available.

The estimation results from the methods discussed clearly display considerable
differences in values and standard errors and could lead to different inferences
about the small area means. The analytical MSE estimators give higher standard
errors compared to the standard errors produced by bootstrap MSE estimators
including the proposed bootstrap JNBOOT. Hence, it is important to compare
the accuracy of these methods in a rigorous way. Meanwhile, our results suggest
that the latter should be preferred since its theoretical validity has just been
established by our main theoretical result and it is empirically more accurate as

per the simulations outcomes obtained in Section 3.4.
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TABLE 3.5. SR Predicted hectares of corn with estimated stan-
dard errors.

Standard errors

County Sample SR Predictor CCT CCST SRBOOT JHDBOOT JNBOOT
segments
Cerro Gordo 1 123.7 6.1 n.a. 9.8 7.6 7.7
Hamilton 1 125.3 7.8 n.a. 9.6 7.7 7.3
Worth 1 110.2 19.0 n.a. 9.6 7.7 7.8
Humboldt 2 114.1 7.8 7.8 8.7 7.6 7.2
Franklin 3 140.8 10.6 10.6 7.4 6.5 6.8
Pocanhontas 3 110.8 8.3 8.3 7.5 6.9 6.7
Winnibago 3 115.2 7.1 7.1 7.4 7.2 6.8
Wright 3 122.7 6.2 6.2 7.6 6.9 6.9
Webster 4 113.5 7.5 7.4 6.9 6.5 6.4
Hancock 5 124.1 5.9 5.9 6.4 6.1 6.3
Kossuth 5 109.4 8.1 8.1 6.5 6.1 6.0
Hardin 6 136.9 5.8 5.9 6.3 6.4 6.0

3.6. CONCLUDING REMARKS

In this paper, we considered the problem of bootstrapping the mean squared
error of robust small area estimators. The underlying model is the unit-level mo-
del where error variance, random effects and fixed effects can be estimated using
existing approaches. Given that robust estimates of the variance components are
typically smaller than their nonrobust counterparts it is difficult to construct
bootstrap data on the same scale as the original data (Field et al. 2010). We
overcome this difficulty by using the nonrobust maximum likelihood estimators
for generating the bootstrap samples and apply the robust estimation technique
on this sample to obtain outlier-robust bootstrap predictors. It is from this star-

ting point that our proposed MSE estimator is built.

Existing bootstrap MSE procedures that have been proposed in this literature
are not justified theoretically, whereas we formally prove the theoretical validity
of our proposed bootstrap. This is the first time, to our knowledge, that the
asymptotic validity of a bootstrap method for MSE has been formally establi-
shed for robust small area estimation. Moreover, the semi-parametric nature of
the proposed method makes it particularly attractive, as it help to protect again
the misspecification of the errors en the random effects. Our theoretical results
are derived using an approach similar to Bickel & Freedman (1981) and Freedman
(1981) and convergence results established by Huggins (1993). The proofs of the
proposed bootstrap MSE estimator are provided for the robust estimator of Sinha

& Rao (2009), but the argument can be easily extended to accommodate other
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robust predictors.

We examined the behaviour of the proposed method through Monte Carlo si-
mulations and compared its performance with five other methods : the bootstrap
MSE estimator of Sinha & Rao (2009), the analytical pseudolinearization MSE
estimator and linearization-based MSE estimator of Chambers et al. (2014), the
bootstrap MSE of Jiongo et al. (2013) and the MSE estimator of Prasad & Rao
(1990). The results showed that for all the different robust small area estimators
and all the various modes of contamination considered, the proposed bootstrap
MSE performs the best, both in terms of bias and efficiency. An empirical appli-
cation using county crops area data from North-Central lowa farms and Landsat

satellite images illustrates the usefulness of the proposed method is practice.

Finally, we note that, although our bootstrap MSE estimator was develo-
ped under the linear mixed model, it should be possible to develop a version of
this MSE estimator under a semiparametric mixed model that allow for possi-
bly nonparametric effects in the dependency. This presents an avenue for further

research.

APPENDIX : PROOFS

This section provides the proofs of Conditions (3.3.8) - (3.3.11) stated in

Lemma 3.
Proof of Lemma 3

Proof of (3.3.8) : Using the triangular inequality and a binomial expansion,
it can be shown that
1 A4 4 PN
s (B Fu) < da (Fy F)' + da (Fu, o)
and

;d4 (Fm Fuk)4 < dy (F,, Fu)* +dy (Fuky Fuk)4 :

This implies that
A 4 A 4
di (Fy, Fu) < 8dy (Fy, Fo)" + 64dy (Fy, Fur)' + 64dy (Fu, Fur)

Notice that @; = u;+O,(k™/2), where u; = \/p; (v; + &) and & = Y7, €;;/n;. By
the stability of the family distribution of v; and e, it follows that w; is distributed
as Fj,.
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We then have dy (Fv,Fu)4 = 0, and by Lemma 8.4 of Bickel & Freedman
(1981) we also have dy (F,, Fu)" =0 as k—soc.

On the other hand, since F,; and Fuk are two empirical distributions, this im-

plies that dy (Fuk, Fuk)4 <4yF (4 - w)t = O,(k™?), so that d4 (Fv, Fuk> 50

as k—00.
Likewise, we have
N 4 4 4 N 4
di (F., Fuy) < 8dy (F., F)' + 64dy (F., Fur)* + 64dy (Fux, Fur)

where ¢;; = (1 —7))v; + e —me,i=1,....k j=1,...,n,.

Note that the sampling residuals are €;; = éij—% 21521 ZlESg €q and that the €
are independent and identically distributed with the same distribution F,.. Hence
dy (F., F.) = 0, and by lemma 8.4 of Bickel & Freedman (1981) dy (F., F)* —2-0.

Finally, notice that we can write &;; = ¢; + O,(k~'/2), which implies that
&ij — € = Op(k™/2). Tt follows that

kE n;
dy (Feky Fek)4 < 7112 > (& — ;) = 0,(k") 250 as k—o0.

i=1j=1

A Nd g
Hence, d4 (Fe, F€k> —0 as k—o0. I

Proof of (3.3.9) : Denote : X; = (1m., Xi), where X; is a n; X (p— 1) matrix

of auxiliary variables.

k
e = 2Ly PXIVEU B () W) T U VXL
=1

as = E,, {l/)g(rij)}7 ayr = Ep {¢p(ri5,)0(135,) }, for — ji # Jo.

Then, a straightforward calculation shows that

o Sk Tz
Jlk_ T 9
Jiror J1o2k
where

1
Jie = kZ{
1
k

o
k ol o? z

J = /= —£ )2 < (p; — p? — X!,

112k " [ 2 {ngzan + 02 (pi — pj)(az all)} ]
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kLK fof , o; 2 < T
Jiogr = n [k ; {O;lpz‘all + ;E(Pi —pi)(ag —an) ¢ X; X,
k
i (1
N { X/ X, - X[ X, }
= n ln
2
n;o
d p; LY
anep o2 +n;o?
J J
Taking the expression to the limit as k—o0, yields J; = 1T11 12 ,
Jio Tz
where
ol o?
Jin = ;Vﬂn + U; (v1 — 12)(ag — an),
1 k 2 -
Jig = \/_klim l Z{ 4PZ 1+ =5 (pi —P?)(C@_all)}xila
o0 =1 U
ko (gt o2 , o
Jiogn = klgfolo lC ; {a;‘p ap + U(,O - pi)(GQ - an)}Xi Xi]
L
+ lim lz{ XX, - XX, }]
k— o0 =1 n n;
with vy = limy_yo E Zi:l pi, and vy = limy_,o + P ZZ 1 pz

Using the same reasoning we can obtain the bootstrap version Ji of J; defined

* *
J* — Jin Jiie
1 J*T J* ’
112 122
A4 A2

Oc ~ O¢ /o ~
where Jj, = Ae naij, + 6—;(1/1 — o) (al — aiy),
7) v

by

1 k 6.4 ) (’)\.2 9 =
Ji, = +Vclim [Z{6Zplafl+é(ﬂi—ﬂi)(az_ail)}xi]7

k—oo | k i1 " y
* . 1 k a-g A2 % 63 N N * * < e
Jln = klggo [Ck ; {&4/%2@11 + g(ﬂi - P?)(az - an) X;rXi

k nZ 1 i T ind =~ T ~

+ lim Z* {XZ X — X, Xz} )

k—o0 o noln

and 9y = £ S8, pi, 00 = £ X8 52, a5 = B {20}ty = B {0 () }
J1 # Ja.

By Lemmas 2.1 and 8.5 of Bickel and Freedman (1981), af, and aj converge

in probability to a;; and as respectively. Lemma 1 obtained above implies that



Dy, 05) converge in probability to (02, 0% v1,15). Hence, by continuity,

v e’

Proof of (3.3.10) : The proof of (3.3.10) proceeds exactly as for (3.3.9). The
derivation is however more cumbersome because it requires to calculate fourth-

order moments. Thus after a lengthy algebraic expansion, one could write

3o — Jor1k  Ja12k
2k — )
J212k J222k

with
2 2 2
11— ai — na 1 -
Jow = — ( 77) ( S 2) (p—p2> k+ Ay,
ge \ 7 L=n U
2
where n = — _: 55 and Ay, is a bounded sequence of real numbers given by
0-6 O-fl)
1 - _ -
Ang = o2 (a4 — 4azy — dazz — 12a911 — 6anin) (ﬂ —3p* +3p° — P4)
1 9 [ = - -
+ 0_3772 {4&31 + 4&22 — 18&211 + 11&1111 — (CLQ — all) } <p2 - 2p3 + P4)
= b — o — 2an (e — an)} (5 — 1)
oI G211 a1111 ari(@g —au )y (P~ — P
(1-mn)? 2\ -
+ W (a1111 - an) p

) -
= Ap (ae,77,a4,a31,a22,a211,a1111,p, P2>,037P4> .

The numbers ay, asy, ass, asi1, ai111 are fourth-order moments defined by
ar = En {0}(rij)} as = En {05 (ri)0n(riy) } o aze = B {02 (ri )02 (rig,) }

asn = B {63 (i) 0o (rigsWo(rizs) }» - annn = o 80(rigy JWo(rigs ) (i) (g, )
where ji1 # jo, J1#Js, J1F Ja, JeFJs J2F Ja, and 3 # ja,
_ - 1
and the numbers p!, [ = 1,2, 3,4 are defined by p! = % S oph1=1,2,3,4.

Note that Ay1(+), as defined above, is a continuous function of its arguments.

Likewise,

1 /1— — 2 1- k
Joror = 4< 7]) <a11 77a2> (ﬁ_ - 2) (1 —p ) Vnk
ops n 1—mn n n
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1 n k
e {azi1 — @i + ani(ag — an)} \/; + A12k\/;7

where, as for the above derivation, Ajo; is a bounded sequence of real numbers
which depends on the fourth moments of (r;;) and the sample moments of pl,
[ =1,2,3,4. That is, Ao, = As (O’g,’f},a4,a31,a22,a211,a1111,p, p_Q,p_3,p_4), and
Aja(¢) is a continuous function of its arguments. The last component Jagor of

matrix Jo is given by

2 2
T — 14(%-%) {1_<ﬁ+1ﬁ_1p2>k} ;
oe \ 1—=nm noon)n
1 N (1L,
+ W {622 — 2ag11 + ainn — (a2 — an) } (n ;m)
1
oi(1—mn)?

where, as above, Asg, is a bounded sequence of real numbers and can be written as

k
{CL4 — 3agy — 4az + 12a911 — ayin + 2(ag — CL11)2} + Ago X o

. 2 P e - . .
Agoy = Az (Ue, 7, Q4,0a31, A22, A211, A1111, P, PQ, ,03>P4), where Alz(') is also a conti-

nuous function of its arguments. Since Assumption A1l implies that — converges
n

to a possibly zero constant ¢, and the limit of Jq; is assumed to always exist and

be finite by Assumption A4, then we must have

a11 — Nag = 0, a1 —ann + an(a2 - Gn) =0,

2
and  age — 2a911 + aji1 — (CLQ - an) =0.

It follows that Jo = limy, oo Jo = ( o oo ) . where

Jor2 222
1
Jon = o2 (a4 — 4dag) — dage — 12a911 — 6aq111) (11 — 3vo + 313 — 14)
+ e {4&31 + 4dagy — 18a911 + 1layiny — (ag — a11)2} (vg — 2u3 + vy)
L 6 2
+ oA {6az11 — 6ai111 — 2a11(az — an)} (vs — va)
(1 B 77)2 2
+ ol (Gnn an) V4,

9
= Ay (Ue,77,614,&31,%2,@211,&1111, V1, Vo, U3, V4) ,

2
Jorg = \/EA12 (067777a47a317022,a2117a1111,V17V2,V3,V4)7
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1
Ja22 5 {a4 — 3agy — 4az + 12a911 — ann + 2(az — a11)2}

4
06(1_77)
A 2

+ CcAg 0., 1), 04,031,022, G211, 1111, V1, V2, V3, V4 ) .

Likewise, the bootstrap version J; of J, is given by

* *
J: =1l * J211 J212
o = Mg o0 Jop, =

* * ’
J212 ‘]222

where
‘];11 - All (6377?7a17a§17a§2aa§117a1<1117ﬁ17ﬁ27ﬁ37ﬁ4> 5
‘];12 = \/EAIQ (637777azklvaglaa;%a;llva){llluﬁ17ﬁ27ﬁ37ﬁ4) )
1
Joon = W {GZ — 3agy — daz) + 12a3), — ajyy +2(ay — aTl)Q}

A2 A * * * * * A A A A
+ cAyp (067777a47a317a22aa2117a11117V1,V2,V37V4)

By Lemmas 2.1 and 8.5 of Bickel and Freedman (1981), af,, a3, a}, a3}, ab,,
ayyy, aji;1, converge in probability to aq1, as, a4, asy, as, asii, aijin, respec-
tively. Since, by Lemma 1 above (62,62, 0y, 09,03, 04) converges in probability
to (02,02, v1,19,13,14) it then follows by the continuous mapping theorem that
J5-253,.0

Proof of (3.3.11) : We use the same reasoning as for the proofs of (3.3.9)
and (3.3.10). A straightforward expansion of the components of G(0) allows
to see that we can express it as a sum of two components, one which is a

bounded sequence and another which depends on as, a1, ds, d;, where dy =
En {ﬁj%(ﬁj)%(ﬂj)} and dy; = B, {ﬁjﬂ%(ﬁﬁ)%(ﬁﬁ)} J1 F# Ja-
By Assumptions Al and A5 which respectively assume that — converges to

n
a possibly zero constant ¢ € [0,1] and that the limit G(0) of G,(0) always

exists and is finite, we must have as — a;;1 — ds + di1 = 0. It then follows that
Gin Gz 0 0

G(0) = , where
0 0  Gaoin Gag
0 0 Gaz Gax
dy 1 —
Gin = ;; 1 nVl;

di1— ] 1F =
Gz = %J\/E lim [kZPiXilv
i=1

o n k—00
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G = U lim 1_”c1§k: -):(ch+§kj’{ XX, - XTX}
Y = T S = L~ T b
2

1 (1—
Gonn = 4<7l> {1 =n)az + dir} va,

Te Ui

1 (1—n
Goa = U4< 7 >\/_{(1—77)a2—|—d11}(1/1—1/2)

a 1-—
Gy = Uz—i‘2[a2{2V2—3V1+(V1—V2)77}+ n(m—l/z)dn];

Giy Gl O 0
Gi; Gin 0 0

Likewise, we have G*(6) = . . , where
0 0 G3y Gop
0 0 G5y Gy
dil—1
G, = oy,
111 0_2 77 n
. di1—1 A LA
Gl = 52 T\/Ekh_{go [k;szz] )
. di o 1= 1& 215 &l ore  Frz
Giyp = 62131—{20[ P C%;piXi XH_;TL{WXi X; — X, Xi} ;
2
* 1 1 _ﬁ ANk * ~
Gy = 67;1 ( r ) {(1 =N)as + dy, } s,
* 1 1 _77 ANk * ~ ~
Gop = pY) ( P > ﬁ{(l—n)aﬁdu}(m—m),
as c R R R A 1—7 . .
Groy = 6% + pe [ag {209 — 304 + (01 — o)) _ 77(1/1 — VQ)d11‘| :

with
= B AG(r)-}5 di = B A{riin i) b diy = B {r (5 ) () b #

It follows by the continuous mapping theorem that G*(@) converges in probabi-
lity to G(0) as k—o00. [
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Chapitre 4

TRIPLE ROBUSTESSE EN PRESENCE DE
DONNEES IMPUTEES

RESUME

L’imputation est la principale méthode de traitement de la non-réponse par-
tielle dans les enquétes. Elle consiste a remplacer les valeurs manquantes par des
valeurs artificielles. L’imputation par la régression déterministe, qui inclut I'im-
putation par le ratio et 'imputation par la moyenne est souvent utilisée dans les
enquétes. Ces méthodes d’imputation peuvent étre biaisées si le modele d’imputa-
tion ou le modele de non-réponse n’est pas correctement spécifié. Des estimateurs
imputés qui possedent les propriétés de double robustesse ont alors été dévelop-
pés. Cependant, en présence des valeurs aberrantes, ces estimateurs doublement
robustes peuvent étre tres instables. En utilisant le concept de biais conditionnel
comme mesure de I'influence (Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen, 2013), nous pro-
posons une version robuste aux valeurs aberrantes. Cet estimateur qui est fondé
sur un estimateur imputé possédant les propriétés de double robustesse est donc
triplement robuste. Les résultats des études de simulation sont présentés.

Mots clés : Robustesse, Imputation, Influence, Biais conditionnel

4.1. INTRODUCTION

En présence de non-réponse, les estimateurs non ajustés pour la non-réponse
peuvent étre fortement biaisés si les répondants different des non-répondants au
regard des variables étudiées et si les taux de non-réponse sont grands. L’objectif
premier des méthodes de traitement de la non-réponse est donc de réduire le biais
de non-réponse. Dans cet article, nous considérons le probleme de la non-réponse
partielle, qui est, dans la plupart des cas, traité par imputation.

En Pabsence d’erreurs non dues a I’échantillonnage (par exemple, erreurs de

couverture, erreurs de non-réponse, etc), les statisticiens d’enquétes utilisent des
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procédures d’estimation qui sont (asymptotiquement) sans biais sous le plan.
Autrement dit, la validité de ces estimateurs ne dépend pas de la validité d’un
modele sous-jacent. En présence de non-réponse, I'usage de modele est incontour-
nable. On distingue deux types de modeles : le modele de non-réponse qui est
un ensemble d’hypotheses a propos du mécanisme (inconnu) de non-réponse et le
modele d’imputation qui est un ensemble d’hypotheses a propos de la distribution
de la variable que I'on cherche a imputer.

Dans cet article, nous considérons les procédures d’imputation doublement
robustes. Une procédure d’imputation est dite doublement robuste si 1’estima-
teur imputé résultant est asymptotiquement sans biais et consistant lorsque le
modele de non-réponse ou le modele d’imputation est correctement spécifié. Une
procédure doublement robuste conduit donc a un estimateur asymptotiquement
sans biais si 'un des deux modeles est correctement spécifié. Dans le contexte
des enquétes, les procédures doublement robustes ont été étudiées, entre autre,
par Kott (1994), Haziza & Rao (2006), Haziza & Picard (2012) et Kim & Haziza
(2014).

Bien que les procédures d’imputation offrent une certaine protection contre
la mauvaise spécification de I'un des deux modeles, les estimateurs imputés sont
sensibles a la présence d’unités influentes. Une unité influente fait partie de la
population d’intérét. Ces derniéres sont fréquentes lorsque les variables d’intérét
sont fortement asymétriques; par exemple, les variables de revenu. Les unités
influentes ont généralement un impact important sur la volatilité (variance) des
estimateurs. Le but sera donc de réduire I'influence de ces unités, ce qui menera a
des estimateurs biaisés mais stables. Dans cet article, nous proposons des estima-
teurs robustes a la présence d’unités influentes. Ces derniers ont une forme simi-
laire & I'estimateur robuste proposé par Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen (2013)
dans le cas de données completes. Les estimateurs proposés dans cet article sont
dits triplement robustes car ils présentent la propriété de double robustesse mais

ils sont également robustes a la présence d’unités influentes.

4.2. NOTATION ET CADRES DE TRAVAIL

Soit U une population finie de taille N. Nous cherchons a estimer le total dans
la population Y = >",cry v4, ou y; désigne la i-éme valeur de la variable d’intérét
y, ¢ = 1,--- , N. Un échantillon s, de taille n, est sélectionné selon un plan de
sondage p(s). Soit d; = 1/m;, le poids de sondage de 'unité i, ou ; désigne sa
probabilité d’inclusion d’ordre 1 dans I’échantillon. En I’absence de non-réponse,

un estimateur basé sur les données completes est donné par l'estimateur par
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dilatation
YV, = Y diLy, (4.2.1)
iU
ou I; est une variable indicatrice de sélection de I'unité ¢ telle que I; = 1sii € s et
I; = 0, sinon. L’estimateur (4.2.1) est sans biais sous le plan pour Y. Autrement
dit, Ep(f/ﬂ) =Y, ou E,(.) désigne l'espérance par rapport au plan de sondage
p(s).
Quand certaines des valeurs de la variable d’intérét y sont manquantes, un
estimateur de Y est I'estimateur imputé :
Vi =S diriliy + Y di(1 — ) Ly, (4.2.2)
€U iU
ou r; est une variable indicatrice de réponse de I'unité i telle que r; = 1 si 'unité
1 a répondu a la variable y et r; = 0, sinon, et y; désigne la valeur imputée pour
remplacer la valeur manquante y;. On note également s, et s, les ensembles de

répondants et de non-répondants respectivement.

4.2.1. Les modeles en présence

Nous présentons maintenant le modele de non-réponse ainsi que le modele
d’imputation a I’aide desquels nous construirons les valeurs imputées et étudierons
les propriétés de l'estimateur (4.2.2).

D’une part, nous supposons que les unités répondent indépendamment les unes
des autres et que la probabilité de réponse p;, de I'unité ¢ peut étre modélisée au

moyen d'un modele paramétrique
pi = Prob(r; = 1) = p(z;, o), (4.2.3)

ol ay est un vecteur de parametres inconnus et z est un vecteur de variables
auxiliaires disponibles pour toutes les unités échantillonnées (répondants et non-
répondants). Le modele (4.2.3) est appelé modéle de non-réponse. Un cas parti-
culier de (4.2.3) est le modele logistique

_exp (z, )
C 1+exp(zlag)’

i

D’autre part, nous supposons que la variable d’intérét obéit au modele sui-

vant :

yi =m(z;,By) +€, i=1,...,N, (4.2.4)
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ou B, est un vecteur de parametres inconnus et ¢;, ¢« = 1,..., N, sont des variables

aléatoires indépendantes satisfaisant

E..(e;) =0, Em(ez) = o’¢;, E,(e€j) =0 i# 7,

7

et E,,(.) désigne I'espérance par rapport au modele (4.2.4) et ¢; = y(z;). La fonc-
tion (.) est supposée connue. Le modele (4.2.4) est appelé modéle d’imputation.

Dans cet article, nous considérons le cas de I'imputation par la régression
déterministe doublement robuste pour laquelle la valeur imputée y; est donnée

par

yi =m(z;, B,) @€ spm, (4.2.5)
ou BT est obtenu comme solution de I’équation estimante
U, (B,6) = N' S dirid; (p7" = 1) ¢ {yi — m (2, )} h(zi, B) = 0. (4.2.6)
icU
Dans I’équation précédente, p; = p(z;, &) désigne la probabilité de réponse estimée
pour 'unité 7 et & est un estimateur de ayy solution de ’équation estimante

S(a) = N7* > di{r; — p(z;, o)} () = 0, (4.2.7)

€S

1—p;

dln | 2
oul;(a) = ga) voir Beaumont (2005), Haziza et Rao (2006) et Kim et Kim
(2007).

4.2.2. Approches pour l’inférence

Afin d’étudier les propriétés des estimateurs imputés (par exemple, biais et
variance), nous considérons deux approches distinctes : 'approche par modele de
non-réponse (NM) et 'approche par modele d’imputation (IM). Avant de présen-
ter ces deux approches, il convient de décrire les trois sources d’aléa sous-jacentes :
(i) le modele d’imputation qui génére le vecteur y = (yy,...,yn)"; (ii) le plan de
sondage qui géneére le vecteur I = (I, ..., Iy)" et (iii) le mécanisme de non-réponse
qui génére le vecteur r = (rq,...,7y)".

Dans le cas de 'approche NM, I'inférence est menée par rapport a la distribu-
tion conjointe du plan de sondage et du modele de non-réponse (4.2.3). Notons,
que le vecteur y est traité comme fixe. Cette approche a été étudiée, entre autre,
par Rao (1996), Shao & Steel (1999), Beaumont (2005), Kim & Park (2006),
Haziza & Rao (2006) et Haziza (2009).

Dans le cas de 'approche IM, l'inférence est menée par rapport a la distri-
bution conjointe du plan de sondage et du modele d’imputation (4.2.4). Notons

qu’il n’est pas nécessaire de postuler un modele de non-réponse explicite (comme,
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par exemple, le modele (4.2.3)). Cependant, on suppose que le mécanisme de

non-réponse est ignorable. Autrement dit, on supposera que
En (yi | 2,75 = 1) = B (yi | 2s,7 = 0)..

L’approche IM a été étudiée, entre autre, par Sarndal (1992), Shao & Steel
(1999), Brick, Kalton & Kim (2004) et Haziza (2009).

4.2.3. Décomposition de l’erreur totale et biais de non-réponse

L’erreur totale de Y7, Y7 — Y, peut-étre décomposée comme suit :
Vi—Y =(Ye-Y)+ (V1 - Ya). (4.2.8)

Le terme Y, — Y en (4.2.8) désigne Derreur due & D’échantillonnage alors que le
terme Y; — Y, désigne l'erreur due a la non-réponse.
Dans le cas de 'approche NM, le biais de I'estimateur imputé V7 est défini

selon
Biais (Y1) = E,E, (Y1 = Y|I) = E,B, (Y1]T),

ou B, (}A/I\I) = (}Afl — }A/W|I> désigne le biais conditionnel de non-réponse sous
I'approche NM et E,(.) désigne I'espérance par rapport au modele de non-réponse
(4.2.3). Lorsque E, B, (SA/I|I) = 0, on dira que l'estimateur imputé Y7 est sans biais
par rapport a pq.

Dans le cas de 'approche IM, le biais de l’estimateur imputé V7 est défini

selon
Biais (Y1) = Eppg (Y1 = Y) = Epgm (Y1 = Y|Lx) = Epy By, (Vi x)

ou B,, (YI|I, r) =F, (}A/I — ?;T|I, r) désigne le biais conditionnel de non-réponse
sous ’approche IM. Lorsque E,,B,, (}A/I\I, r) = 0, on dira que 'estimateur imputé
V7 est sans biais par rapport a mpq.

Sous certaines conditions de régularité, on peut montrer que 'estimateur im-
puté Y7 donné par (4.2.2) obtenu au moyen des valeurs imputées (4.2.5), est
asymptotiquement sans biais et consistant pour Y si le modele de non-réponse
(4.2.3) est correctement spécifié et/ou le modele d’imputation (4.2.4) est correc-
tement spécifi¢ ; voir Haziza et Rao (2006) et Kim et Rao (2011). Autrement dit,
I'estimateur Y7 est doublement robuste. Bien qu’il possede la propriété de double
robustesse, ce dernier est sensible a la présence de valeurs influentes. Il s’agira
donc de rendre robuste Y7, ce qui nous amene a discuter du concept d’influence

d’une unité.
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4.3. RESULTATS THEORIQUES PRELIMINAIRES

Avant d’introduire le concept d’influence, nous présentons des résultats théo-

riques préliminaires qui nous seront utiles dans la suite.
4.3.1. Approche du modéle de non-réponse (NM)

Le théoreme 4.3.1 fournit une approximation de ’erreur due a la non-réponse

sous 'approche NM.
Théoreme 4.3.1. Sous les conditions de réqularité données a l'annexe A.1, on
a:

€8

+ Z dil/i(ri - pi) + Op(Nnil/z), (431)

1€S

ou l'ordre de grandeur est par rapport a la distribution conjointe du modeéle de
non-réponse et du plan d’échantillonnage et ou By, est solution de [’équation

estimante

Upg (B evo) = Epg {U, (B o)} =0

et les facteurs d’ajustement g;(p) et v; sont respectivement donnés par (A.1) et

(A.2) en anneze.
DEMONSTRATION. Voir 'appendice pour la preuve. ]

4.3.2. Approche du modele d’imputation (IM)

Le théoréme 4.3.2 fournit une approximation de I'erreur due a la non-réponse
sous 'approche IM.
Théoreme 4.3.2. Sous les conditions de régularité suffisantes similaires a celles
du théoréeme 4.3.1 , on a :
Vi = Ve =3 di {rigi(r) = 1} {ui = m (2, Bo)} + 0,(Nn™"2),  (43.2)
€S
ot l'ordre de grandeur est par rapport a la distribution conjointe du modeéle d’im-
putation et du plan d’échantillonnage et ot le facteur d’ajustement g;(r) est donné

en annexe.

DEMONSTRATION. La preuve n’est pas donnée, car elle est similaire a celle du

théoreme 4.3.1. Voir 'appendice pour la preuve du théoreme 4.3.1. U
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4.4. INFLUENCE D’UNE UNITE : UTILISATION DU BIAIS CONDI-
TIONNEL

En I’absence de non-réponse, Moreno-Rebollo, Munoz-Reyes & Munoz-Pichardo
(1999) ont proposé le biais conditionnel d’une unité comme mesure d’influence;
voir aussi Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen (2013). Le biais conditionnel de I'unité

échantillonnée 7 par rapport a ’estimateur par dilatation Y, est défini par :

Bi(I;=1) = E,(Y,-Y|=1)

Tiq — T,
= (di — 1)y + Z <H> Yj

jeu Ty
J#i
_ Tij — T
= 23 . Yj-
JjEU ity

Le biais conditionnel B (I; = 1) est une mesure de l'influence de I'unité i. Plus
une unité a une grande influence, plus elle a un impact important sur la volatilité
(variance) d’un estimateur. Notons que B (I; = 1) = 0 lorsque 7; = 1. Autrement
dit, une unité sélectionnée avec probabilité 1 n’a aucune influence sur la volatilité
de V. De plus, notons qu’'une unité non-échantillonnée peut également avoir une
grande influence. Le biais conditionnel de I'unité non-échantillonnée ¢ par rapport
a l'estimateur par dilatation Y, est défini par :
1

Cdi—1

Cependant, a I’étape de I'estimation, seule 'influence des unités échantillonnées

Br(I;=0)=E,(Y, - Y|I, =0) =

peut étre réduite et rien ne peut étre fait pour les unités non-échantillonnées.

Dans le cas du plan de Poisson, du plan stratifié¢ aléatoire simple sans remise et
des plans a grande entropie, Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen (2013) ont montré
que lerreur due a l’échantillonnage peut s’écrire (exactement ou approximative-
ment) comme suit :

V=Y =N"Br(Ii=1)+ Y Br(l;=0).
i€s i€U/s

Autrement dit, le biais conditionnel d’une unité peut s’interpréter comme la
contribution d’une unité a I'erreur due a ’échantillonnage.

Dans les prochaines sous-sections, nous définissons deux mesures d’influence
par rapport a l'estimateur imputé V7 : 'une sous I’approche NM et l'autre sous

I’approche IM.
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4.4.1. Biais conditionnel d’une unité sous ’approche NM

Dans cette section, nous définissons l'influence d’une unité répondante sous
I’approche NM par rapport a I'estimateur imputé Y; obtenu au moyen des valeurs

imputées (4.2.5). Le biais conditionnel de 1'unité répondante i est défini par :

Bl (Ii=1,mi=1)=Ey (Y1 - Y

Li=1r=1). (4.4.1)

I1 découle de la décomposition (4.2.8) que le biais conditionnel de I'unité répon-

dante i, donné par (4.4.1), peut s’écrire comme suit :

BlL(Ii=1ri=1)=E, (Y, - Y

Li=1)+ By (Y1 = Yy

Li=17=1).(442)

Le premier terme a droite de I’égalité (4.4.2) représente la contribution (ou I'im-
pact) de I'unité i a Uerreur due a I’échantillonnage v, — Y, alors que le deuxieme
terme représente la contribution de I'unité répondante ¢ a I'erreur due a la non-
réponse v — }A/ﬁ, sous 'approche NM. Le biais conditionnel (4.4.2) peut donc s’in-
terpréter comme la contribution de I'unité répondante ¢ a I’erreur totale, Y-,
sous l'approche NM. En ignorant les termes d’ordre inférieur, il découle de (4.3.1)

que le biais conditionnel en (4.4.2) peut étre approximé par

T4

+di(1 = pi) [vi + 9:(p) {yi — m (2, Brp)}] - (4.4.3)

L’unité 7 a une grande contribution & l'erreur due a la non-réponse lorsque (i)

son poids de sondage est grand et/ou (ii) sa probabilité de réponse est petite
et/ou (iii) le facteur g;(p) est grand et/ou (iv) son résidu y; — m (ziT,Bﬂp> est
grand. Lorsque p; = 1, notons que le deuxieme terme a droite de 1’égalité en
(4.4.3) est égal a 0. Dans ce cas, I'unité ¢ n’a aucune influence sur Uerreur due a

la non-réponse.

4.4.2. Biais conditionnel d’une unité sous ’approche IM

Dans cette section, nous définissons l'influence d’une unité répondante sous
I’approche IM par rapport a ’estimateur imputé Y; obtenu au moyen des valeurs

imputées (4.2.5). Le biais conditionnel de 1'unité répondante i est défini par :

yi I, = 1,7, = 1) . (4.4.4)

I1 découle de la décomposition (4.2.8) que le biais conditionnel de 'unité répon-

dante i, donné par (4.4.4), peut s’écrire comme

Bwlv—%' (%‘Jz‘ =Lr= 1) = EmEp (ﬁr -Y

yi, I; = 1)
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+ BBy En (Y = Y

Le premier terme a droite de I’égalité (4.4.5) représente la contribution (ou I'im-
pact) de 'unité ¢ a I'erreur due a 1’échantillonnage, Y, — Y, alors que le deuxieme
terme représente la contribution de 1'unité répondante ¢ a I'erreur due a la non-
réponse, V; — Y, sous I’approche IM. Encore une fois, le biais conditionnel peut
donc s’interpréter comme la contribution de I'unité répondante ¢ a ’erreur totale,
Y, — Y, sous I'approche IM. En ignorant les termes d’ordre inférieur, il découle de

(4.3.2) que le biais conditionnel en (4.4.5) peut étre approximé par

+ By [di {rigi(r) — 1} {y: — m (2, By)}

L’unité i a une grande contribution a l'erreur due a la non-réponse lorsque (i)

ri=1]. (4.46)

son poids de sondage est grand et/ou (ii) le facteur g;(r) est grand et/ou (iii) son

résidu y; — m (z;, B,) est grand.

4.5. ESTIMATEUR IMPUTE ROBUSTE A LA PRESENCE DE VALEURS
INFLUENTES

En Dlabsence de non-réponse, Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen (2013) ont
proposé une version robuste de 'estimateur par dilatation :
Vi = Yo=Y Br(hi=1)+> ¢ {B[ (L =1)}, (4.5.1)
i€s €S
ol BF(I; = 1) est un estimateur de BT(I; = 1) obtenu en remplacant les para-
metres inconnus par des estimateurs robustes et 9. (.) est une fonction dont le role
est de réduire l'influence des unités qui ont une grande influence. Une fonction

Y. (.) populaire est la fonction de Huber donnée par :

c ift>c
e (t) = t if |t <ec
—c ift< —c

ou ¢ est une constante a déterminer. Nous faisons les remarques suivantes : (i)
I’estimateur }A/WR est consistant au sens de Cochran. Autrement dit, lorsque s = U,
ona Y =Y. (ii) Lorsque ¢ — 0o, I'estimateur robuste Y2 tend vers estimateur
non-robuste Y;. (iii) Dans le cas stratifié aléatoire simple sans remise, f/ﬁR coincide

(& un facteur pres) avec l'estimateur de Kokic et Bell (1994).
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4.5.1. Estimateur triplement robuste sous approche NM

Suivant Beaumont, Haziza & Ruiz-Gazen (2013), une version robuste de ¥;

sous l'approche NM est donnée par
Vi = V=Y Bhli=1ri=1)+ Y v {Bi(li=1r =1}, (452)

[ISES 1ESy

ott BI(I; = 1,r; = 1) est un estimateur de BL(I; = 1,7; = 1) donné par (4.4.3)
obtenu en remplacant les parametres inconnus par des estimateurs robustes. Nous
faisons les remarques suivantes : (i) En l’absence de non-réponse, s, = s, 'esti-
mateur (4.5.2) coincide avec l'estimateur robuste (4.5.1). (ii) Lorsque ¢ — oo,

I'estimateur imputé robuste, EA/IR, tend vers l'estimateur imputé doublement ro-
buste }A/I

4.5.2. Estimateur triplement robuste sous ’approche IM

De maniére similaire, une version robuste de Y; sous I’approche IM est donnée

par :

A

Vi = V=Y Bl li=1ri=1)+ > o {u, BL(li = 1,ri = 1)}, (4.5.3)
€Sy €Sy

ott B (yi,I; = 1,7; = 1) est un estimateur de B (y;,I; = 1,r; = 1) donné

par (4.4.6) obtenu en remplagant les parametres inconnus par des estimateurs ro-

bustes. Les remarques faites a propos de 'estimateur robuste (4.5.2) s’appliquent

également a l'estimateur robuste (4.5.3).

4.6. ESTIMATION DE L'ERREUR QUADRATIQUE MOYENNE

Traditionnellement, il y a deux approches pour I'estimation de la variance
en présence des données imputées : (i) I'approche deux phases (Sarndal, 1992;
Rao 1996) et I'approche renversée (Shao & Steel 1999 ; Kim & Rao 2009). Dans
I’approche deux phases, la non-réponse est vue comme une seconde phase du
plan d’échantillonnage. Il en résulte une décomposition de la variance comme une
somme de la variance d’échantillonnage de la premiere phase et la variance due a la
non-réponse (deuxieme phase). Dans I'approche renversée la population peut étre
subdivisée en deux domaines : la population des répondants U, et la population
des non-répondants U,,. Ici, le mécanisme de réponse n’est plus aléatoire.

Nous utiliserons I'approche deux phases pour illustrer la méthode d’estimation
de Terreur quadratique moyenne (EQM) dans le cas du modele de non-réponse.
Une démarche similaire basée sur I’approche renversée permet de dériver un esti-

mateur de 'EQM dans le cas du modele d’imputation.
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L’estimateur de l'erreur quadratique moyenne proposé est fondé sur la mé-
thode de Gwet & Rivest (1992) : nous déterminerons séparément un estimateur
du carré du biais et un estimateur de la variance. L’estimateur de 'EQM sera
la somme des deux estimateurs obtenus précédemment. Outre les hypotheses du
théoreme 4.3.1, nous formulons I'hypothese suivante a propos de I'estimateur du
biais conditionnel :

Hypothese H.1

Wiégi =m Bl + O,(n~1/?).
L’hypothese H.1 est satisfaite par les estimateurs du biais conditionnel proposés
par Beaumont et al. (2013); c’est donc une hypothese réaliste. L’hypothese H.1

et le théoréme 4.3.1 conduisent a I'expression (4.6.1) suivante :

Vi = Y+ 0,(Nnt). (4.6.1)
avec
Yi=3"d [771' — T {Bqli — Y (Béi) }] : (4.6.2)
1€5
ou

n: = m(zi, Brp) + 1igi(p) {yi — m (24, Brp)} + vi(ri — pa).
L’expression (4.6.1) montre que YIR est asymptotiquement équivalent & YGR et les

biais asymptotiques vérifient :
Bpy(Y{) = By (Y[) + O(Nn™'/%),

Par ailleurs les variances V,,, (V) et V,, (V) sont asymptotiquement équivalentes,
c’est-a-dire ) ) N2
ValTF) = Vi) + 0 (2.

Dans cette these, nous ne faisons pas la preuve de cette affirmation. Nous envisa-
geons de le montrer dans nos travaux futurs en utilisant une démarche similaire
a Kim & Rao (2009). Ces équivalences asymptotiques des biais et variances im-
pliquent que les erreurs quadratiques moyennes EQM,, (?}R) et EQMpq(Y/}R) sont
également asymptotiquement équivalentes. De ce fait, nous procéderons a l’es-
timation de 'EQM du pseudo estimateur YIR et ensuite, nous obtiendrons un
estimateur de type «plug-in» pour l'erreur quadratique moyenne EQMpq(f/IR) en
remplacant dans I'expression de EQMpq(Y/IR) les valeurs de 7, B;Z- et p; par leur

estimateur respectif 7);, Bél et ;.
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4.6.1. Estimation du carré du biais

Le biais B,,(Y?) de Y7 est donné par :

By (V) = Ey [Z ri{ =By + . (By) }1

i€s
- E, (Eq [Z ri{—Bj; + ¢ (BY) }D .
1€s
Il est a noter que le biais conditionnel donné par 'expression (4.4.3) ne dépend
pas du vecteur des réponses r = (r1,...,7,) . De ce fait, le biais B,,(Y}®) de Y&
devient
Byy(Y/Y) Zpl{—B;ﬂ—l/Jc (B‘;)}
icU

Un estimateur du carré du biais est donné par :
2
Biq(YIR) — lz T {—Bgi + . (Béi) }] . (4.6.3)
i€s
Pour simplifier I’écriture, posons : A; = Bgi — Y (Bgi), A; = ééx — Y (égl) et
Ei(zi, B) = yi — m(zi, B).
L’estimateur du carré du biais (4.6.3) est biaisé. Un estimateur sans biais du

carré du biais est donné par :

B2 (Y, <Z r; Z>2 — Vi (Z wg-) : (4.6.4)

1€8 1€S

ot Vg (Sies 7:4;) est donné par (4.6.5). En effet, on a :
Vg (Z TiAi) =V {Z Eq (riA;) 3} + Ep {Z Vo (rids) 3}
€5 1€5 1€5

= Z Z T — Ty pzAzij + sz _pi>7TiA12'
ield jeu ="

Ainsi, un estimateur sans biais de V), (3;c, 7:4;) est donné par :

Vg (Z T¢A¢> > D (my — m TR AA 4 Y (L -p)ALL (4.6.5)
€S 1E€ESy JESE 1ESy

L’estimateur sans biais du carré du biais donné par (4.6.4) peut étre négatif. De

ce fait, on considérera comme Gwet et Rivest (1992) celui donné par :

B, (V) = max {0, B2V}, (4.6.6)

ott B2 (Y/R) est donné par (4.6.4).
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o= mi—mrid (4.6.7)
La variance V,,(Y?) de Y7 est alors donnée par :
) = s (gt} 5 s (00
€8 1€s
Eq 77}1 S Eq 77]]' S
= 2> (my —mm) ( ) gr )
i€l jeu i j
+ Z dzpz Vz + gz<p)Ei(Zia Bﬂ'p) - WiAi]2
ieU
i» Br 19:(P) Ei(2i, Bry) — pimiA;
_ ZZ 7y — ;) m(z p) +0igi(P) Ei(z p) — i
i€l jeu T
m (2, Brp) + p;9;(P) E;j(25, Bxp) — pjm;A;
T
+ Z dzpz Vz + gz<p)Ei(Zia Bﬂ'p) - WiAi]2 . (468)
ieU
Par la suite, un estimateur de la variance V,,(Y/) est donné par :
— Ay

R - 7rZ — i) m (2, Bry) + 1:9:(p) Ei(2;, B
G (77) = 35 (T = 7im) m 31 Bey) + rgi(p) i By

1€s JES i
(2 Bwp) +79;(P)E;(2), Brp) — rjm; A;
Ty
+Z7nz de+dzgz( ) (z’i7B7Fp) _Ai]2-
i€s

Finalement, un estimateur de la variance V,,(Y;?) est donné par :

ym (i, B.) + i (D) Eulz, B,) — rimiA,

V( ) ZZ (mij — mim;

ics jes Uryi Uy
Xm(z],ﬁ)—i-mg]( D)E;(z; B.) - rimid;
T
. ~ 12
+ 3 ri(1 = i) [dits + digi () Ei(z4, B,) — Ai
1€s

(4.6.9)

Par la suite, un estimateur de I’erreur quadratique moyenne EQ) M est donné par :

EQM,, (Y/) = By, +Vh (V7).

< P2 /
ou B, est donné par (4.6.6).

(4.6.10)
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4.7. ETUDE PAR SIMULATION

4.7.1. Description de la population et du processus utilisé

Dans cette section, les résultats en termes de biais et d’efficacité d’une étude
par simulation dont le but était de comparer les estimateurs imputés robustes et
non robustes a la présence de valeurs influentes sont présentés.

Une population de taille N = 10000 comprenant deux variables : une variable
d’intérét y et une variable auxilaire z a été générée. D’abord, la variable z a été
générée d’une loi normale de moyenne 10 et de variance 25. Etant donné z, la

variable y a été générée selon le modele de mélange
yi = (1= A)yoi + Aiyrs, i=1,..., N, (4.7.1)

ou A; est une variable dichotomique telle que A; = 1 avec probabilité A € (0,1)
et A; = 0 avec probabilité 1 — X et

Yoi = 3+z +e€y, i=1....N,
Yii = 9z;+e€y, 1=1,...,N.

Les erreurs €q; et €1; ont été générées d’une loi normale de moyenne 0 et de variance
1. La valeur de A = 0.05 a été utilisée. De la population, 7" = 10000 échantillons
ont été sélectionnés selon un plan aléatoire simple sans remise de taille n = 100.
Dans chaque échantillon tiré, une probabilité de réponse p;, a été assignée a 'unité
7 selon :
exp(25-022)
1 + exp(25-0.2z)°

pi i=1,...,N. (4.7.2)

Les parametres en (4.7.2) ont été choisis de maniére a obtenir un taux de réponse
global approximativement égal & 65%. Finalement, une variable indicatrice r; pour
I'unité ¢ a été générée aléatoirement d’une distribution de Bernoulli de parametre
pi,t=1,--- n.

Afin de construire les valeurs imputées, 3 scénarios ont été considérés :

(1) Scénario 1 : le modele de non-réponse et le modele d’imputation sont bien
spécifiés. On a d’abord obtenu p; = p(z;, &) avec z; = (1, 2;)". Les valeurs
manquantes a la variable y ont été ensuite imputées selon (4.2.5) avec
z; = (1,2;) et ¢; = 1.

(2) Scénario 2 : le modele de non-réponse est mal spécifié alors que le modele
d’imputation est bien spécifié. On a d’abord obtenu p; = p(z;, &) avec
z; = 1. Les valeurs manquantes a la variable y ont été ensuite imputées

selon (4.2.5) avec z; = (1, 2) et ¢; = 1.
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(3) Scénario 3 : le modele de non-réponse est bien spécifié alors que le modele
d’imputation est mal spécifié. On a obtenu p; = p(z;, &) avec z; = (1, z;)'.
Les valeurs manquantes a la variable y ont été ensuite imputées selon
(4.2.5) avec z; = 1 et ¢; = 1.

Pour chaque scénario, quatre estimateurs ont été calculés :

(i) Destimateur doublement robuste ¥; (non-robuste a la présence de valeurs
influentes) donné par (4.2.2) avec les valeurs imputées (4.2.5).

(ii) L'estimateur robuste Y, " donné par (4.5.3), oil la constante ¢ est celle
qui minimise son erreur quadratique moyenne estimée donnée par (4.6.10).
En fait, (4.6.10) a été calculé pour chaque valeur de ¢ = |r;B;,i € s| et la
valeur de ¢ qui minimise (4.6.10) a été retenue.

(iii) L’estimateur robuste Y;''“#9™ donné par (4.5.3), oi la constante ¢ est
celle qui minimise 'erreur quadratique moyenne Monte Carlo. En fait,
501 valeurs de ¢ allant de 0 a 25000 ont été considérées : ¢ = 50k, k =
0,1,...,500 et la valeur de ¢ qui minimise I'EQM Monte Carlo a été rete-
nue.

Il est a noter que cet estimateur est difficilement calculable en pratique

car la valeur de ¢ optimale n’est pas connue en général. Cependant, 1’esti-

> MCEQM & 5 P
mateur Y;/“P9M est un standard auquel on compare Y77 et VOB défini
ci-dessous.

(iv) L’estimateur robuste ?ICB donné par (4.5.3), ou la constante c est la
valeur du minimax de la valeur absolue du biais conditionnel de I'estima-
teur robuste, voir Beaumont et al. (2013); Cet estimateur robuste s’écrit
VOB =y, — +(Buin + Binaz), voir Beaumont et al. (2013).

Pour les estimateurs robustes ?[R, le biais conditionnel (4.4.6) a été estimé

selon 'approche basée sur le modele d’imputation par

ou

A N N
By, i=1,r;=1) = N_o1 (n - 1) {y; — med (y;,i € s,)}

al (9i(r) — 1) (yi - Z;ﬁ?) )

4+ —
n

-1
N N N 1—p 1 —ps
Gilr) =1+ {nZu—mzf} {nznﬁ } —
l ‘

les les

U = riyi + (1 —ry)yf, et med(-) désigne la médiane.

De méme, pour I'approche basée sur le modele de non-réponse, le biais condi-

tionnel (4.4.3) a été estimé par

N N N
I ~ .
B,(li=1r=1) = N1 (n - 1) {yi — med (§;,1 € s,)}
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+ YMap {” +4:(P) (yi N ZiTB:Ob)} ’

n

ou

-1
A N R N . 1—p;
9:(p) = 1+ {n >.(1 _pl)ZlT} {n >.(1 —pz)ZzZzT} P

les les ¢

-1
~ N ~ N ~ N 1—p A 10b
v = Zn(l_pl)le{nZ(l_pl)zlle} {_Zrl ﬁpl (yz—leﬁT )ZZZZT}
!

les l€s n les

—1
N . .
X {nzpl(l —pz)lelT} Z;,

les

~ rob
et l'estimateur ,8:0 est solution de

T
- L Yi —2; B Z;

leTle(pll—1>¢c< 1/2 ) 1/220.
ocC; ocC;

€S [ )

La constante de Huber ¢ a été fixée a 1.345.
Deux mesures Monte Carlo ont été calculées :
(i) le biais relatif Monte Carlo (en %) donné par
BR(Y)=T"" i (i) 100
= _— X ,
t=1 Y
ot Y est une notation générique pouvant désigner soit V7, soit }A/IR ou alors
Iestimateur de I'erreur quadratique moyenne eqm(f/) de EQM (}A/) donnée
par (4.6.10) ; et Y, désigne l'estimateur YV pour I'échantillon ¢, ¢t = 1,--- , T}

(i) Pefficacité relative Monte Carlo (en %), définie par

. MSE(YE
prER = MSEQT) | 4,
MSE(Yr)
ou
. T . 2
MSE(Y)=T"Y (Y, -Y)".
t=1

4.7.2. Résultats

L’évolution de 'EQM Monte Carlo en fonction de la constante de rupture
est présentée dans les figures (4.1) et (4.2) pour les modeles de non-réponse et
d’imputation respectivement. Pour le modele d’imputation, la valeur ¢ = 5000 mi-
nimise 'EQM quel que soit le scénario considéré. Pour le modele de non-réponse,
la valeur de ¢ qui minimise ’'EQM Monte Carlo est de ¢ = 4500 pour le scénario
1, ¢ = 4100 pour le scénario 2 et ¢ = 0 pour le scénario 3. Il apparait clairement

que lorsque la constante ¢ = 0o, on obtient I'estimateur doublement robuste V7.
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FIGURE 4.1. Biais absolu relatif et efficacité relative en fonction
de la constante de rupture sous 'approche du modele de non ré-
ponse.

Le tableau (4.1) présente les résultats des estimateurs ponctuels en termes
de biais et d’efficacité relative pour le modele de non-réponse. Il est clair que
Iestimateur Y7 est doublement robuste puisque son biais est négligeable pour les
3 scénarios. L’estimateur obtenu avec la constante ¢ qui minimise I'EQM estimée

A

Y79 est plus efficace que celui obtenu avec la constante ¢ égale au minimax du
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FI1GURE 4.2. Biais absolu relatif et efficacité relative en fonction
de la constante de rupture sous I'approche du modele d’imputation.

biais conditionnel de Iestimateur robuste (Beaumont et al. 2013) ; cependant, son
bias est plus élevé pour les scénario 1 et 2. L'estimateur Y% a un biais apparent,
il se situe & —4.5% pour les scénario 1 et 2, et & —2.2% pour le scénario 3. En
revanche, son efficacité relative varie de 54% a 79%, ce qui illustre sa résistance
a la présence d'unités influentes confirmant ainsi sa dénomination d’estimateur

triplement robuste. Quand a ’estimateur obtenu avec le ¢ qui minimise le 'TEQM,
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TABLE 4.1. Biais relatifs Monte Carlo (%) et efficacité relative
Monte Carlo (%) des estimateurs avec n = 100. Approche basée
sur le modele de non-réponse.

Estimateurs BR (%) ER (%)
Scénario 1
Y7 0.00 100.00
VB -2.18 93.10
yram -4.58 77.51
yMereM -3.09 68.74
Scénario 2
Y7 0.05 100.00
ver -1.85 95.92
Yy -4.47 78.54
yMeEQM -3.08 71.33
Scénario 3
Y; -0.03 100.00
yEB -2.23 90.79
Y -2.15 53.72
yMereM -2.00 48.91

TABLE 4.2. Biais relatifs Monte Carlo (%) et efficacité relative
Monte Carlo (%) des estimateurs avec n = 100. Approche basée
sur le modele d’imputation.

Estimateurs BR (%) ER (%)
Scénario 1
Y7 0.14 100.00
yer -2.54 91.26
v -4.46 115.97
yMerEQM -3.30 66.96
Scénario 2
Y7 -0.13 100.00
veB -2.49 93.98
yram -4.43 120.14
yMOEQM -3.26 69.26
Scénario 3
Vi -0.15 100.00
VB -2.51 90.41
yram -4.42 95.49
yereM -3.26 67.32

il performe mieux que tous les autres estimateurs en termes d’efficacité relative

quel que soit le scénario.



124

TABLE 4.3. Biais relatifs Monte Carlo (%) des estimateurs de
Ierreur quadratique moyenne avec n = 100. Approche basée sur le
modele d’imputation.

BR de l'estimateur de 'EQM (%)

Estimateurs | Scénario 1 Scénario 2 Scénario 3
ponctuels

Modele de Approche

non-réponse deux phases

Y7 2.5 -14.2 3.1
VB -40.5 -42.0 -55.9
v -89.7 -88.1 -96.7
yMereM -14.7 -17.8 -92.8
Modele Approche

d’imputation renversée

Y7 -5.6 -3.8 -0.2
yeB -36.0 -34.5 -36.5
v -55.9 -55.4 -62.7
yMeEQM 2.3 2.8 1.7

Le tableau (4.2) présente les résultats des estimateurs ponctuels en termes de
biais et d’efficacité relative pour le modele d’imputation. Il est également clair ici
que l'estimateur V7 est doublement robuste puisque son biais est négligeable pour
les 3 scénarios. L’estimateur obtenu avec la constante ¢ qui minimise 'EQM esti-
mée }A/qum performe moins bien que tous les autres estimateurs en termes de biais
et d’efficacité. S’agissant de I'estimateur obtenu avec la constante de robustesse
¢ qui minimise le 'EQM, il performe mieux que tous les autres estimateurs en
termes d’efficacité relative quel que soit le scénario considéré. Son biais relatif se
situe & —3.5% quel que soit le scénario et son efficacité relative se situe a 67.0%,
69.3% et 67.3% pour les scénarios 1,2 et 3 respectivement.

Le tableau (4.3) présente les résultats en terme de biais de l'estimation de
I’EQM. Le biais de 'estimateur de 'EQM pour I'estimateur triplement robuste
obtenu avec la constante qui minimise ’'EQM estimée est le plus élevé quelle que
soit 'approche pour l'inférence et le scénario considérés; Il varie de —88.1% a
—92.8% pour le modele de non-réponse, et de —55.4% a —62.7% pour le modele
d’imputation. Le biais obtenu avec la constante égale au minimax du biais condi-
tionnel de I'estimateur robuste (Beaumont et al. 2013) est également élevé quelle
que soit 'approche pour 'inférence et le scénario considéré; Il varie de —40.5%
a —55.9% pour le modele de non-réponse, et de —34.5% a —36.5% pour le mo-
déle d’imputation. A linverse, le biais est tres faible pour lestimateur de 'EQM
de l'estimateur triplement robuste obtenu avec la constante qui minimise ’'EQM

Monte Carlo dans le cas du modele d’imputation. Ce biais est modéré pour les
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scénarios 1 et 2 dans le cas du modele de non-réponse. Mais il est tres élevé dans

le cas du scénario 3.

4.8. CONCLUSION ET DISCUSSION

En ce qui concerne 'imputation, nous avons considéré le probleme de 1’élabo-
ration d’un estimateur imputé triplement robuste, c¢’est a dire qu’il soit robuste a
la présence des valeurs aberrantes et qu’il soit construit a partir d’un estimateur
imputé doublement robuste. Un estimateur imputé est dit doublement robuste
s’il est sans biais lorsque le modele d’imputation ou le modele de non-réponse
est bien spécifié. Partant de deux différentes approches pour I'inférence, a savoir
I'inférence basée sur le modele d’imputation et I'inférence basée sur le modele de
non-réponse, nous avons construit un estimateur doublement robuste avec une
démarche similaire & Haziza & Rao (2006). Par la suite, deux estimateurs tri-
plement robustes ont été élaborés en utilisant une approche similaire a celle de
Beaumont et al. (2013) basée sur le biais conditionnel. Le premier était construit
en utilisant 'approche du modele de non-réponse pour l'inférence et le deuxieme
en utlisant I’approche du modele d’imputation pour I'inférence.

Un des défis rencontrés lors de I'utilisation de I'estimateur triplement robuste
proposé était la détermination de la constante de robustesse. Les procédures exis-
tantes proposent entre autres d’utiliser le minimax de la valeur absolue du biais
conditionnel (Beaumont et al. 2013) de 'estimateur robuste ou d’utiliser celle
qui minimise l'erreur quadratique moyenne (Kokic & Bell 1994) ou un estimateur
de lerreur quadratique moyenne. En utilisant des simulations Monte Carlo, nous
avons examiné les performances de I'estimateur triplement robuste en termes de
biais et d’efficacité pour ces différents choix de la constante de robustesse. Nous
avons trouvé que l'estimateur triplement robuste qui utilise le minimax de la
valeur absolue du biais conditionnel de l'estimateur robuste a un biais modéré
mais une faible performance en terme d’efficacité. Quant a I'estimateur basé sur
la constante de robustesse qui minimise 'erreur quadratique moyenne estimée,
il est biaisé et performe bien en terme d’efficacité pour ce qui est du modele
de non-réponse mais performe mal pour le modele d’imputation. En revanche,
s’agissant de I'estimateur triplement robuste qui utilise la valeur de la constante
de robustesse qui minimise l'erreur quadratique moyenne, il a un biais modéré et
performe bien en termes d’efficacité.

Dans les agences statistiques officielles, il est courant de faire un remanie-
ment des enquétes apreés chaque recensement. C’est l'occasion de fixer certains
parametres qui seront utilisés jusqu’au prochain recensement. La valeur de la

constante de robustesse qui minimise l'erreur quadratique moyenne peut ainsi
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étre déterminée avec les données du recensement en utilisant les procédures déve-
loppées dans cette these. Cette constante de robustesse pourra étre fixée jusqu’au
prochain recensement et/ou remaniement de I'enquéte.

Finalement, nous avons proposé un estimateur de I’erreur quadratique moyenne
fondé sur le fait que le biais conditionnel pondéré par le poids de sondage est
approximativement constant. Les résultats des simulations pour le modele d’im-
putation sont encourageants lorsque la constante de robustesse utilisée est celle
qui minimise I'erreur quadratique moyenne. Mais nous notons que cet estimateur
de 'erreur quadratique moyenne est biaisé en général et le biais peut étre tres im-
portant pour certains choix de la constante de robustesse. C’est le cas notamment
lorsque I'on utilise la constante de robustesse qui minimise ’erreur quadratique
moyenne estimée ou le minimax du biais conditionnel de I’estimateur robuste. Une
alternative sera d’utiliser le bootstrap pour estimer ’erreur quadratique moyenne.

Ce probleme représente une question de recherche intéressante pour le futur.

APPENDICE

A.1. Démonstration du théoréme 4.3.1

Soit U une population finie de taille N. Soit z;,7 € U un vecteur de variables
auxiliaires de dimension k x 1 disponible pour chaque élément de la population .
On veut estimer le total Y = },5,v; pour une variable d’intérét y définie selon
le modele d’imputation (4.2.4). Soit s un échantillon de taille n obtenu selon un
plan p(s). Soit 7,7 € U 'indicateur de réponse a la variable aléatoire y; défini par
le modele paramétrique (4.2.3).

Nous énongons ci-dessous les hypotheses similaires a celles de Isaki & Fuller
(1982). Ces hypotheses sont adaptées au cadre spécifique de I'imputation.

Hypothese NM.1 Les réponses sont indépendantes

P(ri=1,r;=1) =pip;,1 # j.

Hypothese NM.2 Les probabilités de réponses sont minorées
3 A>0, Yield, \<p.

Hypothese NM.3 Le modele d’imputation est avec constante

a i)
h(z:, B) = jmffﬂm = (L4 (z:.8)) -

Hypothese NM.4 On suppose que le plan d’échantillonnage et le mécanisme
de réponse sont indépendants.

Hypothese NM.5 On suppose que le mécanisme de réponse est ignorable.
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Hypothése NM.6 On suppose que m(z;, B) et p(z;, &) sont des fonctions de
classe C? sur un ensemble compact K (deux fois dérivables et avec des dérivées
partielles continues) contenant respectivement 3, et cp comme points intérieurs.

Hypothese NM.7 On suppose que les équations
ﬂr<ﬁ, aO) - 07 et Uﬂ'p(ﬁ? aO) - qu {ﬂT(/Ba 040)} - O,

admettent chacune une unique solution notée respectivement BT (o) et By, ou
E,, désigne I'espérance par rapport a la distribution conjointe du modele de non
réponse et du plan d’échantillonnage.

Les facteurs d’ajustement g;(p) et v; donnés dans le théoreme 4.3.1 sont définis
ci-dessous :

.
g(p) =1+ {aM(Z’B’TP)

S .Y
08 }{—Hm(Bw)} N > hzi,Bry), (A1)

= { DB H (B} T (B (@) N @), (42)

9
M) = S0 phm(n. ),
T.(8) - gpl{yl— o () b8
O.0) = NS dir L s ) s ).
f1,(8.0) = W}f,f}’“)
= VS g e )y ) OB )|

A

H.,(8,a) = E, {Hr(,@)}
= N1 > (1—py) [{yz —m(zq, B)}

€U

Oh(zi, B)  Om(z;, B)
o8 0B

hT(zi,B)]

On définit les hypotheses similaires a celles de Izaki et Fuller (1982) dans un
contexte d’absence de non-réponse.
Hypothese NM.8

lim N"W(Iy —Py)Wy =G, 0< |Gyl < o0, (A.3)

N—oo
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ou

T .
Wy = (WlT, . ,WI,) , Py =diag(pi,...,pN),

T

]
w, = [yi,m(zi,ﬂ),pi,vect (g’;) {W} ,hT<zi,ﬂ>] 7

vect <g%> est le vecteur de dimension ¢ x 1 dont les éléments sont ceux de

la matrice m”éziﬂ ), et Iy est la matrice unité d’ordre N.
Hypothese NM.9
Jim nEpy {(V, = Vi) (Ve = Vi) T} = ®rumpy 0 < [y <00, (A4)
N—o0
ou

V=N d (= 1) waw,

K3
€S

Vop = N7 Z (1 _Pi) WiWiT-
€U

Hypothese NM.10 Les conditions de régularité sont suffisantes pour que

I'estimateur &, unique solution de (4.2.7) vérifie

& — ap = —I(a) 'S(ay) + 0,(n1?), (A.5)
ot () = ~ Epy { 580 .

Dans la suite, on énonce et démontre trois lemmes qui seront utiles pour la
démontration du théoreme 4.3.1. Soit 2 I'ensemble univers constitué des points
de I'espace probabilisé utilisé dans I’approche NM ; et soit £/ = E, E, 'opérateur

espérance associé.

Lemme A.1. Sous les hypothéses NM.1 a NM.9, on a

B, (@) = By = 0,(1), (A.6)

ot O, et o, dénotent les ordres de grandeurs par rapport a la distribution conjointe

du mécanisme de réponse et du plan d’échantillonnage.
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DEMONSTRATION. L’hypothése NM.9 implique que
Ijr(/Bv aU) - U?Tp(ﬂv aO) + Op(n_1/2)7 \V/B € IC (A7)

Par ailleurs, d’apres ’hypothese (NM.6 ), \ﬂr(ﬂ, o) — U, (B, ap)| est conti-

nue sur le compact K. Des lors,
sup [0, (8, ) = Ury(B. )| = O, (n”2) (A5)
Bek

Pour démontrer le lemme A.1, il suffit maintenant de montrer que toutes les
sous-suites de ,@T (ap) admettent une sous-suite qui converge presque sirement
vers B, voir Billingsley P.(1986), p. 286.

Soit B,,n une sous-suite de 3, (a). Alors U, (B, ag) est une sous-suite de
U, (B,p, o) qui converge en probabilité vers Uy, (B,,, ay) . De ce fait, [AJM (Brp, o)
admet une sous-suite, dénotée ﬂrnk (Brp, o) qui converge presque siirement vers
U, (Bap, @) . De expression (A.8), on déduit que 'on peut en extraire une sous-
suite de IAJ,«nk (B, ap) qui converge uniformément en B vers U, (8, ) presque
stirement. Pour alléger les notations, nous allons désigner cette nouvelle sous-suite
par IAJT% (B, ). ) )

Considérons maintenant la sous-suite ,Brnk de B, . Alors cette suite admet
une sous-suite qui converge presque sirement vers B.,. En effet, soit w € €,
étant donné que IC est compact, alors on peut en extraire de la suite des vecteurs

Brnk (w) € K une sous-suite Bmk (w) convergente. Notons B, (w) la limite de cette
l

sous-suite. Il résulte de la convergence uniforme presque sure de U, (B, ag) vers
l

U.,(B, ) et de la continuité de ces deux fonctions que
lli}g) Urnkl <'Br"kl ) a0> - U7rp (ﬂooa aU) ps.
En effet soit 0y 'ensemble négligeable pour lequel IAJTnk {B(w), g} ne converge
1
pas vers U, { B (w), oo}, w € €. Pour simplifier I'écriture, IAJrnk <Brnk ,ao) et
i z

U, (BOO, ao) seront notés fj’"wl et Uy, respectivement. On a :

A

— U,

< ‘Urnkl (Brnkl ’ aO) - U7Tp ('Brnkl ) Oto) ‘

T‘nkl

—i—‘Uﬂp (B”nkl , on) - U, (Boo, ao) |

< sup

Bek
Uny (B, ()0}~ Uny [ (). ) |

U, (B.a0) (@) = Uxy (B, cxo) ()

_|_
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= 0(m.”)

+‘Uﬂp {B.., @, 00} ~ Uny {Belw). 0} | (A.9)

v, U, {ﬁ (w),ao} —0 Vwe Qs

ki

donc

A

UTrp {/Boo(w>)a0} — 111}23 ﬁrnkl {Brnkl (W),ao} =0 VW S QS

Ainsi, en raison de I'hypothése NM.7 (unicité de la solution), on en déduit que

B,, = Boo presque strement. Ce qui acheve la démonstration du lemme A.1 [

Lemme A.2. Sous les hypothéses NM.1 a NM.9 et en utilisant le lemme A.1,

on a !

B,(cx) ~ By, = 0,(n"72), (A.10)

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme des acroissements finis, il existe un point

B* strictement compris entre Br(ao) et By, tel que :

-[AJT (Br? ao) — ﬂr (Bﬂp, Oto) = ItIT (B*, OL()) {Br(a0> — Bﬁp} . (All)
Comme dans le lemme A.1, les hypotheses NM.6 et NM.9 impliquent

s L8, 0) ~ (8. 0] = Oy ™). (A.12)
ex

Donc en particulier on a : H,(8%, ag) = Hy(B%, ag) + O,(n~1/?) et en tenant
compte du lemme A.1, expression (A.11) devient
~U, By, o) = Hyy (B, c0) {B, () =By} +0,(n7"2).  (A.13)

Par ailleurs, d’apres I’hypothese NM.8,

H;, (Bv O‘O) = Op(l)a V(B)

Etant donné que K est un compact, et Hy, (8, ) est continue alors Hy, (8, )

est uniformément borné en 3 :

sup ‘Hﬂp (B, ) ‘ = 0,(1).
Bek

Par la suite, on déduit que

H,, (8", a0) = 0,(1). (A.14)



131

De plus I'hypothese NM.9 implique

U, (Bry,a0) = Ug, (Bry ag) + Op(n7?) = Op(n™/%). (A.15)
En combinant les résultats (A.13), (A.14) et (A.15) on obtient :
B (ctg) = Bry = Op(n~"2).

Ce qui acheve la démonstration du lemme A.2 O

Lemme A.3. Sous les hypothéses NM.1 a NM.9 et en utilisant le lemme A.2,

on a :

BT(O‘O) — By = — {Hnp(Bry, O‘O)}il ﬂT(BTrpa o) + Op(n_l/Q)v (A.16)

DEMONSTRATION. La continuité de la fonction Hy, (8, av) et la convergence en

probabilité de B* vers B, entraine
Hﬂ'p(/@*7 aO) = HTI'p(Bﬂ'p7 aO) + Op(1)7 (A17)

En remplacant Hﬂp(,@*, o) donné par (A.17) dans 'expression (A.13) et en te-

nant compte du lemme A.2, on obtient :
~U, (Brp, ) = Hyy (Bry, o) {B,(c0) = By} +0,(n17?). (A18)

Le résultat du lemme A.3 est enfin obtenu en utilisant le fait que H, (B,, o)

est inversible et également que Hy, (B, ag) = O,(1).

DEMONSTRATION. Preuve du théoréme 4.3.1
Nous commencons par faire un développement de Taylor a l'ordre un de

m(z;, B) au voisinage de B,. Ensuite on applique le lemme A.3 pour obtenir :

m{zi,Br(ao)} = m(z;,Br,)

Om(z;, Byy) | e
{8,3} {-Hp(Brp, o)} U (Bry, )
To,(n1?). (A.19)

Notons que l'on peut écrire I'estimateur donné par (4.2.2) comme fonction de
B, et &, solutions respectives de (4.2.6) et de (4.2.7) : Y(B,,&). 11 est égale-
ment a noter que les hypothéses NM.6 et NM.7 assurent que BT = BT(d) est
une fonction de classe C' de é& (théoréme des fonctions implicites). Et par consé-

quent, m {zi, ,Br(d)} est une fonction de classe C! de é& car c’est une composée de
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fonctions de classe Ct de é&. De ce fait, en effectuant un développement de Taylor

de m {zi, Br(d)} autour du point oy, on obtient :

A

m{zi,ﬂT(d)} = m{ziaﬂr(QO)}+

om {zi73r<a0)}] : 0B, (cx) (& — )
o8 o0& ’

+ (6= ) 0, (||& = o). (A.20)

En tenant compte de 'hypothes NM.10, on obtient :

A A

m {zi, ,BT(d)} = m {Zz‘, /Br(ao)}

. om {zi, B,(cx) | Taﬁr(%)
0B Jay

+o, (n711?). (A.21)

{~1(a0)} " S(ax)

En outre, la résolution de I'équation oU, { B (), } = 0 permet d’obtenir

%é (c0) = [-H {B,(0)}] T, {B.(c)}. (A.22)

Par ailleurs, d’apres les hypotheses NM.8 et NM.9, on a :

By~ [0 ieol] . (i)

= {_Hﬂp (Bﬂp’ a0>}_1 Trp (Bﬂp: )

_i_Op(n*l/?)’ (A23)
S(aw) = Op(n™?) (A-24)

om Zi7AT (e} m (z;, B, ~1/2
{af;< o o5 Bu) | o, 017 (4.25)

En combinant (A.23), (A.24) et (A.25), alors (A.20) devient :

A

m{z (@)} = m{z B, (a0))
fom B } { T aa) | (~T(ax)) ™ S(o)

B
+ o (n’1/2> : (A.26)

A

En substituant m {zi, ,Br(ao)} par son expression donnée par (A.19), alors (A.26)

devient

m{zi.B.(6)} = m(ziBr,)

T
{anl(zaz,fﬂp)} {_Hﬂp(Bwpv aO)}_l IAJT(BWP’ ao)
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{am (g% Brp) }T {aBotp (ao)} ()}~ S(a)

+ o, (n’lm) . (A.27)

A

De méme en substituant m{zi, BT(&)} par son expression donnée par (A.27),

dans I'expression (4.2.2) on obtient :

A

Y:r = Z dl’f}]lyz + Z dl(l — ri)[im(zi, Bnp)

+ Z di(1 —r;)I; {am(zallz-}]g'ﬂp)} {—Hzp(Brp, O‘O)}_l ﬂr(Bﬂpa o)
€U

s Y a-n {am%ﬁB)} {7 aa) (-Tlaa)) ™ S(an)

+ Y di(1 = 1)L+ 0, (n71?). (A.28)
€U

Et d’apres 'hypothese NM.9,

R e D M R

€U 818 iU aﬁ
€U
ﬂr(Bﬂpa o) = Op(n_1/2)
S(ag) = O,(n~'?). (A.29)

ou l'ordre de grandeur est par rapport a la distribution conjointe du mécanisme
de réponse et du plan d’échantillonnage. En tenant compe de (A.29), on obtient

finalement :

A

Y = Zdn[yl—i—z:d ri)lim(z;, Brp)

€U ieU

¥ Z(l—p»{wz’“Bw)} {HL,(B,a0)} U, (B, )

o8
b - p) {2l {00 o)} (a0} S(an)

+ 0, (Nn_l/Q)
= Y.+ Zdi {rigi(p) = 1} {yi — m(z;, Brp)}

+ Z:OZI/Z ri — i +op(Nn 1/2)

€S
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= Y dmi+o, (Nn_l/Q) . (A.30)

€S

ou
o = m (Zz’, Bﬂp) + Tigi(p) {?Jz —m (Zz‘, Bwp)} + Vi(ri - pi)~ (A-Sl)

L’expression (A.31) est utile pour le calcul de la variance de Y. Le terme vi(ri—pi)
compte pour 'augmentation de la variance en raison du fait que les probabilités
de réponse p; sont estimées. Et le terme {r;g;(p) — 1} {y; — m (2z;, B5,)} compte

pour l'augmentation de la variance due au processus d’imputation. Il
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CONCLUSION

Dans cette these, le probléeme du traitement des valeurs aberrantes dans deux
aspects importants des enquétes a été abordé : il s’agit de 'estimation des petits
domaines et de 'imputation en présence de non-réponse partielle. La these a été
subdivisée en quatre chapitres. Le chapitre un porte sur une revue de la littérature
qui a pour objectif de définir les termes et les notions qui ont été utilisés dans
les chapitres suivants. Les chapitres deux et trois sont consacrés a l'estimation
robuste des petits domaines et font 1'objet de deux articles. Le chapitre quatre
porte sur 'imputation robuste et fait ’objet d’un troisieme article.

S’agissant de l’estimation des petits domaines, deux classes d’estimateurs ro-
bustes dans le cadre des modeles au niveau des unités ont été proposées. Etant
donné que l'estimateur robuste proposé par Sinha & Rao (2009) peut étre biaisé,
deux nouveaux estimateurs corrigés pour le biais ont été proposés. Le premier
est fondé sur les travaux de Chambers (1986) et le deuxieme sur le concept de
biais conditionnel comme mesure d’influence. Chacque terme de correction pour
le biais proposé est différent de celui de Chambers et al. (2014), et ils montrent
un impact possible des valeurs aberrantes présentes dans les autres domaines sur
le domaine d’intérét. En utilisant les arguments asymptotiques dans le cadre d'un
modele linéaire mixte, nous avons montré que l'estimateur de Sinha & Rao (2009)
peut souffrir d’un biais substantiel, alors que le biais des nouvelles méthodes peut
étre controlé au moyen d’un choix approprié de la constante de robustesse de la
fonction d’influence. Chose intéressante, les nouveaux estimateurs proposés repré-
sentent un compromis entre I’estimateur non-robuste (EBLUP) et I'estimateur de
Sinha & Rao (2009).

Une étude Monte Carlo a été effectuée, et les comparaisons ont été faites
entre les nouveaux estimateurs robustes, 'estimateur de Sinha & Rao (2009) et
I'estimateur corrigé pour le biais de Chambers et al. (2014). Sous un modele de
mélange, nous avons montré que Sinha & Rao (2009) peut avoir un biais substan-
tiel, alors que les estimateurs proposés offrent souvent une meilleur performance

en termes de biais et d’erreur quadratique moyenne. De ce fait, 'objectif principal
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qui était de proposer un estimateur robuste avec de meilleures propriétés peut
donc clairement étre considéré comme atteint. Un objectif équivalent et impor-
tant dans les applications était de fournir un estimateur performant de I'erreur
quadratique moyenne.

Ce probleme a été examiné sous l'angle des méthodes bootstrap. Il est a
noter qu'une procédure bootstrap paramétrique a été étudiée par Sinha & Rao
(2009) et que des estimateurs analytiques ont été proposés par Chambers et al.
(2014). Etant donné que la variabilité des estimateurs robustes des parametres
de variance est typiquement plus petite que celle des données originelles (Field
et al. 2010), le bootstrap de Sinha & Rao (2009) peut étre biaisé négativement.
Afin de lever cette contrainte, nous avons utilisé les estimateurs du maximum
de vraisemblance (non-robustes) pour générer les échantillons bootstrap et par la
suite nous avons appliqué les mémes techniques sur ces échantillons pour obtenir
une version bootstrap des estimateurs robustes. C’est a partir de ce point que
les estimateurs de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs robustes sont
construits.

Par ailleurs, les propriétés asymptotiques des procédures existantes d’esti-
mation de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs robustes des petits do-
maines ne sont pas établies théoriquement. Nous avons proposé une nouvelle
méthode bootstrap semi-paramétrique et nous avons montré formellement la va-
lidité théorique de cette nouvelle procédure. Nos résultats théoriques sont dérivés
en utilisant une approche similaire a celle de Bickel & Freedman (1981) et Freed-
man (1981) ainsi que les résultats asymptotiques établis par Huggins (1993). Les
preuves pour ’estimateur bootstrap de I'erreur quadratique moyenne ont été faites
pour lestimateur de Sinha & Rao (2009), et des arguments similaires peuvent fa-
cilement étre utilisés pour faire une extension a d’autres estimateurs robustes.
C’est a notre connaissance, la premiere fois que la validité théorique d’une procé-
dure bootstrap est établie pour un estimateur robuste des petits domaines. Mieux
encore, la nature semi-paramétrique de la méthode proposée la rend particulie-
rement attrayante car elle peut ainsi s’affranchir de I’hypothese de normalité qui
n’est pas souvent rencontrée en pratique.

Nous avons examiné les propriétés en termes de biais et d’erreur quadra-
tique moyenne de la nouvelle méthode a travers les simulations Monte Carlo et
ses performances ont été comparées avec cing autres méthodes : le bootstrap de
Sinha & Rao (2009), le bootstrap de Jiongo et al. (2013), I'estimateur analytique
pseudo-linéaire ainsi que l'estimateur linéaire de l'erreur quadratique moyenne
de Chambers et al. (2014), et Uestimateur de Prsad & Rao (1990). Les résultats

montrent que pour tous les différents estimateurs robustes et tous les différents
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types de contamination considérés, I'estimateur bootstrap proposé de l'erreur
quadratique moyenne a la meilleure performance en termes de biais et d’effica-
cité. Une application aux données réelles tirées de I'agriculture américaine et des
images satellitaires illustre comment le bootstrap proposé peut étre utilisé en
pratique.

Finalement, nous notons que les estimateurs robustes corrigés pour le biais
des petits domaines proposés dépendent d’un choix approprié de la constante de
robustesse. S’agissant de celui basé sur le biais conditionnel, il a été montré au
chapitre 3 (deuxiéme article) que le choix proposé par Beaumont et al. (2013),
est facile & mettre en ceuvre en pratique et donne de tres bons résultats et ce quel
que soit le mode de contamination des valeurs aberrantes. En revanche, s’agissant
de lestimateur fondé sur la décomposition de Chambers (1986), il reste a trou-
ver une maniere simple de déterminer la constante de robustesse. Cette méthode
devrait étre simple a implémenter et donner de bons résultats que les valeurs
aberrantes soient présentes dans les termes d’erreurs, les effets aléatoires ou les
effets fixes. Par ailleurs, ’estimateur bootstrap proposé se comporte bien dans le
cadre d’un modele linéaire mixte au niveau des unités. Il serait possible de dé-
velopper une version de cet estimateur bootstrap pour un modele linéaire mixte
semi-paramétrique qui stipule une forme non-paramétrique pour les variables dé-
pendantes. Ces problemes représentent des possibilités de recherche future.

S’agissant de 'imputation, une approche unifiée de trois concepts de la robus-
tesse a été proposée. Il s’agit précisément de 1’élaboration d’un estimateur imputé
ayant les caractéristiques suivantes :

— robuste a la mauvaise spécification du modele de non-réponse lorsque le

modele d’imputation est bien spécifié ;

— robuste a la mauvaise spécification du modele d’imputation lorsque le mo-

dele de non-réponse est bien spécifié ;

— robuste aux valeurs aberrantes présentes dans 1’échantillon.

La double robustesse par rapport au modele de non-réponse ou au modele d’im-
putation a été établie en utilisant une démarche similaire a Haziza & Rao (2006)
et la robuste par rapport aux valeurs aberrantes est basée sur I’approche de Beau-
mont et al. (2013). Etant donné ces trois propriétés de robustesse, l’estimateur
obtenu a été qualifié d’estimateur imputé triplement robuste.

Les résultats des simulations Monté Carlo ont montré que I'estimateur imputé
triplement robuste peut étre tres efficace si la constante de robustesse est choisie
de maniere appropriée. C’est par exemple le cas lorsque la constante de robustesse
est celle qui minimise 'erreur quadratique moyenne. En pratique, ¢’est estimateur

peut uniquement étre calculé si 'on dispose d'une base de sondage sur laquelle des
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simulations sont au préalable effectuées. C’est le cas par exemple dans les agences
officielles de statistique ou il est courant d’effectuer un remaniement apres chaque
recensement. A c¢’est occasion, certains paramétres sont fixés et utilisés jusqu’au
prochain recensement et/ou remaniement de I'enquéte.

Deux autres méthodes de détermination de la constante de robustesse ont été
proposées. La premiere utilise le minimax de la valeur absolue du biais condi-
tionnel (Beaumont et al. 2013) de l'estimateur robuste, et la deuxiéme utilise
celle qui minimise un estimateur de 'erreur quadratique moyenne. Les résultats
obtenus avec cette derniere approche sont surprenant car I’estimateur triplement
robuste performe bien dans le cas du modeéle de non-réponse et a une mauvaise
performance dans le cas du modeéle d’imputation. Ce résultat semble remettre
en question l'estimateur de l'erreur quadratique moyenne proposé. En particu-
lier ’'approximation de la variance de 'estimateur triplement robuste devrait étre
validée. En général, I'estimation de l'erreur quadratique moyenne n’est pas un
probleme facile. Une alternative a la méthode proposée est 1'utilisation du boots-
trap. Dans ce cadre, on pourrait adapter I'approche de Booth, Butler et Hall

(1994) a I'imputation en présence de non réponse partielle.
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