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SOMMAIRE

Le but de ce mémoire est d'appliquer le rationnement quantitatif
au contexte temporaire. Aprés la caractérisation du probléme de 1'optimum
temporaire au chapitre I, nous faisons de méme au chapitre II mais en in-
troduisant comme variante le rationnement quantitatif. On se rend compte
alors, que son introduction au modgle temporaire nous permet de conserver

le premier rang.



INTRODUCTION



La plupart des mod&les &conomiques 3 notre connaissance font
peu mention de 1'aspect temporel de ceux-ci. Si on interrogeait certains
de leurs auteurs, ceux-ci nous répondraient probablement que leurs modé-
les &tant définis dans le cadre d'une &conomie stationnaire supposent
donc que les phénoménes se répétent identiquement toutes les périodes en

partant d'une période de base déterminée, c'est-d-dire la premiére période.

Outre ces mod&les atemporels, il y a le mod&le intertemporel qui
est de Arrow-Debreu et qui suppose 1'existence de marchds 3 terme, No-
tons que cette derni€re facon de concevoir le monde €conomique peut s'in-
terpréter de maniére temporaire, mais alors les prévisions sont parfaites.
Finalement, il y a le modele temporaire oli les marchés 3 terme sont rem-
placés par les marchés financiers, mais ofi les anticipations ne correspon-

dent pas nécessairement i la prévision parfaite des agents économiques,

I1 y a maintenant une dizaine d'années que des €conomistes se
sont intéressés au mod&le temporaire. Ici nous pensons entre autres 3
Jean-Michel Grandmont (1976) pour 1'important apport de sa "Théorie de

1'équilibre temporaire général".

C'est & partir de 13 que se situe le sujet de ce mémoire de mai-

trise. Nous reprenons essentiellement le sujet de thése de doctorat de



Marie Allard en ce qui a trait au probléme intertemporel, au probléme tem-
poraire ainsi qu'au probléme de 1'optimum. Toutefois 1'originalité de ce
mémoire tient essentiellement au probléme temporaire du consommateur avec
rationnement, 3 1'optimum de Pareto, ainsi qu'a 1'indexation des actifs
financiers. Notons pour cette partie du mémoire, 1'apport de Benassy pour

son €tude de "L'Equilibre temporaire avec rationnement quantitatif".

Nous avons préféré introduire le rationnement comme variante &
partir du sujet principal, qu'est le mod&le temporaire, parce qu'il est
essentiel comme point de départ, Etant moins commandé par 1'ambition
d'une thése de doctorat, nous n'introduirons pas le producteur dans notre
modéle, laissant tout ce travail & Marie Allard. Notons toutefois qu'elle

ne fait pas 1l'optimum temporaire avec rationnement quantitatif.

L'intérét de ce mémoire n'est pas tant 1'étude de 1'optimum tem-
poraire que 1'€tude de 1'instrumentation qu'il suppose dans le cas du ra-
tionnement quantitatif. En conséquence, bien que cette instrumentation
puisse nous servir dans 1'étude du second rang, nous nous contenterons de

vérifier seul le premier rang.

On retrouvera en annexe de ce mémoire, par les techniques usuel-
les de statique comparative, les propriétés que nous utiliserons dans la

section du mémoire introduisant le rationnement.

Notre mémoire se présente finalement comme suit : probléme inter-

temporel et temporaire du consommateur sans rationnement ainsi que 1'optimum



au chapitre I. On laisse tomber le probléme intertemporel au chapitre 11
pour se pencher sur le probléme temporaire du consommateur avec rationne-
ment, sur les fonctions de demande temporaires avec rationnement et leurs
propriétés empiriques, et sur le probléme de 1'optimum du consommateur

avec rationnement quantitatif.



CHAPITRE 1

Le contexte temporaire de 1'économie




1.1. Le probléme intertemporel du consommateur

Le consommateur, désignons-le par 1'indice "i" (i = 1, ..., %),

vit dans un univers caractérisé par une économie de marchés. Ces marchés

concernent tous les biens et services, désignons-les parb=1, ..., B,
et toutes les dates t = 0, ..., T, On distingue par conséquent B(T+1) biens
datés, que 1'on appellera des "marchandises'". Cette interprétation est

celle proposée par Debreu, dans le chapitre II de sa théorie de la valeur.
De plus, le consommateur a accs présentement & ces marchés de biens et
services, mais la caractéristique importante de ce modéle est qu'il a éga-
lement accés dés aujourd'hui aux marchés des biens concernant les dates
futures. Autrement dit, 1'hypoth&se sous-jacente faite a propos de ce mo-
déle est que le consommateur dispose a la date t = 0 de toute 1'information
nécessaire concernant les marchés des dates t = 1, ..., T lui permettant

de planifier d&s maintenant la consommation de tous les biens et services
désirés tout au cours de sa vie. Notons que ces biens de consommation fu-

turs sont livrables au cours de sa vie tels qu'indiqués par les dates.
Représentons formellement 1'objectif de notre consommateur

Max u(xio, Xiqs vees iT)

sujet a Eé X - R i=1, ..., %

0

i~

t



oil P, est un vecteur de prix et R le revenu, tous deux actualisés i la

date 0 par le facteur d'escompte nominal, Bt' C'est-a-dire
_ _ T
P, = Bt P, et R = E B, R

Le lagrangien associé 3 ce probléme du consommateur intertem-

porel est le suivant

T T
£(xg5 A) = u(xio, e, XiT) - A[pO Xio * E B, Py Xj0 - L By Rt], i=1,
t=1 t=0
ol X, est un plan de consommation défini comme suit
X3 = (x40 > X54¢) i=1, > X

et ce plan appartient a un ensemble intertemporel de consommation défini

-~

sur un espace a B(T+1) = m dimensions, c'est-i-dire
m o —i Y
. . * X, <
{x; ex;cR | py + x, <R}

Finalement, le probléme intertemporel du consommateur peut se réécrire

comme suit

Max £(xi; A) = ut(xit’ xi;t+1’ e, XiT)
T B T B
" A E éz-p Xip 7 L EI-R
=t Pt =t "t T



Si on se place 3 la période t et en supposant que

u s XiT) z u(xio, e, XiT) , i=1, ..., %

e Xy it 10

1.2. Le probléme temporaire du consommateur

Le contexte &conomique du probléme intertemporel du consommateur
est toutefois trés peu réaliste. Nous n'avons qu'a penser a 1'hypothése
de 1'existence de marchés 3 terme pour tous les biens et services, qui im-
plique par conséquent une connaissance parfaite des prix présents et fu-
turs. Egalement, & 1'hypoth&se d'une connaissance parfaite des prix pré-
sents et futurs lorsque le modé&le intertemporel s'interpréte de fagcon tem-
poraire et que les marchés 3 terme sont remplacés par les marchés finan-

ciers,

Liquidant ces hypoth&ses, le probléme du consommateur intertenm-
porel peut s'approximer par un probléme temporaire se partageant sur trois
périodes principales par exemple. Ce qui revient 3 dire que la séparabilité
des achats dans le temps est maintenant devenue possible par 1'intermédiai-
re du marché financier. Son apparition dans le modéle, faisant le pont en-
tre les différentes périodes, se substitue maintenant aux marchés 3 terme .
Le consommateur peut donc transporter son pouvoir d'achat d'une période i

1'autre via un instrument financier.

C'est ainsi que les décisions i la date t se feront dorénavant &

partir de param@tres connus (prix et revenus présents, taux d'intérét) et 3



partir de variables anticipées (prix et revenus futurs). Concernant les
anticipations, nous retenons 1'hypoth&se des anticipations ponctuelles
exogénes. Pour plus de détails, voir Marie Allard "Séminaire de thése',

(1982).

Transformons en probléme temporaire, le probléme intertemporel

d trois périodes.
£xg3 M) = ulxgg, X500 X39) = ALpg X35 + By Py X5+ By by X5 - Ry - B Ry - B, R,
oll Bl et 82 actualisent tous deux 3 la date 0.

La contrainte peut se réécrire comme suit :

Po *i0 * By Py X5y * By Py Xp - By A B A + By A - B A =R + B R + B, R,

ce qui revient a :
Ro = P Xj0 = By Ay

1 1 P1 % 2 M9 181

By Ry - By py %, = =B, A,

ol A, est le stock d'actif financier disponible 3 la date 1 et BZ A, - 81 A

est 1'épargne.



10

Etant donné que les marchés de la date 1 ne s'ouvriront qu'a
cette date, il est possible de réarranger les contraintes de maniére i

actualiser les valeurs i leurs dates respectives. Ainsi,
PLR - Brppxg =84, - By A

By(Ry = Py X59) = By Ay - By A

ol 82 = 1/1+p1 actualise de la date 2 i la date 0 (p1 étant le taux d'in-
térét nominal prévalant du temps 1 au temps 2) et Bl actualise de 1la date
1 3 la date 0. Par conséquent 82/81 actualise de la date 2 i la date 1.

Egalement,
B2 Ry - By by x;5 = -B, A,

B, (R

i
'
™
g

2Ry = Py x.5)

Ry = P Xp) 2
Le probléme temporaire s'écrit donc :
£=ulxjpr X500 %55 = APy Xjo + By A - Ry]

- APy X5p + By/B A, - Ry AL]

~Aplpy X5 - Ay - R]



Finalement, indexant les actifs financiers et posant le probléme de fagon

plus générale

= .~_ 1 . _ 1
£t ut(xt, x) )\t[pt X, Y, Griq W' Pyl Rt a, W pt]

~

- A Ipx - o w! - k]

t+1 t+1 Peyl

Le programme du consommateur (ici on omet 1'indice "i' mais on parle de
i=1, ..., ) est la maximisation de son utilité 3 la date t fonction

d'un vecteur de bien présent, x_, et d'un vecteur de bien futur, x. 11

t’
est astreint 3 la date t 3 sa contrainte budgétaire présente et future.
La contrainte budgétaire présente partage le revenu en dépenses de consom-

mation, P, X et en achat ou vente d'actifs financiers,

£’
(Yt o v Pyl = O w' pt), que représente 1'épargne ou l'emprunt. No-
tons que Ye = Bt+1/8t = 1/1+pt est le prix unitaire de l'actif financier,
et que son solde en début de période est représenté par o w' P, L'ori-
ginalité de ce modéle réside dans la présence simultanée de 1'épargne dans
les contraintes budgétaires présentes et futures. Ainsi, transposé i la
période subséquente, le solde financier du consommateur en plus de la ri-

chesse qu'il anticipe percevoir au cours de sa vie, le guide dans la plani-

fication de ses dépenses futures,

Tant qu'a 1'indexation des actifs financiers, ¢a revient 3 consi-
dérer leurs valeurs nominales &voluant par un indice de prix ayant comme

oids le vecteur ligne, w. La relation s = w!' définit ainsi 1'unité de
P gn P

11
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compte. Pour des raisons de simplicité, nous considérons w comme un vec-

teur de poids constants, p &tant le seul vecteur pouvant varier,

1.3. Les fonctions de demande temporaires du consommateur
et leurs propriétés empiriques

De la maximisation de 1'utilité du consommateur, nous pouvons
dégager les fonctions de demande temporaires qui suivent pour le vecteur

de biens et services, X5 et 1'actif financier, at+1.

X, N

= E(Pys Py Vs R, K)
OLt+l t t t
Ces fonctions de demande & valeur vectorielle (& 1'exception de 1'actif

financier) posséde une différentielle,

0x
= ~odn oy X ~ ar
dx; = Xpp dpe *+ X3 dp + IR drg + ke R+ kg dk
da 9q oa Ja oa
_ %% t+1 ~ t+1 t+1 t+] >~
dat+1 = 5 dpt + -TE?—-d + 5y dyt R th dk
t t t
ou th = pé dxt + x! dpt + dYt Oyl W' p+ Ye dat+1 S Y, Oy w' dp
- ' - '
dat wip-oaw dpt

dat = 0 puisque la quantité de 1'actif financier est fixé en début de pé-

riode, c'est-i-dire au temps t.
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dk = p' dx + x' dp - dat+l w'p - Oy w' dp

Ces différentielles peuvent s'écrire sous la forme suivante :

- - - - F _ _
Fdxt Kee Ktyt dp, Ket Ket
= 5 ' s
o o + " dp + o [pt dxt + Y, dat+l s]
o t+1 t+1 dy t+1 t+1
Rasl _Bpt v || t] | 3p’_ | 9R, |
Ket
5 dx - o 1.3.1
+ . [p' dx da,,, sl ( )
t+1
ok
En notant que
= vo_ 1y s = wt o
Ktt Xtt + ktt(xt at w') , s w'op
th o .
K. = =—+k o« w'p
tyt Byt tt Tt+l
~ = ~ w! ~(%! - MY
Kt = % * Kep Ye O W't KX - W)
da’ Ja ! o0,
t+l _ t+{> it Y
apt apt BRt t t
c
3at+1 - aoL‘c+l + Bat+1 (o o 5)
Byt ayt aRt t+1
sa o0, 9 oa
t+1 _ “%e1 %%y (o W) e =L g
p ap oR, Te %1 K t+
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K, = est la matrice de Slutsky temporaire.

est le vecteur d'effet-revenu temporaire.

c et c sont les vecteurs des effets-anticipation
a d temporaires, et oli le dernier vecteur est
——— —=—] 1'effet de richesse,.

Tout comme le probléme traditionnel du consommateur, les coeffi-

cients de (1.3.1) possédent les mémes propriétés empiriques, a savoir :

Kt = K% (symétrie) (1.3.2)

K, p, =0 ol P, = .| (homogénéité et additivité) (1.3.3)

E' K, £ <0 pour £ #6 P, » Se¢ R (négativité) (1.3.4)
. 90,

Py Keg * Vesp— =1 (additivité) (1.3.5)

Ces propriétés définissent une structure locale de Slutsky.
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Par la propri&té (1.3.2) les dérivées des fonctions de demande
en (1.3.1) satisfont aux conditions d'intégrabilité de Slutsky. La pro-
Priété (1.3.3) nous assure que les fonctions de demande sont homogénes de
degré 0 dans les prix et le revenu. La propriété (1.3.4) signifie que 1a

matrice de Slutsky est négative semi-définie et de rang B.

Celle en (1.3.5) s'interpréte comme suit : la somme de la pro-
pension marginale i consommer et de la propension marginale 3 épargner

pondérée par leurs prix respectifs €gale 1'unité.

Une nouvelle propriété vient s'ajouter aux récédentes. Il s'a-
P J P

git d'une propriété concernant les effets-anticipation

3x o
t ~ t+1 _
P 5 + Y, s -—55—— Z0 (1.3.6)
et
9x da,
t ~ t+1
—_— + s —=~=2 0
Pe 38 T Ve TR

Cette derni®re propriété signifie que suite & un changement dans les anti-
cipations sur le vecteur de prix futurs et la richesse future, seule la
composition des dépenses courantes (achat biens et services, d'actif finan-

cier) peut changer, le niveau des dépenses, lui, demeurant constant.



1.4, L'équilibre temporaire de 1'économie

L'équilibre temporaire de 1'économie revient 3 considérer les
contraintes de la période t. Puisque notre &conomie ne comporte que des
consommateurs, ces derniers ont comme seule offre de marché, les dotations
initiales. Celles-ci sont bien entendu inélastiques par rapport aux prix

des biens en question.

Nous considérons donc, le cas d'une &conomie sans production oli
il y a "&" consommateurs (indicés par i =1, ..., %), par conséquent
- - ™~ -
l'existence d'un seul systéme de prix, [pt, Yt’ pl, celui des consommateurs.

L'équilibre temporaire revient i considérer les contraintes suivantes

Lo

'21 Xi(pi, yi, Ri, pt, k) = w, (1.4.1)
1:

oSN T S S

i§1 Ue (Prs Yeo Re» Py k) =0 (1.4.2)

La contrainte (1.4.1) représente 1'équilibre sur le marché des
biens et services, a la date t. Celle en (1.4.2) représente celle du mar-
ché financier. A savoir que la somme des demandes pour l'actif financier
sur le marché est nulle. Puisqu'il n'y a pas d'offre d'actifs financiers
par les producteurs, la seule raison d'existence d'un marché financier ici,
est de concevoir une &conomie oll il y aurait autant de gens désireux d'ache-
ter des actifs que de gens désireux d'en vendre. Toutefois, le fait que 1la
somme des demandes pour 1'actif financier par tous les consommateurs

soit nulle n'implique en rien que la somme des &pargnes soit

16



nulle. Il faut bien se rappeler que 1'épargne est définie par la diffé-

1 ' - 1 -
rence entre deux stocks soit (Yt Oppq W' Peyp ~ O W pt). Par conséquent,
1'€pargne peut soit &tre positive ou négative et de plus, dépend du signe

du solde financier, o, w' P, au début de la période t.

t

1.5. L'optimum de Pareto temporaire

Considérant les identités de Roy temporaires du consommateur com-
me données (ces identités sont dérivées A partir d'une fonction d'utilité
indirecte), nous pouvons démontrer qu'ad 1'optimum temporaire du consomma-
teur que
1) les systémes de prix doivent &tre proportionnels entre les différents

consommateurs;
2) les coefficients d'escompte réels doivent 8tre &gaux entre les consom-

mateurs.

Identités de Roy temporaires

<
+
<
—
~
]
Q
=
~—
[l
o)

i i i o~
V. + Vv, 0 sT =0
+
Ye Rt t+1
i i i i o~ i o ~i i o~ =
~ + v w!' 4+ v - w)! =
Vp R, Ye %41 Vid (x Q41 ) 0

Etant donné que ce sont des identités, elles représentent donc 1'ensemble

des &quilibres du consommateur,

17



Puisque 1'épargne se fait sous forme financiére, nous allons
q

par conséquent poser le probléme de 1'optimum temporaire dans 1'espace

des valeurs.

biens directement mais plutdt des titres via le marché financier.

C'est-a-dire que les consommateurs ne demandent pas des

Le probléme de 1'optimum temporaire revient 4 minimiser le la-

grangien suivant :

. i i
Min L(pt, Yy R

- ¢t .

_w.{:

Le

o

i ~i

i=1
i i, 1 i i o~i i
Xt(Pt’ Yt’ Rt’ p, k) - (;J

(LI e B

1

1] prurn

[L e o

i i i i o ~1 i
o 1 (Pes Yoo Res s K J

~i i i i o~ i ~
X(Pt,Yt,Rt,P,k)-U]

il

=1

s conditions de premier ordre sont :

t+1

ct -

i

(3o 4y

laxl/avi1 - o

o+ -

t

i
=3

i i
: [axt/BRt]

i
t

]
=3

i,.~i
: [3xt/3p ] - e [3a

~i i i, 4 i o io~iozi
t:Psk)‘.ZXV(Pt:Yt,Rt»P,k)

i i i iy e raziga i
[8x(/9p.] - ¢, [da,,/0p 1 - %) [8x7/3p ]

/avi] -uy [3%1/0y]]

i i
‘% [3at+1/8RtJ -y

~i ,
S/%P7) -

i

ft

1, ..., %

[ax1/pt] = 0 (1.5.4)

1, ..., &

18
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En se servant des identités de Roy temporaires et des conditions de pre-

mier ordre, on a que :

(1.5.1) + (1.5.3) (x} - ol w)' =

i, 1 i i i i i i i i
AT (v stV i(xt - oy w)') - w{ [th/apt + 8xt/8Rt (x

i 1
R ¢~ % W'l
Py t

i i i i, i i ~i i i i, 1 i
- ¢t[8at+l/8pt + Bat+1/8Rt(xt - o w)'] - w%[Bx /Bpt-+8x /BRt(xt - oy w)']

~ i i i —
ou v . + .o(xD - w)'t =0 .
v 1 ( t Ott )

(1.5.2) + (1.5.3) oF, st =

t+1
i, i i 1 ~3 . i i i i i ~i
Al o+ VRi Geyp S - omp [ax /8y + OX /AR o,y ST
Yt t
i i i i1 ~1 ~i i ~1 i 1 ~i
- O[B4 /0y, + B /OR ey ST1 - W [9xT/8y, + ox7/aRg Uy 7]
-~ 1 i ~1
ou v i + v i el sT =0
Ye o R¢



w' o+ (1.5.5) (x* - o}

i i
(1.5.4) + (1.5.3) v a 41

+1 W)t =

i i i i o~ T 1,7 i1 1
AT ( ﬁi + VRi Vi Oppp W' F vii(x O W) me [axt/ap + axt/BRt Ve o
t
I s HUE S i i iii -,
+ th/ak (x Gl w)'] ¢t [Bat+1/8pi + 8at+1/8Rt Ye Oppq ¥

~

i ~io~i i o~ _ ~i,.~i ~i,and 1 i ,
+ 3at+1/3k (x - Oy w)'] wt [ox7/9p™ + ox /SRt Yy G W

1
iari i i~y
+ 0x /3K (x~ - U g w)']
« .1 i1 i i ~i i ~
+ LI VA v =

ou v, VLY Oyq ¥ v~i(x Oy W) 0

R k

t
Ce qui peut 8tre réécrit comme suit :

i
' ' *+ =
[ﬂt ¢t wt] Kt 0 (1.5.6)

ol K;l est la matrice de Slutsky temporaire pour i =1, ..., % que voici

20
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Grdce aux propriétés de la matrice K%l trouvées dans la théorie
du consommateur temporaire, nous pouvons dégager de 1'expression (1.5.6)
qu'a 1l'optimum les prix se combinent pour égaliser les multiplicateurs de

Lagrange,

Or avant de caractériser 1'optimum, notons que pour retrouver
la matrice de Slutsky temporaire telle que dérivée dans la théorie du con-
sommateur temporaire, il suffirait de prémultiplier la deuxidme colonne

ci-haute par l/g et la troisiéme par l/Yt.

Par ailleurs, de la théorie du consommateur temporaire, plus

exactement de '"1'équation fondamentale du consommteur', nous dégagions

que
IS
Kt Py = 0
K;l przo
[ i ] [
Py 0
ol p;1= 'Yi st et pt = [-st
0 pt
L L

Finalement, reliant ce résultat et celui trouvé précédemment,
nous pouvons déduire qu'd 1'optimum les prix doivent se combiner pour &ga-

liser les multiplicateurs de Lagrange. C'est-a-dire

22



] [ 1]
Te Py
_ A i ~i i
¢t B e1 £ + e2
Y 0
M L i

i i i i i YT
= => = =2 =
Ty = 9 Py W =01 s ® 1
s
t
_oai 1~ 1 ~i
b =0 v s - 8)s
s . .. . w oy
- al X1 _ = ol 1 _ 1 t
Ve =8P T oW =0, 50 = 6= =
Substituons ei dans 1'expression (1.5.7)
woT ™ 1 J
T o= t i - t - E£.= EE
t T3 Pe w3 J
t t St
d'ot
si
= L ]
pt_jpt 1’J_1’ 92’
St

'(p =WI.ptI;i => wt =ﬁ=ﬂ
o4 WV ot

d'ol

(1.5.7)

(1.5.8)

(1.5.9)

(1.5.10)
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= = pJ i, 3=1, ..., % (1.5.11)

Reprenant 1'expression (1.5.8) en remplacant les valeurs de ei et 62 et

posant s = Wp, S = wp, on a que

~ ~7 ~ ~1q

W p W wt ~i ; w pJ w wt s
Op TW T Yo TTT T I Tt T3 T T
Pt S W p; s

i, =1, ..., £ (1.5.12)

A 1l'optimum de Pareto temporaire, nous avons de la relation en
(1.5.10) la proportionnalité entre les prix réels pour les différents con-

sommateurs i et j (i, j =1, ..., &) définie en terme d'une unité de comp-

te, s..

Nous avons &galement de 1'expression (1.5.11) la proportionnalité
des prix réels futurs pour les consommateurs i et j toujours définie en
terme d'une unité de compte, s. 11 est 3 noter que ces prix futurs sont

des variables anticipées.

Finalement de (1.5.12), nous avons 1'eégalité des taux d'escompte

réels pour les différents consommateurs i et j.



CHAPITRE 1T

Le contexte temporaire de 1'&conomie avec
rationnement quantitatif




2.1. Introduction

Les modéles microéconomiques plus complets avec secteur de la
production ont généralement le rationnement sur 1'offre de travail. Puis-
qu'ici nous n'avons pas introduit la production par souci de simplicité,

nous n'avons par conséquent pas de marché du travail.

Ainsi dans ce chapitre, nous &tudierons & nouveau le probléme
temporaire du consommateur mais ici nous appliquerons le rationnement sur
un sous-vecteur de biens de consommation. Le rationnement ne doit pas &tre
interprété comme étant une limite supérieure 4 la consommation, c'est-3-dire
X < X, mais bien plutdt comme une quantité imposée par le planificateur,
soit x = X, et la raison est la suivante, Dans le premier type de ration-
nement, nous aurions une fonction de demande effective non différentiable
par l'analyse mathématique usuelle, tandis que le second type de rationne-

ment s'analyse plus aisément.

Cette derni&re maniére de rationner, soit x = X, peut aussi bien
prendre la forme d'une quantité imposé€e par le planificateur qui soit supé-
rieure a celle que le consommateur serait prét 3 acheter volontairement, que
d'une quantité imposée qui soit inférieure § celle qu'il achéterait libre-

ment., Ce type de rationnement quantitatif, qu'il soit une quantité imposée



supérieure ou inférieure i celle résultant de 1'échange volontaire est

théoriquement acceptable en autant qu'il soit fait 3 la '"marge".

Finalement, dans ce chapitre, nous &tudierons les fonctions de
demande temporaires du consommateur avec rationnement ainsi que leurs pro-
priétés, qui déduites de la statique comparative du consommateur se retrou-
veront en appendice de ce mémoire., Nous terminerons ce chapitre en carac-

térisant le probléme de I'optimum temporaire du consommateur avec rationne-

ment quantitatif et tenterons d'en dégager toutes les conclusions possibles.

2.2. Le probléme temporaire du consommateur
avec rationnement quantitatif

Dans ce chapitre nous laisserons tomber le passage du probléme
intertemporel au temporaire, celui-ci ayant déja €té fait au chapitre pré-
cédent. L'accent sera par conséquent mis sur le probléme temporaire, sur

les fonctions de demande et leurs propriétés empiriques.

Tout comme au chapitre précédent, le programme du consommateur
est la maximisation de son utilité & la date t fonction des vecteurs de

biens présents, Xqp et X, et d'un vecteur de biens futurs, x.

Soit maximiser ut(xlt’ Xoe X), étant donné :

1 - 1
Pre Xpe ¥ Pop Xpp * Ye Qg W Py TR o Wi Py
™~ o~ = 1 ~
p X OLt+1 w pt+1 + k
Yot T *p¢

27



Le consommateur est astreint 3 la date t 3 sa contrainte budgé-
taire présente et future tout comme le probléme temporaire du chapitre
précédent, mais ici il est de plus astreint 3 une contrainte de rationne-
ment sur le vecteur de biens, X2t' Notons qu'il y a "m'" biens xlt’ et

biens x_ ., et 'n" biens x.
2t

2.3, Les fonctions de demande temporaires du consommateur
avec rationnement quantitatif et leurs propriétés empiriques

Du probléme du consommateur temporaire avec rationnement nous
dégageons les fonctions de demande temporaires pour les vecteurs de biens
et services, X{¢ et X,ps C€ sont des demandes courantes, le vecteur de
biens et services futurs, X, ce sont des demandes planifiées, et une fonc-

tion de demande courante pour 1'actif financier, Oyqe

14 ]

X

~ pa—

2t _ ~
- g(Plt, pz.t, p, Yt’ Rt’ k’ xzt)

X

OL'c+1
=

Ces fonctions de demande temporaires se caractérisent par les différentiel-

les suivantes :

28
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3x 9x 9x 9X
1t 1t 1t 1t
dx,, = e (X, ma, w! Y] dp,, + |[7——+ =—— (X.. -0 W 'l dp
1t Splt aRt 1t t 1t 1t 8p2t aRt 2t t 2t 2t
[3x. ox 3x
1t 1t 1t~ ~ ~
+ —55— + aRt Ye %4y w' o+ —SE—-(xt SOy w') | dp
ax X 3ax
1t 1t 1t .
* 3, IR, %1 ¥ Peap | 9y 3R, (Pt dxp + vp dag W' Pyy)
+8—X}¢§(§'d§<-da W' p )+8X1tdx (2.3.1)
ok t+l t+l’ 8x2t 2t U
U Xor T Xp¢
ox ox ax 3x
%% 2t D 2t 2t '
Xt Py, 3R, (Xpp = o Wi dpye * 3p,, = OR (Xpp = 0 Wy '] dpyy
[9x 3% ax
2t 2t ~ 2t o~ N
* ap * BRt Y Ct41 * 5k & - Gy W] dp
_
9x 38x ox
2t 2t 2t
* 9, * 3R %ep1 W' Pryg| dve * 3R (g dxg + vp dog g W' pyy)
+8X2t('d§<-da ' p )+Ei(-—£dx (2.3.2)
ok P t+1 t+l 0x 2t T



.
~ 9x 3x 3x d3x
dx = + (x o, w! )"l dp,, + + = (x a, wi )'| dp
ap1t aRt 1t t "1t 1t szt aRt 2t t 2t 2t
9x . dx L ox ~ 9x . 08X
§§-+ Eﬁ—'yt Ogq W + = (x - Qg w')| dp + §§z-+ BRt Oy ¥ pt+1
-ag—('dx + v, d o w! )+i;§(~'d;—doc w'p )+ X dx
3R Pe ¢ t+41 7 Peyd) T P t+1 " Peed’ To, 0 2
Ba 2} da o0,
t+1 t+1 t+1 t+1
dao = + (x,,-a_w! )" dp + + (x -a, w )
t+1 T R, "1t Tt 1t 1t 3P, oR, 2t t 2t
[éa da o0,
t+1 t+1 ~ t+]1 ~ . ~
% 3R Yo Qa1 Wt Tp (X - oy W dp
[5
o do, a0,
t+1 t+1 , t+1 .
* 3, * BR. Y+l M Prap| e 7 3R, (pp dxp + vy dog g W p )
o da
t+l o~ o~ \ T+l
5 (p' dx - d App ¥ pt+1) + v dXZt (2.3.4)

Les différentielles (2.3.1), (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4) peuvent

se réécrire sous forme matricielle :
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t+1

%41

(p% dxt + Yt d at+1 w' pt+l) +

dX2t

S
(p' dx - d o,

1

w'!
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Les coefficients de ces différentielles de fonctions de demande

jouissent des propriétés suivantes

21 22 2 2y _
See =0, Sr=0, sii=o0, Sy =0

o (2.3.5)

Les effets de substitution par les prix des biens rationnés par
rapport a tous les prix sont nuls. Ce qui revient 3 dire que pour les

biens rationnés 1'effet-prix se raméne 3 un effet-revenu,

9x 9x 9x
i{it =5t=o0, Ko =—2t- o, =2t -1 (2.3.6)
t ok 2t (rxr)

Les effets de revenu et de richesse pour les "r" biens rationnés
sont nuls. Puisqu'il n'y a pas d'effet de substitution pour ces biens, il

n'y a par conséquent pas d'effet-prix.

Nous gardons les mémes propriétés que le probléme traditionnel

en ce qui regarde la symétrie de la matrice de Slutsky, soit

S =S i=1, ..., % (2.3.7)

Ce qui entralne par conséquent que

3o’
12 2 t+1
S, =0, S =0, =0
tt tt szt
(mxr) (nxr) (1xr)

c'est-d-dire les effets de substitution des demandes courantes et planifiées

par rapport aux prix des biens rationnés sont nuls.
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Il en est de méme concernant la propriété d'homogénéité, 3 sa-

voir :
Sp =0
ou bien
[0 0 p
[P1¢ Py O
Ei Sii gl <0 pour
! S2 <0
&2 Stz & pour
3a’
t+1
£} £, <0 pour
3 Byt 3
p'i.= 1

c'est-3a-dire :

Hi

-s]'s

n

e s1s
£, # 6
€2 # 0

£, # 0

Pr¢ »

(2.3.8)

8 eR

(2.3.9)

(propriété de négativité)

(2.3.10)
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Cette derniére propriété signifie que la somme des propensions

marginales a consommer et i &pargner égale 1'unité.

Propriété sur les anticipations

1 ~1 ]
StE ktt
[p! p! y. 31 [s2. K. =0 (2.3.11)
1t 2t t tt tt e
C
Bat+1 aOtt+1
| 3p 9k _

Cette propriété a déji &té exposée au chapitre I, Rappelons qu'elle si-
gnifie que suite 3 un changement dans les anticipations des prix futurs
et de la richesse, seule la composition des dépenses courantes peut chan-

ger, le niveau des dépenses demeurant constant.

Finalement, 1'introduction du rationnement dans notre modéle

nous améne deux nouvelles propriétés
5
*1t

8x2t

ax
8] aXZt =0 (2.3.12)
2t

] 1]
Ple  Phe Ye

N4y

8x2t

L. -

Cette propriété signifie que la somme des effets de débordement des marchés
des biens rationnés sur les marchés des biens non-rationnés et le marché

financier, est nulle. Ce qui revient & dire que 1'introduction du



rationnement quantitatif améne une modification de 1la composition des dé-
penses courantes dans 1'économie (achats de biens et services et d'actifs

financiers) sans toutefois en faire varier le niveau.

Notons finalement que 1'effet de débordement des marchés ration-
nés sur le marché financier est €gal a celui sur les marchés des biens

futurs, soit

20,

5 aix -3 &:*1 =0 (2.3.13)
2t 2t

Plus précisément, cette propriété signifie que l'efficacité du marché fi-
nancier permet i 1'effet de débordement d'&tre transmis sur les marchés

des biens futurs,

2.4, L'équilibre temporaire de 1'&conomie avec
rationnement quantitatif

L'équilibre temporaire avec rationnement revient 3 considérer

les contraintes d la périodes t, soit

L . . . . . . . .
1 1 1 ~1 1 1 ~1 1 _
151 Xlt(Plt: pz.t, P, Yt, Rt) k s th) = wlt (2-4-1)
B S U T S O
151 Xt Pres Pogs BTs Yoo Ry Ky x50 = w,, (2.4.2)
L i i i i i i i i
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L'équation (2.4.1) représente 1'équilibre sur les marchés des '"m" biens
non rationnés. Celle en (2.4.2) représente 1'équilibre sur les marchés
des ''r'' biens rationnés. Finalement 1'expression (2.4.3) représente
1'équilibre sur le marché financier.

2.5. Le probléme de 1'optimum de Pareto temporaire
avec rationnement quantitatif

Tout comme le probl&me de 1'optimum temporaire sans rationnement,
nous tenterons de démontrer la proportionnalité des systémes de prix et
1'égalité des coefficients d'escompte réels, pour les différents consomma-
teurs. Or ce qui nous intéresse plus spécifiquement ici, c'est la caracté-
risation particuli&re de 1'optimum qu'apporte le rationnement dans notre
modéle. Les identités de Roy temporaires utilisé€es au chapitre précédent
seront d nouveau utilisées ici en plus d'une nouvelle identité particulié-

re au rationnement.

. i i — i -
Soit, V -Vo (p, - P50V EO
X2t Rt 2 2t

Le probléme de 1'optimum temporaire avec rationnement revient i
P p

minimiser le lagrangien suivant
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. i i ~i i NG G 7 R
Min Lpyes Pors P75 Yoo Ry K0, X500 = i§1
B SRR S R RS NG NS Gt |
- -
Mt iil X6 (P> Poes P Yoo R K0 X)) - vy
IS P |
- ' -
"ot | 2 %2 (Pree Pae BT Yoo Res K, XD) -
[
ot SDE SRR SRNNES SR SR SRS SR S
- ¢£ iil X (plt’ pzt’ P Yt: Rt’ k > XZ) -w
’—l i i s S T R St S |
- '
Les conditions de premier ordre sont :
i i .
ili | 8% ¢ ot ax*
L. =A"}v. - ! - - ) : - ¢! :
1 1 1t apt 2t . t 3ot
Pie 1t Pi¢ P1 Py
i i .
Loo=adhd L x| . %t | o |25
i i 1t 3 i 2t 3 i t 3 i
Pat P2t P2t P2 P2t
i i ~1
L = )\i '_ ! axlt - m! BXZt - 0! ?_x__ -y
~i Vi 1t |1 2t | a1 9 B
P p 9p op
i i
il i " [P NPT
i =2l 1] "2t |1
v
£ e 1t Byt Byt

t

(2.

(2.

(2.

(2.
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. , 3xi 3)(;_
L. =] - 1 L =0 (2.5.5)
Rl rY 1t | oRl 2t | gpt '
t t t
i=1, , £
i i
T W axl't . aXZ.t . (2.5.6)
kl kl 1t akl 2t ail
i=1, , L
. axt x> ~1 30Li
1
R e —it - —it 2 8—)-(1 "V —t1+1 =0 (257
X X 9x 9x 3 ax
2t 2t 2 2t 2t 2t

On caractérise l'optimum par les identités de Roy temporaires

avec rationnement, soit :

(2.5.1) + (2.5.5) (Xit - ui wl)' =

X 0
1 i ! ! . ' 1t 1t i i .
A (V i > + (VR1> (e - op W' - T, . + . (x1¢ = 0% W)
Pt t Pt t
i i .
o 0%y @ 2t (xt o - e x* + ax* (xt ooy
2t 3 i aRi 1t t 1 t 1 aRi 1t t 1
P1t¢ t 1t t
i i
- 80Lt+1 Bat+1 ( i _ i W)
t |51 . 1t - % Wy
Pit t
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(2.5.2) + (2.5.5) (x;t - ai W)

ey oot My e 5
1 - 1 .
A v + VR (x50 - ag w,) e |53 + = (xh - ol w))
p2t t p2t .
[ 5,1 i By
X ax . . i <
Zt 2t 1 1 aX aX i i
- ! ——— ' _ , '
T2t 2ol + o (X3¢ - ag w,) ¢} 1 + -_-aRi (Xpp = ap W)
Ragl: t Pat t
i i
y Bat+1 3at+1 (xi e X
L P ™ 2t Yt "2
Pot t

(=]

U 1 v 1 i - i [
ou <v i > + VRi (X2t qt wz) =
p2t t

, i~
(2.5.4) + (2.5.5) (op,, 57)

3 v e v ui st m! —f1£-+ a. s
i gl t+1 1t |53 rb el
Yt Ve .

i
szt

!

t

T2t |y ¢

t

Bxi

2t A o axt  oxt |
i t+l t i i Tt+l
3R, Y 3R
t t t
i
aoLt+], ai gi
i t+1
aRt
i ~1
%41 S = 0.



i i o~ ~i
(2.5.3) + (2.5.5) v ay,, W+ (2.5.6) (X’ - «a

1 t+1
iffi)r i\ iod o~ i~ i -
A G§> * GRi) Yo g W F Vii O - oy
[y i i
. 8X1¢ . 1t 3 RO 9%+ Gl oy
"1t 531 ari Tt %41 apd t+1
| °P t
i i i
R B T Ao o %ot Gy
2t aﬁl aRi t Tt+l axd t+1
~1 . . ~1
ax ox i i X~ ~1 i o~
I e W+ ( a W)
8131 arl 't T+l aid t+]
! i i
- WVey By o L e G
t 851 3Ri t Tt+l ari t+1
~ [ 13! i\ ii o~ i~ \
ou vl o+ v Ye Oppp WH VL ( atlw) =0
P R k
t
- i .
(2.5.7) - (2.5.5) (p, - p,,)
1 1
R AT I T
< ai T2 7 P2t It |od 7 T
2t t 2t t
i i .
N R T SR T I
2t gxd  ari T2 7 Pat t okt gl
2t t 2t t
i .
a1 Begyy
VY= - —— ®, - )"
t a;{—l aRl 2 2t
2t t
1 = iy, =
oll V;i VRi (p2 pZt) =0
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Réécrivons les conditions de premier ordre transformées sous
forme matricielle en tenant compte de la notation qul est définie en

appendice p. 59-61.

-~

On a ainsi qu'a 1'optimum temporaire avec rationnement

[ 11 12 1 1y <12 ]

Stt Stt StE Stt Rtt
21 22 2 2y ~22

Stt Stt st% Stt Rtt

Mt Tae P Vi ! . . oY 2 70
tt tt tt ft tt 1 x (m+2r+n+l)
1 x (m+r+n+l) c c c c

0 41 Boryr  deyyy Bagly, §Gt+1 i=1, ..., %

9P1¢ P, 3p Y, X2t

(m+r+n+1) x (m+r+n+l+r)

Dans les quatre premiéres colonnes, nous retrouvons les matrices de Slutsky
et ce pour 1 =1, ..., & (c'est-A-dire tous les consommateurs). Dans la
derniére colonne ce sont les matrices d'effets de débordement des marchés
des biens rationnés sur tous les autres marchés et ce, compensés en terme
de niveau de vie. Notons que chaque &lément de la matrice est une matrice

en elle-méme.

Cette expression matricielle s'écrit 3 nouveau comme suit
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11 12 1 1y
Stt Stt Stf Stt 0
21 22 2 2y
Stt Stt Stf Stt 0
(M Toe O ¥ ! 32 o oY ol ”
tt tt tt tt
1 x (m+r+n+1) c c ¢ c
%y dagy, L 0y
5p 3p 55 3y 0
it 2t t
(m+r+n+1) x (m+r+n+l+r) (2.5.8)
B ~12 7]
0 0 0 0] Rtt
0 0 0 0 ﬁii
R LTI Y N .
0 0 0 0 th
1 x (m+r+n+1)
O
0 0 0 0 Rt
5 X2t

(m+r+n+l) x (m+r+n+l+r)

Par ailleurs, de 1'équation fondamentale du consommateur trans-

formée nous sommes arrivés aux propriétés suivantes (voir en appendice

P. 67)

1
o

- P *
[0 0 p; s]s

i=1, ..., % (2.5.9)

1
o

[Pye Py O v, 8] s*=

oli S* n'est en fait que la matrice de Slutsky temporaire avec rationnement.
Reliant le résultat en (2.5.9) et celui trouvé précédemment avec

1'expression (2.5.8), nous pouvons montrer qu'a 1'optimum les prix se combi-

nent pour €galiser les multiplicateurs de Lagrange. En effet,



d'ol

(o]

De (2.5.10) nous pouvons dégager que

i
e = 9
i
Ty = 83 Py

be = ei Ch

Remplacons la valeur de 8; dans (2.5.11)

_ Mt g
1t~ 73 Pt
1t

=3
{

i
i _ %1t 5
P1¢ ® 737 Pit
S1t

i
+ 62 Y

i
=>
Pt wo

t

=2

i

i

i
=65 53¢
ei Ei =>

w T

i j
t _Pie _ Pit

i

1t s1t

]
51t
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(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

C'est-a-dire la proportionnalité des prix P, entre les différents consomma-

teurs i et j (i, j = 1,

Substituons 8; dans 1'expression (2.5.12), d'ol

.» ) a8 1'optimum.



i J
w T i p P
_ 1t i _ 2t Par Py .
ﬂ2t si p2t T = si = sj d'ou (2.5.16)
1t it 1t
i
i %1t .
Py = T Phe i, 3=1, ..., % (2.5.16)
1t
En remplagant ei dans (2,5.13) nous obtenons que
A b %
s t s s
i_ 3t
— = E? 3] i, j =1, ..., & (2.5.17)

C'est-a-dire la proportionnalité des prix

férents consommateurs,

Reprenant 1'expression (2.5.14)
_ al o1 i i +i
by = 6] s+ 65 v S
BT S L T S
Fm e 57 4 —
31 51 t
1t
W .
~ 1t i .1
= .W ¢t + si Y¢S
1t
W . .
1t 1 ~ ~i _
...-w¢)t+ Si 'th = -
1t
- YTt i_ T j s
! Yt 2 Ye WP
1t 1t

futurs anticipés pour les dif-

on a que :
w . .
1t 7 ~ ~j
It
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t W i t w D)
Pre P1t
i* j*
=> Yo T

(2.5.18)

C'est-a-dire 1'égalité des facteurs d'escompte réels pour les différents

consommateurs i et j.

Par 1'expression matricielle en (2.5.8) nous pouvons dégager

qu'a 1'optimum temporaire avec rationnement que :

'[ﬂlt Ty 0

1 x (m+r+n+1)

t

De plus, a& 1'optimum par les expressions (2.5.11) 3

les valeurs des multiplicateurs de Lagrange qui suivent :

Tt = Y2 Pyt ’

(~12 7]
Rtt

wt] = 0
Rie (1xr)
~0

th+l
L "2t

(m+r+n+l) x r

SRS S
2t - Y2 Ppt

= Gi st +

<
o+
t

(2.5.19)

(2.5.14) nous avons
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Reprenons maintenant 1'expression (2.5.19) en remplagant les
valeurs des multiplicateurs de Lagrange trouvées antérieurement, et en

explicitant la notation des effets de débordement compensés.

Ainsi,
i i . .
.. oxX 9x . .. .. ~1 ~i )
i i 1t it — i i i i ~if 9x ax — i
- 192 P1y 5 gl (P, - Py )| + 8, P, <(rir> -9 x opd (P, - Py
2t t 2t t
) . Bai Sai .
1 ~i 1 i ~3 t+1 t+1 1 _
O st 0y v s X1 opd (P, = Py )| | =0
2t t
i i )
) ei i axlt ei i axlt ( i ) ol i ol 5i ox*t
2 P1t 5 2 P1e o3 Py = Pyt 2 P = 9 -
2t t 2t
i i i
~1 . ou . . 20 le) .
i ~1 9x i 1 ~1i t+1 i i t+1 i ~i t+1 — i
*O P T3y - by + ) =i 9, ¢ = % i P2 7 Pay)
t 2t 2t t
.. Bai .
1.1 ~i t+l — 1 _
-9 T (Py - Pyy) 0
oR
t
i i . i
ot [1 e | i sy 3 W | oi [i B8~ %%
2 (P1e = Por ¥ V¢ o 1\P i ]
2t 2t 2t *ot
. . o> . da . ax? . ol
—_ ~ Bxl ~1 t+ i — i i 1t i ~3i t+1
+ 07 (p, - p1 ) 1-——r - s - - 6 (p, - P5.) +v - =0
2 2t aRt aRi 2 2 2t 1t Rl t aRi

(2.5.20)
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Par ailleurs, des propriétés dégagées de la théorie du consom-

mateur temporaire avec rationnement, nous avons que

. ' axlt ' 8x2t - 8at+l R 8X2t _
i) p +p +y =0 od = 1
1t 5% 2t .~ t N T
2t 2t 2t 2t (rxr)
~ a0,
ED IS Tpe-> SU SR £ 2 R
8x2t 8x2t
- Ja
iii) p' K~ - s t+l _ 0
tt SR
t
30,
i —l —2 - t+1 -~ _2 .
] ' - - -
iv) Ple ktt * Py ktt Y, S - 1 ol ktt 0, i=1, ..., %
t

Finalement, en utilisant ces quatre propriétés, 1'expression en

(2.5.20) se réduit a

i i Yt
92 (p2 pZt) =0 ol 62 = si
1t
ce qui implique Eé = pgt = p%t > i, 3 =1, ..., %

Ainsi & 1'optimum, la contrainte de rationnement n'est pas opé-
ratoire en ce sens qu'il n'y a pas de cofit social & 8tre rationné. Ce qui
revient 4 dire qu'il y a un systéme de Prix @ la consommation qui nous per-

met de conserver 1'optimum de Pareto temporaire.,



CONCLUSION



La caractérisation de 1'optimum temporaire avec rationnement
quantitatif nous a permis de vérifier si les différents &léments de notre
instrumentation &taient cohérents dans 1'ensemble. Tout comme au chapitre
I, nous avons démontré & 1'optimum temporaire, la proportionnalité de
tous les prix (présents et anticipés) pour les différents consommateurs,

ainsi que 1'égalité des taux d'escompte réels entre ces derniers.

Outre ces similitudes, la caractéristique additionnelle du pro-
bléme de 1'optimum temporaire suite & 1'introduction de rationnement dans
notre modéle au chapitre II, fut 1'égalité des prix des "r'" biens rationnés
entre les différents consommateurs avec les prix de plein emploi de ces
mémes biens. Ce qui revient i dire que suite a ce nouveau contexte insti-
tutionnel oli on rationne les consommateurs, ces derniers s'en trouvent
inafectés, c'est-3-dire ne le "sentent" pas. Autrement dit, nous conser-
vons l'optimum temporaire de premier rang tout comme dans le probléme ini-

tial, au chapitre I (rien de surprenant avec la propriété (2.3.12)).

Néanmoins, cette variante qu'est 1'introduction du rationnement
quantitatif, nous a permis une nouvelle instrumentation pour l'estimation
€conomique en nous fournissant des propriétés additionnelles telles les

"effets de débordement”,



Finalement, la démarche présentée ici ne prétend pas jeter les
bases d'une quelconque politique &conomique, mais propose simplement une

instrumentation permettant d'appliquer 1'optimum temporaire avec rationne-

ment quantitatif a divers contextes,
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APPENDICE

Théorie du consommateur temporaire avec
rationnement quantitatif




Les hypoth&ses sur la fonction d'utilité demeurent classiques.
En plus de faire face 3 ses contraintes de budget (présente et future),
le consommateur doit en plus faire face & une contrainte de rationnement

sur le vecteur de bien X2.

La fonction d'utilité ut(xlt, x2t, X) d'un consommateur type se

caractérise par

i) ut £ C2 (2 fois continfiment dérivable);
L dug
ii) s=—Zu >0

th X

iii) c'UttC <0 pour 7 #0 tel que z' u =0

ou Utt est la matrice hessienne de ut(xlt, x2t, X).

En plus des hypoth&ses sur la fonction d'utilité, nous suppose-

rons que les ratioens sont stables dans le voisinage de Xy C'est-a-dire

Notons qu'il y a "m" biens Sp "r'"" biens Xy, €t '"'n'"" biens X.

Et que le consommateur est rationné sur le vecteur de biens Xop

Finalement, on cherche i résoudre le programme suivant
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. . i
Maximiser ut(xlt’ th’ )

sujet a

' = '
Pre X1e T Pop Xpp * Ve Qe W Pryp TR Yoy Ye Py

-~ ~ = [ ™~
PX=a W Piyp * k
%2t T %ot

Dans la mesure oll ces quatre fonctions sont continlment dériva-
bles et que la matrice jacobienne des contraintes est de rang maximal, on

peut alors former le lagrangien suivant :

Max £(x1t, Xops X3 A, U, V) = ut(xlt, X2t’ x)

- 1) - - 1]
Mpye X + Ppy X5 Y %41 ¥ Peyg - Ry -0 wip]

-~

- Hlp x -, W Piyp - kI

L

o
]

72

et A = g, w' p. On pose w!'

=S et
tpt

t



Conditions de premier ordre :

1) _ -
R AT SO Py =0
1t
2) £x = But/axzt - A Pyy - V= 0
2t
3) £ = 0u/ex - up=0
t
4) ¢ =-Avy. s + u s =0
OLt+l t
5) £A = —[plt X4 Pyt Xpe + Yt at+1 s - Rt - at s.]=0
6) £U = -[p x - ., S-kl=0
gy = clxy - X1 =0

I1 existe des valeurs pour ces variables (toutes les variables)

qui annulent ces (m+2r+n+3) équations.

On a donc un systeéme de fonctions implicites de la forme

£a% b% =0 (fecl).

Si la matrice jacobienne (0f/0a) est de rang maximal, il sera
possible par le théoréme d'existence des fonctions implicites d'&crire "a"
comme fonction de '"b", c'est-i-dire a = g(b) ot
a(variables endogenes) = (xlt’ Xyps X, O yys A, U, V)

m+2r+n+3  variables endogénes
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b(variables exogénes) = (plt

> p2t’ p)

Y’R)k’XZt

t

m+2r+n+3 variables exogénes

Construisons la matrice jacobienne

-
U
Y

Qo
Hh

-1

(rxr)

Pip O
Py 0
0 -p
Y s s
0 0
0 0
0 0

-1
{rxr)
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&%

da

F X T i L L TR
1tlt 1t2t 1tt Byt BRt ok 3x2t
X X . 0%,y 90X,y 9%, 0X,¢
2tlt 2t2t 2tt ayt aRt ok 9%y
X X 9X X
X X, Xon — Yo - —
tlt t2t tt ayt aRt ak 9X5¢
8at+1 8at+1 8at+1 8at+1 8at+1 8at+1 8at+1
%P, 3P, D 3Y oR ak 8%,
a A a By N A A
Bplt 9P, op Byt R, ok Xy
u ol QE_ ou ou §l§- oy
P 9P,y op oY, R, 3k 3%, ¢
LY LN v LN oV V. EAY
9Pt 9Py ap M R, ok IXy¢
Y 0 0 0
-AI 0 0
0 -ul 0
0 0 -A8
[X1¢ = % Wied [Xp = ap Wy 1" Ye Ceer ¥ “e41 S
0 -[x - a4 W] 0
0 0 0
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On aura par le théordme d'existence des fonctions implicites

que :

1, 0 0 0 0 0 o
A
0 1y 0 0 0 0 o0
A
1y 0 0 0 o0
0 0 U
ob 0 0 0 Tz 0 0 0
a
1 t+1
= 1 2 ' L 1 _
TXe T % Wil X, Op Moel' T Yy Oy W x 1 0o 0
1.~
0 o Sx -, W0 0 -1 o0
0 0 0 0 0 0 -I




-1
da of
Calculons-ﬁg [-SE]
ri 11 1 .12 1 .1
Y Stt % Set u Stt
1 .21 1 .22 1 .2
Y Stt X Stt u Sex
1 .1 1 .2 1
% St 7 St T Sxx
C C [o4
1 8at+1 1 3at+l 1 Bat+1
A Bplt A 8p2t u 9
r -1t ~ ' M — 1
-1 -2 o~
i ktg _'kt _’kEJ
—_1_ ' [~ 5 | " — '
Rt B L R U
[_ a’(11:]' [_ 8x2t:l' [_ 3%
9X3¢ 93X ¢, 9Xp¢

y
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1 gly Rt Bt et
As Ttt 8Rt ok 8x2t
1 2y e By g,
As Tttt aRt ak 9%, ¢

1 oY _ 93X _ 93X _ 98X
As Ttt BRt ak 8x2t

3as aa o aal
1 t+1 t+l Tt Tt

[_aatﬂ]' S 8 e
aRt aRt 3k 3§ét

]

[ao‘tﬂ] ICITH VI (1
9k BRt 5k szt

[_ 3at+ﬂ ' Y _ g’\é __9v

Etant donn& que la matrice jacobienne (0f/9a) est symétrique et

que la matrice identité 1'est aussi, alors da/db EBf/Bé]_l

ment symétrique.

Afin de faciliter 1la notation, nous avons posé que :

est nécessaire-

-



Notations
11 _

Stt - Xltlt
12

Stt X1t2t
1

Stf X1t'E

1y %14
tt ayt
21

Stt X2t1t
22

tt X2t2t
2

Stf th%

2y 90X,
tt ayt
1

SEt XElt +
2

SEt fot

Sgr = Xpx *

[x - t+l
[X - o
at+1 w]
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Tt T 3y, TR, %+l
T Y, e t
C
90 19 _ 004 %y [x
8plt aplt BRt 1t
C
T .\ 94 x. -
szt 8p2t aRt 2t
C
aat+1 8at+1 Bat+1 .
3B " op R Tt %t+1
3 3ot 3a
tHl _ Tl TTend 3
ayt ayt BRt t+1
LT R e o
tt OR. 7 Tt 5k
—2 0%y T . 8% T
- ~ » o = >
tt ak tt t

-
1] 9 A
A aplt BRt
1 Fau + U
A Bplt BRt
1|8y, By
A Bplt BRt

[xlt o
[xlt - a
[x¢ -

(924
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1 rax 3A [—Q
<+ + — [x,, - a, w,]'l = |-k
Aop, TR, Tzt T % 2 t
Fa ) |
1 H u
= + = [x o, w, ]!
A 8p2t aRt 2t t 2t |
-]; ra\) + oV [X o W ]' _
x [5p 3R, “M2t T % Vot
2t t J
-
1 [3) . 23) ~ AN
w3 T AR, Ve % Mg K- agy
1 [su , oy ~p L0
v |3p * Ry Ve Qa1 ¥ +_§f [x %41
—_— é\i i Q ‘:7' +-a—\) [;(' -
L olop  OR Yo %41 2% t+1
t
1 FEQL L S e
3|3y, TR, %t | 3R,
L 12u | du 3 = - "1
As 3yt aRt t+1 _J 5k
- -
AS 3yt BRt t+1 8x2t
_ oy __9or’?
oR¢ ok
1
SRR I
aRt X2t
AT
8 a§2t
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-1
P . da af
Réécrivons la matrice Y E aé]

1 .12 1. 1 ly -
T St X Ste 0 Stx 7T Str kit
1 .21 1 .22 1.2 1.2y =2
% Stt X Ste 0 StE T Stt Kt
1.1 1.2 1 1 .y T
* St % St Stx T St Ket
C C Cc c
l.aat+1 1 8at+1 1 Bat+1 1 8at+1 ) aat+1
A Bplt A 8p2t u o ap AS BYt BRt
— 1]
gl 52 3 Ay 8
tt tt tt aRt _—Rt
—_— 1
-1 _?2' -E' i 30Lt+1 -i)é )
tt t¥ tt Y o
1
axlt ' ath ' __ex ! _ ao‘t+1 _ oA
Xyt X)¢ X2t X2t Xyt
é i < . 4. af 3a
De 1'€quation fondamentale transformée, c'est-i-dire 33 55

on tire les propriétés suivantes :

1 .21 21
1 22 _ 22
2) - Y Stt 0 > Stt =0
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t+1




4) -

5) K

6) k<.

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

w

wne

ne




15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

—

~ % | P1t

1
|
Pie K *

1

L
Pie ke t

Bxlt

3x2¢

Plt

—11
~

Y, s k

t tt

11 21 B,y
' .
Set TP See Y Ve S
1t
3as
11, ., 21 ~ %41
Stt T Pat Sge * Vg S 5p,
t
(o
s12, 0, 22, . & Qac,y
tt © Pae Pt T Ve 5 g
2t
C
12, 0 622, . & 9o
tt T Poe Cre t Ve 3,
t
30’
1 v 2 v t+l
Stt T Poe Sttt Ve S T
C
ao
1 , 2 ~ t+1
Stx ¥ Ppr Sep * V¢ S D
C
da
lY 1 ZY P t+1
See ¥ Pae See * ¥y S oY,
das
1y ' 2y ~ _ t+l
St ¥ Por Sgp Ve S 3
oa
-2 ~ t+1
1 —_
Ppe Keg * ¥¢ B R, o
1o}
=2 . %41
1] —
Pae Keg ¥ Y¢ S 57 =0
P! E—.)_(.—— +v, S aci._t-!-l =
2t Xy Tt Bxy,
~ _1' -
S ktE =0
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21 - =D
-5

23) v, § Xk, Kz = 0
~':' o
24) ¥ Sk - 3 kep = 0
25) v, 5 g P 1
Yt 3R on
< OX . 9
26)Yt5'8—§—--5—a?—0
t
27y v, s % _ g3,
t 3k dk
28) y, 3 L Q|
%Xyt 39Xyt
1 11 21 1 .
29) 5 [ £t St * Uftz R T
1| 12 22 2 .
30) 5 Uftl See ¥ U%tz See ¥ Vgg Sip * AP K
1 [ 1 2 -
31 3 te, Sex Yte, Str * Ugg Sy * WP
1 Iy 2y Y
32) 33 [Uftl See ¥ U%tz See * Vg Sgp + A

33) -[9~ oru %osul i - 5 92
ttl

34) -[ﬁ Ei UL, Ko 4 U, K. - B gfj

it



35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

> =

>

= |

>| bt

>

= |~

+
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B _
=1 =2 N 3
47) - |U k,, +U ki +U k. -p . =|=0
tltl tt tlt2 tt tlf ft 1t BRt
=1 =2 ~ dA
48) - |U Koo + U kiz +U o ko -p.. =0
tit, et t,t, “tt tl% tt 1t 3k
ﬁ ax 3x ~
49) - u_ . “1t+Utta_2t+Utf Ex-pl—?;\—=0
171 9% 12 9%, 17 9%y 3Xo¢

Réécrivons la matrice de Slutsky en la prémultipliant par A et

1 A
€n posant — = — ;
Yt H
(;11 12 1 gl 1 Gy
tt tt Y, tt s Tttt
21 22 1 .2 1 .2y
Stt Stt Y, Sei T Sit
S* =
1 2 1 1 .y
St Stt Y, Ot T St
C C C C
! %y 1 9%y 1 9%
9Py 9P, Ye 9P e
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