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SOMMAIRE

Cette these est divisée en deux grands chapitres, dont le premier porte sur
des probléemes de commande optimale en dimension un et le deuxiéme sur des
problémes en dimension deux ou plus. Notons bien que, dans cette these, nous
avons supposé que le facteur temps n’intervient pas.

Dans le premier chapitre, nous calculons, au début, I'équation de program-
mation dynamique pour la valeur minimale F de l’espérance mathématique de
la fonction de cotit considérée. Ensuite, nous utilisons le théoreme de Whittle
qui est applicable seulement si une condition entre le bruit blanc v et les termes
b et g associés a la commande est satisfaite. Sinon, nous procédons autrement.
En effet, un changement de variable transforme notre équation en une équation
de Riccati en G = F/, mais sans conditions initiales. Dans certains cas, a partir
de la symétrie des parametres infinitésimaux et de g, nous pouvons en déduire
le point x; o1 G(x) = 0. Si ce n’est pas le cas, nous nous limitons a des bonnes
approximations. Cette méme démarche est toujours possible si nous sommes
dans des situations particulieres, par exemple, lorsque nous avons une seule
barriére.

Dans le deuxiéme chapitre, nous traitons les problemes en dimension deux
ou plus. Puisque la condition de Whittle est difficile a satisfaire dans ce cas,
nous essayons de généraliser les résultats du premier chapitre. Nous utilisons
alors dans quelques exemples la méthode des similitudes, qui permet de trans-

former le probléeme en dimension un. Ensuite, nous proposons une nouvelle
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méthode de résolution. Cette derniére linéarise 1’équation de programmation
dynamique qui est une équation aux dérivées partielles non linéaire. Il reste
a la fin a trouver les conditions initiales pour la nouvelle fonction et aussi a

vérifier que les n expressions obtenues pour F sont équivalentes.

Mots-clefs : équation de programmation dynamique - parameétres infinitési-
maux - théoreme de Whittle - commande optimale - fonction de cofit - solution

approximative - temps minimal - linéarisation.
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SUMMARY

This thesis is divided into two chapters : the first one deals with some op-
timal control problems in one dimension and the second one with these pro-
blems in two or more dimensions. Note that, in this thesis, the time variable is
not taken into account.

In Chapter 1, at first we compute the dynamic programming equation for
the minimal expected value F of the cost function considered. Next, we apply
Whittle’s theorem if the condition between the noise v and the functions b and
q associated with the control variable is satisfied. Otherwise, we proceed dif-
ferently. Indeed, if we make a change of variable, we obtain a Riccati equation
for G = F/, but without initial conditions. In some cases, from the symmetry
of the infinitesimal parameters and of the function g, we can deduce the point
xo Where G(x¢) = 0. If this is not possible, we limit ourselves to good approxi-
mations. The same approach is still possible if we are in specific situations, for
example, when we have only one barrier.

In Chapter 2, we discuss problems in dimension two or more. Since the
condition in Whittle’s theorem is difficult to satisfy in this case, we try to ge-
neralize the results obtained in Chapter 1. We then use in some examples the

method of similarity solutions, which enables us to transform the problem into
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a one-dimensional one. Next, we propose a new resolution method. This me-
thod linearises the dynamic programming equation, which is a non-linear par-
tial differential equation. Finally, we must find initial conditions for the new

function, and also verify that the n expressions for F are equivalent.

Key words : dynamic programming equation - infinitesimal parameters - Whit-
tle’s theorem - optimal control - cost function - approximate solution - mini-

mum time - linearisation.
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INTRODUCTION

Depuis toujours, lorsque les gens sont amenés a faire un choix entre plu-
sieurs possibilités, ils cherchent a choisir la meilleure. IIs doivent alors résoudre
certains problemes d’optimisation, trouver le maximum ou le minimum. Nous
appelons cela résoudre un probleme d’extremum. Voici quelques exemples :

(a) Probleme isopérimétrique. 11 a été établi dans ce probleme que le cercle
et la sphére ont la plus grande contenance parmi toutes les courbes de méme
longueur ou parmi toutes les surfaces de méme aire. Ce résultat a été utilisé
dans le fameux exemple de Didon (la princesse a demandé de lui accorder une
surface de terre qui peut étre encerclée par une peau de bceuf. Apres, elle a
découpé le peau en fines lamelles, les attacha bout a bout, formant une longue
corde qui lui permit de délimiter un terrain considérable, ot elle fonda la ville
de Carthage).

(b) Probleme d’Euclide. Dans un triangle ABC donné, nous voulons inscrire
un parallélogramme ADEF d’aire maximale. Le résultat recherché s’obtient
lorsque nous choisissons les points D, E et F comme étant les milieux des cotés
correspondants du triangle ABC.

(c) Probléeme du brachistochrone. Nous ’appelons aussi le probleme de des-
cente en temps minimal. Si nous avons deux points A et B dans un plan ver-
tical, nous voulons déterminer le chemin AMB suivant lequel un corps M,
entrainé par son poids, effectuera le trajet de A a B en temps minimal. Galilée

a trouvé erronément que la courbe était le cercle, mais en 1696 Bernoulli écrivit
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un article ot il a résolu ce probleme et découvert que la solution est plutot une
cycloide.

(d) Probleme aérodynamique de Newton. En 1687, Newton détermina la forme
de la surface de révolution qui éprouve la moindre résistance lorsqu’elle bouge
dans un fluide, suivant la direction de son axe.

(e) Probleme élémentaire de temps minimum. Si nous avons un wagonnet qui
se déplace horizontalement sur des rails, nous allons appliquer une force ex-
térieure, que 1’on peut toujours faire varier dans des limites bien définies de
telle sorte que le wagonnet s’arréte dans une position déterminée en temps
minimal.

Remarque. Les solutions de ces problemes sont présentées d'une facon pu-
rement géométrique. Pour les résoudre analytiquement, il suffit de les traduire
dans la langue formelle de I'analyse. Nous disons aussi que nous devons les

formaliser.

0.1. LES PRINCIPALES CLASSES DES PROBLEMES D’EXTREMUM

Dans les exemples précédents, pour trouver la solution, nous étions amenés
chaque fois a travailler avec une fonction numérique appelée une fonctionnelle
(c’est le terme utilisé dans la théorie des problemes d’extremum). Cette der-
niere est assujettie, parfois, a vérifier certains conditions. Ce sont les contraintes.
Les contraintes les plus courantes sont celles qui se traduisent par des re-
lations de type inégalité. De plus, nous pouvons trouver des contraintes de
type intégral. Par contre, nous rencontrons, dans certains cas, des problemes
ol les contraintes sont absentes. La fonctionnelle est définie dans un domaine
X nommé la classe des éléments admissibles, et si x € X satisfait aux conditions
posées, nous disons que x est admissible pour la contrainte.

Avant de donner un classement des différents problemes d’extremum, voici

une remarque tres importante.
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Remarque. Quand nous posons un probléme d’optimisation, il serait évidem-
ment tres intéressant de savoir a priori, avant de le résoudre, s’il a une solution
et si elle est unique. D’autre part, il faut certainement qu’'il existe au moins
une solution. Mais notons bien que l'existence de cette derniére n’implique
pas nécessairement qu’elle est la solution optimale recherchée. Regardons cet
exemple.

Exemple.

Nous cherchons a minimiser

avec les conditions finales x(0) = 1 et x(1) = 0. Nous supposons que les fonc-
tions x(t) appartiennent a 'ensemble X,, qui contient les fonctions C' par mor-
ceaux et qui satisfont aux conditions finales.

Il est clair que J(x) > 0 et J(x) = 0 seulement lorsque x(t) = 0, et par
conséquent J(x) > 0 pour tout x € A.

Pourn=1,2,...,soitpour0 <t <n'

x"(t) =1 —nt,

etsin”! <t<1

X(t) = 0.

Alors J (x™) = (3n)7', ce qui tend vers 0 quand n — oco. Donc
inf 7 (x) = 0.
Xe

Nous déduisons alors que J(x) n’a pas de minimum dans X..
En tenant compte de la nature de la fonctionnelle, son domaine X et aussi
les contraintes auxquelles elle est exposée, nous classifions les problemes d’ex-

tremum comme suit.



0.1.1. Probléemes différentiables a contraintes sous forme d’égalités et

d’inégalités

Dans ce cas, la fonctionnelle fy(x) est définie sur X qui est en général un
espace normé. Comme indiqué dans le titre de cette classe, x(t) est soumis a
des contraintes de type égalité et inégalité, a savoir, F(x) = 0 (ou F: X — Y
tel que Y est aussi un espace normé) et fi(x) < 0,1 = 1,..., m. Ces dernieres

devraient posséder certaines propriétés de différentiabilité.

0.1.2. Probléme de programmation convexe

La fonctionnelle fy(x) est définie sur un espace vectoriel, tandis que les
contraintes sont données par un systeme d’égalités F(x) = 0 (ou F : X — Y
tel que Y est un espace vectoriel), d'inégalités f;i(x) < 0,i=1,..., met d'inclu-
sion x € A. De plus, les fonctions fi, i = 0, ..., m sont convexes, 'application F
est affine et 'ensemble A est convexe. Le probleme d’Euclide appartient a cette

classe.

0.1.3. Calcul des variations classique

Les calculs des variations sont des problemes tres anciens. Plusieurs sa-
vants ont travaillé sur ce sujet et ont bien perfectionné cette théorie. Les dé-
veloppements de cette classe sont dus principalement a Euler et a son éleve
Lagrange au 18¢ siécle. Dans ce probleme, X est I’espace des fonctions continti-
ment différentiables C'([to, t1], R™) et qui est un espace de Banach; t, et t; sont
respectivement l'instant initial et 1'instant final. Les fonctionnelles sont géné-
ralement de type intégral, c’est-a-dire qu’elles sont sous la forme

t
T = | Lt x)dy

to

terminal, si elles sont comme



ou mixte, c’est-a-dire des fonctionnelles de la forme

B(x()) = T (x(-)) + S(x(-)).

Pour les contraintes, elles se décomposent en deux parties :
Des relations différentielles ; si nous avons
Mi(t,x(t),x(t)) =0,i=1,...,p.

Des conditions limites, telles que

b(x(to), x(t1)) = 0.

Ces classifications permettent de distinguer différents types de problémes de

calcul des variations, a savoir :

0.1.3.1. Le probleme de Lagrange

C’est lorsque la fonctionnelle est intégrale avec des contraintes de type re-

lations différentielles et nous avons de plus des conditions limites.

0.1.3.2. Le probleme de Mayer

La seule différence avec le probleme de Lagrange est au niveau de la fonc-

tionnelle, qui est dans ce cas de type terminal.

0.1.3.3. Le probleme de Boltz

Ici, la fonctionnelle est mixte.

Avant de terminer cette section, nous indiquons que cette classe contient le
probléme isopérimétrique.

0.1.4. Probléme de commande optimale

Nous présentons dans cette partie une description assez générale de ce

genre de probléme.



Notons tout d’abord que le probléeme de Newton et le probleme élémentaire
de temps minimum appartiennent a cette classe.

Cette classe de problemes d’extremum est la plus récente. Avant le 20°
siecle, les ingénieurs essayaient d’étudier les systemes non linéaires assurant
I'extrémalisation d’un certain indice de performance. Ils utilisaient les mé-
thodes du calcul classique des variations, mais ils ont rencontré de sérieuses
difficultés, notamment en présence de contraintes. Les travaux de Bellman et
de Pontriaguine ont permis, apres, d’avoir des méthodes de résolution pratique
de ces problemes. Ceci était vers 'année 1953. La condition nécessaire pour
qu’une solution soit optimale est le principe de Pontriaguine.

La théorie de la commande optimale réalisa une synthese des idées et des
méthodes de recherche, qui d"une part prennent leur source dans les travaux

classiques du calcul des variations, et qui d’autre part sont assez récents.

D’une facon générale, pour (x,u,t) € X xU x T,ou X C R", U C R™ et
T C R, la fonctionnelle est sous la forme
t
J = LO T(x,u, t)dt + g(xo, to, X1, t1),
telle que les fonctions 1 et g sont supposées continues et continliment déri-
vables. Nous 'appelons encore I'indice de performance, le critére de performance
ou la fonction du coiit du systeme.

L’équation vectorielle d’évolution du systeme est
x = f(x,u, t). (0.1.1)

Nous supposons que les fonctions f; sont continues et admettent des dérivées
partielles continues dans leurs domaine.

Les contraintes sont présentées par la région fermée X x U x T qui peut étre



définie par ces relations :

q(X) u? t) S O)

les fonctions q étant supposées continues et contintiment dérivables.
La fonction x(t), qui est solution de (0.1.1), est appelée état correspondant a

u(t) et a la condition initiale x(ty) = xo. Elle est de la forme

t

x(t) =xo + J f(x,u,s)ds,

to
pour tout t; <t < t;. Cette solution existe et elle est absolument continue sur
[tO) t]]-

La fonction u(t) est nommée commande ou fonction de controle.

Remarque. Puisque la dérivée de la commande n’intervient pas, celle-ci

peut étre discontinue en un certain nombre de points.

Nous disons que les états et les commandes sont admissibles s’ils vérifient
les contraintes.

Le couple (u,xq), formé par la condition initiale x, et la commande u(t),
est dit réalisable s’il existe une solution x(t) de (0.1.1) dans [ty, t;] vérifiant la
condition initiale x(ty) = X, et la condition finale x(t;) = x;.

Le probleme de commande optimale consiste alors a trouver parmi les com-
mandes u(t) admissibles, continues et dérivables par morceaux, et transférant
le systeme de l'état initial a 1’état final en satisfaisant aux conditions aux li-
mites, celle pour laquelle la fonctionnelle J est minimum.

Une telle commande est dite optimale et la courbe intégrale correspondante

est appelée trajectoire optimale.



Remarques.

i. Comme dans le cas du calcul des variations, nous pouvons classer les pro-
blemes de commande optimale en trois types. En fait, la classification de ces
problemes est la méme que pour la classe précédente, et nous n’avons qu’a
remplacer. dans la fonction du cofit et dans la relation différentielle, la fonction
x(-) par la commande u(t).

ii. Des changements permettent de transformer, par exemple, un probléme de
commande optimale de Lagrange en un probleme de Mayer ou de Boltz. Ceci
est toujours vrai méme dans les autres sens. Ainsi, nous disons que les pro-
blémes sont équivalents. Ce résultat implique que les méthodes de résolution

appliquées sur I'un sont applicables aussi sur les autres.

Avant de classer les problemes d’optimisation, nous avons parlé de l'exis-
tence de la solution optimale, alors nous posons cette question :
La fonctionnelle J atteint-elle son minimum ?

Avant de répondre, voici tout d’abord quelques hypotheses :

(I) La fonction f est continue et, de plus, il existe deux constantes positives

c; et c; telles que
(a) IfOou, )] < er(1 4 x| + ful),
(b) |f(x’)u) t) - f(X, u>t)| < CZ’X/ - X|(] + |LL|),
pourtoutte 7,x,x' € Xetu e U.
(IT) Nous admettons de plus que la fonction de controle u = u(-) est Lebesgue-

intégrable sur [ty, t;]. Dans ce cas, nous dénotons par F’ la classe des couples

réalisables (u, x;).
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(ITI) F(x, t) est]'image dans R™ de I’ensemble des commandes U/ par rapport

a la fonction f(x, -, t), c’est-a-dire que
F(x,t) ={f(x,u,t) : uw e U}

Si U est compact, alors F(x, t) est nécessairement compact, car f est continue.

Maintenant, nous énongons des théoremes et des corollaires présentés par
H.Fleming and W.Rishel dans [7].
Théoréme 1. Supposons que (1) est vraie et de plus
(a): 'ensemble F' est non vide;
(b): U est compact ;
(c): I'ensemble des conditions finales (xo, to, x1,t1) noté S est compact et g est continue
dans cet ensemble ;
(d): F(x,t) est convexe pour tout (x,t) € R™!,

Alors il existe un couple (u*,xg) qui minimise J dans F'.

Nous citons de plus ce corollaire :

Corollaire 1. Dans le théoréme 1, nous pouvons remplacer la condition (d) par
ceci :
(d’): U est convexe et f(x,u,t) = a(x,t) + B(x,t)u.

Ensuite, voici deux autres définitions :

Soit

Z=(z,zns1),00z=(21y...,2,) € R,
et, pour tout (x,t) € R™,
F(x,t) ={Z:z = f(x,u,t), znp1 > r(x,u,t),u € UL
Maintenant, nous donnons un deuxiéme théoreme. Théoréeme 2. Supposons

que (I) est vraie, r est continue et aussi

(a): F' est non vide;
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(b): U est fermé;

(c): S est compact et g est continue dans S ;

(d): F(x,t) est convexe pour tout (x,t) € R™!;

(@): r(t,x,u) > h(u), oit h est une fonction continue et [u|""h(u) — +oo lorsque
lu| — oo, u eU.

Alors il existe un couple (u*,xg) qui minimise J dans F'.

Une extension de ce théoreme est le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit p = inf{J (u, %)} et w; > w. Dans le théoreme 2, nous pou-
vons remplacer n’importe quelles hypotheses (c), (d) et (e) par les hypotheses corres-
pondantes (), (d’) et (e’) telles que
(c"): g est continue dans S ; il existe un compact S’ C S tel que

(to, t1,x0,%x1) € Set T(u,xo) < Wy implique que
(tO»thXO)X]) € S/'

(d’): U est convexe, f(x,u,t) = x(x,t) + p(x,t)w, r(x, -, t) est convexe sur U.
(e): r(x,u,t) > cfulP —cyc; >0, > 1.

Maintenant, nous allons énoncer le principe de Pontriaguine qui est une
donnée nécessaire pour 1'optimalité, mais avant, nous mentionnons que ses
conditions permettent surtout de réduire le calcul de la solution du probleme
de commande optimale a la résolution d"un probléme aux limites pour un sys-

teme d’équations différentielles.

Principe de Pontriaguine : Un couple réalisable (u*(t),x;) représente la com-
mande optimale et la condition optimale initiale pour le probleme de commande op-
timale s’il existe un vecteur N k—dimensionnel, non nul avec Ay < 0, et aussi une

fonction vectorielle P(t) n—dimensionnelle telle que pour t € [to, t1] :

P(t)" = —P(t)f (x*, u*, 1); (0.1.2)
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et pourt € (to,t1)etuecld

P(t)TF(x" uy t) — F(x",u, 1)) < 0 (0.1.3)
P(t1)/ — )\lgm (th t])XO)X1 )> (014)
P(tO)/ - 7\/9x0 (ththXO)X]); (015)

P(tl)/f(X*>u*> tl) = 7\19t1 (tO) t1, X0, X1 ); (016)
P(to)’f(x*,u*,to) = 7\/9t0 (to,thXo,X]). (017)

Si de plus f(x,u, t) a une dérivée partielle f(x,u, t) continue, alors la condition
t
P(t)F(x", 1"y t) = N gy, (to, t1, X" (to), X" (t1)) +J P(s)fu(x",u",s)ds  (0.1.8)
to
est vérifiée pour tout t € [to, t1].

La quantité

H(x,u,t) = P(t)'f(x,u,t) (0.1.9)

est appelée hamiltonien. La condition (0.1.3) peut étre exprimée sous la forme
mgux{H(x*,u, t)} = H(x",u"t) (0.1.10)

et elle est appelée principe du maximum de Pontriaguine. De plus, les conditions
(0.1.4)-(0.1.7) sont des généralisations des conditions trouvées dans les pro-
blemes de calcul des variations et de commande optimale et qui sont dites
conditions de transversalité. Enfin, ’équation (0.1.2) est nommée équation adjointe.

Une commande est dite extrémale si (0.1.2)-(0.1.8) sont satisfaites et la trajec-
toire correspondante vérifie la condition finale. Il s’ensuit que toute commande
optimale est extrémale puisque les conditions du principe de Pontriaguine sont
seulement nécessaires pour 'optimalité. Mais, puisqu’elles ne sont pas suffi-

santes, nous pouvons avoir des commandes extrémales, mais non optimales.
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0.1.4.1. La résolution du probléme de commande optimale

Apres avoir présenté quelques théoremes d’existence avec des corollaires,
nous proposons une méthode de résolution de probléme de commande op-
timale. En fait, il existe plusieurs fagons de trouver la solution optimale, qui
découlent pour la plupart de théories classiques anciennes. Elles se classent en
trois grandes catégories :

-: méthode de programmation linéaire et non linéaire ;

-: méthode variationnelle ;

-: méthode de programmation dynamique.

Nous étudions principalement dans la suite de cette these cette derniere mé-
thode.

Méthode de programmation dynamique. Elle a été initiée par Richard Bell-

man en 1957. Tout d’abord, nous définissons la fonction de valeur
V(s,y) =inf J(t,x1).

Dans cette expression, nous exigeons que la commande u correspondante per-
mette d’atteindre 1’état final, c’est-a-dire arriver jusqu’au point (t;,x;), et ceci
a partir de I'état initial (s, x(s) = y). Il est clair que si cette commande n’existe
pas, alors V(s,y) tendra vers l'infini.

La fonction de valeur devrait vérifier cette inégalité aux dérivées partielles :
Vs + Vyf(y,v,s) >0,

pour toutv € U.
S’il existe une commande optimale u*, alors I'équation aux dérivées par-
tielles

Hgg{l{vs + VyﬂU»") s)}=0
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est satisfaite et le minimum est atteint par la limite a droite u*(s)* de la com-
mande optimale en s. Cette derniere équation aux dérivées partielles est appe-
1ée équation aux dérivées partielles de programmation dynamique.

Dans la suite, nous étudions les problemes de commande optimale dans le

cas de processus stochastiques.

0.1.4.2. Le probleme de commande optimale dans le cas d'un processus stochas-

tiqgue

Nous commengons cette partie par une présentation du processus non com-

mandé.

Le processus stochastique non commandé. Dans ce cas, une équation dif-

térentielle stochastique est de la forme
dn =b(t,n(t))dt 4+ o(t,n(t))dw, (0.1.11)

ol w est le mouvement brownien standard de dimension d. De plus, n est
sous la forme n = (ny,...,Mn) et b = (by,...,b,) est une fonction a valeur
vectorielle et qui est la dérive du processus 1. Enfin, o est une fonction a valeur
matricielle, pas nécessairement carrée. Elle doit vérifier 1’égalité oo’ = a, o1
a est la matrice de covariance du processus. Cette derniére est symétrique,
définie positive et ses coefficients satisfont a
d
ay = Zoucnj,i,j =1,...,n
Si nous écrivons l’équationljifférentielle ci-dessus en fonction des compo-

santes, nous avons :

d
dni = bi(t,n(t))dt+ Y oult,n(t))dwy,
1=1

pour tout i = 1,...,n. Dénotons par s l'instant initial et par T I'instant final.
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Voici une définition de la solution de (0.1.11).

Définition. Un processus stochastique {n(t)}cs1 est une solution forte de
I'équation différentielle stochastique (0.1.11) avec condition initiale n(s) si
(@): n(t) est Fr—mesurable pour tout t € [s, T], {Fi}>s désigne la filtration
brownienne standard);
(b): les conditions de régularité suivantes sont vérifiées :

T T
P {J b(r,n(r)ldr < oo} _p {J o(r,n(1)? < oo} .

S S

(0): pour tout t € [s, T], nous avons
t

b(r,n(r))dr + J o(r,n(r))dw(r) (0.1.12)

S

avec une probabilité de 1.
Cette solution (0.1.12) de 1’équation intégrale demeure valable tant que la
deuxiéme intégrale a un sens mathématique. Cette intégrale est appelée inté-
grale d'Ito. Elle est valable si certaines conditions, que nous énongons apres,

sont vérifiées.

Soit 'ensemble Q° = (s,T) x R™ Nous supposons que b; et oj; sont bien

définies et Borel-mesurables dans Iespace fermé Q°.

Nous faisons ensuite ces deux hypotheses :
(') il existe une constante C telle que pour tout (t,x) € Q°,
[b(t,x)] < C(1 + [x[), lo(t,x)| < C(T +[x]).
(IT") Pour tout ensemble borné B € R" et s < T’ < T, il existe une constante K,

qui peut dépendre de B et T/, telle que pour toutx,y € Bets <t < T/,

[b(t,x) = b(t,y)l < Kix —yl,
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lo(t,x) — o(t,y)| < Klx —yl.

Si (I') et (II') sont satisfaites et K ne dépend ni de B ni de T’, alors nous di-
sons que les conditions d’Itd sont vérifiées. Autrement dit, b; et oy sont de classe
C' dans Q° et leurs dérivées partielles d’ordre un par rapport a la variable

X = (X1,...,X,) sont bornées.

Nous présentons maintenant un théoréeme d’existence de la solution de
(0.1.11).

Théoreme 3. Supposons que b et o satisfont aux conditions (I’) et (II"). De plus,
n(s) est indépendant du mouvement brownien w et Elm(s)|* < oo. Alors une solution
sous la forme (0.1.12) de I'équation intégrale stochastique existe. Elle est unique dans
le sens suivant : s’il existe une autre solution n’ de (0.1.12) avec n’(s) =n(s), alors n

et n’ ont les mémes trajectoires, avec une probabilité de 1.

Nous poursuivons en proposant une définition nécessaire pour la suite de
notre travail, mais tout d’abord, nous 1"énoncons en dimension un.

Supposons que les hypotheses (I') et (II') sont vérifiées, alors nous défi-
nissons 'opérateur A, appelé générateur infinitésimal de la diffusion. Pour toute
fonction ¢ qui est C?, bornée et dont les dérivées premiere et seconde sont
bornées, nous avons si x € R

(A9)() = bx)0'() + 5 0(x) %" (x).

En dimension n, nous aurions

R 24 & o
A(t)d)_zuz—] aij(tax)axiaxj+zbi(t>x)ai-

Cet opérateur va nous permettre a la fin de cette section de résoudre le pro-

bleme de commande optimale dans le cas stochastique.
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Le processus stochastique commandé. Dans ce cas, nous avons, pour tout
t>s,

dn(t) = b(t,n(t),u(t))dt + o(t,n(t), u(t))dw(t). (0.1.13)

Ici, n(t) est ’état du systeme a l'instant t, u(t) est la commande appliquée a
I'instant t et w(t) est le mouvement brownien standard d—dimensionnel. No-

tons de plus quen(s) = y.

Nous faisons les hypotheses suivantes pour les fonctions b(t, x,u) et o(t, x,u):
(a) elles sont deux fonctions de classe C'(Q° x U);
(b) pour une constante C
b(t,0,0)| < C,lo(t,0,0)] < C,
[bx| + [bu| < C, lowl + |ou| < C.
Maintenant, pour une commande donnée u vérifiant certaines propriétés

(énoncées ultérieurement) et une fonction g(t, x, u), nous utilisons la notation
gu(ta X) = 9(t> Xy u(t) X))

Alors (0.1.13) s’écrit sous la forme
dn(t) = f*(t,n(t))dt + o*(t,n(t))dw(t), t > s.
Elle a la méme forme que (0.1.11), sauf que les coefficients b* et o* dépendent

maintenant de la commande u.

De méme, I'opérateur A devient

ZZCLU ay a a Z] ayl

Lj=1
Ces notations sont valables tant que la commande u est dite admissible, c’est-

a-dire qu’elle est une fonction Borel-mesurable de Q° dans U, telle que
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(i): pour tout (s,y), il existe un mouvement brownien w(t) tel que (0.1.13),
avec la condition initiale n(s) = y, possede une solution 1 unique en
probabilité ;

(ii): pour tout k > 0, EgyIn(t)[* est bornée pour s <t < T, et

:
Eqy {J Iu(t)lkdt} < o0.

E,y est I'espérance en tenant compte de I'état initial n(s) = y.

Le but de cette partie est de trouver la commande optimale admissible 1.*
qui minimise

T(s,y,1) = Eqy {J L(n(t),u(t),t)dt+‘1’(T,n(T))},

S

ou T est I'instant de sortie de 1’espace de travail. Les fonctions L et ¥ sont conti-

nues et elles satisfaient les deux inégalités

(@) [L(t,x,w) < C(1+ x| + ),

(b) IW(t,x)l < C(1+IxD)¥,

pour deux constantes C et k.

De plus, nous posons Q l'espace ouvert contenant (s,y). Une caractéris-
tique nécessaire pour cet espace est que a partir de n'importe quel couple
(to,x(to)) € Q, nous pouvons toujours atteindre I'ensemble vérifiant la condi-
tion finale (c’est-a-dire atteindre (t,1(T))) avec une certaine trajectoire corres-
pondant a une commande continue par morceaux. 0*Q est un sous-ensemble
fermé de 0Q tel que (t,n(t)) € 0*Q avec une probabilité de 1 et C?*(Q) est
’ensemble des fonctions qui sont continues dans Q, de méme que leurs déri-

vées partielles premieres et deuxiemes.
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Théoréme 4. Soit

W(S)U) - il{}fj(sa]::’)u))

qui vérifie I'équation de programmation dynamique

0=W,+ Iglegl[Av(s)W—F L(x,v,s)], (s,y) € Q,
avec la condition limite W(s,y) = Y(s,y), si (s,y) € 0*Q, sachant que W est
C'(Q) et continue dans la fermeture Q. Si u* est une commande admissible telle
que

A (s)W + L (s,y) = min[A"(s)W + L(s,x, V)]

pour tout (s,y) € Q, alors W(s,y) = J(s,y,u*) pour tout (s,y) € Q et nous dé-

duisons que u* est optimale.

Cette these est basée principalement sur des travaux présentés dans quatre
articles. Ces articles, dontj'étais ’auteur principle dans un cas, sont maintenant
publiés.

Au premier chapitre, nous cherchons les solutions de probléemes de com-
mande optimale dans le cas stochastique, et ceci en dimension un. La méthode
de résolution permet dans certains cas de trouver des solutions exactes. Sinon,
nous suivons différents chemins pour arriver a de bonnes approximations. Une
comparaison de ces estimations sera proposée ensuite. De plus, quelques pro-
blemes particuliers seront traités, a savoir des problemes de commande opti-
male avec une seule barriere.

Les problemes en dimension plus grande seront étudiés dans le deuxiéme
chapitre. Nous passons, au début, au cas de dimension deux et nous essayons
d’appliquer nos résultats sur ce genre de probléemes. Ensuite, nous proposons
une nouvelle méthode de résolution qui permet principalement de linéariser
I’équation de programmation dynamique, ce qui par la suite facilite le travail.

Apres, nous généralisons cette méthode en dimension n.



Chapitre 1

RESOLUTION DE PROBLEMES LQG EN
DIMENSION UN

Dans ce premier chapitre, nous allons essayer de donner une solution pour
les probléemes de commande optimale en dimension un dans le cas stochas-
tique. Nous les appelons les problémes LQG (Linear Quadratic Gaussian). Nous
cherchons, alors, la commande qui minimise une fonction du cout quadra-
tique, éventuellement sous des contraintes. Ceci se fait en maximisant ou mi-
nimisant le temps passé dans le domaine du travail en tenant compte de cout
des commandes quadratiques et des couts finals ( Voir le livre de H.Fleming
and W.Rishel [7]). La méthode utilisée permet souvent d’avoir une solution
exacte, mais parfois on se restreint a une solution approximative. L'importance
de cette méthode provient du fait que, méme avec un logiciel mathématique,
la résolution directe (c’est-a-dire chercher la fonction de valeur) est impossible

dans certains cas.

Soit {X(t),t > 0} un processus de diffusion commandé dans un intervalle
borné (d;, d;). Le cas d; = —oo ou d, = oo sera traité a la fin du chapitre. Ce

processus est défini par 1’équation différentielle stochastique

dX(t) = fIX(t)]dt + b[X(t)JulX(t)]dt + v[X(t)]'/2dB(t),
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ou u(-) la commande, f(-), b(-) et v(-) sont des fonctions de Borel mesurables.
{B(t),t > 0} est le mouvement brownien standard.

Notre but est de trouver la commande qui minimise I'espérance mathématique
de la fonction de cofit

T(x)
Joow = | (;q[xm]ﬂxm] - A) dt -+ K(T(x), X(T(x))),

avec A une constante, q(-) une fonction strictement positive sur (d;, d,), K(-, )
une fonction de classe C' et T(x) se définit comme étant l'instant de premier
passage

T(x) =inf{t > 0: X(t) € {d;, d2}IX(0) =x € (di,d2)}.

Dans la suite, nous supposons que les hypotheses d’existence de la solution
sont satisfaites pour tout t > 0. De plus, nous admettons que la solution est

unique.

Remarque. Si A est positive, la quantité (3qu® + A) est strictement posi-
tive sur (d;, d;); donc si T(x) croit, J(x) devient de plus en plus grande aussi.
Puisque nous voulons minimiser la moyenne de J(x), alors le processus va
essayer de sortir du domaine le plus vite possible. Cependant, lorsque A est
négative, nous essayons de rester dans (d;, d;) le plus de temps possible, mais
sans laisser T(x) tendre vers l'infini parce que la fonction de cotit va aller aussi
vers l'infini dans ce cas. Nous montrerons dans une prochaine section, qu’il
existe une A, critique, tel que toute A choisie doit étre supérieure a |A.,|.

Avant de commencer la résolution de notre probleme, nous devrions tout
d’abord étre certains que le processus va quitter nécessairement le domaine
de travail. Cette condition est vérifiée ici parce que nous traitons le cas des

processus de diffusion unidimensionnels dans des intervalles bornés.
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Apres, nous définissons la fonction de valeur
F(x) = inf E(J(x, u)).

Cette fonction existe et elle est différentiable. En effet, nous avons supposé que
les hypotheses d’existence du minimum sont satisfaites. De plus, F(-) est diffé-
rentiable parce que §q[X(t)Ju?[X(t)] + A est continue et continiment dérivable.

Cette fonction vérifie 'équation de programmation dynamique définie par

inf {;q(x)uz + A+ Fo+ [f(x) + b(x)ulFy + ;V(X)Fxx} =0,

oF

5o Fx = g—i, Fo = g% et avec les conditions limites F(d;) = F(d,) = 0.

0]:1 F‘t -
Posons

H(w) = L qfxiu + A+ Fot [F00) + bxhF, + v(0Fe

Notons par u* la commande optimale que nous cherchons. Alors, H(u) doit

étre minimale en u* et par la suite

oH

~—(u*) = qu* + bF, = 0.
au(u) qu +b 0

Ceci implique enfin que

Si nous remplagons 'expression de u* dans H(-), nous aurons par conséquent

cette équation aux dérivées partielles :

b (x) o, 1 Heoy _
240 [F (x)]2+§v(x)F (x) =0, (1.0.14)

A+ F+f(x)F'(x) —

qui est non linéaire. Souvent, trouver la solution est difficile, méme en utilisant
des logiciels mathématiques ; mais en 1982, Whittle présenta son théoréme per-

mettant de résoudre les problemes LQG, si certaines conditions sont vérifiées.
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1.1. THEOREME DE WHITTLE

Soit {X(t),t > 0} un processus de diffusion commandé, en dimension n,

défini par
dX(t) = f[X(t)]dt + BX(t)JuX(t)]dt + {N[X(t)]}'/2dW(t),

oul B est une matrice n x m et N est symétrique, définie positive. La commande
u € R™ et W est le mouvement brownien standard en dimension n. De plus,
soit la fonction de cotit qui est définie par

T 71
J(x,u) = L <2u/[X(t)]Q[X(t)]u[X(t)] + 7\> dt,

avec Q est une matrice définie positive, symétrique et A est une constante.

L’instant d’arrét devient sous la forme
T(x) =inf{t > 0: X(t) € 0D|X(0) = x € D},

ot D est le domaine de travail et 0D sa frontiere. Comme en dimension un,
nous supposons que les conditions d’existence sont vérifiées et que le proces-
sus va nécessairement quitter la domaine D. Maintenant, nous allons chercher

la commande optimale u* qui minimise la fonction F(x), définie par
F(x) = infE() (x, ).

Elle doit vérifier 'équation de programmation dynamique

infh + 2u(0'Qeu(x) + Flx) + F((F() + BixJulx)) + trNGIFw (]} =0,

oF

Otl Ft — a,

Fy est le jacobien de F et F, la matrice hessienne de F. La condition
limite est F(x) = O, pour tout x € dD. Nous procédons maintenant comme en
dimension un. Alors nous définissons une fonction H(-) exprimée par

H(u) = A+ 3u(x)'Q(x)u(x) + Fi(x) + Fu(x) [f(x) + B(x)u(x)] + 3trN(x)Fe (x)].
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Si nous dérivons cette fonction par rapport a u, nous déduisons a la fin la com-

mande optimale u* qui est égale a

w'(x) = —Q ' (x)B'(x)Fy(x).

Remplagons alors u* par son expression dans H(-). Donc, nous aurons

H(u")

A+ lU*(X)'Q(X)u*(X) + Fu(x) + Fx(x) [f(x) + B(x)u"(x)]

1
Etr[N(x)Fxx(x)]
1

A+ in(X)B(X)Q_] (x)Q(x)Q " (x)B' (x)Fy(x) + Fi(x)

() [£() — B)Q™ (B (F{(x)] + StrIN(0Fuslx]

0.

C’est une équation aux dérivées partielles non-linéaire et elle s’écrit apres sim-

plification sous la forme

1

A+ Fo(x) + Fe(x)f(x) — EFX(X)B(X)Q_] (x)B'(x)F.(x) + ltr[NFxx(x)] =0. (1.1.1)

Maintenant, supposons pour ce méme processus que la commande est nulle.

I s’ensuit que la nouvelle équation différentielle stochastique est

dX(t) = £(X)dt + {N(X)}2dW(t),

et la nouvelle fonction de cofit est
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ol T(x) est le moment du premier passage a la frontiére pour le processus non
commandé. Nous verrons, dans la suite, que Whittle utilisera ce processus non-
commandé pour la résolution de I'équation de Kolmogorov obtenue apres li-
néarisation.

Nous présentons maintenant le théoreme de Whittle.

Théoréme de Whittle Soit o un scalaire vérifiant
o«N =BQ'B’.
Alors nous pouvons linéariser I'équation (1.1.1) si nous appliquons la transformation
b(x, 1) = e ot

oit d(x,t) = E(e ™)), qvec la condition ¢(x,t) = 1, pour tout x € dD.

La nouvelle équation aux dérivées partielles linéaire est sous la forme

WA — by — huf — 11T (Nepys) = 0.
Remarques.
i. L'équation obtenue apres linéarisation est une équation de Kolmogorov, donc
la solution peut s’écrire sous la forme d"une espérance mathématique.
ii. Nous pouvons, au départ, examiner si la matrice BQ'B’ est inversible, mais
cecin’est pas tres important. En effet, si nous arrivons a calculer ce produit ma-
triciel, il ne nous reste alors qu’a vérifier s’il est proportionnel a la matrice N.

Preuve du théoréme. Soit « une constante positive telle que

aN =BQ 'B’.
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Ecrivons N sous la forme

011 -+ On
N =
Omn1 Onn
Soit ¢(x,t) = e *FxY; alors
Fo=—1%
x ¢
ONES %(f = —adF, :
20 A dF = _&d)x’
d)x = > _(xd)Fx

(chx)x = _%((bxx-

— oF
chX_( xo ¢6Xn>,

donc pour tout 1 <1i,j <n

De plus, nous avons

0°F 0d OF
(BRI = b b

aXian aix] axi’

et qui peut s’écrire sous la forme
((be)x = (bex + F)/(d)x = d)Fxx - (xd)F,/(Fx
Encore,

Grx = —XPFy + o?HFLF,.

Il s’ensuit que

Ny = —apNF,, + > GNF.F,.
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Revenons maintenant a I'expression de H(u*) et multiplions par ¢. Nous au-

rons alors
¢H(u") = Ad + ¢F, + ¢F, f— ?FXBQ1B’F,’( + ;tr((bNFxx)
x 1 1
= AP — E — (Lf — a—q)FXNF; + —tr(——Nobx + xdNF.F,)
o o 2 2 o
— -2 L Ngw) — 22 (ENF - (N
o 04 2x 2

Notre but est de trouver une équation aux dérivées partielles linéaire. Ceci est
possible si

F.NF., = tr(NF.F,).

En effet,
tr(NF.F,) = tr(F,NF,) = F,NF..

Donc, nous avons a la fin cette équation aux dérivées partielles linéaire

A — b — ok — 3 17(Np) = 0.

A la fin, c’est clair que lorsque x € 0D, alors F(x,t) = 0 et par la suite

o(x,t) =1.

|
Dans les prochaines sections, nous allons chercher les solutions exactes des
problemes de commande optimale en dimension un. C’est pour cela que nous
présentons, dans la suite, la fagon de résoudre ces problémes avec le théoréme

de Whittle. En effet, s’il existe un scalaire « vérifiant

bZ
Xy = —,

q
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nous pouvons alors écrire
1
F(x,t) = - InM(x,t) & M(x,t) = e )

ot M(x,t) = E(e ™) = M, (—Aa) qui est la transformée de Laplace de la
fonction de densité de la variable aléatoire continue et non négative t(x). Elle
est égale a la fonction génératrice des moments M) (—A«x) de cette variable.

Si nous remplagons dans (1.0.14), nous obtenons cette équation aux dérivées

partielles, de type parabolique
—AaM (x,t) + M(x, t) + M, (x, t) + ;vax(x,t) =0, (1.1.2)

telle que M(d;,t) = M(d,,t) = 1. C’est une équation de Kolmogorov pour le
processus non commandé correspondant.
Pour résoudre 1'équation, nous utilisons la transformée de Laplace de I'équa-
tion afin de la réduire en une équation différentielle ordinaire. Alors pour un
Y positif, soit

oo

L(x,y) = Jo e "M (x,t)dt.

Multiplions des deux cotés par e " et intégrons entre zéro et I'infini par rap-
port a t. Nous obtenons
o0

J e V"M (x,t)dt = [M(x,t)e "I° + yJ M(x,t)e Y'dt = yL(x,v)
0 0

o0 oL
["ermenan = R NORY
0
et
00 0°L
J e*VtMXX(x,t)dt = a(xxz,w = Lxx(X)Y)'
0

L’équation (1.1.2) sera donc

1 0°L(x,7y) oL(x,v)
! f
2o T o

+(y — aA)L(x,v) =0, (1.1.3)
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qui est une équation différentielle du second ordre avec les conditions limites

L(dy,v) = L(dz,v) =1 et qui se résout parfois d"une facon explicite.

Remarque. Lorsque v[X(t)], b[X(t)] et q[X(t)] sont des constantes positives,
la condition de Whittle est toujours satisfaite, et par conséquent, nous pou-
vons appliquer le théoreme de Whittle. Cependant, si deux de ces fonctions
(ou toutes) ne sont pas constantes, nous pouvons dire que nous sommes dans
un cas spécial si la condition est vérifiée. Bien sfir, si une seule des trois fonc-

tions est non constante, alors le théoreme de Whittle est non applicable.

Notons qu’a partir de maintenant, nous allons supposer que tous les para-
metres sont invariants par rapport au temps, ce qui implique que F, = 0. En
dimension un, I'équation 1.1.3 devient alors une équation différentielle ordi-
naire d’ordre deux.

Appliquons maintenant ce théoréme sur un premier exemple.

Exemple 1.
Soit {X(t),t > 0} un processus commandé de Wiener avec dérive f non nul et
de parametre de variance o”. by est une constante non nulle. Ce processus est

défini par 1"équation différentielle stochastique commandée
dX(t) = fdt + bou[X(t)]dt + cdW(t).
La fonction J(x) est égale a

T /1
J(x) = J (20|ou[X(‘c)]2 + A) dt,

0

ol qo est un scalaire strictement positif. Nous choisissons A > 0; alors 1'opti-
miseur essaiera dans ce cas de sortir le plus tot possible de I'intervalle (d;, d,).

Un exemple pratique de ce probleme est le suivant : Supposons que nous avons
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un objet qui se déplace vers le haut. La variable X(t) représente la hauteur de
cet objet. Notre but est de le ramener en haut ou en bas le plus tot possible.
Puisque tous les termes sont constants, alors la condition de Whittle est néces-

sairement vérifiée et nous avons

_ b3
= ot

La fonction F(x) peut s’écrire, donc, sous la forme

F(x) = _c]x In M (x),

telle que M (x) = E[e **")] et T(x) est définie comme la variable aléatoire T(x),

mais dans le cas du processus non commandé {n(t), t > 0} défini par
dn(t) = fdt + odB(t).
La nouvelle équation différentielle a résoudre est

—AaM(x) + uM’(x) + lO‘zM”(X) =0,

avec les conditions limites M(d;) = 1 et M(d;) = 1. Un calcul direct nous

donne que
M(x) o< A_(x,d1) — A_(x,d2) + Ay (x,d1) — Ay(x, d2)

tel que
AL(x,d;) :=exp {;J[(x +dy)f+ (x — di)é]}

pouri=1,2, et

&= (f2 + 20hc?)2,

la commande optimale est égale a

u'(x) =

_E / _ f b {A—(X)d1)_A—(X)dZ)+A+(X>d1)_A+(X>dZ)}
—A_ )

Flx) = —— 2
do () by by [A_(x,d2) (x,d1) + Ap(x,di) — Ay(x,dy)
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Si nous n’appliquons pas le théoreme de Whittle, nous devons faire le calcul
direct, c’est-a-dire que nous cherchons la fonction F(x) et apres nous dérivons
pour retrouver la commande optimale. Par exemple, lorsque nous choisissons
f=by=qo=A=0’=1,d; =0etd, =2, 'équation différentielle a résoudre
est sous la forme

1

7F//(X) - 0)

14 P60 — SIF )+ 5

2
et telle que F(0) = 0 et F(2) = 0. Nous aurions alors

F@J:x+x¢§—m{

V3 + eXV3H242V3 _ 52423 + V3
etVs —1 ’

et par la suite, la commande optimale correspondante est égale a

_2\/§62xx/§ + 2\/§eZX\/§+2+2\/§
—e2V3 | e2xV34+242V3 _ p242V3 | 43’

wix) =—F(x)=—-1—-vV3+

Nous pouvons facilement vérifier que c’est le méme résultat que celui trouvé
avec le théoreme de Whittle.
Remarque. Le théoréme de Whittle facilite bien les calculs, sauf que la vérifica-
tion de la condition de linéarisation devient plus compliquée pour les dimen-
sions supérieures ou égales a deux.
Question.

Si la condition de Whittle n’est pas vérifiée, parfois nous ne pouvons pas trouver la

solution méme avec la méthode directe. Qu’allons nous faire ?

Avant de répondre a cette question, nous tragons la courbe de u*(x) (Figure

1.1) pour ce dernier exemple.



31

0.5
0 T L T 1
0.5 1 15 2
-0.51 x
-1
-1.51

FIGURE 1.1. La commande optimale avec f = 0 = by = ¢y =
}\:],d1 :Oetd2:2.

1.2. SOLUTION EXACTE DU PROBLEME LQG

Dans cette these, nous allons tout d’abord présenté une méthode de résolu-
tion de ces problemes en dimension un. La fagon de faire permet de trouver des
solutions exactes ou bien des bonnes approximations. Apres, nous essayons
d’appliquer la méme méthode en dimension deux, puis nous présentons une
généralisation du théoreme de Whittle.

Regardons premiérement ’expression de la commande optimale u*(x) et
encore I'équation différentielle (1.0.14). Nous remarquons que nous pouvons
réduire notre probléeme a chercher F/(x), puisque 'équation (1.0.14) ne dépend
que de F'(x) et de F”(x) et, en plus, u*(x) est en fonction seulement de F'(x).
Dans ce cas, nous devrions trouver une condition initiale pour la nouvelle va-

riable F'(x), qui satisfait a cette équation différentielle :

1

10%(x) N
2

B 2
7400 G°(x) +

A+ f(x)G(x) (x)G'(x) =0, (1.2.1)

sinous posons G(x) := F/(x). Cette nouvelle fonction existe puisque la fonction

F(-) existe et elle est deux fois différentiable. En général, trouver une condition
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pour G(x) n’est pas évident, mais parfois, si les parametres f(x), b(x), o(x) et
q(x) vérifient certaines conditions, nous pouvons en déduire le point noté par
Xo € (dy,d;), ot F(-) est maximale(resp. minimale) et ceci est équivalent a dire
dans notre probleme a

F,(Xo) = G(Xo) = 0.

Commengons par cet exemple : Posons b(x) = box¥, q(x) = qo ot k €
{0,1,2,...}, by et qo sont deux constantes strictement positives. Avant de don-
ner le résultat dans ce cas général, nous traitons quelques cas particuliers. Pour

= 1, nous commencons par le processus de Wiener avec dérive nulle et
o%(x) = 1. lintervalle (d;, d;) est de la forme (—d, d). L'équation différentielle

déduite de I'équation de programmation dynamique est

boX 2 1

A— 22 (F/(x)) + S F

e SF0) =0, (1.2.2)

avec les conditions limites F(d) = F(—d) = 0. Nous choisissons A négative.

Nous avons
bz(x) i Eéxz
ax)o*(x)  qo
C’est clair que nous ne pouvons pas appliquer le théoreme de Whittle dans ce

cas. Essayons alors de faire le calcul direct avec un logiciel mathématique. La

solution de (1.2.2) est exprimée par

\/quor c1Y_1(8 %HI_,( )

Lo
(x) b0 Jaz(av,62)+;9))

dz, (1.2.3)

telle que & = %bo. Jv et Y, sont deux fonctions de Bessel et c; une constante
qui doit vérifier F(d) = 0. Cette derniére condition est satisfaite pour tout choix
de c;. En effet, nous pouvons remarquer que la fonction sous l'intégrale F’(-)
est impaire et donc l'intégrale est toujours nulle sur (—d, d). Sinon, il semble
tres difficile d’évaluer F(x) explicitement.

Remarque. La fonction de Bessel Y, n’est pas définie en 0, dong, il faut que F'(-)
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soit intégrable dans l'intervalle (—d, d).
Dans la suite, nous cherchons une autre fagon pour identifier c;.

Maintenant, regardons 1’expression de la commande optimale u*(x). Elle
est cette fois-ci sous la forme

_bo

u(x) = %

xF'(x).

L'optimiseur essaie de maximiser le temps passé par le processus dans l'in-
tervalle (—d, d), en prenant en considération les cotits de commandes quadra-
tiques. Nous pouvons affirmer, par symétrie, que la meilleure position pour
le processus est en zéro. Alors, F(x) admet nécessairement un minimum en
ce point et nous avons F/'(0) = 0. Ceci implique que u*(0) = 0. Avec cette
condition déduite, nous pouvons trouver une forme explicite de u*(x). En ef-

fet, d’apres (1.2.3), nous déduisons que

VoIRGe ©Y 1 (8%) +T 1 (8%)
bo x(qu( 85)+15(8%))

F'(x) =—

De plus, en utilisant la formule (voir Abramowitz and Stegun, 1965)

Jv(z) cos (vrr) — ], (2)

sin (v7r)

Y,(z) =

b

qui est valable pour tout v ¢ {—1,—2,...}, nous pouvons écrire F'(x) sous la

forme

V=2Ago (1 — )] 1 (8%) + V2ei]1 (8
box (T —e1)]3(8%) — v2er1] 5 (8

De plus, en utilisant cette formule (voir Abramowitz and Stegun, 1965)

F/(x) = — e (1.2.4)
2

1 1

Jv(z) ~ (EZ)VW

lorsque z — O et v ¢ {—1,—2,...}, nous trouvons que

- V=2A(1—c;) 82 T(
limF'(x) = 5)
x—0 bo ¢ 2V2T(

)

ESE

TN _—
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et, par la suite, nous déduisons que ¢; = 1. Alors

N

e ] (52
Fx) = Y2 Jil 22) (1.2.5)

box  J_3(8%)

et enfin la commande optimale est égale a

2

V=2A J1(8%)

u (X):_ \/% ]7%(67))

(1.2.6)

x
N

pour tout —d < x < d.

Remarques.
i. Supposons tout d’abord que la constante A est négative. Ecrivons 1'équation

différentielle stochastique commandée du processus :
dX(t) = boX(t)ulX(t)]dt + dB(t).

L'optimiseur voudrait maximiser le temps passé dans l'intervalle (—d, d), alors
si le processus est a la position x tel que x € (—d,0), dX(t) doit étre positive et
ceci est équivalent a dire que u*(x) < 0 sur (—d,0). Vérifions cette déduction

en regardant I’expression retrouvée de u*(x). Nous avons

u*(x) = —ZZXFI(X).

Six € (—d,0), —z—gx > 0 et F/(x) < 0 puisque F(x) admet un minimum en zéro.
De méme, si nous étudions le cas pour lequel x € (0, d). Il faut que dX(t) soit
négative et donc u*(x) < 0. Ceci est vrai parce que —Z—gx < OetF/(x) > 0sur
(0, d). En conclusion, u*(x) est négative pour tout x # 0.

ii. Si A est positive, I'optimiseur va essayer de sortir le plus vite possible de
l'intervalle (—d, d) ; alors, par symétrie, la pire position est en zéro. En ce point,
la fonction F(x) est maximale et on a F/(0) = 0. Faisons une analyse comme

dans l'autre cas. Sur (—d,0), dX(t) devrait étre négative et donc u*(x) > 0.
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Regardons pour I'expression de u*(x). Nous avons —E—gx > 0 et F'(x) > 0 pour
tout x € (—d,0) et ceci confirme notre conclusion. Maintenant, si x € (0,d),
u*(x) devrait étre positive et par la suite dX(t) devient positive. Ce résultat est
juste car —Z—gx < 0 et F'(x) < 0. Alors nous en déduisons que u*(x) > 0 pour
tout x # 0.

Nous allons maintenant tracer la courbe de la commande optimale dans le cas
de A < 0. Nous faisons deux graphes, avec deux A différentes. Pour la premiére
(Figure 1.2), nous prenons by = qo =d =1et A = —2. Danscecas 6 = 2 etla

commande optimale est sous la forme

FIGURE 1.2. La commande optimale avecby =qo=d=1,A=—-2.

Pour le deuxieme cas (Figure 1.3), nous changeons seulement A et nous

choisissons A = —3. Il s’ensuit que & = v/6 et la commande optimale
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10000

-10000 -

-20000 -

FIGURE 1.3. La commande optimale avecby =qo=d =1, A = -3.

Nous remarquons que la premiere courbe vérifie bien nos conclusions, alors
que ce n’est pas le cas pour la deuxieme, parce que nous constatons que la
commande optimale devient positive pour certains x € (—1, 1), malgré que A <
0. En effet, le processus essaiera dans ce cas de rester le plus de temps possible
dans l'intervalle (—d, d), tandis que notre but est de minimiser la fonction de

colit

T(x) 1 T(x) 1
() =j <ZQOu(X(t))2+7\> dt — j (qou(x(t))z> dt 4+ AT()

= L[Tx)] + LIT(x)].

Puisque nous sommes dans un intervalle borné, le processus va quitter né-
cessairement (d;, d;) et par la suite T(x) est fini. J(x) est la somme de deux
quantités de signes opposés. De plus, lorsque T(x) croit, I;(x) et I,(x) croissent
en valeurs absolues d'une facon simultanée. Ceci pourrait faire tendre T(x)
vers l'infini parfois, ce qui contredit ’hypothese que T(x) est fini. Comme nous

I'avons dit précédemment, la premiere courbe vérifie nos déductions, mais pas
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la deuxieme. Donc nous pouvons conclure qu’il existe une certaine valeur cri-
tique A, telle que tout choix de A négative doit vérifier A > —[A,|. Ce A, dé-
pend principalement des autres parameétres by, ¢, et d. Inversement, si nous

fixons A, nous pouvons trouver la plus grande valeur de d.

Maintenant, nous essayons de trouver A,. A cause de sa forme intégrale,
trouver la valeur de A qui rend la fonction F(x) infinie est tres difficile; alors
nous devrions procéder autrement. Une fagon de résoudre ce probléme consiste
a chercher le plus petit x positif pour lequel le dénominateur dans (1.2.5) est

nul. Soit g(x) la fonction qui est égale a

).

g(x) =Xl_g()(22

Approximativement, elle s’annule en x ~ 1.455, ce qui implique que d doit

vérifier v/ 0d ~ 1.455. Si nous choisissons by, qo et d, nous avons

—2A
5d? = (1.455)% = Tbod?
( ) T 0
<:> 2
(1.455) by BTN
d \/% cr
< 4
A —_ G0 (145
T3\ d ‘

Dans notre exemple, nous avons pris qo = by = d = 1; alors

Aar =~ —2.24.

Conclusion : Pour trouver une solution du probleme d’optimisation dans cet

exemple, il faut que A soit plus grande que -2.24.
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Prenons un cas plus général, en posant f(x) = %, b(x) = bex* et v(x) = 1.
C’est un processus de Bessel commandé dans un intervalle de la forme (—d, d).
Choisissons 6 tel que 0 € (0,2). Si 0 est égal a 1, alors nous revenons au cas
d’un mouvement brownien standard. Pour que le théoréme de Whittle soit
applicable, il faut qu’il existe un scalaire « vérifiant

bo Zk
qo

X =

mais ceci n’est vrai que si k est égal a zéro. Nous choisissons alors k > 0 et

A < 0. La commande optimale u*(x) est égale a

u*(x) = —ExkF’(x) = —Eka(x).
do Jo

L’équation différentielle a résoudre est de la forme

A+ 9_1G(x) —b—éxz"Gz(x) +1G'(x) =0 (1.2.7)
2x 24 2 e -

La solution est de la forme

V—2Ago { Ju(ex*1) + co¥y(ex*T) }
J

boxk vo1(exXMT) 4+ co Yy gy (exkHT)

G(x) =

telle que J, et Y, sont deux fonctions de Bessel et ¢, une constante arbitraire,

bo 4 /f%

9 .
et c:= o

V= 3

Cependant, si A est positive, G(x) s’écrit sous la forme

\/27\q0{ coKy (X ) — I, (c*x*) }

G =
() box* | coKy_i(e*xk 1) + I,y (c*xHT)

ou I, et K, sont deux fonctions de Bessel modifiées et

2A
ct = L\/qjo =1ic
ok+1 '

Les parametres infinitésimaux sont symétriques par rapport a zéro. En effet,

f(x) est impaire tandis que v(x) est paire. De plus, bjx** est paire et aussi pour
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la fonction constante q(x) = qo. Alors la fonction de cotit sera minimale en zéro

(resp. maximale), puisque A est négative (resp. positive). Nous avons donc

Puisque nous sommes dans le cas de A négative, alors la solution de (1.2.7) est

VvV —27\q0
boXk
( k+1 cos [vr] c (CXk+1 )Y
{ZVF(V+1 (] +Co sin [VT[]) sin [(1/7'[] 27VT(—v+1)
(exk+T)v-1 cos [(v—1)7 c (exkH)—(v=1) °
{ 2v=1T(v (1 +c Osm [(v— 1)7ﬂ> " sin [(v0—1)7t] Z*(V*”F(varZ]}
Nous pouvons écrire G(x) sous la forme

\/—2)\q0 C]X% + Cox

0 )
bo  cax(3V) gy 32K

G(x) ~

N

G(x) ~

ou les ¢; sont des constantes égales a

.

- cV cos [vr]
¢1 = w1+ CoSmm >

v o

Z*VI"( v+1) sin [vr]?
vl cos [(v—1)7]
€3 = 2v=1T(v (1 +Co sin [(v—])n]) )

o) — co c—(v=1)
L 4 = T sin((v—Nm 2- v (—v+2)

Cr = —

Si 0 € (1,2), alors nous devons avoir ¢, = 0. Ceci implique que ¢, est nulle et

par la suite c4 1’est aussi. Enfin, la fonction G(x) est sous la forme

Glx) = vV—2Aqo {I]V(kaﬂ) }

bOXk v—I1 (ka+])

Cette expression est valable tant que le dénominateur est positif. En effet, pour
les fonctions J,_;(cx**") et J,(cx*1), elles sont de mémes signes a partir de
zéro, jusqu’a ce que la premiére change de signe avant la deuxieme, ce qui
change le signe de G(x), mais ceci est absurde. Cette conclusion est équivalente

au fait qu’il existe une valeur critique A.,, comme dans le cas k = 0.
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Finalement, la commande optimale est sous la forme

v—27\{ Jv(ex**) }

qo [ Jv-1(ext1)

u'(x) =
Regardons maintenant le cas de 6 € (0, 1). Il s’avere que

lim G(x) = 0,

x—0

pour tout choix de c,. Alors la solution n’est pas unique. Ceci n'implique pas

que nous pouvons choisir n'importe quel c,. En effet, pour le cas particulier

0= %, k=1,A=—1etby = qo =1, nous trouvons
2 2
RS @A ECVICRY
x T 063+ e 5 ()

Pour ¢y = 0, la fonction F(x) est égale a

X I%(Uz)
Flx) = J y {J;(yz) } v,

2

et la commande optimale correspondante est égale a

J1(x?)
u(x) =-2 { ]sg(xz) } )

Nous tragons maintenant la courbe de F(x) si ¢y = 0 (Figure 1.4).

FIGURE 1.4. La fonction F(x) si ¢y = 0.
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Nous déduisons, d’apres la courbe, que la fonction F(x) est négative pour

tout x € (—%, %) et elle admet un minimum en x = 0. Nous déduisons de plus

que u*(x) < 0 pour tout 0 < x| < 1, ce qui est logique puisque 1'optimiseur
voudrait maximiser le temps passé dans (—1, ;). Cependant, si nous faisons
tendre c, vers l'infini, la fonction F(x) correspondante est égale a

1 Yily?)
o = U{Yg(yz)}dy)

1
2

et la commande optimale devient

. Yi (x?)
u(x) =-2 Yoo [

8

Oo|—

La courbe de F(x) dans ce cas (Figure 1.5) est sous la forme

0.2 0.4

FIGURE 1.5. La fonction F(x) si ¢y — oo.
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Contrairement au cas ¢y = 0, F(x) est strictement positive sur (—%, %) et
atteint son maximum en x = 0. Pour la commande optimale u*(x), elle est
strictement positive pour tout
0 < |x| < 1. Ainsi, la solution n’est pas unique pour (1.2.7). Il faut alors utiliser
d’autres arguments. Dans ce cas, nous devrions garder la premiere solution
parce qu’elle vérifie les caractéristiques de notre probleme. En effet, puisque
A < 0, alors 'optimiseur essaie de rester le plus de temps possible. Donc, au
point zéro, la fonction de cotit sera minimale et par conséquent F(x) < 0 pour
).

Regardons maintenant pour le cas de A positive. En utilisant les formules

tout x € (—5,

Nol—
T

(voir Abramowitz and Stegun, 1965, p. 375)

et
(32)"
Mv+1)°

lorsque v ¢ {—1,—2,...}, la fonction G(x) devient sous la forme

Iv (Z) ~z—0

Glx) = V2ZAqo CTX*% — cﬁx%
b cixBH=2 4 cixz [
telle que
ci = co(3)' " T(V)(c") ™,

_ (1yv ()Y
= (j)vm>

c3 =co(3)* (v —=1)(c*),

o ) ) : 0
Multiplions le numérateur et le dénominateur par x2 ; donc nous obtenons

V2ZA ci —c3x®
6 = Yo { i

bo ;XZkH + ije*]
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Nous déduisons a la fin, que si © € (1,2), alors la condition G(0) = 0 est vérifiée
seulement si ¢y = 0. Il s’ensuit que

\/2)\q0{ IV(C*Xk-H) }
I )

o boxk v (e )

G(x) =

et la commande optimale est

u(x) = —@ka(x)
qo
B \/z_}\ IV(C*XkJr])
- Ve e

Cependant, si 6 € (0, 1), la condition G(0) = 0 est vérifiée pour tout choix de
co, donc la solution n’est pas unique. De plus, nous n’avons pas de contraintes
pour A si elle est positive, donc nous pouvons la choisir grande comme nous
voulons.
Proposition 1. Soit b(x) = box*. Supposons que f(x) est impaire et v(x) est paire,
alors la commande optimale est donnée par

K

w(x) = —bo:oG(X)a

telle que G(x) satisfait a I'équation différentielle (1.2.1), avec la condition

G(0) =0.

Les parametres infinitésimaux du processus {X(t),t > 0} sont symétriques,
alors si 'optimiseur essaie de rester le plus de temps dans (—d, d) (resp. rester
le minimum du temps), le point zéro sera la meilleure position (resp. la pire

position). Ceci est équivalent au fait que A < 0 (resp. A > 0).

Nous présentons maintenant une généralisation de la proposition.

Corollaire 1. Supposons que f(x) est impaire et b*(x) et v(x) sont deux fonctions
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paires. Alors la commande optimale u*(x) est donnée par

wix) = =2 G,
Jo

telle que G(x) vérifie I'équation différentielle

bz(x) 2 1, _
245 G~ (x) +§G (x) =0,

A+ f(x)G(x) —

et satisfait a la condition initiale G(0) = 0.

1.3. SOLUTION APRES TRANSFORMATION DU PROBLEME LQG

Parfois, si la symétrie n’est pas vérifiée, nous pouvons essayer de transfor-
mer le probleme de sorte que nous retrouvons un nouveau processus, une nou-
velle équation différentielle stochastique commandée et a la fin une nouvelle
équation de Riccati. Ce nouveau probleme devrait satisfaire aux conditions du
corollaire. En effet, si {X(t),t > 0} est notre processus commandé dans un inter-
valle (d;, d;) telle que d; # —d,, il est clair que les parametres infinitésimaux
associés a ce processus ne sont pas symétriques par rapport a zéro. L'idée, dans
ce cas, est de trouver une transformation linéaire Y(t) = g(X(t)) pour le pro-
cessus {X(t),t > 0} telle que les nouveaux parametres associés a {Y(t),t > 0}
soient symétriques par rapport a zéro, dans un nouvel intervalle de la forme
(—d,d).

Cette fonction g(x) doit étre strictement monotone et g”(x) doit exister et étre
continue sur [dy, d;]. Dans ce cas, nous pouvons appliquer notre corollaire a ce
nouveau processus et, par la suite, trouver la commande optimale en fonction
de y. Enfin, nous avons a remplacer y par son expression en x (voir M. Lefebure,
Applied Stochastic Processes, p. 64).

D’une facon générale, notons tout d’abord par X, b* et V¥ les parametres as-

sociés au processus {X(t),t > 0} et par fY,bY et V" les parametres associés au
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nouveau processus {Y(t),t > 0}. Nous posons Y(t) = g(X(t)), alors 'équation

différentielle stochastique commandée
dX(t) = FIX(1)]dt + bXX(B)uX(t)]dt + (VX X(t)]}2dB(t)
devient
dy(t) = fIY(t)ldt + b [Y(t)]ulY(t)]dt + (v [Y(t)]}2 dB(t),
telle que
(y) +b¥(yluly) = [F(x) + b (ux)g (x) + 59 (x)g" (x)

et

Nous devrions maintenant vérifier les conditions pour ces nouveaux para-
metres.

Regardons cet exemple : Si nous travaillons avec un mouvement brownien
standard sur (d;, d,), tel que d; # —d,. Posons alors Y(t) = aX(t) + b tels

que

2d _ _ d(da+dy)
ood etb= oo

a=
Cette transformation permet d’avoir un nouveau mouvement brownien
{Y(t),t > 0} avec dérive nulle et de parametre de variance 0* = a* dans l'inter-
valle (—d, d). Nous remarquons directement que les conditions du corollaire
1 sont satisfaites pour {Y(t),t > 0} dans (—d, d) et par la suite nous pouvons
trouver la commande optimale u*(x) a la fin.

Remarque. L'existence de la symétrie dans certains problémes de commande
optimale permet de trouver la solution d'une fagon explicite. C’est pour cela

que nous allons I'utiliser, si c’est possible, dans les prochaines sections.
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1.4. QUELQUES EXTENSIONS DU PROBLEME LQG

Dans le corollaire 1, nous avons généralisé la proposition 1 en remplacant
byx* par une fonction b(x) telle que b(x)? est paire. Une autre extension de la
proposition 1 est lorsque nous changeons la fonction de cofit

Joww) = | (X)) e

0

tel que g(x) est une fonction positive paire. Voici un exemple pour illustrer ce
résultat.

Exemple 2.

Nous considérons un processus particulier d’Ornstein-Uhlenbeck. L'équation

différentielle stochastique commandée est
dX(t) = =X(t)dt + u[X(t)]dt + dB(t)

et la fonction de cotit est

Jx,w) =j

0

T(x) ( uz[X(t)]
IX(t)[+1

#1) at,

avec

T(x) = inf{t > 0: [X(t)] = 2IX(0) = x € (—2,2)].

Ainsi, la commande optimale est donnée par
. 1
w(x) = —5 (X[ +1)G(x),
tel que G(x) satisfait a I’équation différentielle

1—xG(x)— (x| + 1)G?(x) + ;G’(x) =0,

et la condition initiale G(0) = 0. Par symétrie, nous déduisons que
G(—x) = —G(x) et donc u*(—x) = —u*(x). Alors, nous pouvons restreindre

notre travail dans l'intervalle [0, d].
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La solution de I’équation différentielle, vérifiant G(0) = 0, est

Jrlerf(x +2) — erf(2)]
Vlerf(2) —erf(x + 2)] — e~(x+2)??

G(x) =

tel que "erf(-)” est la fonction erreur. Il s’ensuit que la commande optimale

pour tout 0 < x < 2 est

rlerf(2) — erf(x + 2)]
Vlerf(2) —erf(x + 2)] — e~ (x+2)*"

W =2+ 1)

Nous allons tracer la courbe représentative de u*(x) sur [0, 2] (Figure 1.6).

1.5

0.5

FIGURE 1.6. Commande optimale dans l'intervalle [0, 2].

Une autre extension possible de la proposition 1 est lorsque nous choisissons
la fonction de cofit sous cette forme

o) 71
J(x,u) = J <2q0b(x)2u2[X(t)] + 7\) dt.

0

Dans ce cas, q(x) est égale a qob(x)?, o1 qo est une constante strictement posi-

tive, b(x) de signe constant et différente de zéro.
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L’'instant du premier passage T(x) est défini par
T(x) =inf{t > 0: [X(t)| = dIX(0) = x},

pour tout x € (—d, d).

Siv(x) = vy > 0 qui est un scalaire, alors nous remarquons directement que

1
vVodo

la condition de Whittle est satisfaite pour & = > 0. En effet, nous devons

vérifier qu’il existe une constante positive telle que

b2(x) _ o bx
A & Vo =

qobZ(x) ~ qo’

av(x) =
et, par la suite, nous pouvons appliquer le théoréme de Whittle.
Cependant, ce n’est pas le cas si v(x) est une fonction paire positive, non constante.
Nous présentons dans ce cas cette proposition
Proposition 2. Soit f(-) et v(-) deux fonctions impaire et paire respectivement dans

notre probleme. Alors la commande optimale u*(x) est donnée par I'expression

B 1
qob(x)

u(x) = G(x),

oit la fonction G satisfait a I'équation différentielle de Riccati

A+ f(x)G(x) — Z]qOGZ(x) + ;v(x)G’(x) =0, (1.4.1)

avec la condition initiale G(0) = 0.

Preuve. Tout d’abord, nous avons que la fonction F(x) est deux fois différen-
tiable et elle vérifie F(d) = F(—d) = 0. La condition initiale

G(0) = F/(0) = 0 est due principalement a la symétrie et au fait que 1'expres-
sion de la fonction G(x) = F/(x) ne dépend pas de b(x), comme nous pouvons
la remarquer dans 1'équation de Riccati (1.4.1). Par conséquent, 1'origine est la
pire (la meilleure) position pour minimiser la valeur moyenne de la fonction
de cofit, si A est positive (resp. A est négative).

Remarques. i. Cette proposition inclut aussi le cas important lorsque f(x) = 0

etv(x) =vy > 0.
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ii. Dans les deux cas ot1 A est positive ou négative, la commande optimale s’an-

nuleen x = 0.

Voici maintenant deux exemples, oit nous allons appliquer la derniere pro-
position.
Exemple 3.
Prenons dans cet exemple f(x) = 0 et v(x) = 1. Nous sommes dans le cas d'un
mouvement brownien standard commandé.

Nous devons résoudre I'équation de Riccati

1 2 1 / _

Si A est positive, alors la solution de (1.4.2) qui satisfait a la condition G(0) =0

G(x) = —\/2Aqp tanh (M?X),
0

et la commande optimale est donc sous la forme

wiy ] 2\ |2\
u(x) = b(x)\/;tanh( ax).

Remarque. Nous aurions pu utiliser le théoreme de Whittle dans ce premier

est

exemple. En effet, nous choisissons dans ce cas & = % Résolvons le probléme
avec cette méthode et comparons apres les deux résultats.
Soit, alors, la fonction M(x) := e *"®), qui vérifie I'équation différentielle ordi-

naire, linéaire et d’ordre deux

;M”(x) = cAM(x),

avec les conditions limites M (d) = M(—d) = 1.

Nous trouvons donc

_cosh (v2oAx)
~ cosh (V2oAd)”

M(x)
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Il s’ensuit que

V2o

G(x) =F(x) =— oc tanh (v 20Ax),
et
eiy . V2o ] 2A 2\
u*(x) = b () 4o tanh (V2aAx) = b(x)\/;tanh< qox>.
Exemple 4.

Nous prenons, encore, f(x) = 0 et choisissons v(x) = x%+ 1. Pour simplifier les
calculs, supposons de plus que qo = 1.

C’est clair que nous ne pouvons pas appliquer le théoreme de Whittle.
L’équation de Riccati a résoudre est sous la forme

1 2 1 2 / o
A—EG (x)—i—i(x +1)G'(x) =0.

Si A est positive, et puisque G(0) = 0, nous aurons
G(x) = —V2A tanh (V2A arctan (x)).

Side plus, h(x) = 1 et A = 3, alors la commande optimale est donnée par

1
77
u*(x) = tanh (arctan (x)).

Puisque nous avons choisi b(x) constante (et dong, elle est paire), alors néces-
sairement la commande optimale est paire aussi.

Voici le graphique (Figure 1.7) de u*(x) lorsque nous prenons d = 1.
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0.6
0.4

0.2 o

" T T )
-1 -0.5 0] 0.5 1

-0.2
~0.4

-0.6 1

FIGURE 1.7. La commande optimale avecb(x) =1,A = %, qo =1
etd=1.

1.5. SOLUTION APPROXIMATIVE DU PROBLEME LQG

Voici un autre résultat intéressant : Commengons a partir de I'équation
(1.2.1) qui est une équation différentielle de Riccati. Si les conditions de symé-
trie ne sont pas vérifiées et puisque trouver une transformation linéaire n’est
pas évident parfois, nous procédons alors autrement. L'idée est d’approcher
le point xy qui maximise (resp. minimise) la valeur moyenne de la fonction
de cofit selon le signe de A. Nous présentons ici deux méthodes : la premiere
consiste a linéariser tout d’abord 1"équation de Riccati. Ceci permet d’avoir une
nouvelle équation différentielle qui est linéaire. Ensuite, nous identifions une
nouvelle fonction qui permet de trouver une bonne approximation du point x,
désiré. La deuxiéme méthode permet de considérer le point xo comme étant le
point a partir duquel le processus non commandé passe le plus de temps dans

(dy, d2) avant de quitter.

1.5.1. Approximation apres linéarisation

Soit z(x) une fonction vérifiant

(1.5.1)
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en supposant que b(x) # 0 dans l'intervalle [d;, d;]. Remplagons dans 1'équa-
tion (1.2.1), donc nous avons cette équation différentielle linéaire :

2 X) Z”(X)

fx)qx)v(x) 2'(x) T q(x)v7(
b2(x)  z(x) 2 DBA(x)

Tv(x)[q'(x)v(x) + q(x)Vv'(x)] z'(x)  b'(x)q(x)v*(x) 2’ (x)

A —

72 b2(x) 0 T v 20
Apres simplifications, nous avons
" fx) (g’ (x)v(x) +qxv'(x)]  b'(x)] ,
(g e  2e 7
L, b(¥) _
ZAiq(x)vz(x)Z(X) =0. (1.5.2)

Ensuite, la solution z(x) peut s’écrire sous la forme
z(x) = c1z1(x) + c2z2(x),

ou c; et c; sont deux constantes arbitraires. Cette solution existe, parce que
G(x) existe aussi. En effet, pour une constante positive y non nulle, nous pou-

vons écrire z(x) sous la forme

Jx b2(s)

L QM) G(s)ds} .

z(x) = yexp {—

Puisque F(d;) = F(d;) = 0 et nous avons supposé au début que F(x) est deux

fois dérivable, alors il existe nécessairement un point x, tel que
F'(x0) = G(xo) = 0.
Il s’ensuit a partir de (1.5.1) que
G(xo0)y (1.5.3)

z'(x0) = —z(x0)

et par la suite
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Supposons de plus que z{(x) # O, pour i = 1,2, donc c; et c; sont non nulles.

G(x) devient alors sous la forme

G(x) = — : ; . (1.5.4)

Ensuite, nous écrivons
= [}y, G(y)dy, (respectivement. F(x fdz G(y)dy)

donc

N _Jaz zi(x0)zi(y) — 21 (x0)z(Y) AIVY) 4 (g 55

F(d”:O:L] Sy == aly) —zix)zly) bY)

Cette derniere égalité n’est valable que pour le xo que nous cherchons. Alors
pour 'estimer, nous considérons cette intégrale comme étant une fonction de
Xo € [di,d,]. Nous la notons par I(x,). A l'aide d’un logiciel mathématique,
nous tragons sa courbe et apres nous déduisons une bonne approximation du
point recherché a partir du graphique.

Proposition 3. La commande optimale qui minimise la valeur moyenne de la fonction

de cofit J(x), définie par

T /1
J(x,u) :J (q(X(t))uz(X(t)) + 7\) dt,

avec q(-) une fonction de Borel positive, est égale a

* _ Z’é(XO)Zq (X) le
W = S m ) — 2l (x

tel que z1(x) et z;(x) sont deux solutions linéairement indépendantes de I'équation
(1.5.2). De plus, le point x, satisfait a G(xo) = O et il est obtenu a partir de la condi-
tion (1.5.5).

Remarques. i. Parfois, nous pouvons déduire le point x, en utilisant la symé-

trie, donc, nous n’avons pas besoin d’utiliser la condition (1.5.5).
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ii. La méthode utilisée permet de trouver une expression pour u*(x). Cette der-
niere dépend seulement de la fonction G(x) = F'(x). Pour trouver F(x), nous
devrions intégrer G(x), mais, en général, ceci n’est pas facile.

iii. Nous avons supposé au début que b(x) # 0, pour tout x € [d;, d,]. Sinon,

sil existe x; € [d;, d,] tel que b(x;) = 0, nous avons deux possibilités :
z'(x)

Premiérement, si la quantité z((x)

q(x)v(x) est différente de zéro en x = x4,
alors G(x) tend vers l'infini lorsque x — x; et par la suite G n’est plus continue
en x;, ce qui est absurde.

Deuxiemement, sinous avons z’(x;) = 0, alors nous procédons comme avec

Xo et nous avons a la fin une nouvelle expression pour G(x)

Glx) = _Zé(m )zi(x) — 2] (x1)z}(x) q(x)v(x).

I\
£
Iy
o

|
I
=
T

N
=
lon
N
=

C’est une fonction sans inconnues. Pour 'accepter comme solution, il faut
qu’elle véritie
da

F(dy) = L Gly)dy = 0.

Si ce n’est pas vrai, nous rejetons ce résultat.
Pour contourner ce probléeme, nous choisissons dés le début b(x) > 0 (au lieu
de b(x) > 0). De méme, nous prenons q(x) > 0 et v(x) > 0. De plus, nous

supposons que pour tout x € [d;, d;]

Nous présentons maintenant quelques exemples.

Exemple 5.

Supposons que f(x) = x, b(x) = v(x) = x* + 1, q(x) = 1 et l'intervalle est
[di, d;] = [T, 1]. Dans cet exemple, nous supposons que A est positive.

Avant d’appliquer la méthode étudiée, nous remarquons que b?(x), v(x) et q(x)
sont des fonctions paires et f(x) est une fonction impaire ; alors, d’apres le co-

rollaire 1, nous déduisons que G(0) = 0. L'équation différentielle de Riccati
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associée a G(x) est

A+ xG(x) — ——

La solution alors est sous la forme

B V2Ai tan(v/2Aix + ¢)

G(x) 21

Puisque c € R, alors, sans la condition G(0) = 0, trouver la solution exacte est
trés complexe.
G(x) satisfait a G(0) = 0; alors le résultat final est

B sinh(v/2Ax) 1
Glx) =~V (cosh(@x)) x2+ 1’

et par la suite

Essayons maintenant de retrouver le méme résultat apres linéarisation. Nous

avons b(x) > 0 pour tout x € [—1, 1]. L'expression (1.5.1) devient de la forme

G(X) :_77()1 +x2’

et ’équation différentielle associée a z(x) est
2" (x) — 2Az(x) = 0.

La solution générale est

V2X

AX + Cze\/ﬁx)

z(x) = cre”
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ol ¢; et ¢, sont deux constantes arbitraires.

Si A =1, la fonction G(x) est sous la forme

5 (eﬁXo e VI _ o—V2xo e\/ix) 1

G(X) e \/_ e\/ZXO efﬁx + e—ﬁxoeﬁx XZ + '] )

et, par la suite, nous pouvons écrire

F(1) = I(xo) zﬁf] ( ax

eV2x0e VX _ o=V2x0gV2x 1
eV2oeV2x 4 e~ VZxoeV2x | x2 41

pour tout —1 < x, < 1. Nous tragons la courbe de I(x,) (Figure 1.8).

1.5

-1 -0.5 0] 0.5 1

-1.5 —
FIGURE 1.8. I(xq) dans l'intervalle [T, 1].

D’apres le graphique, x, recherché est égal a zéro, ce qui est le méme résul-
tat déduit a partir du corollaire 1.
Dans la suite, nous présentons respectivement les courbes de F(x) (Figure 1.9)

et de la commande optimale u*(x) (Figure 1.10).
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0.5

0.4

0.3 1

0.2 1

FIGURE 1.9. F(x) dans l'intervalle [—1, 1].

Nous remarquons bien que la fonction F(x) est paire sur [—1,1] et elle at-

teint son maximum en xy = 0.

0.5

-0.5 4

FIGURE 1.10. u*(x) dans l'intervalle [—1, 1].

Pour la commande optimale, elle est négative sur [—1,0] et positive sur

[0, 1]. En effet, ’équation différentielle stochastique commandée est

AX(t) = X(t)dt + (X3(t) + DuX(t)]dt + {X3(t) + 1}2dB(4t).
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La constante A est positive, donc 'optimiseur essaie de sortir le plus tot pos-
sible.
SiX(t) € [-1,0], dX(t) doit étre négative, et puisque b(x) > 0, donc u*(x) doit
étre aussi négative. Cependant, si X(t) € [0, 1], u*(x) est positive, donc dX(t)
est positive aussi, ce qui est logique.

Nous pouvons maintenant comparer les fonctions de cofit dans le cas de la
commande optimale et dans le cas ot u(x) = 0.
Siu[X(t)] =0, alors

T(x)
Efj(x)]=E U Adt} = AE[T(x)].
0

Posons e(x) = E[T(x)]. Cette fonction satisfait a I'’équation différentielle ordi-

naire (voir M. Lefebvre, Applied stochastic processes)

(x* + 1e"(x) +xe'(x) = —1,

N —

et vérifie les conditions limites e(—1) = e(1) = 0. La solution particuliére est

2
e(x)=ln<x2+1>.

Notons par D(x) := F(x) — AE[T(x)]. Tragons sa courbe si A = 1 (Figure 1.11).

T
0.5

FIGURE 1.11. D(x) := F(x) — e(x) dans l'intervalle [—1, 1].
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Nous remarquons bien que D(x) = F(x) — e(x) < 0, pour tout x € (—1,1).
En effet, puisque A = 1 > 0, alors I'optimiseur cherche a minimiser la valeur
moyenne de la fonction de cofit. Donc le minimum est donné par la fonction
F(x), tandis que E[J(x)] = Ae(x) est la valeur moyenne de la fonction de cofit
lorsque u[X(t)] = 0; alors, nécessairement, nous avons toujours F(x) < e(x).
Exemple 6.

Considérons maintenant un autre exemple et prenons f(x) = 0, b(x) = x et
q(x) =v(x) = 1. Dans ce cas, notre intervalle est [1, 2].

L'équation différentielle stochastique commandée est alors sous la forme
dX(t) = X(t)u[X(t)ldt 4 dB(t).
La fonction de cofit, avec A > 0, est

o) 71
J(x,u) = J <2u2(X(t)) + 7\) dt.

0

Nous remarquons que ni les conditions de Whittle, ni celles du corollaire 1 ne
sont vérifiées et donc nous ne pouvons pas les appliquer dans ce cas.

La fonction z(x) vérifie I'équation différentielle

z"(x) — iz’(x) —2Ax*z(x) =0

et sa solution générale est
2(x) = 2 [q La(y/A/2x2) + cav/xKsul A/sz)} ,

tel que I 3 () et K 3 (-) sont deux fonctions de Bessel modifiées (voir Abramowitz
and Stegun (1965)).
Si A = 1, nous obtenons

G(x) = - <K1/4(Xé/ﬁ)l‘/4(xz/\/z) — I1/4(Xé/\/§)K1/4(x2/\/z)>
X\ Kia(3/V2)L3a(x2/V2) + 143/ V2 Ky a(x2/V2) )
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Pour déterminer x,, nous utilisons 'intégrale de G(x). Dans ce cas, nous avons

2
I(x0) :L Gly)dy.

Nous tragons apres la courbe de I(x,) pour tout x, € [1, 2] (Figure 1.12).

0.6

0.2

-0.29

-0.44

-0.64

FIGURE 1.12. I(x¢) pour tout x, € [1,2].

Cette courbe ne permet pas de bien approcher x,, donc nous prenons un in-
tervalle plus réduit. Voici donc la courbe de I(x¢) dans l'intervalle [1,475; 1,495]

(Figure 1.13).

0.0154
0.0104

0.0054

T T
1.490 1.495

-0.0057
-0.0101

-0.0157

FIGURE 1.13. I(x¢) pour tout x, € [1,475;1,495]
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Une bonne approximation de x, est 1.485. Avec ce choix, la commande op-

timale est égale a

u(x) = —Z&;G(x) = —xG(x)
_ 3 <K1/4(xé/\/2) Lia(x*/V2) — 11/4(xé/\/§)K1/4(x2/\/§)> .

Ki/a(x3/V2)13a(x2/V2) + 11 4(x3/V2)Ks/4(x2/V/2)

Remarque. L'équation stochastique commandée est
dX(t) = X(t)u[X(t)]dt + dB(t).

Puisque la constante A est positive, la fonction de cofit est maximale en x, et
'optimiseur essaie alors de sortir le plus tot possible de l'intervalle [1,2]. Si
X(t) < xp, dX(t) doit étre négative et par la suite, u[X(t)] doit étre négative
jusqu’au point x. Cependant, il faut que u[X(t)] soit positive si X(t) > x,, pour
que dX(t) devienne positive.

Voici la courbe de u*(x) (Figure 1.14)

0.5 1

1.2 1.4 1.6 1.8 2

-0.54

FIGURE 1.14. La commande optimale sur [1, 2].
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1.5.2. Approximation par le temps moyen

Posons
T(x) =inf{t > 0: X(t) ={dy, d2}}X(0) =x € (d;y,dz)}.

C’est un temps d’arrét pour le processus non commandé correspondant a
{X(t),t > 0}
Soit e(x) = E[T(x)]. Nous pouvons alors approcher le point x, par le point qui
maximise e(x), c’est-a-dire le point a partir duquel la durée passée par le pro-
cessus non commandé dans l'intervalle (d;, d;) est maximale. Cette fonction
vérifie I’équation différentielle ordinaire (voir M. Lefebvre Applied Stochastic
Processes, p. 220)

1

Ev(x)e”(x) +f(x)e'(x) = —1.

Les conditions limites associées sont e(d;) = e(d,) = 0.

Proposition 4. Soit xy le point qui maximise e(x). La commande optimale est ap-
proximativement définie a partir de la solution de (1.2.1), tel que G(x) satisfait a la
condition G(xq) = 0.

Appliquons cette proposition a un exemple. Pour pouvoir comparer les résul-
tats par différentes méthodes, nous choisissons un exemple pour lequel nous
pouvons trouver la commande optimale exacte.

Exemple 7.

Nous reprenons ici I'exemple du processus de Wiener commandé, avec dérive
f # 0 et parametre de variance o” et tel que la fonction de cofit est égale a

T /1
Jix,u) = J <ZQO1L2(X(’£)) + 7\) dt.

0
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Pour trouver la solution exacte, nous avons utilisé le théoréme de Whittle et la

commande optimale est égale a

* _ _E _i_i A,(X, d]) B
wix) = QOF (x) = by by {A(X, dz) —

tels que A (-, -) et d sont définies comme dans 1’exemple 1.
Sinous utilisons I'approximation avec le temps d’arrét, la fonction e(x) satisfait
a I’équation différentielle

52
?e”(x) + fe/(x) = —1.

La solution particuliere, vérifiant les conditions e(d;) = e(d,) =0, est
Zfdz _,fdy
e(x) ~ (dy —di)e "o — (x—dj)e "7 —(dy—x)e "o
Elle atteint son maximum au point x vérifiant e’(x) = 0. Il s’ensuit que

—o? o? efszz —e 203
= 71 = .
Y n{zf 4, — d } xo

G(x) est la solution générale de I’équation différentielle non linéaire

165 ., o?
A— Zqu()—H:G(XH—?G (x) =0.

Nous avons alors

\/2Aqob3 + f2q3 \/2Aqob} + f2q3
G(x) = fdo _ doBo a0 tanh{ Lk qo(x+c1)}.

bz b(z) O'zq()

De plus, nous supposons que G(xy) = 0; alors la solution particuliere est

fqo __ V 2Aqob3+f2q3 v/ 2Aqob3+f2q3 fdo
G(x) = ¢ —¥—7—"=tanh { ¥—5°——°(x —X¢) + arctanh | ——L——) 5.
0 0 qo \/27\qob0+f q3

La commande optimale est égale approximativement a
* _ _bo _
u*(x) = qOG(x) =

£, A/2Aqob3+f2q3 h v/ 2AqobZ+12q3 h fdo
—o + Y= tanh ¢ Y22 (x — Xo) + arctanh | ——K—— ] 5.
0 oqo do0 vV 2Aqobg+f4qg
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Comparons les résultats numériquement et prenons f =0 =by=qo =A =
1,dy =0etd, =2.
Dans ce cas, § = /3 et alors le point x, est approximativement égal a 0.7024.
Pour analyser les deux méthodes, nous essayons d’appliquer la premiere aussi

dans cet exemple. Nous devons alors résoudre I"équation différentielle
z"(x) + 2Zz'(x) — 2z(x) = 0.

z(x) est alors égale a

V3-1)x (V3+1)x

z(x) = c121(x) + c2z2(x) = cy€! +cre
et la fonction F(x) est donnée par

Flx) = — [ <0300 /9%0 (51l VS 511l Y14y B0 45
- 0 7(1+\f3)e—(1+\/§)x0(\fg,])e(ﬁ—UxJ,(\/g,])e(\/gfl)xo(]+\@)e—(l+\/§)y Y-

Le point x qui vérifie F(2) = 0 est approximativement x, ~ 0.7281. La com-

mande optimale est donc

. —(]+\/§]e7(1+\/§)"0(\/gfl)e(\/g_])y+(\/§7]]e(‘/§f1)XO(]+\/§)e_“+‘/§)y
T (14v3)e 1HV3)x0 (1/3-1)e(V3-1y —(y/3-1)e(V3=1)X0 (144/3)e—(1+V3)y *

Nous allons maintenant tracer les trois solutions dans le méme graphique pour

u*(x)

les comparer (Figure 1.15).

0.5 =

-0.5 %

-1.5

FIGURE 1.15. Les commandes optimales exacte (ligne conti-
nue), approximative méthode 1 (ligne discontinue), approxima-
tive méthode 2 (ligne pointillée) si x € [0, 2].
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Les courbes des commandes optimales exacte et approximative par la pre-
miere méthode sont presque confondues. Nous remarquons bien que l'ap-
proximation en utilisant la linéarisation avec z(x) est meilleure que l'autre, ce
qui est logique. En effet, la deuxieme méthode nous donne une approximation
du point %o, ot G(xo) = 0, par celui a partir duquel le processus non com-
mandé passe le plus de temps avant de sortir. Pour la premiére méthode, nous
pouvons choisir x, de fagon que le taux d’erreur soit trés minimal et, par la

suite, le résultat final sera proche de la solution exacte.

1.6. RESOLUTION DU PROBLEME LQG AVEC UNE SEULE BARRIERE

Un autre cas intéressant a étudier est lorsque nous avons une seule barriere,

x = d. Le temps du premier arrét est
Ta(x) = inf{t > 0: X(t) = d|X(0) = x # d}.

Pour certains processus, nous pouvons avoir une deuxieme barriere naturelle
a l'origine, par exemple pour le mouvement brownien géométrique et ceci
lorsque 0 < X(0) < d.

L’idée dans ce genre de probleme est d’essayer d’introduire une seconde bar-
riere x = d* et par la suite nous nous retrouvons dans les mémes conditions
que dans la section précédente. En général, nous devrions trouver dans ce cas
une transformation Y(t) = g(X(t)) telle que les parametres infinitésimaux du
processus non commandé {Yy(t),t > 0} correspondant a {Y(t),t > 0} satisfont
aux hypothéses du corollaire 1. Si c’est le cas, nous cherchons la commande
optimale u*(y), et apres nous exprimons y en fonction de la variable originale
x. Enfin, nous faisons tendre d* vers oo (resp. —oo) si d* > d (resp. d* < d) pour

nous retrouver dans le domaine de travail initial.
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Exemple 8.

Soit le mouvement brownien géométrique commandé défini par

AX(t) = ;X(t)dt  boX(t)ulX(t)]dt + X(t)dB(t).

Ce processus est défini seulement pour x > 0.

Soit d € (0, 1) et posons
Ta(x) =inf{t > 0: X(t) = d|X(0) =x > d}.

Supposons que A est positive. Créons une nouvelle barriere en d* telle que

d < X(0) < d*, et soit

Ta,a-(x) = inf{t > 0: X(t) € {d, d"}}X(0) =x € (d,d")}.

Pour a = ﬁ, nous posons Xq(t) = h(X(t)) = aX(t), tel que h(x) est une

transformation linéaire de X(t) vers X, (t). En utilisant les formules de trans-
formation, les parametres infinitésimaux, associés au processus {X,(t),t > 0}

sont

1
fXa (Xa) — thl + *VXh” — [

1 1
> =X+ boxu] a = =Xq + boxqu

2 2
et
Ve (xq) = VXM = [ax]* = %

a*

Maintenant, nous considérons un autre processus Y(t) tel que
Y(t) = g(Xa(t)) = In[Xq(t)].

C’est un mouvement brownien standard commandé sur l'intervalle
[—In (8], In[8]] = (n[{],In[8]], avec & = /<.

Le temps de premier passage devient

Ts(y) = inf{t > 0: [Y(t)| = In[8][Y(0) =y € (—1In[d],In[8])}.
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Appliquons les mémes formules de transformation et nous aurons

1 1 1 1
Y _ e Xa o/ 2 Xa //: _ N — 2 R =
Fly) =g+ v <2X“+boxau> X' <2X“> <X2) oo

a

et

Avec ces nouvelles données, nous pouvons appliquer la proposition 1 pour
le processus Y(t). Alors nous devrons résoudre I'équation différentielle non

linéaire
A——té G( )+1G’( ) =0
Zqo Y 2 Y ’

avec la condition G(0) = 0. Il s’ensuit que

/2Ado tanh <\/2_;\boy>’
0

Gly)=— o

et il en résulte

bo V2A vV 2)\boy
uy(y) =——G(y) :tanh< .
d o v 90 v 90
Retournons a la variable initiale x = % = v/dd*eY et nous obtenons
. V2 \/ZAboln(\/(’i‘?)
uj.(x) = —=tanh .
v 90 v 90
Puisque

CanJo tanh [co In (;E)] =—1

pour tout choix de constante positive ¢y, alors nous avons a la fin

u'(x) = dliggou’g* (x) = _”f:(:'

Nous pouvons vérifier ce résultat puisque le théoréme de Whittle est appli-

2
cable. En effet, x = Z—g est une constante strictement positive.
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La commande optimale est donnée par 'expression

ut(x) = _;())()XF/(X).

Sinous appliquons le théoreme de Whittle, nous devons exprimer F(x) sous la
forme
:

F(x) = = In [M(x)],

M(x) := E[e~*Tal¥)]

et tel que T4(x) est défini comme T4(x) pour le processus non commandé qui
correspond a {X(t),t > 0}. La fonction M(x) satisfait a I'équation différentielle
ordinaire

1 1

2aa / _
X M"(x) + EXM (x) = aAM(x).

La solution générale de cette équation est de la forme

M(x) = ¢4 eV 4 cze‘m.

La constante A étant positive, I’'optimiseur essaie de sortir le plus tot possible.
Donc si x croit et tend vers l'infini, F(x) croit aussi et par la suite M(x) décroit
vers zéro. Ceci est possible seulement lorsque ¢; = 0.

-
Puisque M(d) = 1, alors M(x) = (%) ZM. La commande optimale est alors
égale a

u*(x) = —\/Z_Aqo,

ce qui est le méme résultat que lorsqu’on a utilisé la proposition 1.
Remarques. i. Si d* < x < d et d* décroit vers zéro, en utilisant les formules
(voir Abromowitz and Stegun, 1965)

Io(z) ~ 1, Li(z) ~ 5, Ko(z) ~ —Inz, Ki(z) ~ 1; siz] 0
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la commande optimale est égale a

u(x) = (}ig})uz*(x) =0.

ii. Nous pouvons résoudre d'une facon directe 1'équation différentielle asso-
ciéea G(x):
b} 1

70 2 el _
quG(y)+2G(y) 0,

avec la condition G(v/dd*) = 0. En effet, x = v/dd* est ’équivalent du point
y = 0 pour le processus transformé.

En conclusion, dans ce chapitre nous avons pu résoudre les problemes LQG
en dimension un, et ce, en utilisant une nouvelle méthode. Transformer I'équa-
tion initiale en une équation différentielle de Riccati a facilité notre travail, sauf
que nous devrions dans ce cas chercher une nouvelle condition initiale, asso-
ciée a la nouvele inconnue (c’est-a-dire G(x)). Si les parametres infinitésimaux
vérifient certaines conditions, nous avons trouvé la solution exacte de notre
probleme. Sinon, nous avons essayé de le transformer pour retrouver la pre-
miére situation et, par la suite, appliquer la méthode de travail précédente. Le
dernier recours était de chercher une bonne approximation par deux fagons
différentes.

Dans le prochain chapitre, nous allons essayer de résoudre le probleme

LQG en dimension plus grande ou égale a deux.






Chapitre 2

RESOLUTION DE PROBLEMES LQG EN
DIMENSION DEUX OU PLUS

Apres avoir résolu des problemes LQG en dimension un, nous allons, dans
ce chapitre, étudier le cas des problemes de commande optimale en dimension
n > 1. La résolution de ces problemes n’est pas souvent évidente. Déja, nous
avons dit dans le premier chapitre que la condition de Whittle est difficile a
satisfaire.

Nous présentons en premier lieu une proposition similaire a la proposition
2 du chapitre précedent, mais en dimension plus grande. Une bonne approxi-
mation sera donnée apres si certaines conditions sont respectées. Ensuite, nous

montrons un résultat qui généralise le théoreme de Whittle.
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2.1. RESOLUTION DU PROBLEME LQG EN DIMENSION DEUX AVEC

LA SYMETRIE

Nous considérons X(t) = {(X;(t), X;(t))}, un processus de diffusion com-
mandé en dimension deux et admettons, de plus, que toutes les fonctions dé-
pendent de X(t) = {(X;(t), X2(t))}. L'équation différentielle stochastique com-

mandée est sous la forme

12
dX;(t f by O u vi 0 dw; (t
W[ aes [ at+ | W
dXz(t) fz 0 bz w 0 Vo sz(t)
tel que bi(-,-) est positive pour i = 1,2. Nous avons choisi {W;(t),t > 0} et
{W;(t),t > 0} comme étant deux mouvements browniens standards indépen-

dants.

La fonction de cotit est de la forme

Txix2) |1 qi 0 u
J(Xl y X2y U1, uZ) - J E (LL] uz) + A, dt (212)
0

0 q2/ \w

avec qi(-,-) > 0.

L’instant de premier passage est défini par
T(x1,x2) =inf{t > 0: Z(t) = dy ou dy | (X4(0), X2(0)) = (x1,x2)},  (2.1.3)

tel que Z(t) := w(X;(t), Xz(t)) est une fonction de X;(t) et X;(t), et donc c’est
bien un probléme en dimension deux. Par exemple, nous pouvons prendre
Z(t) = X;(t) + X;(t), avec la condition que Z(0) € (ds, dy).

Nous commencons l'étude de ce probleme et essayons de trouver une solu-
tion exacte, bien que ces problemes sont beaucoup plus difficiles que ceux en

dimension un. Définissons tout d’abord la fonction F(x1,x;) comme suit

F(X],Xz) = inf E[](x1,x2,u1,u2)]. (214)

ur,u2
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L’équation de programmation dynamique associée est

2
) 1
LLl]r,lsz {7\ + E [ZCIi(Xth)uiz(Xth)

i=1

+ [fi(x1,%2) + bi(x1, x2)ui (%1, X2)] Fy, (X1, %2)

1
+ ivi(XhXZ)inxi (Xth)] } = O, (215)

ou F,, = 0F/0x;, etc.
Nous déduisons que la commande optimale u;(x;,x;) est égale a

bi(x1,%2)

LM RecTd o i=12. 2.1.6
4 (1, x2) (x1,%2), pouri=T, ( )

uf(xhxz) = -

Nous devons alors résoudre cette équation aux dérivées partielles, de se-
cond ordre et non linéaire :
b (x1,%2)
A+ { (x1,%2) Fyy (X1, %2) — 5= [Fy, (%1, %2)12
Z e 2qi(x1yxa)

1

+2vi(X1,Xz)inxi(xm)} =0, (2.1.7)

en respectant la condition limite
F(x1,%x2) =0 siZ(0) =w(xy,x2) = d; ou dy. (2.1.8)

Nous allons utiliser, si c’est possible, la méthode des similitudes pour cher-
cher la solution de I'équation (2.1.7). Elle consiste a exprimer, tout d’abord,
F(x1,x,) en fonction de z, qui dépend seulement de x; et x,. Nous aurons, alors,
F(x1,x2) = @(z). Ensuite, nous essayons de transformer toutes les quantités
dans (2.1.7) et aussi les conditions limites en fonction de la variable de simili-
tude z. Dans notre cas, z doit étre égale a w(xs, x,).

Avant de présenter quelques exemples, nous mentionnons que dans cer-

tains problemes symétriques, nous pouvons conclure que la fonction ®(z) at-

(di+d2) )

teint son maximum ou son minimum lorsque z = “=5
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Exemple 1.

Commencons par cet exemple :
dXi(t) = wilX(t), Xa(t)]dt + dBi(t),
pour i = 1, 2. De plus, nous choisissons 'instant d’arrét égal a

T(x1,x2) = inf{t > 0: X;(t) = X3(t) = —d ou d [ (X;(0), X2(0)) = (x1,%2)}

T(x1,x2)

J(x1, %2, ug, uz) :J
0

2
{Z ;uiz[x1 (), Xa(t)] + 7\} dt.
-

L’équation aux dérivées partielles (2.1.7) devient

2
1 1
A+ Z {_Z[in (X1>X2)]2 + Einxi (XHXZ)} =0.
i=1

Nous posons z = w(x;,x2) = x; — x,. Ceci implique que Fy, (x1,%;) = ®'(z),

Fy, (x1,%2) = —@'(z) et Fyx, (x1,%2) = @"(z), pour i = 1,2 et par la suite 1'équa-

tion précédente devient sous la forme

A—[D'(2))*+ D"(z) = 0.

C’est une équation différentielle de second ordre et qui est non linéaire. De

plus, nous pouvons conclure, par symétrie, que la fonction a un maximum

(resp. un minimum) en z = 0. Ceci implique dans ce cas que ®'(0) = 0. Si A est

positive, nous avons
Y(z) := ®'(z) = —VAtanh (\/Xz) ,
et la commande optimale associée est

ui(x1,%x2) = (—1 )H\/Xtanh (\/X(m — xz)) , pouri=T1,2.
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Cet exemple est le plus simple que nous pouvons considérer en dimension
deux. De plus, nous savons que la somme ou la différence de deux mouve-
ments browniens indépendants donne elle-méme un mouvement brownien.
C’est pour cela que nous ne sommes pas surpris du dernier résultat. Nous
pouvons remarquer, de plus, que le théoréeme de Whittle est applicable dans ce

cas. En effet, en utilisant les notations du premier chapitre, nous avons

10} (1 0} (1T O 10
0 1/\0 1/\0 1 0 1

BIX(t)]Q ' X(t)]B'X(t)] = = NIX(t)].

Voici maintenant une version en dimension deux de la proposition 2 du

premier chapitre :

Proposition 1. Supposons que q;[X;(t), Xa(t)] = qob#[Xi(t), X2(t)] (avec qo > 0)
dans (2.1.2), pour i = 1,2, et que I'équation aux dérivées partielles (2.1.7) peut étre
exprimée en fonction de la variable de similitude z = w(x;,x;). Si les parametres
infinitésimaux du processus stochastique non commandé {Z(t),t > O} sont tels que
(d1+dy)

le probleme de commande soit symétrique par rapport au milieu dy = =5+ dans

U'intervalle (d;, d;), alors la commande optimale u; (xy,x,) est donnée par

1 ow(x1,%2)

ui(x,x2) = —mq)/(w(xhxz)) ) (2.1.9)

aXi

pour i = 1,2. De plus, la fonction ¥(w(x1,%x2)) = ®'(w(x1,%,2)) peut étre obte-
nue en résolvant (2.1.7), mais écrite en fonction de W(z) et satisfaisant a la condition
Y(dy) =0.

Le processus {Z(t),t > 0} est défini comme une combinaison des processus
{Xi(t),t > 0} et {X;(t),t > 0}. Pour ce nouveau processus, les parametres infi-
nitésimaux sont symétriques et les hypotheses de la proposition 2 du premier
chapitre sont satisfaites, donc, nous avons le résultat présenté.

Remarques. i. La difficulté qui existe lorsque nous résolvons explicitement un
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probleme LGQ en dimension deux est due principalement au fait que nous
devons trouver une solution d’une équation aux dérivées partielles d’ordre
deux, non linéaire. Méme lorsque la condition de Whittle est satisfaite, nous
nous trouvons dans 1'obligation de travailler avec une équation aux dérivées
partielles de second ordre. Si nous essayons d’appliquer la derniere proposi-
tion, nous réduisons 1’'équation en une autre équation différentielle ordinaire
non linéaire, d’ordre un et qui est une équation de Riccati.

ii. Un autre probléme est que généralement, méme si les parametres infinitési-
maux de {X;(t),t > 0} et {X;(t),t > 0} sont constants, les parameétres infinitési-

maux de {Z(t),t > 0} ne sont pas des fonctions constantes.

Par la suite, nous présentons un exemple non trivial, ott nous appliquons
la proposition 1.
Exemple 2.
Dans cet exemple, nous choisissons 1’équation différentielle stochastique com-

mandée
dXi(t) - hL[X1 (t)) XZ(t)]u«[X1 (t)) XZ(t)]dt + dBi“’)) (2110)

pour i = 1,2, et la fonction de cofit est de la forme

T(x1,x2)

I(Xth,Uhuz):J

2
{Z ;qohiz (X4 (), Xo(£) i Xy (), Xo ()] + A ¢ dt,
0 i1

(2.1.11)

tel que
T(x1,x2) =inf{t > 0: [X;5(t)] + |X2(t)| = dy ou d; | X;(0) = xi,1 = 1,2}, (2.1.12)

Dans ce cas, 'espace de travail pour ce probléme avec mouvement brownien

standard en dimension deux est la surface entre deux losanges concentriques.
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L’équation aux dérivées partielles (2.1.7) devient sous la forme

2

1 1

A+ {—Z%[in(th)]z + zinxi(Xan)} =0, (2.1.13)
i=1

qui est la méme que celle de I'exemple précédent, si nous choisissons qo = 1.
Cette fois, la variable de similitude est égale a z = w(x;,x2) = [x1] + [x2].

Nous allons résoudre le probleme seulement lorsque x; et x, sont positives et,
apres, nous généralisons le résultat pour les trois autres domaines par symé-
trie. Alors écrivons tout d’abord z = x; + x,, ce qui implique que Fy, (x1,%;) =
D'(z) et Fyx, (x1,%2) = ®”(2), pour i = 1, 2. Donc, nous avons cette équation de
Riccati :

1

A— —Y(2)?+V¥(z) =0.
o

Ensuite, nous pouvons dire que la moyenne infinitésimal du processus de
diffusion non commandé {Z(t),t > 0} est nulle et la variance infinitésimale
est égale a 2. Donc, nous affirmons que pour la fonction ®(z), nous avons
®’(dy) = 0.

Si A est positive, alors

¥(z) = —/Aqo tanh (\/A/qo(z - do)) ,

ce qui implique que la commande optimale, dans le premier quadrant, peut

étre exprimée par

i B 1 [ A .
ui(XhXZ)—m qotanh(\/?\/qo(xﬁ—xz do)), pouri=1,2.

Remarques. i. Pour obtenir la commande optimale dans le deuxiéme quadrant,
nous avons juste a remplacer x; par —x; dans l’expression ci-dessus, etc.

ii. Le théoreme de Whittle est applicable pour cet exemple.
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Nous choisissons maintenant un exemple ot la condition de Whittle n’est
pas satisfaite.
Exemple 3.

Soit

dXi(t) = dBy(t), (2.1.14)

dXz(t) = bz[X] (t), Xz(t)]uz [X] (t), Xz(t)] dt + de(t) (2115)

Dans ce cas, nous remarquons que nous avons pris b;[X;(t), X;(t)] = 0 et donc
bi (-, -) n’est plus strictement positive.
La fonction de cotit est égale a

T(x1,x2)
I(X1 y X2y U, U.z) = J {;b% [X1 (t)) XZ(t)]u% [X1 (t)) XZ(t)] + }\} dt)
0

et tel que l'instant d’arrét est défini comme dans 'exemple 2.

Le théoréme de Whittle est non applicable, parce que la matrice de commande

0 0
Q:=
( 0 h3X (1), Xa (1)) )

n’est pas inversible.

La fonction F(x;,x,) satisfait a ’équation aux dérivées partielles

1 =
A= 5ol + 5 D Fn(x1,%2) =0.

i1
Comme dans le dernier exemple, nous définissons la variable de similitude
z = [x1| + Ix2| et nous résolvons le probleme dans le premier quadrant. Puisque
Fy, (x1,%2) = @'(z) = ¥(z) et Fyx, (x1,%2) = ®”(z) = ¥'(z), pour i = 1,2, nous

avons alors cette équation transformée a résoudre :

A— ;[‘P(z)]z +¥'(z) =0.
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Utilisons maintenant la proposition 1 pour affirmer que ¥(do) = 0 tel que dy =

@. Si A est positive, la fonction ¥(z) est de la forme

Y(z) = —V2A tanh (\/2_7\(7‘_2‘10)> .

Il s’ensuit que

W(x1,%2) = 1 /ZAtanh (\/ﬁ(z— do)/z) .

b, (x1,%2)

Remarque. Nous pouvons noter que dans les trois exemples présentés dans
cette section, les expressions obtenues pour les commandes optimales sont tout
a fait semblables. Ceci est dii au fait que les trois instants d’arrét sont définis
comme somme ou différence de mouvements browniens standards indépen-
dants. En pratique, pour des problemes plus compliqués, nous ne sommes pas
certains de pouvoir les résoudre explicitement, comme nous le verrons par la

suite, sauf si une certaine symétrie existe et peut étre utilisée.

2.2. APPROXIMATION DE LA COMMANDE OPTIMALE EN DIMEN-

SION DEUX

Nous présentons dans cette section une technique qui va nous permettre
d’obtenir une bonne approximation pour les problemes LQG en deux dimen-
sions, lorsque la solution exacte est difficile a trouver. Nous allons utiliser le
méme processus que dans I'exemple 2 et aussi la méme fonction de cofit. Ce-

pendant, nous prenons
T(x1,%2) = inf{t > 0: X3(t) + X3(t) = d; ou d; | X{(0) = x;,i=1,2},

avec d; < x? + x5 < d,. Le domaine de travail, cette fois-ci, est 'espace entre

deux cercles concentriques.
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Nous devons résoudre I'équation aux dérivées partielles (2.1.13), mais satisfai-

sant a la nouvelle condition limite
F(x1,%x2) =0 six?+x3=d; oud,.

C’est clair, nous allons essayer d’écrire la variable de similitude z en fonction
du terme x4 + x3. Posons, donc, z = x§ + x3 et F(x1,x2) = ®(z). Nous avons

alors
Fo(x1,%2) = 2@ (2) et Foy, (x1,%2) = (2%)®"(z) + 207 (2),

pour i = 1,2. Si nous remplacons dans (2.1.13), nous obtenons une équation
différentielle de second ordre, non linéaire

A— qzz[(I)/(z)]2 +20'(z) +2z0"(z) = 0, (2.2.1)
0

et tel que ®(d;) = ®(d;) =0.
Pour simplifier le probléme, nous essayons de trouver une condition pour la
fonction dérivée ¥(z) = ®’(z). Malheureusement, la moyenne infinitésimale
du processus de diffusion non commandé Z(t) := X}(t) + X3(t) est égale a 2 et
sa variance infinitésimale est 4z, (voir Karlin and Taylor (1981, p. 175)) et, par la
suite, nous ne pouvons pas écrire que ¥(dy) = 0 comme a 'exemple 2.
Remarque. Nous savons déja que le processus de diffusion {Y(t),t > 0} défini
par Y(t) = [X}(t) + X3(t)]'/? est un processus de Bessel en dimension deux. Sa
moyenne infinitésimale est égale & (2y)~' et sa variance infinitésimale est 1.
Pour obtenir la solution exacte, nous devons résoudre 1'équation différen-
tielle de second ordre (2.2.1) et aprés nous appliquons la condition limite. En

utilisant un logiciel mathématique, nous trouvons, si A est positive,

@(Z) = _@ 11’1 Z [C1IO(K\/Z) + CZK()(K\/Z)}Z 2
2 Aqoz [h(K\/Z)KO(K\/Z) ‘HO(K\/E)K](K\/Z)}
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[2A
K=y —
do

et I, () et K, (-) sont deux fonctions de Bessel modifiées (voir Abramowitz and
Stegun (1965, p. 374)). Apres, les deux conditions limites permettent de trouver
¢y ety

Dans cet exemple, nous avons été capables de trouver d'une fagon explicite
I'expression exacte de @(z), ce qui n’est pas le cas en général. Cependant, il
est plus facile de trouver la fonction dérivée ¥(z) de ®(z), puisque ¢a revient a
résoudre une équation différentielle du premier ordre.

La technique que nous allons utiliser pour trouver une bonne approxima-
tion pour notre probléme de commande optimale est I’extension de celle pré-
sentée dans Lefebvre and Zitouni (2012) en dimension un. Elle est basée sur le
fait que la fonction @(z) devrait approximativement atteindre sa valeur maxi-
male ou minimale (cela dépend du signe de A) pour z a partir duquel le temps
moyen que le processus non commandé {Z(t),t > 0} prend pour atteindre d,
ou d, est maximal.

Pour présenter la technique, nous allons 1'appliquer au dernier exemple.
Pour cela, nous supposons que A = 1, qo = 2, d;y = 1 et d; = 3. Si nous
remplagons dans l'expression de ®(z), nous trouvons en utilisant un logiciel
mathématique que cette fonction atteint son maximum approximativement en
z=1.821.

Ensuite, nous devons chercher le temps moyen m(x;,x;) que prend le pro-
cessus non commandé {(X;(t), X;(t)),t > 0} pour atteindre 1'un des deux cercles
x} + x4 = 1 oux} + x4 = 3. Nous allons donc résoudre 1'équation aux dérivées

partielles (voir Lefebure (2007), par exemple)

1
E {mX]X1 + szXz} = _1) (2.2.2)

vérifiant les conditions limites m(x;,x;) = 0si X} + x5 = 1 ou 3.
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Comme auparavant, nous utilisons la méthode des similitudes pour trou-

ver la solution ; nous posons alors
m(x1,x2) =n(z),

ot z = x4 + x3. Il s’ensuit que I'équation (2.2.2) devient une équation différen-

tielle ordinaire qui est de la forme
2zn"(z) + 2n'(z) = -1,

tel que n(1) =n(3) =0.

La solution est directement égale a

et elle atteint son maximum en z = ~ 1.8205.

2
In3
Finalement, nous utilisons un logiciel mathématique pour résoudre cette

équation de Riccati :
1 —z[W(2)]> 4+ 2¥(z) + 2z2¥'(z) = 0,

avec la condition ¥(1.8205) = 0. Si nous dessinons les deux courbes (la pre-
miere est celle trouvée au début de la section et la deuxieme est la solution
approximative), nous constatons qu’elles coincident presque tout au long de
I'intervalle [1, 3].

Remarques. i. Dans cet exemple, la condition de Whittle est satisfaite et donc
nous aurions pu utiliser le théoreme de Whittle pour linéariser 1’équation aux
dérivées partielles que vérifie la fonction F(x1,x,).

ii. Supposons que nous travaillons autrement. Nous fixons la valeur de x,
(resp. x1), et donc F(x;,x;) admet un extremum si x; = 0 (resp. x, = 0), ce
qui nous permet d’avoir une condition pour Fy, (x1,x;) (resp. Fy, (x1,x,)). Mal-

heureusement, les conditions Fy, (0,%x;) = Fy,(x1,0) = 0 ne permettent pas de
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déterminer la valeur de F(x;,x;). En effet, ces deux conditions n’aident pas a
avoir une condition pour ®(z), puisque Fy, (x1,%;) = 2x;D’(z).

En conclusion, la résolution des problémes de commande optimale en di-
mension plus grande ou égale a deux est souvent difficile, sauf si certaines
conditions sont satisfaites. Si la condition de Whittle est vérifiée, alors le pro-
bleme devient purement probabiliste. Elle permet de transformer 'équation
aux dérivées partielles non linéaire en une autre qui est linéaire et que nous
appelons équation du passé de Kolmogorov. Cependant, nous avons pu résoudre
certains problemes et trouver les solutions exactes, sans utiliser le résultat de
Whittle. De plus, dans la derniére section, nous avons proposé une technique
qui a permis d’obtenir une tres bonne approximation de la solution.

Dans la prochaine section, nous allons présenter une méthode plus générale
que celle de Whittle et qui va nous aider a linéariser 1’équation aux dérivées
partielles. Cela sera une extension en dimension n d’une démarche utilisée en

dimension un (voir Lefebure et Zitouni (2013)).

2.3. LINEARISATION DE L'EQUATION MATRICIELLE DE RICCATI

Dans la premiere section de ce chapitre, nous avons pu résoudre certains
problemes en dimension deux. En effet, nous avons appliqué quelques trans-
formations a 1’équation aux dérivées partielles en F(x) et apres nous avons uti-
lisé des résultats déduits a partir du cas de dimension un.

Ici, nous revenons au théoreme de Whittle. Nous avons dit que l'applica-
tion de ce théoreme nécessite qu'une certaine condition soit vérifiée, ce qui
permet aprés de linéariser I'équation aux dérivées partielles que nous devons
résoudre. Dans cette section, nous allons essayer de généraliser ce théoreme.
Réécrivons tout d’abord le probleme LQG. Soit alors {X(t),t > 0} un processus

de diffusion commandé en dimension n et qui est défini sous cette forme

dX(t) = £fIX(t)]dt + BIX(t)JulX(t)]dt + {N[X(t)]}'/* dW(t), (2.3.1)
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ol N est la matrice de covariance qui est symétrique et définie positive. No-
tons, de plus, que B est une matrice n x m et u est un vecteur colonne de
dimension m.

Ensuite, nous définissons la fonction de cofit

T(x)
Tx,u) = L {;u’[x(t)]Q[X(t)]u[X(t)] ; A} at, (232)

ot A est un scalaire non nul. La matrice Q est définie positive et de dimension

m X met

T(x) = inf{t > 0: X(t) € 0D | X(0) = x},

tel que x € D, o1 D est notre domaine de travail et 0D sa frontiere.
Remarque. La formulation que nous avons présentée est la plus générale. Dans
ce qui suit, nous allons supposer que m = n.

Nous définissons la fonction F(x) sous la forme
F(x) = irule[](x, u)l. (2.3.3)

En utilisant 1’équation de programmation dynamique, notre fonction satisfait

a cette équation aux dérivées partielles :

A+ FL00f(x) — ;F;(x)B(x)Q1 (x)B'(x)Fy(x) + ;tr[NFxx(x)] =0, (2.34)

tel que Fy est la dérivée de F par rapport au vecteur x. La condition limite est
F(x) =0 six e oD.
La commande optimale est donnée par la formule

u*(x) = —Q 7 (x)B'(x)Fy(x). (2.3.5)
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Pour appliquer le théoreme de Whittle, il faut qu’il existe un scalaire « stric-

tement positif et qui vérifie
aN[X(t)] = BIX(1)]Q ' [X(t)IB'X(t)]. (2.3.6)

Cette relation entre la matrice de covariance N et les matrices de commande
B et Q est difficile a satisfaire surtout en dimension n > 2, particulierement
lorsque ces matrices sont non constantes. En fait, méme si c’était le cas, c’est
rare que la condition soit vérifiée. Elle est principalement vérifiée dans les pro-
blémes ol une certaine symétrie existe : par exemple, si toutes les matrices N,
B et Q sont proportionnelles a la matrice identité d’ordre n (et f est identique-
ment nulle); donc nous sommes dans un probléeme de commande optimale
pour un mouvement brownien en dimension n.

Notre but alors dans cette section est de généraliser le théoréeme de Whittle et
aussi la méthode que nous avons proposée pour linéariser I’équation de Ric-
cati en dimension un.

Nous commencons par présenter ce nouveau résultat en dimension deux et

apres en dimension .

2.3.1. Linéarisation de l’équation matricielle de Riccati en dimension deux

Tout d’abord, posons
MIX(t)] = BIX(t)]Q' X(t)IB'[X(t)]. (2.3.7)

Si la relation de Whittle est vérifiée, alors la matrice M est symétrique et inver-
sible.

Pour généraliser le théoréme de Whittle, nous allons supposer que M est effec-
tivement symétrique et inversible, mais pas nécessairement proportionnelle a

N.
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Puisque nous sommes en dimension deux, et en admettant que toutes les fonc-
tions dépendent de X(t) = (X;(t), X;(t)), I'équation (2.3.1) est sous la forme
12
(dX1 (t)) _ (ﬂ) di s (bn blz) (m) dt+ ( o7 012) (dwl (ﬂ) (2.3.8)
dXz(t) fa by b/ \w o1 03 dW;(t)
et la fonction de cott est

T(x1,%2) u
](XHXZ)u])uZ) :J ; (U.] 'l,l,z) (q” q]z) ( ]) + A dt. (239)
0

d21 q22 u;

Ici, nous supposons que les deux mouvements browniens standards sont in-
dépendants.

Ensuite, soit

Ga(x1,%2)

FX(X1)X2) = G(XHXZ) = (Gl(X]’XZ))

et

Hyi(x1,%x2)  Hia(x1,%2)
Fo(x1,%2) = Gy(x1,%2) = H(x1,%2) = ’ T
Hiz(x1,%x2)  Haa(x1,%2)

en prenant F,,, (x1,%2) = Fyx, (X1,%2).
La commande optimale est donnée par cette formule :
-1
ui) (4 9w by by (G
(uf) <QZ1 QZZ) (bu bzz) (Gz> .
L’équation matricielle de Riccati, satisfaite par la dérivée G(x;,x;) de la fonc-

tion F(x;,x,) par rapport a x et que nous voulons linéariser, est sous la forme

f 1 1
A+ G’ ( ‘) ~ 3G'MG + tr [NH] = 0. (2.3.10)
1]
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Proposition 2. Supposons que la matrice définie par (2.3.7) est symétrique et inver-

sible. Alors la fonction z(x4,x,) définie par la transformation

G = l (ZX ZX) K, 2.3.11)

tel que zy, = 0z/0x; pour i = 1,2 et

ki1 k
K=| ' ?|=-NM", (2.3.12)
ka1 ka

satisfait a I'équation aux dérivées partielles linéaire

2
7\2+Z

i=1 j=

2
flz’X k‘]l + Z’X]X] ) Z’X]Xz) Z’szz) = O) (2'3'13)
1

aoec

2
0
I—(prq y Zx1%2) szxz) = Z Z 0-12 {ijxikﬂ'i + ZXj axkﬂ}

i=1 j=I
2 d
+zmz{;zw 0t gk } (2.3.14)

De plus, pour que la transformation soit valable, il faut qu’il existe deux fonctions

b (x1) et P(x,) vérifiant
J Z Kinze dx1 + 1(x2) J Z Kiozx dxz + d(x1). (2.3.15)

Remarques. i. La méthode utilisée pour linéariser 1’'équation (2.3.10) est ins-
pirée de la technique que nous avons utilisée dans le cas des processus de
diffusion en dimension un.

ii. Le choix de la matrice K sous la forme —NM~' et non pas la forme —-M~'N
n’est pas par hasard. Nous montrerons, a la fin de la section, pourquoi ce choix

est meilleur.
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Preuve. Prenons I'équation (2.3.10) et commengons par calculer chaque pro-

duit matriciel a part :

2 2

f1 1 k]] k]z f] 1
G’ = (Z'x zy > == > fizyk,
fz z ] : kz] k,zz fz z i=1 j=1 J
p 1 [ 2
GMG = (2, z,)KMK
z 2,
1 ki ka2 ki ko) [z
= (= =) M
ka1 Ko K2 Ko/ \zx,
1 2 2 k,n kz]
- 2 Z ZXi (kﬂ kiZ) M + ZZX]Z,XZ (k]] k]z) M
“ Kiz k2

et

2

Zx1 Zx 012 07
- ]Zz : (kn ku) + <kz1 kzz>
(T% 012

+L(ZX1X1 ) ZX]Xg) ZXzXz))

ou L est définie comme indiqué en (2.3.14). Pour retrouver cette derniere ex-
pression, nous avons calculé, d’abord, la matrice jacobienne associée a G(x1, X, ).

Donc, nous avons

Hyi(x1,%x2)  Hiz(x1,%2)
Gy (x1,%2) = H(x1,%2) = ( ,

Hia(x1,%2)  Haa(xi1,%2)
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tel que
)
Hit = S (22 = 25)) + S50 + 2 (2002 — 24 2) + G272
Hio = S (22 — 2 2a) + S5 + B2z — 2,) + G272
Hy = %(ZMX]Z_ Z>2<1) + aa];lfz% + %(ZMXZZ_ Zx1 sz) + 6611212%
\ sz - %(Z’MXZZ_ Z’X1Z'X2) + 681;122% + %(Z’xZXZZ_ 272(2) + 361;222%

Nous obtenons alors

tr [NH] = Hy;07 + (Hay + Hiyz)op2 + Hpp03 =

2
22 07 22, 012
—72 (ki ki — 2 (ko kn 5 +
012 03

2

S (k K ) o +(k K ) T 4 Llzares Zersns Zewes)
22 11 12 ) 21 22 1X1) #X1X2) “X2X2 )y
03 012

ot L(+,,-) estsous la forme (2.3.14).

Maintenant, si nous remplagons ces expressions dans 1'équation (2.3.10), nous
remarquons que nous avons une équation aux dérivées partielles en z(x1,x,)
qui est non linéaire. Pour la linéariser, les termes non linéaires devront étre

nuls tous a la fois. Dong, il faut vérifier ces égalités :

k]] 0'%
0 = <k11 k1z> M + (kn ku) )
k] 2 012
Ko 012
0 = <k21 kzz> M + <k21 kzz) )
kzz O'%
ko1 o1 o?
0=2 (kn ku) M + (kn ku) ST <k21 kzz)
k2, 03 012
Ces résultats sont vérifiés simultanément seulement si
00
2KMK' + KN + NK' = =0,. (2.3.16)

00
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Cependant, si nous essayons de calculer la premiere quantité, avec les condi-
tions que nous avons mentionnées au début, c’est-a-dire le fait que les matrices
M et N sont deux matrices symétriques, inversibles et Q est définie positive,
nous obtenons

2KMK' + KN + NK’ = 2NM 'MM 'N —NM 'N - NM'N

0 0
=2NM 'N—-2NM'N = ( ) = 0,.
00

Nous déduisons alors que la condition (2.3.16) est toujours valable et, par la
suite, nous déduisons que la transformation linéarise bien 1’'équation (2.3.10).

Ensuite, a partir de I'expression (2.3.11), nous avons

1
oF oF | — _
QM %>_z<% ZXZ)K. (2.3.17)

Nous pouvons alors en déduire deux expressions pour la fonction F(x;, x;). Ces

derniéres devraient étre égales ; donc il faut qu’il existe deux fonctions ¢ (x;) et

P(x2), tel que

i) = [ £ Zkﬂzx o+ 0] = | £ Zkﬁzx ot o). (23.18)

Remarques. i. Si la relation (2.3.6) est vérifiée, alors nous pouvons appliquer le

théoréme de Whittle et la matrice K est donnée par

1
K=——1I,
x

ot I est la matrice identité d’ordre deux. La condition (2.3.15), dans ce cas, est

sous la forme
1 1
JZZX1 dx; +1P(x2) = J Eszdxz + d(x1);

ce qui est équivalent a dire

Inf[z(x1,%2)] +P(x2) = In[z(x1,%2)] + d(x1).



91

Evidemment, nous choisissons {(x,) = ¢(x1) = co, tel que ¢y est une constante.
Donc cette condition est satisfaite méme lorsque le théoréme de Whittle est
applicable.

ii. La fonction z(x;, x;) devrait étre strictement positive. En effet, en dimension

un, z(x) est effectivement strictement positive, parce qu’en utilisant la relation

elle peut s’exprimer sous la forme d’une fonction exponentielle. De méme, en
dimension deux, lorsque la relation (2.3.6) est satisfaite, nous pouvons montrer

que z(x1,x2) est strictement positive. En effet, nous avons dans ce cas

11
OF  OF |\ —
(2 2) = (e =)

Il s’ensuit que z(x;,x;) est une fonction exponentielle, comme en dimension
un.
iii. Le probleme le plus trivial est lorsque les deux processus commandés dé-
finis dans (2.3.8), sont indépendants, c’est-a-dire que oy, = 0, et aussi toutes
les matrices sont constantes, ce qui implique que k;j est aussi constante, pour
i,j = 1,2. L’équation L est alors réduite a

2

2
L(Zuxrs Zaxas Zaaxa) = D D 01z Kii. (2.3.19)

i=1 j=1
iv. La derniere proposition ne donne pas 1'expression explicite de la fonction
G, a partir de laquelle nous pouvons déduire la commande optimale. Simi-
lairement au théoreme de Whittle, elle simplifie le probleme de commande
optimale. Evidemment, résoudre une équation différentielle linéaire est géné-

ralement plus facile qu'une équation non linéaire.
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2.3.2. Linéarisation de I’équation matricielle de Riccati en dimension n

Nous présentons maintenant un corollaire, qui sera une extension de la pro-
position, en dimension n.

Corollaire. En dimension n, I'équation matricielle de Riccati est de la forme

A+ G'(x)f(x) — ;G/(X)B(X)Q] (x)B'(x)G(x) + ;tr[NGx(x)] =0. (2.3.20)

Elle est transformée en une équation aux dérivées partielles linéaire pour la fonction

z(X1y ...y Xn), définie comme suit
.
G :z<z"‘ ZX) K, (2.3.21)
ol
kit ... Kin
K=|: :  [:=-NM". (2.3.22)
knt oo K

A partir de (2.3.21), nous déduisons que la transformation est valable seulement si les
n expressions pour F(x) sont compatibles.

Remarques. i. La grande difficulté que nous pouvons rencontrer est d’ob-
tenir n expressions compatibles de la fonction F(x). Sinon, c’est clair que ce
résultat est une amélioration du théoreme de Whittle.

ii. Nous avons dit que le choix de la matrice K n’était pas par hasard. En effet,

si nous définissons z(x1,...,x,) de la facon suivante :
G' = 1 P
— 2 Zxy eee Zxy )
avec
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alors z(x1, ..., xy) satisfait a une équation aux dérivées partielles linéaire seule-
ment si

2PMP’ + PN + NP’ = 0;,

ce qui est difficile a vérifier. Si nous essayons de développer cette équation
comme dans l’autre cas, nous aurons
2PMP’' + PN + NP’ =2(M') 'NMN(M)~' — (M')7'N? —= N*(M) "
=2(M)"'NMN(M)~' — (M)"'N* = N*(M) .
Comme nous le remarquons, nous ne pouvons plus simplifier cette expression,
avec les conditions supposées au début de la section. C’est pour cela que le
choix que nous avons fait au début est meilleur.

Preuve du corollaire. Tout d’abord nous avons

G - 1(7‘*1 ZXH)K
kit ... kin
e a)
Kni .. Knn
1
= Z(k11zx1+k21zx2+"'+kn1zxn yeons k1n2x1+"'+knnlxn>'

Ceci implique que
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Zxs
G'(x)B(x)Q ' (x)B'(x)G(x) = (ZX Z,X) KMK’ _
Zxn
K11 Kni1
= (Zm (kn k]n) M +o 4z (km krm) M
kln k'nn
ZZinzxj<kn lqn)M : )
1=i<j
Kjn
La matrice jacobienne associée a G est de la forme
Hi Hin
1 :
GX(X],...,Xz):H(X],...,Xz):7 y
z Hﬂ Hln

ou
HH - kﬂ(Z’XnZ_Z’i]) +k21(ZXZ1Z_ZX1ZX2) + e
H, = k]](ZXmZ—ZMan) —|—k21(ZX2nZ—ZX]ZXn) +oe

Hir = Xii(ze, 2 — 25,) + K2y 2 — 20,20, + -

Hin = K1i(24,, 2 — 24, 24, ) + Kai(200,2 — 2420 ) + - - -
Posons, de plus,

2
07 012 -+ Oin

Nous aurons par la suite
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tr [NHJ = 35 [_qu (k107 +Kkipra+- - +KinOin) — - =23 (kuou+- - - +kiof+- - -+
KinOin) =+ =2y, Zy; ([ki1 051 +ki2 052+ - - +Kin Ojn] +[kj1 011 +j2 000+ - .+kjngm])] _
G% Oi1
2172 [ - Z)q (k]] . k]n) - — Z)%l <k11 k1n) _ _
On Oin
Oit i1
ZXiZX]' (kﬂ .o kin) E + (k) e kjn) 5 .. ,] .
Ojn Oin

Nous cherchons a linéariser I’équation différentielle, donc nous procédons comme

en dimension deux et nous essayons d’annuler les termes quadratiques. Il s’en-
suit alors que nous devons résoudre ce systeme :

p

o K11
(kn k]n) N (k” km)M 1 =0
O1n Kin
Oi1 Ki1
(ku k1n> + (kn km> M =0
Oin Kin
051 Oi1
(o) [ ()
Ojn Oin
K1
#2(ky o k)M E | =0
Kin
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Ce systeme est valable lorsque la relation suivante est satisfaite :
2KMK' + KN + NK' = 0,,.

Comme en dimension deux, les conditions mentionnées au début de la section
permettent de dire que cette relation est toujours vérifiée. D’ot1 'équation aux

dérivées partielles obtenue apres transformation est linéaire.

2.3.3. Application

Nous allons résoudre un probleme en dimension deux, en utilisant la mé-
thode proposée dans la section précédente. Voici 1’équation différentielle sto-
chastique commandée :

1/2

dX] (t) 0 10 w 10 dW] (t)
= dt + dt + .
(dxm) (0) (o 2) (u) (0 1) (dvvz(t))

Soit la fonction de cotit

txix2) | q 1 1 U
J(x1, %2, w1, w2) = J 5 (u1 u2> +A
0 1 4 w

T(X],Xz) = inf{t >0: X] (t) + Xz(t) =0oud | X] (O) = X],Xz(O) = Xz},

avec 0 < x7 +x, < d. Nous supposons dans cet exemple que A est positive.

Nous calculons de plus

M:BQ]E( Msys)

—-2/3 4/3

K[ 112
12 1

et
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Remarque. Nous pouvons remarquer clairement que le théoreme de Whit-
tle est non applicable pour cet exemple. En effet, la matrice K n’est pas propor-
tionnelle a la matrice identité d’ordre deux.

Revenons a notre exemple. L'équation différentielle déduite a partir de 1’équa-

tion de programmation dynamique est de la forme

0\ 1 4/3 —2/3 1
A+G' | | —=¢ G+ ~tr [NH] = 0. (2.3.23)
(o) 2 ( —2/3 43 ) 2

La fonction z(x1, x,) est définie par la transformation

1
[ — Zx 12x 12x Zx
G _Z(ZX] ZX2>K—(_11_2Z2 _271_ Zz)_

Si nous remplacons dans (2.3.23), nous aurons a la fin

1
Az — 7 (Zayxy + Zxyxa + Zxoxy ) = 0. (2.3.24)

C’est une équation aux dérivées partielles linéaire. Pour la résoudre, nous al-
lons utiliser la méthode des similitudes. Alors nous supposons que la fonction

z(x1,%2) peut s’exprimer de cette fagon :

z(x1,%x2) = p(&),

avec & 1= x; + x2. Le systéme des dérivées partielles devient

;

e =0'(8)
= =0'(8)
SE=0"(E)
ST =" (&)

0%z __ p//(a)‘

7 =
\ aXZ
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L’équation (2.3.24) est transformée donc en une équation différentielle or-
dinaire linéaire

3
20" (8)+Ao(E) =0,

dont la solution générale est de la forme
p(E) = c1eVA3E 4 cpe VAL,

Par la suite, nous avons

z(x1,%2) = creV A3 4 o eV,

. . re 3 P .
Pour simplifier les calculs, nous supposons que A = 3. Alors nous dédui-

sons de la derniére équation que

Z’X] Z’Xz C.I eX1+X2 — Cze_(X1+X2)

z z o C elxi+x2) 4 Cze*(xﬂrxz) )

Comme indiqué dans la proposition, il faut comparer les deux expressions de
la fonction F(x1, x;). Premiérement, nous avons

1

F, - G, -
L (x1,%2) L (x1,%2) 20 xa)

(ZM (x1,%2) + ;sz(MaXZ))

32y (x1,%)
2 z(x1,%2) ’

ce qui implique que
3
F(x1,%2) = —5 Infz(x1, %2)] + b (x2).

D’une facon similaire, nous obtenons

3z, (x1,%2)

sz(XhXZ) = ze (X1)X2) - _2 z(x1,%2) )
)

et donc

Fla,x2) =~ Inlzlo, o)) + i),
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Puisque la fonction F(x4, x;) dépend des deux variables x; et x;, il s’ensuit que
nous devons poser ¢(x;) = P(xz) = co.
Ensuite, nous allons utiliser les conditions limites F(x1,x;) = 0six;+x; =0

ou d. Nous écrivons alors

0 = —; In(cy + ¢2) + co, (2.3.25)

3
0 = -5 In (c1ed + cze’d) + co. (2.3.26)

Ces deux équations impliquent que

¢ +c=cret +cre

et, par la suite, nous avons
ed —1
] —ed’

Cr =Cq
La fonction F(x;, x,) devient sous la forme

3 ed —1
F(XHXZ) = _Ell’l {C] CXH_XZ + me_(xﬁ‘xz) } + Co,

qui est valable pour tout 0 < x; +x, < d.
Nous rappelons que nous n’avons pas besoin de déterminer F(x;,x;) ex-
plicitement pour trouver les commandes optimales uj(xy,x;) and u3(xy,x,). Il

faut juste chercher F,, (x1,%;) = Gi(x1,x;). Par la suite,

3 (‘] _ e*d) eX1+X2 _ (ed _ ‘I) e*(X1+X2)
Gy, (x1,%2) = Gy, (X1, %2) = ) (1 —ed)ea+ra 4 (ed —1)e-(itxa)’
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et ceci est vrai pour tout choix de ¢, et ¢;. Finalement, les commandes optimales

sont égales a

ui(xi,xa) ) QB Gy, (x1,%2)
u3(x,x2) Gy, (x1,%2)
o 4 -2 G, (x1,%2) 1 2Gy, (x1,%2)
3\ 2 Gy, (x1,%2) 3 Gy, (x1,%2)

Remarques. i. Si nous faisons tendre d vers l'infini, la fonction G, (x1,x2) tend
vers 3, pour i = 1,2. Nous déduisons alors que les commandes optimales de-
viennent négatives. Ceci est logique parce que A est positive et le processus
Xi(t) + Xz(t) ne peut jamais atteindre la droite X; (t) +X;(t) = d lorsque d tend
vers l'infini. Donc, 'optimiseur va essayer de frapper la ligne X; (t) +X;(t) =0
au plus vite, en tenant compte des cofits de commande quadratiques.

ii. Nous remarquons que uj(x;,x2) = 2u;(x;,x;) et ceci est dti principalement
au fait que q;1 = 1 et q; = 4. En effet, pour l'optimiseur, contrdler X;(t) est
plus cotiteux que contrdler X;(t). De plus, by, = 2by;.

Pour conclure, nous avons vu que la transformation proposée permet de
linéariser I’équation aux dérivées partielles, ce qui rend, en général, la résolu-
tion plus facile. Méme avec le théoréeme de Whittle, nous pouvons linéariser
les équations différentielles, sauf que certaines restrictions existent dans ce cas.

Cette modification est valable lorsque la condition de Whittle est vérifiée.
Cependant, nous avons aussi pu 'appliquer dans un exemple ot le théoreme
est non applicable. Alors nous pouvons dire que cette transformation est une
amélioration du résultat de Whittle.

Lorsque le théoreme de Whittle n’est pas valable, la résolution des pro-
blemes LQG en dimension deux ou plus est souvent tres difficile. Déja, nous

voyons que les commandes optimales uj(x;,x;) et uj(xy,x,) obtenues dans
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I'exemple dépendent de x; et x, et ne sont pas constantes; par conséquent,

la solution n’était pas évidente.






CONCLUSION

Dans cette these, nous avons résolu certains problémes de commande opti-
male stochastique, appelés problemes LQG par Whittle.

Dans l'introduction ot nous nous sommes référés surtout aux livres de
Alexéev et al. [2] et Fleming et Rishel [7], une présentation générale des pro-
blemes d’extremum a été élaborée. En fait, nous avons tenté de donner leurs
principales classes en se concentrant essentiellement sur les problémes de com-
mande optimale. Ensuite, nous avons proposé une méthode importante de ré-
solution de ces problémes, soit la méthode de programmation dynamique qui
a été utilisée dans cette these.

Au premier chapitre, apres avoir fixé comme domaine de travail l'inter-
valle [d;, d;], nous avons étudié les problemes de commande optimale pour le
cas d'un processus stochastique en dimension un. Lorsque nous avons éliminé
le facteur temps dans ces problemes, nous sommes confrontés, apres avoir ap-
pliqué la méthode de programmation dynamique, a résoudre des équations
différentielles du second ordre et non linéaires. Bien sir, la résolution de ce
genre de probleme n’est pas souvent triviale. C’est pour cette raison que nous
avons utilisé le théoreme de Whittle, qui est applicable si quelques conditions
sont vérifiées. Ce théoreme permet, apres une certaine transformation, d’avoir
une nouvelle équation différentielle linéaire avec de nouvelles conditions ini-

tiales.
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Dans le cas ou1 le théoreme de Whittle n’est pas applicable, nous avons pro-
cédé autrement. En effet, nous avons remarqué que I'équation de program-
mation dynamique, notée H, dépend seulement de F’ et F”, et de méme pour
I'expression de la commande optimale. Nous avons alors transformé H en une
équation différentielle en G = F’ qui est du premier ordre, mais non linéaire.
C’est une équation de Riccati. Pour la résoudre, nous étions obligés de trouver
une condition initiale pour cette nouvelle fonction. Dans certains cas, la symé-
trie des parametres infinitésimaux b(x(t)) et v(x(t)) et de la fonction q(x(t))
permettait de trouver la position x, ot la fonction du cofit est maximale (resp.
minimale), et par la suite dire que G(x,) = 0. Dans d’autres cas, nous étions
amenés a faire une transformation linéaire pour déduire le méme résultat que
pour le probleme précedent. Lorsque cela n’est pas possible, nous avons essayé
d’approcher ce point x, en utilisant deux méthodes. La premiere consiste a ap-
procher ce point a partir du graphique de la fonction W(xy) = J"g]z G(t,xo)dt
qui est définie pour tout xy € [d;, d,] et qui s’annule seulement au point x, re-
cherché. La deuxieme approximation est par le point a partir duquel le temps
passé dans [d;, d;] par le processus non commandé est maximal. Une compa-
raison rapide entre ces deux estimations montre que la premiere est meilleure.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons traité les problémes en dimension
plus grande ou égale a deux. Satisfaire a la condition du théoreme de Whittle
est difficile dans ce cas, alors nous avons essayé de travailler différemment.
Apres avoir appliqué la méthode de programmation dynamique, nous avons
eu une équation aux dérivées partielles qui n’est pas linéaire. Dans certains
cas, nous avons appliqué la méthode des similitudes pour la résoudre. Sinon,
nous avons utilisé une démarche qui est une généralisation de la méthode
de Whittle. En fait, nous avons linéarisé 1’'équation de programmation dyna-
mique, comme nous l’avons fait en dimension un. Contrairement au premier

chapitre, trouver une nouvelle condition initiale, dans ce cas, semble difficile
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et une amélioration est nécessaire. De plus, avec cette méthode, nous sommes
amenés a la fin a un calcul supplémentaire : vérifier que les n expressions ré-
sultantes sont équivalentes.

Comme nous 'avons remarqué, le plus grand défi est pour le cas des pro-
blémes de dimension n > 1. Pour cela, nous devons essayer d’utiliser d’autres
méthodes de résolution, comme le passage des coordonnées cartésiennes aux
coordonnées polaires ou sphériques. De plus, nous pouvons rendre le pro-

bleme de commande optimale plus réaliste si nous conservons la variable temps.
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