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1 Introduction

En cherchant une représentation du groupe Schl en termes des vecteurs propres de l'oscillateur har-
monique, Vinet et Zhedanov [§] ont trouvé un exemple explicite d’'un polynéme orthogonal matriciel
(abrévié POM) infini. Dans un deuxieme article [5], la méthode de factorisation, basée sur le texte
d’'Infeld et Hull[3], est appliquée & un probléme de g-oscillateurs. On se demande s’il est possible
d’appliquer cette méthode au probléme de [8] et d’obtenir la méme matrice.

On commence par s’interesser a l'origine des polynoémes orthogonaux scalaires. Ceux-ci sont en

fait des solutions de I’équation hypergéométrique:
o(@)y” +7(z)y’ + A =0 (1)

En manipulant cette équation on obtient les deux propriétés fondamentales d’un polynéme orthogonal:
une équation de récurrence a trois termes et une relation d’orthogonalité. Ces propriétés, comme on le
verra dans la section 2, se généralisent a des polynomes orthogonaux matriciels.

Ensuite, on donne un exemple explicite de POM émergeant de l'article [8]. En plus de la relation
de récurrence et de la matrice de poids, le calcul explicite du POM sera donné dans la section 3.

Dans la section 4 on résume la méthode de factorisation basée sur larticle d’Infeld et Hull [3].
Apres avoir énoncé les cing théoremes de base de la méthode (sans preuves) on explique I’algorithme
de calcul des valeurs propres et fonctions propres de cette technique. Comme exemple, une partie du
probléeme de g-oscillateurs étudié dans [5] sera détaillée.

En dernier lieu, les calculs faits a la section 5 sont I'application la méthode de factorisation sur
les données initiales du probleme de [8]. En utilisant les propriétés des sommes hypergéométriques on

retrouvera bel et bien le résultat voulu pour les polyndémes de Charlier.

2 Polynomes orthogonaux

Dans cette section, on montre 'origine, la définition et quelques propriétés de polyndémes orthogonaux.
On utilise ensuite les polynémes de Charlier comme exemple. La derniere étape consiste a généraliser
ces caractéristiques aux polynomes orthogonaux matriciels.

2.1 L’origine des polynémes orthogonaux

Une équation de la forme suivante est appelée équation hypergéométrique:
o(@)y" + 1)y + =0, (2)

ou o(x) et 7(x) sont des polynémes au maximum de degré deux et un respectivement et A est une
constante.
Toute dérivée d’une solution est une solution d’une autre équation hypergéométrique. Pour le voir,

il suffit de dériver I’équation (2)) et d’effectuer la substitution v; = y/(x). On obtient alors:
o(@)vf + (7(z) + o' (z))vy + (A + 7'(2))v1 =0 (3)

Puisque 7(z) + o/(x) est une polynémes d’au plus de degré 1 et A+ 7/(z) est une constante, on obtient

bel et bien un équation hypergéométrique.



On peut appliquer ce processus indéfiniment. En particulier, si on dérive n fois la solution y et on

pose v, (z) = y™(x), on obtient:
o (x)v) + Tu(T)vy, + pnvn =0 (4)
avec

To(x) = 7(2) + no' ()

1
fn = A+ nT’ + §n(n —1)o”

Forme auto-adjointe On peut écrire sous une forme plus pratique, dite auto-adjointe, en

multipliant par une fonction p,(z) qui satisfait

(apn)' = Tnpn (5)

La forme auto-adjointe est donc
(Uan;L)/ + pnpntn =0 (6)
On remarque que si g, = 0 on obtient la solution triviale v,(z) = y™(z) = const. Cest-a-dire,

y(z) = yn(z) est un polyndéme de degré n.

Orthogonalité Considérons maintenant les formes auto-adjointes des solutions y,(x) et ym,(x)

(Upny;), + AnpnYn =0
(O'pny:n), + )\mpmym =0

On commence par multiplier la premiére expression par y,,(x) et la deuxiéme par y,(z) et on soustrait

Ym () [0 (2)p(@)yn ()] = ynlo(@)p(2)yp (2)]" = (Am = An) p(2)Ym (2)yn (2) (7)

Remarquons qu’on peut développer le coté gauche de la fagon suivante (notation allégée)

Ymlopyn) — ynlopyr) = yml(op) vy + opyn) = ynl(op) Yrn + (00) ]
= ymlo'pyy, + op'ys, + opyn] — ynlo' pyp, + op' Y, + ooy
= o' 0ym¥p + TP YnYm + T pYmYn — [0 PYnYn + 0P YrYn + Py Y]
= 0" p(YmYn — YnYm) + 00 WnYm — YpYn) + 0p(Ym¥Yn — Ymin)
= (00) (YmYn — Yn¥p) + Tp(YmYn — YmYn)

d
= @(Up(ymy; — Yn¥m))

d
- %(UPW(ym, yn)) )



ot W(Ym,yn) est le Wronskien de y,, et y, . En revenant a , on obtient

d

A = A)p(@)ym()yn(z) = -

(o (z)p(x)W (ym (), yn()))
La derniere étape est d’intégrer le tout pour x allant de a a b.
b b
(Am = An) / P(@)ym (@) yn(@)dz = 0 () p()W (ym (@), yn(2)) [q (8)
Ou suppose que la fonction p(x) satisfait a:

U(l‘)p(x)xk ‘x:a,b: 0 5 k= 0, 1, (9)

sur un certain intervalle [a, b].
Alors, puisque le Wronskien est un polynéme en x et que m # n, on obtient la condition

d’orthogonalité
b
[ @@ = 0m 2 (10)

On a donc réussi a obtenir des polyndémes ayant une caractéristique spéciale en manipulant 1’équation

hypergéométrique et voici comment les polynémes orthogonaux sont nés.

2.2 Propriétés

Les polynomes orthogonaux possedent deux propriétés intéressantes : une équation de récurrence a
trois termes et une relation d’orthogonalité. Avant de donner ces équations on a besoin de définir le

concept de moments.

Définition Soit une fonction w strictement positive et intégrable sur un intervalle [a,b]. Supposons

de plus que w(z) > 0 sur un sous-ensemble suffisemment grand de (a,b) tel que:

b
/ w(z)dr >0 (11)
a
Si l'intervalle (a,b) n’est pas borné, alors on impose que les moments soient finis:
b
L = / z"w(x)dz (12)
a
Pour n =0,1,2,.... On peut maitenant donner une définition formelle des polynémes orthogonaux.

Définition Soit une suite de polynémes P,(x),n € [0,00] et une mesure positive de Lebesgue w(x)

sur un intervalle [a,b]. On dit que les P, sont des polynémes orthogonauz sur I'intervalle [a,b] si

b
/ P, (z)Pp(x)w(x)der =0sim#n (13)

Le prochain item a étudier est la fonction de moments:



Définition Une suite {P,(z)} 2 est une suite de polynomes orthogonaux (SPO) par rapport & une

fonction de moments L si pour des entier non-négatifs m et n on a:

(i) P,(x) est une polynome de degré n
(1) L[Pyn(z)Py(x)]=0 si m#n
(iti) L[P}(z)] #0

On aura besoin du déterminant des moments dans les paragraphes qui suivent:

Mo H1 - Hn
M1 2 - Hn+l

A, = det(ﬂi+j)2j:[) =1. . NV (14)
Hn  Hn+1 .- H2n

Définition Soit {u,}5°, une suite de nombre complexes et soit £ une fonction définie sur I'espace

des polynomes par:

Llz"] =, n=0,1,2,..
Lloam (z) + agma(z)] = a1 L7 (x)] + agL[ma(z)]

Pour tous nombres complexes «; et tous polynomes m;(z), (i = 1,2). Alors L est apellée fonction

de moments et u, est apellé moment d’ordre n. Remarquons qu’avec cette définition on a, pour
m(z) = Y0 o ekt

Llr(z)] = chﬂk (15)
k=0

On peut alors redéfinir les polyndémes orthogonaux a ’aide de la fonction L.
On introduit la premiere propriété des polynomes orthogonaux: la relation de récurrence a trois

termes.

Théoréme 4.1(Chiara) Soit £ la fonctionnelle des moments et {P,(z)} la SPO associée. Alors il

existe des constantes ¢, et A\, # 0 telles que:

P.(z) = (x — cn)Pr—1(x) — A\yPr—a(z) n=1,2,3, .. (16)
Ou on impose P_1(x) = 0.
Preuve Remarquons que xP,(z) est un polynéme de degré n + 1, alors on a :

n+1
) =S i) e g, = SEDADD)
k=0 2

(17)



De plus, zPy(x) est un polynéme de degrée k + 1 alors a,k =0, V0 < k < n — 1. Puisque zP,(z) est

monique on a aussi anp+1 = 1. D’ol:
xPp(x) = Ppp1(x) + anpnPo(x) + ann—1Pp—1(z) n>1 (18)
En substituant n par n — 1 dans la derniére équation on peut aussi écrire:
xPy_1(x) = Py(z) + cnPo—1(x) + \pPpr—2(x) n>2 (19)

Remarquons que est aussi valide pour n =1 si on impose P_; =0 et ¢; = —P;(0). O
Afin de déterminer les coefficients de on utilise le prochain théoreme.

Théoréme 4.2 (Chiara) Les énoncés suivants sont valides en tenant compte de ’équation :
LIP; y(x)] AR,
(D)L[P2(x)] = M. Aup1 sionpose A = pg= Ay

- E[JUPr%—l]
()en = Z1P2 ()]

(d) = (c14+ca+ ...+ ¢,) estle coefficient de "1 de P,(z)

(a)Ant1 =

preuve On a déja obtenu (a) dans la preuve du théoreme 4.1. (b) découle directement de (a). En
n—1

multipliant par P,_i(x) et en appliquant £, on obtient (¢). En comparant les coefficients de =
des deux cotés de , on obtient d,, = d,_1 — ¢y, d’ott découle (d). O

Pour montrer 'application des théoréemes énoncés on calcule la relation d’orthogonalité et I'équation

de récurrence des polyndémes de Charlier.

Exemple Soit la fonction :



Dans ce cas, les P,(x) sont appelés polynoémes de Charlier et G(x,w) est la fonction génératrice. On

veut maintenant trouver la relation d’orthogonalité . Ona:

a®G(z,0)G(z,w) = e T a1+ v)(1 + w))*

—a(v+w) ea(l—‘rv) (1+w)

=€

= d" Gk, v)G(k,w
S G

k=0
a avw

|
n=0 s
On peut aussi écrire le développement suivant:
0k 0 00
a"G(k,v)G(k,w) a m
Z o — 2 o E Py (k) Py (k)v™w
k=0 k=0 m,n=0
o [o.¢] a
= Z ZPm( )Pn(k)yvmw"
mn=0 k=0 ’
Ce qui implique :
o0 k 0 .
S PPl =4 T (20)
k=0 i S siom=mn

La fonction %;: est appelée fonction de masse du polynéme. En utilisant la fonction £, on peut écrire:

n - ’na’k
L™ => "k o
k=0 '

a,n
e a
5mn

L[Py () Pr(2)] =

n!

Oun=0,1,2,..,m=0,1,2,... et 0y, 5, est le delta de Kronecker usuel. En général, on calcule la relation
de récurrence d’un polynome orthogonal en utilisant ses propriétés plutot qu’en appliquant directement

le théoreme 4.2. Pour les polynémes de Charlier, on manipule la fonction génératrice:
o
G(z,w) =e"™(1+w)* = ZPn(:r)w" (21)
n=0

L’idée est de dériver la derniere expression par w et de comparer les deux c6tés. On a donc:

% = —ae" (1 4+ w)® + e Wa(l4+w)® ! (22)
=1 wG(x, w) — aG(x,w) (23)
= G(z,w) wa - a] (24)



Et avec la deuxieme relation:

En multipliant la derniere égalité par 1 + w on arrive a:

Z P, (z)n(w"™ Z P,(z)(x — a(l + w))w"
n=0

= Z nP,(x)w" + Z nP,(x)w" Z 2Py ( Z aPy( Z aPp(
n=0

:inPn Jw +Z (n+1)Pppjw™ ZmP ZaP ZaPn 1
n=0

n=0

= Z [(n+1)Poti(z) + (n — x4+ a)Py(z) + aPp—1]w™ =0
n=0

Donc la relation de récurrence est:
(n+1)Ppi(x)+ (n—z+a)Py(z)+aPp—1 =0

La derniere étape consiste a normaliser cette relation. Pour ce faire, on pose:

<n+1)€:++1<1)3+(n_“a)13n(')MQE%% »
= B (@) I B @) + P (2)
épnﬂ(m)—i-(n—x—i—a)p( )+anPn ()

n+1

(28)

(29)

(30)

(31)

(33)

(34)

(35)

(36)

Celle-ci correspond bel et bien a la relation de récurrence connue pour les polynémes de Chalier nor-

malisés [2]. Maintenant qu’on a une bonne base concernant les polynémes orthogonaux scalaires, on

va généraliser leurs caractéristiques aux POM dans la section qui suit.

2.3 Polynémes orthogonaux matriciels (POM)

On peut étendre le principe de polynémes orthogonaux & R™*™ c’est-a-dire qu’on peut construire des

matrices (finie ou infinies) dont les éléments sont des polynome orthogonaux.

Ces objets, appelés

polynéme orthogonaux matriciels (POM), possedent des propriétés analogues aux polynémes orthogo-

naux scalaires. A l'aide de [6] on commence par donner la définition formelle des POM et ensuite on

prouve qu’ils satisfont une équation de récurrence a trois termes ainsi qu’une relation de d’orthogonalité.



En premier on définit les objets qui seront nécéssaires dans cette section.

définition Soit une mesure p(dz) = W (z)dx avec une fonction de poids W (x) € R¥** pour k > 1

et x € R. On définit les objets suivants:

(i) Le n-ieme moment de la mesure u(dz) est:

i = /m",u(dx) _ /:E"W(w)dx n=01,.. (37)

(ii) La matrice T}, pour n > 1 est :

Mo M1 Hn—1 Hn
M1 H2 o Hn Hn+1
T,=1 : Do : : e RF(+1)xk(n+1) (38)
Hn—1 HMn - H2n—2 HU2n—1
I xl - " a2t

Ou I correspond a la matrice identité k x k.

(iii) La matrice de Hankel pour n > 1:

po M o Hn—t
M1 [

Hy=| = 7 (39)
Pn-1 fn *  H2p—2

On introduit aussi la matrice H = lim,, oo Hj,.
(iv) Le vecteur vy, 2,1 pour n > 1:

*
Un2n—1 = ( Hn  Hn+1-°°  H2n—1 > (40)
Ou * dénote l'opération de transposition.
(v)Soit la matrice:

H -
Hy = ( v ) (41)

*
Vop—1 H2n

(vi)On définit le complément de Schur de pg, comme étant:

Sp = pu2n — v;M_lHrjlvnQnA avec Sp = [ (42)



On aura aussi besoin de la matrice diagonale:

S = d@'ag[Sg, Sl, ] (43)

(vii) Soit une famille de polynémes { P, (z)}>2, qui est le complément de Schur de 2™I dans la matrice

T, :
—1

Ho N ! Hn

21 M2 el Hn+1
Pz)=a"T—| 1 «f - 2" || A o (44)

Hn—1 HMn - H2n—2 H2n—1

Ou Py(xz) = I. De plus, on dénote P le vecteur suivant:

P=| Py(z) Pi(z) - (45)

(viii) On définit le vecteur €2 comme:
Q= |1 af 221 } (46)

On définit aussi la matrice semi-infinie R comme:

I 101 ro2
R = 0 1 T2 - ou Tij € Rk’k’ (47)
Ces matrices sont liées & la matrice P définie en (44]) par:
Q=PR (48)

Avant de prouver nos propriétés intéressantes, on a besoin de propriétés intermédiaires. On commence

avec:

Proposition 1 (Miranian) Soit {P,(z)}72, et le complément de Schur S,. On définit le produit

scalaire sur Lg(R¥) comme étant:

(P.Q) = [ P@W(@)Qa)ds (19)
Alors on a:
(P, P}y =6,;S; Vi, j>0 (50)
preuve On a:
Ummtn—1Hy ' = [ Hm  Hm+1  Bm+2 0 Hmtn—1 }Hﬁl = [ . (51)

10



Pour tout 0 < m < n —1 et ou la matrice I est & la m® position. Alors:
Vmmtn—1Hy, Mo 2n-1 = fim-n (52)
C’est donc suffisant de montrer que P, (x) est orthogonal & ™I pour 0 < m <n —1:
/ "W (x) Py (z)dx = /acmW(x) (a:”[ — { I oI - 2" } H,;lvnvgn_1> dx

= HUm+n — { Mm  Hm+1  Bm4n—1 ] Hf?lvny?n—l

= m+n — Hmtn =0
Ceci implique que (P, (z), Py(z)) =0V m < n. Pour le cas m = n on a:
/P* P,(x)dx = /:U”W(x)(xnl— [ I xf - 2" ] Hy ' on—1)da
= pign — Uy 91 Hy Mo on 1 = Sn

O

La deuxieme propriété intermédiaire relie la matric de Hankel et le complément de Schur:

Proposition 2 (Miranian) Supposons ’équation vraie pour les matrices 2, P et R. On a alors:

v — k
S”rn:nJrk Hon+k — Up, 2n—1Hn 1v7(1,%n—1 Vk 20 (53)
Pour le cas n =0 on a:
To,m = MElﬂm (54)
Alors sous forme matricielle :
H=R'SR (55)
preuve L’équation implique:
Po(x)rom + Pi(x)rim + -+ Py(2)rkm + - + Pp(x)] =2™1 (56)

En multipliant la derniére équation a gauche par P, (x)*W (zx) et en intégrant, on a:
SnTnm / P.( )z dx (57)

En utilisant la définition de P} (x) et en intégrant on obtient I’équation . Remarquons que:

(/ QW (x )de) = /xiw( )l dr = piy; = Hij
</P*W de> /P* Pj(x)dr = 0,7 S;

H= /Q W(z)Qdz = R* (/ PW de> R=R*SR (58)

Ce qui implique:

11



O
Il reste a énoncer deux lemmes et ensuite on pourra prouver que les POM satisfont une relation de

récurrence a trois termes.

Lemme 1(Miranian) Soient les matrices Hy4+1 et H;il :

H Vn.9n— -~ A
Hn+1 _ ( *n n,2n—1 ) Hnil _ ( ) Y ) (59)
Un,anl H2n v «

Alors:

a=S8,"1
—1 -1
v =—H; vn2n-15,

_ -1 -1 -1, * -1 _ -1, % -1
A= Hn + Hn Un,Qn—lSn Um?n—lHn - (Hn — Un2n—1Ml9y, vn,2n—1)

Ce qui implique:

—1/, (m+1)
Hil (m) B Hn (Un72n_1 - vn,Qn—lrn,n—i-m—&—l) 60
n+1Vn+1,2n+1 = (60)
nn+m+1

Ce lemme se prouve par calculs directs. On utilise ’équation (48) pour obtenir la derniére expression.

Lemme 2(Miranian) Soient les polynémes P,(z) de I'équation (48). Alors:

m
" = an—i(w)rn—i,n + |: I I --- .Tn_m_ll :| Hgflmvr(:f)mg(nfm)fl
i=0
Pn+1 (.Z‘) = .’,Un+1I — Pn($)Tn,n+1 — |: I fL'I e l‘n_ll :| H,;lvn’Qn,l
Ce lemme découle directement de 1’équation .

Etudions maitenant la premiere propriété essentielle des POM:

Proposition 3(Miranian) Les polynoémes (monique) orthogonaux matriciels satisfont la relation de

récurrence :
2Po(2) = Pay1(2) + Pa(@)b, + Pay (@) (61)
Ou
an =Sy t1Sn Uy =y — o) (62)
et:
ugfl
un—l
n—1 _ 1 _ -1 n _ q—1 " -1
u - . = Hn Un2n—1 Up = Sn (M2n+1 Un,2n—1Hn UTL+17271) (63)
-1
Up

12



Preuve Soient les matrices a,, b, et ¢, qui satisfont la relation:
xPp(x) = Ppyic), + Pp(x)by + Py—1(x)ay, (64)

En multipliant par P;, ,(x)W (z) et en intégrant on obtient:

/ ;Lkﬂ(a:)W(:z)x”Jrldx = Sp+1 = /P;H(l‘)W(x)a:Pn(x)dx = Spt1c), (65)

Ce qui implique ¢}, = I. La derniere expression peut aussi étre exprimée sous la forme:

Sp+1 = / 2P (2)W (2) Py(z) = / (Prs2(2) + b1 Py (2) + anga Py (2))W () Po () de

=0+0+ /an+1P:(x)dx = Gn115n

Dot a* = S, ', S,,. Si on multiplie par P} (x)W(z) a gauche et on integre, on obtient alors:

/ P2 (2)W (2) Pa()dz = ( / Pf{(m)W(x)Pn(x)da:) b = Sub% = b, (66)
On cherche maintenant b,. L’équation peut s’exprimer comme:

z(z"I — [ I 2l 2™ I }unfl) = (2" — [ I zl ---2"1 } u")
+ (a"] — [ [ xl -2 } u" b

G S D Y AR ) s U

n

n — y" 1. Ensuite, en utilisant le Lemme 1 et

En comparant les coefficients de z™I, on obtient b), = u

la définition de u,, on obtient:

up = 8,0 (Hont1 = Vh 201 Hy ' 0ng1,2n) (67)
O
Maintenant qu’on a la théorie, on peut détailler un exemple. Celui-ci est en fait tiré d’un article de L.

Vinet et A. Zhedanov [§] concernant un probléme de mécanique quantique.

3 Un premier exemple de POM

Dans [§], le but était de trouver une représentation de I'opérateur S définit plus bas. La structure de
ce probléeme a permit aux auteurs de trouver un POM ainsi que sa matrice de poids et sa relation de

récurrence. Le point de départ du probleme est le groupe de symmétrie de Schrodinger.

3.1 Définitions

Le groupe de Schrodinger Schy correspond au groupe des symétries de transformation de I’équation de

Schrédinger libre en une dimension :

oy 19%)

“or T 2022

13



On définit par la suite une paramétrisation des éléments du groupe:

S(’U, w) _ e(va—ﬂa+)e(wa2—ﬁ(a+)2)/2

Le but de l’article est de trouver une représentation de 'opérateur S, c’est-a-dire de trouver
Yn g = (k|S|n) (68)

Pour cela, on a besoin d’utiliser une représentation des opérateurs de création et d’annihilation. Celle

choisie est :

aln) = Valn — 1)
atin) =vn+1n+1)

A Taide de ces opérateurs, on peut écrire les relations suivantes:
(k|SS~raTaS|n) = (klaTaS|n) = k{k|S|n) = kb, x (69)
On a maintenant besoin de la formule de Baker-Campell-Haussdorf:

XYe X =Y +[X,Y] + %[X, (X, Y]]+ ... (70)

Afin de trouver une représentation de l'opérateur S, on commence par calculer différentes relations
liant S et les opérateurs d’échelles a et a™. Comme on va le voir plus loin, les éléments de la matrice S

satifont une équation de récurrence a cing termes qui sera résolue a 1’aide de polynémes orthogonaux.

3.2 Relation de récurrence
FEn premier lieu, on développe les deux cotés de ’équation . A Paide de , on calcule:
S gt = ¢~ ((wa—va®)—(wa?-w(a")?)/2) ;+ ((va—Tat)+(wa®~w(at)?)/2)
=a’ 4 [~ (va —va™) — (wa?® —w(a")?)/2),a"]

+ %[—(va —7at) — (wa® — w(a™)?)/2)[~(va — Ta™) — (wa? —wW(at)?)/2),a™]] + ...
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On trouve alors:

StataS = (S7tat9) (S tas)

= (a” cosh p — ae sinh p — ge®®)(acosh p — a*e? sinh p — oe™)

=atacosh? p — (a)%e " sinh pcosh p — atoe ™ cosh p
— e sinh pcosh p + aa™ sinh? +ace' 9 sinh P
— aoe® cosh p + atoe 0% ginh p+o?

—i(0—5)

1 .
= ata(cosh p)? — a+26_’9§ sinh2p 4+ aTo(—e ¥ coshp + e sinh p)

A A 1
+ ao(—e ¥ cosh p + e "% ginh p) — aQewi sinh 2p
+ (1 + a™a)(sinh p)? 4 o2

1 1 1 )
= atacosh2p + 3 cosh 2p 4 o2 — 3~ §a2 sinh 2pe®®

1 . : :
— §a+2 sinh 2pe™" 4 ao(¢'®=% sinh p — € cosh p)

+ato(e ™ sinh p — e cosh p)

La prochaine étape est d’appliquer la derniere relation sur un état |n) et ensuite d’utiliser la définition

de 'opérateur S. On obtient donc:

S~ta*aS|n) = cosh2pa*aln) + (% cosh2p + 0% — %)|n> - %sinh 2pe a%|n)

— % sinh 2pe*wa+2|n> + o ("9 sinh p — € cosh p)aln)

+ o (e sinh p — e cosh p)at|n)

= cosh 2pn|n) + (% cosh 2p + 0% — %)]n} - %sinh 20e?\/(n)(n —1)|n — 2)

— % sinh 2pe\/(n + 1)(n + 2)|n + 2) 4+ ('@ sinh p — ” cosh p)y/n|n — 1)
+ o (e sinh p — e ¥ cosh p)v/n + 1|n + 1)

On obtient donc:

(k|S|n) = (k|SS™'aTaS|n) (71)
_ [(n + ;) cosh 2p + o — ;] (k|S|n) — %sinh 20/ () (n = 1) (K| S|n — 2) (72)
1 , 4 .
~5 sinh 2pe = \/(n + 1)(n + 2)(k|S|n + 2) + ("% sinh p — € cosh p)v/n(k|S|n — 1) (73)
+ 0 (e 0= sinh p — e cosh p)v/n + 1(k|S|n + 1) (74)
= [(n + ;) cosh2p + o2 — ;] Unk — %sinh 20e”\/(n)(n — 1) _a, (75)
— % sinh 2pe ™ \/(n 4+ 1)(n + 2)tn 12k + o(e"? sinh p — € cosh )V NYn—1k (76)
+ o (e sinh p — e cosh p)vVn + 19n41.k (77)
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En combinant les équations et (71)), on obtient :

1 1 1 .
kb = [(n + 2) cosh2p + o2 — 5 Ui — B sinh 2pe'?\/(n)(n — Dthp—2.k (78)
1 . . .
L sinh2pe™ /(0 D) T Do + 0O sinhp - Hehp) v (79)
+ a(e_i(e_‘s) sinh p — e~ cosh p)v/n + 1n41,k (80)

Il est utile & ce moment de développer les quelques premiers termes de cette derniere relation.

n=0
1 1 1 : 4 4
ko = [<2> cosh 2p + 0% — 3 Yok — iﬁsinh 2pe%9w27k + o (e ginh p — e cosh )1k
En isolant 1) ;, on a:
Vo = f(k)Yok + g(k) 1k (81)
Avec:
Fk) = %cosh2p+02 — % —k
g sinh 2pe—
o (e~ 9= sinh p — €7 cosh p)
9(k) = V2 —if
5= sinh 2pe
n=1
3 5 1 1 . i0
k1 = 5 coshp+ o7 — 5 ik — 5\/ésmh 2pe" 3 i,

+ o (e’ sinh p — cosh)g 1, + V20 (e~ ginh p — e~ cosh P) 2k

En isolant 13 ;,, on obtient:

VY31 = a(k)Yor + b(k)1x + c(k)a

Avec:

%coshp—kag—k—%

a(k) = ;
() $v/6 sinh 2pet®
(k) = o (e"?=% sinh p — €% cosh)
11/6 sinh 2pei?
e(k) = V20 (e~ "0=9) sinh p — e~ cosh p)

£1/6sinh 2pet?
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En subtituant I'expression obtenue pour v, ; on obtient:

Y3k = a(k)bor + b(E) Y1k + c(k)(f(B)vor + g(k)Y1k)
= (a(k) + c(k) f(k))or + (b(k) 4 c(k)g(k)) Y1k

Donc, en général, les termes pairs et impairs peuvent s’exprimer en termes de polynomes en k et des

fonctions g et 11 . En termes mathématiques, on peut alors écrire:

Yon g = Pn(k)ox + Qu-1(k)1k
Yont1p = Pu(k)bo g + Qn (k)1 4

Ot les P, (k), Qn(k), P (k) et Qn(k) sont des polynémes d’ordre n en k. Basé sur cette observation, on

ﬁ/n,k—( Y ) (52)
Yoni1,k

Alors la relation de récurrence (|78|) peut s’exprimer comme

peut alors introduire le vecteur suivant:

k\I’n,k = An—&-l\lln—&—l,k + Bnllln,k + Aj;\lln—l,k

Avec tous les parameétres suivants:

1 ” . 1 1
gn: f\/msinh%)e 0 77771—\/»0—( i(6— 9)smhp —z5coshp) : Cn: (n+2> COSth—FUQ_*

2 2
n 0
A, = &2
Mon  Eont1
B, — Con  M2n41
M+l Cont1

On effectue maintenant une derniére réecriture en introduisant une matrice polynémiale

Remarquons alors que :

\Il _ Pn k Qn 1( ) Q;Z)O,k;
Bk Qulh) Vi
( Pn 1/)0 E+ Qn 11/}1 k >
Pu(k)ox + Qu(k)rk
U

¢2n k )
w2n+1 k

n,k

17



En définissant la matrice ¥y, ., on a pu obtenir la premiere propriété de base d'un POM, soit la relation

de récurrence. Maintenant, on cherche la matrice de poids de W, ;.

3.3 Matrice de Poids

Considérons le vecteur V¥, ;. définit a la section précédente. On veut montrer que celui-ci vérifie la

relation d’ortogonalité :

Z \Ijn,k\IIjn’k = 5n,mH2
k

On développe le c6té gauche:

> w0
k

( Vank ) (Vom x¥omi1k)

Yont1k

( Vongi®omr  VonkVomi1k )

Vont1komr Vont1kom i1k
% (

om|S+|k) (k|S|2n) (2m + 1|S*|k) (k| S|2n)
om|SHE) (k|S|2n + 1) (2m + 1|ST|k) (k[S]2n + 1)

(
(
S (2m] ST S|2n) S (2m + 11ST5]2n) )
>k

Sop2m|STS|2n+1) >, (2m+1]STS2n + 1)
_ domon  02m+12n
02m.2n+1  02m+1,2n+1

Sum O
0

5n,m

Pour déterminer la matrice de poids de P, on utilise ’orthogonalité de la fonction ¥n, k. On obtient

alors

k k

o
< )

est la matrice de poids recherchée.

Lors du calcul d’une représentation de 'opérateur S, les auteurs ont trouvé un exemple de polynome
orthogonal matriciel, c’est-a-dire qu’on a obtenu la relation de récurrence et la matrice de poids le
Pn(k). Puisque notre but principal est de retrouver cette représentation a ’aide de la méthode de

factorisation, la section qui suit détaille le calcul de la matrice S.

18



3.4 Décomposition

L’idée consiste a décomposer les éléments de matrice 1, ; en un produit de polynémes orthogonaux

qu’on doit trouver individuellement. On définit:

Xk = <k_|e(va—ﬁa+)|m>

Orm = <m|6[wa2_ﬁ(a+)2]/2|n>

Alors on peut écrire:

Unge = (k|S|n) = (kle(eme el w2 )
= 7 (ke ) (el = 2

m=0

()
= E Xm,k¥$n,m
m=0

Remarquons que lorsque w et p =10 :
wn,k = Xn,k (84)

Aussi lorsque v et 0 =0 :
wn,k = ©n,k (85)

On pourra alors déterminer les éléments de la matrice S a I'aide des xp, 1 et @y k.

Les xnk

La relation de récurrence découlant de et est :
an,k = (n + U2)Xn,k - \/’rflaeim)(n—l,k —vn+ 10’67i6Xn+1,k (86)

On reconnait les polynéomes de Charlier a la normalisation pres:

1
Vn!

Ou les P, (k) sont des polynomes de degré n en k et satisfont:

P, (k) (—oe™) " P, (k) (87)

Xnk = Pn(2) X0,k (83)

Avec ces relations, les P, obéissent a la relation de récurrence des polynémes de Charlier:

Poi(k) = (k—n—o?)Py(k) — no®P,_1(k) (89)

On a donc:

_ 1 i0\n L2
Xn,k = ﬁ(ae ) Cn(k‘,O' )XO,k (90)
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Pour trouver maintenant xo ; on utilise:

—Tat 7 _Tat
e(va vat) _ evv/Qeva . g~ ba

eva—@a*m) _ evﬁ/Qeva‘ —7) = e—vi/2’ _ ﬁ>
Alors:

_ <k’e(va—6a+)|0> _ e—v6/2<k| —7) = (_E)ke—vﬂ/Q _ e /?
X0,k NG N

La premiere partie de la décomposition de la matrice S en terme des polynémes de Charlier est:

(_Ue—id)k:

(=DF ik isnk) 02 2
Xnk = 7%'0 e e Chn(k;o°) (91)
nlk!

Les o,k

Comme pour le cas des x, i, on commence par examiner la relation de récurrence obtenue de (78) avec

c=0:

1 1 1 ;
Fipn ke = { (n + 2> cosh 2p - 2} enk = 5V/n(n —1)sinh 2pe g, (92)
1 . i
— 5V (n+1)(n+2)sinh2pe O onra (93)

Puisque les trois termes de cette équation sont séparés par des incréments de deux, on doit considérer

les cas pairs et impairs séparemment. C’est-a-dire qu’on pose une solution de la forme:

Pk = Pn(k')SOO,k (94)
Contik = Qu(k)p1k (95)

Ou P, (k) et Qn(k) sont tous deux des polynomes de degré n en k & trouver. En substituant cette

solution dans on trouve deux nouvelles équations de récurrence:
1 1 1 .
kP, (k) = { <2n + 2) cosh 2p — 2} P,(k) — 5\/2n(2n —1)sinh 2pe? P,y
1 .
- 5\/(2n +1)(2n + 2) sinh 2pe~ P, 1 (k)
3 1 1 .
kQn (k) = { (Qn + 2) cosh 2p — 2} Qn(k) — 5\/2n(2n + 1) sinh 2pe®Q,, 1 (k)

_ %\/(271 +2)(2n + 3) sinh 2peQ,, 41 (k)

Commencons par les P, (k). En normalisant avec:

P, (k) = \/;T”L!<4116w sinh2p)_ P, (k) (96)

Apres simplification, la relation de récurrence se réduit a:
- k 1 1] - 1 1 .
Poyi(k) = {2 — (n + 4) cosh2p + 4} P, (k) — 1 {n <n — 2) } sinh?2pP, 4 (97)
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On intruduit un parametre c tel que:

c=tanh?p0<c<1

1
cosh2p = T te et sinh?2p =
—c

(1—c)?

Avec cela on conclut que les Pn(k:) satisfont la méme relation de récurrence que les polynémes de

Meixner (normalisés):

n Cc\n 1 ~ nlin — C -
(k) = [;{: - +1 E C+ 2| Po(k) — ((1lc§§)Pn_1 (98)
On a alors:
1 " k1
= (G (c— 1> (2 2’ > (99)
= P,(k) = 2i v o L ein® o " pM, <§ %,tanh2 ,0> (100)

La démarche pour les @, (k) est similaire. On commence par la normalisation:

1 _. - 1
n(k) = —=€e""sinh?2 —Qun(k 101
Qut = (e sn20) b (101)
La relation de récurrence devient alors:
Qni1 = L n+§ cosh 2 + Qn(k) —n n—i—1 #Q (k) (102)
n+l1 — 2 4 P n 2 (1 — 6)2 n—1

En introduisant le méme parameétre ¢ que pour les P, (k) on conclut que les @, (k) sont aussi des

polynémes de Meixner [4]:

A 3 c \" kE—1 3
Gl =3, ( = 1) Mn <2’ 2’C> (103)
1 /@n+1)! .0 k—1 3 9
Il reste maintenant a trouver g et @1 . Pour ¢g on a:
_ 1 .
e[waz_w(a+)2}/2|0> = (cosh p)"Y2exp |:—2€_16 tanh p(a+)2] |0) (105)

/ 2 n
(cosh p) /2 Z n) < e~ tanh p> |2n) (106)

$Y0,2k = (COSh ,0)
wo,2k+1 =0

- 2k)! - K
1/2@(_56 9 tanh p) (107)
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Pour ¢ on a:
elwa*=aT)1/211) — (cosh p) =3/ 2exp [—;ew tanh p(a+)2] 1) (108)
= (cosh p)~3/? Z < ~® tanh p) (a*)® . at0) (109)

V(2 1)!
= (cosh p) 3/22 n—l— ( _wtanhp> |2n + 1) (110)

v12t =0 (111)
_3/9/(2k+1)! s k
©1,2k+1 = (cosh p) 3/2% (—%6 % tanh ,0)
En combinant . -, . et (103]) on obtient alors:
_ (=D)F V(2K)!(2n)! ;0 gy (tanh p)* " 1 2
Pon,2k = okt Tl e W My | K i’tanh P (112)
(DR VEREFDIn A1) 4, g (tanh)F R 3 2
Pon+1,2n+1 = ontk Ll e W - M, | E; Q’tanh p (113)

Les autres éléments ¢, 1, étant nuls. En combinant (82)), (91)), et (112)) et apres simplification, on obtient

finalement les éléments de la matrice S:

(_1)k Uk _ 2/2 ( 6—]65) B —0 6(25 9) tanhp)m
\IJ = g (n hn . 114
2n)!
%CZFH([{;;U2)M (m; 3; tanh? p) .
2n+1)
MCQWLH(]{? o) M, (m; 3; tanh? p)

Maintenant qu’on a la forme explicite de S, il reste & montrer qu’on peut obtenir le méme résultat en
appliquant la méthode de factorisation. La section suivante résume la théorie et la technique d’Infeld

et Hull [3] ainsi qu'un exemple d’application a un probléme de g-oscillateurs [5].

4 Méthode de factorisation

Dans Darticle de I. Lutsenko, V. Spiridov, L. Vinet et A. Shedanov [5], le but était d’étudier un
Hamiltonien bilinéaire par rapport aux opérateurs a et a* d'un g-oscillateur en utilisant la chaine de
factorisation. Ce qui nous intéresse est en fait ’application de cette méthode. Celle-ci est basée sur 5
théoremes mathématiques (énoncés sans preuve ci-dessous). On examine ensuite ’algorithme de calcul
des valeurs propres et fonctions propres et enfin on detaille application de la méthode a article [5]

comme exemple.

4.1 Meéthode d’Infeld et Hull

La méthode de factorisation d’'Infeld et Hull [3] est une technique mathématique qui permet de résoudre
certaines équations différentielles qu’on rencontre souvent en mécanique quantique. Dans [5], une
variation de la méthode d’Infeld et Hull est appliquée a un probleme de g-oscillateurs. Dans cette

section, on résume la théorie de la méthode de factorisation et on donne un exemple a la fin.
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4.1.1 Théorie

Dans plusieurs domaines de la physique, dont la mécanique quantique et 1’électromagnétisme, on est

contraint a résoudre des équations différentielles de la forme:

@+r(x m)y+ Ay =0 (116)
d.’L‘2 ) Yy Yy =

Ou r(z,m) est une fonction caractéristique du probleme et m = 0,1,2, ... est un indice lié aux con-
traintes. Celles-ci nous obligent souvent & ajouter un indice & A(Ag, A1, A2, ...\, ...). Clest-a-dire qu’on
a un fonction 3" (x) qui satisfait les contraintes pour chaque valeur propre ); et indice m.

On a I’habitude de résoudre les problemes aux valeurs propres en trouvant en premier une solution
générale a I’équation différentielle qui nous concerne et ensuite appliquer les contraintes du probleme.
Par apres, il ne faut pas oublier de normaliser ces solutions. Cette méthode classique peut devenir tres
longue et difficile & appliquer au fur et a mesure que les problemes deviennent plus compliqués.

L’idée derriere la méthode de factorisation est de remplacer notre équation initiale de degré deux
par une systeme de deux équations de degré un. Il existe au total six types de décomposition en

équations de la forme:
d
{k(m,m +1) - d} Y™ = [\ = L(m + 1))y
X
d
{ite.m) = £ hvim = n= Dy 2y

Ces 6 facorisations et les solutions associés (valeurs propres et fonctions propres) sont recueuillies dans

un tableau dans [3]. De maniere plus formelle, on a:

définition On dit que I'équation ([116]) peut étre factorisée si elle peut étre remplacée par chacune

des deux équations suivantes:

THMTI gLy (N m) = [ — L(m + 1)] y(\, m) (117)
TH™TH™y(A\,m) = [\ — L(m)]y(A,m) (118)

Ou *H = k(z,m) + (d/dz). Remarquons qu’a partir d’ici on notera deux classes de problemes:

Les problemes de classe I corresponderont aux L(m) croissant en m. On aura alors un nombre fini de
solutions pour chaque m = 0,1, 2, ..l associés aux valeurs de A\(\;,l =0,1,2,...).
Les problemes de classe II corresponderont aux L(m) décroissant en m. On aura alors un nombre

infini de solutions pour chaque m = 1,1+ 1,1 + 2, .. associés aux valeurs de A(\;,[ =0,1,2,...).
Le premier théoreme établit la connection entre les états propres:

Premier Théoréme Si y(\, m) est une solution de I’équation différentielle initiale, alors

y(A,m+1) = "H"y(x,m)
y(A,m—1) = +Hmy()\,m)
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sont aussi des solutions pour le méme X et d’indices m différents. En d’autres termes, 'application des
opérateurs H sur une solution en (A, m) permet de trouver les solutions d’indices supérieurs et inférieurs

en m.

Ensuite, on établit le lien entre les opérateurs *H™:

Deuxieme Théoreme Les opérateurs H sont mutuellement adjoints:

b b
/ ¢(TH"[)dx = / (tH™¢) fdx (119)
Si ¢f s’annulent aux extrémités de U'intervalle et les intégrands sont continus sur [a, b].

La prochaine étape concerne la propriété d’intégrabilité des solutions:

Troisieme Théoréme Si y(\, m) est quadratiquement intégrable sur le domaine de z et si L(m) est
une fonction croissante de m (0 < m), alors 'opérateur d’échelle ™ H produit une fonction qui est aussi
quadratiquement intégrable et qui s’annule aux extrémités. Si L(m) est une fonction décroissante de
m(0 < m) alors 'opérateur ~ H produit une fonction qui est aussi quadratiquement intégrable et qui

s’annule aux extrémités.
Conjointement au troisieme théoreme on a:

Quatrieme Théoréme (Classe I) Lorsque L(m) est une fonction croissante de l’entier m pour
0<m< M, et A<max{L(M),L(M + 1)}, alors une condition nécessaire pour avoir des solutions
quadratiquement intégrables est :

A=N=L({I+1)

Ou [ est un entier et m =0,1,2,...,1.

Quatrieme Théoréme (Classe IT) Lorsque L(m) est une fonction décroissante de I’entier m pour
0<m < M, et A < L(0), alors une condition nécessaire pour avoir des solutions quadratiquement
intégrables est :

A=\ = L(I)

Ot l est un entier et m =10,1+ 1,1+ 2, ....

Le cinquieme théoreme établit simplement la normalisation des solutions:

Cinquieéme Théoréme Avec les définitions ci-dessus, les opérateurs H préservent la normalisation

des solutions.

Avec ces cing théoremes, on est capable d’écrire les fonctions propres et valeurs propres d’une équation

déja factorisée.
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4.1.2 Technique

Il reste maintenant a systématiser la factorisation d’une équation différentielle comme ([116]). C’est-a-

dire, on cherche les k(z,m) et L(m) correspondant a un r(z, m) donné. Comme on I’a dit dans [3], on
applique (117)) et on obtient:

dk(z,m+1)
dz

k?(x,m) —

k2 (x,m + 1)+ + Lim+1)=—r(x,m) (120)

dk(x, m)

e + L(m) = —r(x,m) (121)

En soustrayant les deux équations, on obtient une condition nécessaire sur k(z,m) et L(m):

kK2 (z,m + 1) — k2(z,m) + dk(w’d”; U, dk(;;m) — L(m) — L(m + 1) (122)

Remarquons qu’il s’agit aussi d’une condition suffisante car il est possible d’inverser les étapes qu’on
vient de faire, c’est-a-dire partir de (122]) et remonter jusqu’a (116]). On cherche les k(x, m) et L(m)

qui vont satisfaire cette condition. On a la solution triviale:

K, m) = f(m)
L(m) =~ f*(m)

Ou f(m) est une fonction arbitraire de m. Alors I’équation initiale devient:

d*y

On connait déja la solution de cette équation différentielle: une combinaison linéaire de sin Az et cos A2z
Une autre solution possible est:
k(x,m) = ko + mk; (123)

Ou ko et k1 sont des fonctions de x seulement. Alors la condition (122)) devient:

[(m+ 1)2(k7 + K}) 4 2(m + 1) (kok1 + k()] — [m* (K + k1) + 2m(kok1 + k()]
=L(m)=L(m+1)

La solution générale de cette équation est:
L(m) = —m?(k? + k}) — 2m(koky + k}) + 1 (124)

Ot 1 est une fonction de x et m et de période 1 en m. Puisqu’on est intéressé a L(m) que pour des

valeurs entieres de m, on pose:
1= f(z)

Ou f(x) est une fonction arbitraire de x. Alors, sans perte de généralité on va poser f(z) = 0. Puisque

I’équation ([124)) doit étre valide pour chaque valeur de m, on doit avoir chaque coefficient des puissances

25



de m égaux & une constante. Alors on a les relations suivantes :

k2 + k) = —a®
—ca sia#0

k6+k0k1:{ b sia=0

Ou a,b et ¢ sont des constantes. Alors on a aussi:

a*m? + 2ca’m sia#0
L(m) = {

—2bm sia=0

On y va cas par cas. Les solutions de ((124]) si a # 0 sont(avec encore la notation de [3]):

d
sin a(x+p)

) k1 = acota(z + p)
ko = cacot(z + p) +

(B) { k1 =1ia

ko = cia + de™"®

Si par contre on a a = 0 alors les solutions sont:

k=1
C x
O {1 s
k1=20
(D)
k‘o:bl’—f—d

Ou d et p sont des constantes arbitraires. Chaque solution (A), (B), (C) et (D) fixe les k(z,m) (123])
et L(m) (124). Alors en utilisant (120)) on trouve r(z,m).

Si on essaie de trouver d’autres solutions en augmantant le degré de ([123)), on obtient rien de nouveau

[3]. Par contre si on écrit:

k_
k(z,m) = — + ko + mk, (125)
m
On obtient la nouvelle condition:

2kok—1 K2, 2012 | 1/ /

2ok 2
%1 L = L(m) — L(m +1)
m+1 (m+1)

—m2(k? + k) — 2m(kok1 + k})) —

En multipliant cette nouvelle condition par m(m + 1)? on obtient du coté gauche, on obtient les

contraintes:

k_1=q
k/_le
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Ou g est une constante différente de 0 (ce cas ayant déja été étudié). On doit avoir de plus:
ko = constante (126)

Car kok_1 doit étre constant. Puisque le cas kg # 0 obligerait k1 a étre constant (qui a déja été étudié)

on peut considerer sans perte de généralité kg = 0. Alors on a comme derniére contrainte:
k2 + k) = —d® (127)

Lorsque k7 est une constante, on obtient de nouveau une solution trigonométrique. En éliminant ce cas

on obtient deux nouveau types de factorisations:

k1 = acota(z + p)
E) { k=0

k-1=q

ki =1
(F) { ko =0

k_1=q

On a donc au total 6 types de factorisation.
La technique utilisée dans [5] pour résoudre un probleme de g-oscillateurs est équivalente a celle
expliquée ci-dessus. La demarche de la partie la plus simple de cet article sera maintenant donné comme

exemple de I'application de la méthode de factorisation.

4.2 Méthode de Loutsenko et ass.

Cette fois-ci on prend un hamiltonien de forme particuliere comme point de départ. On peut obtenir
une contrainte sur des hamiltoniens successifs, ce qui nous permet de trouver les valeurs propres. Pour

trouver les fonctions propres on applique successivement un opérateur relié a ’hamiltonien de départ.

Technique

Dans, [5], on considére un hamiltonien de la forme
H=A"A

Avec
A=aa+ fBa’ +7~ (128)

L’idée de la chaine de factorisation est de définir une suite d’hamiltoniens
Hl:AlJrAl—i—)\l ;1 €Z et on prend H = Hy
De plus, on demande que deux hamiltonien successif respectent la relation :

A+

l+1Al+1 -+ )\l+1 = AIA?— + N (129)
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Cette derniere équation transforme un systeme d’équations différentielles en un systeme de relations de
récurrences. Le but est donc de résoudre le systéme et de déterminer les \; car ceux-ci correspondent,
par hypothese, aux valeurs propres des H;.

En effet, en supposant l’existence d’un état fondamental, c’est-a-dire un état |0); tel que 4;|0); = 0,

on peut obtenir les nouveaux états propres en appliquant 1'opérateur d’échelle A™ sur celui-ci :
o = Aa“...A;r_1|0)l (130)
Pour clarifier cette idée, on explique comment les auteurs de [5] ont trouvé un des spectres.

4.2.1 Exemple

En utilisant les actions des opérateurs de création et d’annihilation ainsi que leurs relations de commu-
tation dans le cas des g-oscillateurs, les auteurs ont réussi a trouver le spectre de I’Hamiltonien initial.

Le commutateur est donné par:
aat —qata=1 (131)

On commence par appliquer I'hypothese (129) de la chaine de factorisation avec la définition de

lopérateur A. Pour ce faire on calcule les quantités suivantes:

AAT = [oga + Biat + yllofa® + Bfa + 7]
= |y aa™ + aiBfa® + apyfa + Blafa+2 +18i12ata + Bryfat + yafat + iBfa+ vl
= |21 = qata) + |B2ata + uBFa® + Biatat + (v + B )a + (B +al)at + |y
= (qlaul? + |BP)at a+ ayBra® + Brafa ™ + (e +uB)a + (B + map)a® + |agl? + |ul?

De la méme fagon, on trouve:

2
Al A = (laa P+ dlBra P)ata + ara B6* + oy Bria™

+ (Bl + ug11)a
+ (o 14 + Bt + BT + v

Maintenant, on utilise I’équation (129) et on trouve

A+

FAie + A = AAS +

* * 2 * *
(loaigal? + alBiaP)aTa + a1 B 0® + of 1 Brera™ + (B e + cuanig)a
+ (@1 + Bivia)at + 18R + il + A = (glaw® + 1B1P)ata + yBra®
* 2 * * * *
+ Biajat + (e +uBa+ B +map)at + |agl* + [nl? + N
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Alors, en comparant les coefficient de chaque opérateur distinct, on obtient ’ensemble de relations de

récurrences suivant:

[Mlews1l® + alBisa” = aleul® + 8]

[MeuB; = By

)y + /B = Yis10i 11 + V1Bt

[IVIA A+ Jeal® + [l* = Mg + 1B [ + [y P

Grace a la symétrie de ’'Hamiltonien, on peut supposer a et 8 réel. On commence par la relation

M]cars1]? +18141)? = |ul? + 1312, Remarquons qu’a chaque nouvelle itération, le coefficient de o gagne

un ql/ 2 ot celui de £ gagne un q_l/ 2. On peut alors supposer
ap = Oéoql/ 2
B = Bog~/?

Ici, o et By sont des constantes & déterminer. Remarquons que cette supposition vérifie la relation [II].

On sépare ~; en ses parties réelles et imaginaires : vy, = x; + iy; et on développe la relation [III]:

Yo + Y B = Y10 + VB

. ‘ _ . 11 . )
(1 + iy aog”? + (w1 — i) Bog ™% = (w141 + iyre1)0q > + (x1 — iyis1)Boq 2
3 £3] (e ) B 41 —(+1)
2100q""? + 118007 + i[lyicnd”? — yiBoqV?) = g T +zafoq 2 Filyicog T — yisfoq 2
1/2 41 =+ 141 —(+1

zi{aod”? + Boa V2] + imlaod”? — BoaV? = zialaog = +Bog” 2 | +iyisileog ® — Bog 2 ]

En comparant les parties réelles, on obtient:

7 7(l+1)
zilaod? + Bog V%) = 211w T4 Bog— 2z |

zi(oy + Gr) = $l+1(041+1 + Bi41)

Pour que les deux co6tés de I’équation soient égaux a une constante, on écrit:

k
T =
o+ B
Pour déterminer la constante k, on remarque:
k
Reywy=20= ——
a9 + Bo

= k = Revyo(ao + Bo)

On fait la méme démarche avec la partie imaginaire, ce qui nous permet de conclure :

(o + Bo)Reyo | i(ao — Bo)Imo
+
ar + o — B

Il reste a fixer les constantes ag, 5y et vg. 1l existe plusieurs solutions a ces équations de récurrence.

Considérons la plus simple, c’est-a-dire, celle qui correspond a égaler ag, By et vo avec les parametres
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de départ de I’Hamiltonien:

ap=aBo=Br%=7r=0

Alors la solution de notre ensemble d’équation de réccurence correspond a:

= oqu/2
B = pa'/?
(a+B)Rey  i(a— B)Imy
= +
ar + B a; — B

Dans I’article, on considere aussi le cas A9 # 0. Celui-ci suit la méme démarche que ci-dessus mais il
est évidemment plus compliqué. L’essentiel de la technique est de résoudre le systeme de relations de

récurrence obtenues a partir de I’équation (129)).

5 Application de la méthode de factorisation sur un POM

Dans cette section purement calculatoire, on tente de redériver les résultats de [5] en appliquant la

méthode de factorisation basée sur [3] et détaillée dans [5].

5.1 Spectre

Il s’agit ici de retrouver le spectre et les fonctions propres de I’Hamiltonien conjugué du premier article.
Remarquons que la conjugaison par ’opérateur S de ’Hamiltonien de I'oscillateur harmonique ne change
pas les niveaux d’énergie. On devrait donc, en utilisant la chalne de factorisation, obtenir un spectre

linéaire.
Afin d’éviter des probléemes de notation, on pose:
i := SaS™! = cosha — e~ sinh pa* o (e cosh p 4 €% sinh p) (132)
Et alors ’équation s’écrit :
A a + N = @ + N (133)
avec les relations suivantes:

ay = cosh p;
ﬁ _ —iﬂl 3 h
1 = —e “!sinh p;

i(6;—0;)

v = a(e_i‘sl cosh p; + ¢ sinh p;)
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On calcule:

altdalﬂ = (a;<+1a+ + Biy1a + v (ugia + Biy1a™ +v41)
= |l Pata+ of 1 Biy1(ah)? + of vt + Bipaupa® 4 | B [faat
+ B e + Vs + 7 Brat + i |
= |oy1)PaTa + B [P (L + ata) + 0‘7+1ﬁl+1(a+)2 + 5l*+1al+102+
(af 1y + i B)a” + (Bl + s + it )?
= (lows1 P + 1841 P)aa + of 1 Biia (a®) + B ugaa®

+ (af 11 + i B )a” + (Bfamer + 5 que)a + 1Bi1® + [y l?

aia = (qa+ fa* +v)(ega* Bla+ 7))
= |a|Paa® + aBfa® + ayia + Batat
+1612a a+ Bfat + mafat +ffa+ |l
= |1+ ata) +|82ata + aBa® + Bafat?
+ (af +B)a+ (Bi +maf)a® + nl?
= (> + |1BP)aTa+ aBfa® + Brafat’ + (uf +wBa+ (B + med)at + |l + [nl?

En utilisant ((129]), on obtient le systeme d’équation de récurrence suivant:

a1 + 18141 = leal* + 1B

aup = O‘l+151*+1

Yo + Y B = Y10 + V1B

AN+ |l + 1l = A + 1Bl + [ P

]
]
]
]

On essaie la solution triviale, c’est-a-dire oy = ag, 5; = Bo et v = Y0 a0, Bo, Yo € C. Si on fait la méme

chose que [8],i. e., ap = a = coshp, By = f = —e P sinhp et v = v = o(e % cosh p + €O~ sinh p).

i
La relation [4] devient:

A+ cosh? p=A41+ sinh? )

= A1 — N =cosh? p —sinh?p =1
-1
=N =X+ 1=X+!

n=0

Donc, si on pose A\g = 0, on obtient bel et bien le spectre linéaire de 'oscillateur harmonique.

5.2 Etats propres

Comme le spectre impose que nos coeflicients «;, §; et ; sont des constantes, les indices sont abandonnés

pour simplifier la notation. En premier, on calcule I’état fondamental en utilisant I’hypothese :
al0) =0 (134)
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Avec le changement de base:

0) = > Bilk) (135)
k=0
Avec nos parametres on obtient:
a|0) = cosh pa + € sinh pa™ + (e cosh p 4 ¢/~ sinh p) Z By |k) (136)
k=0
= BicoshpVklk — 1) + Y Bre® sinh pvk + 1]k + 1) (137)
k=0 k=0
+ o(e7* cosh p + €/ sinh p) Z By, (138)
k=0
=coshp > BraVi+ 11+ 1) +¢“sinhp " By1|m) (139)
1=1— m=1
+ o(e " cosh p + €9 sinh p) Z By k) (140)
k=0
= coshpZBlHW +e P sinhp Z Bm—1v/m|m) (141)
=0 m=0
+ o(e™ cosh p + €9 sinh p) Z By |k) (142)
k=0

o0
= Z (cosh pBi1VEk+ 1+ e ¥ sinh pBy_1Vk + o (e cosh p + ¢'®~% sinh p)Bk> |k)  (143)
=0

On a alors la relation de récurrence sur les By, :
cosh pBj1VE + 1 + e sinh pBj_1Vk + o(e~% cosh p 4 ¢/~ sinh p) By, = 0 (144)
Comme on le voit cette équation correspond exactement a ’équation (4.8) de [5]. D’ou
By, = ok (145)

Pour obtenir 'état 11 5 on applique @™ une fois:

atl0)=at )y worlk)

k=0

Z cosh pvk + 1thg x|k + 1) + e sinh p\/Eka]k —1) + (e cosh p 4+ e 709 sinh po k| k)
k=0

o

{cosh p\/%i/}o,k,l + ¢ sinh p\/%¢0,k+1 + o (e cosh p + e 70D sinh p)ok| k)

i
o

Ce qui implique:

Y 1, = cosh P\/E%bo,k—l + € sinh p\/%¢07k+1 + a(ei‘s cosh p + e~ 0=9 ginh P)Vo (146)
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Ce qui correspond a la méme équation que (4.18) de [§].

Pour trouver les n-iemes états propres on utilise la décomposition de la section 3.4. L’idée

est d’appliquer séparemment 'opérateur (a™)" sur les xox et @ok. Plus précisemment, on a la

décomposition:

avec:

)y = (&+)n|p=0|6>x = (&+)n|p=OZXO,k|k>
k=0

)y = (@) o=0l0)¢ = (@)"lo=0 ) _ volk)
k=0

Dans le cas de Charlier on a donc:

at|pmo = a4+ oe®

En appliquant le bindme de Newton on obtient:

(@ pm0)" = (a +oe?)" =3 ( " ) (a*) (e
j=0 \ J
Alors:
~ 1 - 0 \n— S —02 (_Ueilé)k
= e ( ] )(o—e% e
= Lo gnen 3 (M) (oo L G Dk + )
n! =\ J V!
1 —0%/2 _n _ind S n 0\ — = (_Ueilé)mij p
= —=le"7/"o"e ]Z( .)(06’)]2 —/(m) -+ (m — j + 1)|m)
n! j=0 \ J =0V (m—=j)!
— - L m6—02/20n+mei5(n—m) - (_1) m m
7;) ”!( Y j=0< (Uz)j(m—])!ﬁ )

Il
3
i[~]e
Sl =
3

i

=

3

|

Q

L

no

)

3

+

3

o

5

3

g
o
I
(en)
A/ = 3

On retrouve bel et bien I’équation (7.13) de [§]:

Xnk = (—1)k6_02/20n+k6i6(n_k)0n(k;02)

nlk!
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6 Conclusion

On a vu comment généraliser le concept de polyndme orthogonaux, qui sont des solutions d’une équation
hypergéométrique, a des matrices. Ces dernieres satisfont aussi a une équation de récurrence a trois
termes et une relation d’orthogonalité. On a eu besoin de ce concept pour détailler le probleme de
larticle [§].

Le deuxieme concept nécéssaire a notre probléme principal était la méthode de factorisation. Basé
sur cinq théoremes il est possible de construire une technique permettant de résoudre des équations
différentielles d’'une forme particuliere qu’on retrouve souvent en de mécanique quantique.

Par exemple dans le probleme de g-oscillateurs de Particle [5] on introduit une technique équivalente
a cette d’Infeld et Hull [3] pour trouver les états propres et valeurs propres d’un hamiltonien de forme
spéciale.

Notre but ultime était de retrouver les fonction propres et valeurs associés a I’hamiltonien introduit
dans [8] a l’aide de la méthode de factorisation. En se basant sur la définition de a et la décomposition
des états propres dans [8] il est effectivement possible d’obtenir de nouveau la partie Charlier de la

matrice Wy, j.
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