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Dans le but de considérer Je pProbléme de corrélation dans les
résidus de modiles de régression avec donnédes spatiales (coupe transversale),
on suggére ici deux approches basées sur le principe des moindres carrés
généralisés. Selon la premiére approche, on généralise la formulation auto-
régressive spatiale d'ordre (1) [SAR(1)] développée par les auteurs Cliff
et Ord (1975c). Afin de prendre en considération la Structure physique de
contigu¥té et le caractare économico-géographique des N zones de 1'étude,
cette formulation autorégressive exprime 1'erreur ai comme une somme pondérée
Sur certaines autres erreurs de la régression. Matriciellement, on a :
y=X8B+ecavece =pWe + u, ot u ~ (0, 02 IN), P est un coefficient d'auto-
corrélation spatiale et ¥ une matrice (NxN) de poids qui permet de trouver
le délai autorégressif spatial d'ordre 1. Les wij sont fonctions d'un
vecteur de paramétre dont les valeurs ont jusqu'3 maintenant toujours étéa
fixées 3 priori. Ces formes fonctionnelles peuvent s'écrire :

1 2 P +»0..), c'est-i~dire que ce sont des

Wij =g (Vij’ Vij""’vij g H

termes qui dépendent de H paramdtres et de Pvariables Vg

!el’e

i pertinentes.

Soit XMAX la racine caractéristique maximale de la matrice W, nous
montrons que le mod2le SAR(1) est stable! lorsque [p| < I/AMAX' Nous pro-
posons au chapitre III deux types de normalisation sur la matrice W tel

que le modéle SAR(1) est stable lorsque ]p] < 1. En exploitant une de ces

', Au chapitre I, nous montrons que pour des configurations irrégulidres,
contrairement 3 la pratique, on doit parler de stabilité spatiale plutdt
que de stationnaritad Spatiale.
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deux normalisations, comme généralisation du SAR(1), nous proposons au
chapitre IV une procédure du maximum de vraisemblance qui vise 1l'estimation
jointe des paramdtres des fonctions wij et de ceux de 1la régression. Les
résultats empiriques des chapitres V i VII et leg résultats théoriques du
chapitre III, nous portent 3 conclure que cette normalisation est des deux
points de vue précédents, désirable. Sur le plan empirique sur le domaine
stable |p| < 1, cette normalisation en rendant lisse la fonction de vraisem-
blance facilite la tiche de 1l'algorithme dans 1la recherche d'une solution
optimale. Sur le plan théorique en plus de donner a p une interprétation
&conomique intéressante (-1 < p <11, cette normalisation, lorsque po (la
valeur vraie de p) appartient au domaine unitaire, assure la propriété de

convergence aux estimations du maximum de vraisemblance.

Aux chapitres X 3 XII, nous développons une procédure du maximum de
vraisemblance selon laquelle nous nous intéressons 3 estimer les €léments de
la matrice des corrélations des résidus. Aprés avoir corrigé, si nécessaire,
l'hétéroscédasticité, le modale homoscédastique transforma s'écrit
y* = X*8 + £* avec E(g*) = 0 et E(e*c*') = 02 R, R &tant la matrice (NxN)

des corrélations entre les résidus de 1'étude. Afin de modéliser les corré-

lations spatiales rij’ nous postulons la forme suivante : rij = tanh (zj'_j a)
- 2 H
L} - -
avec zij a = dij (ai + a, Vij + ...+ Oy vij)’ dij representant la distance

entre 1 et j. Grice 3 cette forme, rij est limité 3 1'intervalle unitaire
[-1 < rij s 1]. De cette fagon, nous imposons de plus 1la propriété désirahle

de corrélation nulle entre les erreurs de zones trazs Eloignées. Le probléme

principal de notre approche réside dans le fait qu'on ne peut garantir
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pour lamatrice R la propriété de matrice définie positive. Les résultats

d'estimation de cette procédure sont

spécification la plus générale que 1'

s'est limitée 3 2' o= Jﬁ.
1 74ij

ij

pour leur part assez décevants. La

on a pu estimer de fagon satisfaisante
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Dans la formulation de modiles économétriques qui visent 1'étude
d'un probleéme de coupe transversale (données spatiales), les &conomdtres
négligent habituellement le fait que les erreurs de régression sont fort
probablement correlées entre elles. Par exemple, dans un moddle keynesien
d'explication de la consommation d'une zone i par le revenu disponible de
cette méme zone, on ignore, & tort, le fait que le niveau de consommation
de cette zone i dépend aussi tras certainement du revenu deg Zones avoisi-
nantes. Si ce phénoméne n'est pas explicitement introduit dans 1'ensemble
que forme les régresseurs, il se réflétera alors dans la sStructure des
résidus de la régression (autocorrélation spatiale dans les résidus). S§i
le probléme est présent et qu'il est ignoré par le chercheur, 1'estimation
par la procédure des moindres carrés ordinaires, bien que non biaisée, est
inefficace. Comme alternative, il faut postuler une formulation de type

MCG (moindres carrés généraliség).

Ainsi que le titre le souligne, nous allons proposer deux procédures
MCG d'estimation en Présence d'autocorrélation spatiale résiduelle. La
premiére est issue d'une formulation autorégressive spatiale inspirée des
modéles ARMA temporels, Dans 1la seconde, par le biaig d'estimation de formes
fonctionnelles, nous chercherons i modéliser directement les corrélations
entre les résidus de 1la régression. D'aprés les résultats de notre recherche,
la procédure autorégressive spatiale risque d'intéresser grandement les &co-
nométres. Pour la seconde procédure, 1'intarat principal sera probablement

d'avoir ouvert une voie pour d'autres recherches.



La premi&re procédure &tant basée sur une formulation de type
autoregressif, dans le but de donner 3 notre approche un fondement théorique
adéquat, nous &tudions au chapitre I la théorie des champs aléatoires (les
pProcessus stochastiques en deux dimensions). L'intérét de ce chapitre
est double. D'une part, on veut présenter les principaux concepts méthodo-
logiques qui ont &ta développés afin de permettre 1'étude de tels processus.
Ceci nous permettra alors de constater la présence de deux tendances.
D'autre part, ence qui concerne le modéle qui nous intéressera dans les
chapitres subséquents, cet effort contribuera 3 le situer de fagon bien
précise, par rapport 3 ces deux courants méthodologiques. Du méme coup, on
pourra ainsi faire ressortir clairement les hypoth&ses sous-jacentes de

chacune des ces approches.

Afin d'évaluer de fagon statistique 1'importance ou 1la présence du
probléme d'autocorrélation spatiale, nous présentons au chapitre II des résul-
tats qui concernent les tests d'autocorrélation spatiale. De fagon générale,

pour exécuter ces tests 3 justification asymptotique, il suffit de comparer

la statistique calculée 3 une N(O, 1) 3 (1-q) Z .

Au chapitre III, on €tudiera les propriétés théoriques et empiriques
li€es 3 une formulation autorégressive spatiale d'ordre 1 qui, lorsqu'appliquée

aux N résidus d'une régression, s'exprime comme suit :

y =XB + ¢

cWe +u

Y]
i}



ol P est un coefficient d'avtocorrélation et W une matrice (NxN) qui

permet d'introduire de 1'information sur le caractére économico—géographique
de la région &tudiée. Jusqu'd maintenant, les wij ont toujours &té con-
sidérés comme des formes fonctionnelles fixées a priori. Aprds avoir vanté
les avantages de certaines normalisations sur la matrice W, comme générali~
sation, nous proposerons au chapitre IV une procédure du maximum de vraisem-
blance qui vise 1'estimation jointe des paramdtres des wij et de ceux de 1la
régression. Aux chapitres V 3 VII, nous appliquerons notre approche au

modéle de régression qui nous intéresse.

De fagon 3 présenter 1'objet de nos futures recherches, nous déve-
lopperons aux chapitres VIII et IX 1l'extension de cette approche pour des

données de flux entre les zones i et j de 1'étude.

Nous consacrerons les chapitres X 3 XII 3 1'élaboration de 1la seconde
procédure. Comme souligné, selon cette méthodologie, nous chercherons 3 modé~-

liser des corrélations résiduelles.

Au chapitre X, nous Proposerons des formes fonctionnelles qui risquent
d'@tre pertinentes dans la modélisation des corrélations entre les résidus
de la régression. Au chapitre XI, nous développerons pour ce cas, une
procédure du maximum de vraisemblance. C'est au chapitre XII que nous procéde-

rons 3 1'étude des estimations empiriques issues de cette formulation.



CHAPITRE I

LES PROCESSUS STOCHASTIQUES SPATIAUX
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Les nombreuses années de recherche visant 1'applicabilité de

dologique qui, on le salt, est devenue extrémement populaire. Ce méme
courant de recherche a poussé des auteurs comme Whittle (1954) 3 développer 1la

théorie des processus Stochastiques multidimensionnels. Lorsque limitée 3

2 dimensions, cette théorie s'appelle aussi la théorie des champs aléatoires.

Selon cette derni&re, on s'intéresse 3 la loi de probabilité d'une
séquence Stochastique formée par des variables aléatoires 3 doubles indices
Xi,j' On pourra s'apercevoir que le domaine des données spatiales (coupe trans-
versale) constitue la sphére d'application idéale pour cette théorie, d'ou

le nom : processus stochastiques Spatiaux.

L'intérét de ce chapitre est double. D'une part, on veut présenter
les principaux concepts méthodologiques qui ont été développés afin de permet-
tre 1'étude de tels pProcessus. Ceci nous permettra alors de constater la
présence de deux tendances. D'autre part, en ce qui concerne le moda]e qui
nous intéressera dans les chapitres subséquents, cet effort contribuera i
le situer de facon bien précise, par rapport a ces deux courants méthodologiques.
Du méme coup, on pourra ainsi faire ressortir clairement les hypothases sous-

jacentes de chacune de ces approches,

A la premiére section, on dé&finira formellement ce qu'est un processus

Stochastique spatial discret!. Dpans un objectif purement pé€dagogique, on rap-

1. En €conomie, les pProcessus sont généralement de type discrets, c'est-i-dire
qu'on considére 1la réalisation de variables aléatoires pour un nombre fini
d'emplacements. Dans le cas continu, on parlerait plutdt de processus
Spatiaux continus.



pellera alors certains concepts qui touchent 1'étude des séries chronolo-
glques (temporelles). A la section 2, on présentera 1'extension en deux
dimensions de ces derniers concepts. A la section finale, on se concentrera
sur les outils méthodologiques de 1la seconde tendance, pour, par la suite,

passer au développement théorique du modzle que 1'on veut estimer.

1) Concepts et définitionsg!

1.1) Génédralités >

—— ———— 2 7. S 2

Soit 82 le plan des entiers. On a :

Définition 1.  Processus stochastique dischet dofini suwr &2 (champ aléatoine)

C'est la collection telle qu'd chaque élément i,3 de 82, est associée

une variable aléatoire Xi 5 ce que 1l'on note :
b

2
(1) {xi,j : 1,5 ¢ &} .

Dans la définitiond'un processus stochastique, on considare qu'il

existe un mécanisme qui géndre les X Un des buts principaux de 1'ana-

i,3°
lyste consiste 3 identifier ce mécanisme,

Afin de caractériser 1a loi de probabilité du processus (1), on consi-

dére 1'étude des lois de tout sous-ensemble fini X L e ,Xi j PenN,
1’3 PQ’~PQ

. 2 P -
Qenm, {1 sdyr iosdssee,is Ly} e 2 qui se ré&alise sur une sous-région
1’71 2’72 PQ’ PO

L. Voir Granger (1969) ou Haining (198n).



finie I' '. 1La fonction de distribution jointe de {Xi j ,...,Xi P }
1’71 PQ° PQ

s'écrit :

) .

yesesX ) = PX < x seeey

(2)  F(
1pg>dpq Ippdp iy

X X <x

Comme, en pratique, on devra inférer les propriétés du processus (1) 3

partir d'un seul &chantillon observé [x 12, on se doit, tout

P
comme en séries chronologiques, d'imposer 1la stationnarité sur le processus

(0.

Définition 2.  Champ aléatoire stationnaine au sens strict

- . 2 .
Un champ aléatoire {Xi j P i, e 27} est Stationnaire au sens
b

strict (5.S5.S.) si :

(3) F(x seeesX ) = F(x. s e esX )
1prs.ipte Ipg*Ssdpgtt 113 Tpq*Ipg
PQ, , ceu, i .
VYPQ Vsett, et ¥ {il,jl, ’1PQ’jPQ}
Ainsi, la loi de probabilité jointe du vecteur
X =0x, TR & i 1" dont 1a réalisation se produit sur le plan
(PQx1) 1’ PQ’7PQ

. a . 2
rectangulaire I' est la méme , quel que soit 1'emplacement de T dans le plan 8°.
C'est griace a cette invariance par rapport 3 1a localisation, que les carac-

téristiques de la loi de distribution jointe du processus {Xi ¢ i, e Zz}

»]

1 Etant sur un plan rectangulaire, tout Sous-ensemble fini de (1) forme une

sous-région I de P emplacements sur le plan vertical et Q sur le plan hori-
zontal. Par convention, on note P X Q = PQ.

. Le vecteur X est bien entendu la réalisation du Vecteur aléatoire
(POx1)
X ¢ 1'8chantillon observable,.

(POx1)



peuvent €tre décrites complétement. Dans la pratique, on se borne habituelle-
ment 3 ne caractériser que les deux premiers moments de la loi de distribution

du processus. Ceci nous incite donc & définir la stationnarita au sens large.

Définition 3. Champ aliatoire stationnaire au sens Larnge (S.S.L.)

Un champ aléatoire {Xi j i,j e 82} est S.S.L. si :
El

i) E(x j) = U s VYije z? ,
1) V& ) = 0(0,0) <= , Yi,jea’
iii) COV(X, ., X ) =a(s,t), V¥ i,§eg’ |,

i,] it+s,j+t

avec 0(s,t) = 0(-s,-t), ol on a comme corrélations :

iv)  o(s,t) g(%zg—i = p(-s,-t) , s,£ 20, 1, £2, ...

c'est-i-dire que les corrélations pe dépendent que des délais s et t et non de
la localisation i,j. La série {p(s,t)} est appeléde série d'autocorrélation du cham

{Xi j ti,jeg } ou corrélogramme du champ {X 1,3 ti,je g }.

On peut &videmment vérifier que la stationnarité au sens strict, définie

d 1'équation (3), implique aussi les points i) & iv) précédents.

1.2) Concepts de séries temporelles et d'analyse spectrale
P < e 2 B €

Afin de simplifier 1'extension des concepts de processus s tochastiques
en une dimension 3 ceux des champs al&atoires, on veut résumer ici certaing
instruments qui sont utilisés en analyse des séries temporelles (domaine

du temps) et en analyse spectrale (domaine des fréquences) !,
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Un processus stochastique discret {Xt : te 3} oest stationnaire
au sens large si : E(Xt) = u Ve, V(Xt) = Gi < o V¥t et

cov (Xt, X )= AT = A-T‘ Dans le but d'alléger 1a présentation, on fait

t~T

1'hypothdse que E(Xt) = 0. D'aprés notre notation, V(Xt) = Gi = A Dans

0\

les pages qui suivent, nous aurons grandement besoin de :

Définition 4. Convergence en moyenne quadratique!

Une suite XN de variables, varifiant E(Xg) < ®, converge en moyenne

quadratique vers une variable X, si 1im E[(XN-X)Z] = 0. Alors

2 2 2
lim E(XN) = E(X%), ou E(XN) < ® YN,
N-oo

Proposition 1

Si‘{Xt : te2} est un processus stationnaire et si {ai : 1e 3}
=]

est une suite de nombres réels absolument convergente : Z ,ai[ < + o,
oo 00

les &galitéds Y = z ai Xt—i’ t € & définissent un nouveau processus
t i=w
stationnaire.

Preuve :  voin Gourieroux et Monfont (1983), p. 148. Voin aussi Fullen

(1976), chapitre 2.

Ces auteurs basent leur résultat sur le fait que si {Xt : t e &) est

un processus stationnaire et si {ai : 1€ 2} est une suite de nombres
o)
absolument convergente, Yt = Z a; Xt—i devient une expression valable auy
iz=—oo

sens de la convergence en moyenne quadratique.

'. Voir Dhrymes (1974), lemme 75 p. 97 ou Gourieroux et Monfort (1983),
Section V.1,
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Exemple

Comme exemple de Processus stationnaire, prenons les bruits
blancs (BB) . ol Ve € B E(e) = 0, V() = o? Ao et A_ =0 Vo = 0.
Par ces propriétés, la suite {et ! t € 3} est un processus stochas tique
stationnaire. Symboliquement, on &dcrit €, ~ BB (0, 02). Soit {ai : 1ie 2}

o)

une suite absolument convergent ( 2 ]ai] < ®). A partir des bruits blancs,
{=—00

on peut construire d'autres Processus stationnaires. Le processus station-
o«

naire X = Z a, € e€st appelé& moyenne mobile infinie.
t { =m0 i "t-1i

On a finalement besoin d'une proposition concernant les polyndmes

formés 3 partir de 1'opérateur retard B :

(4) Bx, = Xen >

ol B = F et FXt = Xt+l’ F &tant appelé 1'opérateur avance.
Proposition 2

Soit le polyndme :

(5) a(B) =1+ a_B+ a B2 ... +a BP .
1 2 p

Le polyndme a(B) possade un inverse unique b(B) tel que a(B) - b(B) = 1,

d&s que les racines de a(B) sont de module! différent de 1. s§i certaines ra-

cines sont de module < 1 et d'autres de module supérieur 3 1, on a :

2
zZ+a, z +a 2P

1 2 -
a(z) = 0 se notent [zh, h=1,...,pl. Lorsque z, est réelle, cette condi-

Pour a(z) =1 + a » les racines de 1'équation

tion signifie lzhf = 1. Pour z, complexe (zh =X o+ i yh), le module de 1a

dite racine ([zh[ = xﬁ + yj) doit &tre = 1,
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o ed o«
b(B) = z b, Bt tel ‘que Z [bi] < ®, avec bO = 1. Par contre, lorsque
{=—0o i § = =] {
toutes les racines sont de module > 1, b(B) = § b, B” tel que
o i=0
Z ,bi] < ™. avec b0 = 1.

Preuve : voin Gourieroux et Mongont (1983), section V.2
Ceci nous permet de définir :

a) processus autorégressif d'ordre p AR (p)

On appelle processus autorégressif d'ordre P un processus stationnaire

{Xt : t € 3} vérifiant une relation du type :

(6) jgo a; Xt—j TE. te 3 ,

ol Et est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance g“,

Afin d'identifier les paramétres de la relation (6), on fixe habituel-

lement, par convention, a, = 1. Avec 1'aide du polyndme
a(B) =1 + a; B+ ... ap Bp, 1'équation (6) peut alors s'écrire :
(7)) a(B) Xt = Et .

Avec l'aide de 1la proposition 2, si a(B) n'a pas de racine de module
égaledl, ce qui sera considéré comme respectd dans les pages qui suivent,
le processus autorégressif d'ordre p dafini par (7) s'écrit aussi de facon

€quivalente et unique sous forme d'une moyenne mobile infinie :

(8) X = § b, ¢ ,

avec Z ]bil < @ et bO =1 .

i
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De plus, si les racines sont toutes de module supérieur 3 1, le
processus AR(p) possade une représentation moyenne mobile infinie unilatérale

par 1l'arridre :

[o o]
(8.1) X, = .2 biey
i=0
o]
avec z [bif < @ et bO =1, c'est-a-dire que Xt s'exprime comme une somme
i=0

infinie convergente des et passés.
Exemple
Soit le AR(1l) suivant :
(9) X =pX + € . tez |,

avec lpl <1et €t ~ BB (0, OZ). On peut vérifier que le processus

{Xt : te 3} formé par (9) est stationnaire. En terme d'opérateur B,

(9) s'éerit :

(10) (1 -pB) Xt =€, .
Comme (1 - pz) =0 a pour solution z = %3 et comme ]p[ # 1, d'apres
la proposition 2, 1le polyndme (1 -~ pB) s'inverse. Comme [p[ <1, on a
fea]
fz] > 1 et donc, d'aprés cette proposition, on aura X = Z b, € .
t 120 i "e-1

o]
Soit la somme infinie convergente1 z pi Bi, comme
T o1 1=0 T o1
z P B" (1 - pB) = 1, nous avons pour le AR(1), b(B) Z P B". Ainsi,
=0 i=0
nous avons établi que le processus AR(1) (9) avec o] <1 posséde une repré-

i

sentation moyenne mobile infinie unilatérale par 1'arriere,

'. On considare dans la mathématique des opérateurs que IB] et [F] sont < 1,
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(11) X = J polte

A t-1

On n'ajoute rien si on souligne que grice 3 la proposition 1,
oo}

comme {et : ted} est stationnaire et comme Y [pi, < ® la moyenne mobile

infinie (10) est nécessairement Stationnaire.

Les moments de distribution du processus AR(1) peuvuent &tre &tudiss

soit par la représentation (9) soit par 1la représentation (11).

La démarche précédente nous a permis de garantir que si aucune racine
de a(B) sont de module égal 3 1, tout Processus autorégressif stationnaire
AR(p) peut s'exprimer comme un processus moyenne mobile infinie stationnaire.
Ce fait incite certains auteurs 3 voir 1la stationnarité 4'un processus comme
suit : lorsque Xt peut-étre exprimé comme une somme convergente sur la série
stationnaire {et ! te 8}, le processus {Xt} est lui-méme stationnaire.

C'est selon cet angle que nous approcherons le probléme de la stationnarité

spatiale.
En manipulant 1'expression (6), on peut considérer 1'exemple suivant!
(12) X, =a _,+X ) +e tegd |,

t 1 t+l t

e, ~ BB(0, o?).

1 Whittle (1954) appelle ce mod&le : '"Line Transect". 11 est uytile lors
de 1'étude de processus spatiaux en 1 dimension. I1 est aussi &tudié
par Haining (1978b).
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D'apres Haining (1978b), lorsque fa’ < 1/2, ce modele est station-
naire et Xt a alors une représentation MA(~) bilatérale [double infinie]
stationnaire. Pour se convaincre, en exprimant en terme d'opérateur 1'ex~

pression (12), on obtient :
(13) [1-a(B+F)] Xt €

ou B =F et F . Xt = xt+l .

Comme unique solution MA(») de (13), il obtient :
€t T & r, .r
14 T Teae e - rZO k§0 @2 fhge, -
En terme de la proposition 1, cette €quation est valable au sens
de la convergence en moyenne quadratique lorsque [a, < 1/2. Pour obtenir
1'équation 3 1'extréme droite, il suffit d'appliquer la formule d'expansion

binomiale suivante :

T

(15) @+p)" = § (5 atRpk
k=0
1 %
Ainsi, par = z d”, pour d < 1 ,
(1-d) c
§=0
[+ <]
X = ] a" @+mT e |
=0
s k _k
= § at § () BT CF e,
r=0 k=0
It r < r
(16) xt : z a Z (k) € t+2k-r '
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Pour que 1'équation

R r
(17) X = 7 3 () a" e

£=0 k=0 t+2k-r

rt

soit valable au sens de la convergence en moyenne quadratique, il suffit

© r
de vérifier sous quelles conditions ) (;) la]f < o, Le fait que
r r=0 k=0 o
Ya, ¥ ) [a[r = (2]a])t et que pour |a| < 1/2, ] (2a)f = . o,
k=0 k £=0 1-2a
vérifie la condition de stationnarité la] < 1/2 du modale (12).
o« r [e-} r
1
Comme j (;) larl =}y 3 ](;) /x alt implique® que
r=0 k=0 r=0 k=0
© r r ® r
D) [(;)2/r a’l = ) (;)2 a’T < @, gridce i E(X.) =0, on obtient
r=0 k=0 r=0 k=0 o
directement que pour |a| < 1/2, V(X ) = E(Xz) = o2 ) (r)Z 2%t < @,
t t 0 ko0 k
r=0 k=0
b) Processus moyenne mobile d'ordre q MA(q)

On appelle processus moyenne mobile d'ordre q un processus
{xt : t €3} défini par :
(18) X = g b, e _ s te g |,
e
oli g, ~ BB(0, 02) et oli, pour 1'identification des paramétres, on pose

b, = 1. En terme du polyndme b(B) = (1 + b, B + b B2 t L., + bq Bq),

0 1 2
on a :
Xt = b(B) €,
@« x
1 . . P 2 .
- On utilise ici la propriété z [a.l < o > z a, <o, Voir
i == 1 { =00 1

Fuller (1976), p. 27.
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Evidemment, comme en (18) 1a somme est sur un nombre fini (q)
d'éléments, un processus MA(q) est toujours Stationnaire. La dualité du

MA(q) avec le AR(p) s'exprime comme suit.

Grace 3 la proposition 2, si b(B) n'a pas de racine de module é&gal

a 1, le processus (18) s'écrit de fagon équivalente comme un AR(»®) station-

naire :
[s0]
(19) I a X,y =€,
i=wm
[oe]
avec la,| <weta = 1,
L 12l 0

De plus, si les racines sont toutes de module supérieur 3 1, la

représentation AR(®) est unilatérale par 1'arrizre,

o]
(19.1) I a,x__ =¢
10 i e-1 t
o«
avec .z ]ail <weta =1,
i=0

Un processus MA(q) exprimable sous forme AR(x) stationnaire est
dit inversible. Pour d'autres propriétés, consulter Gourieroux et Monfort

(1983), section V.B.
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1.3) Concepts d'gnaly§e spectrale

Comme approche alternative au domaine temporel, il existe 1'analyse

spectrale!. Comme Granger et Newbold (1976) le soulignent, page 44, lorsqu'un

résultat peut &tre obtenu dans un de ces deux domaines, il peut 1'8tre dans
1'autre. 11 est souvent plus facile de 1'obtenir en analyse spectrale.
On verraplus loin que ceci est aussi vrai en analyse des champs aléatoires.

Mais avant

soit {Xt} Uil processus stationnaire de moyenne nulle avec autocovariance
AT

A_=cov (X, X ) et autocorrélation p_ = — . La séquence des auto-

T t’ Tt-1 T Ao

covariances est résumée par la fonction génératrice d'autocovariances? :

(20) M2y = [ a2t
T:—CD

Reli& d (20) ol 1'on remplace z par e 1w ol i =\/—1, il existe 1la

fonction s(w) appellée fonction de densité spectrale, spectre de puissance

ou représentation de Fourier de AT. On écrit :
1 ) . Y 1 ©
_ 1 -itw _ "o, 1
1 s =5- ] A e 5t Z A cos(tw)
T ==00 =1

s(w) est wune fonction réelle non négative de période 2, c'est-a-dire que
s(w) se reproduit en dehors du domaine - T £ w<7T. On a ainsi :

s(w + 27 k) = s(w) Vk entier.

0 si k =271

i
Comme J‘ ei(k~T)w dw =
-1 2m si k

T

'. Voir Fuller (1976), chapitres 3 et 4, Gourileroux et Monfort (1983), chapitre
VII, ou Malinvaud (1978), chapitre II.

2. Voir Granger et Newbold, chapitre 1.
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par évaluation directe, on a :

kit =]
) itw 1 ~ikw T it
(22) A= e o= T A e dw = e s aw .
T !; 2m LTk !; s (w)

A cause de la relation inverse entre (22) et (21), (22) est dit : repré-
sentation de Fourier inverse de s(w) ou représentation spectrale des auto-
covariances. A partir de (22), 1la représentation spectrale des autocorréla-

tions s'écrit :

AT g itw s(w)
(23) Pr =3 = f e S5 dw .
o -1 o
T s (w) s (w)
Comme s(w) = 0 et comme d'aprés (23) 1 = po = J. Y dw, ;y est une
-t "o o

fonction qui, sur le domaine [-m, m] a toutes les propriétés d'une fonction

de densit&. Soit S(w) la fonction de distribution spectrale (mesure spectrale)
& t
- w
ot S(w) = j. S§ ) dw' telle que S(-m) =0, S(mM) =1 et S(0) = 1/2; (23) s'écrit
-T ‘o
alors de fagon équivalente :

A T |
S itw
(23.1) pT = X;' !;.e ds(w) ,

y s(w') s (w)
car en effet, dS(w) = d j' 5 dw' = dw.
=T o o

Comme autre relation fondamentale, 11 existe la représentation spec-

trale d'une série stationnaire non déterministe (représentation de Cramer),

T
- 1TW 1
(24) Xt = !; e dzx(w) .
ou
=0 w =y
(24.1) E(dzx(m) . dzx(y))

s(w) dw w = vy

'. Pour des détails sur la variable aléatoire dz » consulter particuli2rement
Gourieroux et Monfort (1983), chapitre vrr. X
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ot z(Yy) désigne la fonction orthogonale complexe conjuguée de z(Y). Comme

Granger et Newbold le soulignent, toute série stationnaire non déterministe
peut 8tre exprimée selon la forme (24). On peut vérifier que la condition
(24.1) est nécessaire pour que Xt soit stationnaire!. On va maintenant
présenter la densité spectrale (21) pour les processus stochastiques les plus

communs.

a) Spectre d'un bruit blanc

Par E(et) =0 ¥te g

1t

et E(€t ES)

alors

III

(25) se(w)

b) Une propriété du spectre

Soit Xt une série stationnaire avec spectre sx(w). Le spectre de :

m
Y, = jZO ¢y Xy = o(®) X,

s'éerit

(26) sy(w) = c(e—iw) . c(eiw) . sx(w) .

T
1 T _ -1i(t=T) s—rx - _
. Soit At-T —'f e dzx(y) et E[dzx(w)] = Efdzx(y)] = 0, ce qui

implique par (24) que E(Xt) = 0. Comme,

T oom o,
1} = J. j. et e-i(t"r)Y Eldz_(w) -+ dz_(y)]. Cette expres-
L Ly X X
sion est &gale 3 (22) que lorsque (24.1) est respecté.

+ X

b = ELX t-T

T
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La relation (26) est tras importante lorsqu'on veut obtenir le

spectre d'un AR(p) ou d'un MA(q).

c) Spectre d'un MA(1)

Xt = et + b Et-l = (1 + bB) et .

On a donc

1 +b e 1+pely)

o

(27) s (W)

"
,Q

S == (1 +2b cos(w) + b2

Par (22), on peut évidemment retrouver, grice i (27), la série des

autocovariances.,

Exemple

2 T
_a 2
(28) Ay o !; (1 +2b cos(w) + b%) do .
On a &videmment, comme attendu!

(29) A, =0t b)) .

Présentons maintenant les modifications qu'il faut apporter a ces

concepts lorsqu'on ajoute une dimension.

2 T 2 U
1 -9 2 gb
.)\O-ZTr(l+b)f ldm+_’T fcos(w)
- -1
g° 2 4 |m
== (1 +b%) 21 +0 car j. cos(w) = sin(w) = 0.
27 J ]_ﬂ
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2) Modéles autorégressifs spatiaux

2.1) Deux modéles autorégressifs Spatiaux statiomnaires

——— T e o e i s s . i i o . e e e o

Comme remarqué par Granger (1969), les outils de la série temporelle
peuvent &tre é&tendus 3 la modélisation des séries Spatiales. On reviendra
plus loin 3 1a critique que fait cet auteur sur cette généralisation qui,
du point de vue mathématique est correcte mais qui, du cStd interprétation
€conomique, est discutable et non réaliste. Mais avant, généralisons les

concepts des sections précédentes.,

Le modéle AR(p) temporel devient pour le cas Spatial, le modéle

AR(M,N)
, Mo N 2
(30) a X, = u i,k € B
SZO th S,t  j-s,k-t i,k J
ot a0,0 =1, aM,N z 0, aM,O z 0, aO,N 2 0, et {uj,k} est une séquence de
variables aléatoires (v.a.) non correlées de moyenne nulle et de variance
finie, que 1'on note : uj K~ BB(0, 02).
= = ' :
Soit Bj Xj,k Xj—l,k et Bk xj,k xj,k—l’ 1l'expression (30) devient
%‘ g st
(31) a B, B, X = u, s
s=0 =0 S°t 1 'k Ti,k i,k
M N
Ou encore, en terme du polyn&me a(Bj,Bk) = Z Z as,t B? B; .
=0 t=
(32) a(Bj’ Bk) Xj,k = uj,k .

.
.
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Haining (1978b) montre que, pourvu qu'aucune racine de a(Bj, Bk) ne
soit de module &gal 3 1,

u

- i.k -
R eI

u
f P»q9 Jj-p,k-q

est 1'unique représentation MA(®,©) de 1a série {Xj k} laquelle est valide
?
au sens de la convergence en moyenne quadratique, En effet, par les repré-
sentations spectrales de u et X qui s'&crivent :
ik i,k

T ijw, dikw

) 1 2
(34) Ui T ‘[n _[Tr e e dz (wl, wz)
et
mTm ijwl ikw
(35) Xj,k = f f e e dzx (wl, wz)

-T =7

- - 1 R
ot z A (wl, w2) et z, (wl, wz) sont des fonctions orthogonales telles que‘

- - -1

3 z (wl, wz) i ( 1w1 iwz)

3z (0.0 y = a(e , e .
u 1 2

(36)

Haining (1978b) obtient que 1l'unique solution Stationnaire de (30)

s'@crit grice 3 (36) et (35) :

T dje) iku, “iw, -iw, -1
(37) Xj,k = f f e e [a(e , e )J dzu (wl, wz) s

-T -7
—iwl -iw
1, Ici, on met Bj = e et Bk = e - Remarquons de plus que le spectre de :
2
- -~ _ 0
Xj,k - a(BJ., Bk) uj,k ’ ou SU (wl, wz) - 4‘”2 » sera

-iw -iw iw iw
s whw) = Tae Lo 2y, Loe 2y,

x 4



- 24 -

-1

e

~iw ~iw
ce qui devient apras le développement de Fourier de [;(e 1, e ZJ

i = b .
Jk g (zl Psq uj-p’k‘q

Exemple

Le modéle AR(1, 1) peut s'dcrire :

i 2
‘38 X, ., = + + :
(8 1,5 7Ry R )ty Bl
2
avec u ~ BB(0, ¢
i, ( )
ol on pose ici a9 = 89 1 T a. Haining appelle ce modéle, le "wave model",

car en fait, comme une vague, 1'observation Xi j ne dépend que de 1'arridre.
b4

Le schéma de dépendance se retrouve a la figure 1. C(C'est en fait le modéle

temporel (dépendance unilatérale) appliqué 3 une version spatiale!l,

FIGURE 1
®
i ® | o
]

1. Comme Haining (1978b) le souligne, dans un contexte agricole, la production
d'un arbre fruitier dans un champ & forte pente ou & fort vent 3 direction
prédominante peut &8tre caractérisa par ce genre de modéle.
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Ce modéle autorégressif si Ial < 1/2 sera stationnaire au sens de

la convergence en moyenne quadratique. En terme du polyndme a(Bi, Bj)’
on a :
39 1 -a(B, +B)IX = u .
(39) L (B4 j) 1,3 i,

D'aprés (33), l'unique représentation stationnaire MA(x,») est :

u
i,]

40 = 2
(40) 1,5 TTT-a vB)T

ce qui se réécrit, on le sait :

41 = r r
(41) X rZO a (B, * Bj) g
°§ r § r, .r-t
(42) X, .= a (B, "B, u .
i,] £=0 ez &1 i,]

Posons s = r-t - r = s+t. On obtient alors :

o sit s+t s+t s ,t = sit s+t ,stt
(43) Xy 4% s+{=0 czo a m Gy By Byug 4 ° P ol Co Yi-s,j-t

s+t=0 t=0
et on a donc une représentation MA(®, ©) unilatérale vers l'arriére.

Pour que cette expression soit valable au sens de la convergence en

moyenne quadratique, comme u, ~ BB(O, 02), il faut que :

i,]

© stt
z (S+t) la|s+t

t

< ™

s+t=0 t=0
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ce qui s'écrit :

[= -]

1

2 s+t _ - )
“o oLy @D = g

lorsque |0 < 1/2. Comme d'habitude (44) implique que :

R s+t 2
) (Szt) a2(3+t) < ®
s+t=0 t=0
2 2 ¢ STt gl 2(s+t)
et donc E(X; ) = o § Yy CIH a < ®, Voir Haining (1978b), p. 32-33
1,3 s+t t=0 °©

On vient donc d'établir que lorsque |a| < 1/2, le mod&le (38) possade

une représentation MA(®, ©) unilatérale stationnaire.

En plus de s'intéresser au mod&le en vague de 1'équation (38),
Haining &tudie les conditions de stationnarité du modale quadrilatéral
autorégressif (Q.A.) suivant, dont le schéma de dépendance se retrouve 3 la

figure 2.

(45) X = pX + X,
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FIGURE 2

Lorsque [pl < 1/4, ce modele autorégressif est stationnaire.

Une expression algébrique de la représentation MA(®, ®) bilatérale
stationnaire n'ayant jamais &té présentée dans la littérature, on juge bon
de le faire ici. On pourra de plus vérifier que lorsque lpl < 1/4, le
modéle est stationnaire au sens de la convergence en moyenne quadratique.

. _ o1 -1 a
Soit Fi = Bi et Fj = Bj ». en terme du polyndme, la solution MA (o, «)

de (45) devient :

u
X = i,j
i,j {1 - p(B, + Fi +B, + F,)] °

3 j

i
[1- 0B, +B.1+[F, + .1 " s'eeriel
i j i j Ccrl M

@ r
= L o LB, +B)+(F, +F)IT = r Ty (8, + B )Ft t
r=0 1 ] 1 3 rZO i cZO Gy v j) (Fy* PJ) ’

', Au lieu de faire le développement qui suit, nous aurions tout aussi bien

pu utiliser la formule du quadrindme.
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Et en posant s = r-t > s+¢t = r

oo s+t

s+t s+t s t
= ) (B. + B ) F. + F,)
s+§=0 i t%O ( t * i ( 1 3
_ ? s+t Sgt ) § Sy 85V gV E (t) ptv Qv
- P =0 & g0 V1 1 Zy w1 T

Posons y = t-w -+ ¢t = y+w

1

z §S-v > 8 = z+v

et pour simplifier la notation, &crivons : T=v+w+y+ 2z

o T L T Zrv ztv z v yiw y+w )4
= 1o )G D MR T ¢ v ) FLF

=0 yww=0 YV =0 I w=0 ]
On a donc :

4 Z+v y+w
o T T T zZ+v, ¥ytw

46 = s
(46) Xi,j z Z z z P (y+w) ( v ) ( w ) ui+y—z, jtw—-v

T=0 y+tw=0 v=0 w=0

et on vérifie bien la dépendance bilatérale de cette représentation MA(w, ),

Pour s'assurer que cette quadruple somme infinie est sommable de fagon

absolue lorsque |p| < 1/4, &crivons :

T : T ziv zZtv ztv yiw y+w y+w
: ZO L G L1l G - LG el

T= y+w: \—v: , \W: )

S~ —~
2oy 2]o)y¥™

@ T
- T . T
i TZO y+§=0 (y+w) (2!0')

o

1

ZO 4leht TTIAe < si [p] <1/4 .
T=

i
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On a donc vérifié que lorsque ’pl < 1/4, le processus spatial autoré-
gressif (45) est stationnaire et posséde une représentation MA(», ©) bilatérale

stationnaire.

En se limitant 3 ces deux modéles autorégressifs qui permettent de

générer un champ aléatoire {Xi,j: i,j € 82} stationnaire, Haining veut

savoir si, tout comme en série chronologique, on peut 3 partir des autocorré-
lations empiriques, discriminer entre ces deux modéles, c'est-i-dire, est-ce
que le modéle (45) donnera un tableau de corrélation assez différent de celui
de (38), pour qu'on puisse identifier lequel des deux modéles a généré notre
série spatiale observée? Mais avant de passer aux détails, on aimerait définir
le concept d'isotropie. Pour ce faire, on étudiera ici le modéle (Q.M.) qua-

drilatéral moyenne mobile développé par Haining (1978c).

2.2) Modéle spatial moyenne mobile et_concept d'isotropie

-~

On a décidé de définir le concept d'isotropie i partir du mod&le Q.M.
car les corrélations sont beaucoup plus faciles i obtenir qu'avec le mod&le

autorégressif Q.A.

Haining (1978c) développe les conditions pour qu'un MA(M, N)! possade
une représentation AR(®, ®) stationnaire. Il faut que le processus MA(M,N)
soit inversible, c'est-i-dire que la dualité@ entre le AR(p) et MA(q) de la
série chronologique se retrouve aussi dans le domaine spatial. De fait, les
conditions d'inversibilité du MA(M, N) sont les mémes que pour la stationna-
rité du AR(M, N). Pour plus de détail, consultez cette référence. Le moddle

Q.M. s'écrit

!. Comme M et N sont finis, le processus MA(M, N) est &videmment toujours

Stationnaire.



= i,je2 ’
“n  x PO s ey T Ty g Ty e B

2
ui,j BB(0, ¢) .

Si l@[ < 1/4, le modidle Q.M. est inversible en mod&le AR(®, ®) bilatéral

stationnaire infini. La version non contrainte entre les paramdtres s'écrit :

U8 Xy g mouy gt B, vy Suigen T Yy

Le tableau des autocorrélations p(s,t) (s,t =0, $1, £2, 3,...) peut
étre construit par la méthode directe habituellement employée en série chrono-

logique, ou bien grdce 3 la fonction de densité@ spectrale du modgle (48), qui

s'écrit :
2 -iw iw -iw iw
(49) s_(w, w) = L= (1 + ge l+Bel+ye 2+cSe 2).
x 1 2 2
4
iw 1w iw -iw
(1 + ae ! + Be 1 + ve 2 + Se 2) .
iswl itw2
0(s,t) devient alors le coefficient associé 3 e . e dans
le développement de (49). La séquence des autocorrélations p(s,t) =g%§4§%
’

Se retrouve au tableau 1 suivant :
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TABLEAU 1

Autocorrélations du modéle (48)

p(0,1) = p(0,-1) =X 0(1,0) = p(-1,0) = 28 A
0(0,2) = p(0,-2) = L2 0(2,0) = p(-2,0) = %8B 0
p(1,1) = p(-1,-1) = 9‘%51 . p(=1,1) = p(1,-1) = EYI:—BQ
o(s,t) = 0 (|s]+|e]) >2 K = (1+a2+82y24sd)

source : Haining (1978¢)

On remarque que, tout comme en série chronologique, le modéle MA
posséde des autocorrélations qui deviennent nulles apr&s un nombre limité de

délais.

Si on place les sigles du tableau 1 sur la figure 3 suivante, on ob-

serve la présence de tendances directionnelles dans les autocorrédlations.

FIGURE 3
t
5
4
3
2 d
1 .o A
0 o * lll * o s
-1 <AL
-2 g
-3
-4
-5

-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5
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La symétrie des autocorrélations p(s,t) = p(-s,-t) explique pourquoi
les auteurs ne présentent habituellement que les quadrants 1 et 4 du tableau
des corrélations. Par rapport aux axes s =0 et t=0, on constate qu'un champ
aléatoire stationnaire génére des corrélations qui dépendent des directions.
Un champ aléatoire isotrope n'aura pas ce biais directionnel dans les corré-
lations. C'est pourquoi, comme on peut le noter en posant 0. =8 =§ =y =0,
le modéle Q.M. appartient 3 la classe des modéles isotropes. En effet, la

structure des autocorrélations du modale (47) produit la figure 4 suivante :

FIGURE 4

5

4

3

2 o

1 o * o

. o o+ o

-1 o * o
-2 o
-3
-4
-5

=5-4-3-2-1 01 2 3 4 5
t

Ou on a pour un modale isotrope rectangulaire :

p(s,t) = p(s,-t) = p(-s,t) = p(-s,-t)

Donc, un champ stochastique est isotrope au sens large lorsque les

corrélations sont invariantes Par rapport a la direction. Voir Cliff et Ord

(1975a) ou Haining (1980).
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Ainsi le modile :

= + + + +
50) B, TPy Ky TR T )ty
est isotrope, alors que le modédle :

+ u

(51) X, = a(xi— + X ) + b(X 1,1

i, 1,1 %4,y 1,3-17 %3, 541

ne 1'est pas. Par exemple, si a>b, les corrélations sur 1'axe (s) nord-sud

seront plus fortes que sur 1'axe est-ouest (t).

2.3) La spécification dans les moddles autorégressifs_gpatiagg

De méme que la procédure en 3 &étapes de la série chronologique, on
voudrait ici, & partir du tableau des corrélations spatiales empiriques
R(s,t), pouvoir identifier le moddle théorique qui a pu générer la série

observée.

Le probléme est toutefois plus complexe qu'en séries chronologiques,
En effet, la classe de modéles théoriques spatiaux autorégressifs stationnaires
est beaucoup plus large qu'en séries temporelles. En plus du probléme habituel
de spécification de 1'ordre de dépendance du schéma AR, MA ou ARMA, s'ajoute
ici celui de 1'existence de directions de dépendances dans la construction du
modéle, c'est~3~dire qu'on doit se demander si la structure de dépendance est
bilatérale ou unilatérale et pour chacun de ces cas, est-ce que la formulation

est isotrope ou non.



Par exemple, les

(30) sont :

(52) Xi,j =
et
(53) Xi,j =

Comme modale de

(54) Xi,j =
et
(55) Xi,j =

¢ (X

i-l9j
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2 versions isotropes les plus triviales de 1'équation

(version unilatérale)

R TE TR Xiga? vy -

(version bilatérale)
isotrope, on pourrait avoir :

+ b Xi,j—l + Ui,j

) +u .

) + d(Xi . + Xi,j+1 1,3

¥ Xi+l’j » -1

La multiplicité de modales autorégressifs qui originent de (30) montre

la complexité que peut prendre la phase de spécification dans le domaine spatial

Avant d'@tablir les caractéristiques théoriques des corrélogrammes de deux

de ces modéles, présentons, enpremier lieu, les outils empiriques nécessaires.,

2.3.1) Le connclogramme spatial empirnique

Comme

(56) p(s,t)

cov (X

1,3’

)

X, .
i+s, i+t

var (Xi .)

N
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en nous limitant 3 notre série X (réalisation de X ) observée

(PQx1) (PQx1)
sur le plan rectangulaire PxQ (P zones sur la direction nord-sud et .
Q sur la direction est-ouest), l'estimateur naturel de (56) est :
1 P-s Q;t ] ]
(B-9)@-0) L) & %1, Pivs,gee

(57) R(s,t) =

ot x = i:£—1—£~——— et z = (x -E) .
PQ i,j i,j

Ceci peut &tre approximé, dans de grands échantillons par :

P-s Q-t
i=1 =1 Zi’j . Zi+s’j+t
R(s,t) = ] .
1§
z
iz1 j=1 1»J

A partir du tableau des corrélations empiriques, qui se limite aux

quadrants 1 et 4, pour t et se[-5,...,+5], ce tableau a la forme suivapte

-
.
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FIGURE 5

Si on prend comme référence, par exemple, les axes s =0 et ¢ =0,
le corrélogramme estimé peut nous fournir de 1'information sur la présence
de tendances directionnelles dans les corrélations (indication de
formulation non isotrope). S1i les corrélations sont assez fortes sur les
deux axes (nord-sud pour s et est-ouest pour t), on peut croire 3 une
formulation bilatérale. Dans le cas ol, par exemple, dans les deux sens,
les corrélations semblent fortes de fagon inégale, les modzles (54) ou (55) .
peuvent €tre postulds., Si les corrélations sur 1'axe t sont Presque nulles,
cela peut suggérer les modéles (54) ou (55) avec b =d=0. Un tableau d'auto-
corrélation empirique ol les quadrants 1 et 4 se ressemblent nous porte & choi-

sir des versions isotropes comme (52) et (53) [voir Whittle (1954)].
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Toutefois, comment faire pour discerner entre les modéles (52) et
(53) ou (54) et (55). Haining (1978b), chapitre 3, s'intéresse a savoir
si, A partir des autocorrélations empiriques, on peut faire un choix entre
le modéle non symétrique (52) et la version symétrique (53). C'est ce qui
va nous intéresser i la section 2.3.2). Mais avant, on aimerait faire

quelques remarques sur la phase de spécification en analyse spatiale.

Remarques

1) La loi de distribution jointe des autocorrélations empiriques n'est pas
encore développée. Il devient alors difficile de faire des tests de
signification sur les autocorrélations R(s,t). I1 faut donc pour

1'instant se contenter d'une méthode visuellel.

2) Dans la méme ligne d'idée, aucun test formel théorique n'a &té présentd
pour tester la présence de biais directionnel dans les autocorrélations.

Pour une tentative intéressante, voir Gatrell (1979b).

3) Pour utiliser les instruments présentés précédemment, il faut que les
données empiriques que 1'on posséde, sur la sStructure rectangulaire, soient
Stationnaires. Gatrell (1979b) Propose une fagon ingénieuse de le tester.
De fagon globale, sa méthode va comme suit : si les données sont spatiale-
ment stationnaires, il faut que dans l’ensemble, les moyennes, variances
et covariances &chantillonnales soient invariantes par rapport i la loca-

lisation.

l, Gatrell (1977) et (1979b), sans s'assurer de 1la pertinence de 1la procédure,
par analogie aux séries temporelles, considare que

R(s,t)
(p-s) (Q-t)

z(s,t) = ~ N(0, 1)
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Donc, en termes pratiques, si on divise la région en quelques sous-
régions et que 1'on &value ces quantités, en utilisant les mesures qu'on va
présenter au chapitre IT, on peut alors tester si les valeurs numériques
de ces estimés semblent se répartir de fagon aléatoire. Si non, il conseille

de stationnariser en prenant une premiére différence spatiale Martin (1974)1].

2.3.2) la spécification dans fes deux mod2les autorigressifs 480tnopes

de Ha,éru;ng

-

Haining (1978b), chapitre 3, veut savoir g'il est possible, 3
partir des autocorrélations empiriques R(s,t), de discriminer entre les

modéles isotropes (52) et (53) 1.

Xi,j = a(Xi—l,j + Xi,j—l) + Y g i,j e 2

et

i, ¢ 8 .

X

X. + X
1,4 p(

i-1,5 T fqe1,9 T

-1 T Ry ) Py

Pour ce faire, Haining se base sur des résultats valables dans le cas
de champs aléatoires continus. Pour bien comprendre, revenons aux modéles

temporels unilatéral et bilatéral du début du chapitre :

(58) Xt =8 Xt-l + u, , teZ

et

(59) Xt = Y(Xt-l + xt+l) + u te 2

L, On peut vérifier que les tableaux de corrélations théoriques de ces deux
modéles pour o = 2p sont tras semblables (voir Haining (1977), p. 126-27).
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Le processus stationnaire continu formé a partir de la version conti-
nue de (58) posséde une fonction d'autocorrélation théorique de type expo-

nentiel (convexe) alors que le corrélogramme de la version continue de (59)

posséde 3 1'origine, comme illustré i la figure 6, une partie concave pour

devenir convexe par la suite.

FIGURE 6

~ corrélogramme de (58) en version continue
hd

~N~

s: délai

La différence dans 1'allure théorique de ces deux versions permet
au chercheur de discriminer entre les deux. Haining montre que la version
continue de (52) produit une fonection d'autocorrélation exponentielle et 1la
version continue de (53) une fonction concave 3 1l'origine et convexe par

la suite. Voir Haining (1977), pp. 115-116.

Pour un champ aléatoire discret (le cas qui nous concerne ici), Haining
espére que le phénomdne vaudra encore, c'est-d~dire que le modéle (53) par

-

opposition au modéle (52) devrait posséder, di 3 la concavité 3 1l'origine,

.o

des autocorrélations théoriques qui respectent
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(60) 1- p(lyo) < D(lso) - 0(2,0) ’

ou

(61) 1l - D(l,l) < 0(191) - 0(2:2) ’

c'est-d-dire que pour t =0 en (60), les corrélations sur 1'axe s devraient

diminuer plus entre les dé&lais 1 et 2 que les délais initiaux 0 et 1.

Aprés avoir calculé les tableaux d'autocorrélations théoriques de
ces deux modéles pour différentes valeurs de o entre 0 et »J et p entre
0 et ,25, il constate que le phénoméne remarqué dans les versions continues
ne tient plus (en général) pour le cas discret. Les tableaux de corrélations
théoriques formées 3 partir des modé&les (52) et (53) produisent pour des
valeurs a‘=:20, un comportement fortement similaire. D'aprés ses résultats,
les formules (60) et (61) ne nous permettent généralement pas de choisir
entre (52) et (53). Le probléme devient &videmment plus grave lorsqu'on con-
sidére les corrélations empiriques. Comme solution, Haining propose de choisir
le modéle qui maximise la vraisemblance lors de 1l'estimation des deux

modéles.

Avant de terminer cette section, on aimerait formuler une remarque

supplémentaire sur la spécification du moddle (53).

Remarque

Concernant 1'é&valuation des autocorré&lations et autocovariances du
mod&le Q.A. (53), 3 cause de la formulation bilatédrale (symétrique) de ce

-~ [} -
modéle l'erreur ui,j est correlée avec Xi—l,j’ xi+l,j’ Xi,j—l’ Xi,j+l
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Par exemple, pour E(Xi j) =0 et

b

u i,j € Zz, on a :

= + +
T3 TPy T Ry TRt ) ey

(62) 0(0,1) = E(Xi,j . Xi,j+l) = p[E(Xi—l,j . Xi,j+l) + E(Xi+l,jxi,j+l)

+ E(X ) + E(X

+ .
1,3-1 %4, 541 1,501 K, geT T By e Xy )

—_——
z 0 .

J

Cette derniére remarque nous permet d'introduire dans la discussion
les travaux de GGebizlioglu (1982) et (1983) qui, par une extension des outils
méthodologiques de la série chronologique développe les propriétés théoriques
des modéles AR, MA et ARMA spatiaux. Selon ses résultats, pour spécifier
1'ordre d'un MA spatial, on examine 1'ordre auquel les autocorrélations empi-
riques coupent. De la méme fagon, pour un modale autorégressif pur spatial,
il propose les autocorrélations partielles. De fagon globale, bien que 1'en-
semble de ses résultats théoriques semblent vraisemblables, les hypothéses

sur lesquelles il fonde son approche le sont moins.
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En effet, selon son ensemble d'hypothéses, qu'il considére minimum,
il pose que E(ui,j . Xi+s,j+t) = 0sis et tne sont pas nuls en méme temps.

Ce qui veut dire qu'a 1'équation (62), il pose E(u ) =0, ce qui

i, %4441
est tout-a-fait incorrect sauf pour des modéles spatiaux unilatéraux

comme le mod&le en vague. Ce genre d'hypoth&se n'est pas raisonnable, pour
un modéle bilatéral. C'est toutefois ce qui lui permet de construire les
€quations de Yule-Walker sur lesquelles sont basées les autocorrélations par-
tielles. Cette approche est d nos yeux injustifiée et c'est pourquoi on

ne se contente ici que d'informer Je lecteur sur 1a présence d'une telle

approche dans la littérature.

3) Modales autorégressifs spatiaux pour une configuration irrégulidre

Au début du chapitre, on a fait &tat de la présence de deux tendances
dans 1'&tude des processus spatiaux. C'est ici qu'on traite de’ la seconde.
Elle origine en fait des travaux de Cliff et Ord entrepris vers la fin des
années 1960. Bien que leurs recherches au début furent concentrées sur le
développement de tests d'autocorrélation spatialel, ces efforts ont finalement
conduit ces auteurs § Proposer une classe de moddles ARMA spatiaux (SARMA),
applicables 3 la mod&lisation de phénoménes qui se réalisent sur ces confi-
gurations géographiques irrégulidres?, Pour eux, une configuration spatiale
est habituellement irréguliére et il faut développer des instruments qui

tiennent compte de ce fait [voir Cliff et Ord (1975a)].

- Voir chapitre II.

Pour que les outils des deux premid&res sections soient applicables pour
pour une configuration irréguliére, Haining (1978b) propose de former
une approximation rectangulaire de la région.
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Les modéles qu'ils proposent sont de type isotrope. Cette hypothése
est forte car, comme le souligne Gatrell (1977), lorsque le tableau des cor-
rélations empiriques R(s,t) laisse voir des tendances directionnelles, il
est important d'en tenir compte. Bien que 1'isotropie soit facilement cri-
tiquable, le fait de postuler la stationnarité spatiale l1l'est presqu'autant.

En effet, Granger (1969) trouve que pour des variables économiques, .

1'hypothése de stationnarité spatiale est discutable. Fn effet, selon 1lui,
il n'est pas raisonnable de croire que la relation entre les valeurs mes urées
xi,j et Xi+s,j+t est la méme pour toutes paires de zones dont les positions

relatives sont les mémes.

Malgré toutes les critiques qu'on peut faire, la classe SARMA déve-
loppée par Cliff et Ord (1975c) s'avére extr@mement populaire en géographie
comme en &conomie. D'ailleurs, au chapitre III, on pourra constater 1'abon-
dance d'applications qui utilisent la version autorégressive SAR(1). Pour
notre part, nous nous intéresserons dans les prochains chapitres, au modale

SAR(1) appliqué aux résidus d'une régression.

Avant d'aller plus loin, présentons maintenant les concepts méthodo-

logiques de cette approche.

3.1) Concepts et notation

Généralement, 1'organisation géographique de zones forme une région
dont la configuration est rarement rectangulaire. Par exemple, comme appli-
cation empirique, on s'intéresse d la république d'Irlande. C'est ce que

1'on présente 3 1la figure 7, ol la lettre identifie une des 26 zones et le



- 44 -

FIGURE 7

Source : Geary (1968)

chiffre, le nombre de voisins!. Prendre une approximation rectangulaire
de cette région n'est pas une procédure 3 recommander ici. Le probléme est

d'autant plus sérieux que les zones ne sont pas toutes de méme dimension.

Ici, on considére que 1'on posséde une observation X; pour chaque
zone i, i=1,...,N. Le vecteur x est considéré comme la réalisation du vec-
teur aléatoire X = [Xl,...,XN], (notre €chantillon) 2, Pour ce genre de pro-
bléme, si on veut modéliser une forme autorégressive, il faut introduire le

concept de contigul'té.

'. Voir appendice I pour de 1'information sur les données de 1'stude.

. Comme c'est souvent le cas dans la littérature, le contexte €tant toujours
clair, 3 partir de maintenant, on ne fera Plus de différence de notation
entre 1'échantillon X et 1la réalisation x. On emploiera toujours x.
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Contigu¥Yté physique d'ordre 1

Toute zone i, qui a une fronti&re commune avec une zone j, est dite
contigué physique d'ordre 1. Pour retenir cette information, on uti-

lise la matrice de contigufté,

Une matrice NXN de contiguité C est telle que :

1 siiet i sont contigu¥ d'ordre 1

(63) c =
13 0 sinon ,

avec, évidemment Cii =0 Vi. Si on veut parler de plusieurs ordres de

contigufté physique, Hordijk (1974) propose 1a définition suivante :
Contigufté physique d'ordre g

Pour g>1, une zone i est contigud d'ordre g, 3 une zone j (#1) si 1 est
contigud de premier ordre 3 une zone h, contigul d'ordre g-1, a j, et

si i n'est pas déja contigu¥ 3 j d'un ordre inférieur ag.

Pour chaque ordre de contigu¥té, on peut définir une matrice
C(g) ou :
1 siiet j sont contigulls d'ordre g

(64) c..(g) =
ij 0 sinon .

Soit G, le nombre maximum d'ordre de contigu¥téd de 1a région,

on peut vérifier qu'on aura toujours

(65) I +C(1) +C(2 + ... +¢c(G) = ii"

ol i est le vecteur unitaire Nx1, i ={1,1,...,11" .
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Pour une région subdivisée en un grand nombre de zones, la cons-
truction de ce genre de matrices peut rendre la ti3che longue et ennuyeuse.
C'est pourquoi Cliff et Ord (1981) proposent une approche exprimée en
terme de distances. En effet, choisissons 3 priori G distances de réfé-

rences que 1l'on note :

(66) (31’ azy seey aG) ’

<a,<...< a = 1.
a; <a, o et a

Alors C(g) devient la matrice de contigu¥té d'ordre g ol :

l si a <d,, < a
67) (g) = g-l 1 8

c
i3 0 sinon |,

ol dii représente la distance entre les centroYdes des zones i et j.

Pour notre part, comme on se limitera a la contigufté d'ordre 1, on
p s g

pose comme convention :
(68) C = C(1) .

Le modeéle Q.A. isotrope (53) qui génére le vecteur aléatoire x de

dimensions PQx1 :

3eee,P
»eeesQ

o

b

(69) X" p(xi—l,j + xi+l,j + X s ¥ X341 i,y ° ;
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s'écrit pour une structure irréguli&re qui posséde N zones :

N
(70) X, =0 2 iy Xy oy, i=1,...,N,
j=1
a =0 wi et ~ BB(0 02)
ou ¢y = uy , .
De fagon matricielle, le modale (70) devient : [SAR(1)]

2

(71) x =p C X + u . u ~ BB(0, o IN) .

(Nx1) (NxN) (Nx1)  (Nx1)

Pour Bartels (1979), ce genre de modéle constitue une adaptation pour
le contexte spatial des concepts de 1l'analyse des séries temporelles. En

effet, comme hypoth&se, Cliff et Ord (1981) considérent que :

E(xi) = s vi
2
(72) V(xi) =g s Vi
E[x1 xi(g)] =o(g) , Vg et yi .
N
ol xi(g) = z cij(g) xj constitue 1'ensemble de voisins d'ordre g de 1la
=1

zone i.

Ceci veut dire, par exemple pour g=1, que le lien entre une zone i
et 1l'ensemble de ses voisins d'ordre 1 est le méme pour toute zone i. C(Cette
hypothése est moins raisonnable que dans le cag d'une structure rectangulaire
comme le mod&le (69)°. Malgré cela, de la méme fagon qu'un AR(1) est généra-
lement postulé en séries temporelles, le SAR(1) (71) 1'est pour des données

Spatiales,

', Pour une formulation irrégulidre, on peut vérifier facilement que les moments
de x en (71) ne respectent pas (72). (C'est pourquoi, plus loin, on préférera
parler de SAR(1l) stable plutdt que stationnaire.
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Remarque

Comme on veut surtout porter 1'emphase sur les problémes d'estimation
du SAR(1), on ne présentera pas ici les outils de spécification de 1la version
générale SARMA(p,q). Au Chapitre 5 de Cliff et Ord (1981), on retrouve un
ensemble d'outils inspirés de la série temporelle qui permettent de faire
de la spécification. Par exemple, avec 1'aide de corrélogrammes spatiaux,
on peut identifier 1'ordre d'un SMA(q). Grace 3 un corrélogramme partiel
spatial, on peut déterminer 1'ordre d'un SAR(p). Pour plus d'informations,

consultez cette référence.

Au chapitre III, on s'intéressera aux propri&tés théoriques et empi-
riques de la version SAR(1) appliquée aux résidus d'un modile de régressions,

c'est~3-dire qu'on étudiera le modéle suivant :

<
]l

(73) XB + ¢ R

pCe+u , a ~ N, 0% 1) .

m
I

Pour Cliff et Ord, la matrice C est critiquable en ce sens qu'elle
ne transporte pas d'informations sur la structure physico-économique de 1la
région. Par exemple, 3 la figure 7, les zones ne sont pas toutes de mémes
dimensions. De plus, la distance entre les centroYdes des zones peut €tre un
facteur qui affecte 1'intensita de la contiguYté entre les zones, Plus les

zones i et j sont éloignées, moins elles devraient &tre lides.
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Ils proposent donc de remplacer dans les schémas (70), (71) et (73)
les cij =1 par des &léments wij 20 on wij sont des fonctions fixées avant

estimation. Par exemple, on pourrait avoir :

d;? si 1 et j sont contiguls d'ordre 1, ot 6 est fixé
(74) w = alou?2,
ij
0] ailleurs.

I1 est &vident que pour un ordre g de contiguYté, on aura comme ma-

trice de contigu¥té non booléenne :

(75) ¥i(g)

3.2) Les matrices de contiguYté normalisées

Dans la littérature, pour donner une interprétation intui-

tive & p, les auteurs proposent habituellement de normaliser W comme

suit :
W,
(76) m, , = —il X
ij z w
j 4

Da cette fagon, méme si | est une matrice symétrique, la normalisation (76)
produit une matrice M non symétrique telle que :

(NxN)

(77) y my =1 vi .

Pour un probléme ol on posséde un nombre important de zones, dans la
formulation de 1'algorithme d'estimation des modeles (71) et (73), il peut
8tre intéressant de conserver la propriété de symétrie. Comme la normalisation,
on le verra, est désirable, on propose dans notre approche la matrice de

contigu¥té normalisée symétrique, W, ot

.
.
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(78) w = .

On pourra constater que la matrice H a les mémes propriétés intéres-
santes que la matrice M et est tout comme W symétrique. Dans les cas que 1'on
€tudiera, du point de vue interprétation €conomique de la formulation, W

sera supérieure a M ou W.

Remarque

Un schéma autorégressif SAR(1) s'écrit :

(79) Y=o Wy +tu.

Lorsqu'on remplace m fois le vecteur y & droite de 1'expression, on obtient :
m-1

(80) y=o Wy § ptwly
i=0

Ainsi, lorsque m - o, Yy est exprimable comme une somme sur le vecteur station-

naire u. Pour que cette somme soit convergente, il faut que

1

(81) ol < =
Amax

ot ,Amaxl est la valeur absolue de la racine caractéristique dominante de W

(voir la section 4 du chapitre III).

Ainsi, lorsque la condition (81) est respectée, le modéle
oo
y = Z Di Vﬂ u est valide au sens de 1la convergence en moyenne quadratique.
i=0

D'ol on dira que le processus autorégressif SAR(1) (70) est stable
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lorsque (81) est respecté. Comme mentionné 3 la note de bas de page

précédente, pour un modile spatial irrégulier, les moments ne respectent

pas (72).

On préfére donc parler de stabilité plutdt que de stationnarité,
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CHAPITRE II

TESTS D'AUTOCORRELATION SPATIALE



- 54 -

Considé&rons une région avec N zones, ol pour chacune d'elles on

posséde une variable aldatoire Xi dont la réalisation est X, . La loi de

distribution jointe de 1'é&chantillon X s'écrit :
(Nx1)

(1) P(Xl <xl, X2 < Xps eeny XN < xN) = F(xl, xz,...,xN) .

. Lorsque P(Xl < X X2 < Xps wuey XN < xN) s'exprime comme
I P(X, < x.), notre échantillon X devient un &chantillon aléatoire,
i i
i=]1 (Nx1)
c'est-d-dire que chaque Xi peut alors @tre considéré comme issu d'un tirage

aléatoire indépendant. Comme 1'indépendance implique 1'absence de corréla-

tion, on a :

Définition 1.

Soit X le vecteur aléatoire dont la réalisation s'écrit X .
(Nx1) (Nx1)
Lorsque

N
(2) P(X1 < X5 X2 < Xys vues XN < xN) = i¥1 P(Xi < xi) ,

il y a alors absence de corrélation spatiale. Comme on traite ici d'une

méme série {Xi}, il devient plus pertinent de parler d'autocorrélation spatiale.
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Depuis Moran (1948), de nombreuses mesures ont &ta développées
afin de tester, pour des données spatiales qualitatives ou continues,
1'expression (2). Pour une présentation extensive de toutes les mesures
d'autocorrélation spatiale existantes, consulter les chapitres 1 et 2 de

Cliff et Ord (1981).

En prenant comme source principale cette dernidre référence, on
présente 3 la section 1) les mesures qui visent i tester si N observations
X continues sont spatialement correldes. Pour les mesures qui risquent le
plus d'intéresser les é&conomistes, par une approche qui, contrairement 3
celle de Cliff et Ord, est exclusivement matricielle, on développera les
moments de distribution de ces statistiques. Comme ils 1'ont fait, on
pourra, par la suite, vérifier que sous des conditions généralement respectées,
ces mesures ont une loi de distribution asymptotique normale. De la méme
fagon, 3 la section 2), on &tudiera les mesures qui permettent dg tester

1'autocorrélation spatiale dans les résidus d'une régression.

1) Mesures d'autocorrélation spatiale pour des données continues

Lorsque les X, de valeurs similaires tendent 3 se grouper spatialement,
il y a de 1l'autocorrélation spatiale positive. Avec de 1'autocorrélation
spatiale négative, les X semblables cherchent plutdt i s'éparpiller. On a
absence d'autocorrélation spatiale lorsque les x, se répartissent de fagon
aléatoire. Par exemple, i la figure 1, en se limitant aux signes des Xy, on
fait face 3 un probléme d'autocorrélation positive. Pour plus de détails

sur cette figure, se reporter au chapitre V.



Pour des données continues, il existe &4 mesures d'autocorrélation

spatiale. Elles ont &té proposées par Moran (1950), Geary (1968), Dacey (1965)

et Cliff et Ord (1969). On veut, dans un premier temps, exposer les caractéris-

tiques de chacune d'elles.

1.1) Mesure de Moran

M_ N z(2) “11 %1 2y
3 Ix T 24 N 2
i

z
i=1

oi N = le nombre de région, z; = x, - X, 2A = i' C i

ot 1 est le vecteur unitaire d'ordre Nx1 et C la matrice de contiguftéd phy-

sique d'ordre 1, oli, on le rappelle Cij= {é zinin?t J sont contiguls
N N
et de plus 2(2) = z z .
i=1l j=1
izj

Selon les conventions que 1'on &tablit ici, Iz représente la mesure
d'autocorrélation spatiale de 1'auteur Moran (M) applicable sur les variables

continues (x). Pour Geary, Dacey et Cliff et Ord, on a respectivement

G C
I, ID, I O.
x° x’ 'x



- 57 -

La région est spatialement correlée, de fagon positive, lorsque

Ig > 0. Pour IZ <0, i1 y a de la corrélation spatiale négative. Comme

mesure similaire 3 la statistique de Durbin-Watson utilisée en séries chrono-

logiques, on présente maintenant la mesure de Geary.

1.2) Mesure de Geary

——— e e e 4 . e i e e i S

2
@ ) 2(2) 13 (7 - zp)
X 4A N 2 ¢
L%

Cliff et Ord (1981) mentionnent que, sous l'hypothése nulle d'ab-
sence de corrélation spatiale, Ig et IZ ont toutes deux une loi de distribution
limite normale. En considérant que cette apﬁroximation est valable pour un
€chantillon de taille raisonnable (N >50), ces auteurs proposent de tester la
corrélation spatiale, en comparant la mesure standardisée Z(Ix)a.une N(0,1)
da (1-a)Z. Par exemple, pour Iz, on a :

IM - E(IM)

M
(5) 2(1) = X o X ~N(0,1) .
O(IX)

Pour Dacey (1965), une critique générale s'applique 3 ces deux mesures.
Elles sont sujettes a 1l'invariance topologique. Explicitons premiérement le

concept d'invariance topologique.

1.3) Invariance topologique

e tanl L T ettt = S Sunguc

Calculons pour 1la région de la figure 1, 1a valeur numérique de IM
X

-

. M - -
Disons que Ix est alors &gal 3 un nombre quelconque Yl. Par la suite, changeons
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la configuration physique de 1la région, tout en maintenant la méme structure
. . M

de contigufté entre les zones!. La valeur calculée de Ix pour cette nouvelle

région, on peut le vérifier, demeure alors quand méme Yl. C'est ce que Dacey

(1965) appelle 1l'invariance topologique.

Cet auteur propose alors une généralisation de IZ qui tient compte
de la taille des zones et de 1la proportion de périmétre commun entre elles.
Toutefois, cette mesure Iz est telle qu'il est, pour 1'instant, difficile d'é-
valuer les moments de distribution. C'est pourquoi Cliff et Ord proposent
une statistique qui, a la fois, possdde des moments faciles & évaluer et qui

conserve 1'intér&@t intuitif de 1la mesure de Dacey.

1.4) Mesure de Cliff et Ord

Co N Z(:2) Yij %1 %4
(6) I = —
X S N
0 Z z2
i
i=1
o S, = i' Wi, et W est la matrice de contigu¥t& non booléenne présentée

0

au chapitre I, dont les &l&ments wij sont nuls si les zones i et j sont non
contigulls. La similitude entre (6) et (3) explique pourquoi certains appellent

co P L x
la mesure IX mesure de Moran généralisée.

Comme on 1'a déja dit, les wij sont des fonctions fixées 3 priori
qui permettent de décrire la structure économico—géographique de la région.
. P - co IM ,
Comme les utilisateurs préferent généralement IX et x’ On se limitera

ici & 1'@tude de seulement ces deux mesures. Mais avant, formulons

de fagon matricielle les équations (3) et (6).

Y. C'est-3-dire qu'il faut modifier la forme et la taille des zones tout en
conservant pour chaque zone i le méme ensemble de voisins du premier ordre.
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1.5) Formulation matricielle de Iz et Iio

—— - —

Grace aux matrices de contigufté d'ordre 1 et C, on a :

(8) I77 =

oi C et W sont des matrices symétriques.

Remanguaé

1. Dans une forme quadratique z'Wz ot W n'est pas symétrique, il existe

toujours un &quivalent symétrique :

9) W =% M+ Wy

s
tel que z' ws z est 8gal 3 z' W z. Il n'est alors pas contraignant de

poser la symétrie pour la matrice W de 1'équation (8).

2. lorsqu'on considare, 3 1'&quation (8) 1'&quivalent symétrique de la matrice
de contigu¥td normalisée M, "W = %'(M + M")", puisque 1'on a
Mei=1eci'"M =i , alors :

(10) Sg = i'Wi=N.

Co
Dans ce cas la mesure Ix devient! :

CO _z'Wz
(11) Ix 2 .

L. I1 est évident que cette normalisation sur C conduit 3 :

M _z2'Cz
I ===
X z'z
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1.6) Théorie de distribution de IEO et Ii

Comme Iz est un cas particulier de Iio oua C = W, on Btudiera ici

P A Cco
les propriétés Statistiques de IX seulement,

1.6.1)  Moments de £a Loi de distribution d'Echantillonnage de Igo

On considérera ici, sous 1'hypoth&se nulle d'absence de corrélation

spatiale, que X ~ N(O, 02 I). Comme convention, on ne fera pas de différence

de notation entre 1'échantillon aléatoire X et 1l'8chantillon observé

(Nx1)
X .« Alors, on a :
(Nx1)
2
Ainsi, comme 2z = x - j X, on obtient :
(Nx1)
(13) z=[I -%1ii']x = Ax
N N ’

WA A=A=A", et tr(A) =N-] = p(A) , d'ou

(14) z ~NO, a® A ).
(Nx1) (NxN)

Afin d'évaluer les moments de distribution de 1la mesure Iio

CO_lz'Wz_i.x' WA x
(15 Ix —SO z'z —SO x'Ax ?

ot A' = A, nous avons besoin du prochain théoreme.
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1.6.1.1)  Preuve de Llapplicabilits du theondme Pitman-Koopmans

Théongme Pitman-Koo pmans

Soit Y un vecteur (NX1) tel que Y ~ N(O, IN). Toute statistique
h(Y), invariante dans le changement d'unité (scale free) "h(XY) = h(Y)"

a une loi de distribution indépendante de la forme quadratique Q = Y'Y,
Preuve :  Appendice II, section 1)

Lorsque Iio est exprimé comme 3 1'&quation (15), ce théordme ne semble
pas directement applicable. Toutefois, comme A et AWA sont des matrices
symétriques telles que A - (AWA) =(AWA) . A, il existe alors une matrice
orthogonale H qui diagonalise simultanément A et AWA!, c'est-a-dire qu'il

existe une matrice orthogonale H telle que?

(16) H'"AH =D et H' AWAH=6 |,

oll évidemment D et O sont les matrices diagonales des valeurs propres de A et
AWA respectivement. Comme IEO est une mesure invariante par rapport 3 1'échelle,
on peut définir que x ~ N(O, IN). Grice 3 la transformation orthogonale

y = H' x qui implique y ~ N(O, IN), la mesure Iﬁo peut s'écrire de fagon

équivalente :

CO_N =x'AWAx _ Ny'oy
(17 Ix - So x'Ax - SO y'Dy °

', voir Dhrymes (1978), proposition 53, p. 481.

2. Pour le développement algébrique de I, voir Dhrymes (1978), p. 146~148,
ou Durbin-Watson (1950), p. 412-413.
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Comme A est une matrice idempotente de rang (N-1), on peut é&crire :

I 0
L ey
D= . Ce dernier résultat permet d'établir que O aura
0 0

1x(N-1) (1x1)

Vl 0 0
. - 1 T, co .,
au plus N~1 &léments vi non nuls®, avec : O = vN—l . Ix s écrit
L0 0 0

alors, grice i ces résultats

N-1
Yy yf
o _ N 151
(17.1) I, =g =
0 z yZ
j=1 1

Le théoréme Pitman-Koopmans peut donc s'appliquer sur (15).

A co ~
A cause de cette indépendance entre IX et Q = z'z, on peut écrire :
Co

E(I © Q)
€0y . g(1%0 | E(@ _ EU,
(18) | E(Ix ) E(Ix ) E(Q) _~—E?57——— s
et donc, on a de fagon générale :
' p
(19) P = LP L EGE W p=1,2,..
0 E[(2'2)P]

1.6.1.2)  Denivation des deux premiens moments de distribution de Igo

IEO, par (15), s'écrit :

CO_ N  x"AWAx
(20) ER Py va

2

ot x ~N (0, ¢ IN)

Voir Durbin et Watson (1950), p. 412-13.
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Par les théorémes 1 et 2 de 1'Appendice II.2), sur les moments de

formes quadratiques formées 3 partir de variables normales indépendantes,

on a @
' _ 2 ) 2
E(x"Ax) =0 tr (A = 0 (N-1)
' 2
E(x" AVIAX) = 0" tr (pa).
Comme A = [I —-% 11'] et tr(W) = 0, on obtient :
COy _ =N tr (W ii") - 1
(21) E(Ix ) = 84 N (N-1) ~  (N-1) ?
ol SO = i Wi,
Comme :

E[(x'A)OZJ 2 04 tr(ATI A1) + 04 tr2 (A1),

H

2 6% 1) + 0% (e1)2 , car tr(A) = N-1 ,

o (1) (1) = o o' -1

et
' 2 4 2
ELGx'"AWAX) T =012 ¢r AWAAWA + trc (AW A1
alors,
co. 2 N 2
(22) E[(Ix )7 = TR (2 er AWA) + tr° (1 A)]

So (N°-1)
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Pour avoir V(Igo), on calcule, grice 3 (21) et (22)

coy _ Co, 2 2,.Co
(23) V(I ) = E[(Ix )71 -E (I

On peut facilement vérifier que 1l'expression (22) est équivalente

1'expression (1.38) de Cliff et Ord (1981). Quiconque n'est pas intéresséa

a ce développement peut sauter la prochaine section.

1.6.2) Equivalence entre (22) et (1.38) de CRifg et Ond (1981
i) notation de Cliff et Ord
- - a1 3
1) So = 2(2) wij = 1" Wi,
=1 2
2) 8, %3 2(2) (wij~+wji) ,
q 2
» SZ - .Z (Wi. v 1)
i=1
) )
ot w, = w et w , = W,
178 "y A5
co, 2
Comme expression de E[(IX ) 1, ces auteurs obtiennent :
2 2
NS, -NS_ +335
(1.38) L) = —L 2 0,
x ST (N“-1)
0
Comme :
A er W) e (M) =T W
1=y 13
car w.. =0 Vi. Comme par (9) VI peut toujours &tre symétrique dans

ICO, alors :

-

a
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) 2
5172 1y ¥ig s
S
d'ot : @ tr (Wz) = —21-

De la méme fagon :

SZ
) i WW i v =4

b

4
H b~

S
d'ot : Q) 1"WW1'=°22-

Comme A = [I - 1 1i'] , 1'expression (22) devient :

N
2
B %)= S
SO(N -1)
n? 20 4
= ) r2 tr(W) -Ei'WWi*‘Z
Sy (N*-1)
2
¥ S
sov%-1) N

Par @ et @, on a finalement :

i

A

2
So

— +

N

42 S W s
(2 tr(H)+3—§-—E1 WWil

: 4.y -1t _di i Wiy 2
(ZcrEH M 3 W) (1 N )1+ (0- N ) )

SZ

—2‘13
N

b
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1.6.3) Thoorie de distribution asymptotique de 1°°

On vérifiera maintenant que pour un vecteur z distribud normalement,
. Co . . ~
la statistique Ix » sous des conditions habituellement respectées, approche

la normalité&, lorsque N - «,

. . . co ~ PN
Pour simplifier, on considérera la statistique Ix Présentée a

1]

S. = N. On a donc :

1'équation (11) ol i'Wi o

L
(24) ICO .z 'Wz .

Posons de plus M (1 - %-11'] = A . On a donc :

10 x'" MW Mx x'"Tx

1]

(25) X x"Mx T x' Mx

ou T=MWM etx~N@O, I), avec 62 =1 .

Afin de montrer que (25) a une distribution limite normale, Cliff
et Ord (1981) proposent d'utiliser le théor2me suivant, lequel est équivalent

au théoréme 1 de 1'Appendice III. Sous des conditions d'existence des moments,

on a :
THEOREME 1

Soit F(y) une distribution uniquement caractérisée par ses moments
Mo et soit {FN(y)} (N=1,2,...) la séquence des distributions correspondant

Alors, si p . - lorsque N > », pour k=1,2,... , on

Nk Nk Yk
en déduit alors que FN(y) + F(y) en tout point de continuité de F(y).

aux moments
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Pour notre cas, FN(y) correspond 3 la loi de distribution de notre

statistique, pour un N donné, et F(y) la distribution normale, laquelle on

le sait est uniquement caractérisée par ses moments Uk' Si les moments uNk

de FN(y)tendentvers ceux de la normale F(y), alors FN(y) est une distri-

bution qui approche la normalité lorsque N -+ o,

Avant de poursuivre, on veut établir premidrement les propriétés

générales qui caracté@risent la normale F(y).
A.1} Fonction génératrice de moments (§.g.m)

Sous des conditions d'existence de la f.g.m., si on peut trouver
la f.g.m. d'une variable aléatoire Y, alors théoriquement on peut trouver
la loi de distribution de cette variable, car pour une f.g.m. donnée, il

n'existe qu'une seule fonction de distribution correspondante!. On a :

oo

26) om0 =Ee”) = [ eV ay .

-0

Comme son nom 1'indique, la f.g.m. permet de trouver les moments.

effet, en applicant la régle de Leibnitz sur la dérivation des intégrales,

om,,(t)
—T’Yr = f yTeY £,(0) dy
ot ~ca
(27)
Imy (©) ”ox .
= = [T sm ay=eah =y,

t=0

L, Mood, Graybill et Boes (1974), p. 80.

En
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ol u; représente le moment d'ordre r par rapport i l'origine zéro. D'une

autre fagonl, on peut écrire pour (26)

© ]
(28) m, (t) = ZO W -<§?

Les moments se trouvent par la formule :

om,, (t)
(29) _I—DY‘——' = U' ’

T r
3¢ |t=0
ol en fait ua est le coefficient attaché 5-?7 dans le développement (28).

De la méme fagon, on trouve les moments centrés par rapport a la

'

moyenne E(Y) = ul par :

o3
(30) my_ . (0) = Z My j. ,
1

G wo= [ G-uD' G ay .

Par (26) et le développement en série de ety,

3
a0 = [ (] 5. £ ay

—C0 J =0
- (t )2
=f r1+ey+ - £, dy ,
J . '
o0 [a o]
=j:0° fy(y) dy+j:mty fY(y) dy + ... ,
2

ué t
= (1 + Uit + ——ET—-+ o)
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A.Z) Appliqué & La normale

La f.g.m. de la normale pour Y ~ N(u, 02) est :
22
(ut + 75
(32) mY(t) = e ,

o
ce que 1'on note e{ut + ;:}. De plus,

22
Gt}

(33 my_ (£) = ef
2
pour Y-u ~ N(0, 07)

Si on fait le développement de (33)

]
5 t2 i S 02t2 i GZtZ 04t4 O6t6
el——}= ] =T >—1 = 1+ STt Tt 3 ,
j=0 3- ©o2%2 293
on a
2 2 4 4

- g2, t- g4l t
R N R T 22y &T

Ainsi, par (30), les moments centrés par rapport a la moyenne d'une

normale s'écrivent :
2k

(¢] . '
qu = ——E———LEEL~ s pour k=1,2,.,. .
2 - k!
(35)
“2k+l = 0 , pour k=0,1,2,...
On définit le coefficient d'asymétrie (skewness) par :
. 3
-3 _E¥-w
(36) vy =3 = 32

9 [02]
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et le coefficient d'applatissement (kurtosis) par :

My E(r-w
(37) I
© [02]
My
Rappelons que la normale est telle que Yl =0 et Y2 = > 3=0.
o]

B.1) Fonction génératrice de cumubants (§.9.c.)

Entre les cumulants Kj et les moments non centrés u;, il existe la

relation suivante! :

o b
.
(38) e {jzl Kj-ET} =m ()

Ou encore, en prenant le logarithme naturel de (38) :

ozo ) ()
39 K, - — =1n t .
trv
Alors, de la méme fagon que U; est le coefficient de o dans (28),
P !
Kj est le coefficient de-§7 dans (39). D'ou 1n mY(t) est la (f.g.c.) de Y.

Alors par (38) et (39), Kendall et Stuart? établissent les relationsg suivantes

entre moments et cumulants.

'. Kendall et Stuart (1963), p. 67. Ces auteurs soulignent qu'au point de
vue théorique, les cumulants ont des propriétés plus intéressantes que les
moments. On n'entrera toutefois pas dans ces considérations.

. Kendall et Stuart (1963), p. 70-71.



Moments

non centrés

r .
M e Ky
2
| -
(40) ur o= K2 + Kl
r
My = K3 + 3 KZK
Moments centrés
Ky m
(41) K3 = u3
B _ 2
Ko =4y =31
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B.Z) Appliqué & fa nommale centrée (non néduite)

Soit

(42)

Y ~ N(O, o%)

Alors, bien que ce soit inutile de 1'écrire, on a :
q

(43)

-1
fY(y) =3

1

N

2

exp {:27}

20
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Par (33) et (39)

22

(44) m () = e{O;; }
2 2
e A
et donc 1In mY(t) = g° . 5 = K2 5

Ces auteurs obtiennent donc que pour la normale :
K. =
2 g

K =20 r=>3
r

(45)

Par (41), on obtient aussi :

u K
M3 Ky
(46) Y1 * T3 o 372
Hy 2
u K
(47) Yy =2 -3:=—2
27 2 =2
2 2

Afin de démontrer 1a normalité asymptotique de ICO, Cliff et Ord
(1981) exploitent les expressions (46) et (47). En effet, on sait que 1la

normale est telle que Kr = 0 pour r > 3.

1.6.3.2) Nowmatite asymptotique de I

Grace aux résultats établis a la section 1.6.1.1), on sait que :

E'T 0P _E(y'ey)P

p=1,2,...
E(x' M x)P E(y'Dy)p

co. P _
(48) E(1) =

ol, d'aprds la notation &tablie aux équations (24) et (25), O est la matrice
diagonale des racines caractéristiques de T =M WM et D celle de M. Dpe plus,

~ = H'y ~
x ~ N(O, IN) ety = H'x ~ N(O, IN).
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Rappelons finalement que H est la matrice orthogonale qui diagonalise

simultanément T et M. Donc H'H = HH'= IN.
On sait que :

(49) D = ’

ot O représente une matrice d'éléments zéro avec ordre approprié. On 1'a
déja dit, pour unme matrice W (NXN) symétrique quelconque, la matrice dia-
gonale © aura au plus N-1 &léments Vs non nuls!., A cause de (49), on a :
o 0 o

(50) 0 = ‘v .

Comme vu en (17.1), (49) et (50) permettent d'écrire :

N-1
Yy yi
(51) IEO - 221 ,
Nil g
i=3 *
et
N-1
p
EC ) v, yi)
Cco i=p 1
(52) () = —=2 : p=1,2,...

p
EC ) yi)
i=1

. Voir Durbin et Watson (1950), p. 412-413. Pour une matrice M de rang

(¥k), on aura au maximum (N-k) &léments Ui non nuls,
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N-1
Pour simplifier 1la notation, écrivons u' = Z Ui yi et

N-1 2 i=1
vl = z vy

A cause de 1la décomposition (48) ou (52), on peut étudier la loi de
distribution de IEO, en évaluant indépendamment les moments de distribution

de u' et v' !,

Numérateun

Pour obtenir les moments de distribution de u', il s'agit de noter

que u' est formé par une somme de variables aldatoires indépendantes
2

vy - yf ol v, < Xi. D'apres Durbin et Watson (1950), le s i2me cumulant de u'

est alors la somme des (N-1) cumulants d'ordre s de vi yi, ot i=1,...,N-1.

Ainsi, comme? :

2 s-1 . ..S
= - . U, s
G Ky )y =257 (s 1]

on a :

N-1 s
Lovy

1y - »5-1 '
(53.1) Ks(u Y =2 (s-1) ! L i

i
et donc, en particulier, grice a (40) et (41)
N-1 2

N-1
(53.2) uj(a") =K (u") = 121 Vi et my(u') =K, (u') =2 igl v; -

Les prochains résultats sont fortement inspirés de Durbin et Watson
(1950), p. 419-420.

Voir Durbin et Watson (1950), p. 419.
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Dénominateun

Les moments non centrés du dénominateur v' sont simplement ceux

d'une XZ avec N-1 degrés de liberté :

E(v') = (N-1)

E(v')? = (9-1) (v+1)

E(v')™ = (N-1) (N+1) (N+3)

EGDY = (1) (1) (we3) (N+5)  , ete.

Comme en B.1), on a 8tabli les Propriétés des cumulants d'une

normale centrée non réduite, on aimerait ici obtenir les moments de la

variable aléatoire centrée r = Igo - E(I:O). Par (53) et (54)

N-1
Lov,
co, _ co, _di=1 * _
E(IX ) = Kl(Ix ) = Nol = v,
N-1 -
) (ui - V) Yy
\ - (0 _ . _co _ i=] _ou
d'ot r = Ix E(Ix ) = Nil 5 = T
y
i=p 1
N-1 2
ol évidemment o = -y
n pose u Z (vi V) yi
i=1
D'aprés (53) et (53.1),
s-1 -1 -
(55) Re(w) =277 (s-1) ! § (u -7y
] is1 i

D'apras (40), (41), (52), (54) et (55), on obtient directement:
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N-1
@) =w a1y L :
(N-1) 41=1 1%
2 ) (u,-0)
(56) Ky (r) = p(r) = —131 ,
(N-1) (N+1)
N-1
8 7 (-0
Ro(r) = po(r) = 251 *
3(r) = u3 r) =

(N-1) (N+1) (N+3)

Par (41), K4(r) = ua(r) -3 ug(r), et comme E(r)P = E(u)p/E(v')p

Nil -4 Nil - 2]2
2 48 (vi-v)" +12°¢[ (v, -v)
W) = b KW T3m@ g e B
4 U4(V') (Nz—l) (N+3) (N+5) (Nz—l) (N+3) (N+5)
d'ou :
N-1 -4 N-1 _ 5.2 N-1 _ 5.2
48 ) (v, -Y) 120 -0 1217 (. -5?]
. di=1 1 i=1 i=1 !
Ky () = — 3 - 2 2
(N"-1) (N+3) (N+5) (N"-1) (N+3) (N+5) (N-1)
On obtient finalement!
N-1 _ N-1 _ 2
48 ] (-0’ 9% +2) [ ] @ -0%
i=1 i=1

(56.1) K, (r) = -
4 (N°-1) (N+3) (N+5) O-1)% (N+3) (wes)

N-1

2
o120 o -my217 g L —
T (-1 (#3) (95) | (2
N-1
127 (Ui__a)zj o SENCONGSY
e -2 (3) Qes)
N-1 2. 2 2
=120 (-2 " ;1 — N - 8N - 15,
151 (-1)2 (N+3) (N+5)
N-1 _ 2.2
=120 ] (u-9%1"" (- 8) [—02) ]

is1 (-1)? (9+3) (w+5)
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Grdce au théoréme 1 et 3 l'interrelation entre les moments et les

cumulants, par (45), (46) et 47, r = Igo - E(Iio) aura une distribution

asymptotique normale si, sous 1'hypothése que Kz(r) converge vers une

quantité finie!

K.(r)
57
[k, (r) 1172

est o(l)2 pour j =3,4,...

Implication
N-1
Soit z = z
i=1
26/2 z (Ui_6)3
K3(r) = =
(N"~1) ¢N+3)
(58)
3/2
3/2 232 15 w523
_ i
K (r) = s
2 ) , 172
(N"-1) (N“-1)
d'ou
) 1/2
K,(r) 26/2 y (ui-u)3 - (N%-1)
372 © 372 ’
Ky(D) 232 (3 W, -1 +3)
,3/2 (2-1)1/2 ) (ui—G)3
= . 3/2 -
(N+3) r}: (Ui—G)z]

1. Formellement on devrait parler de KNZ(r) ; fa <K2(r)-<®] et en (57) de

IS”(r)
K2 (0 1z

Pour simplifier 1a notation, on omet le N.

2. h est o(N) si lim (%) =0
N-rco

et O(N) si lim-% = constante = (
N0
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I1 suffit alors que1 :

) (ui—G)3
(59) s soit o(1)
- 2.3/2
Y (v, -7
De la méme fagon, il faudra que :
I, -0
(60) =77 soit o(1) ,
®) (v, = V7]

et de fagon générale :
~oyd
D, -0)
_p 32 7
il o, -5

(61) soit o(1) pour j =3

(voir Cliff et Ord (1981), p. 48).

1, Soit h(N)

i

3/2 -1 .32 N 1
27 AT =2 7 - 5
(N +3) (N+3) (N +3)

1

3
lim h(N) = 1im 2372 N veN+9 1 - 93/2

N0 Now N (N+3)2

3/2

1 =2
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On peut &crire cette expression en terme des N racines Ai de W.

Pour que Iﬁo soit asymptotiquement normal, il suffit que1 :

L3
A
©2) izl R ) soit ofl) .3
N, 372 , 172 ° 1z3
) ] tr (W)
i=1

. Soit A une matrice quelconque d'ordre (NxN).

N
(A.1) tr (A) = z Oi ol Gi est la iéme racine caract@ristique de A,
i=1

tr (Aj)=

61 Vi (voir Durbin et Watson (1950), p. 420) .
i

([N e B4

1

Comme la matrice symétrique ¥ de cette section est telle que i"Wi = N, on

obtient :
N-1 .
(A.2) Z Ui =tr (T) = tr WM = tr wn - -ﬁ iI'"Wi=0-1 = 1.
i=1
N-1 _ N
Comme ] v, = -1, alors lim v = lim =1=0 -
i=1 Nooo N0
N-1 — s -1 )
D'ol Etudier 2 (Ui-U) est asymptotiquement &quivalent 3 étudier Z Ui s
L i=1

car le terme Vv est, on vient de le voir, négligeable. Comme il est facile

de vérifier qu'asymptotiquement M = [ —l;ii'] + L, alors &tudier
4 N

-~

T = MWM est &quivalent a &tudier W.

Comme

b

N-1 s s
4.3y Y v, =t (T)
i=1
par la derniére constation, on a :

tr (TS) = tr (WS) =

th 12
>
0

i=1

C.Q.F.A.
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Pour Cliff et Ord (1981), cette condition est peu contraignante

et est généralement respect@e, Comme condition suffisante mais non nécessaire,

ils présentent :

AZ
max ————2——5— doit 8tre 0 (N—l/z)
i 2 tr (WD)

Remarque
1. Pour la modification de Z (IEO) dans de petits échantillons (n < 50),
consulter Cliff et Ord (1981), section 2.5 ou Cliff et Ord (1971).
1.6.4) Généralisation du test Igo pour un orndre g
Grace a (15), (21) et (22), on a :
©) 10 = Solgg) L2l z

car So(g) = 1" W(g) 1, avec

co, . . _ _1
(64) E(Ix (g) = -1 Ve ,
et
2
(65) E[(Igo(g)) 1= v 3 L2 er (W(g)AV(g) A + te? (W(g) AT .

5o(8) - (V-1)

La formule (63) permet de tracer le corrélogramme spatial.
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Exemple

ICO(g) A

.
.

Jusqu'a dernidrement, on testait la signification, dans le

corrélogramme, grice aux moments des distributions marginales évalués

par (64) et (65).
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Oden (1984) propose une mesure qui permet de tester la significa-
tion jointe du corrélogramme. Pour un nombre &levé G de retards, cette
statistique peut devenir longue 3 calculer. Pour plus d'informations,

consulter cette référence.

2) L'autocorrélation spatiale dans les résidus

2.1) Les résidus MCO

Soit le modéle suivant :

(66) y = X B+ ¢ e ~NO, o’ 1) .

(Wx1) (NXK) (Kx1) (Nx1)

-

Ici, chaque Ei représente la réalisation dans la zone i du terme

d'erreur. On a absence d'autocorrélation spatiale lorsque

N

F(El, 82,...,€N) = I F(ei). Comme € ~N, cette condition est respectée
i=l

lorsque E(ee') = 02 I. Comme extension de la section précédente, Cliff

et Ord proposent de tester 1'autocorrélation spatiale, dans les résidus,

co e'We ~ -

avec la mesure suivante : I€ =-§L . < - Toutefois, €i est en réalité
o

non observable. Alors plusieurs suggérent de remplacer ¢ par le wvecteur

d'erreur e (erreur du MCO). On le rappelle -

- -1
e =y-XB =y-x@X'®V X' y=Muy=M

car MX = 0, ol M =[IN-X(X'X)—1 X']
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e est : linéaire car e = My=Me

non biaisé car E(e) = ME(g) = o,

: a variance minimum car : pour tout vecteur w linéaire en y et
non biaisé E(w-€) = 0, V(w-c) excéde V(e-£) par une matrice
semi~définie positive.

(voir théor&me 5.1, Theil (1971)).

Soulignons de plus que méme si, sous HO’ E(eg') = 02 I,

2

E(ee') = E(Mee'M) = o° M, Donc, sous 1'hypoth&se de non autocorrélation des

erreurs ei’ les &lé&ments e, de e sont correlés. Le test d'autocorrélation

sSpatiale sur les résidus observés s'dcrit :

CO _ N e'We
(67) IMco - Sy e'e *

Pour les mé€mes raisons qu'd la section 1.6.1.1), le théoréme

Pitman-Koopmans s'applique. Les moments de distributions de Iﬁgo sont

€valués 3 1'appendice II, 3). Comme résultats finaux, on a! :

Oy N tr WM
(68) E(Tyco) S, (N-K)  °
o5 0% N L2 er (MM W) + el M) ]
(69) ETyco) T2 (NK) (NK+2) ‘
0
et
(70) vy - E(ICOZ) - e21%0
Mco’ T~ MCO MCO >

ou M =1[1 - X(X'X)—l xt1 .

- On peut vérifier que ces formules sont 8quivalentes a celles présentées
au chapitre 8 de Cliff et Ord (1981).
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Pour Iio, on avait comme expression &quivalente 3 (68),
—(N—l)—l, alors que maintenant 1'espérance mathématique dépend d'une fagon
complexe de X et donc de 1'&chantillon, ce qui rend la mesure (67) moins

attrayante.

Afin d'&viter 1'inconvénient causé par les covariances non nulles de
e sous HO’ des procédures LUSI, visant a donner aux résidus estimés une matrice

variance-covariance scalaire, ont &té& suggérées. Avant de les &tudier, parlons de

co
MCO®

spatiale consistera 3 comparer la valeur de 1la statistique standardisée

la normalité asymptotique de I De cette fagon, le test d'autocorrélation

a une N(0,1).

2.1.1)  Nommalirté asymptotique

(67) peut s'écrire :

CO _e'" MWME
(71) IMCO v we -

Comme Iggo €8t une mesure invariante par rapport i 1'échelle, alors,
Sans perte de généralité, on peut poser 02 =1, d'ou £ ~N(0,I) . L'expression
(71) est donc similaire 3 la formule (25) de 1la section 1.6.3), sauf que main-

tenant M = [I - X(X'X)-l X'] au lieu de [I -<% 11'].  Malgré cela,

1 LUS : 1linear unbiased with scalar covariance matrix.
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pour Cliff et Ord (1981), les mémes conclusions qu'en 1.6.3)

s'appliquent. Pour avoir la normalité, d'aprés 1'équation (62), il faut que

3
(72) —t—"'—w——j—ﬁ , soit o(l) 23,
[tr W]

laquelle condition est, d'aprés Cliff et Ord, généralement respectée.

2.2) Procédures alternatives

Lorsqu'on utilise e comme estimateur de €, la présence d'une matrice
variance-covariance non scalaire nous a amené des complications lors de 1'éva-
luation des moments. Pour contrevenir i cet inconvénient, on peut se tourner
vers la classe des estimateurs & de € qui possédent une matrice variance-

covariance scalaire (02 I). La classe LUS, regroupe ces divers estimateurs.

Lla classe LUS
Pour &tre LUS (linear unbiased with scalar covariance matrix), &
doit respecter :

- linéarité
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= mon_biais

(74) € = C(XB + &) = Ce,
d'ou E(&) = 0, lorsque

(75) cX=0 .

Alors (75) impose K combinaisons lin&aires sur €. Theil (1971), p. 203,
montre que si X est de rang complet, C est d'ordre (N-K) xN. Donc, par (73),

on ne pourra calculer que (N-K) &éléments éi de 8.

- matrice v.c. scalaire

Par (74), on a :

2) = g2 et - 2
(76) V(@) =0” cC' =0 I(N—K) >

(77) si I(N—K) = CC' .

De fagon générale, pour estimer é, il faut toujours délaisser K
observations de 1'&chantillon. Ces derniéres forment alors la base (Theil,

p. 203).

Parmi les membres de la classe LUS, il existe des estimateurs eB qui

minimisent E(é1 - El)' (él - el) (voir Theil, p. 212)!%, eB est dit résidu BLUS.

'. Pour 1la définiton de € et €l, voir la page suivante.
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Theil (1971) propose de trouver eB comme suit :

résidus BLUS

Partageons les observations de telle fagon que les K membres de 1la

base soient au début. Alors (66) devient :

;
Yo !-Xo € %o _ %0

(78) = :X B+ . = % BMCO + . s
4 1 1 1 1

ot Yo XO et e, appartiennent i la base. On peut toujours trouver un XO

tel que x(')l existe. Alors Theil (1971, théordme 5.4) &tablit que : (K¥K)
B -1 7 dj
- - '
(IN~KIx1) ([N-K]x1) ]

d'ou eB se trouve 3 partir des résidus MCO e, lesquels ont &té partagés.
- 2 -
dj est la valeur absolue de d?, oud dj est la racine caractéristique j
de XO (X'X)—l Xé, et qj le vecteur caractéristique correspondant, ol on a J

racines d, <1.

h]

Comme aspect positif, les moments de distributions du test d'au-
tocorrélation sont simplifiés! par contre (79) exige le choix arbitraire
de la base, et le calcul de racines caractéristiques, etc.... . Alors, pour
faciliter la procédure de calcul des résidus estimateurs de €, Phillips et
Harvey (1974), en abandonnant la propriété de meilleur estimateur (Best), pro-
posent une estimation récursive simple pour estimer & (membre de la classe LUS).
Appelons cet estimateur eR (RELUS). Pour les aspects techniques, consulter

Brandsma et Ketellaper (1979b) et Bartels et Hordijk (1977).

1. Voir €quations (80) & (82) suivantes.
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Avec des données spatiales, le choix de la base demeure un probléme.
Ces derniers auteurs proposent de délaisser les K zones les moins contiguls,
B < -
Comme e et eR respectent tous deux (73) a (77), le test d'autocorrélation

spatiale sur les résidus devient donc! :

e' W, &
co _ (N-k) €
(80) I3 5% 32 ,

iy . . - . .
=1 Wb 1 3 ou ici 1(N—K) x1 .

La normalité asymptotique découle de Iggo et les moments s'expriment

comme suit

(81) E(Ig) =0
2
co2_ _(nky | 2tr W)
(82) E(Ié ) - (N-K+2) S*z .
0

-

Donc, comparativement 3 (68) et (69), les résidus LUS redonnent la propriété

d'espérance mathématique constante 3 la mesure d'autocorrélation spatiale.

On a maintenant potentiellement, trois méthodes pour tester 1'autocor-
rélation spatiale dans les résidus. La premidre consiste a estimer € par e
(résidu du MCO) et appliquer les &quations (67) a (69) pour, par 1la suite,

comparer la statistique standardisée 3 une N(0,1). Avec les deux autres,

Pour la dérivation des moments, consulter 1'appendice 11, 3).
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appliquer selon le cas eB ou eR dans les formules (80) a (82) et comparer la
statistique standardisée 3 une N(0,1). Quelle approche est-il préférable

de prendre ? De fagon raisonnable, on suggére de choisir le test qui s'est
le mieux comporté& lors des expériences empiriques. Autrement dit, retenir

le test qui montre la plus forte puissance empiriquel.

Pour ce faire, présentons maintenant les résultats des études de Monté-

Carlo par Brandsma et Ketellaper (1979b) et Bartels et Hordijk (1977).

2.3) Expériences de Monté-Carlo

Avec la notation &tablie au chapitre I, un modéle autorégressif d'ordre

1 sur les résidus peut s'écrire? :

XB+e ,

H

(83) y

(84) € poWe +u , u ~N(0, 02 I ,

ou W est la matrice de contigufta.

Si on se limite 3 1'autocorrélation positive (p >0), le probléme se

formule aussi comme :

sous H0 : E(gse') = 02 I R

sous Hl : € =z=pWe +u . ou p >0,

. puissance d'un test s'écrit 1 - P (type II). C'est donc la probabilité
de rejeter Hy lorsque Hy est faux. Empiriquement, c'est de donner 1le pourcenta-
ge . de fois que Hy est rejeté, alors qu'on a généré des observations sous
1'hypothése Hj.

. Voir aussi le chapitre III.
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Brandsma et Ketellaper,en Plus de comparer la puissance des tests
. - B R
d'autocorrélation utilisant €, € et e, veulent analyser le comportement

du test du ratio des vraisemblances (Likelihood Ration Test).

2.3.1) Lle natio des vraisemblances

Sous HO’ la fonction de vraisemblance de (83) s'écrit

@ L o 0 = V26N ey 0L ey v -y
20

et sous Hl’ on obtient :

@0 L3, o' 0 = en ™20 bl exp - L (v -x8)' vy - 1))
20

o P=(I-opw ee V1 = pro

- 2 -
Sous 1'hypoth&se nulle -2 1n A ~ Xl; ol A se définit comme 1le
N>

ratio des vraisemblances :

nax L8, o2, 0) y <1
max (8, o2, p)

(87) A=

Afin d'évaluer la puissance de ces divers tests, ces deux groupes
d'auteurs &tudient les mémes €chantillons et géndrent des erreurs autocorrelées

€ selon (84)!,

- 2 - -
Suite aux deux &tudes s 11 semble que la procéddure la plus intéressante
consiste 3 tester 1'autocorrélation spatiale & partir des résidus MCO, en uti-
lisant les formules (68) et (69). De fagon générale, Brandsma et Ketellaper

classent comme second-best 1la procédure avec résidus BLUS.

1. Pour des détails sur leg simulations, consulter ces références.,

. Le nombre de régions de 1'&chantillon est 39, et le nombre de variables expli-
catives passe de 3 3 6.



CHAPITRE III

ESTIMATION DU SAR(1) RééIDUEL
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Au cours de ce chapitre, on &tudiera les méthodes déja suggérées qui

concernent l'estimation du modé&le SAR(1) suivant :

1) XB + ¢ ,

<
1]

(2) pWe+uw u~N(0, o2 I) y

m
"

ou, on le rappelle, W est 1a matrice (connue) de contigu¥té d'ordre 1,
Ys € et u sont des vecteurs aléatoires d'ordre (Nx1) et X une matrice fixe

(NXK) .

Note : Dans le traitement théorique du modale SAR(1) résiduel, on fait
1'hypoth&se d'absence d'hétéroscédasticité résiduelle. Pour le cas
hétéro-spatial, c'est-a-dire, le cas ol il se produit simultanément
des problémes d'hétéroscédasticité et d'autocorrélation, les résultats
€tablis aux sections 1) et 4) du chapitre X, permettent de proposer
la procédure en deux 8tapes convergente suivante. Dans un premier
temps, modéliser 1'hétéroscédasticita selon la procédure convergence
développée 3 la section 4.1) du chapitre X. En second lieu, appliquer
sur le mod&le homoscédastique transformé, 1la méthodologie SAR(1) du

présent chapitre.

De la méme fagon qu'avec des données de séries temporelles, afin d'es-
timer pet B, on peut suggérer 1'utilisation de 1a méthode en deux é&tapes de

Durbin (1960), 1'application de 1a procédure itérative de Cochrane-Orcutt ou bien
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blance. Selon les deux premiéres méthodes, on procéde 3 1'application des
moindres carrés ordinaires sur des réécritures des €quations (1) et (2)!.
Pour des données temporelles, ces méthodes produisent des estimateurs de

B et p qui sont convergents et asymptotiquement efficaces. 1Ils ont en effet
les mémes propriétés asymptotiques que les estimateurs du maximum de vrai-
semblance. Pour un rappel des concepts asymptotiques d'estimateurs, con~

sulter 1'appendice IITI.

Pour des données spatiales, on montrera que généralement, 3 1'équation
(2), 1'estimation de P par la méthode des moindres carrés ordinaires produit

un estimateur p non convergent.

Avant d'entrer dans les détails d'estimation, décrivons les schémas
de dépendance et les caractéristiques de certaines configurations spatiales
qui serviront 3 étayer les démonstrations de ce chapitre. Afin de respecter
1l'ordre dans lequel ils ont &té introduits au chapitre I, nous commencons par
le modéle bilatéral unidimensionnel "line transect'". Par la suite, nous
considérons le modile autorégressif quadrilataire d'ordre 1 et le moddle
Spatial en vague '"wave model. Comme on le sait, ces trois modéles sont
applicables 3 des configurations Spatiales rectangulaires. Pour terminer,
nous introduisons trois schémas de dépendance lesquels représentent des cas

extrémes dans la modélisation de configurations spatiales irréguliéres.

'. Voir Johnston (1984), chapitre 8.
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1) Quelques schémas de dépendance spatiale dans les résidus

1.1) Le modéle spatial bilatégal unidimensionnel: cas CD_

D'aprés ce modéle, les équations (1) et (2) s'écrivent :

(3) .= ) x B +e, , i=1,...,N

) e, =S (e, te ) tu, . u, ~ BB (0, o2

Nous divisons p par 2 pPour que le modéle soit stationnaire pour

!p, < 1. Le schéma de dépendance se retrouve a la figure 1.

FIGURE 1

[0 1 0 o0.......0

1 0 1 o0.......0

(5) C:g 1 9 10 s
[0 6 0 0. o]

c'est-a-dire, pour i # 1 oy N,

1 st i-1 = 3 ou i+l = j
(6) c,, =
1 0 ailleurs .
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Matriciellement, pour yf = 1/2 C, les équations (3) et (4) s'écrivent :

(7) y =XB +¢

pWe+u | u ~ BB (0, 02 IN) .

(8) £

Soit W formé grice a 1'équation (5), Ord (1975) obtient que
dN = det [A IN - W] définit un polynSme d'ordre N qui respecte la récurrence

suivante :

9 dy =20 dy , -d . .

Comme d'apr&s le théorame 1 du présent chapitrel! ~ ] < A <1,
1'équation (9) représente la relation de récurrence du polyndme de Chebyshev
du second type. Cette information permet de déterminer que les zéros de

_ _ 2
dN = det [ A IN W1 sont

(10) A{ = cos (ﬁ%&) . i=1,2,...,N.

1.2) Le modéle autorégressif guadrilataire_d'osdre 1 : QA(1): cas GD

e o e e . e i .

D'apr@s les résultats du chapitre 1, ce modgle Stationnaire pour

!D, < 1 devrait s'écrire :

k
(11) yr’s = kzl xr’s Bk + gr,s s r=1,...,P
- s =1,...,Q
(12) g =2 +E +E tE )+ . ~BB (0, 0%
r,s 4 ‘"r-1,s r+l,s r,s-1 r,s+l r,s ’ r,s ?
=1

1
< Al S max ) |w,

A S T |

- Voir Abramowitz et Stegun, 1972, section 22.16.
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A la figure 2, on présente le schéma des dépendances entre les

résidus Er s de ce modile.

]

FIGURE 2
of- < lof .
r «jo}-
]

Soit C la matrice C de 1' €quation (5) de dimension (PxP) et C

la m@me matrice C de dimension (QxQ), 1°' €quation (12) matriciellement s'écrit :
- B

(13) = g€ ErEC) + g ,

ou £ et Z sont des matrices de dimension (PxQ).

Lorsqu'on renumérote les zones de la région selon les lignes comme suit :
1 2 o)

QL 0*2 LoiiiiiiilL.. 20

2Q+1 L I 3Q
(P-1)Q+1 iivvviiiinnnn ., . PQ
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ceci revient 3 appliquer 3 1'équation (13) 1la transformation vecl. On

obtient :

(14) V%(D=%[mﬁ3%)+ﬂP®%va(D+vu(O

(PQx1)
Soit N = Pq, € = vec (&), u = vec (Z) et
(Nx1)
=1
(NV;'N) 4 [(Cl®IQ) + (IP®C2)]
r -
15) C2 IQ OQ OQ cene OQ
IO C2 IQ OQ ...... OQ
_1
=32 OQ IQ CZ IQ ...... OQ
OQ 0Q OQ OQ ...... C%J

en effectuant le méme type de transformation sur 1'équation (11), 1le QA(1)

s'écrit :

(16) i=1,2,...,N

Ou matriciellement :

XB + ¢

<
i

(17) u ~ BB (0, o2 1)

e=pWe+y

vec (ABC) = (A@®C') vec (B)
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L'&quation (15) permet i Ord (1975) d'établir que les racines Ar s de |y sont
_ 1 T ST _
(18) Ar,s =3 [cos (P+l) + cos (Q+l)] , r =1, .
s =1,...,0

Pour avoir Ai’ i=1,...,N, il suffit d'appliquer 1'opérateur

vec a la matrice A des racines Ar " On a donc :

(PxQ) ’

(19) A = veec (0)

(Nx1)
1.3) L.e._@eé‘sle_észQzégzséﬁ_ifjEesiél_se_ﬁsea_séé_@

Le schéma autorégressif des résidus de ce modéle s'écrit :

=L

(20) gr,s 2 (gr-l,s * Er,s-l) * cr,s ?
avec stationnarité lorsque lp] < 1. Grace a

[0 0 0..... .. 0] [0 1 0 ....... 0]

1 0 0....... 0 0 0 1 ....... 0
C1 = et C, =

P Oeeveiicop 2 o0 0 ...,
(exp)  [° : @ [290 2
1
0 0 o 1 0] 00 0 ....... 0

matriciellement :

(21) E =2 erec)s o ,
(pxq) 2 1 2 (pxq)

.
-
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FIGURE 3
- 0 -
+lo
r
s

Si on vectorise (21) de 1a méme fagon qu'en 1.2), on obtient :
_ b '
(22) € =7 [(C1®IQ) + (IP®C2)]e+u .

Le modéle autorégressif en vague s'écrit donc matriciellement sous

la forme :

(23)
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avec
s 0 0 0
C;  Oq O -eve 0
Ty G Og eeenn. 0,
(24) W= oqo, e e e :
() T
; o %
OQ..........IQ CZ

Ainsi, pour ce modéle, W est une matrice triangulaire par le
bas dont 1la diagonale principale ne contient que des termes nuls. Les

racines caractéristiques Ai’ i =1,...,N de ¥ sont donc ici toutes nulles.

1.4) Configuration Spatiale en étoile: cas ng

A la région de 1la figure 4, nous remarquons que la zone 1 est
dominante en ce sens que toutes les zones sont contigufls 3 cette zone sans

1'8tre entre elles.
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La matrice de contigu¥té pour un tel phénoméne réalisé sur N

zones s'écrit :

[0 1 1....... 1
1 0 0....... 0
(25) W = 1 0 0 .
(NxN) O :
1 0 0 ¢evunn. 0 J

Evidemment, comme cette formulation concerne une configuration
spatiale irréguliére (non rectangulaire), nous pouvons directement exprimer

ce modéle sous la forme des €quations (1) et (2).

Comme racines caractéristiques de V¥, on obtient

A, =0 i=1,2,...,82,
@6 Ay == oD
Ay = 4D
Preuve
A1 1...1 A1 1... 1 - |11 ... g
1-1 0 0 1-x 0... 0 1 - 0 o 0
=11 0 “X... 0] T o A= of~lo o A 0 0
L : : 0 A ... 0
10 0...-3 0O X 0 - 0 0 0 0 -2
0 =282 12 7 - (-2 A= J@-1) 0+ D)

C.Q.F.D.
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1.5) Contigufté spatiale totale: cas Ga

Ici on considére le cas extréme (non réaliste) que toutes les régions

H

sont contigu¥ls avec i3 k VYizj. On a donc :

ro K kK .ueovn k]

k 0 k...... k

o

27) W

* o000

Oevesne

A oeeessx
B e e e
B reae e

-

Les racines caractéristiques de W sont

Al = k (N-1)
(28)
Ai = -k i=2,...,N .
Preuve
-A k cee k
0 = .

!
>
Roecenem x

R

R eeeee

En enlevant la premigre ligne de toutes les autres et en additionnant

a la premiére colonne toutes les autres, on obtient :
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-\ K kK ... A+(N-Dk kK ... &k

KA =(k*A) 0 ... o 0 = (k+h) o ... o
0 = =

KA 0 —(kth) ... o 0 0  -&+\) ... o

kA 0 0 ~(kth) 0 0 0 .. ~(lin)
d'ou
(29) 0= ) D i1y ey

C.Q.F.D.

1.6) Contigufté spatiale standard: cas ®

——— s e e e e s vt v o e e e s i e s e o e P

Comme sixiéme configuration spatiale, on inclut ici le modéle spatial
avec configuration irrégulidre dont le schéma de dépendance est standard,
c'est-i~-dire le cas ol aucune région ne semble dominer dans la structure
de contigu¥fté et od chaque zone est contigu¥ avec un nombre limité de zones
avoisinantes. Plus deux zones sont €loignées et moins 1la contigufté entre
ces deux zones doit &tre forte. Comme exemple, se reporter 3 la figure 7

du chapitre I. Les racines caractéristiques de la matrice W, laquelle dépend

de la région étudiée, sont calculées par ordinateur.

On aimerait maintenant traiter des méthodes qui visent 1'estimation

des paramdtres B et P aux équations (1) et (2).
(Kx1)
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2) Estimation de £ par la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO)

Comme déja mentionné, les méthodes en 2 €tapes de Durbin ou de
Cochrane-Orecutt proposent pour l'estimation de B et p des estimations

MCO sur des réécritures des €quations (1) et (2).
Soit 1'€quation (2) :

(30) E=pWe+u |, E(w) = 0
E(au') = 02 I .

e' (I-pk)' (I-oWe par rapport 3 p produit

La minimisation de u'u

e

1l'estimateur p suivant

A~ _e'"We | e'wa
(31) CEETWWeE TPt o s -

Comme 5 est fonction d'un rapport de formes quadratiques produites
d partir du vecteur aléatoire €, les propriétés d'échantillon fini de p

sont difficiles 3 évaluer. Nous &tudierons done les propriétés asymptotiques

de 5 1,2.
Comme
N N
(32) plim o = p + 12 e' WWe o
N0 g_}im ‘—'—N———

1. Ainsi qu'observé par W.D. Fisher (1971), 1e concept d'asymptoticitéestplus
justifiable en temporel qu'en spatial. En effet, 11 est difficile de se
convaincre qu'une méme région croitra en taille, et que de plus, 1'ajout des

concepts de grands échantillons nous poussent i nous reléguer malgré la der-
niére remarque, 3 1'&tude des propriétés asymptotiques des estimateurs.

Pour un rappel des propriétés d'estimateurs, consulter 1'appendice ITI.
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en posant comme hypothase

' W We

(33) glim — g — =K <w |
=300

si

(34) plim &M u _ ,
N-<o N

P est un estimateur convergent de p,

I1 est difficile d'&valuer de fagon générale 1'expression (34) car elle
dépend de la matrice W laquelle est différente d'une etude 3 1'autre. Signalons
que cette expression est la contrepartie spatiale de la condition qui dit qu'en

temporel, pour y = p y t u , l'estimateur de P par la méthode des MCO
t t-1 t

y_l.l
est justifiable lorsque plim —E—é——E = 0, Terme a terme, 1'expression (34)
devient : g g g N
u, ( w £,) Zw u, €
121 145 4 1y 317
(35) plim = plim .
Nooo N Nooo N
R N
P est donc convergent lorsque le terme z wij Ej €St asymptotiquement
j=1
indépendant de u, ', Comme condition suffisante pour que (34) soit respectée,
il faut que :
"
(36) unE (&Y oo
N
et
1]
(37) Lim v (&8
Nooo

', Voir Johnston (1984), p. 361.
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Lorsque la somme des &léments sur la diagonale de la matrice des

covariances croisées E(We - y) qui, comme g = (I-pW)-l u s'écrit :

(38) EW (T-oW) ™ wu') = o2 W (T - ohy~L ,

est égal 3 zéro, (36) est égal 3 zéro. En effet, on a :

2

r
z wlj Ej [ul uy ... uN]
Cwa-gpt oL e
2 o)™ = 2

Remarque

Lorsque W est triangulaire "cas ®" (disons par 1le bas), (I-—p"‘l)—l

est aussi triangulaire (par le bas). Par exemple, pour N =3, on a pour (38)

[0 o o [1 o o] [ o 0 0
2 00 by 1oof =f w 0 0 :
P "2 Y [Pan Paa M [eythyva,  wy, 0]

Ainsi, pour cet exemple Spatial avec dépendance unilatérale (W trian-

gulaire), nous obtenons que :
(39) E[(j{wijej).uhho, Yh > i .

Tout comme pour le modzle AR(1) temporel Ei =p Ei—l + u; avec

E (Ei—l . uh) =0 Vh 2 i, 1'erreur u n'est pas correlé avec les observations

Présentes et passées de la variable explicative endogéne retardée.
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Comme premier résultat, on a donc que :

' g —an-l
E(S_%V_u) = 02 tr (E.LI_N_Q‘_’)____)

est égal i zéro lorsque W est triangulaire.

Si on rassemble 1les résultats précédents, pour un modéle spatial avec

dépendance multidirectionnellel, il est plus plausible de croire que :

1]
plim EL—glli =g < w
N0

0l g est un nombre fini différent de zéro. Par exemple, pour le cas Q, i1

n'est pas raisonnable de croire que u. o est indépendant de

]

+ + + .
gr-l,s €r+1,s €r,s-1 Er,s+l En effet, par exemple,

e . N
r-1,s T 4 (Er-Z,S ®r,s T frol,s-1 * €r-1,s+1’ r-1,s° Ainsi,
E(Ur’s . gr—l,s) = 0 ne fait pas de sens car Er-l,s = f(er,s), et on sait

que E(er s T U, S) # 0. Cette condition suffit 3 démontrer que dans le cas
H] b

)
de dépendance multidirectionnelle, plim'E—E?—E z 0.
N

Ainsi, avec (33) respecté, l'estimation de p @& 1'équation (2) par les
moindres carrés ordinaires sera généralement non convergente. Pour le cas CD
avec dépendance unilatérale "wave model"” comme dans ce cag 2

'W ~
plim E Ty =0, 1'estimation p des moindres carrés ordinaires est convergente.
N-oco

L. Voir les cas @ Q@ ® ® et @ de la section 1.

2 e e' Wu, . 1 - _
- Ici, on considére que lim VC——Si——) = lim —E‘V(e W u) = 0.
N0 N N
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3) Méthode itérative Cochrane-Orcutt modifiée (0rd (1975))

Dans les deux sections précédentes, on a é&tabli que généralement,
pour le modale

XB + € ,

~
"

oWe +u, u~N(O,GZIN),

m
it

1l'estimation de P par la méthode des moindres carrés produit un estimateur 5

non convergent. Afin d'obtenir une méthode d'estimation itérative de type
Cochrane-Orcutt qui produit des estimateurs B et p convergents, Ord (1975) propose
d'estimer p par une méthode du maximum de vraisemblance®. Comme € est inobser-
vable, il remplace ¢ par e le vecteur d'erreur MCO. Ceci est justifiable car

il est possible de montrer que pour X fixe, chaque Et converge en distribution

vers et, Vt. Comme algorithme, il propose :

1. d'estimer 1'équation (1) par les MCO et de calculer 1le vecteur e = (y-Xé);

2. d'estimer par la méthode dy maximum de vraisemblance § de & = oWe+u

(voir section 3.1);

3. d'appliquer les MCO sur (I-6W y=(1-5W XB + u, ce qui s'écrit aussi

zZ = XB + u, donc B = (i'i)—l X'z ;

4. de reformer & = y-XB et de retourner a 2., jusqu'a convergence.

. D'ici la dernigre section de ce chapitre, nous allons considérer sans le
vérifier que 1'estimation par la méthode du maximum de vraisemblance produit
des estimateurs qui possédent les propriétés habituelles désirables. A 1la
Section finale, nous chercherons 3 voir si pour chacun des cas présentés 3
la section 1), ce résultat semble raisonnable.
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3.1) Estimation § du maximum de vraisemblancg

(2) peut s'écrire si on remplace € par e ol on a enlevé le ~ pour

simplifier la notation :

(40) (I-pWe

H
[~}

Pe = u .

D'aprés (2), 1a vraisemblance s'&crit alors? :

-N/2 1 pt
2 2
Lo, b = @rod  [p| exp (- PPey
20
dont le log naturel s'crit :
' ]
(41) Lo, 0 = -Jlnor - N1 o2, gy oy e PRPe
) 2 2 202

| ]
52 =-S——Eﬁ24§ . En substituant 52 dans (41), 1la fonction concentrée s'écrit :
(42) L*(p) = - .21 [1n (2m) + 1] - g In 32 + in |P| ,

Ceé que certains &crivent souvent comme :

(43) L*(0) = cst- 3 1 157 . [P|"2/N

On établit ici une convention., Le déterminant d'une matrice A sera
noté det A. La valeur absolue du déterminant de la matrice A sera
noté |[A|l. Pour un scalaire Y, |v| représentera 1a valeur absolue de v.
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Alors p est la valeur de P qui maximise L*(p). Toutefois, 3 chaque
itération, il faut évaluer le déterminant de 1a matrice P. En se servant du

fait que W est fixé 3 priori, Ord (1975) utilise 1'astuce suivante :

N
Pour toute matrice W carrée quelconque, comme det [AI - Wl= T (A-—Ai) L
i=1
on a alors, pour P :
N
(44) det P =det [I~- pWl=1] (1-p 1) ,
i=1 1

ol Ai est la iéme racine caractéristique de W .
(NxN)

Maximiser (43) est donc €quivalent 3 minimiser, par rapport 3 o,

2 N -2/N .
6" - LI J(1-p Xi)]] » OU encore °:
i=1
2 2 ¥
(45) L*(p) = 1n & -5 2 In]-p Wl
i=1
ol
. 1 L
(45.1) 5 -e PPe

N

', Voir Dhrymes (1978), p. 468, ce qui se vérifie facilement pour V¥ symétrique.
Comme on a toujours, C' W C = A ou CC' = I =C'C. Comme
det [XI - W] = det C' * det TAI - W] det C = det [AI - A]

= I (X - Ki).
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Lorsque W est symétrique, il existe toujours une matrice orthogonale

C telle que C' W C = A. Pour ce cas précis de symétrie, Bodson et Peeters

(1975) proposent la simplification suivante sur (45.1). Avec la transformation

orthogonale e = Cz, (45.1) s'crit :

52 -2C" [1-p CAC'] CC'[I-pCAC']Cy
N b

et done : N 2

I 22 a-p »
2 _z' [I-p A1 [T-p Al 2 i=1

(45.2) g- = v = N .

De cette fagon, lorsque W est symétrique, maximiser (43) est &quiva-

lent 3 minimiser :

2 2

z; (1-p Ai)
N

N -2/N

(46) Loy = |1 a-pap|
i=1 i

2

it 0>

1

Pour une étude qui comporte un grand nombre de régions, cette simpli-
fication dans 1'&valuation de la fonction de vraisemblance peut s'avérer,

a plusieurs points de vue, désirable.

A la prochaine section, on présentera 1'algorithme du maximum de vrai-
semblance de Hepple (1976) lequel considére 1'estimation jointe du vecteur
[B', o, 02]'. On peut vérifier analytiquement 1'équivalence de cet algorithme

avec celui de Ord (1975).
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4) Méthode du maximum de vraisemblance (Hepple (1976))

Comme le Jacobien de transformation J (e »y) =1, le moddle SAR(1)
formé par les &quations (1) et (2), produit la fonction de vraisemblance

suivante

-N/2 Cart e e
(47) Le, 0 =r-od  |p| - exp {- FXB' P > (y-18),

20

ou P =[I-p W] et E(gee') = 02 V = 02 P—l p~ls car Pe = u, ot u ~ N(O, 02 IN) .

Apr&s avoir concentré sur 8 = x' V-l X)—l x' vl y et

2. G-xB' V! y-x B
- N

» le probléme est équivalent 3 minimiser Seulement

par rapport a p la fonction suivante :

N -2/N ~ 1 -
(48) £**(p) « I (1-p Ai) . (y - XB) \Ié (y - XB) ,
i=1

dont le log naturel, similairement 3 (45), s'écrit :

2

(49) L**(p) = In 5% -

Ziro

1In |(1-p Ai)l

"t~

i=1

2 . -x' V! -xp)
N

ol §

L'expression (48) fait ressortir tout comme dans l'estimation en série

chronologique, la différence entre 1l'estimation du maximum de vraisemblance et

-~ _1 ~
—-— ' -
celle qui minimise la forme xz, 52 = (y = XB) ; (y - X8) 1,

'. Voir Judge (1980), chapitre 5 ou Hepple (1976).
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En effet, les méthodes Cochrane-Orcutt itérative et deux étapes,
la méthode deux €tapes de Durbin ou celle des moindres carrés non linéaires
~ . < . ~2
sont des méthodes qui visent 3 minimiser G-, Pour un AR(1) temporel, 1'esti-

mation du maximum de vraisemblance revient a3 minimiser :

_l/N >y -1 ~
A0y & (1-p2 . =xB VT o xh)
(500 LAy « (1o} -

-1/N
Comme lorsque ]p, n'est pas trop prés de 1, le terme (1-p9)

.

devientnégligeablelorsque Nooo @

-1/N

i
[

(50.1) lim (1-02)
N—m

’
toutes ces procédures sont asymptotiquement &quivalentes!,

L'équivalent spatial SAR(1) de 1'expression (50), comme vu 3 1'équation
(48), s'écrit :

N -2/N o 3
5(;*(0) « T (1-p Ai) . Ly - xB) ﬁ; (y - XB) ,

i=1

N
ou [ T (1-p Ai) = J(u~+€) que 1'on note J.
i=1

Pour Griffith (1980), la 1im J_Z/N = 1. Ceci le conduit 3 prétendre
N
que 1l'équivalence asymptotique des méthodesd'estimationsAR(l) temporelles,
€tablie 3 1'expression (50.1), doit aussi s'appliquer au modale spatial SAR(1l).

I1 existe plusieurs facons de critiquer ce point qui, on 1le verra, est faux.

En effet

. Voir Judge (1982), p. 446-449,
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~-1/N ,
contrairement 3 (1-02) > ol le nombre d'observations N n'est présent
-2/ _ (¥ i ~2/R
qu'a 1'exposant, ici J = /I (1-p Ai) = [Pf . Ainsi, dans

1'évaluation de 1la limite lorsque N+, i1 faut tenir compte du comporte-
ment de N nombres, lesquels sont élevés 3 1'exposant -2/N. Donc, dans

1'évaluation de l1a lim J-Z/N, cet auteur n'a pas raison de ne considérer
N-co
que l'exposant. De plus, lorsque N augmente, les racines Ai Se modifient;

1im J—Z/N ne peut pas étre égal 3 1. En effet, on a montré précédemment
N0 - ' ~1 -
qu'une méthode qui minimise y-xB) ; (v - X8) est dans le cas spatial

non convergente. Afin de produire une estimation de p convergente, il a

fallu ajouter le terme supplémentaire J(u-+g). C'est, en effet, ce qui
a caractérisé les algorithmes des sections 3.1) et 4). Comme déja mentionné,
jusqu'a la fin du chapitre, on considare que la méthode du maximum de vrai-

semblance produit dans le cas spatial, des estimateurs convergents;

comme réponse i Griffith (1980), ord (1981), par un petit exemple, montre

-2/N

qu'en général, lim J z1;

N0
pour une formulation géographique rectangulaire, le mod&le quadrilataire

isotrope autorégressif a une Structure de contigufté telle que
0 2
- 2
lim J72/N exp [ -% ( jj) 02y
N 1=1 -2/N
Ainsi, finalement, on conclut que la pénalité J €st un terme important

» €& qui est évidemment différent de 1.

'. Voir Haining (1978d), p. 497.
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qu'il ne faut pas négliger. De plus, afin de Produire une estimation
convergente de p, on suggére de minimiser 1'expression (48). En ce

qui nous concerne, en repartant de (47), on maximisera plutdt :

N. .2

(51) L**(p) « + 1n |P| - 7 In &%

ou §° =

2 _(y-xpr vt (y ~ XB)
N

I1 est évident que maximiser (51) est équivalent 3 minimiser (48).

5) Etude du comportement analytique de la fonction de vraisemblance du SAR(1)
Avant d'étudier le comportement de la fonction de vraisemblance,
L**(p) « + 1p IP] —‘g 1In 52, rappelons les implications mathématiques de

la stabilité Spatiale et établissons certains concepts sur les trois types de

matrices de contigu¥té qui nous intéressent.

(52)

Le schéma autorégressif

E=pWe+u ,

qui s'écrit

(53)

- posséde une représentation stable ep terme du vecteur u lorsque

(54)

(I-o) € =y

o

!”MAX (W] <1 .
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On a alors

(55) € = (I—;:M)—l u= ) pi Wt u .
i=0

1,

En terme des racines de ¥, 11 faut que

€1
IXMAX(W) |

Lorsque (56) est respecté, on définit 1'équation (53) comme un

(56) o]

processus spatial autoré&gressif d'ordre 1 stable.

5.1) Comportement analytique de L** POur une matrice de contiguité

. . s e e e v e e e e e o e e e e o e e o e e ————

e el et e e e e o e

Ici, la matrice W est une matrice de contigu¥té symétrique ou non,
laquelle n'a subi aucun type de normalisation. Onp le rappelle, les matrices
de contigu¥té ont toujours des zéros sur 1la diagonale, c'est-a-dire :

tr() = 0.

Selon Ord (1981), la matrice W sera toujours de signe indéterminé,
c'est-a-dire qu'on aura toujours des racines caractéristiques négatives et

positives. Si on les ordonne dans 1'ordre croissant, on a :

Al, D S |

. e Ay

s+1’

ot AS est la plus grande racine négative ({AS]SIAl]) et As+l la plus petite racine

positive.

!. En effet, det [ol -u IN] = 0 s'écrit aussi det [W~XI] =0 on PA = .
Pour que la suite matricielle [I + pW<+p2 W2 + ...] converge, il faut que

!“MAX(OH)! < 1. Donc il faut que [p AMAX] = [p[ . IXMAX, < 1,

C.Q.F.D.
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On peut donc écrire :

-1 _ -1 -1 -1 -1
<
(57) XS < As-l S ... < Kl <0 < AN < < o+l
N
ot comme tr (W) =0, § A =o,
i
i=1
L'expression (51) peut s'crire grice a (44)
n N2
(58) L*k(o) & ) In[(1=-p A -3 g,
i=1
ol
N N
(59) In [P =1n [ 7 |(1-p AP1T= ) mla-p Al
i=1 i=1
L'équation (57) définit pour la fonction de vraisemblance (58), au
maximum N points d'indétermination. En effet, pour chaque valeur p = XL-,
i
on a ln (0) = ~ =, 14 solution du maximum de vraisemblance doit donc se

situer sur un des segments déterminés par (57).

De plus, pour &tre une solution stable d'apreés (56), p doit se situer

sur un des deux Sous-segments suivants :

(60) . }‘* ‘_{ ) si ’ANI > r)‘l, ’
1 1 L
Mo My Ay
ou
(61) — I VS P
L -1 1
)‘1 Al AN
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Ainsi, contrairement 3 ce qu'implique 1'équation (5) de Ord (1981)

pour lklf =z IAN[, l'intervalle de stabilita spatiale (suite matricielle

convergente) sera toujours inférieur 3 celui défini par fL'< p < XL- .
1 N

Dans un premier temps, &tudions le comportement de la fonction 1n [P]

par rapport a p. On obtient grace aux dérivées premiéres et secondes :

N
3 Y 1n [(1- P A N A
©2) = - L oo
3p i=1 P
et
2 N A2
(63) iim_—‘_ Z —-___:_[._____< 0 .
302 i=1 (1-p . )

Quel que soit P, pourvu qu'il ne soit pas é€gal 3 un des iL-, on

2 i
=}
a toujours é__lﬂil;l < 0. Donc, 3 1'intérieur de chacun des segments formés

par les ii; gzpretrouve une courbe concave. Pour chaque point p = l/}\i Vi,
comme |P| = I [(1-p A, )[, alors |P| = 0, et alors 1n [P| = - =, on pourra se
convaincre di ie résultat, au chapitre consacré 3 1'estimation SAR(1) du
modéle qui nous intéresse. Si on se limite auy segment f&-< 0 < fi-, le
maximum de la forme concave se situe ay point p = 0 avec 1n |[P| = 0. En effet,

lorsque p =0, 1'expression (62) est nulle par le fait que, par définitionm,

z A = 0. Si on trace cette fonction, on obtient la figure 5 suivante :
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FIGURE 5

In [P|

l Y
l/Xl’ ;l/AN

Ce résultat est conforme 3 1l'observation 3) de 0Ord (1981) qui sou-

ligne que dans 1'intervalle fL-a fL-lorsque P passe de 0 3 XL-, la dérivée
1 N N

premiére (62) passe de fagon monotone de 0 3 + = et dans 1l'autre sens, elle

passe de 0 3 - = 1,

On connait maintenant le comportement de 1'un des deux termes formant
N “\42 - .
l'expression (58). Comme - §~1n O est une fonction qui généralement a un

comportement assez lisse, 1n IPI dominera et donnera 3 1la fonction

- Comme généralement pour une configuration irrégulidre IXS! 2 ,As+1l’

’As-ll =[AS+2] ceen fll] = !ANI, cette fonction n'a pas 3 &tre

symétrique nar rapoort a 1l'origine 0.
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de vraisemblance un comportement erratique. La trés forte valeur négative

de 1n |P| 3 p = L Vi et la concavité stricte de cette fonction pour chacun
X p

i
des segments donnera i la fonction de vraisemblance une allure similaire.
Par exemple, pour une matrice booléenne (0, 1) symétrique d'ordre
26%26 qui représente la contigu¥té physique dans le modéle que 1l'on va estimer

au chapitre V, on trace a la figure 6 la fonction de vraisemblance correspondante

pour -2 < p < 2,

Pour la matrice booldenne (0, 1) 26x26, en plus des 16 racines négatives,

on a les 10 racines positives suivantes. Dans 1'ordre décroissant, elles sont :

A = 5,130909 A= 1,724691
A = 4,061591 A = 1,302968
A = 3,546919 A = 0,906918
A= 2,672019 A = 0,700976
A = 2,238742 A = 0,423877

ce qui veut dire que dans 1'intervalle 0, a 6_%56 = 2,381, on a les 10 points

d'indétermination suivants :

p = 0,194897 p = 0,579814
p = 0,246209 p = 0,767479
p = 0,281935 p = 1,102643
p = 0,374249 p = 1,426588
0 = 0,446679 p = 2,359175

On remarque, 3 la figure 6, les portions de formes concaves Imposées
par ln [Pf. Pour un tragage 3 intervalle plus petit Ap, les zones d'indétermi-
nation seraient plus accentuédes. Cette fonction de vraisemblance est issue
de la somme des fonctions ln [P| et --g In 52 qui en se limitant 30 < < ]

sont tracées aux figures 7 et 8 suivantes.
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FIGURE 6
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FIGURE 7
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Ici, on veut &tudier quel sera 1'impact sur la fonction (51) d'imposer

d la matrice de contigu¥té la forme normalisée :

w
(64) m,, = —a1

ou m, = 0 Vi, tel que Z mij =1Vi. On le rappelle, ce genre de normalisation
]

produit une matrice non symétrique. A la section 5.2.1), on montrera que

AMAX(M) =+ 1. Ceci implique donc, d'aprés 1'équation (56) qu'une solution stable

devra se situer sur le segment ~1 < p < +1, ce qui est du point de vue inter-

prétation économique, tras intéressant.

5.2.1) Racine caractenistique dominante de La matrice de contigults M

Proposition 1 : X = + 1 est toujours une solution de 1'équation caractéristique

det [TM~-X1I]=0

Preuve

Comme Mi = i

(65) M-1Di =0 .

Ainsi le vecteur unitaire i représente le vecteur propre associé 3 la
(Nx1)
racine caractéristique )\ = 1, d'on :

(66) det (M -1I) =0 .

C.Q.F.D.
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On va maintenant démontrer que ) = + 1 est la valeur maximale que

peut prendre toute racine caractéristique de M.
Theondme 1
Si A est une racine caractéristique de la matrice A, alors :

(67) A] < mixJZ a4

Preuve

~2

A-2x1Dx=0 s'éerit A x5, 1=1,2,...,N.

o1 1T

D= Ty s T e ) 1 lagg | max pxy|

d'ou :

v Al max [x. | <7V |a, |
i l, i i § ij

* max ]xj[

d'ou [A] < § ’aijl
C.Q.F.D.

Cornollaine 1

La racine caractéristique dominante de 1a matrice M respecte |A| <

De plus, A =+1 est toujours une solution de 1'équation caractéristique

det [M - A 1] = 0.
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Preuve
Par la proposition 1 et par le théoréme 1 car mij >0 et
X m,, =1,
i
j b

5.2.2) Compontement de fa fonction L** dans La hégion stable

Ici, on applique 1les Principes développés i 1a section 5.1). Soit
Xi la racine caractéristique i de M, d'apres le résultat de la section 5.2.1),

1'é&quation (57) s'écrit :

(68) Tl“sxl S"'SAA<O<1SA1 5"‘5)\1 .
s s-1 1 N-1 s+l
Comme M+ I, [cas ou A =-1] n'est généralement Pas une matrice singuli?re,

on aura toujours fll, < 1l. La solution Stationnaire - 1 < p < 1 ge situera

donc sur le sous-segment :

] Ir

-1 0 1

(69)

|

L
Al
Le paragraphe qui suit 1'équation (63) sur le comportement de 1ln ]P]

implique donc qu'on aura comme présenté i la figure 9 :
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FIGURE 9

1n |P]

1/, | -1 1

L'étude du comportement de 1a fonction 1n |P| pour le cas précis
de la matrice M peut se faire d'une fagon différente de celle présentée 3

la section 5.1).

En effet, comme mij 2 0 Yij et z mij =1, pour 0 < p < 1,
P =TI - pM] est une matrice qui posséde un inverse dont tous les Eléments

sont positifs!, Ainsi, comme :

3 1n |P _ -1l 9P, _ n-1
(70) 30 = tr (! 55) = - tr (! M,
alors d In |P < 0.

a0

RN DR R TP S v B )
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_l e

En effet, comme P est une matrice dont tous les éléments sont
positifs et M une matrice avec &léments non négatifs, 1'&quation (70) est

vérifiée pour toute valeur de p entre 0 et 1. Comme la dérivée seconde

implique que :

2
APl el < Yoero,
30

les &quations (70) et (71) confirment 1'allure de la courbe dans le quadrant

IV de 1a figure 9. Pour 1'étude de la fonction dans le quadrant ITI, consulter

Hordijk et Paelinck (1976).

S5i on se limite 3 1la région stable ~ ] < 0 <1, dd au comporte-—
ment généralement lisse de la fonction —-g In 52, 1'application de 1la forme

concave 1n ]P, se refléte grandement sur la fonction de vraisemblance.

Par exemple, lorsqu'on normalise 1a matrice booléenne (0, 1) dont on
vient de parler, on obtient la figure 10 suivante. On constate ici trag bien
le point d'indétermination +1 de la fonction de vraisemblance, et la forte

concavité sur 1'intervalle [-1,5et + 17 .
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FIGURE 10
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5.3) Comportement analytique de L** pour une matrice de contigu¥fté W

On montrera dans un premier temps que la matrice W possidde les mémes
racines caractéristiques que la matrice M de 1la section 5.2). On le rappelle,
soit W une matrice symétrique, on a posé :

w

14
(72) w =
JyI V! ’
~o w . w
S KT
et
Yy
(73) m, = —2
ij Zw
ral §
j ]
Soit D une matrice diagonale avec élément d = L » on a donc :
ii Z wij
|
(74) M=W.D ,
et
(75) W=pD2ypl/2

Comme M = D™1/2 w Dl/z, les matrices M et ¥ sont similaires et possédent par

le fait méme les mémes racines caractéristiques!.

On peut ainsi conclure que la racine dominante de M sera aussi +1.
De plus, 1'8tude du comportement de la fonction 1n IP! de la section 5.2.2)

s'applique directement ici.

. vVoir Balestra (1972), p. 140.
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Entre les deux approches, la différence essentielle réside dans le
fait que [I~ pM] *[I-oW]. La fonction de Vraisemblance aura donc un comporte-
ment différent de celui impliqué par la matrice M. Pour se convaincre, en
appliquant la normalisation t&j d notre matrice booléenne (0, 1) symétrique,
on obtient la figure 11. On peut alors remarquer le comportement quelque peu

différent de celui de 1la figure 10. Comme attendu, les points d'indétermination

sur les deux figures sont les mémes.

FIGURE 11

LIK-FUNCTION
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On remarque, grice aux figures 6 et 11, la présence d'une solution

non stable supérieure 3 1a solution sur le domaine l)‘l } <p < 1

Toutefois, a 1a figure 10, ce phénoméne ne se produit pas,

On se demande alors si c'est le fait d'imposer 1a symétrie qui crée cette
solution maximale en dehors de la région stable, ou bien est-ce imputable

uniquement au mod2le qui nous intéresse ?

I1 serait alors tres intéressant de vérifier ce phénoméne dans le cas

d'autres modéles. Pour 1'instant, on ne peut pas s'expliquer pourquoi.,

A la prochaine section, on donnera un bref compte-rendy critique

sur les expériences empiriques qui utilisent une formulation SAR(1) résiduelle.

6) Quelques résultats empiriques concernant 1l'estimation du SAR(1) résiduel

Le SAR(1) résiduel s'écrit :
(76) y=XB8+e ,
2
an e=pWe +y . u~N (0, c° 1) .

Jusqu'a maintenant, les €léments qui forment la matrice de contigu¥ts
spatiale ont toujours &té considérés fixes, c'est-3-dire qu'on postule généralement
pour les wij’ une forme bool&enne (0, 1) ou une forme fonctionnelle dont les
paramétres sont fixés 3 priori. Afin de garantir 1a Stabilité spatiale sur le
domaine ]p’ < 1, les auteurs utilisent fréquemment la matrice de contigu¥fté
normalisée non symétrique M. Comme 1l'estimation MCO de P, & 1'&quation (77),
Produit un estimateur 5 non convergent, la majorité des expériences empiriques

visent 1la minimisation de
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N -2/N ~ . o~1 ~
(78) SC**(D) = {1 [(1-p A) 1) . Ly -Xx8) I\"I (y - XB) )
i=1

ou du logarithme naturel de BC**(Q) :

2

In |(1-p A Y| + 1In 52 >
1 i

(79 L) « - 2

i~

i

-~ ' _l -~
ou o? = L= VT o)

Comme technique de minimisation, 1la plupart procédent 3 une procédure
de balayage sur 1la fonction (79)!, A 1a section 6.1), on présentera des
procédures que 1'on a classifiées comme non convergentes, car elles visent la
minimisation de 52. En 6.2), on s'attardera aux résultats empiriques de

méthodes qui maximisent 1a vraisemblance de 1'échantillon.

6.1) Méthodes d'estimation inspirées de la série chronologique

- —.._—____-——___—_—-__————__ -y

Hordijk (1974) propose d'appliquer 1la méthode itérative de Cochrane-
Orcutt et la méthode en 2 €tapes de Durbin (1960) sur 1le processus spatial

résiduel d'ordre k suivant :

(80) € = pl C(1) ¢ + 02 C(2) e + ... + Py Ck) € +u .

ol C(g) est la matrice de contigu¥té physique booléenne d'ordre g.
Comme (80) peut s'écrire :

(81) € = C* o} +u |,

(kx1)

ou C* = (1) ¢ C(2) el ... Ck) e] ; on a alors

'. A notre connaissance, seul Haining (1978b), dans une application du modsle
isotrope Q.A. du chapitre I, a utilisé une méthode d'estimation itérative
avec dérivées,
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-1
(82) p o =Tlcx" cx] &' ¢
(kx1)

L'estimation, dans les deux méthodes, étant basée sur des applications
Successives des MCO sur (76) et (81), entraine, comme on 1'a montré, des esti-

mateurs non convergents,

L'application de ce modale vise a &tudier 1'impact qu'a produit 1'in-
troduction, vers la fin des années 1950, de 1la télévision, sur le niveau d'assig-
tance dans les salles de cinéma. Cet auteur a comparé le changement entre 1957
et 1958 de ces variables pour 48 régions des Pays-Bas. Comme i1 1le souligne,
la méthode itérative n'a pas convergé méme aprés un nombre imposant d'itéra-
tions. Il a donc abandonné cette approche. Les résultats les plus concluants
et intéressants de 1a procédure en 2 étapes de Durbin ont &té produits par la

version avec schéma autorégressif résiduel d'ordre 1.

-

un modéle SAR(1) qui cherche 3 expliquer 1'augmentation entre 1962 et 1970

de 1'emploi industriel dans 40 deg régions des Pays-Bas. Pour des matrices de
contigu¥té W booléenne (0, 1) normalisée et non normalisée, il obtient

5 ® ~ 0,64. Les résultats de la section 5) précédente nous pousse fortement i
croire que si Hodijk avait tenu compte du facteur [H’(l-—p Ai)f] dans son
estimation, il aurait obtenu, pour une matrice W non normalisée, une valeur

0 passablement différente de celle obtenue avec une matrice W normalisée,
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Bodson et Peeters (1975), pour expliquer la demande de travail dans
les industries qui produisent des biens et services wvoués 3 l'exportation,
proposent, par une méthode des moindres carrés non linéaires, de minimiser

u'u de 1'équation 7).

e e e e - kLS

SAR(1) rggiduel1

Hepple (1976) applique le SAR(1) résiduel avec matrice de contigu¥té
booléenne normalisée M i un moddle qui cherche 3 évaluer les effets que produi-
sent, sur 1'achat d'automobiles aux Etats-Unis, les différences régionales
dans les taxes de vente et les charges de transport imputables 3 1'achat de
voitures neuves. A la lumiére des t de Student, l'estimation du modéle MCO

par Hanna (1966) a donné de bons résultats.

Hepple minimise (78) par la méthode itérative de Powell sans dérivées,

Les conclusions empiriques de 1'&tude montrent qu'aprés correction de

1'autocorrélation Spatiale, le mod&le postulé par Hanna (1966) perd de son

intéréte.

Hordijk et Paelinck (1976) proposent une méthode d'estimation du maxi-

mum de vraisemblance pour un moddle autorégressif spatial avec schéma :

(83) e =00 C) +0°C2) + ... 0¥ cCl)Te + u .

!, Pour une approche bayesienne, consulter Anselin (1982) et Hepple (1979).
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Pour k = 1, et P > 0, leur méthode Suggére d'appliquer une procédure
de balayage sur la région stable 0 < AMAX [C(l)] . Pour un probléme
d'explication des différences régionales dans le revenu de 40 régions des ;
Pays-Bas, leur méthode a produit des résultats intéressants. En effet, par
rapport a l'estimation MCO, deux coefficients ont changé de signe dans la

bonne direction.

Ord (1975) a appliqué la procédure Cochrane-Orcutt modifige de 1la

section 2)! au modéle qui nous intéressera aux chapitres V 3 VII. On pe

modéle par Cliff et Ord (1981), Burridge (1981), Blommestein (1983) et Bivand
(1984)., En effet, on aura Plus loin, 1'occasion de revenir sur les résultats

empiriques de ces auteurs.

On peut maintenant formuler une critique commune 3 toutes les approches
que 1l'on vient d' examiner. Dans la formulation du schéma autorégressif
spatial, on considare toujours connus les €léments de la matrice de contigu¥té,
De fagon générale, pour une matrice de contigu¥té W dont les éléments W,

s' ecrlvent .

1708y s si i et j sont contigulls
84 =
(34) wij

0 ’ sinon ,

ol on a P variables pertinentes et H paramédtres inconnus, toutes ces procédures

fixent 3 priori le vecteur § = (8 .. SHY, ol par la Suite, lorsque désiré,

Hx1 1

on applique une normalisation quelconque.

1. Pour une application de cette méthode dans le domaine de 1' agriculture,
consulter Haining (1978d).
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Afin de combler cette lacune, on proposera au prochain chapitre
une méthode d'estimation du maximum de vraisemblance pour les paramétres de
la forme (84) et 1les paramétres (B, 02 et p) des équations (76) et an.

Une application sera présentée aux chapitres V 3 VII.

7) Sur les propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisem—

blance pour un modile SAR(1) résiduel

L'étude des propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de
vraisemblance pour un modile avec régresseurs fixes dont les erreurs sont
i.1.d. peut se faire avec l'aide des récents travaux de Burguete, Gallant
et Souza (1982), Gallant et Holly (1980), Gourieroux, Monfort et Trognon
(1984) et White (1982). Concernant 1a convergence des estimateurs du maximum
de vraisemblance, lorsque lim‘ﬁ LN(') 3 L < ©  oll LN représente le logarithme

Noco
naturel de la fonction de vraisemblance, si [ posséde un maximum unique, leg

Domowitz (1983) &tendent ces résultats aux cas ol les observations y, sont
dépendantes entres elles. Leur &tude &tant spécifique au cas ol 1a dépendance
entre les y; ne se fait que par 1'arridre, [classe des modéles ARMA temporels],

les outils développés dans cet article sont inapplicables ici.

Ayant besoin de résultats, nous basons notre €tude sur 1l'article

de Magnus (1978). Ce dernier &tablit les conditions qui garantissent, pour

1. Comme Gallant et Holly le soulignent,l'approche que prennent ces différents
auteurs permet d'établir, pour 1'étude des propriétés des estimateurs, des
conditions qui sont relativement faciles 3 vérifier.
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les estimateurs du maximum de vraisemblance d'un modéle MCG avec matrice de
covariances des résidus estimée, 1la convergence, la normalité et 1'efficacitéa
asymptotique. Comme cet article concerne une formulation plus générale que
celle des articles déjd cités, ces dernidres conditions sont, dans la pratique,

plus difficiles & vérifier.

A la section 7.1), nous présentons les résultats principaux de
Magnus (1978). En 7.2), nous appliquons la méthodologie de cet auteur au

modéle SAR(1l) résiduel.

e e o . et e s et e B 22 e T . i i e o e S s e o e s 2oy

T o o s et e o it i v o e i o

Avant d'établir les conditions désirées, on doit &noncer un certain

nombre d'hypoth&ses. Nous avons le modéle de régression linéaire suivant :
(85) y = XB + ¢

avec

Hl : e ~N,

H2 E(€) =0 E(ee') = Qou 0 = $2(6) est une matrice définie positive
dont les &léments w(8) sont des fonctions du vecteur de paramétre
6 = (91, 62,...,6m)'. Les w(8) sont desg fonctions continues diffé-~
rentiables jusqu'au second ordre par rapport aux ei i=1,...,m,

Gi € 6,
H3 X est une matrice fixe de rang K.

H4 Il n'y a pas de paramédtres communs aux vecteurs B et 6.
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Comme la fonction de vraisemblance de 1'échantillon s'écrit :

. o1
e Leoly, 0 = eV V2 et ate

Magnus montre que sous H1 3 H4, la matrice d'information Y = - E[H]

(H représentant la Hessienne) est ;

r%' ot x 0

(87) Y =
1
0 2 wéj
ol
-1 -1
_ 0 a0 _

(88) (we)ij = tr (aei Q 55——-9) i, =1,...,m .

H5 : Pour s'assurer que we est non singuligre, on doit faire 1'hypothase

que les Bi i=1,...,m, sont identifiables.

Selon cette hypothése, i chaque vecteur 61 2 62, il correspond une

matrice Ql ® QZ.

Pour faire 1'Etude des propriétés asymptotiques des estimateurs du
maximum de vraisemblance, Magnus ajoute! :
H6 lim-l Y., est une fonction finie de Bet 8, YVBeBetVY 9 £6
o N 1]

(1,3 = 1,...,K+m).

. Lorsque les 8, sont identifiables, 1'hypoth&se cruciale est que Q(8) doit
4 i

8tre définie positive. Sous ces conditions, on peut vérifier que Y. est
nécessairement définie positive. Il en est de mdme pour Y. (Voir
Magnus (1978), p. 288). Les conditions H6 et H7 sont des conditions

suffisantes pour que plim (- hi ) = ¢

] ij

.
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H7 lim var (l-h ) converge vers zero
Moo N Tij

VBeBetoeo (1,5 = 1,...,K+m)
Théonme

Les estimateurs du maximum de vraisemblance Bet§ de B et 8 du
modele (85) sont, sous les hypoth&ses H1 3 H7, convergents, possadent
une loi limite normale et sont asymptotiquement efficaces

Preuve : Magnus (1978), p. 295,

7.2) Résultats de Magnus (1978) pour un modeéle SAR(1) résiduel

Selon notre notation pour le modeéle SAR(1) résiduel, nous avons :

XB + ¢ R

i

y
(89)
pWe +qu . u ~ N (0, 02 I) .

m
f

- Grace 3 1'équation (47), soit P =1 - oW, V() = 02 V = 02 P_1 P-l',

avec V.l = P'P,

2 -~ -
Comme V est fonction de P et comme G est un parametre a estimer, on

peut noter comme Magnus (1978) V(e) = Q(8) = 02 V(p), ou 8 = [02 ol'.

Vérifions maintenant ce qu'implique pour le SAR(1) résiduel, les hypo-

théses de la section 7.1).

H2 : D'aprés cette hypothése, vl P'P doit &tre une matrice définie

positive pour toute valeur de p appartenant 3 son domaine paramétrique.
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Reésultat 1

Lorsque le domaine paramétrique de p est -= < p £», 1'estimation du

maximum de vraisemblance de p est non convergente.
Preuve

Pour que la procédure du maximum de vraisemblance soit convergente, les

hypothéses Hl 3 H7 doivent &tre respectées.

Comme d'apres 1'dquation (44) det P = (l-pki) ol Ai est la iéme

i=1

n o=

racine caractéristique de W, et comme det V—l det P - det P, d&s que p peut

etre &gal 3 XL-, la matrice des variances et des covariances des résidus est
i
non définie positive ce qui viole 1'hypothese H2.

Une autre fagon d'obtenir ce résultat consiste & écrire :

-1

(90) Y P'P = (I-pH)" (I-pW)

I-2pW+ p2 W'W .

Comme W peut s'écrire :
(91) W=CAC
avec C'C =CC' = I, ona :
(92) Vii-crr-2p00 +02 Z1c .

Ainsi, dés que p = I/Ai, V-1 devient non définie positive.
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Ce résultat, allié 3 ceux &tablis au chapitre III pousse 3 conclure
qu'en absence de constrainte sur le domaine de p, 1'estimation du maximum de

vraisemblance pour les cas @), ® et ® sera non convergente.
Remarques

1) Comme dans les cas @, @ et @, on se limite 3 1la région stationnaire
-1 < p <1 de p, la violation de 1l'hypothése H2 pour ces moddles spatiaux
ne risque pas de se produire. En effet, on peut vérifier que pour ces

trois modéles, lorsque p passe de -1 3 +1, V demeure définie positive.

2) Dans la méme ligne d'id&e, comme lorsqu'on applique 3 la matrice W la
normalisation M ou w, on a nécessairement (68) et comme AMIN est nécessaire-
ment 2 -1, le domaine stable -1 < P <1 est tel que toute valeur de p sur

ce domaine donne une matrice V définie positive,

3) Comme dans le cas G) Ai =0 V¥i=1,...,N, 1'estimation du maximum de vrai-
semblance des paramétres de ce moddle est equivalente 3 une estimation
des moindres carrés non linéaires, car ]Jl est alors &gal & 1 dans la fonc-

tion de vraisemblance.

En considérant que pour le modile SAR(1) résiduel considéré, les hypo-
théses H3 3 H5 sont respectées, 11 reste i vérifier que sont respectédes les
hypothéses H6 et H7. Pour appliquer la méthodologie de Magnus (1978), i1
suffit d'appliquer les concepts d'espérance mathématique et de variance aux
€léments formés par les &quations (19) a (24) du chapitre IV. En consultant

ces équations, on s'apergoit rapidement de la difficulté de vérifier ces con-
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ditions dans la pratique. Malgré cela, il ressort tout de méme le faitc
que V(g) doit &tre une matrice définie positive. A cause de cela, nous

obtenons :
Résubtat 2

Lorsqu'on se limite aux versions SAR(1) résiduelles avec matrice de
contigu¥té normalisée M ou w, si la valeur vraie Py el-1, +1], la procédure

du maximum de vraisemblance risque d'&tre convergente.

Remarque.

-~

Comme souligné 3 la fin de la section 6), au chapitre IV, on présente
une procédure d'estimation du maximum de vraisemblance pour les paramétres du

modéle SAR(1) résiduel ol les €léments de :

2 Ve ,6.)

1
(93) Wij =g (Vi . Vij"" 1] 170y

3

sont des fonctions estimables. Les résultats des chapitres III et V 3 VII
poussent 3 croire que les conclusions précédentes demeurent valables pour 1'en-

semble des paramétres [R'6' p 02]'.
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CHAPITRE 1V

ESTIMATION D'UN PROCESSUS AR(2) RESIDUEL SPATTIAL AUTOREGRESSIF
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On veut estimer le mod&le suivant pour R régions! :

(L) y = X B + ¢ >
(Rx1) (RXK) (Kx1)  (Rx1)
(2) e =p B € top, C E + u ,
(Rx1) (RxR) (Rx1) (RXR) (Rx1) (Rx1)
2

o u ~ N(0, o IR), avec B = B(8), la matrice RXR de contigu¥té d'ordre 1 et
C = C(8), la matrice RXR de contigu¥té d'ordre 2, ou B et C ont des éléments
bij et cij fonctions d'un certain vecteur de paramétres (Hgl)’ c'est-a-dire

r -
g' = (61, 62,...,6H).

1) Fonction de vraisemblance

L'équation (2) peut s'écrire
(3) [IR -0 B - 0, Cle =u ,
(4) P(p;> pyy 8) € =0 .
Pour simplifier la notation, on dira
(5) Pe = u, et € =P T u.
Ainsi, le jacobien de transformation s'@crit :

(6) J (urg) = |P| )

1, On développe ici la solution d'un SAR(2) résiduel car, comme on pourra le
constater lors de chapitres ultérieurs, cette formulation est directement

compatible avec celle d'un schéma autorégressif appliqué i des données de flux.

Par souci de comptabilité de notation entre ces deux types de formulation,

on considérera ici que 1'on posséde R régions.

L'algorithme d'estimation du SAR(1) qui nous intéresse ici est un cas particu—-
lier du SAR(2). En effet, il suffit d'imposer P> =0 pour avoir la solution
d'un probléme avec autocorrélation résiduelle d'ordre 1. Les conditions

de stabilité et les propriétés théoriques du SAR(2) pourront &tre €tudiées
lors de papiers subséquents.
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c'est donc la valeur absolue du déterminant de P . Comme matrice variance-

covariance pour €, on a :

_ 2 -1 -1, 2
Q)] V(e) = 9, P~ P =0 \
Posons,
L —
(8) y' = (ol, Pys 81s 62,--.,6H) ,

2 2
et g =0 .,
u

Alors la fonction de vraisemblance de 1'&chantillon s'écrit :

-R/2 v oy-l
(9 Le, o, vy = @ - b IP| exp {- (L=X8) V2 GoXB)y
20

dont le logarithme naturel s'dcrit :

v -1
(10) L(8, 02, Y; y) = --% In (2m) - % 1n 02 + 1n IP] - =-x8) Vz (v - XB)
20

ol, on le rappelle, on a :

P = P(y) avec V= V(y) = p~t p~1s et donc V1 = prp .

On maximise (10) avec 1'aide de 1'algorithme de minimisation de
Davidon (1959) et Fletcher et Powell (1963), lequel requiert 1'évaluation

des dérivées premiéres.

2) Dérivées premidres

3L _ X' vy - x8)
- 2
g

(11)
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(12) 3L . _ R (-3 V! (y-xp)
2 2 4 ’

le; 20 20

oL -1 3P {(y - XB)! apP BP’
(13) — = tr (P ) - (P! — PJ (y - XB)

9y Yy 202 aYi

-1 3P (y-x8)" 3P
- P+ =y . pr - = .o
tr ( aYi) 2 o, (y-X8) , i=1,...,H+2.

Egalant 3 zEro les &quations (11) et (12), on obtient :

-1

1 g @ vipTtevly, |

et

v ol
as o - L=Xen VT oxen

2 . .
B* et 0*" sont des fonctions explicites du vecteur Y qui, pour toutes
valeurs de Y, rendent les équations (11) et (12) nulles. Ceci nous permet de
- 2 - - -
concentrer (10) par rapport a B et 0 ce qui raméne le probléme d& une maximisa-

tion par rapport aux Yi seulement. En effet, on a :
(16) e (v;y, B, o%%) = - Runream 4 17 - > 1nox’ + 1q |p|

avec, selon (13)

JL** -1 3P 3P
17 = P - _.__ XBR*)' Pt *
(17) o, tr ( aYi) 2 (y - XB*) v, (y -XB*)

qui doit Etre égal 3 zéro VYi s 1 = 1,...,H+2, pour que (16) soit maximale.

Evalué 3 ce point, on obtient 1' estimation du maximum de vraisemblance

- vyl - ]l -1 e
7, . -xB) R (y - XB) et B=x Vgt x oL v.
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p
Afin d'é&valuer 1'&quation (17), on doit connaitre %?_ .
i
L
Byi
Py - B
(18) Y; <
Py -C
3B 3C
9 =lo, =5+ o, =1
h 1 BGh 2 aeh

by =T - - U =
ou P _IR Py B 0y Cl et ou h =1,...,H

3) Dérivées secondes

19) 3% _x vilig
( 38387 - 2 g
o}

BZL x' V1
(20) 2 = - 4 »

dRdo o

2

3 L X' 4 ap ap'
(21) A = 5 [P — + — Ple ,

aBaY, O2 ayi ayi

2 -1

3L _ R e' V¢
(22) - 4 - 6 ’

302802 20 c
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1
erpr 2L P Lo pe BP
a2L 3Y. oY A
_ i i _ i
(23) 5 T Z - 4
aa"ayi 20 a
=<Jz u' %E— £
o Yi
Donc, on a, grace i (18)
5L
2
ao Byi
u' B ¢
p -
1 04
(23.1) Yy = o) _u' Cse
2 4
o
- 9B C_
u [ol 3% " % 38 ] €
5 h h
h 04
(24) __gfl;. =er [~ P3P p1 3P -1 _EEE__]
Byiayj ayj ayi 8Yiayj
e’ (3P 3P 3%P
- —3'[5-—'5;* p' 3 1 €
- Ty oYy 1975
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od, pour h et g = 1,...,H, on a, grace a (18)

2
3P
EYRrvom o o 0
Byiayj 1 2 g
3B
Pl 0 0 T 30
g
aC
g
5 _8B  _ac o, 2B, %
h aeh BGh 1 BBhBGg 2 aehaeg
4) Evaluation de la matrice variance-covariance
3% 3°L
Comme par les équations (20) et (21) E [ 1l =0et ET 1 =0,
9R30 BBBYi

a ~2 ~ PO
on vérifie que B est asymptotiquement indépendant de 0° et Y. Grace i la
partition de la matrice d'information, la matrice variance-covariance de B8
se calcule par la négative de 1'inverse numérique de la matrice de 1'équation

~2 ~ . - ~ ~
(19). Pour 0° et Y, on se limite & la sous-matrice formée par les équations

(22) 3 (24). Ainsi, on trouve :

V@) =& x vl
-1
~2 2
VaE D = - o
3 15,7 ara” v X
Y=y
2 =2
g =0
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5) Formules programmées pour les dérivées secondes

) 3C ) 3C
En motant D, = p) =5= + p, =5, Dy =0 35t P, 56 et
h h g g
2 2
3°B 3°C ,
= + p » la formule (24) s'écrit :
hg 13836 " 2 38,08
821_. -1 -1 e' B'B ¢
(25 =5 - PlBPlR - 2R
3p )
1
BZL 1 -1 ' C'B ¢ 32L
(26) 50— =-tr (PN CP1p - > g ,
P1°P, e} Py9Py
%L -1 . -1 e' C'C e
(27) ~—=-wu P CcP o 5 ,
ap g
2
. OB
2 _ e'B'D e “ 36 €
(28) ag gp = -t (Plppl D) - tr 1 gg ) - ; h ” . ;
h "1 h o} ag
u' QE_ €
2 e'" C' D, ¢ 28
@) i PTLCPID ) - o R S —
' h pz h o o
2 e'D'D & u'D
(30) L= (plp pl D) - er (P7hD ) - g_h e
h g g a ag
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6) Modification de l'algorithme suite 3 1'imposition de la normalisation symétriqu

Dans cette section, on présente les modifications qu'implique la
normalisation symétrique, dans 1la formulation de 1'algorithme du SAR(2),
c'est-a-dire ce que 1'on doit modifier dans 1'algorithme lorsqu'on passe

de Bet C 3 BetC 1

~

Afin de ne pas allonger inutilement le texte, on limitera notre exercice
au passage de B vers B. Pour C->§, la démarche est identique. Soit B
la matrice de contigu¥Yté d'ordre 1, la matrice de contigu¥té normalisée symé-—

trique B peut s'écrire :

(31) B=DBD' |

-~

ot D =D' est une matrice diagonale telle que :

1t

(32) D

I
~
e~
s es e o
oo

.
cr e e O

(@]
o
—
o
~

| ....jlej

L'équation (31) est telle que terme i terme, on a :

b
(33) b, = 1] .

<] R
PRI LY

i=1

o~

Par exemple, afin que 1'algorithme SAR(1) puisse produire une estimation
tant pour un modéle avec matrice de contigufté symétrique non normalisée B
que pour un modéle avec matrice de contigufté symétrique normalisée B,

on présente ici les modifications algébriques qu'il faut apporter i I'algo—
rithme,
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6.1) Dérivées premidres

5B '
(34) 5‘5‘“3%'3'9'*”%”'*”3—5“ ’
h h h h
ad.
ou S-S 0 Vi = j et
a8
h
g -1/2
3( b, .)
od LTij R -3/2 R 3
(35) T 36 = -5 () by o
h h j=1 i=1 “"h
- _ dii § abij
R j21 aeh
2 Y bys
=1
En posant :
R 3b.
Z i
371 %%,
(36) hii = - § >
2 b
g7 H
on a donc
od
ii
(37) 36, - "1 Y44
h
Faisant de méme pour chaque &lément dii de D, on a finalement, matri-
ciellement :
1
o By .pipy |
h h

ou D et H sont des matrices diagonales,
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Si on applique (38) 3 1'é&quation (34), on obtient :

B 5B
56_ =HDBD'+D 6 D' +DBD'H', ce qui s'écrit :
h h
oB
> - 3B o 1
(39) 55; = H § +D Beh D' + § Hr .

6.2) Dérivées secondes

oD

Soit w3— =H - D = D' H', on aura :
ab
h
oy B =yp.p oy |
SGQ
R 3b,
2 1
ad,, 371 %92
- e [ - . . :
car sng = R dii » ce que l'on définit
2 ) b,
ij
j=1
=g T4y

De (39), on obtient :

2
d“B oB oB
~ oH ~ aH' ~
(41) = *B+HZ—+B o+ = §
3,30, %8, <" "3, " B3, "5,

2
+LD§g—D' +D———Beaag’ D' +D§§-D' L
h h"" 2 h

Elément par élément, pour la programmation, on écrit :

ij 3b
S 1ii -

38, - Pyy b5t diy 5 di5 * Byg Byy = by (g, v By Ty
h L h ~~ -~

3b
11 4
98,

i3
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Si on regroupe les termes, on a :

2
3B 3B 3B 2
! oH aH! = 3B ' 3B
(42) = B+B—+H=——+=—""H"+L + L' +
aehaez 382 <~ 862 aez aez 88 88 aehaez
~~ P

ou, par convention, pour toute matrice A différente de B, avec 1'aide de D

la matrice calculée en (32), on écrit A

3H
I1 nous reste A connattre —

38,

5h R 5%
(43) ii:_ 1 [Z _ij
30, R .21 96,38,

j=1
2 ) b
e |
j=1

donc, matriciellement, on a :

M K+ 2HL

(44)
38,

terme a partir de la note précédente,
grammation :

2

37by g 3, by

50 = by (o aejj) =22 (h
r®%y 1 96, g 1

On peut vérifier 1'exactitude de ce résultat

b4

DAD'.
5
= .JdzL ~h
Comme hii § s
2 b
BT
R ob,,
+ 2 h z a—eil] R
j:l L

par une dérivation terme 3
En effet, on obtient, pour la pro-

ob b

.
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2
R 3 bi[
i51 aehaez
avec kii = - %
2 b.
=1 M
R 9b ab
] =t I 55t
j=1 aeh =1 O¢
By = - ; et Ly - —=x
2 b, 2 b
j1 H i Y

Pour 1la programmation, on aura :

oh,

ii _
38, - kg F2hg 2

(45)
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CHAPITRE V

UNE APPLICATION : L'ACCESSIBILITE ET LA STRUCTURE SPATIALE

DE L'ECONOMIE DE LA REPUBLIQUE D'IRLANDE
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Dans son article publié en 1968, "Accessibility and the Spatial

Structure of the Irish Economy", P.M. 0'Sullivan veut tester l'existence
d'une relation fonctionnelle entre la configuration géographique de 1'&co-
nomie de la république d'Irlande en 1960 et la Structure spatiale des diffé-
rents réseaux de transports existants 3 ce moment. Pour ce faire, il régresse
Plusieurs indicateurs d'intensité de 1'activité €conomique par comté@ sur
différentes mesures d'accessibilité. @rice d la théorie des graphes,
pour caractériser de fagon empirique 1'infrastructure d'un réseau de transport
R, 0'Sullivan définit pour chacun des 26 comtés de 1'étude, une mesure relative
d'accessibilité A(i,R)!. Parmi les différentes mesures ainsi construites,
0'Sullivan retient principalement la mesure d'accessibilita par route ARA
(arterial road accessibility). I1 justifie sa préférence sur le fait qu'en
Irlande, la majorité des déplacements des passagers et des marchandises se font
par route.

"One problem which arises is which network to measure accessibility

on. ... Attention was concentrated on the arterial road network proposed

in 1964 as a result of a traffic census. This consists of the major

links in the currently designated trunk road system. ... Railways carry

a very small proportion of freight and passenger movements in Ireland

and so position on the rail network may be deemed not so important as

position on the road network. 1In 1960, 79 per cent of freight ton

mileage in the Republic was road-borne and in 1964 83 per cent. Thus

road is becoming more dominant. 1In 1961, 93 per cent of passenger

mileage was on road."

Au niveau agrégé, pour représenter la variation géographique de 1'acti-

vité &conomique, O'Sullivan utilise le revenu personnel per capita par comté,

ce qui comprend les revenus de tous les secteurs de 1'&conomie exception

N
T L'accessibilité d'un comté i est donné par : A(i,R) = z d.., i=1,...,N
j:
ot dy; est une métrique de distance, de temps ou de coilt de déplacement
pour ie réseau R.
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faite des paiements de transfert, des revenus de pension et d'immigrants.
Sur la base de résultats significatifs selon les tests t, les comtéds les
plus accessibles! (la partie sud-est de 1'Irlande’?) poss&dent un revenu

per capita plus é&levé, En effet, en régressant le revenu personnel per
capita sur 1'accessibilité par route, 0'Sullivan explique 54% de la variabi-

lité géographique du revenu per capita par comté.

Dans la décomposition sectorielle de son étude, O'Sullivan considire
finalement 1'agriculture. En 1961, le secteur agricole tient une place
importante, car, en effet, 11 constitue le plus grand employeur. Ajoutons
d'ailleurs qu'a ce moment, 607 des exportations de 1'Irlande sont d'origine
agricole. O0'Sullivan note alors une dualité dans 1'économie agricole de
1'Irlande. Selon lui, elle s'explique par la structure géographique et par
1'emplacement des principaux marchés domestiques et ports d'exportations.

De fait, dans les zones moins accessibles (nord-ouest), caractérisées par des
fermes de petite taille, on retrouve une agriculture de subsisténce alors

que la culture dans 1la région sud-est est plutdt orientée vers 1la commerciali-
sation locale et vers 1'exportation. Pour réfléter de fagon empirique ce
phénoméne, cet auteur utilise la mesure de subsistance suivante : Je pour-—
centage de 1'output total agricole destiné 3 1la consommation sur la ferme?,
(On-farm consumption of produce as a percentage of gross agricultural output

per county.)

', C'est-3-dire possédant les plus petits ARA.
. Voir 1a figure 2,

3 - -
. Dorénavant, on dira : pourcentage de la production autoconsommée,
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Selon nos attentes, il doit Yy avoir une relation positive entre
cette mesure et l'accessibilité par route. En effet, on s'attend 3 ce que
les endroits moins accessibles consacrent une partie plus importante de leur
production agricole 3 1'autoconsommation sur la ferme. Les résultats
d'0'Sullivan, pour cette régression, sont significatifs et les signes res-
pectent les attentes. D'ailleurs, 1'ARA explique a 707 la variabilité dans

cette mesure de subsistance.

Résultats de la régression!

Yy = le pourcentage de 1'output agricole autoconsommé,
X = arterial road accessibility (ARA).
(1) y = - 8,4478 + 0,00527 X
(-2,7538) (7,7263)
R2 = 0,6966 32 = 12,5373 ln;13= -32,3872 .

Les chiffres entre parentheses représenteront toujours les t de Student. De
plus, dans la présentation de résultats empiriques, 1n xdésignera la valeur

numérique du logarithme naturel de la fonction concentrée.

Les figures 1 et 2 suivantes confirment nos attentes concernant la
pente de la droite de la régression. Comme Yy représente ici un pourcentage
(y contraint au domaine £0,1]), une procédure plus appropriée que 1'applica-

tion des MCO au modéle linéaire Ve T 0% th + €, aurait été de formuler
y

t
l-~yt

dans un objectif de comparaison de résultats avec ceux d'autres recherches

un modeéle logit agrégé de la forme 1n ( ) = a4 th + v, Malgré cela,

'. Avec 1'aide des données fournies 3 la table 8.1 de la monographie de
Cliff et Ord (1981), on a pu retrouver les résultats de cette dernidre
expérience. Voir appendice I.
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nous &tudierons le probldme de 1'autocorrélation spatiale pour le modéle

linéaire Y=ot th + €, défini a 1'équation (1).

FIGURE 1

FIGURE 2
Variable dépendante ARA
A 107 A 30 - 40
o 107 - 207 o 40 - 50
O 20z

0 50 - +
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En @tudiant le signe des résidus calculés (figure 3), Cliff et Ord ont

remarqué une tr&s forte autocorrélation résiduelle. En effet, pour toutes
les spécifications de matrice de contigufté W d'ordre 1 utilisées dans leur
test d'autocorrélation spatiale résiduelle I;go’ ils ont di rejeter 1'hypo-
thése d'absence d'autocorrélation spatiale. La valeur numérique positive
de I;go et le regroupement spatial des erreurs calculées de méme signe sont

des indicateurs de la présence d'un probléme d'autocorrélation spatiale rési-

duelle positive.

FIGURE 3
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Ce qu'il faut surtout retenir de cette estimation, c'est la réparti-
tion spatiale des résidus calculds. A cause de cette structure spatiale
résiduelle si remarquable, de nombreux chercheurs dans le domaine spatial
se sont récemment attardds aux problémes Econométriques de cette régression.,
Ce sont principalement 1'analyse de spécification et 1'estimation en présence

d'autocorrélation spatiale qui ont retenu 1'attention.

Afin de produire des résidus calculés spatialement non correlés,
Cliff et Ord (1981), section 8.6, dans un effort de spécification, ont ajouté
un certain nombre de variables explicatives. En général, bien que ces auteurs
aient €t& capables de s'expliquer les régions de surestimation (résidus négatifs)
et de sous-estimation (résidus positifs), leurs tentatives du cdté empirique
se sont avérées vaines. Par exemple, ils remarquent que, globalement, les
résidus négatifs correspondent aux zones les mieux reliées par rail avec
Dublin (zone ombragée). Comme ils le soulignent, Dublin est le marché princi-
pal d'écoulement de la production agricole du pays. En ajoutant au modale
différentes variables pour représenter ce fait, ils ont &té incapables de casser,
de fagon satisfaisante, 1'autocorrélation spatiale résiduelle!. Ep considérant
alors la spécification d'origine (1) comme correcte, ces auteurs proposent par
la suite d'estimer ce mod&le selon une formulation spatiale autorégressive rési-
duelle d'ordre 1. Ils estiment alors, a la section 9.4 de leur livre, le

modéle suivant, qui s'écrit selon leur notation :

- Pour d'autres exemples, consulter cette référence. Suite i cette phase
de spécification, ces auteurs concluent que la configuration spatiale
résiduelle de la figure 3 n'est pas due a un probléme de variables man-
quantes. Pour notre part, les différentes tentatives de spécification
ont aussi produit des résultats non concluants.
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2) o+ BX+e |

~<
i

(3) e=pWe+u ,

il

ou u ~ N(O, 02 IN), W est une matrice de contigufté normalisée telle que

* -
v, 61 62

0~

i=1 +

g

wk
ji1
sont a priori fixés a 1. dij représente la distance entre i et j et Bi(j)’

la proportion de périmétre de contact entre les zones i et j.

De cette fagon, les seuls &léments wij non nuls sont ceux des zones
contiguds. L'estimation en déviation par rapport i la moyenne conduit aux

- 1
résultats suivants :

(4) y-y = 0,003 (X-X)
(4,2857)
R = 0,86, =078, &°-= 5,73 , log likelihood = non disponible .
(5,2)

Dans une application spatiale de 1'analyse du facteur commun (common
factor analysis), Burridge (1981), Blommestein (1983) et Bivand (1984)
catégorisent les &quations (2) et (3) comme un modale contraint du modéle

régressif/autorégressif spatial suivant :

(5) y=a+BX+yWXx+popWy+yu |

!. Les résultats que 1'on présente ici sont en fait ceux de Burridge (1981).
En effet, tel que mentionné dans son papier, dU 3 une erreur dans 1'algo-
rithme de Cliff et Ord, les résultats de cette régression présentée i
la section 9.4 de leur monographie, sont erronés. Sauf pour 1l'écart-type
de D, les résultats de Blommestein (1983) cofncident généralement avec
ceux de Burridge (1981).

= = 1] 4wkt = i # 4 u
wij 1 Vi, avec wij , 01 w¥, dij Bi(j) Vi=zj, et ol 81 et B

2
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car si on impose la contrainte Y = - pB (hypoth&se de facteur commun),

1'8quation (5) se rééerit comme suit :
(6) (I-pW) y =d +B (I-pW) X + u .

En posant di=a (I -~ o)1 = a (1 -p)i (ot i est le vecteur unité),
N
lorsque ¥/ est une matrice normalisée ( Z wij =1 Vi), 1'équation (6)
j=1
n'est rien d'autre qu'une réécriture des &quations (2) et (3). En effet,

selon ces derniéres :

(7) (y-0-BX) = (I-oW) L g =¢ .

Selon 1'évidence statistique, ces auteurs avec O = »05 doivent
rejeter 1'hypoth&se y + Bp = 0. Selon leurs estimations, le modéle (5)
s'avére plus vraisemblable que le modéle (6) et concluent que Cliff et Ord
ont introduit dans le mod&le (5) une restriction qui se révéle fausse. Burridge
avoue toutefois qu'aprés estimation, les résidus du mod&le (5) paraissent
éncore autocorrélés. A cause de cela et suite 3 la grande popularité du

SAR(1), on se limitera tout de méme exclusivement & 1'étude du modile (6).

Le souci de comparaison de nos résultats avec ceux des derniers auteurs
mentionnés, le grand intérat que suscite cette régression et la persistance
de 1'autocorrélation spatiale dans les résidus de ce modéle sont tous des fac-
teurs qui nous incitent 3 appliquer notre procédure a ce phénoméne. Alors,
dans ce qui va suivre, en considérant comme correcte la spécification
d'0'Sullivan (1968), on cherchera 3 estimer les paramétres des fonctions wij

qui forment le processus autorégressif d'ordre 1 résiduel.
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CHAPITRE VI

ETUDE ET IMPLICATION

DE DIFFERENTES FORMES FONCTIONNELLES BINAIRES POUR LES v

3
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Dans les chapitres précédents, on a introduit trois formes de matrices
de contigufté. La matrice W est une matrice de contigu¥té symétrique ou non

qui n'a subi aucun type de normalisation. La matrice M est une matrice de con-

=z

tigu¥té normalisée sur les lignes, c'est-i-dire que z mij =1Vi. On a
i=1

finalement proposé la matrice de contigu¥té normalisée symétrique que 1l'on

a noté W. Dans les prochaines sections, en plus de rappeler les grandes

lignes concernant ces matrices, on va &tudier les implications théoriques et

empiriques de chacune de ces formulations.

Dans l'estimation en présence d'autocorrélation spatiale, plusieurs

se limitent souvent i la forme booléenne suivante?® :

i
[

, si 1 et j sont contiguls ,

(1) wij

i
o

. ailleurs .

Afin d'assurer la propriété intéressante de stabilité spatiale sur
le domaine |p| < 1, ces auteurs estiment généralement leur modale avec la

version normalisée de (1), c'est-i-dire :

I
(2) mij = _N—J_ Vi = 3§,
jzl "3
g
tel que m,, =1 V¥i.
371 H

', Voir Bivand (1984), Hepple (1976) et Brandsma et Ketellapper (1979a) pour
une version normalisée m.. et Hordijk (1979) pour une application avec Wy
booleen non normalisée. 3
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Dans un premier temps, on aimerait ici inspecter les implications
de la forme fonctionnelle (1) pour, par 1la suite, s'attarder 3 la forme

normalisée (2).

1) La forme binaire (0, 1) standard (non normalisée)

Selon les &quations (2) et (3) du chapitre précédent, notre modéle auto-

régressif spatial résiduel d'ordre 1, SAR(1) s'écrit :

at+tBX+eg

<
"

m
i

p¥We +u .

ou p représente le coefficient d'autocorrélation spatiale résiduelle et ou,
dans le cas qui nous concerne, wij =1, si i et j sont contiguds et wij =0
ailleurs. On le rappelle, X est 1'indice d'accessibilita par route (ARA) et
¥, le pourcentage de la production agricole autoconsommée-. D'aprés le regrou-

pement spatial des résidus des moindres carrés ordinaires (MCO), on limitera

notre étude au domaine de corrélation positive p =2 0.

A la figure 1, on trace la fonction de vraisemblance pour différentes
valeurs de p sur 1'intervalle (0, 1). Conformément aux résultats établis au
chapitre III consacré 3 1'étude de 1a fonction de vraisemblance du SAR(1), on
retrouve une multitude de maxima locaux autour du maximum global situé en
p = ,3074. Chaque segment de la fonction est délimité par un point p = 1//\i

ot Ai est la 18me racine caractéristique de W.
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FIGURE 1

LIK.-FUNCTION
TIOR3 e s 2007 -20.83)

- 40.256

-43.103

Sur quelques sommets, on retrouve la solution finale proposée par
1'algorithme de maximisation €tant donné divers pas "wt" et différentes
valeurs de départ "po" pour p. La décomposition de la fonction de vraisem-
blance aux figures 2 et 3 impute la complexité du probléme de maximisation au
terme 1n (IP[), c'est-i-dire au logarithme naturel de la valeur absolue Qu déter-~

minant de P = I - o W.
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FIGURE 2
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FIGURE 3
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A la lumidre de ia figure 1 précédente, il faut bien se rendre compte
que l'algorithme nous a conduit au maximum global qu'une seule fois sur
cing tentatives et qu'il a fallu, pour ce faire, lui fournir une valeur de départ
0

(p” = ,3) tres rapprochée de la valeur optimale. Une telle procédure, sans

le tragage de la fonction, semble alors tras laborieuse.

D'un point de vue estimation, 3 1la vraisemblance maximale, on obtient
les résultats suivants :
y = 1,97752 + 0,00301 X
(0,89075) (6,39190)
(3)

-~

p = 0,30736
(17,55012)

R2 = 0,948856 52 = 4,1697 lnae = -22,22087

avec stabilité spatiale si Ip] < 0,194897 1 |

Les résultats de 1a régression respectent les attentes, la pente &tant
positive. 1I1 faut toutefois remarquer que la solution du maximum de vraisem-—
blance se situe en dehors de la région de stabilits spatiale. D'aprés les

résidus Gi des moindres carrés généralisés présentés 3 la figure 4, cette

de la régression linéaire présentée 3 la figure 3 du chapitre précédent. Bien
que 1l'on ait Pu briser certains regroupements de signes, on semble en avoir

créé€ un dans la région sud-est de 1'étude.

1

3

. Comme vu précédemment, pour avoir la stabilité spatiale, il faur respecter
1 - e .
[o] < , ol A est la racine caractéristique maximale de 1la
[AMAX] MAX

matrice W.
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N

En se limitant 3 une solution stable, c'est-a-dire en tragant 3 la
figure 5 la fonction sur le domaine [0, 0,195] de p, la valeur maximale de
In 3?(25,2184) se situe en 5 = 0,1178. Quelle que soit la valeur de départ

sur cet intervalle, lorsque limité 3 1la solution stable, 1'algorithme trou-

ve de fagon certaine et ce, en quelques itérations, cette dernidre valeur de p.
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FIGURE 5

~24.483

-25.80)
1

~26.749

-277.898

LIK.FUNCTION
29.046
It

~31.%2 -30.194
1

-32.490

-33.839

On est alors placé devant un dilemme. En effet,

~

d'un c6té, 1la

valeur de o = ,3074 est,d'aprés le niveau des vraisemblances, préférable

& la solution stable et i la lumidre de 1'équation (3),

conduit 3 des résul-

tats trés satisfaisants. Toutefois, la fonction de vraisemblance sur le

domaine [0, 1] posséde un comportement trés erratique.
la tache deviendra insurmontable lorsqu'on cherchera i
P, les paramétres de la fonction Wij- D'un autre c5té,
solution dans 1l'intervalle de stabilité lo] < l/]kMAXI

contrainte a ce domaine, tras attrayante,

', on a, en effet, déjid mentionné la forte possibilité

1 1
pour - <p < .
hax! Thax!

On peut alors deviner que

estimer, en plus de
1'unicité de 1a

rend la procédure,

d'une seule solution
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Pour notre part, comme la stabilité spatiale est un concept quil se veut
désirable dans une formulation tirée de la théorie des processus stochasti-
ques et €tant donné la simplicité du probléme pour trouver une solution
dans la région stable de p, on adoptera dans les pages qui suivent le prin-

cipe de la stabilité spatialel.

A travers les deux types de normalisation Wet Msur W, on étendra
maintenant le domaine de stabilité pour p a l1l'intervalle unitaire, c'est-a-
dire que pour ]pl < 1, on trouvera une valeur de p qui correspond 3 un
modéle SAR(1) stable. D'aprés nos précédentes constatations, 5 sera fort

probablement une solution unique.

2) Lla forme binaire (0, 1) normalisée

Lorsqu'on parle de matrice de contigu¥té normalisée, dans la littéra-
ture spatiale, on fait généralement référence 3 la matrice M formée de la

fagon suivante :

w
m, = —2l
1] lg
W,
g7 Y
N
tel que Z mij =1 et ou Wig T Mgy T 0 Vi. De fagon matricielle, soit
j=1
D une matrice diagonale ou 1'élément dii = —iri;—-, on a alors :
W
b "
(4) M =W-D .

!. Comme résultat supplémentaire, si la valeur vraie Po de p appartient au
domaine [~ l/XMAX’ l/kMAX], lorsque limitée 3 la solution stable, la

procédure du maximum de vraisemblance produit une estimation 5 convergente.
Voir section 7) du chapitre III.
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Méme si 3 1'équation (1), la matrice W est symétrique, la transfor-

mation (4) rend la matrice M non symétrique. Comme on veut limiter notre
~ . P 1 ~

approche 3 des matrices AymZtrniques’ de contigu¥téd, on va proposer en 3)
une normalisation qui, 3 la fois respectera la symétrie et maintiendra la
condition de stabilité spatiale sur le domaine unitaire ’pl < 1. Mais
auparavant, examinons quand méme les résultats d'estimation de la régression,
dont le schéma autorégressif résiduel est formé par une matrice de contigu¥té

construite 3 1'aide de 1'équation (4).

2.1) Résultats de 1'estimation pour une matrice de contigufté

Tt 1 e o e e . St 4D e it e S e i e S S e Y . e el L P P st = Sgoufinafiont

s ot o . e e e S e i i 2 i S e

Bivand (1984) obtient les résultats suivants :

(5) y = 4,671 + 0,00238 X
(1,51) (5,11)

0,843
(9,03)

)
1

R? = 0,86 5% - 5,86 . 26,40 )

Tout comme pour Burridge (1981), Doreian (1981) ou bien Cliff et
Ord (1981), les résultats de cette estimation sont issus d'une proc&dure
de balayage sur la zone permissible (0, 1) de p. De la méme fagon qu'aux
estimations précédentes, la constante s'avére non significative. Par contre,
l'estimation de la pente est comparable 3 celles obtenues auparavant et ce

de fagon significative. La valeur de 5 confirme bien la présence d'auto-

1, Ainsi que mentionné au début de cet ouvrage, une formulation symétrique, permet
du point de vue programmation, une &conomie substantielle d'espace. C'est un
facteur tré&s important dans un problame de type spatial, car, en effet, il
faut sauvegarder en mémoire et inverser des matrices de dimension égale 3 la
taille de 1'échantillon. Pour un probldme qui comporte un grand nombre d'ob-
servations, ce facteur devient extr@mement important.
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corrélation spatiale résiduelle positive. Apr&s une évaluation sur 200
points sur la région -2 3 2 de P, on vérifie bien, 3 la figure 6, le
caractére lisse de la fonction de vraisemblance dans la zone de stabilita.
On remarque alors, comme attendu, la présence d'un seul maximum, lequel

. - 1
est imposé par la forme fortement concave de 1n lP]entre -3 et 1.
1

FIGURE 6

-99.840 -33.999

-43.898
. |

LIK.FTUNCTION

-49.147

~64.39¢

-B9.04%.

84.09%

' -2.000 -i-sm -i-am =600 0.000 S 31.008 1.500 2.000

L'interprétation &conomique de la forme (4) est la méme que celle
de la matrice booléenne standard. En effet, soit le SAR(1) résiduel avec

matrice de contiguité M :

(6) €E=pMetu ,



- 181 -

od, pour chaque observation i, on a
= + .
(7N €, =0 Y My €5t oy

Selon cette formulation, 1'erreur de 1la zone 1 est fonction d'une
somme pondérée des erreurs avoisinantes. Ce poids est en relation inverse
avec le nombre de voisins de la zone i, c'est-3-dire que, si une zone i a
six voisins, dans la somme qui forme 1'erreur €;» on accorde a chaque erreur

Ej un poids égal & 1/6.

On 1'a dit, 1'intérét principal de cette formulation provient du
fait qu'elle permet d'étendre la région de stabilité & 1'intervalle -1 < p < 1.
Par contre, la perte de symétrie impliquée par ce type de formulation nous

pousse @ proposer, i la prochaine section, la normalisation symétrique.

3) La forme binaire (0, 1) avec normalisation symétrique

La normalisation sur la matrice ¥ que l'on va présenter ici permet
de conserver i la fois la symétrie et une région permissible inté&ressante

pour p. La formulation proposée est la suivante :

(8) Vi, j .

M

L'unicité probable de 1a solution et la stabilité dans la zone
-1l < p < 1 sont assurées pour la raison suivante. Soit 1la normalisation

(8) exprimée de facon matricielle
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9 W =pl/2ypl/2

1/2

et ol W est une matrice symétrique.

Comme W possdde les mémes racines caractéristiques que la matrice
normalisée M !, on conclut que la racine dominante de W est égale 3 +1.

D'ol stabilité lorsque lp] < 1.

Dans 1la formulation (7), on a :

Grice aux termes v v W,y au dénominateur de (8), on

introduit, dans 1' étude, de 1 information supplementaire. Pour se convaincre

de la pertinence de cette forme, prenons les régions A et B suivantes

REGION A REGION B

Intéressons-nous, par exemple, A caractériser 1'importance du lien
entre les zones 4 et 1. En A, la zone 4 partage son influence avec 6 zones
avoisinantes, alors qu'en B, elle ne le fait qu'avec 4 voisins. L'importance

de la zone 4 pour la zone 1 doit donc &tre plus &levée en B.

1 PR
. Les racines caracteristiques d'un produit de matrice ne dépend pas de 1' ordre

|

|

|

|

J

I

|

1/2 1/2 |

de multiplication des matrices. Dopc A(WD =AD" wp'Y = AWD) = AM). |
i
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Dans la formation de 1'erreur €,» si on utilise 1'équation (7), on
accordera pour les deux régions le méme poids 1/4 3 1'erreur €, alors que
d'aprés 1'équation (8), tel que désiré, 1'erreur €, aura un poids plus

€levé dans la région B. En effet, on aura :

- 1 A
région A : T———— 0,2041 = Y41 ?
6 °‘V 4
1

région B : ———— = 0,25 = Y41 .

Vo Ve

Donc, en plus de conserver les propriétés intéressantes de symétrie

et de stabilité sur le domaine unitaire, cette dernidre formulation (8) se
révéle, du point de vue de 1l'interprétation économique, justifiable. On

reviendra d'ailleurs sur ce point, au cours des prochaines estimations.

3.1) Résultats de l'estimatign pour une matrice de contigu¥té

booléenne avec normalisation symétrique

L'estimation du mod2le de régression qui nous intéresse conduit aux

résultats suivants :

(10) y = 5,28736 + 0,00260 X
(1,27515)  (4,3991)
0= 0,91244
(13,62898)

r? = 0,8156 5% = 4,6449 md - - 24,41599 )
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Ces résultats ressemblent passablement 3 ceux de la version normalisée
(non symétrique) de Bivand (1984) reproduits en 2). L'estimation MCG des
paramétres o et B du modéle conduit 3 des valeurs similaires. En appliquant
la normalisation symétrique, la corrélation spatiale positive dans les résidus
s'est accentuée. Pour une valeur de départ éloignée du 5 optimal, 1'algo-

rithme a trouvé la solution en 4 itérations.

D'aprés la structure des résidus Gi des MCG de la figure 7, il semble

demeurer, dans les erreurs, des &léments systématiques inexpliqués.

FIGURE 7

4 changement de signe par rapport 3 l'estimation MCO
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Bien qu'il se soit produit, par rapport & 1l'estimation MCO, 7 change~
ments de signes, les résidus négatifs semblent encore se regrouper dans la

partie sud-est de 1'Irlande.

L'évaluation de 1la fonction de vraisemblance sur 200 points, pour des

valeurs de p entre 0 et 2 produit la figure 8 suivante :

FIGURE 8

LIK.FUNCTION
-%6.408
1

-47.879

~51.504

On vérifie 1'unicité du maximum sur le domaine stable [0, 1] .
On remarque de plus la présence d'un maximum plus élevé (1n 53= - 23,99)
en 5 = 1,33. C'est la solution non stable de la version normalisée symé-

trique correspondant 3 la valeur p = 0,30736 non stable de la version

W standard de la figure 1. On avait souligné 3 la section 5.3) du chapitre
IIT la présence d'un tel ph&nomene pour les formulatious avec matrice de

contigufté symétrique.
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CHAPITRE VII

ESTIMATION DES PARAMETRES D'UNE FORME FONCTIONNELLE wij
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Dans les sections qui vont suivre, on tentera d'estimer les paramétres

d'une fonction non négative quelconque qui définit wij :

_ 12 P
(1) Wiy T 8y Vij,...,Vij, 815 8y5eeen8)

c'est-3-dire une fonction de H paramétres 6h d estimer et de P variables VP

pertinentes.

Avant de passer 3 des cas particuliers, essayons d'identifier certains

facteurs importants qui puissent expliquer 1la Structure spatiale des résidus.

1) Facteurs qui peuvent expliquer la structure spatiale des résidus

1.1) Autorégression résiduelle

On le rappelle, lorsqu'il y a de 1'autocorrélation spatiale résiduelle
positive, les erreurs de méme signe tendent i se regrouper dans 1l'espace. Avec
de 1'autocorrélation négative, une erreur de signe positif (négatif) est géné-
ralement entourée d'erreurs de signe négatif (positif). Afin de tenir compte
de ce phénoméne, Cliff et Ord, avec une formulation autorégressive résiduelle
de type SAR(1), proposent d'expliquer 1'erreur ei par les erreurs environnantes.
Pour former cette régression, on peut soit se limiter aux erreurs des zones qui
sont physiquement contigu¥s d'ordre 1 avec 1a zone i, ou bien, comme le suggére
le principe de Toblerz, on peut expliquer l'erreur Ei par les erreurs de toutes

les zones de 1'étude.

- Ceci constitue 1'approche que 1'on a prise au chapitre VI.

"The first law of geography : Everything is related to everything else,
but near things are more related than distant things" (Cliff et Ord (1981)),
p. 8.
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Afin d'introduire 1les caractéristiques spatiales dans le processus
autorégressif résiduel, on affecte les erreurs Ej (3 #1) qui expliquent €
d'un poids quelconque. Pour produire une valeur de p qui nous informe sur
1l'importance et le signe de la corrélation spatiale résiduelle dans 1'ensemble

de 1'étude, ces auteurs proposent, on 1l'a déji wvu, 1'autorégression suivante :

Comme on le voit, le coefficient O est commun a toutes les régions.
En imposant que les Wij soient non négatifs, avec de 1'autocorrélation spatiale

résiduelle positive (négative), la valeur de p sera > 0 (< 0).

1.2) La distance

Comme 1'importance du lien entre deux zones augmente généralement
avec leur rapprochement physique, il devient alors pertinent de donner plus de
poids aux erreurs des zones les plus rapprochées de la zone £ C'est ce qu'on

fera a ia section 2) de ce chapitre.

1.3) Autres facteurs

s . s v s e s e . e s

Si, aprés avoir inclus la distance, il demeure encore de 1'autocorréla-
tion spatiale, il faut trouver d'autres facteurs qui puissent justifier cette
Structure spatiale dans les résidus. Ces facteurs sont généralement propres
g 1'étude. Cet aspect nous intéressera 3 la section 3). Pour commencer,
prenons le cas le plus simple : la force de contact entre deux zones est une

fonction inverse de 1la distance qui les sépare.
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Pour ce cas, notre modile SAR(1)

résiduel s'écrit alors :

(2) y=a+pX+e
(3) e=pWe +u ,
_91
ou X = ARA , wij = dij Vizj et w,; =0 Vi et ou dij représente

généralement la distance entre les centres des zones i et j. Selon cette der—

niére formulation, les &léments non nuls des fonctions wij ne se limitent pas

aux régions contiguls. Ainsi, selon 1'équation (3), 1'erreur de la zone i

est fonction de toutes les erreurs de 1'e

tude.

Une fois la fonction de vraisemblance concentrée sur 02, B et a, il

reste 3 maximiser par rapport aux paramdtres p et 61.

En 2.1), on tentera d'estimer les paramétres des &quations (2) et (3)

pour une matrice de contigu¥té W standard. On constatera alors que pour un

nombre limité de paramétres dans wij’ il devient extr@mement difficile, méme

avec des grilles, de trouver les valeurs de p et 61 qui maximisent la vraisem-

blance. C'est en 2.2) que 1'on s'attardera 3 la version normalisée symétrique W.

-0
2.1) La forme non normalisée avec w,. = d 1
ij ij
Suite d& une grille sur les intervalles suivants : 0 < p <1 et

0 < 61 < 3, on a identifié comme sous-région intéressante, 1la figure 1 qui

suit ot 0 < p <1 et 0 < 61< 1. On note alors, pour la fonction de vraisem-

blance, un comportement trés erratique.

et ,2 < 61 < 45 nous donne la figure 2,

La grille sur la sous-région ,4 < p <1
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FIGURE 1
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FIGURE 2
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D'aprés les nombreuses grilles faites au cours des expériences pour
une matrice W non normalisée, il s'est avéré généralement tras difficile d'iden~
tifier de fagon certaine une seule portion int&ressante pour la recherche d'un
optimum global. Le caractdre hasardeux de cette procédure de recherche d'un
maximum ne sera pas présent lorsqu'on imposera, 3 la prochaine section, la
normalisation symétrique. C'est d'ailleurs ce méme phénoméne qui explique
pourquoi on ne présentera aucun résultat d'estimation dans la présente section.

-6
Wij = dij avec normalisation symétrique

—

2.2)

2.2.1) Allure de La fonction de viaisemblance

Lorsqu'on impose la normalisation symétrique ﬂ d la matrice W de 1a
section précédente, la fonction de vraisemblance revét alors un comportement
beaucoup plus uniforme. A 1la figure 3, on présente 1la grille pour les valeurs
de p et 61 sur la région suivante : -1 < P <1 et 0 < 61< 4, A 1'examen
de cette figure, il ressort qu'un maximum global stable se situera probablement
dans la sous-région ,6 < P <1 et 2 < 61< 4. A la figure 4, on retrouve 1a
grille autour du point maximum situé en p = 0,8005 et Gl= 3,3565. On vérifie
alors le caractdre traés lisse du comportement de la fonction de vraisemblance

pour une solution stable,

On 1'a vu, ce caractdre d'uniformité s'explique de 1a fagon suivante.

Pour toute valeur de Qldans wij =d l, la normalisation wij donne une matrice

ij

W qui rend 1'évolution de la fonction In !I—QVH, pour ]p] < 1 trés stable.
~ ~e
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FIGURE 3

=27. 40129739442 -39 82012942993

. 8301 -3,
. 9800 -~33.
- 2880 -23.
. 8770 -33.
-9831  -32.

3578 -32.
- 1708 -32.
.0116  -32.
- 8732  -32.
. 0000

6103
6300
2318
0138
8989
G444
8290
8410
8732

- 3000

-35. 8190 -24
~32. 0373 -20.
-31.88%2 -30.
-31. 9078 -30.
-32. 0228 -31.
-32. 1926 -31.
=32 3976 -31.
-32. 6267 -32.
-J2. 8732 -32.

1. 0000 1.

. 9179 -a3.
4320 -29
4418 29
6968 29
0352 -30.

4700 -30.
f184 -31.
3e8s -32.
8732 -32.

o88e -32.
0003 -27.
1227 -28.
Sé14  -28.
1318 -29.
7712 -30.
4303 -23:.
1538 -31.
8732 -~-32.
. 0000 2

0902 -31.
975 -27.
1301 -27.
6433 -Q8.
3732 -28.
1808 -29.
O461  -30.
9474 -31.
8732 -~-32.
. 3000 .

-+
3.00

+
3.50

833
5082
S6e1
oels
8408
7432
7344
7834
8732

-32. 3382
~27. 3639
~27 4013
-27. 8066
-26. 3337
~29. 46186
-30. 3192
=31 6644
~32. 8732

3. 3000

*OX4+p0

~33. 3228
~28. 0071
~27. 3471
-27. 7778
-28. 4143
-29.3139
~30. Ja%2
=31. 5861
~32. #4732

4. 0000

E NIVERU X

-.258818-02
= JIS4LER2
= 30161602
= SBLE-2
28921 E-02
=2700LE-02



R1o)

FRAXI. EMIN]

CQMFU)UD*

- 9308
. 9120
. 8738
. 8380
. 8003
- 7430
. 7238
. 880

4309

S5

Slas

-BE o

Bd s

.78+

734

£S5+

-26.
-ag.
. 2182

2.

TEXEEY)

&792
3413

1990

4332

7432
3343

- 195 -

FIGURE 4
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~28. Y903
~38. 4243
~20. 1532
~37. 9393
~a7. 809w
-27. 7309
-22. 7314

4. 3343



- 196 -

1
Comme le second terme de la fonction de vraisemblance (-‘g In 0*2) a aussi un

comportement stable, la combinaison de ces deux facteurs rend 1la recherche d'un
maximum beaucoup plus aisée. C(C'est ce qui explique pourquoi 1'algorithme de
maximisation de vraisemblance peut trouver en quelques itérations la solution

globale, sur le domaine stable ]p] < 1.

2.2.2) Interprétation Zeonomique

On a ici :

..el

(4) .
N -8
1
\ § V L i

Avec cette forme, le poids wij affectant 1'erreur ej dans la formation

~
de 1'erreur €; eSt une relation qui est fonction de 1la distance entre les zones

i et J et des distances de toutes les zones de 1la région par rapport aux zones

i et j concernées.

Pour Cliff et Ord, 1'intérert principal de la matrice W de contigu¥té
'

non booléenne provient du fait que 1l'on peut introduire dans 1'étude de 1'infor-
mation sur la structure €conomico-géographique de 1la région. Dans le cas précis
de 1l'agriculture en Irlande, O'Sullivan a fait ressortir la présence de deux
pdles différents de croissance. Les zones formant la région nord-ouest sont
caractérisées par une agriculture de subsistance et, d'apréds 1'indice d'accessi-
bilité (ARA), sont dites éloignées, Au sud-est, on retrouve une concentration de
zones limitrophes dont 1'activité agricole est tournée vers la commercialisation
et l'exportation. Dans le prochain exemple, on va voir que, par rapport aux autres
types de normalisation, la forme normalisée symétrique (4) permet de tenir compte

de ce phénoméne.

1. Voir chapitre IV, équation (17).
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FIGURE 5

comté ARA
T Roscommon 4500
G Galway 4537

X Westmeath 3872

distances
G X

T 32,81 34,39

D'aprds la distribution géographique de 1'indice d'accessibilité, on
peut, a& la figure 5, classifier les zones dans 1'une des deux catégories sui-
vantes. Dans 1'ensemble A, on retrouve les zones éloignées et en B les zones dites

rapprochées (faible indice ARA) .,

Prenons comme référence, la formation de 1l'erreur ET. On remarque
que les distances entre les zones T, G et T, X sont relativement semblables.

I1 se produit alors les deux situations suivantes! H

1, Rappelons que 1'indice d'accessibilité d'une zone 1 est calculé comme suit

N
jgl dij.
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CAS 1 Get Te A (&loignés)
—61 N -61
pour 81 > 0, on a donc : dTG eleveé izl diG faible
-8
N -8, drgt
z d faible > u = est alors relativement élevé.
=7 I ~TG
j=1 N -6 N -6
) diGl L del
i k|
CAS 2 XeB et TcecA
—61 —81 N —61
pour 81 > 0, on a donc : dTG = dTX éleveé 1§1 diX élevé
N -61
z d faible =+ w__ a une force mitigée.

Tj ~TX

j=1

D'aprés nos deux cas, on a donc YTG > YTX’ ce qui veut dire que dans
la formation de 1'erreur ET, on donnera plus de poids 3 1'erreur €c qu'a
l'erreur EX’ ce qui est désirable si on considére que T et G appartiennent tous
deux & la catégorie des zones €loignées. Suite 3 la remarque d'0'Sullivan
sur la présence de deux pGles régionaux de croissance agricole, 1la formulation

(4) se révale trés judicieuse. C'est un avantage face aux deux autres types

de normalisation! qui accorderaient aux erreurs EX et EG relativement la méme

pondération.
_el
', On parle &videmment de la forme non normalisée wij = dij et de la forme
e
normalisée standard mij = —Er—lgé—- .
) di.l
j=1 M
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2.2.3) Resultats de £'estimation!

y = =3,03516 + 0,00414 X ,
(-0,68637) (5,6978)
o= 0,8004679
(3) (5,21509)
él = 3,356529 ,
(3,73787)
R% = 0,8014 5% = 6,71197 InZ= - 27,36068 .

La valeur de p confirme de fagon significative la présence d'autocor-
rélation positive forte dans les résidus du modéle MCO. D'aprés 1'é&vidence
statistique du test t sur 61, il semble que 1le degré de lien entre les erreurs

L < -3,36
est une fonction non linéaire de 1la distance, ou on a d ;7.

ij

La pente de 1la régression a une valeur tout aussi raisonnable que
lors des estimations précédentes et, de 1a méme fagon qu'auparavant, la cons-
tante s'avére non significative. L'algorithme a trouvé cette solution en
neuf itérations et par les grilles de 1a section 2.2.1), on a Pu se convaincre

de 1'unicité de cette solution sur le domaine lo] < 1.

A la figure 6, on reproduit la configuration Spatiale des résidusg ﬁi
observés, Cette estimation semble avoir &té incapable de rendre aléatoire
les résidus du modale transformé, [eg signes des erreurs ont conservé relati-

vement les mémes emplacements.

car elles ont conduit 3 des résultats

relativement similaires 3 ceux Présentés dans cette section.



A changement de signe par rapport
a 1'estimation MCO

D'apr&s le niveau de 1a fonction de vraisemblance, il semble plus
raisonnable, dans la formation du processus autorégressif (3), de se limiter
qu'aux erreurs de zones contiguls. En effet, dans les estimations précédentes
ou 61 €tait fixé 3 zéro, 1'erreur € n'était fonction que des erreurs ej
contiguls d'ordre 1. On obtenait alors une valeur plus &levée de 1a fonction

de vraisemblance. C'est ce que 1l'on va tester 3 la section 2.3) suivante.
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2.3) Yij # 0 siietj sont contiguls

—— . o i . s 2 e . i

Dans le cas w,, = dij s avant d'exécuter une quelconque sorte de

ij

normalisation, les deux types de matrices de contigufté d'ordre 1 qui re-

tiennent généralement 1'attention sont :

-91
= dij . pour tout i = j
(6) wij
=0 , si i =4 |,
et
_el
= 1] . si i est contigu¥ 3 j d'ordre 1 ,
(7) wij
=0 . sinon .

Définissons une matrice G of :

=1 , si 1 et j sont contiguls .

(8) gij

=0 s ailleurs ,
On peut alors inclure les formulations (6) et (7) dans la forme suivante :

-0

- 1 1
(9) wij = dij (83 + 62 gij) 63 20 62 20 -,

Pour 62 =0 et 93 =1, on a 1'équation (6) et pour 62 =let#6, =0,

on a 1'équation (7).

Afin de laisser i p son interprétation sur le signe de 1'autocorrélation
Spatiale résiduelle, les Wij doivent 8tre des poids non négatifs. (C'est
ce qui nous oblige 3 contraindre les paramétres 0s et 63.
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Dans un mod&le plus général, on tentera d'estimer la valeur des

paramétres 61, 62 et 93. DU 3 un probléme d'identification entre les para-

métres 82 et 83, lors d'une normalisation symétrique, le modéle général que
l'on estimera s'éerit! :
-6

.5
(10) Wij = dij (93 + gij) s

ol encore, de fagon équivalente :

-8

~ 1
(10.1) wij = dij (1L + 62 gij) .

Pour 92 = 0, l'estimation 3 la section 2.2.3) précédente nous a donna

1n J:u = = 27,36068. Pour 93 = 0, on obtient, on le verra, In sz = -~ 24,382085.
1 2
Pour sa part, 1'estimation jointe de 61 et 63 da 1'équation (10) produit une

valeur 53 >~ 0, ce qui produit une valeur lntf; = 1n JQL . L'algorithme atteint
2

en fait une solution de coin car les valeurs négatives de 83 lui sont interdites.

Comme pour passer de 1'estimation du modéle (6) [62 = 0] au modéle (10.1),

il faut reldcher une contrainte (82 = 0), le test du rapport des vraisemblances

se fera avec undegré de liberté.

- el
1 - 5 e
. Pour wij =y dij » On a :
d-el
w, = L 1]
oy iy v
~ Ja . l4ral
ij . 1]

i

ce qui revient a dire que toute valeur de Y est correcte. Fixons alors vy 3 1.
Comme 1'équation (9) peut s'écrire :

-6, 9
- 1.3
wij = 62 dij (62 + gij) ,
le fait de fixer 6. = 1 conduit directement i 1'équation (10),

Pour @9, =1, on a f'équation (10.1).
3
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2 , 1,
Comme ~2 [1113%1— 1n ﬁn] X(l) , on a alors! :

2 [- 24,382085 + 27,36068] = 5,957719 > 3,841 .

Le modéle dont la formulation autorégressive ne dépend que des résidus
contigus semble, d'apreés 1'évidence statistique de ce test, plus vraisemblable.

-6

2.3.1) Estimation du modete vy = dijl , 44 1 et § sont contiguls

avec nommalisation symétrnique

L'estimation de ce modéle conduit aux résultats suivants :

y = 5,04134 + 0,00266 X ,
(1,1773)  (4,40716)
p = 0,909322 ,
(11) (13.2987)
él = 0,281913 .
(0,2954121)
g% = 0,817626 o? = 4,64675 .h138= - 24,382085 .

Dans une formulation ol les erreurs ne dépendent que des erreurs des
zones contigulls, la distance perd sa signification. En effet 81 n'est pas
significativement différent de 2éro. C'est ce qui explique la similitude de

ces résultats avec ceux présentés i la section 3.1) du chapitre précédent,

', Soit A :SQD éfg ol W représente le modale contraint, ~ 2 1p X ~ XS
1

avec V restrictions. Le test du rapport de vraisemblance est un test bila-
téral. D'apras 1'équation (9) on 62, 83 2 0, un test unilatéral serait plus

Puissant que ce dernier. La valeur calculée du t de 93 a 1'équation (10)

étant beaucoup trop &levée, on préfare ici le test moins puissant. Le pro-
bléme n'est toutefois Pas sérieux car 1'évidence empirique du test (5,96 > 3,84)

i

|

E

i

|

nous pousse tout de méme 3 rejeter Ho' i
i

I
|
j
f
i
I
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Dans le cas de la régression qui nous concerne ici, quelle que soit
la forme fonctionnelle wij sélectionnée, lorsqu'on décide d'inclure dans
la forme autorégressive seulement les erreurs contiguls, seul le p s'aveére
significatif. A la lumiére des estimations présentées jusqu'ici, lorsque
dans le processus régressif résiduel, on veut ne tenir compte que des erreurs
de zones contigulls, il est préférable de choisir, comme matrice de contigu¥té,

la forme booléenne (0, 1) normalisée symétrique.

L , % 2,
3) Forme généralisée iy c dij © Py
_el
A la section 2.3) précédente, ou wij = dij Yi#3j, on a obtenu un

81 significatif. Toutefois, par 1'analyse des résidus de la figure 6 corres-
pondante, on voit qu'il demeure sirement encore de l'autocorrélation résiduelle
positive®. Afin de briser cette configuration résiduelle, il faut trouver

des variables qui vont expliquer ce regroupement. Pour ce faire, réécrivons

le processus autorégressif (3) comme suit :

(12) €

1]
°
me
+
=

Cette €quation représente donc une régression 3 une seule variable expli-
cative € formée 3 partir d'une somme quelconque des erreurs, ol chacun des termes

ej est pondéré par un certain poids. Ces dernisres pondérations sont habituelle-

1. Afin d'éviter des contraintes de non négativité sur les paramétres d'une

-6 3]
forme lingaire de type dijl (92 + 83 pi§ t+ ....), on se limitera pour la

-

forme généralisée i une spécification similaire 3 celle employée dans les
modeles de gravité, c'est-i-dire une formulation multiplicative.

- En 1'absence d'un test formel de validation "diagnostic checking test", une
méthode visuelle est ici employée.
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ment sélectionnées afin de décrire la structure Spatiale propre de la
région. Jusqu'ici, on a donné les poids les plus grands aux erreurs les

plus rapprochées!?.

Le caractére décevant de ce dernier exercice nous suggére d'ajouter
d@ la distance des variables qui peuvent servir 3 décrire la structure

spatiale des résidus MCO.

FIGURE 7 FIGURE 8

', Cette €quation (12) prend la méme signification dans le domaine des séries !
temporelles. En effet, pour un AR(1) résiduel, on décide de donner un poids i
€gal 4 1 3 1'observation précédente (t-1) et un poids €gal 3 zéro 3 toutes les |
autres. Dans les applications €conomiques, cette spécification suffit généra- !
lement & expliquer les &léments Systématiques présents dans le vecteur E
d'erreur €. Si cette démarche s'avére insuffisante, la procédure en 3 étapes E
€tablie par Box et Jenkins suggdre de respécifier 1'ordre d'autorégression f
dans les résidus jusqu'a ce que les U; soient suffisamment aléatoires. ;

!
3
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On peut remarquer 3 la figure 8 que le comportement du logarithme
naturel du revenu ressemble i celui des résidus MCO (Figure 7). On a
donc cherché 3 ajouter cette variable dans la spécification du modéle
y=a+BX+e. Cette tentative n'ayant pas produit les résultats escomptés
on a essayé la variable binaire z = 1 lorsque 1n (Rev) > 9,5 et z = 0 ailleurs.
N'ayant pas produit un meilleur résultat, on tente maintenant d'introduire ce
facteur dans la structure des résidus. D'aprds les figures 7 et 8 précédentes,
dans la formation de 1'erreur €;» on aimerait donner plus de poids aux erreurs
€j dont le log du revenu In Revj ressemble au In Revi. En examinant 1a série,
on s'apergoit que de fagon générale, lorsque les zones i et j ont toutes deux
des petits revenus |In Rev, - In Rer[ est faible, lorsque les zones i et j ont
de grands revenus, [ln Revi - 1n Revj[ est faible et lorsqu'un des revenus
est grand etique 1'autre est petit !ln Revi - 1n Revj’ est fort. Ce fait nous

incite 3 proposer comme facteur Supplémentaire 3 la distance 1la variable

suivante :

_ 1
pij -lln Revi - 1n Revj,

(13)

C'est 1'inverse numérique de la valeur absolue de la différence des

logarithmes naturels du revenu pour les zones i et i concernées.

On peut remarquer, d'aprés 1a figure 8, que les zones dont les erreurs
sont positives sont généralement celles qui possédent les pPlus petits revenus

et de la méme facon les zones négatives ont de forts revenus. I1 semble alors
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pertinent, dans le schéma autorégressif, de donner Plus de poids aux erreurs
qui appartiennent 3 la méme classe de revenu. C'est ce que permet la formu-
lation (13). En effet, de facon génerale, d'apras le Paragraphe précédent,

1 la zone i et la zone ] ont toutes deux un petit revenu, pij est alors
élevé. Si Revi est grand alors que Revj est petit (ou 1'inverse), pij devient
petit. Pour des Revi et Revj grands, pij est grand.

-0 %

- ' Y — l . l
3.2) Résultats d'estimation pour wij = dij (]ln Revi e Revj,)

— — —— ———

En fait, ce que 1'on estime, c'est la version normalisée symétrique :

wij 0 siizj, on obtient alors, en 10 itérations :
y = -0,24215 + 0,00394) X
(-0,0629)  (6,05842)
0 = 0,0867935 s
(14) (8,888314)
Gl = 4,004878
(3,497420)
62 = 0,532371
(2,24435)
R® = 0,87149 5% - 5,77144 - - 26,590896

Comparativement 3 1l'estimation de 1a section 2.2.3) précédente, seule
la constante a bougé. La pente donne une valeur tout aussi raisonnable
qu'auparavant. Ce qui est le plus pertinent, dans la dernigre estimation, c'est
le niveau de signification de o, 81 et 62. En effet, ces trois paramétres, en
plus d'@tre du bon signe, sont significatifs. La fonction de vraisemblance n'a

toutefois pas assez dimipué pour permettre de conclure en la pertinence d'intro-

duire la variable (13).
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FIGURE 9

D'aprés la figure 9, cette estimation semble avoir détérioréd la situa-

-

tion. Comme, dans la zone stable, 1le 5 est unique, tragomns a 1'aide d'une
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FIGURE 10

GRQLE
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Le caractére lisse qu'implique la normalisation symétrique sur
In |I-p wf explique le caractére uniforme des isocourbes. Ajoutons de plus
que 1'algorithme a trouvé en 10 itérations la solution présentée 3 1'équation
(14). L'estimation de cette forme Yij Pour le cas contigu produit des valeurs

de 81 et 62 non significatives,

Les autres variables que 1'on a créées se Sont toujours révéléeg
non significatives. On doit donc avouer que 1'on n'a pu, grice 3 1'estimation

des paramétres de la forme wij’ briser 1la corrélation présente dans les résidus.

employées par Bivand, Cliff et Ord, Burridge, Blommestein ont donné les mémes

résultats.
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Pour briser cette configuration résiduelle, il faudrait peut-étre
passer a un ordre supérieur d'autorégression. Rappelons toutefois que 1'objec~-
tif principal de cette th&se &tait de développer une méthode d'estimation pour
les paramétres de la matrice de contigu¥té d'un SAR(1) résiduel. I1 sera
slirement tr&s intéressant de reprendre 1'exercice sur d'autres problémes que

1l'on espére un peu moins chroniques,

On aimerait finalement rappeler que parmi les expériences tentées,
seule la solution non stable avec matrice de contigufté booléenne non
normalisée a semblé briser de fagon plus satisfaisante 1la Structure autocor-
relée des résidus. Les résultats de la section 7) au chapitre III suggdrent
toutefois que la procédure du maximum de vraisemblance produit dans ce cas

des estimations non convergentes ,



CHAPITRE VIII

FORMULATION AUTOREGRESSIVE POUR DES DONNEES DE FLUX
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Soit la régression suivante :

1 B, + ... + Xk Bk + £

11 By oy i=1,...,M §=1,...,N,

(1) Yij = BO + X

ij
ol on veut expliquer des flux Y entre les paires de zones i et j. Selon cette
formulation, on possé&de alors M zones en origine et N zones de destination.
Tout dépendant du probl2me, 1'ensemble des zomes 3 1l'origine I peut &tre soit
identique, soit distinct de 1'ensemble J que forme la destination. En effet,
dans le premier cas, l'équation (1) peut servir 3 expliquer les migrations
entre les zones de deux régions avoisinantes. Selon la seconde formulation,

"I=J", ce sont les déplacements entre les zones d"une seule région qui nous

intéressent.

Formulation du schéma autorégressif

Afin de caractériser de fagon satisfaisante les liaisons entre les
erreurs Eij’ Brandsma et Ketellapper (1979a) proposent d'utiliser le principe
de contigu¥té si populaire dans la recherche spatiale. En effet, pour conser-
ver 1'idée de contigu¥té, définissons une matrice C de contigufté en origine
et une matrice B en destination. Soit Ers 1l'erreur de régression pour le
flux entre la zone r et la zone s. On a alors M zones adjacentes en origine
qui compétitionnent avec r pour aller vers S, et N zones en destination qui

rivalisent avec 8 pour attirer ce qui vient de r. Posons :
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B =p' »  matrice symétrique de contigufté en destination,
(NxN)
cC =¢ »  matrice symétrique de contigufté en origine,
(2) (MxM)
g = [grs] s matrice MxN des erreurs de 1'équation (1)
(MxN)
avec ii_ la ligne i de £ et E‘j la colonne j de & .

Le processus autorégressif proposé par Brandsma et Ketellapper (1979a)

s'écrit alors :

M
(3) grs ! gr. B-s ) Cr 5 s T b T 1 Z Erj Bjs TPy igl Cri E1s

r=1,...,M; s =1,...,8,

Q
or
o
1
(@)
It

0 VYr,s .

Comme les erreurs grs de 1'&quation sont des flux inexpliqués, dans la
justification théorique et €conomique de la formulation (3), on parlera de flux.
Ainsi, d'aprés (3), 1l'erreur grs est formée par une somme de tout ce qui part
de r vers une destination J autre que s (Erj) dont le poids BjS exprime le
phénoméne de compétition en destination, plus une somme pondérée de tout ce
qui se dirige vers la destination s en provenance d'une origine i différente
de r (Cri représente alors la compétition en origine) plus un terme d'erreur
aléatoire Crs' On définit par la suite pl comme le coefficient d'autocorréla-

tion spatiale en destination et 0y celui de 1'origine.
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Si on répete 1'équation (3) pour chaque paire (r,s), on obtient
en écriture matricielle :

@ & =p & " B +p, C . & 4+ ¢ :
(MxN) (MxN) (NXN) (MxM) (MxN) (MxN)

Les €léments des matrices B et C sont, comme d'habitude, des fonc-
tions fix€es 3 priori qui permettent d'introduire les caractéristiques
spatio~&conomiques propres 3 1'étude. Comme dans les chapitres précédents,

on propose d'estimer les paramétres de ces matrices.

L'équation (3) semble a premiére vue justifiable du point de vue
€conomique. Dans des travaux subséquents, on pourra approfondir les recherches
sur la pertinence €conomique d'une telle formulation. Ep se limitant

ici & 1'intérét de la forme mathématique de (3) et (4), si on vectorise

1'équation (4), on obtient un schéma régressif semblable d un SAR(2) résiduel.
En effet, soit :
(5) vec (ABC) = (A®C') vec (B)

Pour B et C symétrique 3 1'équation (4), on obtient :

(6) vec (&) = 0, vec (IMEB) * p, vec (CEIN) + vec (7) s
(NMx1) (NMx1) (NMx1) (NMx1)
(7 vee () = o, (I, @B) vec (&) + P, C®IY vec (E) + vec (7)
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Finalement, en changeant la notation, grace aux équations (1) et
(7), on a :

(8) Y = X B + €
(Rx1) (RxK) (Kx1) (Rx1)

(9) € =p WDe+p2 Ho:e+u ,

ot u ~ N (0, 03 IR), € = vec (§) et u = vec () sont des vecteurs de longueurs

(Rx1) et WD = (I, ®B) et WO = (C@IN) des matrices de dimension (RXR).

Le travail de spécification et d'estimation, é&tant relégués a des
recherches subséquentes, on se limitera ici, & présenter, au prochain chapi-

tre, la solution algorithmique d'une telle formulation.
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S’



CHAPITRE IX

ALGORITHME D'ESTIMATION D'UNE FORME AUTOREGRESSIVE RESIDUELLE

POUR DES DONNEES DE FLUX
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Pour des données de flux, le modéle autorégressif résiduel peut

s'écrire :

(1) Y =XB +¢ s

(2) £

plee+p2W05+u y

u~ N@O, 07 I.), avec ¢ = vec (£), u

e Ir vec () .

(3) WD = (IM®B) R

(4) W

b= COLY

ot B=B(0) est la matrice de contigufté des N zones en destination et

C

il

C(8) la matrice de contigu¥té des M zones en origine et ol 1'on posséde

R

H

MxN observations. e vecteur 6 est formé de H €léments 8' = (8

1,...,9H)

Comme ce probléme a la méme forme qu'un SAR(2) résiduel, 1'algorithme
de solution est alors évident, En effet, il s'agit d'adapter les formules

du chapitre IV i notre cas.

1) Fonction de vraisemblance

L'équation (2) peut s'écrire :
(5) [IR -0 WD -0, V%] € =u ,
(6) P (Dl’ Py 8) e =u ,
ou, pour simplifier 1a notation, on dira :
(7) Pe=u et g=pl,

(8) J (U +€) = }P! ’

.
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et done :

) Ve =al phpl L2y
Posons :

(10)  y' = (015 pys 85-44,8)

et Oi = 02. Alors :

-R/2 v -1
,P]exp{-g-XB) v (y—XB)}

202

(11) ;(26, o, v ) = (2m od)

2) Dérivées premiéres

Comme &tabli 3 la section 2) du chapitre IV, le probléme se ramene a
2
maximiser la fonction concentrée L¥* (vy; ¥y, B*, o*7), par rapport aux 71’

c'est-d-dire :
2 R R 2
(12) L** (v; y, B*, 0%%) = -5 [In (2m) + 1] - 7 Ino* + 1n [P| |

avec

-1
1) sr=x viy xyvl,

2. (y-xg0)' VL (v xpn

AL** -1 3P 1 3P
(15) s (P o) - = (yoxgayr pr B (y-x8%)
9y AR a4
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ou
P
ayi
0| - (1, ®B)
(15. v, = oy | = (C®IN)
9B aC
8, | - Co; (IM®a—eh-) t o, (Se—h ® 1)1

3) Dérivées secondes

Pour les dérivées secondes, les formules sont :

(16) 3°L D A
3B3B"* 2 ’
o}
an 3L _oxrvle
2 2 >
aRdo g
(18) 2’1 =X pr 3P, 2P Pl e
BBBYi o2 Byi 3
(19) %1 . R ¢ v1e
302802 204 06
u' éﬁi— €
2 94
(20) 3L
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dont on a, grice 3 (15.1)

(20.1) 82L/8028Yi
u' (I, @B) ¢
p -
1 04
Y, = @1 e ,
) i
o
u' [p, (I ®-B—B-—) +p ®1)]e
1 ™M 86h 2 86
e -
h 04
et
1) 321 rr- PP o1 3P o1 3% L e ot ogp Lo AP
ayiayj Byj ayi ayiayj 02 3Yj 8yi ayiayj
=
ol Kl ,'é;— sont donnés par (15.1) et of :
A 3Yj
(21.1) Y. =
J
3P .
Byiay 2 g
3B
o1 0 - (IM®@)
Y. =
i aC
P2 0 - (Teg-@:) )
3B 5C 2B 3°c
| (@3 (35;®IN) - (o, 1y ® aehaeg) ¥ p2<ae ae QLY
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4) Formules 3 programmer pour les dérivées secondes

On peut remarquer que les €quations (15.1), (20.1) et (21.1) comportent
des produits de kronecker. Afin de minimiser 1'espace utilisé par le programme

pour calculer ces €quations, utilisons les identité8s suivantes :

vec (EB) ! .

1]

i) GM®EE

1) COIY € = vec (CE) ,

ol € = vec (§) ,

B y B g
PPt ptM B 0 ..... 0
N prt P22 . p2H 0 B ...... 0
iii) P (IM®B) =1 : :
M1 M2 MM .
_P P .. P i _O 0 . BA
rpllB S S p1My
21 22 2
e P*B vueren... p:MB
M1 M2
P B PB eu..... . pMMB_J
ot B et Pij sont des matrices carrées NxN et Pij est la sous~matrice

ij de P—l.

1. vee (ABC) = (A®C') vec B .



i 1 h -
ptt pt2 L. ptHt
p?l sz ...... ZM C
v Pty - ; : :
M1 M2 MM
P p P ] c
[ M M
1i 11
) C.. P y C.P
i;p il =1 12
M M
L 2 24
) C,, P y C..P
i=1 11 =1 12
M M
Mi Mi
I €, P l c,P
| i=1 i=1
M ii
Soit A =] ptt o p et E =
(NXN) i=1 (NxN) (MxM)
E ‘t[Pij] E de i) 3 iv)
ij = r (NXN) . i1 se servant de i a 1iv),
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permettent d'écrire :

IL%*

H

H

i

- tr (AB) +-%§ u' vec (ZB) .
ag

- tr (CE) + —%—u' vec (C&) ,
g

3B aC
- [pl tr (A aeh) t o, tr (E aeh)] +

------

Ol u
02

oooooooooo

oooooooooo

vee (&

....... Coly
....... C?MIN
....... .
ig;CiM -
ilgl .CiM PMiJ

les équations (15) et (15.1)

0, u'
h g

E' , la matrice dont 1'é1ément

vee (2C
L
h
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(20.1) devient alors :

5L

2
lof Syi

_u' vec (EB)

)
1 4
Yy T u' vec (CE)
Py - 4
[e)
6 - rp vee (238 45 vee A 5y
h 4 1 3, 2 30,

En se servant des identités suivantes :

r;}la e p%MB p%lB ....P%Mﬁ
PUB .... P™p| |pMg.... P

(M o
ee | § 7 plippiig ,
i=1 j=1

tr

W e P @p) e (1, ®B)]

I




v e P c@ry Pl (1, @B
i M M ]
11 11
J c P J C..P
i=1 11 i=1 M
T tr .
M M
I c P Cop P
i=1 i=1
L J
M M M
=er | ] 0§ [ oc, Ppikp
371 k=1 421 1
vit) e [P (c@®I) P (@11
N N
[ M M ]
11 11
P CLoPh T c.p
RS PN
= tr
M M
Mi Mi
izl i1 P izl Cipg P
(M M 0 kg
ser |15 CipCyp P P
Lk ij
Pour = , , B h =1,...,H .
our y; = o, Pyr B ( ), et Sg
5L
- g : } .
3Y13Yj evient, par v) et i)
2 MM
3L __ er [y § pii g pii B] - Yec (EB)' vec (£B)
apf i3 o2

- 225 -

- -
plig ... ol
Pl ... P
L A
[ M M
5 oc.. pit 7 oC
i=p it i=1
M . M
R e
4= 11 i=1

(g = 1,...,6), 1'expression
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De la méme fagon, par vi), i) et ii), on a :

R
= - tr [ C.
90,90, j=1 k=1 i=1 *

, PR gy vee (€O vee ()

02

et par vii) et ii),

2 MMMM v
Ths-e ][, ¢, Pt pkly | vee (¢ Jree (€5)
apz 2k 1ij i J o
En appliquant les formules i) a vii), on a :
2 MMMIC
S5255= = - o, tr [] ] pd p pit 2 -0, e 1] § ] 5l Pkt pk
g "1 ij g Jki7g
P
- tr (A gg ) - 5 vec (EB)' vec (£ gg ) - 5 vec (EB)' vec (gg; £)
3B
t+ == vec (£ —) ,
o2 96
2 MMM . MMMM aC,
3L _ ki pjk 9B j% i _kj
=-p tr[j)yc p<tpikaB er 0] J 7Y C,, 3% p*l pki;
868802 1 ki ij aeg 2 £k i ik aeg

[

o} p
tr [E g%—] - —%-vec (CE'" vee (& %g— - —% vec (CE)' vee (gg— £)
] g g g

u' ac
+ — vec (gé—'i) ,
a g



|

+

MM
2 ij aB ,ji 9B
pler [y Y P = plt By, L
1 ij 88h o0 172
MMM JIC
i ki _ik 9B 2
p, 0, tr [§ § § =21 pkt pik 3B 5
172 5K aeh a6 2
2 2
3B a C
p. tr [A 1 - p, tr (E —=—=—)
1
BGgBGh 2 BGgBGh
pZ
1 3 PP
—  Vvec (Eg%“ ' vec (E-g—g—-) - _1__2_2_ vec
o h
g o
P10 vee B £yt yee (£ B pg
oL c 95 N _ 2
02 aeh 0B 02
o 2 p 2
A1 3°B 2, a°C
5 u vec (& ) + — u' vec (o
5 aegaeh 02 88886
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h

€

oB

aeh

£)

Qr

C. .
ij pki PJk _B_B__]

B, %,
MM OC,, acjz 21 ki
Il 35— P PO
i5 %,

)' vec (g%— &)
g

vee (5= 8" vee (X
h 8
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CHAPITRE X

LES MOINDRES CARRES GENERALISES (MCG)

POUR UN PROBLEME HETEROSPATTAL
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Dans les chapitres précédents, afin de tenir compte de la corrélation
spatiale dans les résidus E(ge") = 02 V =z 02 I, nous avons postulé une forme
SAR(D) telle que € = [1- H(8)1™ u, noté € = P"L(8) u ~ (o, o2 P(ay-L ey 11y
et V = P—l(Q) P—l(e)'. De cette fagon, l'estimation de 1a matrice V(8)
s'est faite par 1'entremise de 1l'estimation de la matrice P(8). Dans 1le présent
chapitre et les chapitres subséquents, nous adoptons une approche différente.

Au lieu de postuler une forme fonctionnelle pour les €léments de la matrice
P(8), nous nous intéressons 3 estimer directement les &léments de la matrice
V(). Pour tenir compte de cette différence, nous changeons la notation

et posons E(ee') = o2 (o).

1) Décomposition en deux étapes

Soit le mod&le de régression linéaire Suivant :

(1) y = X & + g
(Nx1) (NXK) (Kx1) (Nx1)

ol on a N = nombre de régions dans 1'étude
K = nombre de variables explicatives
X matrice non stochastique
(NXK)
E(eg) = ¢
(Nx1)
[ > |
81 €l€2 ...... €1€N
2
E(ee') =0 Q = E c e o2 c e .
271 72 Tt 20N
E.Z €.€ 82‘
L N1 ENSp creees N ]
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Posons comme forme fonctionnelle qui modélise 1'hétéroscédasticita

la forme multiplicative Suivante,

2 _ 2 2.y 2 2y
(2) o] = E(el) TP Oy = E(gp) =0 Py
Alors
. ]
p -
1 %12 “In
2 Y
1] -
(3) E(ee') = o Wyy P, Wop
y
D
N1 LL)NZ ..... h N_J
s'écrit encore :
Y/2 h
[bl 0 N ¢
(4) E(ee') = o2 | o P;'/z . 0
Y/2
L0 0 ... Py
“12 “1y v/2
1 === ... D 0
Y/2 v/2 DY/ZPY/Z 1
P1 Py 1 Py
) w
S ) 2N 0 ,DY/Z
Y/2 y/2 Y/2 v/2 2
P2 Py : P2' Py :
W, N . .
N1
N7 w7y i 0 0
[ Y/2 v/2 1
Py Py ]

que 1'on considére pour 1'instant connue :

—d
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On retrouve au centre de 1l'expression 3 droite de 1'égalité, 1la
matrice des corrélations résiduelles, que 1'on nomme R. L'équation (4)

devient alors

(5) E(ee') =0°Q=0>.D.R.D |,

ou D = diag (PI/Z Pg/Z ven P;/Z)' On a donc :
(NXN)

(6) (UZQ)_I :O-ZQ—l -5 2 diag(sz/z P;Y/z... P;Y/Z) ! diag(PIY/z P;Y/Z... P;Y/z)

Donc, pour le modéle lindaire (1), le BLUE (meilleur estimateur linéaire

non biaisé) de B s'écrit :

(N B=@ alonlyx gl y
=@ DRI g gl gl il ’
(8) B = (xx' R71 x%) 7L gar L y*
et
(9) V@) = o® xx g7 w7l

- . -Y/2 -vy/2 -y/2 -Y/2 -vy/2 -v/2
ol X* = diag (P'/° P2Y/Z Py/"%) X et y* = diag (PlY/ PZY/ ... PNY/ )y .

Pour des matrices D et R connues, la décomposition utilisée pour
former les &quations (8) et (9) montre que 1'on peut obtenir la solution

BLUE de B:

=X QTR T oty ,

)
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par une procédure composée de ? étapes. Dans une premidre, on transforme
le modéle original (1) en divisant chaque observation 1 par la fonction
PI/Z. C'est la procédure habituellement employée pour corriger 1'hétéros-

cédasticité. On peut alors former le modéle homoscédastique suivant :
(10) y = X* B + gx |

oi E(eg*) =0 s

E(e*e*') = 02 R .

A la deuxiéme &tape, il suffit d'appliquer 1'estimateur MCC (8) au

modéle transformé (10) :

B = x# R xm ™ xar gL 4a .

Comme on traite des données spatiales (de coupe transversale), on

nomme la matrice R la matrice des corrélations spatiales.

Comme c'est habituellement le cas, les &léments qui forment les
matrices D et R sont inconnus. Lorsqu'on estime d'une fagon quelconque 1les
paramétres qui forment ces matrices, on parle des MCGE (moindres carrés géné-

ralisées estimés) que 1'on note :

(11) B= @ty a1, .
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2) Quelques Propriétés des estimateurs moindres carrés généralisas

Pour § connu, 1'estimateur BLUE de B est B = (X' Q—l X)_1 X' Q—l y.
En effet, selon nos hypoth&ses, comme X et {2 sont des matrices fixes, donc

non stochastiques, R est une combinaison linéaire duy vecteur aléatoire y.

estimateur linéaire non biaisa (BLUE). C'est donc dire qu'aucun autre
estimateur linéaire non biaisé& poss&de une matrice variance-covariance

"plus petite" que celle de é = 02 x' le X)-l = Zé' Soit é tout autre
estimateur non biaisé, 1la Soustraction des matrices de variance et covariance
suivantes Zé - Zé donne une matrice semi~définie positivel. C'est ce
qu'implique le théoréme Gauss-Markov. Pour obtenir ce résultat, 11 suffit
d'utiliser 1'espérance mathématique, concept employé lors de 1'étude des

pPropriétés d'estimateurs en €chantillon fini.

Lorsqu'on remplace () par une matrice estimée ﬁ,

-1 X! ﬁ-l Y posséde des propriétés d'échantillon fini qui
s'averent plus difficiles d évaluer. Ceci s 'explique par le fait que

é devient alors une fonction complexe de variables aléatoires présentes
dans y et ﬁ. Le probléme devient beaucoup moins ardu lorsqu'on &tudie 1les
propriétés asymptotiques. On emploie alors les concepts de convergence,

de limite en probabilité et de loi de distribution asymptotique. Pour un

rappel, consulter 1'appendice IIT.

. Voir Judge, Hill, Griffiths, LUtkepohl et Lee, 1982, Introduction to the
Theory and Practlce of Econometrics John Wiley & Sons Chapter 10.
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Pourvu qu'on ajoute 3 notre modéle les hypoth&ses suivantes :

x' o1 g

(12) lim
Nooo

= Q

ou Q est définie positive, le vecteur d'erreur e est de moyenne zéro et

. 2 .
VN posséde une matrice variance-covariance ¢ . non singuliére,

(NxN)

pour

- -1 -1 -1
(13) B=(X'Q ™ X X'Q Ty .
qui s'écrit :
(14) B+ alnlygl, |
les conditions E(é) = B et grice i (12),

1 —l -l -

(15) lim‘% CE—%%‘—QS = lim %" Q 1 =0 ,

N0 N>

sont suffisantes pour vérifier la convergence de é, c'est-a~dire plim B = g8 1.
Une application du théorsme central limite permet d'établir sous des conditions
supplémentaires que :

-1 -1 -1
a X' Q X'Q
(16) AN (B-8) = ¢ X €

! v

posséde une loi de distribution asymptotique normale, c'est-i-dire? :

R S |
An - N E-8) ~ w0, o 1w L%

N>

1, Dhrymes (1978), p. 102.

2, Theil (1971), section 8.6,
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En effet, si toutes les conditions sont respectées

v ~—1 v o—1
(18) X8 €D .y, tmo? . O X

ﬁ N0 N

z ~N (0, o Q)

)

Comme par (12) le premier terme de droite de 1'équation (16) a une

limite in, par l'application de la r&gle 8 de 1'appendice III,
- 2 -1
V¥ G- ~ 5 0, % o).

2.2) @ inconnu

Sous des conditions additionnelles, s'il est possible de trouver
une estimation convergente 2 de 2, alors dans ce cas, ‘ﬁ; (é-8) et

J; (B -B) auront La méme Loi de distribution asympXoiique. Ces conditions

sont :

(19) plim= x' (@ - g lyx=0 |,
Nooo N

(20) plim—=x' (3™ - gy ¢ - g
oo \[ﬁ
Si de plus :

(21) plim%e' @togly e =9 ,

alors

2 _ -3 07! y-xB)
N-K ,

Qn»

2 _ G- ot y-xB)
N-K i
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sont des estimateurs convergents de 02 ' En effet, par (18), (20) et 1a
régle 7 de 1'appendice IIT

~-1
)
T8 eDd .y ©, > ,

VIE
5-1

L
alors, par (19) plim X9 X
N>
obtient le résultat désiré, soit

(22)

= Q et par 1la régle 8 de 1'appendice III, on

\/.I\? (é-B) et ﬁ (5-3) ont la méme loi

3

de distribution limite.

Alors, si ces conditions sont respectées et si on posséde une
- ~ - A—l _ . . -
matrice P telle que P' P = ) » la procédure usuelle appliquée au modgle

transformé P y = ﬁ X8 + P ¢ est asymptotiquement justifige.

2.3) Propriétés de l'estimateur des moindres carrés ordinaires

P _—-—_—————-——_-_--___——__-—_—___..—_--—_——-——————_———_——-

(23) b=8+@nlx e |

b est convergent et suite 3 1'application du théoréme Gauss-Markov, asympto-

tiquement moins efficace que le BLUE

B = &' Q-l )()_l X' Q—l Y. On a E(b) = B et de plus :
2 .. -1 ., v -1
lim var (b) = gI\T (X_NX_) 2(__}?..22 (XN_X) = 0 s
Noo (KxK)

car sous les conditions supplémentaires :

!. On met les €quations (19) 3 (21) plutdt que plim Q—l-Q—l = 0, car dans
N
cette derniére expression, la taille de 1la matrice {) augmente avec celle

de 1'échantillon, ce qui n'est pas permis par 1l'opérateur plim .
N~
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X'X ~ N
lim (—EFO = ¢ matrice finie et
N0
(24)
L
lim X I? X =T matrice finie et
N—)Oa
02 -1 -1
lim wvar (b) = lim'ﬁf + @ r'eo = 0.
Noroo

Avec les hypothéses (24) et en ajoutant

on vérifie que la distribution asymptotique de
(25) ‘ﬁ;(b-B) ~N (0, o ¢t 1 oLy |

3) L'estimateur B du maximum de vraisemblance

définie positive |,

définie positive s

la normalité 3 1'erreur £,

b est non singulidre.

Lorsqu'on ajoute 1la normalité aux erreurs ¢, c'est-d~-dire si

2 . ,
€ ¥N (0, ¢ Q) avec inconnu, on obtient habituellement un estimateur

~

B de la méme forme que les MCGEI, en effet, on

=1 -1 _, x-1

(26) B=x Gty gty

a 3

Dans 1'expression (26), Q n'est Pas nécessairement égal 3 {} de (11).

-~
-~

Toutefois, B, B et B auront asymptotiquement les mémes propriétés,

le sait, sous des conditions générales, R sera

totiquement normal et asymptotiquement efficace,

-~
-~

Comme on
habituellement convergent, asymp-—

Basé sur ce résultat, B,

B et B atteindront tous asymptotiquement la borne Cramer-Rao asymptotique.

. Dans la littérature €conométrique, il existe une exception a cette ragle.
En effet, pour un modale hétéroscédastique ol E(E%) = g2 E(yg) ol Ve N,

1'estimateur B de B n'est pas de type MCGE (Judge (1980), p. 140).
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Remarque

En statistique, les preuves de convergence, de normalité et d'effi-
cacité asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance sont &tablies
a partir de la loi de densita jointe d'un &chantillon aldatoire

N
35: I £(+), caractérisé par 1'indépendance entre les observations. Pour 0
inconnu avec Q = Q(6), ou @ est inconnu, lorsque 9-1(6) peut s'écrire
(Mx1)
comme P(8)' P(8), ces dernidres Propriétés optimales peuvent &tre étendues
au vecteur E = (B', 8", 7). Pour se convaincre, il suffit de considérer

le fait que les résidus v = P ¢ dumodile transformé Py = P XB + v sont indé-

pendants.

Dans un probléme d'autocorrélation Spatiale ou temporelle ou bien
encore un probléme d'hétéroscédasticité, on estime habituellement 1a
matrice (8) par 1'intermédiaire d'une modélisation des €léments de la
matrice P(6). Dans le cas Présent, contrairement 3 cette approche, les
formes fonctionnelles que 1l'on postule concernent les éléments wij de
(). Afin de tenir compte de cette situation, Magnus (1978) a établi,
pour € ~ N (0, 02 ), les conditions qu'il faut respecter pour que le vecteur
z = (é', g', 52) soit convergent, asymptotiquement normalement distribué
et asymptotiquement efficace. D'aprés ses résultats, lorsque certaines
conditions sont respectées, ‘[E-(E-C) ~ N (0, 1im E%]-l), ol Y représente
la matrice d'information. A la section finale gzmce chapitre, nous tente-

rons de vérifier si ce résultat s'applique pour le type de modéle que 1'on

veut considérer.
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4) Procédure d'estimation en deux étapes

Dans cette section, on va développer un algorithme d'estimation qui
tiendra compte i la fois de la corrélation spatiale et de 1'hétéroscédasticita,
Notre but sera donc d'estimer conjointement le vecteur de paramétres B du
modéle (1) et les paramétres de la matrice variance~covariance 02 Q des rési-
dus. Dans un tel cas, les propriétés de ces estimateurs, dans le contexte d'e-
chantillon fini, deviennent extrémement difficiles 3 étudier. C'est pourquoi

on donnera 3 notre algorithme une Justification exclusivement asymptotique.

Comme on va le voir, on exploitera la décomposition en deux étapes
€tablie aux &quations (1) 3 (9), c'est-3~dire, dans un premier temps, on
estimera de fagon convergente les paramétres de la forme qui modélise 1'hété-
roscédasticité., Par la Suite, on partira de cette solution convergente
pour s'intéresser 3 une estimation du maximum de vraisemblance du modéle
homoscédastique résultant lequel est sujet 3 1la corrélation spatiale rési-

duelle,

4.1) Modélisation convergente de 1'hétéroscédasticits

——— e st v

I1 existe dans la littérature plusieurs types de forme fonctionnelle
qui permettent de modéliser l'hétéroscédasticité. Pour une synthése des
principales formes, consulter Judge (1980), chapitre 4. TIes économétres
utilisent généralement la forme multiplicative et c'est d'ailleurs celle que

1'on va retenir ici.
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4.1.1)  La forme hétéroscedastique multiplicative

Selon notre notation 3 1'équation (2), on a :

2, . 2 vy 2
E (el) =¢ P!, E (82)

2
z,, = 1n Pt’ a = In 0" et a

(27)

E (Ei) = e

Soit zt

1

2

= 02 Pz ee.. E (e;) =g PY . Posons

a.t+ta,z

27t2

N

92 = Y, cette opération peut s'dcrire :

un vecteur SX1 de variables exogénes 3 1'observation t et

@ un vecteur Sx1 de paramdtres inconnus, la forme généralisée de (27) s'écrit :

(28)

%y

e

La forme (28) est appelée multi
oz

azzcz
e

1,...,N .

e

S

ts

plicative car elle s'exprime comme

. Vu que E (ei) = 02 PI est un cas particulier

de (28), les propriétés des estimateurs en (28) valent aussi pour cette

derniére formulation.

Afipn d'estimer a, la méthode usuelle suggére d'exécuter

la transformation suivante :

(29)

€

e

z

zZ

1]

a

‘o

t
+ [e
t

2

2
_o't]

e bty [gi-—E(ei)] ,
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[ s

Le logarithme naturel s'gcrit in Ei = zéa + 1In (e /Oi), et on a donc,

finalement, le modaie linéaire suivant :
(30) In 82 =z'a + vk
t t t

Si on fait 1'hypothése de normalité pour Et, alors Ei/di ~ Xz(l).
Ainsi v: est distribué comme }le logarithme naturel d'une variable aldatoire
khi carrée avec 1 degré de libert&. En faisant 1'hypothése que E(eter) =0

VYt # r, Harvey (1976) obtient :

a) E(v*) = -~ 1,2704 i ,
(31)

b) E(v*vx') = 49348 IN s

oh 1' = (1 1 ... l)(lXN) et ol le modéle (30) s'Gcrit de fagon matricielle :

(32) q* = Zo + vk |

2 2
avec q* = (1p € - in eN)'. Comme pour notre cas, E(eter) # 0 est plus rai-

sonnable, on dira :

a) E(v¥) = - 1,2704 i ,
(33)

b) wvar (v*) = q s
(NXN)

avec Q définie positive, c'est-3-dire qu'on maintient 1'hypothése de moyenne
constante E(v:) = = 1,2704 ¥t tout en ajoutant la possibilité de variances

non nulles.
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Comme 1'Equation (30) s'dcrit :

= o+ ot t vk = 1,...
(34) In € al zt2a2 ztsas vE o, t 1, , N,

avec E(v:) = = 1,2704. Définissons une nouvelle erreur wt = vt + 1,2704

tel que E(w:) =0 Vt. Alors le modale (34) devient :

2
= - %
(35) In et (al 1,2704) + Z o0y * ..t z &t w ,

ce que 1l'on note :

* = * =
(36) af = oyt Zo0y T oea. t z 0t wE o, t =1,...,N,

et de fagon matricielle :

(37) Q* =2 1] +wx

avec a, = a, - 1,2704,

(38) E(w*) = 0 s
(Nx1)

et grace a (33) b)

(39) E(wtw*') = @
(NxN)
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En ajoutant une hypothé&se sur le comportement limite de Z :

2'z

(40) lim =/ = z , matrice finie et définie positive,
N ZZ
N0
et
' ~
(41) lim 2—3?—2 =9 matrice finie et définie positive .
Nooo
Comme les &quations (32) et (37) permettent d'écrire :
r —
o Fao
% )
(42) q* = Z : + vk = Z|: + wk ,
Rel %
E [
a a
(43) 2( - (z2'2) 1 z' q% = 21, (z'z;‘l ' wk

Les équations (38) et (39) alliées aux résultats de la section 2.3)
permettent d'affirmer que levecteur[&l &2 cen &S]' est un estimateur con-
vergent<La[aO Uy voe aS]'. Nous venons donc d'établir que l'estimation MCO
du modéle q* = Za + v* produit des estimateurs &2,...,&3 convergents de
az,...,as. La non convergence de &l pour al = 1n 02 n'est pas tragique. En
effet, notre but est d'obtenir une estimation 85 de ci de 1'équation (28).

On a maintenant :

)

z
(44) Gi et = e L, e 8272 | ... e 88 , t=1,...,N .
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Comme e = 0 est un facteur de proportionnalité qui disparait
lors d'une estimation MCG [voir les équations (2) 3 (9)1 les seules esti-
mations pertinentes sont celles de az,...,as. Pour le cas particulier de
notre modéle aux équations (1) et (2), ? = 82 eést un estimateur convergent
de vy = az.

4.1.2) Estimation de La forme hétéroscedastique mubltiplicative

Afin d'estimer la forme fonctionnelle de 1'hétéroscédasticité, on
a proposé, a la section précédente, d'estimer par les moindres carrés ordi-
naires 1'équation suivante :

&
’ 2 _ * -
1n Et = zta + vt . t=1,...,N.

Comme €, de 1'équation (1) est inobservable, on propose de remplacer
le vecteur € =y - XB par le vecteur o = y - Xb, o b = (X'X)-l X'y.
(Nx1) (Nx1)

En effet, tel que montré 3 la note ! suivante, Et R et s £ = 1,...,N.

. Soité =Y -xp = My =Me, ouM =1 - X(X'X)-l X' et X fixe.

- xx'07! xe > E(8-¢) = 0

€ - ¢

V@E-e) = of xx'nL g g xx g .
Grdce a 1'équation (24), on a, pour chaque erreur ét et s
2 X
~ . g -1 =11 7tl

V(et-et) =5 [th,...,XtK] " Tr o X
tK

lim V(€_-€ ) = 0 V¥t, donc plim (é_~¢c ) = 0 yt. Cette condition nous

N0 t t t t

assure donc par la régle 7 de 1'appendice III que Et converge en distribu-

, ainsi

tion vers Et'
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On a donc le modéle suivant : 1n e, Tzt Ver»Ou v = 1n (&8 /ot
Ou matriciellement, avec q, = In e
(45) q =2a +v .

Comme les propriétés de petits &chantillons du vecteur v sont alors

compliquées, il reste 3 nous reposer sur les propridtés asymptotiques de v.

Comme Et 2 €, Yt, alors par la ragle 9 de 1'appendice III, 1n (Ei/oi) converge

2,2 . <
en distribution vers 1n (Et/ct) = v:. La démarche entreprise a la section
4.1.1) nous assure alors de la convergence des estimateurs issus de cette

procédure.

4.2) Modélisation de la corrélation spatiale

e S . e i .t e B vt e s o i g

A la seconde étape, on se pPropose d'estimer le modale homoscédastique
(10) lequel est sujet & la corrélation spatiale. D'aprés 1'équation 9),
ce modéle est construit 3 partir de la solution convergente de 1'&tape précé-
dente, ce qui est justifiable car asymptotiquement pour 1l'estimation de B,
il est &quivalent de parler de ? ou Y. Alors si on répate 1'équation (10) en
omettant les é&toiles pour simplifier ]a notation, on a !:
(46) y = X B + e

(Nx1)  (NxK) (Kx1)  (Nx1)

oi E(e) = 0 et E(ee') = 02 R, ol R est 1la matrice des corrélations spatiales
des résidus qui est fonction d'un certain nombre de variables pertinentes et

d'un vecteur 8 de L paramétres inconnus. A 1a section 4.2.1), on présentera

! En 1'absence d'hétéroscédasticité, le modé&le (10) constitue alors notre

modéle initial,
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une procédure MCGE dont les propriétés asymptotiques restent 3 étudier,
A la section 4.2.3), on développera une procédure d'estimation du maximum

“ 2
de vraisemblance pour l'ensembledesparametres B 6 et o .

(Kx1) (Lx1)

Remarque

L'idée de modéliser directement les corrélations spatiales résiduelles
n'est pas nouvelle. En effet, W.D. Fisher (1971) a pProposé une estimation
MCG du modéle (10) ol les &léments rij de R sont remplacés par des mesures
d'accessibilité. Selon lui, i1 est raisonnable de croire que la corrélation
entre les erreurs i et j du modale est Proportionnelle 3 1'accessibilits entre
la paire de zones concernéges. Comme mesure d'accessibilité, il utilise 1la
réciproque du temps de trajet minimum! entre ces deux zones. Ainsi sa matrice
de corrélation est une matrice d'accessibilitd R ol on a r = 1 Vi et

ii

rij = 1/temps de trajet entre i et i.

Selon ses termes, c'est le caractére décevant des résultats d'estima~
tion MCG obtenus qui 1'ont poussé 3 abandonner son approche. Depuis cet
article, on a eu connaissance d'aucune autre tentative d'estimation du méme

genre.

4.2.1) Une procédure MCGE

Afin d'obtenir un estimateur de type moindres carrés généralisés estimés
(MCGE), il faut tout d'abord procéder 3 une estimation rij des éléments rij

qui forment la matrice de corrélation spatiale R, pour, par 1a Suite, produire

l'estimateur :

L, Quel que soit le mode de transport.
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(47) B-x Rlp g gly, |

Comme on a :

€ €

i
(48) r,, = E (=1 |

ij 2

g
en s'inspirant de 1la procédure usuelle employée dans les travaux d'hétéros-
cédasticité, on peut former la régression suivante qui, 3 cause de 1la Symé-
trie de R se limite aux termes i >3

€.€

)y L. <—l>+[—i E (—in
0'

ag

b

ce qui s'@crit encore

€.€ €.,€
(50) Li-. Li_, 1, pour i>j .,
2 ij 2 ij
g g
. 1 H
Pour r ., fonetion quelconque de variables % 1eeey2), et
ij 1j ij

de paramétres 61,...,6L, on peut écrire, en posant

E.€
u,, = ['151 -r,,] :

iy = 13
£i%y H
(51) 02 = f (zij,...,z iy} 91,...,9L) + uij , pour i >j .,

Cette formulation (51) posséde pour 1'instant de nombreuses lacunes.
L'étude de la loi de distribution de uij de moyenne nulle exige un peu de travail
et pour des raisons que 1'on verra, nous n'avons pas jugé, ici, pertinent de
le faire. Deuxiémement, comme le vecteur d'erreur ¢ est inobservable, on peut

le remplacer par son substitut naturel, le vecteur d'erreur résiduelle
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e =y=-Xb, car comme on 1'a déja wvu, Et ¥ €, Vt. De cette fagon les
propriétés de cette méthodologie deviennent attirantes principalement dans
le contexte d'échantillon infini!. Finalement, la matrice ﬁ, formée par
les éléments estimés ;ij issus de la régression (50) doit étre, comme on

le sait, définie positive. Pour une forme non contrainte telle qu'en (51),

la probabilité que ﬁ soit définie positive est assez faible.

A cause de ces raisons, comme on n'est pas en position d'évaluer
toutes les propriétés de 1'estimation ;ij de rij’ on proposera i la section
4.2.3) une méthode qui généralement produit des estimateurs convergents.

On parle ici, d'une procédure du maximum de vraisemblance,

Mais avant, &tudions plus spécifiquement la fonction

1 H

r., = f (2 ""’Zij’ 81,...,8L). A la prochaine section, on va déterminer

ij

une forme fonctionnelle précise quil permettra de modéliser de facon raisonnable

la corrélation spatiale.

4.2.2) Une forme fonctionnelle raisonnable pour La modélisation de
La _connélation spatiale

Par définition, une corrélation se situe dans 1'intervalle -1< r <£1.

ij

Il serait alors intéressant de choisir une forme fonctionnelle qui respecte cet

intervalle. Comme forme possible, on propose :

— ) A g &
1. Comme E (9%— =MRM, ot M = T - x(x'x)" ¢ X', Uy s [—iii- rij] sera
(e} g

généralement de moyenne non nulle et non constante.
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rij =1 . i= 4
-7
(52) ija
_1l-e
L., = ———, i>3
ij —Lija
1+ e
ou Z = [Zl cee z I" etot a =[qg cen 1.
13 137770 % () 17 0%
(Hx1)
A la figure 1, on rappelle 1le comportement de la fonction e-x.
-x
d la figure 2 que 1'on €tudie celui de lélfi:; .

l+e

FIGURE 1

C'est
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FIGURE 2

-

“~ . wn
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L'interprétation €conomique d'une telle formulation est bien

- 1 1 _ -1
fondée', En effet, soit al Zij al dij'

absolue de la corrélation entre deux erreurs Ei et Ej soit une fonction inverse

On s'attend 3 ce que la valeur

de la distance. Dans ce cas particulier, on a alors :
-a./d

1-e 174

ij = -, /d,
1+e 1° 74

3
h|

(53) r

Alors, lorsque di *> > a /d,, >0 et donc rij > 0. Lorsque la distance

3 17%3

l/dij + o, Alors pour o > 0 rij > + 1 et pour

cxl<0 rij+—l.

tend vers zéro, a

Afin de conserver 1la propriété de corrélation nulle entre les erreurs

de zones trd&s &loignées, la forme fonctionnelle que 1'on propose s'écrit

=2 2 H
- e-—dij (a1+a2 Vij + ...t OLH Vij)
(54) r.y = . pour i > j
i _=A 2
L. dij (al~+a2 Vij + ... F o V?j)

1
a Vo o= i> v = .o s . é
ol 11 1 Vi>j, et ol on pose 6 (al, Ay e A) Si on écrit

Zh :d-AVh 5
ij i3 1j
2 H
A e Vv -~ ] [ . . P
al + az ij + + aH 13 permet a l'utilisateur d'introduire différentes

variables afin d'expliquer avec 1'aide d'une seule relation le lien entre

h=1,...,H, on retrouve 1l'expression (52). La partie linéaire

les paires d'erreurs g; et Ej de 1'étude pour i 3.

. n est évident que toute forme fonctionnelle monotone f(x) telle que

f(-=) = -1 £(0) = 0 et f(®) = 1 peut &tre pertinente,
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4.2.2.1) Quelques variables pour_expliquen fLa comnélation spatiale

I1 est difficile ici de donner ou d'énumérer toutes les variables
qu'il est intéressant d'introduire dans la forme linéaire de (54). Toute-
fois, c'est généralement le caractére économico—géographique spécifique de
1'étude et 1'intuition €conomique du chercheur qui lui dicteront quelles
variables introduire dans le vecteur Vij = (1, Vij,...,ng)'. Abstraction
faite du signe de 1la corrélation rij’ en se basant sur les principes de
modélisation dans les modiles de flux, 1'importance du lien, comme on 1'a
dit, risque fortement d'é€tre une fonction inverse de 1a distance. Si on
s'inspire de ce méme type de modélisation, d'autres variables nous viennent

a 1'esprit.

i) Des variables d doubles indices

L'importance du lien entre deux zones iet § est généralement propor-
tionnelle 3 certains des facteurs suivants :
1. le flux de passagers par autobus, auto ou par tout autre moyen de

transport,
2. 1le degré d'utilisation des lignes téléphoniques entre les deux zones,

3. 1'inverse du coiit de transport mesuré, ce qui généralement se repré-
sente par une fonction qui tient compte du temps de trajet, du temps

d'attente, etc.
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ii) Autres variables

Dans les modéles d'explication de flux, on introduit souvent le pro-
duit Pop1 . Popj des populations en i et en j, le produit Revi . Revj des
revenus en i et en j, ou tout autre Produit de variables socio-&conomiques
qui tient compte de 1'importance de 1'activita €conomique dans les deux zones.

Plus 1'activité est forte, plus le lien risque d'étre fort. De la méme fagon,
q G

on pourrait prendre Popi + Pop, ou Rev, + Rev..

3 i 3

Par 1'introduction de variables dichotomiques (0, 1), on peut chercher
a mddéliser du méme coup deux types de relation, c'est-i-dire soit

' = = — D
z! .o d (al ta, pij) ou, par exemple, =1, si Popi > Pop et

13 J P13
Popj > Pop et pij = 0 ailleurs, gt ot §;E-désigne la population moyenne de
la région étudiée. De cette fagon, on peut discriminer entre les zones 3
petite et & grande densité de population. Pour a, * 0, on donne un niveau
pPlus €levé 3 la corrélation qui concerne les zones 3 grande densité de popu-
lation alors que les zones & faible population se modélisent par 1' unique
relation al dij C'est ce qui explique pourquoi on soutient que c'est au

chercheur que revient la tache de décider quel genre de modélisation de la

corrélation spatiale il doit faire.

De la méme facon, grace au principe de contigu¥té populaire dans les

recherches spatiales, on peut mettre P =1, si i et sont contiguls
ij 8

d'ordre 1 et pij = 0 si non. Alors de cette fagon, la corrélation spatiale
entre deux zones s 'explique de fagon non linéaire par une partie a2 di;

- - .
a la contigu¥fté et un facteur al dij commun a toutes les paires de zones. Un
test de signification sur &, permet de tester si 1a contigu¥té est un facteur

significatif pour expliquer rij'
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Pour ce qui concerne les signes attendus des coefficients, mis 3 part
A pour lequel on s'attend a un signe positif, il semble 3 priori impossible
de donner une Justification valable au signe des coefficients ah h =1, 2,...,H.
Cet argument est acceptable si on considare que dans 1'estimation McG du
modéle qui intéresse Je chercheur, ce qui importe, c'est de tenir compte de
1'importance du lien entre les erreurs du modale et non de spécifier ou de
Justifier 1le signe de la corrélation pour chacune des paires d'erreurs de

1'étude.

Remarque

Pour la forme simplifige o dij’ si d'aprés 1la configuration spatiale
des erreurs de 1l'estimation MCO, il semble ¥y avoir corrélation positive
(les résidus de méme signe se regroupent), il parait alors raisonnable de
croire 3 priori 3 un signe positif pour Q- Dans le cas d'éparpillement

des valeurs similaires, on s'attendrait a un signe négatif,
gn g

On aura 1'occasion de revenir sur 1'interprétation €conomique de la
forme (54) dans 1le chapitre consacré 3 1'étude des résultats d'estimation du

modéle que 1'on désire estimer,

4.2.3) Une procédure du maximum de vaaisemblance

Comme on 1'a déja souligné, lorsque la loi de distribution conjointe de
1'échantillon est normale, 1l'estimation du maximum de vraisemblance produit

généralement une estimation é de type MCGE pour le vecteur B de 1'é&quation (10)
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y = X B+ ¢
(Nx1) (NXK) (Kx1) (Nx1)
-Z!' . a
2 l-e 13
ot € ~N (0, 6° R) et oy d'aprds 1'équation (54), rij = vy ot
ij
1+e

[] - -A ~ .
Zija = dij (al + a2 Vij + L. F aH V?j), et ou on pose :

B = (al, az,...,aH, A).

L'algorithme de solution pour ce probléme est décrit au prochain
chapitre. Avant de procéder & 1'élaboration de 1'algorithme, arrétons-nous

sur certains points :

, . > e T, A2
1. Sous certaines conditions générales, le vecteur £ = (B', 8', §°)
est convergent, asymptotiquement, normalement distribué et efficace.
Pour ces conditions, voir Magnus (1978), section 6) ou section 5)

de ce chapitre.

2. Comme la matrice R doit €tre définie positive pour toute valeur du
vecteur 5, on a interdit 3 1'algorithme de considérer comme une solution
possible tout vecteur estimé de 6 qui ne respecte pas cette condition.
On le verra, ceci va toutefois nous causer de nombreux problémes car
ce n'est pas la fagon la plus orthodoxe d'introduire ce genre de con-

traintes!.

- Pour une variable scalaire X, la méthode la plus fiable pour introduire
uné contrainte de non négativita consiste a faire travailler 1'algorithme
dans 1'espace de x2. Pour Plus d'information sur ]e genre de modification
a apporter, consulter la section 5) du chapitre prochain. Dans le cas qui
nous concerne ici, on a &té incapable d'imaginer une astuce satisfaisante,
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3. Un habitué du calcul numérique sur ordinateur comprend rapidement
que la présence des exponentielles a 1'équation (54) risque de
causer des problémes numériques., En effet, le domaine de Zija

est alors assez restreint. Sur C.D.C., on doit respecter
-2' o

- 741,67 < Zija < 675,84, pour que puisse s'Bvaluer e 13 .

Afin de contourner ce probléme, on suggére de remplacer 1l'expression
(54) par une fonction dont le domaine va de —» §j +o et qui respecte

en méme temps le fait que -1 < rij < 1. Soit :

(55) rij = tanh (Z;ja) .

Cette relation est tras intéressante puisqu'il existe une relation
directe entre les expressions (54) et (55). En effet (C.R.C. Standard
Mathematical Tables, 26izme édition, p. 214), on a :

X -x -2x
e-e  _1-¢g
X, -x -2x
e te 1+ e

(56) tanh (x) =

En remplacant x par Zija, on obtient :

27!
' - . 2 ija
(57) tanh (Zija) = —————:Ez;;; .
1+e

On peut donc conclure que les relations (54) et (57) donneront exacte-
ment la méme estimation ;ij pourrij, sauf que dans la deuxisme expression,
les estimations de q seront deux fois plus petites qu'en (54). D3 au fait
), 2]

qu'avec tanh (Zi ija pPeut €tre compris entre —» et +>, on modélisera la

3

corrélation spatiale par la relation suivante
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(58) rij = tanh (Zija) ,

- -A 2 H
1] - - 1
ot zija = dij (OL1 + o, Vij +oee. 4 o Vij) avec 8 = (ocl, az,...,o.H, A,

Avant de passer 3 1a prochaine section, rappelons certaines relations

fondamentales rattachaes d@ la tangente hyperbolique.

-2x
Soit -1 <y <1 et = < x < ®y Ona: y = tanh (x) = 1—:;5:5;
l+e
1z _ ~-1 _1 1+
dont la relation inverse s ecrit : x = tanh (y) = E—ln (l-y) pour
yz < 1. Ona aussi : Q—E%E%—£§l- = sech2 (x) - §§ , Ol sech2 (x) =1 - tanh2

5)  Sur les propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de vrai-

semblance pour le modadle MCG spatial

Grace aux résultats de Magnus (1978), la méthode du maximum de vrai-
semblance proposée ici produira des estimateurs convergents, asymptotique-
ment normaux et efficaces si les hypothéses H1 3 H7 de 1la section 7.1) du

chapitre III sont respectées,

Comme hypothese critique, 1'hypothase H2 stipule que la matrice
02 R(B), 0 = (al,...,aH A)' doit &tre définie Positive pour toute valeur de
8, 6 € 6. Bien que l'algorithme que l'on propose rejette tout vecteur
tel que R(§) est non définie positive, le fait qu'il existe de telles valeurs
de 8 montre que 1'hypothsése H2 est fort probablement violée. Nos estimations
du maximum de vraisemblance risquent donc d'étre non convergentes. A
faute de mieux, examinons tout de méme, au chapitre XII, les résultats d'es-

timation de notre procédure. Mais avant, décrivons en détail, 1'algorithme.

(x).



CHAPITRE XI

METHODE DES MOINDRES CARRES GENERALISES (MCG)
DU MAXTMUM DE VRAISEMBLANCE COMME SOLUTION

A UN PROBLEME DE CORRELATION SPATIALE
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Un modéle linéaire dont Jles erreurs sont spatialement autocorrelées

s'écrit

(1) y = X B + €
(Nx1) (NxK) (Kx1) (Nx1)

ot € ~ N(0, o2 R) .

Comme forme fonctionnelle pour modéliser la corrélation spatiale, on

X3

postule
=2Z!.(A) .«
L lj( )

tanh (Zij(A) Q) = —22;.(A) =3 , sii>j ,
1 +e J

(2) rij

et ol finalement :

=X 2
' . =
(3) SO E AN Vip e by v?j) 0 Vs
ot Vij €St un vecteur colonne de H éléments, et V?j la hiBme variable explica-
tive de la forme linéaire formant (3). Pour simplifier 1l1a notation, posons
Zi j(A) = Zi J et appelons chaque indice i,j (4>3) 1'indice t. On a donc 3
» b
- x -
1'équation (3) : 2! o = dtA Via, t=1,...,T, ou T = fLﬁg—ll. Soit 8 le
vVecteur des paramétres qui forme la matrice de corrélation spatiale R :
(4) 8 = (o, a,eeia, A)'
(Crr1lxy 1727w

on a

1

Nx(N~1)

5 €léments sous la diagonale.

+ A cause de 1a symétrie de la matrice de corrélation R, on n'estimera que les
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1) Fonction de vraisemblance et dérivées premigres

-N/2 ~1/2 _xay' Rl .o
&) L ot el s r oD R e (- oXB)' R o8,
20
dont le log naturel s'écrit :
-1
— ' —~—
(6) L(B, 0%, Bly) = -2 In (2m) - 3o’ -1y |r| - L=X8)' R (v - x8)
2 2
20
ot € = (y-XB). D'apr&s les conditions du premier ordre, on a :
3L _ x' R7L (y - X8)
(7) ‘8—8‘ - 2 »
o
AN -x' R (v-xp)
(8) 2" "3 4 ’
a0 20 20
) -l RIR, L L 1R 1 , i=1,... 1001,
I 2 ab 2 a6
i i 20 i

Egalant 3 zéro les équations (7) et (8), on obtient :
1) gx=x' RIplygrly, |

et

v p—1
ot . Lz R oy

B* et 0*2 d'aprés (10) et (11) dépendent exclusivement du vecteur 6. Pour
toute valeur de 6, les €quations (10) et (11) rendent les dérivées (7) et (8)
nulles. Ceci nous permet alors de concentrer la fonction (6) par rapport a

B et 02. On obtient :
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(12) L** (8|p%, o%2, y) = _ 3 [n (2my+ 17 - 3 In ox? - % in [R]

laquelle doit &tre maximisée pPar rapport au vecteur 0 = (al, az,...aH, AT
seulement. Il faut donc trouver les valeurs de ei qui, 3 la fois, maximisent

(12) et rendent 1'expression suivante nulle :

— - ' - —
(13) % = - % tr (R 1 %) » L= XB%) R 1 gg R™L (y - XB%) |, i=1,...,H+1
i i 20% i

Lorsque 1'expression (13) est nulle vei évalué en éi’ les expressions

2 - 2 .
B* et o*” &valuées en O produisent les estimations du maximum de vraisemblance

de B et 02. On a alors B = x' §-l X)—1 X' ﬁ-l y et

52 . G- R (v _xp)

N
3R v : Lo .
36 - D'aprés nos conventions, les éléments sous la diagonale de la matrice
i

Afin d'évaluer 1'équation (13), on doit connaftre

des corrélations spatiales s'écrivent :

(14) r, = tanh (Zé o)

’

-A
= \J - \j .
ouzZ ao=4d ( V a) . On a donc :

ar d tanh (Z' a) 3 2'aqa 9 Z' g 3 Z' a
t_ t . t 2 . t _ 2 t
%, T 3z a 3, - seeh (B o) =1 - tamn® (2! )] )
i t i i i
d'ol :
ar 3 Z'qg
t 2 t
AN gy s Q)
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avec
3 Zé o
298,
i
- _.h
% d Vt =2
(15.1) 8. =
— ! . - = - '
A V!a +d " 1n (dt) Zt o * 1n (dt)

2) Dérivées secondes

De (7), (8) et (9), on obtient :

16) 2L _X' Rx
( 3B3B" ° 2 ’
o
an BZL __X R™L ¢
88802 04
5L X' -1 3R -1
(17.1) === R =R ¢
88361 O2 0 i
(18) BZL SN e R™L ¢
302802 20 06
32L g! -1 3R
(19) = - A (R Y
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2
L __ 1., -1 3R -1 3R -1 %R
20 55 -5 tr (=R ae R™ 36" *R 36,96
i ] i i 7]

' — -
-%Rl(ggngg)R e+——12€'Rlﬁ——ag§eR .
o 3 20 h|
3R
Dans 1'é@valuation de 1'équation (20), on a besoin de =———— . Si on
aeiaej
se rappelle les équations (15) et (15.1) ou
az'a
e . . Nx(N-1) .
38 (1 r ) ei . i=1,...,H+t1, ot t = 1,..., 2 s On a alors :
3°r ar 32' qa 2Z'OL
t _ t t _ 2 t
G e, T it e+ A ) e
i 7j 3 i i 7]
ol, grice a (15.1), avec h = l,...,Het g = 1,...,H,
8 =
2 |
3 zéa
3636 %, A
i3
_ 28
ag 0 Ztln(dt)
(21.1) Bi =

h , 2
A -2, 1n (@) 2l @ 1n” (d)
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3) Simplification des formules pour 1a programmation

En nous servant de (15), (15.1), (21) et (21.1), on a :

82r
(22) S - -2 (1-12) g8 4N ,
Bahaag t t t t
(23) azrt =2 (- 2) Z'a 1n (d.) zh - (1- 2) zh In (d))
3o OX Te Te) 4@ dn (d) 2] Te/ 4y An (4,
2. _h
= - r N ' -
(1 rt) Z 1n (dt) r2 r, + 2la - 1] .
azrr 2 2 .2 2 2
- _ - ' - '
(24) % = - 2 T, (1 rt) (zta) 1n (dt) + (1 rt) Zta In (dt)

_ _ 22y o 2 _ '
= (1 rt) zta 1n (dt) [1-2 T ztaJ .

-1
en remarquant que Z;a = tanh

(rt).

4) Calcul de 1a matrice variance-covariance des paramétres estimés

5L 32L
Comme par les &quations (17) et (17.1), E( 2) = 0 et E(aBae ) =0,
9Bdo i

i=1,...,Ht1, on vérifie que é est asymptotiquement indépendant de
82

et 0. Griace i la partition de la matrice d'information, 1la matrice variance-
covariance de B se calcule Par la négative de 1'inverse numérique de la matrice

. ~2 . - . .
de 1'équation (16). Pour o° et 6, on se limite & la sous-matrice formée par

les &quations (18) 3 (20). Ainsi on trouve
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" . _ -1
V@) = 5% x R p
et
-1
~2 2
vy = |- —2L
o 2
3% 10 (o 6] A
6=8
02-82

L'évaluation de 1'espérance mathématique des &quations (16) a

€tant simple, 1'algorithme d'estimation calcule aussi :

~2 2 -1
V(%) = |E (—2L )
2151 3o 6]
6=8
2 A2
6 =0
En effet :
2 -1
o L X' R X
(25) - E (3838') - 2 s
2
(26) - E (—5)= -,
30" 30 20
5L 1 -1 3R
a0 aei 20 i
82L 1 -1 3R -1 3R
(28) - E (=) tr (R 36 R 5679 s

(20)
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2
car E(ee') = 0" R et on :

2 2

5L 521
(29) -E () = -p (2L, . .
38302 98387 7 kx1)

5) Changement d'espace pour les param@tres

Lorsqu'on veut introduire 3 priori des contraintes d'inégalité

stricte de type :

(30) -h <x <h

dans un algorithme, on peut le faire de feux fagons. La méthode 1la plus
directe, mais la moins recommandée, suggére d'introduire dans le programme
une ligne supplémentaire qui 1'empéche de choisir une valeur de x en dehors
du domaine défini par (30). Comme solution Plus acceptable, il existe 1le

changement d'espace.

Soit z une variable distribuée sur le domaine — o 3 + o, Comme :

(31) = 1 < tanh(z) < 1 .

la variable x = h - tanh(z) sera comprise entre -h et h.

Alors bien que x soit limité au domaine ~ h < X < h, 1'algorithme
travaillera sur le domaine non contraint -®< z <o, Ppoyr ce faire, il faut
fournir 3 1l'algorithme les dérivées premidres en terme de la variable non

contrainte z. On a donc 1les relations suivantes :
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(32) X = h tanh(z) + 2z = tanh 1 (x/h)
S PR
avec
(33) g—lz'-' = -g-)l-: . g—}: s fx = f(z) étant une relation monotone]
ol

3 _ . 3 tanh(z)

(34) 32 P

= h sechz(z) = h (l-tanhz(z)) =h[1- (f)z:l

Comme application généralement utilisée, soit lp] < 1, en posant

p = tanh(z) ol —w< 3 < ®s on a, grace a (32) et (34) pour x = peth-=1":

g% = (1-02), ol z = %-ln (%;%}EQ . C'est d'ailleurs cette dernigére trans~

formation que 1'on utilise pour estimer le p du modegle SAR(1).



CHAPITRE XII

RESULTATS D'ESTIMATION DE LA PROCEDURE

DES MOINDRES CARRES GENERALISES DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
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Au cours de ce chapitre, nous porterons notre attention sur différentes
estimations des moindres carrés généralisés (MCG) du modéle linéaire traité
aux chapitres V 3 VII. Comme modélisation de la corrélation spatiale, on

s'attardera premidrement 3 la forme fonctionnelle suivante :

A

(1) r.. = tanh (al d;j

y ) 1>

selon laquelle la corrélation entre 1'erreur g, et 1l'erreur Ej est une fonction
inverse de la distance. L'algorithme trouvera alors une solution intéressante

en quelques itérations. C'est lorsqu'on ajoutera des variables supplémentaires
a 1'€quation (1) que le probléme s'envenimera. En effet, pour certaines speci-

fications, 1'algorithme sera incapable de converger.

A

1) Résultats d'estimation de la forme rij = tanh (al d;j)
y = 7,325 + 0,00206 X
(1,072)  (2,4363)
(2) &l = 2,4725
(6,7496)
X = 0,5612
(2,5337)
R? - 0,2717 o2 = 44,4203 1naf?= - 24,429 IR] = 2,40844 E-22 .

Selon 1'évidence Statistique du test t, la puissance de la distance est
égale a - 0,5612, ce qui répond 3 nos attentes. L'estimation MCG du modéle
conduit pour o et B 3 des résultats relativement comparables 3 ceux obtenus
par une méthode SAR(1) avec matrice de contigu¥fté booléenne normalisée symé-

trique. C'est ce qu'on Présente au tableay ].
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TABLEAU 1
MCG SAR(1)
maximum de vraisemblance W booléenne Hco
Qa 7,32519 5,28736 -8,4478
(1,07596) (1,27515) (-2,7538)
B 0,00205 0,00260 0,00527
(2,436347) (4,3991) (7,7263)

Dans ces estimations, 1'ordonna d 1l'origine est non significative
alors que la pente donne une valeur raisonnablement prés de celle obtenue par
1'estimation du SAR(1) résiduel. On limite a o et B la comparaison entre
les résultats d'estimations. En effet, des différences fondamentales dans
la formulation des modéles respectifs rendent toute autre comparaison plus

ardue. Par exemple, dans le pPrésent modéle, 82 = 44,4203 représente 1'estima-

tion de la variance homoscédastique o§ = Gz = 02, pour i = 1,...,N. Pour le
i i

modéle SAR(1) qui, on 1le rappelle, s'€crity = X8 + ¢ o e = oWe + u,

02 représente plutdt la variance homoscédastique de u, . Pour 05 = oz , 11

i
faut prendre 1'él&ment ii de la matrice 02 VvV = 02 [(I-ptn! (I-—DW)]-I = 02
[I~2p + p2 Wz]_l. Dans ce cas, on n'a s{irement pas homoscédasticité. Afin

de pouvoir comparer avec le présent modéle MCG, on pourrait calculer la variance

estimée moyenne suivante : Gy =g . N ou Vg représente 1'élément ii

de la matrice V.
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Pour des valeurs de départ ai = 0,0 et Xo = 2,0, 1'algorithme a trouvé
la solution en 17 itérations, ce qui a nécessité toutefois 60 évaluations
de la fonction. Sur ces 60 appels, seulement 8 ont produit un vecteur de
paramétres non permis. Ces derniers appels se sont d'ailleurs produits au

cours des 15 premidres évaluations de 1la fonction. Le méme vecteur de

solution 8 = [5& Al = £2,4725 0,5612]' a &té retrouvé pour plusieurs autres

valeurs de départ.

Afin de s'assurer de 1la crédibilité de nos résultats, on présente,

aux figures 1 et 2 Suivantes, des grilles sur des régions de o, et A raisonnables.

FIGURE 1
GRILLE
3.87¢ v TP 4 / P
- ,///
. -~ .
32207 7 P
. / i . .
2.7 / - e «"'/ .
— PR -
- : »
- - *
2.712, e - ENIVEAUX
— K T
- N o : -:zma:z
/ - 75208
E2.0, o lim
- &+ 2002
2.22+4-7 )
1.97+7 o
1.720//,,/ \
1.47 4 . - x
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FIGURE 2
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Pour des valeurs de ) entre -0,44 et 1,56 etAaleutre 1,47 et
3,47, on trouve comme seule portion intéressante celle qui est délimitée

par les valeurs suivantes : 2,0 < oy 2,6 et 0,4 < ) < 1,0.

Les zones vides hachurées représentent les régions ol les paires de
valeur de &1 et X donnent une matrice R non positive définiel. A la figure 2,

on présente la grille pour des valeurs de X entre 0 et 2 et &, entre 1,47 et 3,47,

On n'obtient alors qu'une zone d'indétermination. Op peut de plus
remarquer, d'aprés le tableau de la figure 2 que 1la solution la plus haute

(-24,4301) se situe 3 la fronti&re de 1a zone d'indétermination (-38,000) 2,

Les procédures MCG et SAR(1) dont on parle ici produisent des matrices
de corrélations spatiales des résidus assez comparables. C'est ce que 1'on

Présente au tableay 2 Suivant.

1oa chaque é&valuation de la fonction, on doit inverser 1la matrice de
corrélation R. Pour ce faire, on utilise 1a Sous-routine d'inversion de
matrices définies positives LINV2P d'I.M.S.L. A chaque fois que la matrice
R est algorithmiquement non définie positive, cette sous-routine renvoie
un message d'erreur. C'est 3 ce moment qu'on rejdte comme solution possible
1'ensemble des valeurs qui forment au cours de cet appel, 1le vecteur 6.

- Une fois 1'&valuation de tous les points terminée, on fixe le niveau de
la fonction de vraisemblance pour laquelle la matrice R est non définie
positive a Inf . - 10.
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TABLEAU 2
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. 4931 . 4648
e 332
4784 4344
3640 anes
23 3w
Y
7T e
- 30846 4343
. 3. €336
3ty 40y
k] 4
1. 0000
6747 1. 0000
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TABLEAU 2 (suite)

B. SAR(1) avec matrice boolégggg normalisée symétrique

t  t. cooe

2 4141 1, 0000

3 axv .1 3. 0000

4 801 <4917 7034 1. 0000

LERERE 24 LIV 1Y SPe Y L4224 1. 0000 ¢

LIRS 4 LN £~ VP . 8104 3298 4, 0000

T . 8143 4714, eape <999 .39%98 Svde 4. 0000

&  .3%0 .20 TIN .83 a2y B 18] - 8127 1, 0000

T M08 777 4qam . 9941 CINE 08y sem3 . 9gee 1. 0000

10 .933% . swm e <4703 . 4493 amos 437 -3937 7482 1. 0000

13 8731 B BT Y (LA Thy JENNE TV R ~3% . w%ee . e%vYe 1. 0000
12 . %463 @710 <4010 . a4m8s . 7410 . 4334 WTHTY? L ammy -4442 .32 4373 1 o000
13 .s4v1  3m00 (EBAL 8209 4w 9330 $7303 . 0017  .sovs | 7iap - 4%0% 8317 3 0000

634 3a7s 43es TA6 7684 3187 | 7307 -4310 7487 eras | 40320 1. 0000
19 4243 . wiad 3411 <4740 093y w32 Y0 4583 yse sper ~471Y L7173 (9202 . yaso 1. 0000
16 . 9203  _eam9 4su3 5088 | 429y ST v . 9311 .3 (3283 . 5804 41w . wmoe <426 2830
17 . 4973 0408 3799 -%03 %80 .w207 4301 cAE36  .ma7e 4307 T36® . 7093 .9%70 | 2013 v2rs
X 1t 3 CAMB 4920 3417 4a0s S7978 . 9133 yery V84

. e
19 . 777a TV 7178 AL B 7T 4 7482 kg i) -54683 e 7rmy VAT 428 .owee | gaue . a%as
20 . so0 008 | 4934 3378 472 . sa02 . U334 .39 e7es | sowe 27038 @743 4222 . e174 L6747
4] <9323 r3e 420 4076 .7R1I9 . %a93  _ypee SAYTT . 5eav 3319 | seer -B8L 3923 | 7441 . 6230
L I A LT} 377 T7A® 73ie e L%y nn . 4391 ERAL NN S YT Y -3786 @343 . s3Mm . 379
P e se03 army - T4kt <4433 9vE0  .as1e  4ane . - 8m74 yary 29198 70 1P | e3ze

. . . 783% 4103  .esn - Tee

83,9359 3730 . 9es2 <4092 4376 7020 . sree <423 7448  .w00v TE32 . 9336 4286 e . seos

W e e s . %A <4%2 8736 %923 . s0ve LNy STHIY e1v3 se23 | see? - 860Y a9ia
12

-90%  svee ;i -4893 et moa2 8478 ¢ 000D
24 s w33 | ey <P018 8443  .svem | 4907 . 4084 1, 0000
SATI0 edve 3339 yore <3497 3083 733y TV 4426 1. 0000
2 .144 779y . 6311 .7ane’ CH00Y 3370 . 4van <4736 7183 . ee0¥ 1.0000

1“4 134 1 1y 0 L 13 k4 n an a3 2

Pemarque

Les chiffres soulignés désignent les corrélations entre les paires
d'erreurs contigulls. Soit § = diag [var (el),...,var (EN)], la matrice
R du SAR(1) est calculée comme suit :

- 82 . S-l/2

)

(3) a-op7t -yt g2
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Pour la premigre de ces deux matrices, le fait que les corrélations

soient toutes positives s'explique par le signe positif de al dans

A
ij 3

dans notre modéle, il faudra ajouter des variables dans la fonction rij'

r,., = tanh (al d; ) Vi=zj. Alors, pour obtenir des corrélations négatives

Pour le modé&le SAR(1), ou ¢ = pWe+u, la matrice des corrélations
Spatiales aura des termes tous positifs, lorsque 1les covariances seront
toutes positives. Comme E(ee') = 02 (I-—pW)-1 (I-pW)_l', tous les termes
seront positifs lorsque 1'inverse de (I-poW) aura des termes tous positifs.
Lorsqu'on se limite 3 1a solution SAR(1) stable, 1'expression stable
(I---pW)-l =1 + ol + p2 W2 * ... permet d'affirmer que pour p >0, 1la
matrice des corrélations Spatiales aura des termes tous positifs. Ce résul-

tat est d'ailleurs valable lorsque W est remplacé par W ou M.

Remarque

mation utilise le principe du MCG, on a Présenté a 1'équation (2) une mesure
R2 calculée selon la formule standard appliquée au modsle transformé

Py = PXB + Pe estimé par les MCO. Comme 1la colonne 1 de la matrice PX

ne contient généralement pas de termes constants égaux i 1, le R2 appliqué a
cette &quation est alors compris dans 1'intervalle -« < R2 = 1 et perd son
interprétation de 7 de 1la variabilité de la variable transformée Py expliquée
par la régression. Voir Dhrymes (1978), section 3.2.2 ou Judge (1980),

section 6,2.,2.

2 , . Lo
Pour un R” compris entre 0 et 1 et relié de fagon biunivoque au test

F de la régression dans son ensemble, consulter ces dernigres références.
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2) Autres spécifications

= 1
2.1) Zij o = dil (al + a, Vijz

- -

1 _ 5 Por . -
2.1.1) Vij =1, si Popi >Pop et Popj >Pop 0 , sinon

On 1'a déja dit, cette formulation est intéressante car elle permet
de modéliser les corrélations des paires de zones 3 forte densité de popu-
lation, d'une facon différente de celle des autres paires de zones. On va

tout d'abord analyser les résultats de 1'estimation.

y = 8,2815 + 0,0019 X
(1,1091)  (2,2907)
&l = 2,5504
(6,0966)
%) X
&, = - 0,0691
(-0, 6572)
X = 0,5182)
(2,4417)
R = 0,2366 0% = 53,5742 1n = -24,3016 IR| = 1,4297 E-24 .

Comme le coefficient &2 n'est pas éleva, l'estimation a 1'équation (4)
ressemble beaucoup 3 celle Présentée a 1'équation (2). En fait, une importante
population dans les deux zones ne semble par créer de corrélation spatiale

dans les résidus. La vraisemblance n'a d'ailleurs Pas assez augmenté pour
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considérer comme différentes les spécifications al d;; et
d;; (al-faz Vij). I1 y a eu 46 évaluations de fonction et 12 itérations.

La valeur obtenue par &2 €St trop petite pour permettre des corrélations

négatives,

Finalement, bien que les résultats de cette estimation semblent
avoir le méme int&rét que ceux de 1l'estimation (2), ils n'ont pas été obtenus
aussi facilement. En effet, pour les trouver, il a fallu donner les valeurs
de départ suivantes : qo° = 0, of = 0, A° = 11, Pour des valeurs diffé=
rentes de A,1'algorithme se mit souvent i diverger de la facon présentée au

tableau 3. A ce tableau suivant, on décrit le comportement de 1'algorithme

(o}

o - - .
2 = 0Oet X7 =2, 1Le phénoméne qui en ressort représente

pour ai =0, o

bien le genre de problémes qu'on a souvent rencontrés pour d'autres spécifi

cations de Vi

I

Rappelons 1n L= - .ZE in 0*2 - % in |R] [chapitre XI, équation (12)1.
Dans le passage de 1'&valuation 40 3 1'évaluation 191, anISest passé de
-24,01 a -12,81 pour des valeurs de paramétres relativement semblables. Si
on décompose ce changement, on voit que pour A 0*2 = 0,822174, -<§ In 0*2
est passé de -36,735671 i -37,354111 alors que pour A |R| = 8,875253 E-12
(infiniment petit), - %-ln IR, est passé de 12,723877 a 24,544514. C'est

donc la presque singularité de la matrice R plus que le changement dans les

valeurs des paramétres qui a fait bouger la fonction de vraisemblance?.

', on donne des valeurs de départ zéro a (] et ay pour éviter de commencer les

itérations avec un vecteur §° non permis. On suggérera dans ce qui suit d'uti-

liser la solution de 1l'estimation qui précéde 1'ajout d'une variable.

2. Le probléme de la presque singularité de R serait probablement &vité si on
pouvait introduire une variable V%j avec un coefficient 42 < 0 assez élevé
ce qui permettrait des corrélations spatiales résiduelles négatives,
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Quel que soit le modzle €tudié, pour un nombre limité de variables
(1 ou 2) dans la forme linéaire Vij 0, le phénoméne causé par la quasi-
singularité de R risque trés souvent de se produire. En effet, on 1'a vu,
la forme 0y d;; donne aux corrélations un méme signe lequel dépend du signe de
a; - Afin d'éviter de perdre un temps énorme 3 trouver des valeurs de départ
admissibles qui en plus permettent 3 1'algorithme de converger, on propose
maintenant une méthode qui, d'aprés nos expériences, semble assez bien fonc-

tionner,

) 0
1) Estimer pour des valeurs de départ A = 1 ou 2 et al = 0 le modale
-
ij *°

2) Pour le moddle d;; (al + a, Vij), prendre comme valeurs de départ de

oy d

A et al la solution de l'estimation contrainte (a2 = 0) précédente. Afir

d'éviter la zone non ermise, donner 3 a. la valeur de départ zéro.
P 2 P

3) A chaque fois qu'on ajoute une variable V? s On procéde de la méme facon
q ij

qu'en 2).

Si on applique cette Suggestion a notre probléme, on obtient 1la solution
présentée en (4) en 8 itérations et 22 appels de fonction dont 2 ont produit

un vecteur © non permis.
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l — [—
2.1.2) Vij =1, si Popi >Pop ou Popj >Pop = 0, sinon

Ici, on veut vérifier si le fait qu'au moins une des deux zones ait
une forte densité de pPopulation peut créer de 1a corrélation spatiale dans
les résidus. Pour des valeurs de départ ai = 2,4725 et A° = 0,5612, 1'al-
gorithme trouve la solution en 7 itérations et 20 €valuations de fonction
dont 2 produisent un vecteur de paramétres non admissible. On obtient alors

1l'estimation suivante :

y = 5,8042 + 0,0023 X
(0,8304)  (2,6734)
&1 = 2,4448
(6,2811)
(5) )
&, = 0,0889
(0,9473)
X = 0,5458
(2,2733)
R? - 0,2804 &% = 45,3257  In£.= - 24,1956 IR| = 8,9355 E-23 .

On arrive ici aux mémes conclusions qu's la section précédente. Pour
p

notre modéle, seule la distance semble €tre un facteur explicatif de la corré-

(o o,
lation spatiale résiduelle. Pour le vecteur de départ [al 0y Al = [0 0 1] ',

o
1'algorithme a divergé alors que pour [0 0 2]'', il nous a conduit 3 un maxi-

mum local In ;tj= ~ 24,344889 inférieur 3 celui obtenu en (5).
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Remarque

Les estimations des sections 2.1.1) et 2.1.2) ont é&té refaites
en remplagant la population Pop par le revenu Rev. L'algorithme a alors

€té incapable de converger,

l - .
2.1.3) Vij = Popi Popj

Le lien entre deux zones i et j dépend souvent de 1'importance de 1a
Population et du revenu dans les deux zones. Afin de tester la signification

de ces facteurs dans 1'explication de la corrélation spatiale, on a proposé,

au chapitre X, d'utiliser respectivement Vij = Popi . Popj et
1
Vij = Revi Rer.

Ce genre de spécification nous a causé énormément d'ennuis. En fait,
pour tous les vecteurs de départ essayés, 1'algorithme a toujours divergé.
Ainsi, pour le modele qui nous intéresse, on est incapable de vérifier le
bien-fondé de notre assertion,

2.1.4) V1 =1 , si i et j sont contiguls 5 =0 sinon

ij

On aimerait ici tester si, en plus de 1la distance, 1a contigu¥té est
un facteur qui explique la corrélation spatiale résiduelle. Les complications
de la section précédente se sont aussi produites ici, Toutefois, pour un )
fixé 3 0,5612 (X de la section 1)),on a été capable d'obtenir 1'estimation

Suivante
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y = 7,8258 + 0,00198 X
(1,1154)  (2,3341)
&1 = 2,5428
(4,9315)
(6)
&2 = -0,0153
(-0,1206)
A= 0,5612 (- pour fixé 3 priori)
R2 = 0,255 82 = 47,4175 ln¢;2= - 24,4245 [R] = 4,369780 E-23 .

Une fois la distance imposée dans la spécification, 1la contigufté

modéle. Ce résultat ne nous surprend toutefois pas. En effet, si on se
reporte d l'estimation SAR(1), on se rappellera que lorsqu'on a imposé 1a
contigul'té dans le schéma autorégressif, la distance est devenue non signi-

ficative.

de 1'étude. Ainsi lorsqu'on impose 1'un, 1'autre devient non significatif.

1 _ 1
ij [1n Revi - 1ln ReQEW_

2.1.5) v

On 1'a déja remarqué, au cours de 1'analyse des résultats du SAR(1), les
zones qui forment la république d'Irlande semblent &tre regroupées spatialement

selon leurs revenus. Fn effet, dans 1la région sud-est, on retrouve la majorité
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des zones & haut revenu. I] serait alors intéressant de tester si la corré-
lation résiduelle entre les zones de revenus semblables est plus forte que celle

de revenus différents c'est-i-dire est-~ce ue la valeur absolue de la corré-
H]

_ 1
j [In Revi - 1n Rev

lation spatiale est une fonction directe de Vi

fl
D'apreés 1'évidence statistique des résultats présentés 3 1'équation (7)
suivante, la similitude des revenus ne semble pas un phénomeéne significatif

pour expliquer le lien entre les paires d'erreurs de 1'étude.

y = 0,1793 + 0,0033 X
(0,0306)  (4,2534)
&l = 2,1653
(4,9866)
(7
&2 = 0,0009
(1,0619)
X = 0,5233
(1,9127)
R% - 0,4494 & - 30,1207 1n = _ 23,4756 [R| = 8,713296 E-18

Pour des valeurs de départ qui correspondent 3 la solution de
al d;j présentée 3 1'équation (2), on trouve 1a solution en 11 itérations et
36 appels dont aucun n'a produit un vecteur de solution 8 non permis, L'examen

de différentes grilles sur plusieurs intervalles de o, a. et A semble confir-~

1 72
mer la validité de ce résultat. L'estimation du modale V1 = 1
ij ]Revi - Rev

51

conduit & des résultats trés similaires.
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3) Evaluation générale de nos estimations

Les estimations des spécifications €tudiées a la section 2) n'ont
pas permis de trouver des variables significatives autres que la distance.
Ainsi, la forme la plus générale qu'on a estimé de fagon fiable, pour la

corrélation spatiale s'écrit :

-\

ij) )

(8) rij = tanh (al d

A la section 1), on a pu constater que 1l'algorithme a trouvé une
solution intéressante et ce en quelques itérations. Les grilles ont confirmé
1'exactitude des résultats. Toutefois, cette forme (8) a 1'inconvénient de

produire des corrélations £, de méme signe.

ij



CONCLUSION
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Afin de considérer 1le probléme de corrélation spatiale dans
les résidus de modeles de régression avec donndes spatiales (coupe
transversale), nous avons suggéré deux approches. La pPremiére est basée
sur une formulation de type autorégressif alors que la seconde est une
approche de type MCG (moindres carrés généralisés) du maximum de vrai-
semblance ol on s'intéresse 3 estimer les €léments de la matrice de

corrélation des résidus.

Dans la premigre partie de la thé&se, nous avons proposé d'estimer
par une méthode du maximum de vraisemblance le vecteur joint des paramdtres

2

Y' = [B' 6 p 6'] du modele SAR(1) [autorégressif spatial d'ordre (1))

résiduel suivant :

XB + €

«
"

e=pWe+u ,

oll p est un coefficient d'autocorrélation spatial et W une matrice de conti-

- - —-— 1 2
gu¥fté on Wij = g(Vij""’vij’ 61,...,6H) est une forme fonctionnelle qui
permet d'introduire dans le modéle les caractéristiques économico—géographiques

de la région.

Au chapitre I, nous avons présenté les fondements théoriques et les
origines de la formulation SAR(1). Au chapitre III, pour wij fixé 3 priori,
nous avons fait ressortir les avantages théoriques et empiriques de deux
types de normalisation sur la matrice W de contigu¥té. Dpu point de vue théori-

que, pour [p| < 1, les matrices de contigu¥té M et W nous ont permis de carac-
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tériser le modale SAR(1) résiduel comme stable. Du point de vue empirique,
les chapitres V & VII nous ont permis de constater que ce genre de normali-
sation pour lp] < 1, a contraint la recherche d'une solution ; qui maximise
la vraisemblance de 1'échantillon 3 une région pour laquelle le comportement

de cette fonction est stable et uniforme.

Bien que 1'on ait pu obtenir des estimations dont les paramdtres
sont significatifs, notre procédure n'a pu briser de fagon satisfaisante
la configuration spatiale résiduelle. Il faudrait peut-&tre passer 3 un
ordre supérieur d'autorégression. On peut rapidement vérifer que dans ce

cas, la normalisation est encore 13, désirable.

La méthodologie développée dans cette premigre partie peut, comme wvu
aux chapitres VIII et IX, s'appliquer 3 des modzles d'explication de flux.
Comme autre extension possible, on peut suggérer ici 1l'estimation des poids
wij dans les formulationms spatio-temporelles "spacetime" développées par

Pfeifer et Deutsch (1980).

Dans la seconde partie (aux chapitres X & XII), nous avons développé
une procédure du maximum de vraisemblance selon laquelle nous nous intéressions
d modéliser les éléments de la matrice des corrélations des résidus. Aprés
avoir corrigé, si nécessaire, l'hétéroscédasticité, le modéle homoscédastique
transformé s'€crit y* = X*8 + e* avec E(e*) = 0 et E(e*c*") = 02 R,
R &tant la matrice (NxN) des corrélations entre les résidus de 1'dtude.
Afin de modéliser les corrélations spatiales. rij’ nous avons postulé la
forme suivante : rij = tanh (z:'Lj a) avec Zij o = d;g (al t o, Vij MERTRA Zij)’

dij représentant la distance entre i et j.
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Grace 3 cette forme, nous limitons r & l'intervalle unitaire

ij
[-1 < rij < 1] et nous imposons la propriété désirable de corrélation
nulle entre les erreurs de zones trés &loigndes. Le probléme principal de

notre approche réside dans le fait qu'on ne peut garantir pour R la propriété

de matrice définie positive.

Les résultats d'estimation de cette procédure se sont avérés assez

' -A

z,, 0= g, d .
ij 1 743

Pour cette spécification, les estimations ont &té assez satisfaisantes. Le

-~

décevants, laspécification la plus générale s'étant 1imité 3

principal mérite de notre démarche est probablement d'avoir ouvert la voie
a d'autres recherches. Il faudrait diriger les efforts vers une méthodologie

qui force R & &tre toujours définie positive.



APPENDICE I

DONNEES
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Au tableau 1 suivant, on retrouve leg observations

pour les variables qui ont &té utilisées lors de nos expé~

riences empiriques.
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TABLEAU ] *
no e % de la. ARA® valeur revenu degr§ degré
S o N I
sommée’ au nal® nal’
dérail”
(£ 000) (£ 000)
A Carlow 33 342 8,6 3 664 2 962 7 185 6,8 52,7
B Cavan 56 594 15,0 5 000 4 452 9 459 7,3 53,97
C Clare 73 702 19,0 4 321 3 460 12 435 8,97 52,87
D Cork 330 443 9,0 4 118 28 402 65 901 8,73 51,97
E Donegal 113 842 27,0 7 500 7 478 17 626 7,92 54,9
F Dublin 718 332 9,4 3078 89 424 164 631 6,3 53,4
G Galway 144 887 21,9 4 537 8 672 26 950 8,75 53,35
B Kerry 116 458 17,0 5 140 6 341 20 510 8,58 52,13
I Kildare 64 420 2,0 3 200 4 803 14 703 €,78 53,2
J Kilkeney 61 668 &,0 3 708 4 321 13 585 7,22 52,55
K Lacighis 45 069 10,3 3 455 3 128 9 280 7,32 53,0
L Leitrim .33 470 23,1 5 000 1 885 5 709 8,0 54,12
¥ Limerick 133 339 11,4 4 018 10 786 27 395 8,75 52,5
N Longford 30 643 16,0 4 250 1960 5 297 7,71 53,73
0 Louth 67 378 10,1 3 948 7 059 12 156 6,53 53,93
P Mago 123 330 30,0 6 815 6 758 1% 201 8,33 53,95
Q Meath 65 122 8,7 4 008 3 356 14 512 6,67 53,63
R Monaghan 47 088 13,0 4 500 3 960 8 396 6,93 54,15
S Offaly 51 533 14,3 4 108 3 817 10 320 7,58 53,2
T Ros common 59 217 23,0 4 500 2 821 10 223 8,27 53,73
U Sligo 53 561 22,0 5997 3 535 9 461 8,67 54,17
v Tipperary 123 822 9,0 3 926 9 226 26 424 7,88 52,62
w Waterford 71 439 8,0 3 691 7 526 15 696 7,58 52,22
X Wes tmeath 52 861 16,0 3 872 3 822 10 842 7,47 53,55
Weseford 83 308 8,6 3 940 8 231 15 582 6,6 52,5
z Wicklow 58 473 10,2 3 600 4 865 11 921 6,35 52,98
Sources ? Census of Population of Ireland (Central Statisties Office, 1977), vol. 9,
table 2.
2 3 4 s

6 7

Cliff et Ord (1981), table 8.1.

Geary (1968)

* Toutes les données fournies ici concernent 1l'année 1961
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Les distances entre chacune des zones de 1'8tude ont &té calculées

d partir des coordonnées longitudinales (Y) et latitudinales (X) que 1'on

retrouve aux colonnes 6 et 7 du tableau I!.

Etapes de construction des distances :

1.

Variation (A) longitudinale et latitudinale exprimée en pouces. A
partir de 1'atlas consults,

1 degré latitudinal =5,25"

1 degré longitudinal = 3,00" .

On calcule

X, = A lat® x 5,25"

1

Y

n

A long0 X 3,00" .

Conversion de pouces en milles :

-

comme sur l'atlas, 3" &quivalent 3 40 milles, la distance en milles entre

la zone i et j est calculée comme suit :

oli Xl et Yl, pour chaque paire i,j sont calculéds en 1).

Suite 3 ces deux €tapes, nous obtenons la matrice de distances

suivante :

1 Les coordonnées de Dublin ont &t& approximées & partir d'un atlas. On
8 posé pour Dublin X = 53,40 et vy = 6,3°. Voir Geary (1968).
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APPENDICE II

RE’SULTATS CONCERNANT LES STATISTIQUES D'AUTOCORRE’LATION SPATTALE
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1) Théoréme Pitman-Koopmans

Soit x = (xl,...,xN)' un vecteur de variables al&atoires indépen~
dantes et identiquement distribuées tel que x ~ N (0, I), toute statistique
h(x) invariante dans le changement d'unité (scale free) ol h(Ax) = h(x)

N
est distribuée indépendamment de Q = Z xi = x'x.
i=1

Afin de prouver ce théoréme, Cliff et Ord (1981) et Brandsma et
Ketellapper (1979b) utilisent le fait que la fonction génératrice conjointe
des moments (f.g.m.) de h et Q :

t hte,Q

Mmoo (e, e < E (e 1,

peut s'écrire comme 1le produit de leur (f.g.m.) marginales respectives

(2) Mh’Q (tl, t2) = Mh’Q (tl, 0 - Mh’Q (o, t2) .

PlutSt que de prendre cette approche, on prouvera 1'indépendance
entre h(x) et Q en appliquant un théordme tras général qui concerne 1'indé-

pendance entre une statistique exhaustive totale et une statistique libre!l,

Avant de passer 3 1'établissement de la preuve, rappelons certains
concepts. Pour simplifier l'argumentation, on considérera 1'estimation d'un

seul paramétre 8 par une statistique quelconque.

' vVoir Monfort (1982), chapitre V et plus Particuliérement le théorzme 4
de ce chapitre,
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1.1) Statistique exhaustive totale et_statistique libre

1.1.1)  Statistique exhaustive totale

Soit xl,...,xN, un €chantillon aléatoire de taille N dont X,
posséde la densité f(-,0). Une statistique T = t(xl,...,xN) est une
variable aléatoire qui condense les N variables aléatoires xl,...,xN en
une seule. Une statistique est exhaustive lorsque cette condensation ne
produit aucune perte d'information concernant le paramétre 3 estimer 6.

Une définition qui nous sera utile est
Definition 1 : Statistique exhaustive (sufficient statistic)

Soit xl,...,xN, un échantillon aléatoire tiré d'une population avec
densité £(+,8). Une statistique S = s(xl,...,xN) est exhaustive si et
seulement si la loi de distribution conditionnelle de toute Statistique T

€tant donné S = s ne dépend pas de 6.

D'aprés cette dernidre définition, pour prouver qu'une statistique
T' n'est pas exhaustive, il s'agit de trouver une statistique T dont la loi

de distribution conditionnelle fT/T,(-) dépend de 6 !,

', Une définition plus intuitive mais €quivalente stipule qu'une statistique
S est exhaustive si et seulement si la loi de distribution conditionnelle
de X]s+e+,Xy Etant donné S = s pe dépend pas de 6, c'est-i-dire que toute
1'information concernant 6 est en S. De connaitre S rend 3 cet égard
la connaissance de 1'échantillon inutile.



- 300 -

Remarque

Grace au théoreme de 1a factorisation® f (+,8) = g(s,0)
Xl,.oc ’KN
. h(xl,...,xN), il est possible de montrer qu'un estimateur du maximum de
vraisemblance ne dépend de 1'échantillon que par 1l'entremise de statistiques
exhaustives. Le fait que toute transformation monotone d'une statistique

exhaustive produit’ une statistique exhaustive pousse & conclure qu'un estima-

teur du maximum de vraisemblance est une statistique exhaustive.

Dans la recherche d'un estimateur non biaisé 3 variance minimzile (MVUE),
le théoréme Rao-Blackwell &tablit qu'un estimateur T' non biaisé de 6, lequel
est une fonction d'un certain nombre des statistiques exhaustives, posséde
une variance plus petite que tout autre estimateur T non fonction de statis-
tiques exhaustives. Ce résultat est toutefois intermédiaire. 1I1 ne dit pas
que T' est MVUE, il dit simplement que dans la recherche d'un estimateur

MVUE, il est préférable de se limiter aux fonctions des statistiques exhaustives.

Si on ajoute le concept de totalité i la statistique exhaustive §, le
théoréme Lehmann-Scheffé garantit que pour 1'échantillon xl,...,xN aléatoire
avec densité f(-,8), si S est exhaustive et totale,et si T* = t*(S) est non

biaisé d'une fonction 7(8), alors T* est MVUE2.

1 voir Mood, Graybill et Boes (1974), p. 307.

2. Voir Mood, Graybill et Boes (1974), section 5.2 du chapitre VII.
I1 faut noter que cette propriété n'est pas toujours vraie. Une condition

suffisante consiste 3 considérer la classe des densités exponentielles,
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I1 faut maintenant définir le concept de modéle total et de Statis-

tique totale.
Definition 2. Mod2le total ot statistique totale

Soit xl,...,xN, un échantillon aléatoire avec densité £(-,8) on

BeO, et soit T = t(xl,...,xN) une statistique. Le mod&le est total si :
(3) Eq fz(T)] =0 , Yeeo ,

implique que P[z(T) = 0] = 1 ¥6e0 ot z(T) est une Statistique. De plus,

une statistique T est totale si le modale est total.
Remarques

1. On note Ee [z(T)] pour dire que 1l'espérance est Prise sur une variable.

aléatoire dont la densité dépend de 6.

2. By [2(D)] = _[ fo 2(EGips e x)) £(x),0), 0, E(xy,0) dxp, .., dxy,
L |

ou, de fagon équivalente : Ee Lz(T)] = j.z(t) fT(t,e) dt .

D'aprés la définition 2, une Statistique T est totale si la seule esti-

mation de 0 pour z(T) est 2(T) = 0 avec probabilité 1.

A 1'opposé de 1la statistique totale, il existe la statistique libre.
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1.1.2 Statistique Libre

Deginition 3. Statistique Libre

Une statistique T est libre lorsque sa fonction de densité ne
dépend pas de 8. Autrement dit, une statistique est libre lorsqu'elle
n'apporte pas d'information sur le paramétre 6 d'inté&r&t. Nous sommes

-

maintenant pré@ts a établir la preuve du théoréme Pitman-Koopmans.

1.2) Démonstration du théoreéme Pitman—KooBmans

e e i haugunfutnnd

On veut décomposer notre preuve en deux étapes. Dans la premigre,
par un théoréme, on &nonce et prouve 1'indépendance entre une statistique
libre et une statistique exhaustive totale. Dans la seconde, on applique

ce th€oréme au cas qui nous intéresse ici.
Théonéme 1

Soit S et T, deux statistiques ol xl,...,xN est un échantillon aléa-
toire avec densité £(-,8). Si S est exhaustive et totale et T est libre,

elles sont indépendantes.

Preuve

Comme T est libre, pour toute fonction z mesurable > 0,

Ee (z{T)] = E [2(T)] vs. De plus, comme on a toujours
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Ee fz(T)] = Ee {E [z(T) |s]}? V6, ol on note E [z(T)fS]car,puisque
S est exhaustive, fT/S(-) ne dépend pas de 6. Ces deux résultats nous

permettent d'écrire que :
(4) Eg (Elz(Ds]1-E[z2(D]} =0 .

Comme S est une Statistique totale, par la définition 2, on peut écrire

que :
(5) Elz(T)|s] - E[z(D]l=0 |, avec probabilité 1 .

Cette expression n'étant valable que lorsqu'on a indépendance, on ob-

tient que T et S sont des statistiques indépendantes. En effet, par (5)

jt'z(t) fr/g(*) de =jt‘ 2(t) £.(-) dr

et donc

f z(t) [fT/S(-) - fT(')] dt = 0 ,

t

lorsque fT/s(-) = fT('} .

1 - .
. Ey [2(D)] -_L'J; z(t) fT’S( , 0) dt ds

=ff 2(6) £0() - £,(+, 6) dt ds
st

=f £,(+, ) [j; 2(t) £1,0(+) dt] ds

S

C.Q.F.A.
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Appliquons maintenant ce théorsme d notre cas : soit
~ . _ . 2
x = [x ,...,xN]' un échantillon aléatoire tel que x ~ N (0, ¢“ 1.).
1 N
(Nx1) 2
Il est reconnu que dans le cas de la normale, Z xi est une statistique
exhaustive et totalel!. Dpe plus, 1la statistique h(x) est libre car
2 . 2 -
h(o” x) = h(x) et n'apporte aucune information concernant o“. D'aprés

le théoréme, pour tout 02 la statistique h(x) est indépendante de z xi,

ce qui comprend aussi le cas g° = 1.

2) Espérance mathématique d'une forme quadratique

Theordme 1 (Bakestra (1972), chapitre X, 216-222)

Soit Y vecteur de variables aléatoires 3 N composantes avec
E(Y) = 0 et V(Y) = 02 V définie positive. Soit B une matrice symétrique

d'ordre N. L'espérance mathématique E(Y' B Y) est donnée par 1'expression.
' 2
(6) E(Y' BY) =0 tr (BV) .

Variance d'une forme guadratigue

Théonéme 2

Soit Y, du théoréme 1 mais aussi caractérisé par une normale.

Alors, la variance de Y' B Y est égale 3 :

(7 V(Y' BY) =2 04 tr (BV B V) s

', vVoir Mood, Graybill et Boes, chapitre VII, exercice 22 et théoréme 9.
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d'ol on tire par V(x) = E(xz) - Ez(x) :

(8) E[(Y'B Y)2] =2 04 tr (BVB V) + 04 tr2 (BV) .

3) Dérivation des moments de distribution des statistiques d'autocorrélation

spatiale sur les résidus

On a le modéle suivant

..

(9) Y=XB+€,
d'ol les résidus MCO s'écrivent :
- l_ll
(10) e =[I - X (X'X) X'ly =M =M,

o M'M = MM' = M, d'ob E(ee') = o° M, E(e'e) = Ee' M) = o2 tp i < o (N=K) .

Soit la mesure d'autocorrélation sur les résidus MCO :

CO _Ne'We Ne'"MWMEe
(11 IMCO - So e'e So e'M ¢ :

Les résultats établis 3 1'appendice II.1) permettent d'évaluer les

moments de distribution de Iﬁgo comme suit :

CO, _ N E(e'We) _ N _tr (1)
(12) E(Tyeo) = 5 E(e'e) 5, N-K ’

par 1'application des théorémes de 1'appendice II.2). De 1a méme fagon, on a :
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(13) E {[e' ME]Z} - o 2 tr (M) + tr’ M) ]
04 {2 (N-K) + (N—K)zj

04 (N-K) (N-K+2)

’

et E {[e'WeJZ} = 04 [2 tr WMWM) + tr2 WM 1, d'on

2 2
CO 2. _ N [2 tr (WMWM) + tr° (WM)]
(14 E [(IMCO) ] = 3
5o (N-K) (N-K+2)

Dérivggion pour_la classe LUS (&)

Dans cette classe, il faut délaisser K observations. Donc, par (11),

on obtient :

(15) ICO - (N-K) € wO €
é 86 é'e ?
ol 8% = it WO i

[1x(N-K)] [(N-K)x(N-K) ] [ (N~-K)x1]

Grice 3 Theil (1971), chapitre 5,

-~

e = C € s
[(N-K)x1] [ (N-K)xNJ] MNx1]

ou € ~N (0, I)
(Nx1)

CC' = I . et C'C = M
(NxN)  (NxN)

ot M =[I -X (x'x)'l X'].
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Alors comme E(8'8) = tr E(gg') = 02 (N-K)

"

EL(2'8)] = B[ (e'CCe)?] = B[ (e'Me) 2]

02 (N-K) (N-K+2) par (13)

Donc, par les théorémes de 1'appendice II1.2), on obtient :

N-x ET (WO)

* (N-K)
So

(16) E(Igo) = =0,

car wii =0 Vi |

B \ 2 A
an  Ea®?y . ae? 2 $ W) et W _ (¥-K)

g )= 2 (N-K) (N-K+2) KD 2
0






APPENDICE III

CONCEPTS UTILES LORS DE L'ETUDE

DES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ESTIMATEURS
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Les propriétés d'un estimateur peuvent €tre obtenues en examinant
généralement les premiers moments de distribution de cet estimateur (moyenne,
variance). Pour des échantillons de taille finie, les moments sont souvent
difficiles & évaluer. Si ce n'est pas possible, alors on pPeut se contenter
d'étudier 1les propriétés lorsque la taille de 1'échantillon tend vers 1'infini.

C'est la théorie asymptotique.

1) Rappel sur certaines propriétés d'échantillon fini

-~

Soit 6 le paramétre de la population & étudier. L'estimateur 8 est
non biaisé si E(8) = 9. 1a moyenne E(8) de la loi de distribution de 8
permet de dire si § est centré sur 8, c'est-a-dire si on tire de la méme

population un nombre infini d'échantillons de méme taille, est~ce que 6
N—)WA

o~

nous donnera en moyenne la vraie valeur O ( z E»«ae)
i=1

?

Soit plusieurs estimateurs non biaisés de 0, 1'économdtre choisira
logiquement 1'estimateur dont la distribution est la pPlus concentrée autour
de 8, c'est-d-dire 1'estimateur qui a la plus petite variance. Un estimateur
6 non biaisé de 6 est dit a variance minimale (MVUE) si sa variance est plus

petite ou &gale 3 la variance de tout autre estimateur non biaisé de 8, qu'il

soit linéaire ou non.

Lorsqu'on connaft la loi de distribution de la population caractérisée

par le paramétre 6, on peut établir un critére plus strict.
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Proposition 1

Soit Xl’ XZ""’XT’ un &chantillon aléatoire tiré d'une population

-~

caractérisée par un paramétre 8. Si 0 est un estimateur non biaisé de 6,

alors, sous des conditions générales

1
82 ln,aa(elx s XpseoesX,)
1 2 T
-EL[ 5 ]
38

(1) var (é) =

L'expression de droite s'appelle la borne limite inférieure de
Cramer et Rao (CRLB). Alors, d'aprés (1), des que 1l'on a trouvé un esti-
mateur non biaisé dont la variance est égale 3 cette borne, on sait alors
qu'aucun autre estimateur non biaisé, tiré d'une méme population, pourra

avoir une variance plus petite.

La généralisation multivariée s'écrit : soit Xl, 2""’XT’ un
€chantillon aléatoire tiré d'une population caractérisée par un vecteur de

paramétre vy si E( ; ) =y, alors, sous des conditions générales :
(Kx1) (Kx1) (Kx1)

soit Z; la matrice variance-covariance de Y, et soit :

2
9 1n (lel, XZ""’XT)

] : .
3yoy" » la matrice d information, alors :

I(Y) = - E

2) - 1(p7L

est une matrice semi-définie positive. Lorsque la matrice de variance-covariance

de Y est &gale 3 la borne de Cramer et Rao, Y est appelé un estimateur non
biaisé efficace. La borne ne peut pas toujours 8tre atteinte pour un estima-

teur non biaisé. L'estimateur & variance minimale est alors dit (MVUE).
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2) Théorie asymptotique (voir Theil (1971), chapitre 8)

Un estimateur 6 de 6 sera convergent lorsque :
(3) plim GN =0 .
N-+co
ce qui veut dire que si on augmente la taille de 1'échantillon (N»o),
alors 1'estimateur correspondant GN aura une distribution qui dégénérera vers

le point fixe 8. C'est ce qu'on appelle 1la convergence.

Plus formellement, soit une suite de variables aléatoires

Yl’ Y2,...,

Cette séquence converge en probabilité vers une constante c si

YN «+.. avec fonctions de distribution Fl(-), Fz(-),...,FN(-) cee .

(4) lim P[lYN-c] >el=0 , Ye >0 ,
N0
dans une notation plus compacte, (4) se réécrit :

(5) plim YN =c |
N0

Pour un estimateur 6 de 6, ce qu'on étudie en théorie asymptotique,

c'est le comportement de la séquence de variables aléatoires

-~ -~

61, 62,...,8N cee. OU BN est l'estimateur 6 de 6 pour un &chantillon de

taille N. Si plim éN = 0, alors 6N €St un estimateur convergent de 6.
N-co
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Basée sur 1'inégalité de Chebyshev, une condition suffisante

mais non nécessaire pour que plim 6. =96 est :
N
N0

(6) lim E(éN) =6

N-co
et
(7) lim var (éN) =0 .

N

Ainsi, pour qu'un estimateur soit convergent, il suffit, lorsque
N>, que le biais E(é)-—@ et la variance disparaissent. Judge et al. (1982)
établissent, aux pages 266 et 267, différentes propriétés de 1'opérateur
plim pour des séquences de vecteurs, de matrices et de variables aléatoires,

dont on reproduit les principales ici.

Soit ay et BN des séquences de variables aléatoires, o et B des

1

constantes et soit plim Qy = 0 et plim BN = B alors :

Nooo Nowco

Régles
1. plimoa * B8 = plim a_* plim B = g + B .

e NN TN TR By
2. plimo_ + B_ = plim o ° plim B = o - B .

oo NN ROy T RR By

O g N a
3. Si BN 20 et B = 0, alors plim (‘B‘- = '—1—1—8——- = 'B‘ .
Nwo Py g_mm N

]

o
[
P
g
Q

b
1}
<é1

4. sio . >0eta >0, alors plim \/&N =
No
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5. plim a = g .

6. Si ¢(a ) est une fonction continue, alors plim ¢(o.) = d(a)
N Moo N

(théoréme de Slutsky).

Remarque

Ces concepts peuvent &tre &tendus directement 3 1la convergence de

séquence vectorielle ou matricielle de variables aléatoires.

On a : soit la séquence de matrices AN (A, AZ""’AN cend)
Cette sé&quence converge vers une matrice A , lorsque :
(RxS)
(8) plim a, za,, , Vi, j i=1,...,R

Nosoo ij,N ij
i=1,...,8 ,

ce que 1l'on note :

9) plim = A .
N0 AN

L'application multivaride des régles 1 3 6 est évidente, elle ne sera donc

pas présentée ici. Il faut remarquer que la dimension de AN ne dépend pas de N.

3) Loi de distribution limite

Tout comme dans le cas d'échantillon fini, afin de pouvoir discriminer
entre différents estimateurs, on comparera ici les moments de leur loi de
distribution limite. Theil (1971), section 8.2, présente comment on peut

obtenir la loi de distribution limite d'un estimateur.
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Revenons & notre séquence de variables aléatoires Yl, Y2,...,YN e

avec fonctions de distribution Fl(°), FZ('),...,FN(') . e

3.1) Convergence en distribution

La séquence de variable aléatoire Yl, Y2,...,YN ++. avec fonctions
de distribution Fl(o), Fz('),...,FN(-) +++, converge en distribution vers
une variable aléatoire Y avec loi de distribution F( ) si FN( ) converge
vers F( ) lorsque N+ pour tout point de continuité de F( ). F( ) est
alors appelé la loi de distribution limite de cette séquence de variables

aléatoires. On dit alors : YN 2 Y .

Afin d'obtenir la distribution limite de la séquence de distribution

Fl( ), FZ( )s..., Theil (1971) se sert du théoréme suivant! :

Theondme 1

Soit ¢l(t), ¢2(t),... la séquence de fonctions caractéristiques de

++. avec lois F,, F ++». COnverge en loi vers

2 1’ "2

la loi limite F [caractérisée par d(t) ] si, et seulement si, ¢N(t) converge

Yl, Y2 eee +» Alors Yl’ Y

vers ¢(t) lorsque N+, Vt, pourvu que ¢(t) soit continu en t =0.

1, d(t) =E(e1tx) ou i =\/:I est la fonction caractéristique d'une variable
aléatoire x. L'intérét de la fonction caractéristique provient du fait
qu'elle est toujours définie pour une variable alatoire possédant une
densité. De plus, il y a une correspondance biunivoque entre les fonctions
de densité et les caractéristiques, Donc, si on connait la fonction
caractéristique d'une variable aldatoire X, on peut, en principe, déter-
miner sa fonction de densité. (Dhrymes, (1974), p. 13. Voir aussi Theil
(1971), p. 78-79).
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C'est-a-dire si les conditions du théordme sont respectées et
si on reconnait la loi de distribution qui correspond a la fonction carac-
téristique ¢(t), cette loi de distribution est en fait la loi de distribution

limite de Yl’ Y2 +++ Comme déja dit, on &crira alors YN 2 Y.

Avec 1'aide des propositions suivantes sur les distributions limites,

la tache de dérivations de distributions limites devient moins complexe.

3.2) Propositions concernant 1'établissement de la loi de distribution

T S o e e e it S e s e e e S St e e

Regles

7. Soit (XN, YN) N =1,2,... une séquence de paires de variables aléatoires,
Si plim (XN - YN) = 0 et si YN a une distribution limite, alors XN

Nooo
a la méme loi de distribution limite.

8. Soit la méme séquence de paires de variables aléatoires qu'en (7).
Supposons que YN converge en distribution (2) vers une variable
aléatoire Y et XN converge en probabilité (E) Vers une constante c.

. D . . D . D
Alors XN + YN > c+Y XN YN *>cY YN/XN Y/c, si ¢ = 0.
. . R 1 D
9. Si g( ) est une fonction continue et si XN X, alors g(Xﬁ) + g(X).

10. Si g( ) est une fonction continue, si XN-YN converge en probabilité

vers zéro et XN R X, alors g(XN) - g(YN) E 0.

Note : ces régles sont aussi valables pour des séquences de vecteurs et matrices

de variables aléatoires.

1. D'aprés 1a section 3.1) précédente, il est &vident qu'ici X est une variable
aléatoire possédant une loi de distribution limite. XN D X veut dire : soit
XN possédant une distribution limite. Evidemment, lorsque X est une constante,
la distribution limite est alors un point de masse avec probabilité 1.

|
|
|
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4) Application dans le cas de 1'estimation MCO (Theil (1971), chapitre 8)

Soit :

(10) Y = X R + u
(Nx1) (NxK) (Kx1) (Nx1)

X est une matrice non stochastique ou E(u) = 0 E(uu') = 02 IN et

lim'% X'X = Q (matrice définie positive), soit b = (X'X)_1 X'Y et
Noco
e =Y - Xb. Alors :

i) b _est convergent

2 o —1
preuve : comme E(b) = B et V(b) = Qﬁ_ (X_NX.) ,
lim E(b) = B s
N>
02 -1
lim V(b) = 1lim —N— . Q .
N-»0
02
Comme-if converge vers zéro, b est convergent par les équations
(6) et (7).

ii) b a une distribution asymptotique normale

Comme b = B + (X'X)_1 X' u, alors

-1 '

_ L X'X X'u
(11) NERCRT N e S TR
N

‘\,N (b~B) est donc le produit d'une matrice dont la limite lorsque N+

-'1 - X'u o g~ -~
est Q 7, par un vecteur aléatoire —= , dont on considére @tre capable de
N
trouver la loi de distribution limite, ce que 1'on note :



- 318 -

X'u D
e —

N

(12) z

D'aprés la ragle 8, \fN (b -B) convergera en distribution vers la

variable aléatoire Q—1 z, c'est-3-dire :

(13) VN b-8 2ql . .

Par 1'application du théoreme 1, Theil (1971), p. 380-81, montre que
sous des conditions supplémentaires, on aura : gz ~ N(O, 02 Q). Alors,

par (12) et (13) :

2 -
(14) VN b-8) ~n00, % gLy |

iii) et converge en distribution vers ut t=1,...,N
(15) e =Y - Xb =MY = Mu |,

car MX = 0, ol M IN - X(X'X)_l X'. Alors :

E(e -u) = - X(X'x)" 1 x E(u) = 0

(16)

]
|
>
~~
{
ol

V(e - u)

Comme e et u sont des vecteurs dont la longueur dépend de N, alors

il n'est pas possible d'évaluer plim (e ~u) = 0, Par contre, on peut montrer
N0

que chaque erreur e ® u, . En effet, E(et - ut) = 0 par (16) et
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2 -1 tl
o X'X .
\Y (et - ut) = WQ.Eth""’xtK] (—ﬁ_) : » donc
%K
02 -1

lim V(et - ut) = lim N . Q x;_ = 0. [ct z 07,

Nooo Noo

donc, par les équations (6) et (7), plim (e. = u ) = 0, et donc par 1a

Mo bt

régle 7, e, converge en distribution vers u .

5) Efficacité asymptotique

Tout comme dans les échantillons de taille finie, afin de discriminer
entre différents estimateurs, on va €tablir le concept d'efficacité asymptotique.
Pour ce faire, on se limitera d la classe des estimateurs convergents et
asymptotiquement normalement distribués. Dans cette classe, celui qui
atteint la bonne limite de Cramer et Rao asymptotique, est asymptotiquement

efficace. (Voir Dhrymes (1974), lemme 17, page 129.)
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APPENDICE 1V

PROPRIETES DES ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
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1) Echantillon de taille finpie

a) Efficacité
S$'il existe un estimateur non biaisé dont la variance atteint la borne
inférieure de Cramer et Rao, il provient d'une méthode du maximum de

vraisemblance.

Par exemple, si on pose la normalité des erreurs dans le modéle linéaire

de 1'appendice III, b = (X'X)—1 X'Y est identique 3 1'estimateur du maximum

de vraisemblance. b est donc efficace. On peut montrer qu'aucun estimateur
2 _e'e

.. 2 -~
non biaisé n'atteint la borne pour ¢, Alors g° = Nk st MVUE.

b) Propriété d'invariance

Si O est un estimateur du maximum de vraisemblance de 0, alors 1'estima-

teur du maximum de vraisemblance d'une fonction g(0) est g(B).

2) Echantillon asymptotique

Lorsque 1'échantillon est aléatoire, sous certaines conditions de
régularitél, les estimateurs du maximum de vraisemblance sont convergents,

ont une distribution asymptotique normale et sont asymptotiquement efficaces,

-~

c'est~a-dire plim f = 6 .
(Kx1) (Kx1)
(1) 8 ~aN (s, Y
32 10 £
ouR==-§g [——55557—] (voir Theil (1971), sections 8.4 et 8.5 ou Dhrymes (1974),

section 3.6).

1. Ces conditions sont toutes respectées dans le cas de la normale (Theil

(1971), p. 387).
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Donc, quelle que soit la loi de distribution de la population,

~

asymptotiquement, 6 ~ N et la matrice de variance-covariance asymptotique

~

de 6 atteint la borne R-l.

Ceci s'écrit encore :

(2) VN G-0) ~ N, N R L(8))

-1
cee)

1 5% 10 Lo
N 3606"

oa NRY) =g

De plus, par 1'application du théorgme de Khinchine!, Dhrymes (1974,

p. 118) obtient :

TG N T 1n L(ol...);

19
(3) plim [< ; A :
N N 9636 N 0608

Comme on 1'a souligné dans le texte, ces résultats ont été &tablis 3
partir d'un &chantillon aléatoire. Pour ce méme résultat dans le cas d'une

loi de probabilité jointe d'un vecteur normal & ~ N(O, 02 ) [voir Magnus (1978)].

!, soit {xt t=1,2,...} une séquence (i.i.d.) avec moyenne finie y.

Him

T
Plim Et = plim z x, = H .
t=1

T+
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