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Comme son titre 1l'indique, le sujet de notre th&se est la théo-
rie de 1'optimum temporaire, c'est-i-dire comment on peut poser le pro-
bléme de 1'optimum de Pareto dans un cadre temporaire. Cette thése s'ins-
crit donc dans un vaste courant de la littérature économique, celui de
""l'approche de 1'équilibre temporaire'. Selon cette approche, les agents
doivent prendre des décisions en fonction de ieuxs énticipations sur leur
environnemept futur, ces anticipations dépendant de leur infofmation sur

1'&tat de 1'économie dans les périodes courantes et passées.

Le probléme de 1l'optimum temporaire se pose naturellement dans
l'espace dual, c'est-3a-dire dans 1l'espace deS prix et des revenus. Or,
ceci est non seulement contraire 3 la tradition de 1'optimum de Pareto
mais, de plus, cela suppose et exige la connaissance de certains résul-
tats (pﬁr exemple, 1es identités de Roy‘"temporaireS") qui, apparemment,
n'existent nulle part dans la littérature. C'est pour cette raison
qu'avant méme d'arriver au problime de 1l'optimum, nous avons dfi
refaire un cadre de référence eh réétudiant la théorie du consommateur

et du producteur dans un contexte temporaire.

En gros, cette thése se compose de deux parties, 1'une consa-
crée d la mise sur pied d'une instrumentation (les chapitres 1 et 2) et

1'autre (chapitre 3) 3 des applications et extensions qui utilisent cette

instrumentation.



Le premier chapitre comporte deux sections, Dans la section
1, nous abordons la version temporaire de la théorie du consommateur,
D'abord, nous montrons comment se fait le passage d'un modéle intertem-
porel d un modéle temporaire (section 1.1). Nous considérons ensuite
certaines possibilités quant aux hypothé&ses sur les anticipations (sec-
tion 1.2). Nous terminons cette premiére section en exposant le probléme
du consommateur (section 1.3) et les propriétés empiriques des fonctions
de demande temporaires et planifiées (section 1.4). La section 2
concerne la théorie de 1'optimum temporaire dans le cadre d'une &conomie
d'échanges. Dans cette section, nous avons travaillé principalement avec
deux hypoth&ses concernant les anticipations. D'abord, il semblait natu-
rel d'étudier, au niveau de 1'optimum, 1'hypothé&se des anticipations ponc-
tuelles exogénes sous sa forme la plus simple puisque cette méme hypothése
avait €té retenue pour 1'étude du comportement individuel du consommateur
et puisque, pendant longtemps, ce fut 1'hypothése principale en micro et
en macro (section 2.2). Ce n'est que par la suite que nous nous sommes
intéressés 3 la caractérisation optimale des anticipations comme telle
(section 2.4). Les anticipations ont alors été considérées comme endo-
génes au niveau de la société et nous avons retenu une hypothése affai-

blie d'anticipations rationnelles traduite par 1'équation (2.4.1).

Le deuxiéme chapitre reprend essentiellement le méme schéma et
les mémes hypothéses de travail que le chapitre 1, sauf que nous intro-

duisons ici le secteur de 1la production. La section 3, dans le m&me



esprit que la section 1, présente une théorie du producteur temporaire
et €tablit les propriétés essentielles 3 1'€laboration de la théorie de

l'optimum temporaire dans une &conomie avec production (section 4).

Avec ces deux premiers chapitres, nous disposons d'une instru-
mentation assez générale pour nous permettre de traiter différents pro-
blémes d'optimums plus spécifiques. ('est précisément ce que nous fai-
sons dans la deuxiéme partie de la thése, soit le chapitre 3. Dans un
pPremier temps, nous appliquons notre instrumentation 3 un probléme de
second rang (P5-1) de type Boiteux (section 5). Pour ce faire, nous con-
sidérons une Economie astreinte § réaliser un déficit ou un surplus pu-
blic tant pour la période courante (contrainte (5.2,4)) que pour la pério-
de future (5.2.5). De plus, nous supposons que les anticipations sont
endogénes et conformes i I'hypothése des anticipations rationnelles
(équation (5.2.6)). Dans un second temps, nous examinons comment la thé&o-
rie de 1'optimum présentée dans la premiére partie peut &tre étendue lors-
que les anticipations des agents sont représentées par des fonctions

arbitraires.

Quelques remarques sur la méthodologie. Premi&rement, les mo-
déles temporaires déja existants ne découlent pas, en général, directe-
ment du modéle traditionnel néo-classique. Personnellement, nous avons
préféré adopter une méthodologie qui fasse en sorte qu'a tout moment si
nous le désirons, nous puissions retrouver le cadre traditionnel et com-

parer avec ce qui existe déja sur le plan formel. Deuxi&mement, la
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majeure partie de cette thdse a &été rédigée au sein d'une &quipe de re-
cherche dont faisaient partie des Econométres, C('est ce qui explique
sans doute le caract@re opérationnel (ou facilement transformable comme
tel) de certains de nos modéles. Finalement, les différents modéles
d'optimums €laborés dans cette thése, 1'ont toujours été en fonction
d'un certain type d'équilibre temporaire. Par conséquent, les résultats
que l'on tire de ces modéleg, sont étroitement liés 3 la nature méme de

ces équilibres temporaires et, partant, 4 la facon de poser les problémes.

L'un des principaux résultats de cette thdse est que nous sa-
vons mieux maintenant comment poser le probléme de 1'optimum temporaire,
Cela constituait 1'un des principaux objectifs de cette thése et nous

croyons l'avoir atteint en bonne partie.

D'une facon générale, la théorie &laborée n'a pas le caractére
robuste et général que nous aurions espéré obtenir, comme c'est souvent
le cas pour les concepts nouveaux. 11 semble, en effet, qu'elle dépende
beaucoup des hypoth&ses que 1'on fait et de la forme que prenne les anti-
cipations. Par conséquent, la réponse au probléme de la caractérisation
générale de 1'optimum temporaire reste encore 3 explorer, D'une facon

plus précise, nous avons les résultats suivants.

Dans la premiére partie de la thdse (chapitres 1 et 2) qui con-
sistait 4 mettre en place l'instrumentation, les résultats obtenus, sur-
tout concernant 1'optimum temporaire, étaient pour la plupart "attendus".

Aussi bien dans le cas des anticipations ponctuelles exogénes que dans
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le cas des anticipations endognes (hypothese affaiblie d'anticipations
rationnelles), les caractérisations obtenues cofncident ou sont cohéren-
tes avec ce que nous connaissions déja sur 1'optimum intertemporel. Pour
le chapitre 1, cette caractérisation consiste en la proportionnalité des
prix courants (2.2.15) et 1'égalité des facteurs d'escompte réels (2.2.18)
pour 1l'hypotheése des anticipations exogenes, auxquelles s'ajoute la propor-
tionnalité des anticipations de prix futurs (2.4.15) pour le cas des anti-
cipations endoggnes. Notons que dans le deuxidme cas, 1'égalité des fac-
teurs d'escompte réels est obtenue grice au fait qu's 1'optimum, le multi-
plicateur ¢t associé a la conservation des flux financiers est nul. Dans
le chapitre 2, nous retrouvons essentiellement la m&me caractérisation
qu'au chapitre 1 sauf qu'elle se généralise aux prix 3 la production.
Ainsi, par exemple, lorsque les anticipations sont endogénes, nous obte-
nons que les prix courants 3 la consommation doivent &tre proportionnels

d la fois aux pPrix courants des inputs physiques et aux Prix courants des
outputs. Toutefois, nos résultats tendent d montrer qu'il faut &tre trés
prudent quant au choix de 1'instrumentation & utiliser lorsqu’on traite

du probléme de 1'optimum avec production.

Dans la deuxigme partie (chapitre 3) qui se voulait surtout des
applications et extensions de 1'instrumentation mise en place, les résul-
tats sont plus nouveaux et diversifiés (surtout pour la section 6). Le
modele de second rang posé dans un contexte temporaire nous a permis de

trouver une "formule de Boiteux généralisée" (5.3.8) ou encore une "formule
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de Ramsey-Boiteux généralisée" (5.3.9). Ces formules sont plus générales
que celles fournies par les modéles traditionnels de type Boiteux car, en
plus de fournir des indications sur ce que devrait 8tre 1'écart optimal
entre les prix courants payés par sa clientdle et les prix courants ''fic-
tifs" sur la base desquels 1'entreprise publique maximise son profit, el-
les montrent ce que devrait ®tre 1'écart optimal entre les facteurs d'ac-
tualisation réels et 1'&cart optimal entre les anticipations de prix fu-
turs des consommateurs et celles de 1'entreprise. Dans la section 6,
1'étude du probléme du consommateur, lorsque ses anticipations sont repré-
sentées par des fonctions arbitraires, nous a conduit & une propriété
d'additivité (5.2.33) de 1a matrice S* (matrice d'effets de substitution-
complémentarité). Sous ces hypothdses, cette derniére propriété résume
les implications empiriques des fonctions de demande. Quant 3 1'étude de
1'optimum, elle m&ne dans ce cas 4 des caractérisations des plus diverses
qu'il serait trop long d'énumérer ici. A titre d'exemple, mentionnons que
nous avons montré sous certaines hypoth&ses que 1'équilibre temporaire
concurrentiel ne serait jamais un optimum temporaire, un résultat plutdt
surprenant. Notons finalement que les diverses interprétations de ce
modéle ont &té analysées a partir d'une €quation centrale, soit 1'équation

(6.3.18) ou (6.4.1).



INTRODUCTION



Le sujet de notre thése est la théorie de 1'optimum temporaire,
c'est-a-dire comment on peut poser le probl&me de 1'optimum de Pareto
dans un cadre temporaire. Ce sujet nous semble important et intéressant
principalement pour les raisons suivantes. D'une part, la pensée norma-
tive est actuellement dichotomique : le méme &conomiste peut conseiller
la tarification au cofit marginal (supposant donc le plein emploi) et une
augmentation (une diminution!) des dépenses gouvernementales pour restau-
rer le plein emploi. Nous espérons qu'a terme, 1'étude de 1'optimum tem-
poraire conduira d une unification de la pensée normative. D'autre part,
nous vivons dans un monde temporaire et pourtant, le cadre de référence
qui nous sert tous les jours 4 faire notre travail (en tant qu'économi s-
tes), est tout a fait statique ou tout i fait atemporel. Ce cadre de
référence (nous pensons surtout ici au mod&le de Arrow et Debreu), bien
qu'il reste un outil utile, est peu adapté 3 la description du monde
dans lequel nous vivons, Il s'imposait donc de le changer, ce besoin
étant aussi bien commandé par un souci d'ordre opérationnel que par un

souci d'ordre purement théorique.

C'est en grande partie ce méme besoin qui, il y a une dizaine
d'années, a poussé les théoriciens de 1'équilibre général A chercher une

représentation qui colle un peu mieux & la réalité. Leur effort s'est



traduit par ce que nous appelons dans la littérature ""1'approche de
1'équilibre temporaire". Selon cette approche, les agents doivent pren-
dre des décisions en fonction de leurs anticipations sur leur environne-
ment futur, ces anticipations dépendant de leur information sur 1'état
de 1'Economie dans les périodes courantes et passées. Notons que cette

idée, essentielle i ces travaux, se trouvait déj3 dans les &crits de

J. Hicks (entre autres, dans Valeur et capital) sous le nom d'Equilibre

temporaire!., 11 y a donc eu et il y a encore beaucoup de recherches sur

1'équilibre temporaire (i ce sujet, voir la remarquable revue de la lit-

térature de Grandmont [15] et aussi son récent volume Money and Value

[17]) mais, 3 notre connaissance, trés peu de gens travaillent directe-

ment sur 1'optimum temporaire.

Toutefois, il serait erroné de croire que personne ne s'est
jamais intéressé au sujet. D'un cOté, des auteurs comme Malinvaud [267,
[27] ou Koopmans [24] qui ont beaucoup travaillé sur 1'optimum inter-
temporel, ont eu tendance par la suite & projeter leurs résultats au
temps t. D'autres se contentaient d'étendre des résultats obtenus 3
1'aide de mod&les atemporels. Mais, en général, ces derniers moddles
ont le défaut suivant : ils ne font pas intervenir les anticipations et,

partant, ils ne font aucun lien entre les périodes courantes et futures.

11 semble usuel pour les €conomistes de la génération qui succéde a
Debreu, de considérer Hicks comme &tant le précurseur de "1'équilibre
temporaire' (par exemple, voir Grandmont [16], dans son introduction).
Toutefois, il ne faudrait pas perdre de vue que la conception de 1'équi-
libre général, tant chez Walras [41], Pareto [29] ou Barone [3], se si-
tuait €galement dans un cadre temporaire.



D'un autre c6té, sans jamais avoir posé le probléme de I'optimum tempo-
raire comme tel, les principaux auteurs sur I'équilibre temporaire
Radner [32], Green [18], Grandmont [14], Sondermann [36], Hart [20],
>vensson [40], ...) se sont tous plus ou moins interrogés sur
1'efficacité de ces équilibres. Cela &tant dit, il n'est pas surprenant
que plusieurs idées de notre thése (surtout dans la premiére partie)
n'apparaissent pas aujourd'hui comme &tant nouvelles. Plusieurs d'entre
elles se trouvaient déj3 dans ces travaux antérieurs soit sous forme
d'intuitions ou méme sous forme de conjectures. A cet &gard, 1'article
de Malinvaud "Interest Rates in the Allocation of Resources', bien qu'il
date maintenant d'une vingtaine d'années, nous a toujours semblé trés
stimulant car il propose des conjectures toujours actuelles. D'un autre
point de vue, dix ans plus tard, Dréze concluait I'introduction de son
livre sur 1'incertitude [11] en affirmant que les mod€les d'équilibres
temporaires semblaient les plus prometteurs et qu'il fallait donc, dans

1'avenir, en &tudier les propriétés d'optimalité.

Le probléme de 1'optimum temporaire se pose naturellement dans
1'espace dual, c'est-#-dire dans 1'espace des prix et des revenus. Nous
verrons pourquoi lorsque nous aborderons le probléme de 1'optimum comme
tel. Or, ceci est non seulement contraire d la tradition de 1'optimum
de Pareto, mais de plus, cela suppose et exige la connaissance de cer-
tains résultats (par exemple, les identités de Roy "temporaires') qui,

apparemment, n'existent nulle part dans la littérature. En effet, bien



que la litt€rature sur 1'équilibre temporaire jouisse d'un essor consi-
dérable depuis plus de dix ans, il existe encore trés peu de résultats
sur les équilibres individuels sous-jacents. C('est pour cette raison
qu'avant méme d'arriver au probléme de 1'optimum, nous avons df nous
refaire un cadre de référence en réétudiant la théorie du consommateur
et la théorie du producteur dans un contexte temporaire. Ces modé&les
nous ont permis, en gros, de dériver des propriétés trés semblables (quoi-
que plus complétes) aux propriétés atemporelles usuelles. Malgré le
caractére plut6t ordinaire a priori de ces résultats, il reste néanmoins
que 1'E€laboration d'une théorie de I'optimum temporaire eut &té impensa-
ble sans eux (& moins, bien sfir, de croire qu'on peut fonder une théorie
sur des bases purement intuitives). En conséquence, la mise en place
d'une telle instrumentation nous semble tout 4 fait justifiée et occupe

une part importante dans cette thése.

Enfin, quelques remarques concernant la méthodologie. Premié-
rement, les mod&les temporaires déji existants ne découlent pas, en gé-
néral, directement du mod&le traditionnel néo-classique’. Personnelle-
ment, nous avons préféré adopter une méthodologie qui fasse en sorte que,
d tout moment si nous le désirons, nous puissions retrouver le cadre tra-

ditionnel. Cette méthode comporte certainement des inconvénients (en

'Trois principales raisons expliquent ce fait : 1) dans le moddle de
Arrow et Debreu, toute 1'épargne rapporte de 1'intérét, Or, dans les
modéles oll la monnaie a &té introduite (un des actifs financiers pou-
vant &tre considéré comme tel), cette épargne ne rapporte pas d'intérét;
2) le fait d'introduire des fonctions d'anticipation rend ces modéles
d'une toute autre nature; 3) le lien avec le modéle de Arrow et Debreu
ne fait pas nécessairement partie de leurs préoccupations.



particulier, il serait surprenant qu'elle méne i des résultats exception-
nels) mais elle a le grand avantage de garantir 3 notre mod&le une base
trés cohérente et de nous permettre de comparer avec ce qui existe déja
sur le plan formel. Deuxi&mment, la majeure partie de cette thése a été
rédigée au sein d'une équipe de recherche dont faisaient partie des éco-
nomeétres. C'est ce qui explique sans doute le caractdre opérationnel

(ou facilement transformable comme tel) de certains de nos modéles. En
plus de fournir l'instrumentation nécessaire & 1'élaboration d'une théo-
rie de 1l'optimum temporaire, les probl&mes du consommateur et du produc-
teur développés dans ce contexte, procurent des implications empiriques
temporaires intéressantes; ces implications constituent autant de restric-
tions a priori pour 1'économdtre qui chercherait i tester les nouvelles
formes structurelles engendrées par ces mod&les. Finalement, la dernié-
re remarque portera sur la théorie de 1'optimum. Les différents moddles
d'optimums €laborés dans cette th&se (soit dans une &conomie d'échanges,
soit dans une €conomie avec production, soit en considérant les antici-
pations des agents exogénes ou en les considérant endogénes), l'ont tou-
jours &té en fonction d'un certain type d'équilibre temporaire. Par con-
séquent, les résultats que l'on tire de ces modéles, tant sur la caracté-
risation des prix et des facteurs d'escompte courants que sur la struc-
ture optimale des anticipations, sont &étroitement 1iés a la nature méme
de ces équilibres temporaires et, partant, i la fagon de poser les pro-
blémes. Autrement dit, il n'est pas du tout clair qu'en considérant
d'autres types d'équilibres temporaires, les caractérisations optimales

obtenues resteraient inchangées.



D'une facon générale, cette thdse se compose de deux parties,
1'une consacrée & la mise sur pied d'une instrumentation (les chapitres
1 et 2) et 1'autre (le chapitre 3) 3 des applications et extensions qui

utilisent cette instrumentation.

Le premier chapitre comporte deux sections. Dans la section 1,
nous abordons la version temporaire de la théorie du consommateur. Dta-
bord, nous montrons comment se fait le passage d'un mod&le intertemporel
d un mod&le temporaire (section 1.1). Nous considérons ensuite certaines
possibilités quant aux hypothéses sur les anticipations (section 1.2).
Nous terminons cette premiére section en exposant le probléme du consom-
mateur (section 1.3) et les propriétés empiriques des fonctions de de-
mande temporaires (section 1.4). La section 2 concerne la théorie de
I'optimum temporaire dans le cadre d'une &conomie d'échanges. Ainsi,
aprés avoir étudié 1'optimum dans le cas le plus simple, c'est-i-dire
lorsque les anticipations des agents sont exogénes (section 2.2), on
s'intéresse 34 savoir si une suite d'optimums temporaires peut engendrer
un optimum intertemporel (section 2.3). Finalement, on examine la carac-

térisation optimale de 1'optimum dans le cas des anticipations endogénes.

Le deuxiéme chapitre reprend essentiellement le méme schéma
que le chapitre 1, sauf qu'on introduit ici le secteur de la production.
La section 3, dans le méme esprit que la section 1, présente une théorie
du producteur temporaire et établit les propriétés essentielles § 1'éla-
boration de la théorie de 1'optimum temporaire dans une &conomie avec

production (section 43 .



Avec ces deux premiers chapitres, nous disposons d'une instru-
mentation ou d'une théorie de 1'optimum temporaire assez générale pour
nous permettre de traiter différents problémes d'optimums plus spécifi-
ques. C'est précisément ce que nous faisons dans la deuxiéme partie de
la thése, c'est-i-dire dans le chapitre 3. Dans un premier temps, nous
appliquons notre instrumentation & un probléme de second rang, en parti-
culier, 3 un mod&le de type Boiteux (4), (section 5). Dans un second
temps, nous examinons comment la théorie de 1'optimum présentée dans la
premiére partie, peut &tre &tendue lorsque les anticipations des agents

sont représentées par des fonctions arbitraires.

En guise de conclusion, nous reprenons les résultats les plus
pertinents de cette thése et nous proposons quelques avenues de recher-
che. Notons, finalement, qu'afin de faciliter la lecture du texte, les

preuves mathématiques ont été regroupées dans 1'appendice 1.



CHAPITRE 1



SECTION T : LA THEORIE DU CONSOMMATEUR DANS UN CADRE TEMPORAIRE

1.1. De 1'intertemporel au temporaire

Considérons le modéle intertemporel du consommateur néo-

classique :

(P1-1) Max u(xy, xo, ..., X

sujet a

13
™

ol X¢» Py et Rt sont respectivement le vecteur de biens, le vecteur de
rix et le revenu au temps t et B, le facteur d'escompte qui actualise
P mp t P q

du temps t au temps 1,

Ce modéle comporte un certain nombre d'interprétations dont
1'une des plus connues est celle de Arrow et Debreu [7]. Pour la re-

trouver, il suffit de poser :

T
P, = Bt P et E B. R, = W

ol ﬁt est le vecteur des prix 2 la période t, actualisés au temps 1 et
Wt est la richesse du consommateur pour 1'ensemble des périodes, actua-

lisée au temps 1.

Le probléme s'écrit alors



(P1-2) Max u(xy, X, ..., X

T
sujet & I ﬁt x, =W

. .
t=1 t

Pour qu'une telle é&conomie fonctionne, nous devons supposer qu'il exis-
te des marchés 3 terme. Par exemple, nous pouvons supposer que les mar-
chés se sont tenus dans le passé, une fois pour toutes. De plus, il n'y
a aucune incitation 3 réouvrir les marchés puisque, au moment oil ils se
sont tenus, tous les prix étaient parfaitement connus. Ceci revient 3
dire que, dans un tel contexte, les individus n'ont rien 3 prévoir. Or,
il suffit de jeter un coup d'oeil au monde dans lequel nous vivons pour
nous rendre compte que ceci est bien peu réaliste. D'une part, quoique
certains marchés 3 terme existent effectivement, ils sont assez rares

et correspondent, en général, i des marchés trés spécifiques. D'autre
part, il devient de plus en plus clair que les individus ne prennent
plus de décisions sans tenir compte de leurs anticipations. C'est pour-
quoi le mod€le de Arrow et Debreu reste un outil utile mais peu adapté

i la réalité.

Toutefois, il est possible de retrouver une autre interpréta-
tion en réexaminant la contrainte de budget de notre probléme initial
(P1-1). Pour simplifier les choses, nous allons la considérer unique-

ment sur deux périodes. Nous avons alors
P1X1 *+ By paxy = Ry + By Ry

que mous pouvons réécrire

11
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(1.1.1) PiXy + By(paxz - Ry) = Ry
Définissons
Ri - p1x; = Bp(poxy - Ry) = B, A

ol B, A est 1'épargne au temps 1. Nous pouvons considérer A comme &tant
. . . 3 1
un actif financier achetable au temps 1 et livrable au temps 2; 82==3j;?;—
1
(avec p; le taux d'intérét prévalant du temps 1 au temps 2) serait le

prix de 1'actif financier. Notre contrainte (1.1.1) s'écrit alors
Pix1 + By A =Ry
P2X2 - A =Ry

et le probléme du consommateur devient

(P1-3) Max u(x;, xp)

sujet & pix; + By A = Ry

P2Xp - A =Ry

D'un point de vue purement mathématique, il est clair que les deux der-
niers problémes (P1-2) et P1-3) sont équivalents (mis 3 part le fait
que (P1-3) soit posé uniquement sur deux périodes). Toute la différen-
ce réside au niveau de 1'interprétation. Alors que dans le modéle pré-
cédent (P1-2) nous devions supposer l'existence de marchés i terme,
nous pouvons, dans celui-ci, laisser tomber cette hypothése. En effet,

le modéle (P1-3) peut représenter une économie au comptant dans laquelle
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seuls les marchés des biens courants (les marchés pour les biens x;)
existent, en plus d'un marché pour 1'actif financier. Ce dernier marché
va ici jouer, en quelque sorte, le méme T8le que les marchés 3 terme
jouaient dans le mod&le précédent. C'est en choisissant son épargne
(ou 1'actif financier) de fagon optimale que 1'agent se donne les moyens
financiers pour pouvoir réaliser ses achats en biens futurs lorsque les

marchés pour ces biens s'ouvriront.

C'est cette interprétation que nous appellerons par la suite
"probléme temporaire" (ici, en I'occurrence, il s'agit du probldme tem-
poraire du consommateur), en ce sens que ce probl&me concerne avant tout
les décisions prises i une période donnée tout en tenant compte du fait
que ces derniéres auront des conséquences importantes sur les décisions

i venir.

Notons que cette méthode pour engendrer un &quilibre tempo-
raire peut &tre attribuée 3 Arrow [1]. Ce dernier, en &tudiant la ré-
partition optimale des risques en avenir incertain, montre que la répar-
tition peut &tre réalisée avec seulement S+C marchés plutdt que SC (oi
S et C représentent respectivement le nombre d'états possibles et le
nombre de biens). Une transposition directe de son raisonnement 3 un
cadre temporel permet le passage d'une €conomie i terme constituée de
nT marchés (en supposant qu'il existe T périodes et n biens a chaque
période) 3 une &conomie au comptant avec seulement n+l marchés {nous

supposons qu'il existe un seul marché financier).



Sans &tre parfaite, 1'interprétation "temporaire' en termes
d'économie au comptant colle beaucoup mieux i la réalité que celle qui
exige l'existence de marchés 3 terme. Toutefois, puisque les marchés
futurs (ici représentés par les marchés pour les biens Xo) n'existent
Pas au moment ol les décisions se prennent, il n'y a rien pour détermi-
ner pp et Ry. La nature séquentielle des €conomies au comptant a donc
pour conséquence d'introduire de 1'incertitude dans notre modéle. Ce

dernier point mérite d'étre examiné de plus prés.

Notons d'abord qu'd 1'instar de certains auteurs (voir Radner
[32], Kurz [25] et Svensson [401), nous distinguerons ici ce qu'il est
convenu d'appeler 1'incertitude exogéne de 1'incertitude endogéne.
L'incertitude exogéne concerne les connaissances ou 1'information sur
1'environnement ou 1'état du monde. Cette information porte habituelle-
ment sur les ressources disponibles dans 1'€conomie, les préférences
des agents, leurs possibilités de production et leurs possibilités de
consommation. Il s'agit en quelque sorte d'identifier tous les €léments
qui affectent les données de 1'&quilibre ou de 1'optimum et les diffé-
rentes valeurs que ces &léments peuvent prendre. Ainsi, on définit e
"1'tat de la nature" comme un ensemble particulier de valeurs données
d chacun des &léments incertains et 2 1'ensemble des e possibles a prio-
ri. L'incertitude est représentée par Q; elle disparaitrait si on sa-
vait quel e de © doit se réaliser. C'est cette forme d'incertitude qui
apparait dans les premiers modéles qui ont tenté d'incorporer 1'incer-

titude & la théorie de 1'équilibre général et dont on tient compte en

14
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introduisant des marchés pour les biens contingents, c'est-a-dire des
biens dont 1'existence est lide 3 la réalisation de'certains événements
(voir Debreu [7], chap. 7 ou Malinvaud [28], chap. 11). Bref, 1'incer-
titude exogéne en est une qui échappe aux agents en ce sens qu'ils n'ont
aucune emprise sur elle, leurs actions n'ayant aucune influence sur 1'é-
tat du monde qui sera retenu. Au contraire, l'incertitude endogéne est
soit créée par le systdme, soit le reflet du fonctionnement interne de
1'€conomie. De fagon plus spécifique, cette forme d'incertitude consis-
te chez Kurz [25] en la diversité d'informations entre les agents, le
phénoméne de hasard moral, les cofits de transaction, ..., chacun ayant
pour effet de contribuer au mal fonctionnement des marchés contingents
et donnant lieu i des risques et des incertitudes contre lesquels 1'a-
gent ne peut s'assurer. Pour Radner, elle correspond 4 1'incertitude quant
a 1'information sur le comportement des autres agents alors que chez

Svensson, elle concerne essentiellement les prix futurs.

Quelle est 1'importance relative de chacune de ces formes
d'incertitude? Kur:z prétend qu'on peut toujours défendre que 1l'incer-
titude sur 1'environnement est la seule pertinente pour 1'étude des
€conomies planifiées et centralisé€es mais que, dans le cas des €conomies
décentralisées, il n'est pas du tout clair que 1'incertitude vienne de

la nature aléatoire de 1'environnement (Kurz [25])

In fact, I suspect that in the competi-
tive economies the random nature of the
environment which gives rise to "exogenous
uncertainty' is probably small compared

to the all-important endogenous uncertainty.
(p. 392).



En ce qui nous concerne, 1'incertitude dans notre modéle provient essen-
tiellement de la nature séquentielle de 1'activité économique. D'une
part, au moment ol les décisions se prennent, les agents doivent agir en
tenant compte de certains éléments qu'ils ne connaissent pas (ici les
prix et les revenus futurs). D'autre part, ces mé€mes €léments inconnus
ou incertains vont dépendre des actions des agents. D'ol le caractére
endogéne de notre incertitude. Nous supposons, de plus, que les agents
ont un environnement certain (absence d'incertitude exogéne) non pas

qué nous croyons cette forme d'incertitude sans importance mais afin
d'alléger 1'exposé et, surtout, afin que 1'accent soit mis sur l'incer-
titude endogéne, C'est en partie cette démarche qui a été retenue par
Svensson [40]. D'ailleurs, la généralisation de nos résultats a un en-

vironnement incertain ne devrait poser aucun probléme.

Nous venons de voir que la nature séquentielle des &conomies
au comptant fait en sorte que les agents doivent prendre des décisions
en tenant compte de quelques &léments incertains. Pour ce faire, ils
doivent essayer de prévoir les valeurs prises par ces différentes varia-
bles dans le futur. D'ol la nécessité d'introduire les prévisions ou

les anticipations dans notre modéle.

16
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1.2. Hypothéses pour les anticipations

I1 s'agit dans cette section de considérer quelques possibili-

tés pour formaliser les anticipations.

Hl : Hypothése de prévisions parfaites

Bien que ce soit 13 une hypoth&se trés critiquable puisque,
en pratique, les agents ont une connaissance limitée des lois qui régis-
sent le systéme &conomique et que leurs capacités de calcul ne leur per-
mettent pas de prévoir correctement les prix et les taux d'intérét fu-
turs, elle vaut quand m@me la peine d'8tre étudiée, ne serait-ce que
pour nous permettre de mieux saisir les différences fondamentales entre
les deux sortes d'économie (3 terme et au comptant) et pour nous aider

d mieux définir ce qu'est un équilibre temporaire.

Pour ce faire, nous devons revoir bridvement le fonctionnement
de ces deux &conomies (sur deux périodes). Dans une économie 3 terme
(P1-2), les agents ont une connaissance parfaite de tous les prix, tou-
tes les décisions sont prises 3 un moment donné dans le temps et, par
conséquent, 1'équilibre qui en découle en est un sur 1'ensemble des pé-
riodes, qu'on pourrait qualifier d'équilibre permanent. Dans une &éco-
nomie au comptant, les décisions se prennent de facon séquentielle. A
la période 1, seuls les marchés pour les biens X; et 1'actif financier
A existent. Ainsi, dans un premier temps, a partir des connaissances

qu'ils ont sur p;, B, et R; et des anticipations qu'ils se font sur p,



et Ry, les agents choisissent x; et A et planifient x,. Dans un second
temps, les marchés pour les biens x, vont s'ouvrir et les décisions por-
teront sur le choix d'un vecteur x, optimal. Or, dans la mesure ol les
prévisions pour p, et R, &€taient parfaites et qu'elles se réalisent ef-
fectivement 3 la période 2, le vecteur X, qu'ils avaient planifié au
temps 1 correspondra exactement au vecteur X, qu'ils vont choisir au
temps 2. Dans ce cas, les deux modéles sont parfaitement €quivalents

et ménent aux mémes solutions.

11 est &vident que toute autre hypothé&se concernant les anti-
cipations ne nous assure en rien 1l'équivalence entre les deux sortes
d'économie. C'est pourquoi, dans la mesure ol nous acceptons de nous
détacher du cadre traditionnel, 1'approche de 1'équilibre temporaire
nous offre la possibilité de décrire une économie au comptant et de con-
sidérer des anticipations imparfaites de la part des agents. Ces deux
faits nous font croire que cette approche va nous permettre de franchir
une €tape essentielle dans toute tentative de représenter le monde dans

lequel nous vivons de la facon la plus réaliste qui soit.

H2 : Hypothése des anticipations ponctuelles

Nous entendons par anticipations ponctuelles, des anticipa-
tions auxquelles n'est associée aucune distribution de probabilité. Ce
sont donc des anticipations qui sont tenues pour certaines par les
agents économiques. Elles se divisent en deux grandes catégories : les

anticipations exogénes et les endogénes.

18



En ce qui concerne les anticipations ponctuelles exogénes, il
y a principalement deux facons de les formaliser. Nous allons considé-
rer ces deux facons dans le cas bien précis du probléme P1-3, duquel

nous pouvons tirer les fonctions de demande courantes

(1.2.1) X1 = x1(p1, Bz, Ry, pa, Ry)

(1.2.2) A

I

A(p1, B2, Ry, py, Ry)
ol p, et R, sont les variables 3 anticiper.

Premiérement, nous pouvons supposer qu'il existe un ensemble de valeurs
possibles pour les variables anticipées et qu'une valeur est choisie
dans cet ensemble. Plus formellement, ceci se traduirait par : il exis-

te
{(ps, Ry) | P, €R'Z et R, € R}

tel que (p2, Ry) = (pp, Ry) et cette relation tient avec certitude.
C'est cette hypoth@se qui a été retenue par Svensson [40]. Dans ce cas,

les fonctions de demande deviennent
X1 = x1(p1, Bz, Ry, pp, Ry)

A(Pl) 82, R]’ Pz, RZ)

>
il

c'est-a-dire les anticipations demeurent des variables explicatives.
La deuxiéme fagon consiste a supposer que le consommateur est doté d'une

fonction d'anticipation qu'il tient pour certaine. Cette fonction
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dépend, en général, des pPrix et des revenus courants, par exemple,

(1.2.3) (p21 RZ) = f(Pl, 82’ Rl)

Ce genre de fonction est couramment utilisée dans la littérature sur
1'équilibre temporaire (voir, par exemple, Hool [22] ou Grandmont [17]).
Toutefois, puisque cette fonction est tout i fait arbitraire, les nou-
velles fonctions de demande que nous obtenons en remplagant (1.2.3) dans
les fonctions de demande initiales ((1.2.1) et (1.2.2)), sont €galement

arbitraires (pour la preuve de cet énoncé, voir Polemarchakis [31]).

Dans le cas des anticipations ponctuelles endogénes, il exis-
te dans le modéle un processus pour former les anticipations. Ce pro-

cessus est décrit par une fonction de production d'information
(1.2.4) F(x1, p2, Ry) =0

Ainsi, & partir de certaines ressources Oou certains biens qu'il consom-

me (par exemple, les journaux), 1'individu produit l'information qui

lui permet de former ses anticipations. Alors que 1'approche de 1'&qui-
libre temporaire suppose que (1.2.3) est donnée 3 1'agent, on peut mon-

trer que sous certaines conditions, les fonctions d'anticipation peuvent
résulter du probléme d'optimisation du consommateur. Si le consommateur
est dotéde la technologie (1.2.4), il sera en mesure de produire les

prévisions
(1.2.5) (P2, Rp) = g(xy)

Pour plus de détails, voir Bronsard et Lafrance [6].
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Cette hypothése est sans doute 1'une des plus prometteuses.
En particulier, il est 3 noter qu'elle nous permet de conserver la struc-
ture locale de Slutsky pour les fonctions de demande. Toutefois, elle
semble assez difficile & formaliser et, par conséquent, peu d'auteurs

1'utilisent.

H3 : Hypoth&se des anticipations avec probabilité subjective

Nous n'allons pas étudier cette hypothése en détail. Notons
toutefois que ces anticipations, tout comme les anticipations ponctuel-
les, se divisent en deux catégories : exogdnes et endogénes. Pour les
anticipations exogénes, nous retrouvons une premiére formalisation dans

Dréze et Modigliani [12] et une seconde dans Grandmont [15].

Avant de terminer cette section, nous aimerions mentionner
1'hypoth&se que nous avons retenue dans notre modéle pour les anticipa-
tions du consommateur et justifier ce choix. Soulignons d'abord que
les anticipations, i ce stade-ci, peuvent &tre i peu prés n'importe quoi,
€N ce sens que nous ne leur imposons aucune restriction a priori si ce
n'est qu'elles restent présentes dans le modéle. Elles pourraient, par
exemple, €tre conformes 3 1'hypothése d'anticipations rationnelles.

Nous tenons, toutefois, 3 ce qu'elles apparaissent comme variables expli-
catives des fonctions de demande car lorsque nous aborderons le problea-
me de 1'optimum temporaire, nous aimerions trouver sous quelles condi-

tions (concernant les anticipations), 1'optimum peut se réaliser.
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Comme nous n'avons pas de choix arrété, nous allons procéder
par élimination parmi les différentes formalisations présentées plus
haut (H2 et H3), tout en respectant la seule restriction que nous avons
imposée. Premi&rement, la formalisation retenue sera-t-elle celle des
anticipations ponctuelles ou celle avec distribution de probabilité?

A priori, la seconde semble beaucoup plus géndrale que la premiére.
Néanmoins, nous retiendrons les anticipations ponctuelles, ne serait-ce
que par souci de simplicité. C'est d'ailleurs ce que fait Grandmont
dans son récent volume sur la monnaie (Grandmont [17])

The other simplifying assumption concerns

the formulation of expectations. Portray-

ing a trader who uses statistical technj-

ques like Bayesian procedures to forecast

his future environment should lead one to

describe expectations as probability distri-

butions. (...). We choose to work none-

theless whith point eéxpectations in order

to ease the exposition. This is again

inessential for most results which are

going to be presented can be transposed

easily to the case of probabilistic expecta-

tions by anybody who knows the mathematics

involved without altering the economic

argument. (p. 10).
Tout comme cet auteur, nous croyons que nos résultats pourraient faci-
lement se généraliser au cas des anticipations avec probabilité subjec-
tive. Deuxi&mement, parmi les anticipations ponctuelles, nous devons
décider entre les exogénes et les endogénes. Comme nous 1'avons déja
mentionné, 1'hypoth&se des anticipations endogénes semble la plus pro-

metteuse mais, pour 1'instant, sa formalisation reste peu satisfaisante.

Nous choisissons donc les anticipations exogénes. Troisiémement, les
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anticipations ponctuelles exogénes se présentent principalement sous
deux formes. Or, nous ne pouvons exclure ni l'une ni 1'autre de ces
formalisations. En effet, les fonctions d'anticipations ne peuvent &tre
€liminées puisqu'elles contiennent le cas des anticipations rationnel-
les. On représenterait alors le comportement du consommateur 3 la fois
par ses fonctions de demande et sa fonction d'anticipations, c'est-3-

dire, dans le cas présent

X1 = x1(p1> By, Ry, po, Ry)

o
i

A(p1, B2, Ry, ps, Ry)

et

(P2, R) = f(p;, By, Ry)

Ceci ne serait évidemment pas contradictoire avec les résultats de
Polemarchakis puisque la fonction d'anticipations f ne serait pas alors
arbitraire'. Par contre, si f &tait arbitraire, nous retrouverions le
théoréme de Polemarchakis tel que mentionné plus haut. Nous reviendrons
sur le cas des fonctions d'anticipations arbitraires dans le chapitre

III.

Pour 1'étude du comportement du consommateur, nous retiendrons

1'hypothése des anticipations ponctuelles exog€nes sous sa forme la plus

!Comme nous le verrons lorsque nous étudierons 1'hypothése des antici-
pations rationnelles dans la section sur 1'optimum temporaire.



simple, c'est-d-dire parmi un ensemble de valeurs possibles pour les
anticipations, une valeur est choisie et le consommateur la tient pour
certaine’. Toutefois, il ne faudrait pas perdre de vue que 1'hypoth&se
des anticipations exogénes au niveau de la théorie du consommateur n'em-
pE€che en rien que ces mémes anticipations deviennent des variables endo-
génes au niveau de la société (comme c'est d'ailleurs le cas pour les
variables prix dans la théorie traditionnelle). Notons finalement que
1'hypoth&se des anticipations ponctuelles exogénes a 1'avantage non
négligeable de préserver la structure locale de Slutsky pour les fonc-

tions de demande (lorsque f n'est pas arbitraire).

1.3. Le probléme temporaire du consommateur

Nous allons maintenant supposer que la vie du consommateur
consiste en une suite de périodes qui s'étendent de la date t=1 3 la
date t=T et, de plus, que le probléme du consommateur se pose 3 la date
t. Le consommateur doit donc choisir une allocation optimale des biens
courants de la date t (xt) et des biens futurs des dates t+l jusqu'a
T(;)n Pour ce faire, il connait les pPrix courants (pt) et son revenu
courant (Rt) de méme que son épargne cumulée (et). Toutefois, il ne peut
connaitre avec certitude ni les prix futurs (5) ni ses revenus futurs
(E) (puisque les marchés qui déterminent ces valeurs n'existent pas en-
core & la période t). C'est ici que les anticipations du consommateur

interviennent. Comme nous 1'avons déja dit, il existe plusieurs facons

Cette hypothése peut aussi &tre considérée comme un cas spécial des
fonctions d'anticipations exogénes ofi

(Pz, R2) f(p?a BO’ Rg)

(3, RY)

24
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de formaliser ces anticipations. En ce qui nous Concerne, nous avons
retenu 1'hypoth@se des anticipations ponctuelles exogénes, pour les di-

verses raisons mentionnées plus haut.
Le probléme du consommateur se pose de la fagon suivante

Max u(xt, ;)

sujet a
(1.3.1) PeX, + s €41 T e, = Rt
(1.3.2) PX-e . =k

ol €r+1 €St la valeur qu'aura 1'actif financier lorsqu'il nous sera 1i-
vré a la date t+1 (cet actif financier pouvant se concevoir comme un

dépdt 4 la banque ou une obligation); vy, = B

" t+1/Bt = 1/1+pt avec Bt le

facteur d'escompte qui actualise de la date t 3 la date 1, Bt+l le fac-
teur d'escompte qui actualise de la date t+] d la date 1, N le taux
d'intér8t nominal qui prévaut de 1la date t d la date t+l1. Ainsi, Ye

est le facteur d'escompte de la date t+1 i 1a date t ou le prix unitaire
de 1'actif financier. Par conséquent, Yt et+l est la valeur de 1'actif
financier 3 la date t (c'est-a-dire le montant qu'on doit débourser, 3

la date t, 3 1'achat de cet actif financier) et Yt e - et peut 8tre

t+1

considérée comme 1'épargne courante de la période t.

Une fois résolu, le probl&me du consommateur nous donne les

fonctions de demande suivantes
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X, = X (P > Y,.» R s €., P, k)
t tor ot et Tt fonctions de demande "temporai-
res'" ou courantes

€41 = et+1(pt, Yoo Res €.> P, k)

fonctions de demande ''planifiges
ou futures

~2
i

- X(Pt, Yt; Rt’ et’ o k)

Autrement dit, le probl&me du consommateur s'interpréte comme suit : i
partir des connaissances qu'il a sur les prix et son revenu courants,
des attentes qu'il a sur les prix et les revenus futurs, le consomma-
teur choisit son panier optimal de biens courants (y compris les servi-
ces de travail qui apparaissent avec un signe négatif), décide du mon-
tant de son épargne (emprunt) optimale et planifie sa consommation futu-
re.

1.4, Les fonctions de demande et leurs
propriétés empiriques

Pour étudier les propriétés empiriques des fonctions de deman-

de, nous allons considérer leurs différentielles

- -
[~ N - Féx réx
dx dp - £
t t BRt 3K
Bet+1 3et+1 L
(1.4.1) det+1 = K;* dyt + —Tﬁ{;_ (p% dxt * Y, det+1] + = [p'dx - de
~ ~ 9% 3x
dx dp W B—]N(—
2 -l T t
L L

t+1

]



[9x 3x [ax 3x ' [ox ax, _
\ t t i t t -,
3, ' 3R, * 3y, ' 3R, St+ A T
°Pt t 7Tt t P LoP
B R
. de . 3e N Faet+1 Be 41 | de . Be., -
apt BRt t I B'Yt BRt t+1 I: i op ok
; ------ s 1 T 8: ————— él ———————————— %~ X
X X X X X X =~
— + — X! + = e —~ + —=< x!
apt BRt t Byt oR,_ Tt+l Ep 3

est le vecteur d'effets-revenu '"complet';

est le vecteur d'effets-anticipation "complet',

L'équation (1.4.1) décrit le comportement du consommateur face 3 des

changements dans les prix courants Per Y, et dans les prix futurs qu'il

'Le terme "complet'" signifie que le vecteur ou la matrice concerne a la
fois les demandes courantes et futures. I1 est utilisé par opposition
d "temporaire'" qui se Tapporte uniquement aux demandes courantes. Par
exemple, la matrice de Slutsky temporaire Kt est la sous~-matrice enca-
drée en pointillé dans l'expression de K;*.

27



anticipe 5, dans son revenu réel courant (pé dxt Y, de_ .) et dans son

t+1

revenu réel futur (5' dx - det+l)'

Définissons maintenant la matrice K; de la fagon suivante

B - ]
[ i [
th th ’ th th P axt th -
3p. R, ¢ 3y, TR, 41 'Y o T aE *
Py t L t tfy | 9P
E |
Kx o e,y L % o 941 . %41 P12 Py ~,
= P2 = =
t Bpt aRt t Byt BRt t+l : Y ap ok
N, e \ d
0X , %, ra§<+a§e 1 |3x , ax =,
_apt R, Tt _ayt R, “t+l Ye [9p 0k |

c'est-d-dire une matrice de Slutsky compl&te 1&g8rement transformée.
Il est clair que cette nouvelle matrice n'est pas directement observa-
ble. Toutefois, on peut facilement la retrouver en appliquant une sim-
ple transformation linéaire 3 la matrice observable K?* (la matrice de
Slutsky "compl&te'). FEn ce qui concerne la matrice K;, nous pouvons
montrer’ que nous retrouvons des propriétés empiriques trés semblables

d celles dérivées a partir du probléme traditionnel?

(1.4.2)

(1.4.3a3)

————————

"Les preuves des énoncés du cha

dice 1.

2Ces propriétés s'avéreront des ins

* =
Kt =

* *
K¢ pt

1'optimum temporaire.

%1
Kt

avec p; =

5]

t
Tt

|0

pitre I ont &té regroupées dans 1'appen-

truments essentiels pour 1'étude de



0
avec 5* = -1

P

o
*
1k}
o

(1.4.3b) K;

(1.4.4) g*r K¥ £* < 0 pour tout £* # 81 Pz + 8, p*, avec £* ¢ Rn,

6; et 8, e R, !

Les équations (1.4.3a) et (1.4.3b) impliquent principalement deux pro-
priétés. D'une part, les fonctions de demande courantes et futures sont
homogénes de degré 0 dans les pPrix courants (pt et Yt) et la richesse
courante (Rt + et). D'autre part, les fonctions de demande pour les
biens courants (xt) et les biens futurs (;) sont homogénes de degré 0
dans les prix des biens (pt, 5), la richesse courante (Rt + et) et le
revenu futur (ﬁ) alors que la demande pour l'actif financier (et+1) est

homogéne de degré 1 dans les mémes variables?.

Nous avons &galement 1a propriété usuelle sur le vecteur

d'effets-revenu :

'Notons que la matrice de Slutsky temporaire jouit &galement de ces pro-
priétés :

'
Kt

-
H]

Py

0 avec P, =

Yt
€ K  £<0 pourtout E#6p, avec £ e RV g
Les preuves de ces résultats se trouvent dans 1'appendice 1.

“Ces pPropriétés se vérifient facilement par inspection des contraintes
budgétaires courante et future.
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1
(1.4.5) pz R 1

Ix de
ou bien p! =L + Y —tH - 1, qui peut s'interpréter comme &tant : la
t BRt t aRt

somme de la propension marginale 3 consommer (dans la période courante)
plus la propension marginale i épargner (dans la période courante) est
€gale 3 1. A cette propriété s'ajoute une propriété semblable concer-

nant le vecteur d'effets-anticipation :

[ox,

9k

aet+1

ok

* 1

32
1k
P

ou bien -
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SECTION 2 : LA THEORIE DE L'OPTIMUM DANS UN CADRE TEMPORAIRE

2.1. Introduction

Le proble€me auquel le planificateur fait face lorsqu'il s'in-
téresse a 1'optimum dans un cadre temporel ! comporte deux volets. D'une
part, il peut @tre intéressé 3 implanter un optimum i une période don-
née, disons 3 la période t : c'est le probléme de 1'optimum temporaire.
D'autre part, il peut également vouloir réaliser un optimum intertempo-
rel, c'est-3-dire un optimum sur un ensemble de périodes données. Ce
sont ces deux problé&mes différents, mais &videmment trés reliés, que
nous aborderons dans cette section. Nous verrons, en particulier, qu'une
suite d'optimums temporaires peut @tre Equivalente i un optimum inter-

temporel.

Le probléme de 1'optimum temporaire devra 2tre posé dans 1'es-
pace dual, c'est-d-dire 1'espace des valeurs. Ceci est dO essentielle-
ment 3 la présence de 1'actif financier (et+1) et des anticipations (5,
k) dans le modéle. Dans le premier cas, il serait assez difficile de
concevoir cet actif financier en termes de biens physiques 3 moins,
bien sir, de se situer dans une économie aussi simple que celle de
Robinson Cruso¥. Dans une telle économie, il serait possible de conce-

voir 1'€pargne (égale 3 1'investissement) comme &tant les graines que

'Le terme ”temporel” est utilisé dans un sens large et fait référence
d tout contexte ol le temps intervient. 11 englobe simultanément des
termes plus spécifiques comme ""temporaire" ou "intertemporel'.
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Robinson ne consomme pas mais qu'il conserve plutSt pour faire des se-
mences. Dans le second cas, on voit mal comment les conditions portant
sur les anticipations pour la réalisation de 1'optimum pourraient &tre

€tudiées dans 1'espace primal (espace des biens).

C'est peut-8tre cet &cart 4 la tradition de Pareto [29] qui
expliquerait le fait que le probléme de I'optimum temporaire n'ait pas
encore €té posé comme tel et ceci, bien que le nouvel intér&t pour 1'é-

quilibre temporaire date maintenant d'une dizaine d'années.

2.2. L'optimum temporaire

Comme nous traitons du probléme de 1'optimum temporaire dans
le cadre d'une économie d'échanges, nous allons considérer une &conomie
comprenant £ consommateurs (indicés par i =1, 2, ..., %) dans laquelle

la production est supposée exogéne.

Examinons d'abord les contraintes que nos valeurs (prix et
revenus courants, prix et revenus futurs anticipés) doivent respecter
afin que les &tats optimaux qu'elles vont définir soient avant tout des
€tats réalisables, c'est-i-dire des &tats qui respectent 1'égalité en-

tre ressources et emplois pour chacun des biens. Ces contraintes s'é-

crivent
Yiao ioxiovi
(2.2.1) iEI XePe> Yoo Res e Py K0) = W,
O P N S SR R
(2.2.2) 151 €rs1Prr Yoo R e, P, k) =0



La premiére contrainte, (2.2.1), décrit 1'équilibre sur le marché des
biens, 4 la date t : la somme des demandes en biens courants est ggale
au vecteur de ressources initiales disponibles i cette date. De la mé-
me facon, 3 la date t, on doit conserver 1'équilibre des flux financiers.
Ceci se traduit par la contrainte (2.2.2), c'est-i-dire la somme des va-
leurs des titres financiers doit &tre nulle. Remarquons que du simple
fait que ei+l soit positif ou négatif, nous ne pouvons conclure directe-
ment que le consommateur i a réalisé une &pargne ou un emprunt 3 la pé-
i i

riode t. I1 faut plutdt considérer le signe de (yi e - e

t+1 ¢l Les

conclusions sont &galement différentes suivant que ei est positif ou

négatif.

Puisque le probléme de 1'optimum temporaire doit &tre posé

dans 1'espace dual, nous allons définir une fonction d'utilité indirecte :
VP Yoo Res s Py k) = ulx (pys v, R, e, b, K, X(Pes Ye» Res e, py K))

A partir de cette fonction d'utilité, nous pouvons déduire les identités

de Roy ''temporaires"

11
]

(2.2.3) v. + v xé

1]
o

(2.2.4) Y + v

oli vp est la dérivée partielle de la fonction v par rapport au vec-
t
teur P
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v, est la dérivée partielle de la fonction v par rapport
t

r ©St la dérivée partielle de la fonction v par rapport a
: .

o)
-

o]
=

v

et les identités de Roy '"futures"

~ ~ X' =
(2.2.5) v+ Vg X 0

Le probléme de 1'optimum temporaire peut s'écrire

1

_ : 1nl 1 1 1 21 3
(P2-1) Min v (pt, Y, Rt’ €e» P k)
ot & vl oA Rl i o~ osil o4 .
sujet 4 v (pt, Yeo Rt’ et, P, k)=v (i=2, ..., 8
o DI TR ~i o~
X Y R e, ph, k) = W
i=1
O S S S R ~i
151 ®e+1(Pes Yoo R e o, k) =0

Autrement dit, nous cherchons i Caractériser les prix pi et Yi et les
revenus Ri qui, tout en satisfaisant les conditions d'€quilibre sur les
marchés des biens et de 1'actif financier, seront les "meilleurs", en
ce sens qu'ils nous permettront de réaliser un optimum de Pareto tempo-
raire. Quant aux anticipations, les ayant supposées exogénes, nous ne

chercherons pas 3 les caractériser pour 1l'instant,

Ceci revient 3 minimiser le lagrangien suivant

'Le lecteur qQui ne serait pas familier avec la formulation du minimum
dans 1'espace dual, trouvera une explication graphique dans 1'appen-
dice 2.
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' '3 '3 £ L
: 1 1 1 1 1 .
Min £(pt, v Pes Yoo, Yo Rt’ e Rt’ €rs vees ers L S N Tes @t)
L i i, i 1 i i~ o~ - i, 1 i i i o~i o~
_ - ' -
= A ViR v Resen p, KD - T %P> Yoo Res e Py KD - W ]
1=1 i=1
N S S S
T Ol ey Yo Re e b KD
1=1
ot At (i=1, ..., &) avec A! = 1, T, et ¢t sont les multiplicateurs de

Lagrange associés 3 chacune des contraintes du probléme. Les conditions

de premier ordre de ce probléme sont :

R S i, iy - -
(2.2.6) ¢ i P AV - nt[axt/apt] 9y [3e t+1/3pt] 0 i=1, 2, , 2
Pt Py
R T | o i i, - -
(2.2.7) £, 1 v i Wt[axt/ayt] ¢t[ t+1/By ]l =0 i=1, 2, ., L
Y Y
S S S SN | _ - -
(2.2.8) £ki A VRi ﬂt[axt/BRt} ¢t[ t+1/8R =0 i=1, 2, , 2
t t
R R SN P 1 _ - -
(2.2.9) £éi TA vei ﬂt[axt/aet] ¢t[ t+1/Be ]=0 i=1, 2, , £
t t
en plus des dérivées par rapport aux multiplicateurs A2, ..., Az, T, et

¢t qui redonnent les contraintes du probléme et qui ne seront pas ré-
pétées ici.
- i’ « .
Considérons g . + (£ ; X xt,),c'est-a—dire 1'opération

i
Pt Ry
qui consiste 3 additionner chacune des €quations (2.2.6) a 1'équation



(2.2.8) correspondante (chacune des équations (2.2.8) ayant d'abord &té

1!
postmultipliée par le vecteur xi adéquat). Nous trouvons alors

i i raid i i1 i
(2.2.10) X (v it VRi X, ) - wt[th/apt + th/SRt X, ]
Py t

i i ity .
- ¢t[8et+l/8pt + t+1/Z)R X, 1=0 i=1,2, ..., %

qui, en tenant compte des identités de Roy temporaires (2.2.3), devien-
nent :

i_iv, _
/BRt X¢ 1 =0

(2.2.11) mi(axy/p) + axt/oRt xg' 1+ o l0el /apd + pel

t+1 t+1

Des opérations semblables utilisant les équations (2.2.7) et (2.2.8)

et tenant compte des identités de Roy temporaires (2.2.4) nous donnent

/BR el ]

i i i
(2.2.12) ! [axt /3Y + 3x/oRY el 1+ ¢ [de /3y + t St+1

t Tt+l t t+1 t+l

Les équations (2.2.11) et (2.2.12) s'écrivent sous forme matricielle

-~

(2.2.13) [ﬂ% ¢, K% =0 i=1,2, ..., %

< . ol . .
ou la matrice Kt’ rappelons-le, est la matrice de Slutsky temporaire
associée au consommateur i. Or, par la th&orie du consommateur dans

un cadre temporaire (voir section 1.4), nous savons que

36
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5
~ [Pt
i) Ki =0 i=1, 2, , 2
i
\.YtJ
ii) rpi .
est le seul vecteur appartenant au noyau de Ki
i
L7t i=1,2, ...,8%

Ces propriétés nous permettent ainsi de tirer le résultat suivant de

1'&quation (2.2.13)

i
ﬂ . 1p .
(2.2.14) i _— ; i=1,2, ...,% o' cr
L Ye

Les conditions qui caractérisent 1'optimum temporaire sont donc

P, P
(2.2.15) = —
St St
i, 3 =1, 2, , £
i j
Y Y
(2.2.16) —%—:-—?
°t St
ou si = w'pi représente le niveau de prix courants (les prix étant

normalisés par un vecteur de poids w).

Ce qui signifie que pour réaliser I'optimum, les systémes de prix sur

les marchés des biens courants doivent &tre proportionnels d'un indi-

vidu & 1'autre (ou les prix relatifs doivent Btre égaux), les facteurs
d'escompte nominaux doivent &tre proportionnels et ce, avec le méme

facteur de proportionnalité que pour les prix des biens.
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Examinons ces conditions de plus prés. Autant le résultat con-
cernant les prix des biens courants ne cause aucune surprise (en fait,
il correspond au résultat usuel), autant la proportionnalité des fac-
teurs d'escompte nominaux (par le méme facteur que pour les prix des
biens) choque ou, 3 tout le moins, se congoit assez difficilement. De
fait, il est trés facile d'imaginer des exemples ofi une telle politique
ménerait 3 des situations assez bizarres pour ne pas dire impossibles®.
D'ailleurs, ce résultat &tonne d'autant plus que, comme nous le verrons
dans la section suivante, il n'est pas exigé par 1'optimum intertempo-
rel et pourrait méme nous en €loigner. On ne peut que se demander alors
Ce qu'il adviendrait du planificateur qui chercherait 3 implanter un

optimum en suivant de telles indications.

Avant de chercher des solutions 3 ce probléme, il serait bon
de remarquer que 'optimum temporaire (P2-1) se caractérise €galement

par les conditions suivantes :

i j \
Py Pi
(2.2.15) -—1=—J—
St St
1, j=1,2, ..., %

¢ e 1L~

(2.2.17) L S [ E

whr s1 t sJ t

t t t

~ ~ A

o i i ~ . . s .
ou s = w'p” représente le niveau des prix futurs anticipés (les prix

futurs &tant normalisés par un vecteur de poids w).

lSupposons que p% = 1,15 p% (1, =1, 2, ..., 2). Ceci implique que
i_ j i

Ye = 1,15 Y !

ter 1'égalité, il faudrait que py soit négatif (ce qui est assez sur-

ou l/l-FQi = 1,15 1/1+p%. Prenons pi = 10%. Pour respec-

prenant pour un taux d'intérét nominal).



Un bref examen de ces conditions nous montre que si nous impo-
SOns aux niveaux de prix futurs d'@tre les mémes d'un individu i 1'au-

tre, nous aurons

-E_ i = —’SV_. j 1 =
si Yt Sj Yt 1, 3] 1, 2: ) 2
t t
c'est-3-dire
(2.2.18) y;l = Y;J i, 3=1,2, ..., 1

1'égalité des facteurs d'escompte réels pour tous les individus, un ré-
sultat qui semble beaucoup moins contraignant que celui concernant les

facteurs d'escompte nominaux.

Le planificateur aurait ainsi de meilleures indications pour
1'aider 3 réaliser I'optimum. Pour obtenir les conditions précédentes,
il s'agirait pour lui d'amener les agents 3 anticiper le méme prix fu-
tur pour un bien ayant &t& choisi comme numéraire et ce, en utilisant
les moyens dont i1l dispose, A 1la limite, nous pourrions imaginer qu'il
a le pouvoir de fixer ce prix par décret. Il reste i voir si une telle
politique serait crédible auprés des agents.

—_—

Ceci peut tre obtenu, par exemple, en fixant le prix futur du numé-
raire.
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2.3. Optimum temporaire et optimum intertemporel

Nous ne dériverons pas ici tout le probléme de 1'optimum inter-
temporel. Nous nous contenterons de rappeler qu'il se caractérise dans
1'espace dual par la proportionnalité des prix actualisés § chaque pé-

riode t, c'est-i-dire

_ooi-1 . . i
My = v Py i 1, 2, ..., % V. g R

ou ﬁi représente le vecteur de prix actualisés de 1la période t et ue le
multiplicateur de Lagrange associé 4 la contrainte de marché de la pério-

de t dans ce probldme. Ces conditions impliquent

i j
p—t‘_‘&.
i j
S S
t t i, 3 =1, 2, » £
i j t=1, 2, , T
*T = Ak
Ve Yt

Remarquons immédiatement que l'optimum temporaire de la section précé-
dente respecte cette caractérisation en autant qu'on lui impose 1'hypo-
thése des niveaux de prix futurs €gaux pour tous les agents (telle que
rencontrée plus haut). Cet optimum temporaire est donc tel que, s'il
se répéte 3 chaque période t, il engendre un optimum intertemporel. Le
planificateur pourrait ainsi imaginer implanter 1'optimum intertemporel

comme une suite d'optimums temporaires.
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2.4. L'optimum temporaire et les anticipations

Nous avons déja mentionné i la fin de 1a section 1.2 que méme
s1 nous retenions 1'hypothdse des anticipations exogénes pour étudier
le comportement individuel du consommateur, rien ne nous emp@chait par
la suite de supposer ces anticipations endogénes au niveau de la Socié-
té€. Dans ce cas, il va de soi que le planificateur puisse s'interroger
4 savoir quelles seraient les anticipations optimales. C'est 3 cette
question que nous allons maintenant tenter de répondre. Pour ce faire,
Nous supposerons qu'a priori, les anticipations sont différentes d'un
individu 3 1'autre et qu'elles incorporent une certaine rationalité,
Qu'entendons-nous par une "certaine rationalité"? Malinvaud [28] défi-
nit ses anticipations rationnelles dans un contexte oii les anticipations
sont les mémes pour tous les agents et ol les prix courants donnent tou-
te 1'information sur les marchés futurs?!. C'est, en partie, cette défi-
nition que nous retiendrons ici. En effet, nous pouvons imaginer qu'au
niveau de la société il existe une contrainte sur la circulation de
l'information de manidre 3 assurer un certain consensus quant @ ces anti-
cipations. Cette contrainte serait représentable par :

e, e e (U TRY RS iU 2ol e
(2.4.1) € X', Yor R, €5, B, KD = T @

1

(U s P =]

:
ol t représente le vecteur des prix anticip&s par le planificateur et

W le vecteur de ressources disponibles dans le futur.

Imposer cette contrainte revient donc 3 imposer une hypothése

"affaiblie" d'anticipations rationnelles. I1 s'agit alors de reprendre

'A ce sujet, voir aussi Radner [33].
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le probléme (P2-1) en considérant une contrainte supplémentaire donnée

par (2.4.1) et en dérivant par rapport aux variables 51 et k', Ceci

conduit 3 la résolution du lagrangien suivant :

_ . w1 £ 1 £ 1 £ 1 2
(P2-2) Min £ (pt, R pt, Yt’ cey Yt’ Rt’ e, Rt’ et, s et,
~1, b 52’ il} 3 ’kV/QJJ Al, i )\/Q" TT > q) 3 U))
t t
O S S ST R
= izl AT v (Pes Yoo R¢» e Py k7))
EREYR R i~
-— ' -
i 151 xt(pt, Yeo Rt’ e P, k) Wt
F % i i i i i o~ ~i
- (bt 151 et+1(Pt, Yt, Rt: et’ P 3 k )
(L . i . . C o
- ot xT(pl, v, RE, er, pi, k') - T W
i=1 t t t t

Les conditions de premier ordre de ce probléme s'écrivent :

|
o

| caii i iy i iy w raTioe i
(2.4.2) £*. AT v i ﬂé[axt/apt] ¢t[8et+1/3pt] Y t'[ax /8pt]
Py Py
i=1,2, ..., %

I O 1.4 i iy Terasi iy o
(2.4.3) o* = 3y i ﬂ%[axt/ayt] ¢t[8et+l/ayt] Y ot'[93x /Byt] 0

1
Yt Y1:
i=1, 2, , £
Caid i,..14 i i S radanis
(2.4.4) £§i DA VRi - milax /3R] - o [0e ;78R ] -y t'[9x7/BR ] = 0
t t
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L. i i i i R JIVE
(2.4.5) £e. DA vei - W%[Sxt/aet] - ¢t[aet+1/3et} vt'ox /aet] = 0

t t

i i i,.~1 i~ S et
(2.4.6) £§i DA vﬁi - milex /apt] - ¢ [0el,,/8p"] - vtr[axt/ept] = 0

i

t+1/a}Zi] - wErlaxt/aki] = g

cado i iy
(2.4.7) ‘££i DA Vgi me [8x /K™ ] ¢, [de

en plus des dérivées par rapport 3 chacun des multiplicateurs du problé-

me,

. i . . . . .
Considérons ¢*. + &> x x7 ), c'est-d-dire 1'opération ui
£ R t P q
t t

consiste 3 additionner chacune des €quations (2.4.2) 3 1'équation (2.4.4)

correspondante (les &quations (2.4.4) ayant déja &té multiplides par le

it ~ .
vecteur Xg adéquat). Ceci nous donne

i, i i i! 1 i i i i i i i i i

A (Vpi + VRi X ) - W'[Sxt/apt + axt/BRt X, ]-—¢t[8et+l/8pt + Bet+l/aRt X, ]
t t

- E'[ail/api + Bii/BRi xlé] =0 i=1,2, ... 4

qui, en tenant compte des identités de Roy temporaires (2.2.3), devien-

nent

VPagd o d i,pd it i i i ii
(2.4.8) mi[3x;/3p, + X /BRL x. ] + dplder, /opy + 8¢t 41/3RE X ]

J

|

!

i

1

|

- " . e . ' i
+y £raxT/apy + /o, x.'1 = 0 i=1,2, ..., % g
|

:

!

3

|



Des opérations semblables qui, d'une part, utilisent les &€quations (2.4.3)

et (2.4.4) et tiennent compte des identités de Roy temporaires (2.2.4)

et, d'autre part, se servent des €quations (2.4.6) et (2.4.7) en tenant

compte des identités de Roy futures (2.2.5), nous permettent d'obtenir
i

i,, 1 i1 i i i i i
(2.4.9) ﬂ%[Sxt/Byt + axt/aRt et+1] + ¢t[8et+1/ayt + 8et+l/8Rt et+1]

i

t+1] = 0 i=1,2, ..., %

+ Y E'[ail/ayi + ail/aRi e
i,.~1 1,41 ~it i ~1 i ~i ~3t
(2.4.10) ﬂ%[axt/ap + th/ak x ]+ ¢t[3et+l/8p + 8et+1/3k x ]

i mi e
+ 9 t'[ax/ap" + ax/akt ¥1'] = 0 i=1,2, ..., %

Les €quations (2.4.10) peuvent &tre multipliées par un scalaire l/Yi

sans que leur validité ne soit affectée. Elles deviennent alors

i 1,07 i,a0i ~it i ~i i ~i ~i!
(2.4.11) l/Yt{ﬂé[th/ap +Ox /KT xT ]+ ¢ [oe, ;/3p™ + der,1/3k" x7 ]
+y orlaxt/ept + axtsert 311 = o i=1,2, ..., %

Les équations (2.4.8), (2.4.9) et (2.4.11) s'écrivent sous forme matri-

cielle

[ry o, velret=o i=1,2, ..., %

| . . £ s P
ou K; est la matrice de Slutsky complete légeérement transformée que
nous avons déja rencontrée dans la section 1.4. Les propriétés de ces

. i
matrices K*
t
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i) Kz p; =0
ii) K;l S+t = g

[ ]
Pt
A4
avec  pf Yi
]
- -
0
avec 5*1 =1-1
~i
_—

s i ~L1 NP L
111) p% et p* sont les deux seuls vecteurs linéairement indépen-

dants qui appartiennent au noyau K*i;

vont nous permettre de déduire les résultats suivants :

ro- ™ i
Te Py
i
O |7 01 |v¢
vt 0
L L
c'est-d-dire
X .
Pt p%
(2.4.13) <=3
St St
o i -
(2.4.14) topst gl

4
(S

2
.

i
+ 65

"
-1 i=1,2, ..., % 6] et 62 ¢ R

~1

P
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A premiére vue, ces résultats nous montrent 1) que la condition sur les
prix courants reste inchangée; 2) que les anticipations optimales quant
au vecteur de prix futurs devraient 8tre proportionnelles (avec un fac-
teur de proportionnalité différent de celui qui s'applique aux prix cou-
rants); 3) que, d'une part, la condition surprenante sur les facteurs
d'escompte nominaux a disparu mais que, d'autre part, la condition ac-
tuelle (2.4.14) qui porte sur les facteurs d'escompte réels (la diffé-
rence entre les facteurs d'escompte réels est proportionnelle 3 la dif-
férence entre les niveaux de prix futurs anticipés) n'est guére plus en-
courageante. Toutefois, en examinant ces conditions plus soigneusement,
on s'apergoit que l'ajout de la troisiéme contrainte (2.4.1) nous per-
met non seulement d'étudier la caractérisation des anticipations opti-
males mais aussi de montrer qu'id 1'optimum, le multiplicateur ¢t est
nul. En effet, considérons les équations (2.4.4), c'est-d-dire £*,

(i=1,2, ..., 2). Nous avons

i i i,..1 i ..i Soraliapic o4 L L
AT v i ﬂ%[axt/BRt} - ¢t[aet+1/8Rt] - ¥ t'ox /BRt] =0 i=1,2, ..., %
t

Remplacons les multiplicateurs Mo ¢t et Y t par leurs valeurs trouvées

a 1'optimum, soit

i i

ﬂt = 81 pt
_oaii i

~ i~
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Les équations (2.4.4) deviennent alors

vt el plTaxt/erl] - (el Yp - 83 [sel /i) - ol pt [3x/oRL] = o

Re

t+l

c'est-d-dire
i i i, 1! 1 1 i i i ~itea~d i
A vRi - Gl{pt [th/BRt] + yt[ /BR 1} - 62{[—3et+1/8Rt] +p- [9x /8Rt]}
t

t+1

Ce qui implique, en tenant compte des propriétés des vecteurs d'effets-

revenu complets

Movlo-ey =0 i=1,2, ...,%

Re

De la m@me fagon, en utilisant les équations (2.4.7), nous pouvons mon-

trer que

i i -

AT v, T3 =0 i=1, 2, , %

Pl
0 _ 6'1 i ei i i 1 ltipli 631 .
T, ¢t =01 vy - 82, VR% = o (le multiplicateur associé i la contrain-
te budgétaire courante dans le probléme du consommateur i) et vfi =o' Yi
k

(i=1,2, ..., 2). Ainsi,

¢, =61 v, - 62
R T 1 i 1
= A v i Yt o AT v i
Rt k



Le multiplicateur ¢t étant nul, les conditions {2.4.14) nécessaires 3

1'optimum deviennent

yrt o= ynd i, j=1,2, ..., %
et nous retrouvons 1'égalité des facteurs d'escompte réels.

Autrement dit, dans la mesure oii les anticipations des agents
sont proportionnelles et qu'elles dénotent un minimum de rationalitég,
le planificateur pourrait, du moins théoriquement, envisager de réaliser
1'optimum intertemporel comme une suite d'optimums temporaires. Dans
la pratique, il reste 3 voir comment le planificateur pourrait s'y pren-
dre pour réaliser de telles conditions. Intuitivement, 1'idée générale
semble assez simple : il s'agit de fournir aux agents l'information né-
cessaire pour les amener & converger dans la formation de leurs antici-
pations. Sans entrer dans les détails, nous croyons que différentes so-
lutions pourraient &tre envisagées. Nous pourrions, par exemple, ima-
giner que des marchés i terme spécifiques sont mis en place pour cer-
tains biens typiques ou méme certains paniers de biens typiques. Evi-
demment, nous ne pouvons savoir avec certitude comment les individus
réagiraient 3 1'information fournie par de tels marchés et si, comme
nous le souhaiterions, leurs anticipations seraient proportionnelles

aux prix 4 terme (hypoth&se qui a déja &té étudiée par Svensson [40]).
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CHAPITRE 2



SECTION 3 : LA THEORIE DU PRODUCTEUR DANS UN CADRE TEMPORAIRE

3.1. De 1'intertemporel au temporaire

Considérons le probléme intertemporel du producteur néo-

classique

T
(P3-1) Max T q' vy
£=1 t -t

sujet i f(yl, ey Y - yT) <0

£
ol Ye est le vecteur de production nette de la période t et a; le vec-
teur des prix de la période t, actualisés au temps 1. Le probléme du
producteur est donc de maximiser le profit total actualisé, sujet &
une contrainte technologique représentée par une fonction de produc-
tion intertemporelle. Comme pour 1'étude du consommateur, pour que
1'€conomie implicitement décrite par (P3-1) fonctionne, nous devons
supposer l'existence de marchés 3 terme et, partant, la connaissance

de tous les prix actualisés par le producteur. Nous avons ici 1'in-
terprétation d'Arrow et Debreu. Nous avons déjid critiqué cette inter-
prétation dans le cas du consommateur et souligné son manque de réalisme
et son inaptitude a représenter les marchés au comptant. Les critiques
que nous avons faites alors tiennent également pour le probléme du pro-

ducteur.

Afin de rendre le modéle un peu plus opérationnel et, en par-

ticulier, de permettre 1'analyse des opérations au comptant, Malinvaud
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(voir Malinvaud [27], [28]) suggére les transformations suivantes.
D'abord, tout comme Debreu, il suggére que le temps soit COngu comme
une suite de dates t = 1 3 t = T, la période t &tant 1'intervalle de
temps qui s'écoule entre deux dates successives t et t+1; par contre,
dans son modele, les décisions du producteur ne seront pas prises 3 un

moment donné et une fois pour toutes (comme dans 1'analyse intertempo-

relle) mais plutdt de fagon séquentielle, A chaque période t. C'est

pourquoi, au lieu de décrire le processus de production par une seule
fonction de production portant sur 1l'ensemble des T-1 périodes, il sug-
gére de le représenter par T-1 fonctions de production propres 3 cha-
cune des périodes. Définissant le vecteur de production nette de la

période t par :

(3.1.1) Yy = b - a avec b; = 0 et a, =0

ot bt est un vecteur d'outputs et a, un vecteur d'inputs, les opérations

de production de la période t peuvent &tre décrites par la fonction
(3.1.2) gt(-at; bt+l) <0 t=1, 2, ..., T-1

Ainsi, dans cette théorie, on introduit un délai de production d'une

période. L'entreprise immobilise 3 la date t des inputs a, et obtient

comme résultat de sa production des outputs bt+ qui seront disponibles

1
d la date t+1. 11 est 3 noter que dans cette représentation, le vecteur
d'inputs a, comprend aussi bien les matiéres premiéres, les biens d'équi-

pement anciens et nouveaux, les services de travail que les articles en



cours de fabrication 3 la date t. Autrement dit, le vecteur a_ repré-

t
sente le capital de l'entreprise i la date t (capital au sens de Marx),
cette définition de capital étant évidemment plus extensive que 1'usage
courant. Le vecteur des outputs bt+1’ quant 3 lui, représente les pro-
ductions proprement dites de 1'entreprise, y compris les &quipements

dans 1'état dans lequel ils se trouvent i la fin de la période t (date

t+1).

En tenant compte de ces modifications, le probléme du produc-

teur devient

(P3-2) Max
sujet & gt(—at; bt+l) <0 t=1, 2, ..., T-1

L'équilibre porte encore sur 1'ensemble des périodes mais l'activité de

production est considérée période par période.

Malinvaud fait €galement remarquer qu'en tenant compte de

(3.1.1), le profit total actualisé peut s'écrire comme une somme de

profits actualisés E£ propres d chaque période t (t =1, 2, ..., T-1).
En effet,
T _ T _ T-1
(3.1.3) £ q!y = Z(@@b -qla)= I 7
t=1 t -t =1 t t t t =1 t
~ _'_’ _ _' P N .
oum. =q! bt+1 q¢ &, par définition.
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de la date t+1 3 la date t (avec i le taux d'intérét nominal qui prévaut

de la date t & la date t+1).

Le producteur disposerait ainsi d'un montant Qt provenant
d'une part, de ses placements ou emprunts cumulés jusqu'id la date t
(ft) et, d'autre part, de 1'autofinancement o fourni (peut-&tre invo-
lontairement) par les actionnaires. Ce montant pourrait soit &tre inves-
ti dans 1'achat d'inputs physiques, soit &tre placé dans un actif finan-
cier ft+1 livrable & la date t+1 dont le Prix unitaire serait 6t'
6t ft+1 serait la valeur du placement financier 3 la date t, c'est-a-
dire le montant que le producteur devrait débourser & 1'achat de cet
actif financier. De la méme fagon qu'il doit faire face & une contrain-
te financiére courante (3.2.1), le producteur doit, i la date t, anti-
ciper une contrainte analogue pour chacune des périodes de 1'avenir.

En supposant que 1'on actualise le futur i la date t+1, ces contraintes

peuvent s'écrire sous forme condensée

(3.2.2) ra-f =g

T n
ol a = q + I L
+ :
B a2 Mo
taux futurs actualisés 3 la date t+1. Finalement, en conséquence des

ar représente 1'ensemble des budgets de capi-

deux changements précédents, la troisidme modification sera de rempla-

cer la fonction de production f* par une fonction plus générale

(3.2.3) g(-a_,-a; b_, b) <0



En tenant compte des modifications précédentes, le probléme

du producteur peut se poser comme suit

(P3-4)

Ce pro

demande suivantes

o
1]

sujet &

bléme,

b (r ., §

t-t

a(rt, Gt, 9es T5 G, Qt, )

b(rt, 8

résolu, nous donne les fonctions d'offre et de

T, q, Qs @)
fonctions de demande "tempo-
raires' ou courantes

qt’ r q’ t} G’)

T o
> s t’ ) ou courantes

fonctions de demande "plani-
fiées'" ou futures

~ ]} fonctions d'offre "temporaires"

fonctions d'offre 'planifiées"

T
t> Q¢ T D Qt’ @) ou futures

Le probléme (P3-4), posé 3 la date t, peut s'interpréter de la fagon

suivante

a partir des connaissances qu'il a sur les pPrix courants et

son budget de capital courant, des attentes qu'il a sur les prix futurs

et son budget de capital futur, le producteur choisit son ensemble opti-

mal d'inputs physiques courants et son vecteur optimal d'outputs courants,



décide du montant optimal de son placement financier (ou emprunt) et
planifie ses activités futures (c'est-i-dire ses inputs et ses outputs
futurs) de maniére 3 maximiser 1la valeur de ses ventes courantes et 1la

valeur anticipée de ses ventes futures,

I1 est & noter que dans ce modéle, le producteur ne peut con-
naitre avec certitude ni les prix futurs r et a, ni son budget de capi-
tal futur a (puisque les marchés qui déterminent ces valeurs n'existent
pas encore d la date t). I1 doit donc anticiper ces valeurs. C('est ce
qui nous améne i dire quelques mots sur les anticipations du producteur
et sur la fagon de les formaliser. D'une manidre générale, tout ce que
nous avons dit a la section 1.2 sur les prévisions du consommateur tient
€galement pour le producteur. Les différentes hypoth&ses pour la forma-
lisation des anticipations restent les mémes. De plus, tout comme pour
le modéle du consommateur, nous avons choisi pour les anticipations du
producteur 1'une des hypoth&ses les plus simples : les anticipations
ponctuelles exogénes. Nous avons déja justifié ce choix pour le consom-

mateur. Les raisons demeurent ici inchangées.

Nous avons donc en main une théorie générale du producteur
qui, tout comme celle de Malinvaud, permet d'analyser les activités du
producteur sur des marchés au comptant. Notre modéle nous semble toute-
fois moins restrictif que celui de Malinvaud. D'une part, il permet
beaucoup plus de structures de délais et, d'autre part, il ne suppose
pas de marché parfait pour les biens d'é€quipements usagés (le capital

peut n'€tre pas librement transférable). Par contre, dans le cas ol le
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capital deviendrait librement transférable et que les prévisions des
producteurs seraient parfaites, notre modéle co¥nciderait avec le pro-
bléme de maximisation intertemporelle (P3-1). Pour retrouver celui de
Malinvaud (P3-3), il faudrait, en plus, supposer un délai de production,
c'est-a-dire supposer qu'a la période t, la production bt est exogéne.
(On peut toujours faire cette opération aprés coup, c'est-a-dire en pos-
tulant directement sur les fonctions de demande et d'offre).

3.3. Les fonctions d'offre et de demande et
leurs propriétés empiriques

Afin d'étudier les propriétés empiriques des fonctions d'of-

fre et de demande, nous allons examiner leurs différentielles :
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t t BQt aa
t+1 t BQt da
ob, b, -
(3.3.1) dbt = A;* dqt + SEEA (r% dat + 6t dft+1) + 7%{- (r' da -
~ ~ da da
d d — -
a Tr aQt aOL
~ ~ 3b 3b
db dq = -
- J N J -aQt J | J0 J

dfyp)



r = B !
E)at . Bat N Bat . 33 Et_ s Bat . &i -
?rt SQt t @6t BQt t+1 ?qt E bar od
]
BE
I . g CESPIE ) X P ¥ -
_Brt 0, 't .aot 9Q, t+l _Bqt E I the aa.
'
P o -y ay ] r
U LY I LT Y I T
Brt 9Q, a6, 9Q, “t+l aqt4 R 30
- - - . ] how
ot - i o
R 08 , % o | e, aa s,
ar 3Q, “t 38 3 t+1 3q 37 3
e t t - - - b t—l b o
p~ N N - . - -y r' e r‘~
_8b_+8ba, 8b+8bf db 8_b+§p_5,
or 3 EN t+l 3 ¥ 3
N t Qt ] N t Qt J thd bar aa

— est le vecteur d'effets-richesse courante "complet';

'Dans ce chapitre, le terme ''complet'" signifie que le vecteur ou la ma-
trice concerne a la fois les demandes de facteurs courantes et futures
et les offres d'output courantes et futures. Par contre, le terme
"temporaire' désigne uniquement les demandes et les gffres courantes.
Par exemple, la matrice de substitution temporaire' A{ est la sous-
matrice encadrée en pointillé dans 1l'expression de Az*.

hl




— est le vecteur d'effets-richesse anticipée "complet'.

Notons que seuls les effets de prix des facteurs courants et planifiés
(rt, 6t et ;) se décomposent en un effet de substitution et un effet-
revenu comme on peut lz voir dans la matrice A;*. L'équation (3.3.1)
décrit le comportement du producteur suite & des changements dans les
prix courants des facteurs r, et 6t’ dans les prix courants des outputs
Ay s dans les prix anticipés des facteurs et des outputs, respectivement

T et a, dans sa richesse réelle courante (ré dat + 6t dft+1) et dans sa

richesse réelle anticipée (;' da - dft+l).

Définissons la matrice Az de la facon suivante
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n - - -
aat + .a_a_t. al Ei.t_ + E?.E f -u ._._aat _L .ai;. + ia;:_ ;l
?rt BQt t Bét BQt t+1 3qt dt -Br 3a,
EE9 . CE . Of, 1 L _U(aftﬂ 1 8f 1 ¥, .
_art 3q, _aat 3Q, t+l -Bqt 5 K 3
- -, - r r -
b, 8b, Fabt 3b,. ob, R CL- T
| T 3% "y, fee o | 5| Y e
|t t ] |t t B |t t L _
E ] E ) 03] 3 . 23 -]
a da a oa a 1 {da da ~
= + =— 3! mm t -Uu -_— = + - 3!
or d 36 3 t+1 9 é ar o
e Qt - . t Qt J quJ t — J
- - . - - - e r~ -
jﬁl.+ jﬁL.a! jﬂl_+ _QE_ £ - jﬂi. _l_ 22.+ 92»5
Ert BQt t L? : BQt t+i fth Gt 4fr oQ

c'est-a-dire une matrice d'effets de substitution légérement transfor-

mée.

On trouve cette nouvelle matrice en appliquant une simple transfor-

mation linéaire 3 la matrice A€*. Concernant la matrice A;, nous pou-

vons montrer! qu'elle jouit des propriétés suivantes :

(3.3.2)

(3.3.3a)

(3.3.3b)

(3.3.3¢)

(3.3.4)

* = * 1
At = At
* k= *1 = 1
At ry = 0 avec r¥ [r Gt 0 0 0]
A; % 20 avec r*' = [0 -1 0 T 0]
uor! q! u s
~ ~ t t t
* * = L —_— -
At g* = 0 avec q*'s= T 0 ) T

gxt Af E¥ < 0 pour tout £* # Glr; + B¢+ 635*

avec £* ¢ RM, 81, 82 et 63 € R .

'Les preuves des &noncés sont trds semblables & celles qui s'appliquent
aux propriétés de la théorie du consommateur (voir Appendice 1).
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Les équations (3.3.3a), (3.3.3b) et (3.3.3c) impliquent des propriétés
d'homogénéité sur les fonctions. Premidrement, 1'équation (3.3.3a) im-
plique que toutes les fonctions (demande de facteurs et offre d'outputs)
sont homogénes de degré 0 dans les prix des facteurs (rt et ét) et la
richesse courante (Qt). Le producteur est donc insensible 3 une modi-
fication dans le choix ou la grandeur de 1'unité de compte en autant que
la variation dans les prix des facteurs physiques au cours de la période
courante soit compensée par une variation du taux d'escompte. Deuxiéme-
ment, de 1'&quation (3.3.3b), nous pouvons déduire que les demandes de
facteurs physiques courantes et planifiées (at et a) et les offres d'out-
puts courantes et planifiées (bt et b) sont homogénes de degré 0 dans
les prix des facteurs physiques courants et futurs (rt et ;) et dans la
richesse courante et future (Qt et a) alors que la demande nette d'ac-
tifs financiers ft+l est homogéne de degré 1 dans ces mémes variables.
Troisiémement, 1'équation (3.3.3c) nous renseigne sur 1'homogénéité des

fonctions par rapport aux variables PR T, q, Qt et o : a, bt’ a,

et b sont des fonctions homogénes de degré 0 par rapport i ces varia-
bles tandis que ft+1 est homogéne de degré 1. Ce qui signifie que le
producteur sera insensible 3 un changement dans le choix ou la grandeur
de 1'unité de compte dans la mesure oll les modifications dans les prix

des biens (inputs physiques et outputs) est uniforme sur toutes les

périodes.

Nous avons &galement quelques propriétés portant sur les vec-

teurs d'effets-richesse courante et d'effets-richesse anticipée
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(3.3.5a) [ré S 0 0 0} |==

L'équation (3.3.5a) peut s'écrire :

T) — +
t

aat
BQt

= 1;

= 0;

S

aft+1

t 75q,

(3.3.5b)

(3.3.6b)

=1

1
[rt

[0

S

-1

t

0

0 0 0]

I

QL
o2

Q2
24
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et s'interpréter comme étant la somme de la propension marginale 3 in-
vestir (dans la période courante) plus la propension marginale a placer

(dans la période courante) est identique 3 1. L'équation (3.3.5b)

8at aft+1

t 3o t T35 -V

signifie qu'un changement dans les anticipations du producteur peut af-

fecter 8 la marge la composition de son budget de capital entre l'inves-
tissement et le placement mais pas le montant total de ces composantes.

Quant aux équations (3.3.6a) et (3.3.6b), elles représentent des pro-

priétés analogues pour le futur.

Avant de terminer cette section, nous allons examiner briéve-
ment la matrice des effets de substitution '"temporaire', c'est-3-dire

la matrice que 1'on obtient lorsqu'on considére uniquement les demandes

et les offres courantes. Définissons la matrice At de la fagon suivante :

[ G a
Bat . Bat N Bat . Bat . u 8qt
frt BQt t .?Gt Qt t+1 t
o P -
R - aft+1 + aft+1 a aft+1 + aft+1 £ U aft+I~
t _Brt BQt t baat BQt t+1 _Bqt
= = ™
9 P )
_83_.'. __b__ a' ._bl:_ + _a_}it_ f -u _b_t-
Ert BQt t 86t BQt t+1 Bqt
L L

Cette matrice peut €tre obtenue 3 partir de la matrice des effets de

-~
-~

substitution temporaire At par une simple transformation linéaire.
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~

Nous allons voir que cette matrice A, a des propriétés trés semblables

d celles de la matrice "compléte" A;l. Ces propriétés sont

n = Al
(3.3.7) A = AL

-~ -~ - A' - '
(3.3.8) A, T, 20 avec r] [r 6t 0]

A A oA - ~ = 2n1+1
(3.3.9) E' AL £ <0 pour tout £ #6r., e R , 8 eR

Les propriétés de la matrice A_ tout comme celles de la matrice A*
s'avéreront des propriétés essentielles lorsque nous aborderons 1¢
probléme de 1'optimum temporaire dans une économie avec production.
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SECTION 4 : LA THEORIE DE L'OPTIMUM AVEC PRODUCTION
DANS UN CADRE TEMPORAIRE

4.1. Introduction

Cette section fait pendant 3 la section 2 du chapitre I.
En effet, dans ces deux sections, nous posons d'abord le probléme de
I'optimum temporaire sous sa forme la plus simple, c'est-a-dire en sup-
posant que les anticipations des agents sont exogénes. Ensuite, nous
généralisons notre approche pour étudier i la fois le probléme de 1'op-
timum temporaire et celui de la caractérisation optimale des anticipa-
tions. Alors que dans la section II les problémes &taient abordés dans
le cadre d'une &conomie d'échanges, ils seront ici &tudiés dans le cadre
d'une économie avec production. C'est pourquoi, tout au long de cette
section, nous considérerons une €économie comprenant £ consommateurs
(indicés par i =1, 2, ..., 2) et &' producteurs (indicés par j = 1, 2,

AN

4.2. L'optimum temporaire avec production

Tout comme dans la section 2.2, nous nous questionnerons d'a-
bord & savoir quelles contraintes nos valeurs doivent respecter afin que
les €tats qu'elles définissent soient des états réalisables. Les va-
leurs que nous chercherons 3 caractériser de facon optimale seront ici
les prix a4 la consommation courants et anticipés (pt, Y, et p), le re-
venu courant et anticipé des consommateurs (Rt et E), les prix d'achat

a la production (prix des inputs) courants et anticipés (rt, § et ;),

t



69

les prix de vente d la production (prix des outputs) courants et anti-
cipés (qt et a) et la richesse courante et anticipée des producteurs

(Qt et a). Ces contraintes de conservation s'écrivent comme suit

g .. . . . . . ' .. R . . . . .
1.1 1 1 1 ~1 1y _ 3. J ) J 7] J
(42'1) Z Xt(pt: Yt’ Rt’ et, P ) k ) - Z Yt(rt, ‘St: r 3 qt, q 3 Q s o ) + wt
i=1 j=1
£ . . . . . . . ' . . . . . . . .
1 1 1 1 1 ~1 -~ J J J 73 J ) B BN
(4.2.2) 151 et+1(pt, Yo Rt’ e» P s k7)) + = ft+1(rt’ ﬁt, T, 4y, 47, Q, ) =0

Mis 3 part le fait que nous tenons maintenant compte de la production,
ce sont les mémes contraintes que nous avions rencontrées lorsque nous
avons étudié 1'optimum temporaire dans une économie d'échanges. La pre-
miére contrainte (4.2.1) concerne 1'équilibre sur le marché des biens &
la date t : la somme des demandes en biens courants est égale & la somme
des offres nettes en biens courants en plus des ressources qui sont dis-
ponibles i cette méme date. La seconde contrainte (4.2.2) traduit la
conservation des flux financiers & la date t, c'est-d-dire la somme des
valeurs des titres financiers doit &tre nulle. Nous avions déjid remar-

qué que, du simple fait que el

41 soit positif ou négatif, nous ne pou-

vions conclure que le consommateur i avait réalisé une épargne ou un em-
prunt. La méme remarque s'applique pour chacun des producteurs j. Pour
savoir si le producteur j a fait un placement ou un emprunt, il faut

s 4 . SIS R
plutdt considérer le signe de (6t ft+1 ft).

Comme nous l'avons vu 3 la section 3.2, la théorie du produc-

teur que nous avons présentée dans un cadre temporaire en est une trés



générale et pouvant contenir plusieurs cas particuliers. Il serait
peut-8tre opportun a ce stade-ci, de se demander si une théorie du pro-
ducteur aussi générale est nécessaire ou méme adéquate pour &étudier le
q

probléme de 1'optimum temporaire dans une économie avec production.
Pour le voir, nous essayerons de poser le probléme de 1'optimum dans

s p
deux cas différents. Dans un premier temps, nous considérerons un cas

2

particulier dans lequel la production courante est supposée exogéne.
Faire cette hypothése revient 3 supposer qu'il existe un délai dans le
processus de production. Nous retrouvons ainsi une théorie du produc-
teur trés semblable 3 celle de Malinvaud (voir section 3.1). Dans un

second temps, nous étudierons le cas plus général correspondant 3 la

théorie du producteur de la section 3.2.
Premier cas : Cas particulier (bt est exogéne)

Dans ce cas particulier, le probléme de 1l'optimum temporaire

s'écrit comme suit
(P4-1) Min vi(pl, vl, R, pl, kD)

sujet & vl(pi, yi, Rt, 51, El) = v i=2, ...,

[ B o]
=

i1 1,1 oxiopiy Jed &3 3 3 ozioAd 23 ,
X Xt(pt, Yer Res P K7D = jz yt(r ét, s T7, Q7 Qs o) + W

i

e

t’

1=1

: C L e s s
N S T Sec S J SIS B Bt B Bor A A
€iv1 Pes Yes Ris s k7)) + 'E £ie1 (T 835 Ay T, 97, Qs 7)) =0
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Nous cherchons ainsi la caractérisation optimale pour les prix courants

N . i i i
a la consommation pt et Yt’ les revenus courants des consommateurs Rt’

J

" et 6% et les richesses cou-

les prix d'achat courants & la production T
rantes des producteurs Qi. Autrement dit, nous cherchons & savoir quel-
les sont celles, parmi toutes ces valeurs qui satisfont aux &quations de
conservation, qui nous permettront de réaliser 1'optimum temporaire tout
en supposant que la production courante est exogéne. Les bi ayant été
fixés de facon exogéne, nous ne chercherons pas & caractériser les qg
optimales. De méme, nous n'avons pas pour 1'instant 4 trouver la carac-

térisation optimale des valeurs anticipé€es puisque nous les avons suppo-

sées exogénes.

I1 s'agit donc de minimiser le lagrangien

. 2 2 £ L A
Min £(p%, coes Py Y%, cees Yo R%, - R, e%, oo s r%, R
' L L
1 1 1
P A C R SRR

1 i

2 .. .
_ 1 1 1 1
- E A v (th Yt: Rt’ et’ P 3 k )

i=1
™ 9 .. . . . . } v, . ) . . ) )
"M 151 X; (Pes Ye» Res €5 D, K1) —jilyﬂcri, sl,ad, 9,4, o, &)
[ 2 i ioi i i~ i ; St i g
- 9, 151 €er1 P Yoo Ris € Py k )-+j§1 £l 0 85,9, 7a, of, @)

Les conditions de premier ordre de ce probléme sont®

'Nous ne répéterons pas les dérivé€es par rapport aux variables concer-
nant les consommateurs, c'est-i-dire p%, Y$, R et e%. Ces dérivées
sont identiques i celles obtenues a la section 2.2 (vVoir équations
(2.2.6) a (2.2.9)).



72

. aud i j iy 2 -
(4.2.3) ¢ i —ﬂ{[ Byt/Brt] ¢t[8ft+l/8rt] 0 j 1, 2, A
Tt
. nod asd J iy - =
4.2.4) £; -mil-ay) /3601 - o 1of) /381 = o =1, 2, ...,
t
e et foaud sandT L y iy 2 - '
(4.2.5) ¢ i nt[ Byt/BQt] ¢t[8ft+1/aQt] 0 j 1, 2, , L

%

en plus des dérivées par rapport 3 chacun des multiplicateurs du problé-
L
me (A2, ..., A", T, et ¢t).
1!
Considérons iij + (£ 3 x a% }, c'est-a-dire 1'opération qui
T Q
t t

consiste @ additionner chacune des &quations (4.2.3) & 1'équation (4.2.5)
correspondante (chacune des &quations (4.2.5) ayant déja &té postmulti-

3 !
pliée par le vecteur a% adéquat). Ces opérations nous permettent d'ob-

tenir :

J/nd Jyand 23" L J J § 3o
(4.2.6) ﬂ%[ayt/Brt + Byt/aQt ay ] ¢t[8ft+1/8rt + 3ft+1/8Qt a; 1=0

Des opérations semblables utilisant les équations (4.2.4) et (4.2.5) nous

conduisent &

Jiaed 4 oavizeod £3 1 - s taed sasd 4 oaed sa0d 61 o
(4.2.7) ﬂ%[Syt/Bét + 0y, /8Qq f1,4] ¢t[8ft+1/36t + 0f, /00 ft+1] =0

En tenant compte du fait que bt est exogéne et que Yy T bt - a, {(ce qui

implique dyt = -dat), les équations (4.2.6) et (4.2.7) s'Bcrivent sous

forme matricielle :



— -
92l 3al 33l 3a’
; ¥ § ai' ; * ; £l
_Brt BQt __86t BQt
[} = ] =
(4.2.8) [ ¢, e o] ] " 0 j=1, 2,
tHl , 1 g t+1 t+1 _j
J j ot J Jt+l
3ty 3Q; 367 3Q] ]
ou bien
[ml ¢.] Al =0 j=1,2, ..., 4

ot A% est une matrice d'effets de substitution concernant uniquement

les demandes courantes de facteurs. L'équation (4.2.8) et les proprié-

tés des matrices A% :

y oA) o= NS AR LS
i) At Ty = 0 avec 1 = [rt ét] ;
ii) r% est le seul vecteur appartenant au noyau de AL;

vont nous permettre de déduire :

j
Te Tt .
(4.2.9) = g’ ; ji=1, 2, , 00 80 en
(bt 6t
c'est-a-dire
rj j+1
(4.2.10) t t
w'rJ w'rJ+1
t t
6j 5j+1
(4.2.11) tj =t ;
1 t
W rt W I‘t
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Examinons ces conditions de plus prés. Tout comme dans le cas’ du pro-
bléme (P2-1) (l'optimum temporaire dans une &conomie d'échanges), la
premiére condition ne cause aucune surprise puisqu'elle correspond au
résultat usuel : les systémes de prix sur les marchés des facteurs phy-
siques courants doivent &tre proportionnels d'un producteur @ l'autre
(ou les prix relatifs doivent &tre égaux). Par contre, la seconde con-
dition, la proportionnalité des facteurs d'escompte nominaux (par le
méme facteur que pour les prix des inputs physiques) ne peut que sur-
prendre pour les mémes raisons que celles &voquées a la section 2.2.
Néanmoins, en remarquant (comme nous 1l'avions fait alors) que 1'optimum

temporaire (P4-1) se caractérise &galement par les conditions

j j+1
rt rt
(4.2.10) =~y 5,4l =1, 2, ..., o
! '
W rt W rt
. . i ~ ~3+1 .
(4.2.12) ¢t [;1;3 _ “5,;34'1} - WLI_:]_(SJ _ ."ﬂi_. 5]"'1
e I j 7+l Ot
t w‘rt w'rt

et en -imposant aux niveaux de prix futurs d'€tre €gaux pour tous les

producteurs (w'r® = w'r pour j =1, 2, ..., 2'), nous retrouvons un ré-

sultat moins contraignant, soit 1'égalité des facteurs d'escompte réels.

Nous devons maintenant comparer ces résultats avec ceux obte-

nus pour le secteur de la consommation,

(4.2.13) =8
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clest-d-dire

pi pi+1
t t
(4.2.14 - = -
) w,pl w,pl+1
t t
@215 o [ - R = et
T w'ﬂt P P Tt Yt

En comparant les équations (4.2.13) et (4.2.9), nous pouvons tirer :

_ a1 i
Te = 6 Py
=gl J
Te 8 T
ce qui implique
(4.2.16) 6" p, = 6 1 i=1,2, ...,8% j=1,2, ..., 2

Or, il est facile de montrer qu'ad 1'optimum, les facteurs 8t ia=1, 2,

.» L) prennent les valeurs suivantes :

. w'm
gt = =&
w‘p1
t
En effet,
oLl i
L 0 Py
i i
=> w'ﬂt =8 w’pt i=1, 2, , L
i w'ﬂt
=> 6" = h
1



De la méme facon, nous avons

8’ = ; =1, 2, .., &
w'r
t

En tenant compte des valeurs de o' et GJ, les équations (4.2.16) devien-

nent

Py Ty
i:: i i':l’ 2’ L] Q’;J=1’ 2) LI ] 2
w‘pt w'r

(4.2.17)
J

t

Ce qui signifie qu'a l'optimum, les prix & la consommation doivent &tre
proportionnels d'un consommateur 3 1l'autre, les prix des inputs physi-

ques doivent &tre proportionnels d'un producteur a l'autre et, de plus,

ces différents systémes de prix doivent &@tre proportionnels entre eux.

Par un procédé analogue, nous pouvons montrer que

o, . . : :
Wpt - W) = [y - 6;31 i=1,2, ..., % j=1, 2,

w'm
t

(4.2.18)

ce qui, de fagon triviale, se traduit par : la différence entre les fac-
teurs d'escompte réels qui s'appliquent aux consommateurs et ceux qui
s'appliquent aux producteurs doit &tre proportionnelle & la différence
entre les niveaux de prix futurs anticipés par les consommateurs Q'ﬁi

et ceux anticipés par les producteurs ﬁ'%j. I1 n'est pas aisé, du moins
intuitivement, d'interpréter cette condition sous sa forme actuelle.

Toutefois, il est clair que dans le cas ol les agents anticiperaient

tous les mémes niveaux de prix futurs', la condition deviendrait que

'0u plus simplement, le méme prix futur pour un seul bien désigné comme
numéraire.
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les facteurs d'escompte réels soient égaux pour tous les agents, ce qui
constitue une meilleure indication (ou, du moins, plus précise) pour le
planificateur qui chercherait les moyens pour réaliser cet optimum.

Nous allons résumer ce qui vient d'@tre dit dans la proposition 1.

PROPOSITION 1 : Dans le cas ol la production courante s'effectue avec

un délai de production, 1'optimum temporaire se caractérise 1) par des
prix courants proportionnels d'un individu 3 1'autre; 2) par des fac-
teurs d'escompte ré€els dont la différence d'un secteur & 1'autre doit
€tre proportionnelle 3 la différence entre les niveaux de prix futurs

relatifs 3 ces secteurs.

De plus, si nous imposons aux niveaux de prix futurs d'&tre
les mémes pour tous les agents, la condition 2) se raméne i 1'égalité

des facteurs d'escompte réels.

Deuxiéme cas : Cas général (bt n'est plus exogéne)

Le probléme de 1'optimum dans ce cas-ci est identique au pro-
bléme (P4-1) sauf qu'en plus de chercher 3 caractériser les mé@mes valeurs
C g . N i i i i 3 j j
qui etaient mises en cause dans ce probléme (p,, v,, R, e, r., &7, Ql),

t t t t t t t
nous €tudions ici les conditions optimales qui caractérisent les prix
de vente courants 3 la production (prix des outputs) q%. I1 s'agit donc
essentiellement de reprendre le probléme (P4-1) en dérivant en plus par

rapport aux variables q) et en laissant tomber, évidemment, 1'hypothése
PP 4% YP

des b% exogénes. Ceci revient & minimiser le lagrangien suivant



. 1 fo 9 1 2 1 2
(P4-2) Min £(p_, s Pes Yo s i Res ooy Risegs » e
Al I I L
1 1 1
rt) s rt » dt’ E} 6t 3 qti 2 qt > Q > Qt >
2
1
)\ 3 s >\ > 3 ¢t)
% i i, i i i i o~io~i
= .E AT v (pt, Yt’ Rt’ et, P, k)
i=1
B ' ;
R i, i i i i~ sy j
il 2ox Py, Yes Ris e P, KT § yt(r 6t,qt
=1 j=1
™ 2 . . . . 2! . .
- S S R S B B
Ot izl et+l(pt’Yt’Rt’et k )+JZ fra1 o o tr 9 T
e

Les conditions de premier ordre de ce probléme sont les &quations (4.2.3)

d (4.2.5) auxquelles viennent s'ajouter les dérivées du lagrangien par

rapport & q% !

som [-ayd/aad) - g lef) saad1 =0

(4.2.19) ¢ j N

%

Aprés quelques transformations simples, les équations (4.

et (4.2.19) se raménent 3 1'équation matricielle

2

! =

{(4.2.20) [m ¢t] Yt 0 j
ol

1Il y a aussi, bien sQr,

R1 et (les equatlons (2.2.6)
rapport i chacun des multlpllcateurs

2.

1, 2, , &
3) & (4.2.5)
1, 2, > A

les derlvees par rapport aux variables pt, Yt’
4 (2.2.9)) ainsi que les dérivées par
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— -

j j ™) j ")

EXE.+ EZE.aj' EZ£.+ éZE.fj EZ&

. J it J ot j
;j i _Brt BQt _86t BQt __E)qt
t . . . . .
[ ) J M ] ] ™ )

) i . 41 N i . 41 £ ) ofi,

j jot j joot+l j

_art BQt _adt BQt _Sqt

est la matrice des effets de substitution temporaire exprimée en termes
des offres nettes courantes. Nous ne connaissons pas les propriétés de
la matrice Y%. Par contre, nous pouvons facilement 1l'obtenir & partir

de la matrice A% dont nous connaissons les propriétés. En effet,

:j - Av Aj -1
(4.2.21) Yt ¢ At Pt
avec
-1 0 I
~ n n,
o =
0 -1 0
FI 0 0
n
Pt =10 1 0
0 0 -1/u1l
e nlJ

En tenant compte de (4.2.21), 1'équation matricielle (4.2.20) devient

B~ ~a "_1
[r: o0 A% P =0 j=1,2, ..., %

ou



- - ' J =
(4.2.22) L W% ¢t ﬂt] At 0

Or, par la théorie du producteur dans un cadre temporaire (voir sec-

tion 3.3), nous savons que

PENRNS R A 0 S I '
i) Ty AL S 0 avec Ty [rt Gt 0] 3 1, 2, ..., %
ii) r% est le seul vecteur appartenant au noyau de R%.

Ces propriétés, jointes aux €quations (4.2.22) vont nous permettre de

déduire
[ ] 7]
Te Td
(4.2.23) o =8 |6 j=1, 2 g
2. ¢ : y 2, .,
ﬂt 0
L |

Ainsi, dans la mesure ol au moins un prix du vecteur r% est non nul

(ce qu'on peut obtenir par normalisation), le facteur 67 sera toujours
nul. Ceci entraine que ¢t est également nul. De plus, en considérant

des dérivées du lagrangien qui font intervenir les multiplicateurs A%,

]
I
—

-
N

-

-

R _ 1 i _ i iq _
£ 1A v, ﬂé[axt/Bpt] ¢t[3et+1/3pt] =0
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nous pouvons conclure que At =0 i1=1,2, ..., 8, les vli étant # 0
Pt
(i=1,2, ..., &) par hypothése. Or, ceci contredit nos hypothéses de

départ puisque nous avions posé Al = 1. Bref, il y a quelque chose qui
ne va pas et cela pourrait €tre, par exemple, notre facon de poser le
probléme. Toutefois, nous ne chercherons pas 2 expliquer en détail les
causes de cette faille, du moins pas d'un point de vue mathématique.
Nous avancerons plut8t un raisonnement &conomique pour tenter d'expli-
quer ce qui se passe intuitivement. Afin de simplifier les choses le

plus possible, nous laisserons tomber l'indice j dans ce raisonnement.

Dans le cas ou les prix courants des outputs q, sont fixés et
que les anticipations des agents sont fix&es (ce qui est le cas présent
car nous les avons supposées exogénes), une baisse homogéne des prix
courants des facteurs r, et Gt et des revenus courants des producteurs
Qt’ aussi grande soit-elle, n'impliquerait pas de changement dans la de-
mande courante de facteurs physiques a ni dans 1'offre courante d'out-
put bt puisque ces fonctions sont homogénes de degré 0 dans ces varia-
bles. Toutefois, si cette baisse &tait accompagnée d'une hausse des
prix courants des outputs Q. ces changements pourraient avoir des réper-
cussions sur les offres et les demandes (ces fonctions n'étant pas homo-
génes de degré 0 par rapport a la variable qt). On peut penser que les
producteurs seraient incités A augmenter leur production courante (bt)
étant donné la hausse des prix courants des outputs et aussi, &tant don-
né la baisse des prix présents des facteurs. En effet, cette baisse

aurait pour conséquence de rendre les prix courants des inputs plus



avantageux que leurs prix futurs!. A la limite, on pourrait méme ima-
giner que les producteurs chercheraient 3 se procurer des ressources
futures dans le but de produire aujourd'hui (ce qui n'est pas ''formel-
lement" impossible, vu les hypothéses sur notre fonction de production
g (—at, —5; bt’ S)). Tout cela mis ensemble pourrait faire en sorte
que bt devienne trés grand, sinon 1'infini. Remarquons que ce raison-
nement ne pourrait &videmment pas tenir si bt €tait fixé de facon exo-
géne. Ceci explique peut-&tre pourquoi nous n'avons pas rencontré de

contradiction dans ce cas particulier.

A notre avis, ce qu'il faut surtout retenir de tout cela,
c'est qu'il faut &tre excessivement prudent lorsqu'on traite du problé-
me de 1'optimum temporaire dans le cadre d'une &conomie avec production
si on pose les anticipations comme exogénes. On peut le faire sans pro-
bléme (nous 1'avons vu dans le cas particulier ot bt est exogéne).
Toutefois, considérer simultanément la variable . endogéne (ce qui est
le cas lorsque bt est endogéne) et les anticipations exogénes,semble
causer certains problé&mes. Comme nous ne pouvons borner la variable bt
directement puisque nous travaillons dans 1'espace dual, une solution i
envisager serait peut-2tre de borner la variable qtz. Tel que mentionné
plus haut, tout ceci reste évidemment tres intuitif et ne représente

qu'une &bauche de solution.

1Cetjce variation relative des prix courants par rapport aux prix futurs
anticipés donnant lieu 3 un effet de substitution intertemporel (pour
plus de détails sur ce concept, voir Grandmont (17)). Ainsi, le produc-
teur devancerait ses achats d'inputs et sa production i la période cou-
rante,

2
Par exemple, en rajoutant une contrainte du type < q, €q
’ YPE dp = ¢ < ag-
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4.3. L'optimum temporaire avec production et
les anticipations

Bien que nous ayons retenu 1'hypothése des anticipations exo-
génes tant au niveau du comportement individuel du consommateur que du
producteur, nous supposerons maintenant que ces anticipations sont endo-
génes au niveau de la société. Nous allons donc nous interroger 3 sa-
voir quelle serait la caractérisation optimale des anticipations au ni-
veau de 1'optimum. Comme nous 1'avons fait 3 la section 2.4, nous sup-
poserons qu'a priori les anticipations sont différentes d'un agent 3
1'autre et qu'elles incorporent un minimum de rationalité. Nous retien-
drons ici une hypoth&se "affaiblie" d'anticipations rationnelles qui se

traduira par le respect de la contrainte suivante

~vio i i g ~i '
X Py Yoo Res .
1 J

(4.3.1)

™o

3 3
i 1 vt

. i
L'hypothése "affaiblie" des anticipations rationnelles revient au fait
que les demandes et les offres nettes planifiées des divers agents doi-
vent respecter une certaine cohérence des marchés futurs. Autrement
dit, une forme d'anticipations rationnelles, dans notre cas, serait
celle qui proviendrait de 1'explicitation de 1'équation (4.3.1). Pour
trouver la caractérisation optimale des anticipations, il s'agit de
reprendre le probléme (P4-1) en considérant un troisiéme type de con-

trainte donnée par 1'équation (4,3.1) et en dérivant par rapport aux

1]
e b, K = 1 il el o, F, 0, d
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. P | ~i ~3 ~j ~j
variables anticipées p~ et k° pour les consommateurs et r’, qJ et

pour les producteurs. Ceci nous conduit a la résolution du lagrangien

suivant

4 2 2 4
- ; * (1 1 1
(P4-3)  Min £*(p¢, > Pes Yoo > Yoo Res » R eps ;s
~ . ~R ~ NZ QL Qv
1 1 1 1
p’ 2 ’k’ ’k)rt’ ,rt’ét’ ’Gt,
L ~ ~Q ~ ~2 Q0
1 1 1 1
Qs =voes Qe 5 T7) > T, g5, s 94 5 Qs » Qo
~q! 2
1 1
a, )CX"A) ’A,T(’t, (bt’w)
PRI W BT Y SR R g
= 151 ATV (Pes Yoo Ris €5 P, kKT
e . L . 7]
— 1.1 1 o1 1 1 i P R B B B B e N
m _;1 Xe@es» Yo Res e Py k) - Ly (rg, S35 aps 1705 @7, Qs @) - Wy
j=1 i
ET L L .
_ i i i i 1 oxiond J NS B Bt A o3
% | E Cra1(Pes Yoo Res e P KD+ T (g, O, aps T, A, Qs @)
i=1 j=1 .
2 . ' e
) pies TPUE BN SRS BNSS Bed UG SN pult it SO0 RS R B Mgt RR Bt I
v 151 X (P Yoo R el P LK) j£1 tly (ry, 8. a4, 75,7, Qs a0) - W

Les conditions de premier ordre de ce probléme sont'’

'Nous ne répéterons pas les conditions concernant les variables qui se
rapportent aux consommateurs, py, Yt, Ri, e}, p! et k1. Ces conditions
sont identiques @ celles obtenues & la section 2.4 (voir les équations
(2.4.2) a (2.4.7).
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(4.3.2) £;J. : -né[-ayi/ari] - ¢>t[afi+l/ariJ -y ?[-a}j/ari] =0 j=1,2,
t

(4:3.3) &5 “mil-ayd/asd) - g tagd, sasd1 -y trl-ayl/esl =0 5 =12,
t

@3 £y -mil-3yl/3q)) - o la8) /aqd] - v Til-ayi/aqd1 =0 5 =12,
t

(4:5.5) &2y “nil-ayl/an3] - g ag) L /ar) -y trl-ayi/erl =0 5 =12,

3.0 2 -nil-3y3/3a’ 1 - ¢ (o8], /881 - w Erayl/eall =0 g =1,

@57 -mil-ayd/aQll - o lag), 1 /50)1 - v Tlayl el =0 5 = 1,2,
t

(4.3.8) ez —ﬂ%[—By%/B&j] - ¢t[afi+l/a&j] S el =0 §o=1,2,

en plus des dérivées par rapport aux multiplicateurs du probléme.

1!
Considérons £*j + (£*j bt a% ), 1'opération qui consiste 3 ad-
T

ditionner chacune des équations (4.3.2) & l'équation (4.3.7) correspon-

dante (les équations (4.3.7) ayant d'abord €té multipliées par le vec-
j 1

teur ay adéquat). Ceci nous donne

Jiand 4 oavd gl L' s IR BENEPS EERON: B
(4.3.9) Wé[ayt/art + 3y /0Qq ay ] ¢t[8ft+1/8rt + 8ft+1/8Qt ay ]

+peay!/ar] + ayl/aq) &)1 = 0 P2, 8
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Des opérations semblables qui, d'une part, se servent des €quations
(4.3.3) et (4.3.7) et, d'autre part, utilisent les équations (4.3.5) et

(4.3.8),nous permettent d'obtenir

+

/507 £ J J J J £
0y /8Qq g - ¢ [0y, /38 + 3£, ,/8Q; £ ]

J/agd
(4.3.10) W%[ayt/aét el el

y1/3Q2 £2 1 =0  j=1,2, ..., %

Thrald sned
Y t'[3y" /36y t T+l

+
+

y ~J J ~j ]
¢t[3ft+1/8r + 8ft+1/8a a” ]

(4.3.11) w{[ayi/a}j +ayl/oa) 2l

v ireyl /o) + aylsead @l 1 =0 j=1, 2, ..., 4

+
+

Les &quations (4.3.9), (4.3.10), (4.3.4), (4.3.11) et (4.3.6) s'écrivent

sous forme matricielle

(4.3.12) [ ¢, wElyzd =0 i=1,2, ...,
ol
j j [ J j [~ ] o] i [
e, ¥ 5 e, M 3y; e, P g 3y
— —_—a — - - oz = —"‘~.
ord  agd t ps] ag) * 3] 30 5% 3q
s j o) j el 1 Tod i T [ag
ey ||y, n g M, M g | 8ft+;]_ | M 5 [
LR | S B P9 it j_] S sa e
i or aQt i Bét BQt i Bqt i or | %9
~ [~ [~ . .
3yl L3y g ayl L, 3y oyd| eyl , oyl o5 ay?
ord o) f psl agd M 3] 7] ool 5q°




représente la matrice des effets de substitution compléte exprimée en

termes des offres nettes courantes et futures.

L'équation (4.3.12) en tant que telle ne nous permet de dé-
duire aucun résultat puisque nous ne connaissons ni le rang des matrices
Y;*j ni les vecteurs qui constituent leurs noyaux. Toutefois, la section
3.3 nous a renseignés sur les propriétés des matrices A;j. Or, la matri-
ce Y;*j s'obtient facilement en appliquant quelques transformations li-

néaires simples & la matrice A;J. Ainsi,

**j - O *j -1
(4.3.13) 5 S
ol
-1 0 I 0o 0
n n,
o' = | 0 -1 o 0 0
0 0 0o -1 I
no np
1 0 0 0 0
n
0 1 0 0 0
p i o o L1 o 0
Hong
0 0 0 S.1 0
t n,
0 0 0 o i
i 0]
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Tenant compte de cela, 1'équation matricielle (4.3.12) devient
[rr 4 il o axd pTt o g j=1, 2 g
t t t t >y
c'est-3-dire
I ! £ gt «J 2 I '
(4.3.14) [-m0 -9, Yt wer] Ar 0 i=1,2, ..., %

Par la théorie du producteur dans un cadre temporaire, nous savons que

la matrice A;j jouit, en particulier, des propriétés suivantes :

3 *j' *j = *j' = j j
i) ¥ A ; S 0 avec r} [rt St 0 0 0]
~ a1 3 ~ 31 ~ !
ii) ] A;J =0 avec 1* = [0 -1 0o 0]
ig! j! igdyd' sn
R . st ur q e T J
ii1) ¢« ar) =0 avec q*) = |[-—t o L -
M A e A
iv) r*J, ) et &*J sont les trois seuls vecteurs linéairement

t

indépendants qui appartiennent au noyau de A;J.

Les €quations (4.3.14) jointes 3 ces propriétés nous conduisent aux ré-

sultats suivants :



N T U
_.Tr--1 —rj- '.O— —U rt
t t 3
- ] B}
o, 87 1 0
. qj
(4.3.15) mo =00 [+8]|o|+6] ;%— j=1,2, ...,0
I 4 j
ERE 67, 6) et 6] e R
-yt 0 e .-
XJ
- ~j
Yt 0 0 L
c'est-d~dire
I £
T T
(4.3.16) t t )
w'rJ w'1’J+1
t t
¢t ~ o~ ~ ~j+] j j+1
(4.3.17) [w'r? - w'r? 7] =I6z3 6%3 ]
1]
w 'ﬂ't
qj qj+1
(4.3.18) tj = tj+1 > i, j+#1 =1, 2, ...,
¥ 1]
WAy WAy
eI B
(4.3.19) el
'r w'rJ
5 e
(4.3.20) 4= i
W'qJ w'qJ _J

'Dans ces équations, A oet p

]

représentent respectivement les multipli-
cateurs associés a la contrainte de production et 3 la contrainte fi-
nanciére courante dans le probléme du producteur. j.

Q/!
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Examinons la signification de ces conditions. Premiérement, les prix
courants aussi bien des inputs physiques que des outputs doivent &tre
proportionnels d'un producteur a 1'autre, une condition qui ne surprend
guére puisqu'elle correspond au résultat usuel. Deuxiémement, d'une
facon un peu moins évidente, on s'apergoit que la méme conclusion tient
€galement pour les prix futurs anticip8s de ces biens (les facteurs de
proportionnalité &tant différents de ceux qui s'appliquent aux prix cou-
rants). Troisiémement, dans sa forme actuelle, 1'interprétation trivia-
le de la condition portant sur les facteurs d'escompte réels est que la
différence entre ces facteurs doit &tre proportionnelle i la différence
entre les niveaux de prix futurs des facteurs physiques. Toutefois,
tout comme dans le cas d'une €conomie d'échanges, nous pouvons ici mon-
trer que 1l'ajout de la troisiéme contrainte (4.3.1), en plus de rendre
possible la caractérisation optimale des anticipations, implique qu'a
1'optimum, le multiplicateur ¢t est nul!. La condition (4.3.17) devient
alors que les facteurs d'escompte réels doivent &tre €gaux pour tous

les producteurs.

I1 nous reste maintenant & comparer ces résultats (concernant
le secteur de la production) avec ceux que nous avons déjd obtenus pour
le secteur de la consommation, Avant de le faire, rappelons d'abord

ces résultats

~

La preuve que nous avons présentée # la section 2.4 reste encore vali-
de dans ce cas-ci.

S0



Tt Py

i i

(4.3.21) ¢t = 087 Ve
wiJ | 0

0
+ 83 | -1 i=1,2, ..., %
i
~i 87, 0, e R
3 | p_] 1 2

ce qui peut s'écrire sous la forme suivante :

pi pi+1
(4.3.22) t_ .t
wipt w\,pl+1
Py t
¢t ~ o~ ~ ~i+] i i+l .
(4.3.23) —_ [w'p™ - w'p 1= [vi il i,
t
(4.3.24) L= P
w' w'p

i+l =

Comparons les équations (4,3.21) avec les &quations (4.3.15). Elles
impliquent, entre autres,
a1 i
T = 8] Py
3 J
. wr
ST = 8% ) - 6% .t
AJ
j
- q
Wt = 8% —3
3J
clest-d-dire
j.J j
.. , T . q
s SN S BN RN, Bt S, B i
(4,3.25) 07 pt__g'l I‘t+63 Tj——-es;j‘ 1 =1, 2, , &3 3 o=
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. . i .
Or, il est facile de montrer qu'd 1'optimum, les facteurs 6] (i =1, 2,

., Ry, 8% et 8% (j =1, 2, ..., 2') prennent les valeurs suivantes'
¥
ei:WWt
1 W'pi
t
3 w'ﬂt w'ﬂt
62=- j+1j j
i '
wiry w'qy
. . W'
o) = A —=
w'qJ

En remplacant ces valeurs dans les équations (4.3.25), nous trouvons

. .
P T a
(4.3.26) il i=1,2, ...,% §=1,2, ..., 4
1 ! 1
wipe W'ty wlqp

Ainsi, a 1'optimum, les prix & la consommation doivent &tre proportion-

nels aux prix a la production et ce, tant pour les prix d'achat r% que

pour les prix de vente q%.
En utilisant la méme méthode, nous pouvons dériver les condi-

tions suivantes ;

~1 =] =]
(4.3.27) :P~_ = ~T~ = 4
w'p w'lr wlr
i=1, 2, , X 3 =1, 2,
¢

(4.3.28)

i . PR < .
'Dans le cas de 81, ceci a déja €té montré a la section 4.2.
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Les €quations (4.3.27) sont identiques aux conditions (4.3.26) sauf

qu'elles concernent les prix futurs. Non seulement les anticipations

des producteurs quant aux prix futurs des inputs physiques doivent &tre

proportionnelles & leurs anticipations pour les prix futurs des outputs
mais, de plus, elles doivent correspondre a un facteur de proportion-
nalité prés, aux anticipations des consommateurs sur les prix des biens.
Les &quations (4.3.28) concernent les facteurs d'escompte réels : la
différence entre les facteurs d'escompte réels qui s'appliquent aux con-
sommateurs et ceux utilis€s par les producteurs est proportionnelle 3
la différence entre les niveaux de prix futurs anticipés par les consom-
mateurs et ceux anticipés par les producteurs. Mais, encore une fois,
en tenant compte du fait que le multiplicateur ¢t est nul 3 1'optimum,
cette condition se traduit finalement par 1'égalité des facteurs d'es-
compte réels pour tous les consommateurs et tous les producteurs. Nous

allons résumer la discussion précédente dans la proposition 2.

PROPOSITION 2 : Sous une hypothése '"affaiblie" d'anticipations ration-

nelles, 1'optimum temporaire se caractérise 1) par des prix courants
proportionnels d'un individu & 1'autre; 2) par des anticipations pro-
portionnelles quant aux vecteurs de prix futurs; 3) par des facteurs

d'escompte réels &gaux pour tous les agents.

Formellement,

j
P T q
(4.3.29) L=t - L
w'p1 w'r? w'qJ
t t t
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SRR .
(4.3.30) Lo T - 4 o2, 8521, 2,
wpt w5
*i = *j
(4.3.31) it o= 8

Nous avons laissé tomber dans ce chapitre la section du chapi -
tre 1 qui traitait des liens entre 1'optimum temporaire et 1'optimum
intertemporel. Notre derniére remarque portera sur ce point. Nous sa-
vons que 1'optimum intertemporel avec production se caractérise par des
prix a la consommation proportionnels aux prix & la production, par des
facteurs d'escompte réels &gaux et ce, pour toutes les périodes t et
pour tous les agents. Or, en examinant la proposition 2, on s'apercoit
que toutes ces exigences sont remplies. C'est donc dire qu'une suite
d'optimums temporaires paramétrés sur des anticipations rationnelles
"affaiblies" pourrait permettre la réalisation d'un optimum intertempo-

rel.
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CHAPITRE 3



SECTION 5 : UN MODELE DE SECOND RANG DANS UN CADRE TEMPORAIRE

5.1. Introduction

Que le probléme de second rang se pose en termes de tarifica-
tion optimale des entreprises publiques ou en termes de systéme de taxa-
tion optimale (autre que les taxes neutres généralement admises par le
premier rang mais qui constituent une assiette fiscale trop limitée),
le probléme peut toujours se ramener i rechercher un optimum dans lequel,
en plus de considérer les contraintes usuelles physiques ou technologi-
ques, on introduit une ou des contraintes socio-politiques, c'est-a-dire
des contraintes qui restreignent a priori la nature des institutions qui
pourraient réaliser 1'optimum économique!. Suivant la spécificité de
ces contraintes socio-politiques (certaines portant sur les valeurs,
d'autres sur les biens), nous retrouvons les moddles de Diamond et
Mirrlees [10], Samuelson [35], Ramsey [34], Hotelling [23] ou Boiteux

(4], pour ne nommer que ceux-13i.

Or, a notre connaissance, aucun de ces modéles n'a encore &té
posé dans un cadre temporaire, C'est pourquoi, dans cette section, nous
nous proposons de choisir 1'un d'eux et de 1'étudier dans un cadre tem-
poraire. Pour ce faire, nous avons retenu 1'un des plus connus dans la
littérature sur le second rang, soit un modéle de type Boiteux. Le mo-
déle de Boiteux a &té €laboré pour répondre 3 la question suivante 3

savoir (Boiteux [4])

*Pour plus de détails, voir Bronsard [5].
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"Comment doit &tre infléchie la régle de
vente au coQt marginal lorsque 1'entre-
prise est soumise par ailleurs & une
condition budgétaire incompatible avec
cette régle de gestion'.

En plus de s'attaquer a un probl&me fort intéressant, et d'ail-
leurs toujours actuel, Boiteux innove dans la méthode méme qu'il propose
pour aborder ce probléme. Il s'agit en quelque sorte d'utiliser le cri-
tére de Pareto (ce qui ménera 3 la caractérisation de péages optimaux)
lorsque l'on tient compte de certaines contraintes supplémentaires (ici,
des conditions d'€quilibre budgétaire). Mais puisque les nouvelles con-
traintes introduites portent sur les valeurs, le probléme est posé dans
1'espace dual et les quantités consommées ou produites qui apparaissent
dans les contraintes physiques habituelles sont remplacées par les fonc-
tions de comportement des divers agents'. C('est,en gros, ce méme pro-
bléme que nous reprendrons dans cette section; de petites différences
apparaftront par rapport au modéle original, soit 3 cause de certaines

hypothéses que nous utilisons ou soit 4 cause de la nature méme du cadre

temporaire.

Cette technique a &té largement utilis&e dans les chapitres 1 et 2 de
cette thése.
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5.2. Le modéle

Dans ce mod&le, nous considérons une économie qui consiste en
% consommateurs (indicés par i = 1, 2, ..., &) et en un producteur pu-
blic. De plus, tout comme pour l'étude des optimums de premier rang,
notre probl&me sera posé dans 1'espace dual sauf pour le comportement du
producteur public. En effet, 1'activité de ce dernier sera représentée

par une fonction de production
(5.2.1) g(z,; z) <0 !

ol zy représente le vecteur de production nette courante et z le vecteur
de production nette future, de sorte que la maximation portera directe-

ment sur ses variables de décisions,soit Zys 2 et 1l'actif financier Cit1-

Examinons maintenant les contraintes qui devront &@tre respec-
tées dans notre mod&le. Premidrement, 1'économie sera astreinte a réa-
liser la comptabilité des actions courantes de ses agents. Ceci se
traduira, d'une part, par un équilibre sur le marché des biens courants

L. . .
(5.2.2) T x‘(p., v., R., p, k') =z +W
oo Te e T e B2 t ot
i=1
c'est-3-dire la somme des demandes pour les biens courants doit &tre
égale 3 la production nette courante plus le vecteur de ressources ini-
tiales et, d'autre part, par la conservation des flux financiers, soit

la contrainte

La fonction g possé&de les propriétés usuelles.



i i o~ o~y
) Cra1Pro Yoo Res P KD = ey

(5.2.3)

[ ae B

1

Notons que ces équilibres temporaires comportent un seul systéme de prix
(pt, yt). Deuxi8mement, 1'économie devra respecter la technologie du
producteur public représentée par sa fonction de production (5.2.1).

Troisi&mement, nous aurons une contrainte de type Boiteux, c'est-a-dire

-

lorsqu'on astreint 1'€conomie & réaliser un déficit ou un surplus public.

11 existera d'abord une telle contrainte pour la période courante
' -+ = '
(5.2.4) P{ Z¢ Ye Ct+1 et wt Py

ol et est un multiple de 1'unité de compte courante; ce qui signifie
que les profits ou pertes courants du producteur public ne doivent pas

dépasser un certain montant (© pt), duquel montant nous devons dé-

wl
t t
duire son achat ou son emprunt d'actif financier. Le secteur public se-

-~

ra également astreint & respecter une contrainte semblable pour le futur

(5.2.5) p'z - c,,, =6 uwp

~

oli 8 représente un multiple de 1'unité de compte future. Il nous reste
encore 3 discuter des anticipations et de 1'hypothése retenue quant a

leur formalisation. Nous supposerons qu'elles sont endogé€nes et confor-
mes 4 1'hypothé&se des anticipations rationnelles. En effet, nous suppo-
serons que les anticipations de prix futurs sont les m€mes pour tous les

agents et qu'elles sont bornées par la contrainte
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(5.2.6)

LI e B o

~i i ~
X (P> Yoo Res Py K
1

i
Les prix futurs anticipés respectent ainsi la cohérence des comportements
planifiés ou futurs des divers agents, c'est-a-dire 1'équilibre des mar-
chés futurs. Quant aux revenus futurs anticipés ii, nous les supposerons
exogénes et différenciés d'un individu & 1'autre, tout comme pour les re-
venus courants Ri. Finalement, puisque notre probléme se pose dans 1l'es-

pace dual (du moins, pour le comportement des consommateurs), nous tra-

vaillerons encore ici avec une fonction d'utilité indirecte

i~ o i~ iy oo i~ o~
(5.2.7) vpes Yoo Ry Py K7) 2 ulx Py Yoo R Py KDy X(pes Yo Ris Py K7))

dont nous pouvons déduire les identités de Roy temporaires et futures'.

Notre modéle de second rang se raméne donc & l'optimation du

lagrangien suivant

L~ 2

(Ps'l) Min £(Pt, Yt: Ré, ---’Rt’ P El, '--ak )>\1: L A ’ﬂt) Cbt, IP, g, El; 62)
T i~ o~
= 2 A vi(pes Yy R Py KT
i=]1
R i~
- ! -
T 151 Xe (Pes Yoo Ren Py k) - 2y
L T
- 0 ifl €41 (Pes Yoo Res P K) - Gy
[ L i~ oMy
- ‘-P' bX X (Pt: Yt’ Rt’ P, k ) - Z
i=1
- olg(z,, )]

- ! - '
e1lpl 2o * vy Cpqp - By ©p Pyl

- ex[p' z - Coyp - B0 pl

Voir section 2.



En

(5

(5.

(5

(5.

(5

(5.

dérivant par rapport a Pps Yeo Rt, p, Kk,

.2.8)

2.9)

.2.10)

2.11)

.2.12)

2.13)

ki

~1

- -

i
9% /9py
1i=1

o

o) -
~1
__Z- ax /8pt

Bxi/BRi] _ ¢ [de

t

axi/gii] - 6,3
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C et z, on trouve

P
i
- ¢)t[§ 8et+l/8p1]
i=1

_ - E t =
gl(zt Gt b)t) 0

i i O BN T
t41/0R0] - ¥r[BXT/OR] = 0

[}
<
L §
Q2
b
Hq
~
Q2
=
H-
[
"
(@]

i
t+1/9K]
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(5.2.14) £C P, - €1 Yt + €0 = 0

t+1  °
(5.2.15) £~ tyrt-olg ]t - e, p' =0
[} .
Considérons £ + I (¢ . X x: ), c'est-d-dire 1'opération
t i=1 Rt T

qui consiste d post-multiplier chacune des &quations (5.2.10) par le
i 2 ~ .- ; N .

vecteur x adéquat, a sommer sur l'indice i et 3 faire la somme avec

1'équation (5.2.8). En tenant compte des identités de Roy temporaires

(2.2.3), on obtient

9 . .. 2 : . .
1 1 1 it i i i 1!
(5.2.16) -ﬂ% 151 (th/apt + th/BRt X, Wo- ¢t izl (8et+1/8pt + 8et+1/3Rt X )
L ~ioai At
- - - . ! =
P! 151 (9x /Bpt + 9x /BRt X t) El(zt Bt ut) 0

Des opérations semblables utilisant, d'une part, les équations (5.2.9)
et (5.2.10) et tenant compte des identités de Roy temporaires (2.2.4)
et, d'autre part, se servant des équations (5.2.11) et (5.2.12) et te-

nant compte des identités de Roy futures (2.2.5), nous donnent

[ 2 . ] % . . .
o i i1 1 _ i i ii
(5.2.17) m 151 (th/ayt + th/BRt et+1) ¢t 151 (8et+1/8yt + 8et+1/8Rt et+1)
B ~i ~i. 1 i |
-yt 151 (3x /Byt + 39X /BRt et+l) - £ 4] = 0
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. 2 ..
. o S
(Bxi/ap + Bxi/akl x j -6, 2 (aei+1/3p + 8ei+1/8kl )

(5.2.18) -m!
t .
i=1

N ™
ot

——
|

(8;1/35 + 3;1/3121 x*t )= 52(2 - é;)v =0

'
<
o
e

E

En multipliant 1'&quation (5.2.18) par un scalaire l/yt, nous trouvons

2 o o 2 . L
(5.2.19) 1/y_ {m! i§1 (axi/ap + axi/akl X j - ¢, i§l (8ei+1/8p + 8et+1/3k1 x)
2 o it iy ] .
- TOX/ep + /Kt X - e, G- By =0
i=] N

Les équations (5.2.16), (5.2.17) et (5.2.19) s'écrivent sous forme ma-

tricielle :
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ou, plus simplement

r - e t
(zy -9 @) Ct+1 0

(5.2.21) [-m¢ ¢,  -v']Ki=[e;  e5]

0 0 L Gos
e J

L

oll K; est la matrice de Slutsky temporaire que nous avons déja rencontrée

a4 la section (1.2) et dont les propriétés sont

1 * = * 1
i) Kt = Kt

14 * * = * 1
ii) a) Kt P*¥ =0 avec  pf

; [p{ Ye 0]

avec  p*!

i

it
[w]

b) KX p* = o -1 p'l

iii) p; et p* sont les deux seuls vecteurs linéairement indépendants

qui appartiennent au noyau de K;.

Considérons maintenant les €quations (5.2.13), (5.2.14) et

(5.2.15), soit £ , £ et £~. Sous forme matricielle, elles peuvent

z c z

t t+1
s'écrire

Te Pe 0 (g, |

£1 t
(5.2.22) ¢t I -1 =0 0
~1 |82
v 0 P [gz}

ou encore



(5.2.23)

Posons

oll T, est un vecteur de prix courants et T un vecteur de prix futurs.

t

t

Py
Tt
0
—r
810
T

61/0

€2/O

avec

8 € iR

1'entreprise publique va maximiser son profit.

définition, 1'équation (5.2.23) devient

c'est-d-dire

(5.2.24)

Les conditions de premier ordre du probléme (P5-1) (les équations

(5.2.8) 3 (5.2.15)) se raménent donc aux deux €quations matricielles

(5.2.21) et (5.2.24).

ﬂt/O
¢t/o -
y/o

€1

>
t
1t

— - —

+ €9

61/0

82/0

a1

r_ et T représentent les vecteurs de prix "fictifs' sur la base desquels

Tenant compte de cette

Transposons 1'équation (5.2.21) et remplagons
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les multiplicateurs par leurs valeurs d 1'optimum données par (5.2.24).

Nous obtenons alors

- - - A
Py 0 Ty (2 =8¢ w)
a - - - - * =
h; €1 |V, €r]-1 8 0 Civl
0 P T 0
| L L)) L
ce qui implique
rt (zt--et u%) 0
€1
* QA% —
Kt 8 0 Citl 0
~ 1~ x o~ €2
7 0 (2 -0 w
L. L Yt J
pui sque K; p; = 0et K; p* = 0. On peut aussi écrire
T Eﬁ -6, w) 0
t tT 7t Tt e /6"
K¥ {- 10 c 0
t
) t+1 Lo e, /6"
T 0 — (z-6 W
L] L Tt
Finalement, nous obtenons la formule suivante :
I 1Dk
Pt K Ty (2 - 6y @)
5.2.25 K* - - =
( ) el Yt + 62 1 0 Ct+l
= ~ 1
0 o] T 0 —
- — J L b Yt

81/6*

52/6*



Nous pouvons tester la cohérence de cette formule en la prémultipliant
par pf' = [p% Ve 0] et p*' = [0 -1 p'l (le coté gauche de
(5.2.25) ainsi transformé devant donner 0 puisque les propriétés de la

1 J * * * = *~*: Jk = * 1 3 3 * 1 * =
matrice ht, Kt Py = 0, Kt P* = 0 et ht = Kt s impliquent p! Kt = 0 et

p*' K; = 0). En prémultipliant par p;', nous trouvons

-

(z, -8, w) 81/6*—

0 = [p;: ‘yt 0] Ct+1 €1/6%*
1 5 _8= *
— (z - 8w e,/6
Yt
= 0= pelzg - 8w er/6% + vy, Ct+1 €178

l
v
©
[

1 -
Pe(zy - 8w + Tt Cta1

Nous retrouvons alors la contrainte financidre courante, c'est-a-dire
1'€quation (5.2.4). Prémultiplide par p*', 1'équation (5.2.25) devient

K

Zt‘ et wt) El/e*

0=1[0o -1 p] Cryp €1/6%
1 ~ ~ o~
— (z - 6 w) 62/6*
Yt
~| ~ ~ A~
= 0= -cp,pe1/6%+ 5;-(2 - 6w ey/0*
= 0=-c /8% + L ¢ o sps
t+] 1 Y, t+l 2

t
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€n tenant compte de la contrainte financidre future (5.2.5). Dans la me-
sure oll ct+l et 8* sont non nuls (ce qui devrait &tre le cas), cette der-

niére €quation se raméne 3

(5.2.26) Y, €1 = €5

t

-~

Cette €galité implique qu'd 1'optimum, le multiplicateur ¢t associé i la
contrainte qui assure la conservation des flux financiers est nul. No-
tons que nous avions déj3 obtenu ce résultat en &tudiant 1'optimum de
premier rang (aussi bien dans une &conomie d'échange que dans une éco-

nomie avec production).

Revenons maintenant a 1'dquation (5.2.26). Elle signifie que
1'entreprise publique qui doit faire face 3 deux contraintes financiéres,
1'une courante et 1'autre future (qu'elle anticipe), et qui a accds au
marché financier, empruntera (épargnera) 3 1'optimum le montant juste
suffisant pour rendre le poids des deux contraintes €gal. Ainsi, 3
1'optimum,la contrainte financidre courante n'est pas plus contraignante
que la contrainte future. Ce résultat n'est pas surprenant puisqu'il
reste fidéle 3 la pensée de Boiteux. En effet, Boiteux croyait que la
meilleure facon de satisfaire aux contraintes financidres au moindre
colit social, &tait de répartir sur 1'ensemble des marchés, le poids so-
cial que ces contraintes représentent (par exemple, par le biais de taxes
ou de péages optimaux). Remarquons enfin que, puisque Yy €1 = €2, 1'équa-

tion (5.2.25) devient
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fbt 0 rt Zt Bt wt
(5.2.27) K (61 | Y, | + 8 [-1] -] 0] )= e,/8 C i
0 B F z -6 0
L Lo L _

5.3. Interprétation des résultats

Nous examinerons d'abord ce qui se passe lorsque €; = 0 et
nous reviendrons ensuite sur 1'interprétation de la formule (5.2.25) ou

(5.2.27).

Poser €; = 0 revient &évidemment 2 poser €galement €, = 0 puis-
que Y, €; = €3. Autrement dit, nous nous intéressons au cas ol les con-
traintes financiéres ne sont plus contraignantes, c'est-a-dire au cas
oli le montant des surplus ou des déficits correspond exactement aux mon-
tants qu'on obtiendrait dans une situation de premier rang. L'8quation

(5.2.27) se réduit alors 3

7 7 ]
pt 0 rt
(5.3.1) K; 04 Yt + 0,[-1]-10 =0
0 P ¥
L L)L

ce qui nous permet d'obtenir

(5.3.2) 81 p, =T
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Des equations (5.3.2) i (5.3.4), nous pouvons tirer

el = vat
t

1
g, = =% f
w'p

Tenant compte de cela, les équations (5.3,2) 3 (5.3.4) peuvent s'écrire

p Tr
(5.3.5) o = <
Pt t
B i
(5.3.6) By =X
w Py t W T,
(5.3.7) L= I
w'p  w'r

Puisque le c8té gauche de I'équation (5.3.6) définit le facteur d'escomp-

te réel y; utilisé par les consommateurs, nous conviendrons par la suite

~ o~

-~

t
ue 2L _ ¢* représente le facteur d'escompte réel s'appliquant 3 1'en-
q wiT t P P pPpiiq
t

treprise publique. L'optimum de second rang, dans le cas oll les contrain-
tes financiéres ne sont pas contraignantes, se caractérise donc par des
Prix courants 3 la consommation proportionnels aux prix fictifs courants
de 1'entreprise publique, par un méme facteur d'escompte réel pour les
consommateurs et 1'entreprise publique et par des anticipations de prix
futurs ﬁ qui sont proportionnelles aux prix futurs anticipés par l'entre-
prise. Il est i noter que cette caractérisation correspond exactement 3

celles obtenues lors de 1'étude des optimums de premier rang.
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Revenons maintenant i la situation de second rang (Ytel =e,#0).
Il nous reste 3 interpréter la caractérisation que 1'on obtient dans ce

cas, soit la formule donné par (5.2.25) ou (5.2.27)

_ L - -
Py 0 Ty 2 = B %
(5227) K; 61 'Yt +92 -11 - 0 = El/e* Ct+1
0 p ¥ z -8
— L L J L -

Puisque 6; et 8, peuvent prendre n'importe quelles valeurs, posons
w'r

~
8 = —T—E»et B, = Y. on a alors
w pt w'!
. [ ] ] [ ]
. | Pt 0 Tt 2e 8¢ o
YT W't
K* Y + o -1 - 0 = € /9* C
t o \w'p, |t w'p 1 t+1
0 p ¥ z-80
L LR LT i i
c'est-d-dire -
Fw'r "t - t | F; -0, w -
1 1 '
t _w pt w rt t t 't
w'rt F~,~ aE
* LA - = * c
(5.3.8) K3 R Wi, Ye T, €,/6 41
AB S P S - z-8uw
L w'p W T _ L _
€€ que nous pourrions appeler la "formule de Boiteux généralisée'. Les

pPéages ou les &carts entre les Prix payés par sa client@le et les prix
"fictifs'" sur la base desquels 1l'entreprise publique maximise son pro-
fit, doivent &tre tels que l'équation (5.3.8) soit satisfaite. Malheu-

Teusement, cette formule, tout comme celle de Boiteux, ne peut servir



112

qu'a titre d'indication et n'offre pas de méthode de calcul précise au
planificateur qui chercherait 3 imposer ces taxes optimales. Toutefois,
11 est possible de trouver une interprétation un peu différente. Pour
ce faire, reconsidérons 1'équation (5.3.8) et convenons d'appeler 1 le

vecteur des &carts ou des péages, soit

- —
T
[ Pt t
W Tt w'! Tw'r
Pt t
w'r e ol
T = t¥p W'T
cax(w
w'p pt t w re
w'T [‘L~- ~—r:
w'p  w'r

- _
2 - 8y 0y
* = *
K*t = ¢,/6 vl
z - 60
_J

Considérons, de plus, dp = AT* une variation de prix qui soit propor-

tionnelle au vecteur (1égdrement modifi&) des €carts ou des péages ol

E
pt

dp = |dy
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B -
, Pt Tt
YTy w'p, W't
L t t
' M ~ ~ o~
TH = e lwp _ow'r
wi'p (w'p, 't w'r
P Pt t |
Wt B E
Yy |W'P O w'T
I 0 0
n
=0l 1 avec ¢-! =] o 1 0
0 o L
L Te M2

La variation de prix considérée doit &tre accompagnée d'une variation
des revenus courant et futur compensatrice des effets revenus, c'est-3-

dire elle doit &tre telle que
' ! X =
P{ dxt + Y, P dx = 0

Tenant compte de cela, 1'équation (5.3.8) devient

zt-etwt-]
* —
S VLI
E-éﬂ)J
zt - Gt wt
= Jkk ok = *
> K T 81/9 Ct+l




- _
2 - By w
==> K#* dp = X g,/6* sl
Z -6 w
u |

Or, dz = dx = K** dp lorsque pé dxt Y, 5‘ dx = 0'. Ainsi,

dzt zt-et W
- = *
(5.3.9) dz = clc:t+1 A eqy/6 S
dz z-680
b el J
et nous obtenons la '"formule de Ramsey-Boiteux généralisée". Les écarts

ou péages optimaux (légérement modifiés) T* doivent 8tre proportionnels
aux variations de prix dp qui, accompagnées d'une variation compensatri-
ce des revenus, entrafneraient un accroissement proportionnel de la pro-
duction dz de 1'entreprise publique. Cette formule ne fournit pas non

plus une méthode de calcul directe pour les péages optimaux. Toutefois,

elle donne plus d'indications que la formule de Boiteux (5.3.8)2.

Woir 1'équation (1.4.1).

%0n pourrait, par exemple, imaginer une procédure de t&tonnement qui
nous permettrait de trouver la "bonne' variation de prix dp et, par
conséquent, le vecteur de taxes optimales.
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SECTION 6 : L'OPTIMUM TEMPORAIRE ET LES FONCTIONS
D'ANTICIPATION ARBITRAIRES

6.1. Introduction

Pour €laborer la théorie du consommateur a la section 1, nous
avions retenu 1'hypothése des anticipations ponctuelles exogénes sous
sa forme la plus simple, c'est-3-dire parmi un ensemble de valeurs pos-
sibles pour les anticipations, une valeur est choisie et le consommateur
la tient pour certaine. Nous avions alors mentionné que 1'hypothése des
anticipations ponctuelles exogénes pouvait également se formaliser 3
1'aide de fonctions d'anticipation, 11 s'agissait en quelque sorte de
Supposer que le consommateur est doté d'une fonction d'anticipation
qu'il tient pour certaine. Or, ces fonctions d'anticipation peuvent
€tre de tous genres. Si elles ne sont pas arbitraires, comme c'est 1le
cas, par exemple, pour les anticipations rationnelles, cela ne cause au-
cun probléme; 1'hypoth&se préserve bien la structure locale de Slutsky.
Par contre, si les fonctions d'anticipation sont arbitraires, les fonc-
tions de demande deviennent elles-mémes arbitraires et il devient impos-
sible de faire de 1a statique comparée puisque 1'on perd la structure
locale de Slutsky (voir Polemarchakis [31]). Sans rejeter le théoréme
de Polemarchakis, nous allons montrer dans cette section qu'une théorie
du consommateur construite en utilisant 1'hypoth&se des fonctions d'an-
ticipation arbitraires, fournit des propriétés suffisantes (essentiel-
lement, des propriétés d'additivité) pour &laborer le probléme de 1'op-

timum temporaire,
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Finalement, remarquons, comme nous l'avions fait 3 la fin de
la section 1.2, que 1'hypothdse des anticipations exogénes au niveau du
comportement du consommateur ne contredit pas le fait qu'elles deviennent
des variables endogénes au niveau de 1'optimum. C'est 1"hypothése que

nous ferons respectivement dans les sections 6.2 et 6.3.

6.2. Le probléme du consommateur

Le probléme du consommateur que nous &tudions ici est essen-
tiellement le méme que celui que nous avons présenté i la section 1.3,
sauf pour la formalisation des anticipations. En effet, nous avions
alors retenu 1'hypothdse des anticipations ponctuelles exogénes sous sa
forme la plus simple. Nous Supposerons maintenant que le consommateur
dont les préférences peuvent &tre représentées par la fonction d'utilité
u(xt, ;), est aussi doté de fonctions d'anticipation pour les prix fu-

turs et son revenu futur

o 2]
It

(6.2.1)

~
4}

- 1
(6.2.2) <y Yg» R

A 1'instar des fonctions couramment utilisées dans la littérature sur
1'é&quilibre temporaire, ces fonctions arbitraires dépendent des prix
courants et de la richesse courante. Nous supposerons, de plus, qu'elles
sont continfiment différentiables (ce qui distinguera notre approche de

celle de Polemarchakis).

1Puisque les fonctions d'anticipation Y et k sont quelconques, elles sont
donc différentes d'un individu 3 1'autre. Toutefois, dans cette section
nous laissons tomber 1'indice i (qui différencie un consommateur d'un
autre) pour simplifier la notation.

3
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Tenant compte de ces hypothéses, le probléme du consommateur

peut s'écrire :

Max u(xt, §)

sujet a
1] —
(6.2.3) PiX, + Yt et+1 = Rt
T X - =g
(6.2.4) Y (pt, Vi Rt) X -e K(pt, Yo RO

ce qui revient 3 maximiser le lagrangien qui suit :

= X - ' - - i i - . 1
(6.2.5) £ u(x,, x) k[ptxtwtet+1 R -ulyr (x ey - k()]

Les conditions de premier ordre de ce probléme sont

(6.2.6) £ :u_ - p. =0
Xt xt t

(6.2.7) £ : -Ayt + U

i1
(=]

(6.2.8) £ us - A y() =0
e | - =

(6.2.9) £, : PeXe = Ve €ppp ¥ Rt 0

(6.2.10) £, 7 Y() x + ey tK(CY) =0

W) = U, v, R et £ = <(pys ¥
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A partir de ce syst@me d'8quations et en utilisant le théoréme des fonc-

tions implicites, nous pouvons tirer les fonctions suivantes?

(6.2.11) X, =x (p., v,, R)

t thr ot fonctions de demande ""tempo-

_ raires'" ou courantes

(6.2.12) e  , = €er1 (Pe> Yoo R

~ = fonctions de demande "plani-
(6.2.13) = x(pt, Ve Rt) j} figées" ou futures
(6.2.14) A= A(pt, Yeo Rt)
(6.2.15) H=ulpes v, R

auxquelles viennent s'ajouter les fonctions d'anticipation (6.2.1) et
(6.2.2) dont le consommateur est doté, Par une application du théoréme

des fonctions implicites, c'est-i-dire en remplagant les fonctions de

demande (6.2.11) 3 (6.2.15) dans les équations (6.2.6) i (6.2.10), celles-

¢i deviennent

(6-217) = Xpps vy» R v, = W, Yo R

~

'La preuve de ce résultat est identique 3 celle de 1la proposition 1.1
(voir Appendice 1). Les fonctions de comportement que nous retrouvons
ici sont toutefois différentes de celles obtenues 3 la section 1.3.

En effet, nous avions, par exemple,

Xe = %P Yo R, P, K
ot les anticipations apparaissaient comme variables_explicatives. Dans

cette section, nous avons posé, par hypothése, p = VU(pe, Yt, Re) et
k = K(pt, Y Rt) de sorte que les fonctions deviennent

Xt = Xt(Pt, Yt’ Rt, JJ('), E(’))

Xe (Pys Yes RO
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(6.2.18) u;(X(pt, Yoo Rt)) = k(pt, Yy Rt) w(pt, e Rt)

1- - =
(6.2.19)  pix (P, Y, R + v e (s Yo RJZRY
Nv iy - = =
(6:2.200 9" (P> Yo R X(Pes Y5 R - e (b, v, R 2 K(Pes Yoo RO

sur tout le domaine ol les fonctions de demande sont définies. Les deux
derniéres identités (les identités budgétaires) et leurs dérivées par
rapport 3 P.s Y, et Rt vont nous permettre de déduire les propriétés
empiriques relatives 3 la théorie du consommateur lorsque le comporte-
ment de ce dernier est représenté par les fonctions de demande (6.2.11)

d (6.2.13) et les fonctions d'anticipation arbitraires (6.2.1) et (6.2.2).

Considérons la dérivée de 1'identité (6.2.19) par rapport &

Pes Y, et Rt' Ceci nous donne respectivement
dX, de.
, ot — t+l
(6.2.21) p{ 55——+ X, + e —55———_ 0
t t
dx, de
, t |, — t+1 _
(6.2.22) pt §§f-+ et+1 + Yt Sy =0
t t
dX. de,
.t t+1 _
(6.2.23) p; 3Rt + Vs aRt =1

En remplagant 1'équation (6.2.23) dans 1'équation (6.2.21), nous trou-

vons
ox 39X, de de
. t t -, t+1 t+l — | _
(6.2.24) py o, TR, ¢ Ve | o, R, “t| = °
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De la méme facon, substituer 1'équation (6.2.23) dans 1'équation (6.2.22),

nous permet d'obtenir

3 3x, de, de
. t t — t+1 t+] — -
(6.2.25) P! 5;;—+ §E;'et+1 + Y aYt + aRt €r1] 0

Les €quations (6.2.24) et (6.2.25) s'écrivent sous forme matricielle :

ff-— ~ - B -
&+iﬁ_;l ?_i+a_.£g
op,  OR_ 't 3y, = OR_ “tsl
! - - =
[p;  v,] - _ - ~ =0
aet+1 + aet+1 pou] aet+1 + aet+l P’
Bpt 3Rt t BYt aRt t+1
c'est-3-dire
S \ -
1] = 1 =
(6.2.26) [pt Yt] . ; =p; St =0

ol S, est une matrice d'effets de substitution-complémentarité tempo-

raire.
Dérivons maintenant 1'identité (6.2.20) par rapport i P> Yy
et Rt' Nous trouvons respectivement
1~ 8F Lo T 3y
(6.2.27) S e A IS L S
Pt Pr Py Py
a1~ oax Lok = 3y
(6.2.28) -3 ! 5——»” Fyvaniie x!' 5
Tt Yoo My Tt
6.2.29) %1 LU AX _ R T, 8
o TR, TV OER, T R, ~ %R
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Considérons 1'opération qui consiste & additionner les &équations (6.2.27)
et (6.2.29), 1'équation (6.2.29) ayant d'abord &té postmultipliée par

le vecteur x%. Ceci nous donne

oe de

e = b ~ ~ ~ -
t+1 t+]1 — ~ ] 9x ox —, | _| 3k oK T =, | 9y oY

(6.2.30) - + x! +w' —— sy Tle— 4+ —— x! - X! +
Bpt BRt t P, Rt t Bpt SRt t Bpt BRt

Une opération semblable utilisant les quations (6.2.28) et (6.2.29) nous

permet de tirer

5%, 3. [~ =
t+1 t+]l — ~ | 3x X —
230y = T B VRt o e
t t t
ok ok — S ey -
Syt g5 e - x! e
Byt BRt t+1 Byt BRt t+1

Sous forme matricielle, les équations (6.2.30) et (6.2.31) deviennent

~ ) -
8et+1 Bet+1 - Bet+1 3et+l._
i apt aRt t ayt oR t+1
(-1 ' |- ~
[ _ _ - -
X X —, 90X + 3x <
ap 3R, "t Y R "t+1
t t t
|- = |
_|lek | e - 80 % = | |k . ek — = |89 . 3y —
et s x! - x! + Helgo— + a5— e - x! + e
Bpt aRt t Bpt BRt tfh oy, aRt t+1 ayt BRt t+1
ou, plus simplement,
~ s v N 5
(6.2.32) (-1 w']|._ L =t 1]



Notons que les &quations (6.2.26) et (6.2.32) peuvent s'exprimer sous

une forme un peu différente, soit

— —

S \%
1] =

[pt Y, 0] |s v]iz o0

S ?J
et

- _
S vV

[0 -1 91|s «v]=[t 7]
a

c'est-d-dire, respectivement,

1
o

*f * =
pt S

~ ~

p*v S* = [t T]

Les propriétés empiriques des fonctions de demande se résument donc par

la propriété d'additivité suivante

(6.2.33) (61 px' + 8, p*'] 5% = 6,[¢ 1)

Nous verrons dans la section suivante que cette propriété, sans 8tre
comparable 3 la richesse d'une structure locale de Slutsky, sera large-
ment suffisante pour &laborer une théorie de 1'optimum dans le cas oll

les anticipations sont représentées par des fonctions arbitraires.
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6.3. L'optimum

Tout comme 3 la section 2, nous traiterons du probléme de 1'op-
timum temporaire dans le cadre d'une €conomie d'échanges (la production
€tant supposée exogéne). Par conséquent, 1'€conomie que nous considé-

rons, consiste en £ consommateurs indicés PaEr L = 15520 oo R

Rappelons bri&vement les contraintes que nos valeurs doivent
respecter afin que les &tats optimaux qu'elles vont définir, soient des

€tats réalisables. Ces contraintes sont

B ; :
e 300 s U, (e
2 e - . o
(6.3.2) 151 et+1(pt’ Yes Rt) =0
bimig e

Les deux premiéres contraintes (6.3.1) et (6.3.2) sont, en gros, les mé-
mes que nous avions considérées 3 la section 2.4, sauf que les fonctions
de demande ne dépendent Plus que des prix courants et de la richesse
courante (les anticipations n'apparaissant plus comme variables explica-
tives). Elles traduisent respectivement 1'équilibre sur le marché des
biens courants et la conservation des flux financiers. La troisidme
contrainte, quant i elle, est tout 3 fait différente. En effet, nous

avions alors

| e e
(2.4.1) S AL
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ce qui traduisait une hypothése affaiblie d'anticipations rationnelles.
Ici nous imposons aux anticipations (qui sont incorporées dans les fonc-

. =1 —i
tions de demande Xi» €

chés futurs (6.3.3)?! via les demandes planifiées xl, tout comme elles

respectent 1'équilibre des marchés courants.

Puisque nous posons le probléme de 1'optimum temporaire dans

1'espace dual, nous allons définir la fonction d'utilité indirecte sui-
vante
VPes Yoo R Fulx s vy RIS X(0ys Y, RD)

Cette fonction va nous permettre de déduire les identités de Roy "tempo-
raires". En effet, dérivons cette fonction par rapport a Per Y, et Rt'

On trouve alors

33{ = 3x b
- du t Ju 3x _ t ~ 09X
(6-3.4) Vv :—__———-—-f-—-—:_——: )\ | R N >\ 1
P 9x Bpt 9% 3pt Pe Bpt Ytlp Bpt
X = 5% =
_ ou %t du 9x _ ~ 90X
(6-3-5) Vv = = N = )\p' = + )\Y ll)'-——
Yo o 3% v 8% 9v, t 9y, t e
dx, N dX. =
ou t du 9x _ t ~ 90X
(6.3.6) V = _:—_—+—.?—: }\p' — 4 )\Y w!____
Ry~ ax; aRt 3% Ry t BRt t BRt

Considérons Vp + vp §%, c'est-d-dire 1'opération qui consiste a4 addi-
t t
tionner 1'équation (6.3.4) 4 1'équation (6.3.6), cette derniére ayant

déja €té postmultipliée par le vecteur E%. Ceci nous donne

'Qui dépend évidemment de W.
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~TT 8— - -
- - 't t — ~ ] 9x X —
v + v X! SAD! Is—+ 0= x!| + Xy, ' |==—+ = x!
P, R, 7t t apt aRt t t apt aRt t

qui, en tenant compte des équations (6.2.30) et (6.2.24), devient

o 8K+8K ;v ;(v __3_5()_4_8_@1_-,

(6.3.7) v. + v x!' = Ay — + T - X
P R, 7t t Bpt aRt t Bpt BRt t
c'est-d-dire
! = +
(6.3.8) vpt + VRt x{ = A Y, t

Une opération semblable utilisant les &quations (6.3.5) et (6.3.6) et

tenant compte des équations (6.2.31) et (6.2.25) nous permet d'obtenir

. - 3 . K — =, |8y . By —
(6.3.9) v, + v e = Ay —_—+ = e - x! + e
Ye Rt t+1 t Byt BRt t+1 Byt BRt t+1
ou, plus simplement
(6.3.10) th + vRt Cpp SAY, T

Les équations (6.3.7) et (6.3.9) ou, (6.3.8) et (6.3.10),sont les iden-

tités de Roy temporaires que nous cherchions.

Le probléme de 1'optimum temoraire revient 4 minimiser le

lagrangien suivant
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L 2 £ 2 ~
: 1 1 1 1
Min £(pt, s Pes Yoo Yeo Rt’ e, Rt’ at, .., o, Moo ¢t’ )
. i i, & i i z = .1 i i
= Lo vilpe, v, R - Te |2 X P Yo R - W,
i=1 i=]
S oSl I~ S R R
- d)t Z et+1(Pt, Yt, Rt) - 7! Z X (Pt, Yts Rt) - W
i=1 i=]
Les conditions de premier ordre de ce probléme sont
ot s L erad i =i e N BPNE N
(6.3.11) £b% D a vp1li ﬂt[axt/Bpt] ¢t[8et+1/apt] T 9x /Bpt] 0
1=1, 2,
ii =i ,n i =i T DN
(6.3,12) £Y% D a VY% - ﬂé[axt/ayt]-¢t[3ei+l/ayt] - W'[Bxl/aYt] =0
1 =1, 2,
i i =i a0 —i i ST R |
(6.3.13) £R% Do VR% - ﬂé[axt/BRt]— ¢t[8et+l/8Rt] - m'[3x /8Rt] =
i=1, 2,

auxquelles s'ajoutent les dérivées par rapport 3 chacun des multiplica-

R ~
teurs A%, ..., A", T b, et m,

Aprés quelques opérations €lémentaires, les conditions pPeuvent

s'écrire sous la forme
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ie i, A=ty dcd L i
[a [Vp% + VR% X, 1 a [VY% + VR% et+1]]

B, 9, ., S
(6.3.14) it % i T Ct+1
ENES 3y, oR
[5et et = el
_ ~ t+1 t+l  —it t+1 t+1 —i _
= [n! ¢, 7m') = + i X — + - i=1, 2,
t 3 1 aRl t 3 1 8Rl t+1
| P t | Ve t
8—1 i, [ = ~i
X, 9x ;1 9X + X <!
i i 7t i 1 Tt+l
Py Ry Oy Ry
- et

ce qui, en tenant compte des identités de Roy temporaires et de la nota-

tion introduite 3 la section 6.2, devient

(6.3.15) [rl ¢, mis*t=ab A Y, (8 1 i=1,2, ..., %
Or, le probléme du consommateur que nous avons &tudié 3 la section pré-
cédente, nous a permis d'établir la propriété suivante (concernant la
matrice S*)

— .. . S ~i _
(6.3.16) (61 pr + 6y p*' 1t s+t =0y [£8 TT] i=1,2, ..., &
de sorte que, en combinant les équations (6.3.15) et (6.3.16), nous

obtenons

(6.3.17){[6] pr* + 63 pi1v - (w1 ¢ 71) sl = pel
t t

t
Q
[N
>
[N
-
o+ R
"
~
ct
—
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i w'ﬂt i W'
Posons 61 = T 82 = T (pour i =1, 2, ..., L) et normalisons par
w'pt w'p

-~

rapport i W'Wt. Les &quations (6.3.17) deviennent alors

i 1

* s T ot '
Pe MTP e b T gl
w'p1 w'm Q'ﬁl W't w'm_ w'm
t t
1 W'T 1,1 1 i 1
= 7 - o A e [t I i=1, 2, , 2
whr o lw!
t
ou encore
il ~ o~ ~ o~ —vl' ~
Py 1 i W' w'mt p Wé ¢t ! )
(6.3.18) Yx - - 5*1
wipd gt V't g /0 wrowip | e wir wrn
Pt t t t t t
1 W igi i) i ~i
= T - X v [t ] ti=1, 2, ..., %
win_ fw'p
t

L'optimum temporaire, dans ce cas-ci, est donc caractérisé par les équa-
tions (6.3.17) ou (6.3.18). 1I1 est clair que sous sa forme actuelle,
cette caractérisation n'est pas facilement interprétable. ('est pour-
quoi 3 la section suivante, nous 1'examinerons sous diverses hypothéses
particuliéres dans le but de trouver les différentes interprétations

qui en découlent. Néanmoins, si le c6té droit des équations (6.3.17)

. i,i i, . .
ou (6.3.18) est nul (par exemple, si B = a A Yt) > 11 est relative-

ment facile de remarquer les faits suivants. Premidrement, la matrice

Les virgules qui apparaissent dans les crochets (vecteurs) ne sont 1a
que pour faciliter la tiche du lecteur. Elles constituent un écart
par rapport 4 la notation vectorielle usuelle,

’Ce qui est le cas lorsque nous retenons 1'hypoth&se affaiblie des anti-
cipations rationnelles (voir chapitre 1, section 2.4),



i . ~ ~ _ . L
S*" étant une matrice (n + n;) x n, 1'équation (6.3.18), ainsi trans-

formée, peut admettre jusqu'a n, solutions. Puisque nous ne connaissons

i - .
pas le noyau de S*°, nous ne pouvons connaitre ces solutions sauf la so-
lution triviale. Deuxi@mement, la solution triviale nous donne une ca-
ractérisation de 1'optimum légerement différente de celle obtenue au
chapitre 1. En effet, nous avions alors
L i
pt t .
T= 1i=1,2, ..., %
w'pt w'm

1 . W'yt ¢
i _ t - s
=7 |Yi - = =0 ! i=1,2, ...,2%
1] 1] 1]
w'p whm, whm

Dans le cas présent, les deux premiéres conditions restent vraies (des
Prix présents et des anticipations de prix futurs proportionnels d'un
individu 3 1'autre) mais la troisidme condition ne tient plus. Nous

avons maintenant

¢ 1 W'
t 1 .
= - oy Y*t - i1=1, 2, , L
t 1) W'
wim, w'p .

Le multiplicateur ¢t, qui apparaft comme &tant 1'écart optimal entre

le facteur d'escompte réel privé Y:l et le facteur d'escompte réel so-

N~

. w'r . .
cial ey pra n'est plus nul. De sorte qu'a 1'optimum, les facteurs
t ,

'Nous avons montré qu'a 1'optimum, le multiplicateur ¢ _ est nul, ce qui
nous permettait d'obtenir 1'€galité des facteurs d'esCompte réels.
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d'escompte réels privés ne sont plus &gaux. Finalement, la caractérisa-
tion fournie par la solution triviale nous permet de conclure qu'un équi-
libre temporaire (tel que défini 3 la section 2 par les équations (2.2.1

et (2.2.2)) est un optimum temporaire.

6.4. Interprétation des résultats

Dans cette section, nous allons examiner les différentes inter-
prétations que 1'on peut tirer des conditions qui caractérisent 1'opti-
mum temporaire, les €quations (6.3.17) ou (6.3.18), lorsque les antici-
pations sont représentées par des fonctions arbitraires. Pour ce faire,
écrivons d'abord les équations (6.3.18) sous une forme qui soit plus fa-

cile a interpréter

il

1 . W'y T % -
(6.4.1) o=y (vt - S O T 5
1 1 W' 1 1
w'p, w'p T, Wimoowim
viopt 1| wF
~i i.i i ~i i
= - T - o+ - o Ay [t 7]
1 t ] lrn- w'
wimo w'p whT Wi
1 =1, 2, , L
ol
~ [t v
St 7] i i
) Vv

est la matrice d'effets de substitution-complémentarité temporaire;
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Lt = (8t §i

est la matrice d'effets de substitution-complémentarité pour les deman-
des futures!. A partir de (6.4.1), nous allons &tudier quatre cas dif-

férents, chacun de ces cas correspondant 3 des hypothéses spécifiques

cas 1 : le cbté droit de 1'équation (6.4.1) est nul? et 1a matrice Si

est de rang n-1;

cas 2 : le cBté droit de 1'8quation (6.4.1) est nul et le rang de la

. i NP N
matrice St est inférieur i n-1;

-~

cas 3 : le cBté droit de 1'équation (6.4.1) est non nul, la matrice Si

W't 1 i 4 i_oi.i iy
~’~1_a }\ Yt (62—(}, A Yt))

w'p

cas 4 : le cbté droit de 1'équation (6.4.1) est non nul et 7 est nul?,

est de rang n-1 et

-~ -~ -~

. 1 . . .
lAutrement‘dlg? S, est une matrice (nxn) et correspond aux n premiéres li-
gnes deS*1; L1 esSt une matrice (n2 x n) et correspond aux n, derniéres
lignes de S*1,

2Ceci pouvant s'obtenir de diverses fagons, par exemple, si
~i ~ ~ o~ L.,
il w'm 1,1 i
E-= T e e AN

w'p1 w'n w'p

*Notons que 7 = 0 n'est pas une hypoth&se en soi. I1 s'agit plutdt ici
d'€tudier la caractérisation de 1'optimum lorsque 1'on respecte entieé-
rement les anticipations des agents, c'est-d-dire lorsqu'on 1'on ne
considére pas la contrainte portant sur les marchés futurs (6.3.3.)
dans le probléme de 1'optimum, De fait, en résolvant ce nouveau pro-
bléme, on trouverait exactement 1'expression (6.4.1) lorsque 7 = 0.



Cas 1
Sous les hypothéses du premier cas, 1'équation (6.4.1) devient

pi' 1 W' ! ¢
(6.4.2) L Yt -0 =1, 2,

w'p1 ﬁ'ﬁl t w'n w'n_w'n t

t t t
Puisque nous savons que
Py St =0 i=1, 2, s, L

€t que nous avons supposé que Sl est de rang n-1, seule la solution tri-
viale sera admissible pour 1'équation (6.4. 2). Cela implique que 1'op-

timum, dans ce cas-ci, est caractdrisé par

i m
Py t

w'pi w'n
t

it

ce qui correspond & ce que nous avions trouvé i la fin de la section

précédente, mis 3 part le fait que l'optimum n'impose plus la propor-
tionnalité des anticipations de prix futurs. Encore une fois, 1'équi-
libre temporaire, tel que défini 3 la section 2.2, est un optimum tem-

poraire?,

'Woir 1'équation (6.2.26).

*Nous aurions pu trouver les mémes résultats en post-multipliant (6.4.2)
par l'inverse généralisée de S1 Nous utiliserons cette méthode lors-
que nous étudierons le cas 3,
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Cas 2

Pour €tudier ce cas, nous utilisons €galement 1'équation
(6.4.2) en supposant que le rang de gi est inférieur i ;—l. Dans ce
cas, nous savons que le vecteur ;i appartient toujours au noyau de gi
mais nous ne connaissons pas les autres vecteurs qui le composent, de
sorte que l'équation (6.4.2) admet possiblement plusieurs solutions.
Autrement dit, 1'équilibre concurrentiel n'est plus la seule facon de

réaliser 1'optimum temporaire® et mnous avons, en principe, beaucoup

plus d'institutions i notre disposition pour réaliser cet optimum?.

'Comme il 1'était au chapitre 1. Nous avions alors montré que 1'opti-
mum temporaire se caractérise par

Pi Pj
t. = t. i =1, 2 L

, i , J > J > 3 >

WPy W |2

*i = *j

Y t Yt

en supposant w'pr = wip? i, j =1, 2, .+.» &). Si, de plus, nous norma-
194 p P P

lisons les prix présents de la méme facon pour tous, 1'optimum se carac-
térise par un seul systdme de PTix pour tous les agents.

2Toutefois, il est tout 3 fait légitime de s'interroger 3 savoir si un
tel cas (rang de S% < n-1) est plausible. En fait, nous croyons que,

via le théoréme de Sard (voir (37)), nous pourrions montrer que les
allocations de biens correspondant & une telle situation, appartiennent

d un ensemble de mesure nulle. D'oli, i notre avis, la non pertinence
d'insister plus longtemps sur un tel cas.



Cas 3 :
Le troisiéme cas s'étudie 3 1'aide de 1'&quation suivante
i ~ o~
1 - w' ! -
pt ‘ 1 i t ¢t 1
(6.4.3) rand 7 Y - - 3 S
1 1 ~IN1 t 1 t 1 t
W'pL w'p Wi whm wihm
~ o~ it ~
w't p ' ~3
= - — - L i=1,2, ...,
wl 1] w'
T, W'D T

Un premier examen de 1'équation (6.4.3) nous permet déji de remarquer
que la concurrence parfaite ou un équilibre avec un seul systdme de prix

pour tous les individus ne sera jamais un optimum de Pareto. Mais pous-

sons notre examen un peu plus loin.

. . o . . ol
Dans un premier temps, cherchons 1'inverse généralisée de St’

i Zi

c'est-3-dire une matrice Hi qui soit telle que Si Ht Si = Si i=1, 2,

-~

., ). Cette matrice Hi aura la propriété

~nit
Wp,

723
jonipy

"
—

>

]

(6.4.4)

A/\i

U
wpt

Ensuite, post-multiplions 1'équation (6.4.3) par Hi. En tenant compte

de (6.4.4), cela nous donne
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i! ~ o~ , AAi'
Py 1 iowm Tt % "Py
(6.4.5) e N - , I~ - :
w’p1 ;'51 t whm w'n_ow'm n Q'ﬁl
t t t t t
v Pt g
P “ing
= - — - L™ H
1 'Nl ' t
w'T_ w'p Wi
[
. w! '
Pt i n Te %
=> — — [y* - " R
1yl a1 t ' ' 1
W'p, W'p whm, wiT W
T N
= _ N Ll Hl 1
Wit W'Dt w'm t
t t.
ou, plus simplement,
~'~ ~il “"
w'm p 0 ~i A
(6.4.6) [t t,] = - — - L” H i=1, 2, , 2
w’ w! 1
m.w'p Wi,
ol t' = [t] tplest un vecteur de taxes.

Pour voir dans quels cas ces taxes seront positives ou négati-

. s A . i i i .
ves, examinons d'abord la signification de L Hi. Ht etant 1'inverse

P - oi .
généralisée de St’ elle aura donc 1'allure suivante

'Pour obtenir ce résultat, nous avyons posé que wpy) (c'est-a-dire la der-
niére composante du vecteur de poids w) est nulle, Nous avons donc uti-
lisé la méme rdgle de normalisation qui nous avait permis d'établir 1'ex-
pression générale (6.3.18),



.

e
apt\¢
Pe
—
N 3xt/
Hy =
t 3 i\c
e
-
axt,
de sorte que
i~ TB;I C 8;(1 C
L H =}||— —
t 1 1
Bpt BYt
ax \© [ ekt \©
T = =
th 8et+l
Ainsi, 1'&quation (6.4.6) devient
wroptt
it i P
[tl t2] = _ o -
1 1 1
wiTow'p whm,

1 \c
8pt
-~
8et+1
i\c
Byt
_i
8et+l J
i\c i
Gl Iy
— —i
0%y €1y
ilc i
oy i
= —
th Bet+l
s \© [ a5t
= =
th 8et+l

ou bien, pour faciliter 1'écriture de ce qui suit,

.
(6.4.7) [t] 5
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- . it . . P .
Pour connaftre le signe de ty] , 11 faut examiner simultanément le signe
i i ~ . . i,
de A' et B' alors que pour déterminer le signe de ty, 11 faut regarder
. i i . . i
le signe de A” et C°. Faisons cet €xercice pour tj en posant les con-

ventions suivantes

i s o . . e .
a) A° > 0 signifie que les anticipations de prix futurs de 1'individu i
sont supérieures 3 celles du planificateur. Ceci définit pour nous

un individu pessimiste;

i . . . . g . .
b) A" < 0 correspond 3 la situation contraire (l'individu i est opti-

miste) ;

c) Bi > 0 signifie que 1'individu i concoit le futur et le présent comme
€tant complémentaires de sorte que sa consommation future varie dans
le m@me sens que sa consommation présente. Par exemple, une hausse
de sa consommation présente entraine une hausse de sa consommation

future;

d) B* <0 correspond au cas ol 1'individu i congoit le futur et le pré-
sent comme €tant substituts de sorte qu'une hausse de la consomma-

tion présente sera suivie d'une baisse de la consommation future.

< 1 i . - -
De plus, les cas ol A et B sont de signe opposé, dénotent
g P ’
. .o d i N .
des comportements "extrémistes" alors que si Al et B” sont de mBme si-
q
gne, les individus auront des comportements ''modérés'. Pour illustrer
. . . i i i .
Cecl, examinons le cas suivant : A" > 0 et B > 0. A" >0 signifie que

I'individu i est pessimiste dans ses anticipations de prix futurs de



sorte qu'il aura tendance 3 devancer sa consommation future 3 la période
présente. Par contre, Bi > 0 implique qu'une hausse de sa consommation
présente entrafnera une hausse de Sa consommation future, Ces deux réac-
tions contraires se complétent pour donner ce que nous convenons d'appe-
ler un comportement "modéré", Sinon, si les réactions vont dans le méme
Sens, nous serons en présence d'un comportement '"extrémiste'. Finale-
ment, en examinant la structure de 1'équation (6.4.7), on se rend compte
que si Ai et Bi sont de méme signe, t} sera négatif alors que si Ai et

Bt sont de signe contraire, t% sera positif. Notre mod&le nous améne
donc & conclure que les individus 3 comportement '"modsré" seront subven-
tionnés alors que nous devrions taxer les individus a comportement extré-

miste,
Cas 4 :

Suivant les hypothéses spécifiques du quatridme cas, 1'équa-

tion (6.4.1) devient

i

P * m! ¢ -
(6.4.8) LSRR S (U N h

w'p1 w'p1 wit_ w'n t

t t t
= - [t T ] i=1,2, ..., 2
t
Wi

Déja, a ce stade-ci, nous pouvons remarquer que dans ce cas spécifique,

1'équilibre concurrentiel ou un équilibre 3 prix uniques ne sera jamais
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un optimum de Pareto (@ moins, bien sfir, que le c6té droit de (6.4.8)
ne soit nul'). Afin de faciliter les manipulations qui vont suivre,

écrivons (6.4.8) sous sa forme la plus simple, soit

PO o s
(6.4.9) trstapl = o — it

~1 ~i .
t ‘Pt Tldpy i

"
—
Al
3]
-
A d
-~

. ol 7i_ T ~i
Pui sque St dpt dxt lorsque Py

|
i .
dxt = 0, c'est-a-dire lorsque le revenu

réel courant est constant, (6.4.9) devient

ai Ai Yi
t' dxi = - t [t1 Tl]dpl
t Wt t
t
c'est-d-dire
iLii ~i ~i ~i ~i k
n~ o~ o ATy oK K™ .., — | oY 21/
i_ t i ~ i i
t' dx, = - = t —— x - X' =t —— X dp
t W' apt 3RY t 3pt 8Rl t t
t Py t Pt t
i=1, 2, , £
!C'est ce que nous obtenons lorsque th =1 =0 (¥Vi), c'est-d-dire lors-

que les fonctions d'anticipation sont indépendantes des prix courants
et de la richesse courante. Ceci correspond aux fonctions d'anticipa-
tion étudiées au chapitre 1.




Ainsi, le rendement fiscal marginal (lorsque le revenu réel
présent est constant) est proportionnel a la variation du revenu réel
futur, suite 3 une variation compensée des prix présents, Notons fina-
lement que cette formule du rendement fiscal marginal est tout & fait

similaire aux formules que nous obtenons dans un modéle de second rang

d la Boiteux,
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CONCLUSION



L'un des principaux résultats qui se dégagent de cette thése,
€St queé nous savons mieux maintenant comment poser le probléme de 1'opti-
mum temporaire, Comme c'est souvent le cas pour les concepts nouveaux,
la réponse ne méne pas i des caractérisations définitives de cet optimum
temporaire et reste méme au stade exploratoire. Nous disposons néanmoins
des techniques et de I'instrumentation pour mieux y arriver. Cela consti-
tuait 1'un des objectifs premiers de notre th&se et nous croyons l'avoir
atteint en bonne partie. Que la théorie €labor€e n'ait pas le caractdre
robuste et général que nous aurions espéré obtenir (en particulier, il
semble qu'elle dépende beaucoup des hypothéses que l'on fait et de la
forme que prennent les anticipations), s'explique de diverses facons.
Pour le voir, le plus simple serait de faire rapidement le tour des ré-

sultats obtenus.

Dans la premiére partie de la thdse (chapitres 1 et 2), c'est-
d-dire la partie qui consistait A mettre en place l'instrumentation qui
permettrait, par la suite, de voir plus clair dans la question, les ré-
sultats obtenus, surtout concernant 1'optimum temporaire, sont "attendus'".
La plupart du temps, ils ne font que confirmer des intuitions ou des con-

jectures déji émises par certains auteurs qui s'étaient aussi intéressés

au sujet mais d'une facon moins directe. Pour y arriver, nous avons



travaillé principalement avec deux hypothéses concernant les anticipa-
tions. D'abord, il semblait naturel d'étudier, au niveau de 1'optimum,
1'hypothése des anticipations ponctuelles exogénes sous sa forme la plus
simple puisque cette méme hypothése avait été retenue pour 1'étude du
comportement individuel des agents (consommateur et producteur) et puis-
que, pendant longtemps, ce fut I'hypothése principale en micro comme en
macro. Ce n'est que par la suite que nous nous sommes intéressés i la
caractérisation optimale des anticipations comme telle. Les anticipations
ont alors &té& considérées comme endogénes au niveau de la société et nous
avons retenu une hypothése affaiblie d'anticipations rationnelles. Dans
un cas comme dans 1l'autre, tous les résultats obtenus cofncident ou sont
cohérents avec ce que nous connaissions déja sur I'optimum intertemporel.
En fait, dans la mesure ofl notre modéle a &té Elaboré en partie pour con-
tenir le modéle traditionnel, il aurait &té& étonnant de trouver des r&-

sultats tout i fait différents,

Par contre, la deuxiéme partie (chapitre 3) qui se voulait sur-
tout des applications ou des extensions de l'instrumentation mise en pla-
ce, nous réservait des surprises, surtout la section 6 sur les fonctions
d'anticipations arbitraires. Par exemple, les identités de Roy trouvées
d la section 6.3 (les équations (6.3.8) et (6.3.10) sont tout 3 fait géné-
rales et pourraient servir 3 &tudier d'autres hypothéses quant aux antici-

pations. Comme cas particulier, elles contiennent les identités dérivées

au chapitre 1, Par ailleurs, nous avons montré que sous certaines
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hypothéses, 1'équilibre temporaire concurrentiel ou l'équilibre tempo-
raire avec un seul syst8me de pPrix pour tous les agents ne serait jamais
un optimum temporaire. Toutefois, ce résultat ne nous alarme pas puis-
que, comme il a €té montré par Grandmont [17], un tel équilibre ou un
équilibre semblable, a dans ces hypoth&ses peu de chance d'exister,

Sans tous les énumérer, disons que la diversité des résultats obtenus au
chapitre 3 nous a fait réaliser 3 quel point notre théorie n'était pas
aussi robuste que nous 1'aurions espéré. A cela s'ajoutait le fait que
les résultats de la premidre partie de la th&se dépendait largement des
hypoth&ses retenues. De sorte que, comme nous l'avons mentionné plus
haut, la réponse au probléme de 1la caractérisation générale de 1'optimum
temporaire reste encore i explorer. Néanmoins, & défaut d'avoir fait le
tour complet de toutes les hypothéses sur les anticipations, nous dispo-

sons maintenant des techniques pour le faire,

Les résultats obtenus dans cette thése 1'ont €té en étudiant
des modéles assez simples. Toutefois, il est clair que ces modéles pour-
raient fgcilement 8tre &tendus. Une premidre généralisation pourrait
consister d introduire un deuxi&me actif financier, 1'un des deux actifs
financiers pouvant &tre la monnaie. Nous croyons que cette généralisation
permettrait de voir des liens intéressants entre notre modéle et certains
modéles macroéconomiques. Une autre possibilité serait d'examiner un mo-
déle d'optimum avec rationnements quantitatifs. Ep particulier, il serait
sans doute trds instructif de voir comment les résultats obtenus dans cet-

5 . s o . .
te theése seraient modifiés par l'introduction de rationnement sur le marché

de 1'actif financier.



D'un autre point de vue, si nous voulons dans 1'avenir établir
correctement les liens qui existent entre la macroéconomie et la micro-
€conomie, il nous apparalt essentiel, au préalable, de transposer la théo-
rie microéconomique traditionnelle dans un contexte temporaire, En un
certain sens, cette thése répond en partie 3 cette exigence. D'une part,
nous disposons maintenant d'une théorie du consommateur dans un cadre
temporaire qui soit fort convenable, De fait, le probléme du consomma-
teur, en plus de fournir les résultats nécessaires a 1'élaboration de la
théorie de 1'optimum, est en soi trés intéressant parce que cohérent avec
le reste de la théorie. I1 offre un modéle avec épargne qui ne soit pas
ad hoc et ses implications empiriques fournissent des restrictions a
priori a 1'économétre. D'autre part, la théorie du producteur dans un
cadre temporaire, bien qu'elle soit peut-8tre moins i point que celle
du consommateur offre aussi des avantages trés semblables. Entre autres,
elle nous permet d'analyser les activités du producteur sur des marchés
au comptant. De plus, elle est assez souple pour permettre plusieurs
structures de délais dans les processus de production. Enfin, malgré
les réticences que nous avons émises quant i la robustesse de 1'optimum
temporaire tel que présenté ici, il reste toujours que bien poser le pro-
bléme de 1'optimum dans un cadre temporaire fait aussi partie des prére-
quis dont nous parlions plus haut. De ce point de vue, les résultats de
Cette thése qui concernent 1'optimum temporaire, nous ont permis d'avan-

cer dans ce sens,
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Une derniére remarque sur les liens qui semblent exister entre
I'optimum intertemporel et 1'optimum temporaire, Comme nous 1'avons dé-
ja mentionné au début de la section 2, tout dépend du point de vue adopté
par le planificateur. S'il cherche & implanter un optimum sur plusieurs
périodes (optimum intertemporel) par &quilibres temporaires, il ne peut
espérer qu'un marché d'actifs nominaux soit suffisant pour le faire. 11
doit alors imposer des contraintes plus sévéres 3 1'ensemble des valeurs
qui définissent les allocations accessibles ou réalisables. Par exemple,
il pourrait imposer une contrainte sur la circulation de 1'information
de mani&re 3 s'assurer un certain consensus quant aux anticipations des
agents. S'il cherche plutdt i réaliser un optimum d une période donnée
(optimum temporaire), son probléme sera tout i fait différent suivant

qu'il s'intéresse ou non aux anticipations des agents.

-~

S'il y a une legon générale i tirer de 1'analyse présentée dans
cette thése (et ici nous rejoignons parfaitement Grandmont dans la con-
clusion de son livre), c'est que 1'un des aspects les plus importants de
nos économies est que les agents anticipent certaines valeurs avant de
prendre leurs décisions. Il ne s'agit donc pas tellement d'&tudier tou-
tes les formalisations possibles et imaginables quant aux anticipations
des agents mais plutdt de comprendre comment les agents anticipent, c'est-
a-dire en quoi consiste leur processus d'apprentissage si un tel processus
existe. Une fois cette question résolue, nous pourrons alors espérer un

caractére plus définitif pour la théorie de 1'optimum temporaire.
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APPENDICE 1

Preuves des résultats concernant la théorie du
consommateur dans un cadre temporaire

Avant d'énoncer les propositions, nous allons d'abord &tablir

quelques conventions. Nous supposerons que les préférences du consomma-

teur! sont représentables par une fonction d'utilité u définie sur une

. ni+n e -
partie ouverte de R'! 2 et ayant les propriétés suivantes

H1.1 : ue C2(A, R) ofi A est une partie ouverte de R™M1*M2

H1.2 : u ~ >0

X, X
H1.3 : &' U £ <0 pour tout £ ¢ { ¢ Rn1+n2 , E#0, & u
t
Conventions
i) ul ~ = Ju du  Ju Ju
X Sl ... =
t ] 1t ax ax X

'Nous laissons tomber dans cet appendice 1'i

ndice i qui désigne habituel-
lement de quel consommateur il s'agit.
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FBZu 924 3%u 32u 32u
2 ~ ~
Bxlt Bxlt 3x2t axlt anlt Bxlt Bxl Bxlt 8xn2
32u 52u 92u 52y 9%u E
2 > o
BXZt Bxlt 8X2t szt Sant 8x2t axl szt BXDZ‘
ii) U =
92y 32u 32u 9%u 92u
= " " =, = =
8x1 Bxlt 8x1 8x2t Bxl anlt Bxl Bxl anz
9%u 92u 52y 32y 9%u
X 3% 9 X X 9% x2
anz Bxlt an X, 0 an2 anlt axn2 8xl an2 1
ou
rbx X XX
t 't
u=| ¢t
U~ U~~
XX, XX J

Avec les conventions précédentes, le probléme du consommateur

revient @ maximiser le lagrangien

(A1.1) L(xt, et+l’ X, A, W) =

dont les dérivées partielles sont

i 1
u(xt, x) - )\[ptxt + Yi€isg - e, - Rt}

- k]



.

(A1.2) th : uxt - Ap,
(A1.3) Let+l : —Ayt + u

(Al.4) Ly : us - up

(A1.5) LA : ~p£xt - Ytet+l + e, + Rt
(A1.6) L, : X+ e, * K

et s'annulent au point ol le vecteur (xt €1 §) est optimal (étant don-

t+

né les systémes de prix , et N, les revenus R_ et k et 1'épargne
y P Per Yy p t parg

cumulée et).

L'équilibre du consommateur se caractérise par les égalités

(A1.7) u o = kpt
t
(A1.8) Ayt =u
(A1.9) u; = uUp
(A1.10) pjcxt + Yt €iv] T et = Rt
(A1.11) p'x-—et+l =k

Les relations (Al1.2) a4 (Al.6) forment un systéme de n;+n,+3 équations

entre 2(n;+n,+3) + 1 variables, (xt, e i, A, u) d'une part et

t+1’

= v 1
(Pt, Ye» Res e, P, k) d'autre part,
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PROPOSITION A.1 : Si la fonction d'utilité u satisfait aux hypothéses H1.1,

~

H1.2 etHl.3alors lesfonctionsckedemandext, et+1 et x
et les fonctions A et p existent et sont continfiment

dérivables.

Preuve :

Les équations du systéme (Al1.2) i (Al.6) sont des fonctions

de classe C' sur un ouvert et ossédent une solution
P

0

0 X030 4,0 0 0 p0 .0 =0 0o
10 X AL, pd v RY, el pf, kO)

- 0 0
s (Xt’ et+

caractérisé€e par les égalités (A1.7) & (A1.11).

Soit la matrice U, la dérivée du systéme (Al.2) i (A1.6) par

rapport aux variables x_, Cipyr X A et u au point s

t
qJ 0 U 0 |
X -P
XtXt XtX t

0 0 0 Y 1

U= U;x 0 U;; 0 -p
t
-p% Y 0 0 0
0 1 -p! 0 0_]

Nous devons montrer que la matrice U est de rang maximal, Supposons le

contraire. Alors il existe un vecteur
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(o

B

a={y]| #0
§

)

avec o ¢ R™!, B ¢ R, vy e R, § et ne R, tel que U o = 0. Donc

(Al1.12) 3] a+U >~y -p §=0
X X, X, X t

(A1.13) Yt §+n=0

(A1.14) U;Xt a + U;; Y-pn=20
-n'! - =

(A1.15) Py O - Y, B=0

(A1.16) B-p'y=0

Ainsi, d'une part, en prémultipliant (A1.12) par o' et en utilisant

(A1.13) et (A1.15), nous trouvons

(A1.17) a' U a+a'lU ~vy+nB =0
XtXt XtX

et,d'autre part, en prémultipliant (Al.14) par Y' et en utilisant (Al.16),

nous avons

1 ~ ! ~ - =
(A1.18) Y Uth o+ Y UXX Y -Bn=0

Donc (A1.17) et (A1.18) nous donnent
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{ t ~ ' ~ ' ~n =
(A1.19) a Utht o+ o Uth Y + vy Uth o+ y UXX Y 0

De plus, (A1.15) et (Al.16) impliquent
Py @+ Yy p'y=0
=> ) p% o+ A Yt 5' Y =0
(A1.20) = ul a+usty =

t

par (Al.7), (Al.8) et (A1.9).

De (A1.19) et (A1.20), nous avons nécessairement [i] =0 (si-
non la propriété H1.3 ne serait pas satisfaite). Mais [?] = 0 implique

B=0,8=0etn=0. Do la contradiction.

Puisque la matrice 0 est de rang maximal, le théoréme des
fonctions implicites nous assure 1'existence des fonctions dans un

0, €9, p% k9. Nous pouvons donc écrire les

voisinage N de (pg, yg, RY, el

fonctions suivantes :

(A1.2D) X =X(p,Y,R,e,I;,1:)
t tot t t t fonctions de demande 'tem-

- . poraires'" ou courantes
(Al1.22) €ipy = et+l(pt’ Yoo Rt’ €. P, k).J
Tz S fonctions demande 'pla-
(A1.23)  x = X(Pys Yer Reoeo Py K) nifiées" ou futures

(A1.24) )\ = )\(Pt, Yt: Rt: etl P, k)
(A1.25) yu = H(Pys Yoo Ri» e Py K)
avec xt, et+1, §, Aet ue C'. Nous avons ainsi les fonctions de deman-

de recherchées. ¥



e

Par une application du théoréme des fonctions implicites,
c'est-d-dire en remplacant les fonctions de demande (Al.21) & (Al1.25)

dans les équations (A1.7) & (A1.11), celles-ci deviennent

(Al.26) uxt(xt(pt, Yt’ Rt’ et, ps k}) = A(pt, Yt’ Rt’ et, p, k) p

~ ~ ~ ~

(A1.27) A(pt, Yoo Res e.» Ps k) Y, = u(pt, Ve Res e.» P, k)

~ ~

¢» €5 Py K))

H]

(A1.28) u s v, R HPes Yoo Res e py k) p

(AL.29)  pix (p.s v, Rer» €0 Ps K v e (o, Yer Res 6o py k) - e
~'~ ~ ~ _ -~ ~ - ~
(A1.30) P'X(Pys Yes Re, e, p, k) et41(Pes Yoo Riv ey p, k) =k

pour tout (pt, Yt’ Rt’ € 5, E) € N, c'est-d-dire sur tout le domaine
od les fonctions de demande sont définies. Ces identités et leurs déri-
vées par rapport a pt, Yt’ Rt’ et, 5 et i vont nous permettre de carac-
tériser la matrice jacobienne des fonctions de demande et la matrice

de Slutsky compléte. En effet, dérivons les identités (Al1.26) & (A1.30)

par rapport 3 Pes Yoo Rt’ ey p, k. Nous obtenons

t
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et

(A.1.31)

0

U
XX
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1'équation fondamentale de la théorie du consommateur (lorsque le pro-

bléme du consommateur se pose dans un cadre temporaire).

Considérons

un des inverses @ droite du membre droit de 1'équation (Al.31) (cette ma-

trice poss&de plusieurs inverses 3 droite car elle n'est pas carrée).

En postmultipliant 1'équation fondamentale par cet inverse i droite, nous

trouvons

th th axt 8xt BXt th -
3¢  dyr 9P 3Ry 3k ge,
8et+1 Bet+1 Bet+1 Bet+1 8et+1 Bet+1
Pt vt ap 3R¢ 3k der
3x 9x 3x 3x X 9x
dp, Y, 3p R, 9k de,
AN dA 2 AN £ 3A
3p V¢ 3p R, 3k de,
ay oy ou oy 35 ou
Lapt Y,  9p 3R, ok de y
-
0 0
0 0
0 0
0 -1
-1 0




(Al

l ] Ix th ‘
T et —— X
© Ve | oop dk
de de
'} 'l_ —_— 4 '—E;—l— ;('
©AY, ap 3k
1 fax . 5x -,
T | e X
My jep 8k
113 sa -,
Tt o+t = x
Xye Lap 3k
L&, fug,
Aye [3p Bk

P e S N
A idpy B8R, 't N AT W
FUtht 0 Uxt; P, O 1 3et+1 L ol Bet+1 % 41
R Ry th x| ay, 3R,
0 0 0 Ve YWl - T .
~ 1| 3% 3% 1 1ax |, 3%
.32y ju= 0 U o - = e =y ==+ =
) XX, XX P A Ept aRt Xt X LY‘L aRt et+1]
-P; Y, O 0 O T T e e e
L&, 8, 13y,
i} 1 _51 0 0 A Bpt BRt A aYt aRt t+l
) -l
1109 . Jdu < 1 isp . 3u R
A [3py B8Ry A [3vy B8Ry T+l
F%l o 0 o o
0 1 0 0 o
=to 0 L, 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0o 0 1
L g
ou plus simplement
Uxd=z1
ni+n,+3

Dans 1la matrice ¢, nous retrouvons la sous-matrice K; (encadrée en poin-

tillé ---)




th th o axt th . ‘

[ .

Peiir Py . Féet+1 %€ i1 -

* x * €r+1

K* = i apt aRt R a'Yt BRt !
t

ax . B% _, 9x . X

o 3Rt av. 3R, Ct+1

Bpt dR¢ dvy  ORy

1

Yt

~

axt th N

—_— — X!

op ak

-

Bet+1 8et+1
ap 3k

dx . dx ~

— + —= x!

ap ok *

c'est-d-dire la matrice de Slutsky "compléte' 1&égérement transformée

(voir la section 1.4 sur les fonctions de demande et leurs propriétés

empiriques).

temporaire Kt (encadrée en pointillé — ..)

-

Ex X

t

@et+1

t

W, R,

t

0

1
Xt

S+l

+
Bpt

-
b

BRt

X'

-
Byt

~
8et+1

axt

+ == e

oR t+1

t

%€ 41

BYt

+
BRt

Ct+1

Cette matrice contient elle-m@me la matrice de Slutsky

—

Afin de faciliter 1'écriture le plus possible, nous introduisons les

notations suivantes

u* =

157




Avec cette notation,

(A1.32)

-

U*

ey
Pt

_E*v

_*
Py

i

*
Pt

u~
X

S

[,

Yt

| °

1'équation fondamentale (A1.32) devient :

-D* 11 =
P At

<
> bt
J
houl
< i
L.
1
b

ax*

t

0
P = | -1
P
BX;
- — I 0
ok n1+n2+1
- éé- =10 1
ok
ou
- 2k 0 0
ok

o)

S
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Proposition A.2 : Si la fonction d'utilitéd u satisfait aux hypothéses

HI.1, H1.2 et H1.3 alors les dérivées des fonctions de
demande temporaires et planifi€es se caractérisent par

les propriétés suivantes

i) K, = K
1i) K; = K*!
iii) it 13t = avec ;{ = [pt': Y, ]
iv) a) KXpr=0; b) K2 p* = 0
V) ;g 8§t/8Rt =1 avec ;{ = [x% et+l]

vi) @) pf' x*/3R_ = 1; b) pHs 3x¥/8k = 1
11 * ¥ ~: . iy =
vii) a) P! ax;/ak =0 ; b) p*! Bxg/BRt =0
viii) ! Kt T <0 pour tout E # th, 2 £ Rn1+1, 8 eR

ix) gt K £* <0 pour tout g* # 81p¥ + 6,p*%, avec r* ¢ RN1TM2tl

Preuve :
= 1
i) Kt K
~ ~ —~ Bt 2
Comme Uxtxt, Uxtx’ Uth et UXX sont symétriques (car u ¢ C (A, R) -

propriété 1 de la fonction u), la matrice U est symétrique. Ainsi, par

(A1.32), ® est aussi symétrique et donc Kt z Kt'
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1) K* = K*
11) ht :

Méme preuve que pour i) en utilisant la matrice U* et 1'équa-

tion (Al1.32)'.

-~

iii) Kt P, =0
Par (Al1.32), on a

“P l/A[axt/Bpt + BXt/SRt xé] - Y 1/)\[8et+1/3pt + 8et+1/8Rt xé] =0

et
-n! - =
P, l/A[th/Byt + th/BRt et+lj Y, 1/A[8et+1/8yt + 8et+1/8Rt et+1] =0

c'est-3-dire sous forme matricielle, pé Kt = 0.
A~ - ~y o~

- - ~
' = = 0= K = =K
Or, p. Kt ¢ Py 0 K 0 (car Rt kt).

t Pt

I
o
&
~

iv) a) K; P

A1

Par (A1.32)', on a directement p;' K; 0. Or,

* 1 * = => K*! * = => K* p* = * = rx
p: Kt 0 I(t P} 0 Kt p: 0 (car Kt Kt ).

* * =
b) Kt p* =0

Méme preuve que pour iv) a).

I
-

V) p% th/BRt =

Par (A1.32), on a

-pé(-axt/aRt) RACEE /3R.) =1

t+1

1 _5_Aaa A' - =
c'est-a-dire Py BXt/BRt 1.



vi) a) p;' Bx:/BRt =1

Directement par (A1.32)'. D'ailleurs vi) a) est identique 2

V).

b) p*' 3x#/3k = 1

Directement par (A1,32) ',

vii) a) p3’ ax;/aﬁ =0

Directement par (Al.32)',

vii) b) p*! Bx;/BRt =0

Directement par (A1.32)'.

Remarque : Nous allons d'abord prouver ix) car une fois connue la preuve

pour ix), celle de viii) découle directement comme un cas particulier.

ix) g*! Kf £* < 0 pour tout g* # elp; + B,p*, avec C* ¢ Pn1+n2+1’

6, etezﬁlR
L'€quation (A1.32)!' implique que

*
Kt

Pt 1oy S B ey
V- ‘:(EE)J "X [(g” = L eny+

En prémultipliant par la matrice K;', nous trouvons

3]
>

U*
‘A *
(A1.33) ht T Kt
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d cause de nos propriétés d'additivité. Prémultiplions et postmulti-

plions 1'équation (Al1.33) par z*' et r£*. Ceci nous donne

o*' K*! Hi‘K* I* = gx' KX
t ATt t

Posons y* = K; z*. On aura donc
CXUKECE S0 sty UF oy <0
En fait, y* n'est pas quelconque; il obéit aux relations
p{' Y* = 0 et p*' Y* = 0

puisque P* = K% z*. Or, tout vecteur Y* # 0, obéissant 3 ces restric-
tions, donne nécessairement y*' U* ¢* < 0. En effet, par 1'hypothése
H1.3, nous savons que y' U ¢ < 0 pour tout Yy # 0 obéissant aux seules

restrictions u! ~ ¢ = 0. Ceci entrafne yY*' U* y* < 0 pour tout vecteur

tX 0
Y* tel que u*'> Y* = 0. Si on excluait le vecteur ¢* = {&| , on aurait
X¢X 0

méme Y*' U* Y* < 0. C'est précisément ce que font les relations
pévw* =0 et 5*! w* = 0

Si la matrice K; (de dimension (nj;+n,+1) X (np+n;+1) ou, plus simplement,
de dimension nxn) est de rang n-2, il revient au méme de dire que la ma-
trice K% est définie négative pour tout vecteur I* qui n'est pas engen-

dré par une combinaison linéaire de pz et p*. Or, nous savons que le

rang de K; est au plus égal 4 n-2 car Kz pz =0 et K; p* = 0 avec p€ et

~

p* linéairement indépendants. Montrons maintenant qu'il est au moins



€gal 3n-2. Pour ce faire, considérons le

nier, on a

ou

* "p*
(A.1.34) {Q— t

Ceci entrafne que la matrice de droite (de dimension (n+2) X n) du cdté

gauche de 1'équation (A.1.34) est de rang maximal, c'est-a-dire de rang n.

Remarque : Etant donné que la matrice n'est pas carrée, le fait qu'elle

soit de rang maximal implique deux résultats différents :

a) g v, § avec vy, & ¢ Rn+2

K
A EVESRE

[ (Bu/3p)*]c

-

b) ; 6 # 0 avec 6 ¢ rR" tel

—

-
| Re—
5
L%

O
1}

et Y, § linéairement indépendants tels que

que

*
Kt

[(BU/BP)*]i

[ (3A/3p)*]€

[ (Bp/3p)*]c

—J

—

et &' |[(BA/3p)*]C

[(3A/3p)*]1¢ 6 = 0.

11}

=1
n1+n2+1

K*
t

[ (Bu/op)*]¢

systéme (A1.32)',

Hi

—

De ce der-
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Supposons que K; soit de rang n-3, Alors il existe trois vec-
N S n
teurs linéairement indépendants ¢, ¢, et ¢3 € R tels que ¢} K; = 0,

ol K; =0 et $3 K; = 0,
M k» 7
}\t

-

Or ¢! K = 0 <> [@{ 0 oJ|[Bx3p)y*]cl =g

[ (3u/3p) *]¢)

~ -

K
0; Kf=0<=1¢) 0 ol|[(3r/3p)*I°] = o
L (Ou/8p) *]¢|
R
O3 Kf =0 <> (45 0 0J|[(da/3p)*]c| = o
[ (3u/dpy*1¢

D'ol la contradiction. Ainsi, Kg est de rang n-2 et satisfait la proprié-

te : g Kz L* < 0 pour r* # elp; + Oop* avec r* ¢ Rn, 0; et 8, ¢ R.

viii) ! Kt € <0 pour g # ept avec ¢ ¢ Rn1+1, 5eR

I1 suffit de montrer que le résultat ix) concernant K; entral-

ne la méme propriété pour Kt'

.
Prenons ¢* = 6| ofi v ¢ R"1, ¢ ¢ Ret 0e R" avec vy # bp,
0
et § # eyt. Par ix), on a
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v
Tt K; L* <0 <=>[y' & 0] Kk*[6§ <0 pour z*' = [y' § 0] tels

OI' que [y' §]# elp, Y]
—
7 7 7
~ |y Y | D, |
<=> [y' §] K, < 0 pour =8
6J 6[ Y

=> ' K. £ <0 pour ¢ # bp,, avec ¢ Rn1+l, 6 £ R.

Ceci achéve la preuve de 1la proposition 1.2.¥%



APPENDICE 2

Preuve graphique visant 3 montrer pourquoi nous devons
minimiser la fonction objective lorsque nous
travaillons dans 1'espace dual?

Le but de cet exercice est de montrer d'une fagon simple pour-
quoi nous devons minimiser la fonction objective lorsque nous travaillons
dans 1'espace dual. Afin de Tespecter ce souci de simplicité, nous présen-
terons cette preuve pour le probléme du consommateur. Toutefois, il est
clair que des raisonnements semblables (quoique plus complexes) méneraient

aux mémes conclusions pour le probléme de 1'optimum.

Considérons d'abord le probléme du consommateur dans 1'espace

primal lorsqu'on se restreint 3 un modeéle 3 deux biens :

max u(x)

sujet a p'x <R avec x = (xl, xz); p = (pl, p2)

- - - ~ A -
Graphiquement, nous avons la figure bien connue ol x représente
le vecteur de biens qui rend 1'utilité maximale, c'est-3d-dire la demande

du consommateur aux prix et au revenu annoncés.

'Nous n'avons pas inventé cette preuve graphique. Elle nous a été mon-
trée par Jean-Michel Grandmont lors d'une conversation que nous avons
eue avec lui.
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Figure 1

Définissons la fonction d'utilité indirecte

v(p, R) = u(x(p, R))

Le probléme du consommateur dans 1'espace dual consistera 3 optimiser
P p

(max ou min?) la fonction V sous une contrainte de dépense, soit

v(p, R)

sujet 3 p'xO <R

~ 0 ~ .
Ou X est exogéne (au méme titre que p et R sont exogénes dans 1'espace

primal).

p
Si on choisit 1la normalisation =_h (h =1, 2), le probléme
q R P

revient & optimiser v(p, R) sous la contrainte q’xo < 1. Graphiquement,

On peut représenter le probldme de la fagon suivante :
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Figure 2

A ce stade-ci, nous devons remarquer les faits suivants
1. deux points qui appartiennent 3 la méme courbe d'indifférence (u=u)
sur la figure 1, par exemple xA et xB, fournissent le méme niveau d'uti-
1ité au consommateur. A chacun de ces points, correspond un couple (p, R)
différent, soit apres normalisation, un couple (ql, q2) différent. Les
deux couples correspondant 3 xA et xB sont représentés sur la figure 2
par les points qA et qB, c'est-a-dire deux points sur la méme courbe d'in-

différence (v=v). 1I1 y a donc dualité entre les courbes d'indifférence

dans les deux espaces;

2. la fonction v est décroissante par rapport a p et croissante par rap-
port a R; elle est donc décroissante par rapport a q. Ainsi, plus on

s'approche de 1'origine, plus la valeur de v augmente;

3. la fonction v est quasi-convexel. Ce qui signifie que 1'ensemble des
points (ql,,qz) qui donnent i la fonction v une valeur moins grande que
qC (soit 1'ensemble des points situds au-dessus de la courbe \r={6, est
convexe. Ainsi, v a bien la courbure qu'on lui a donnée, convexe par rap-

port 3 l'origine.

Ice qu'on peut facilement montrer si u est quasi-concave.
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De ces remarques, i1 devient &vident que le probléme du consom-
mateur sera de minimiser la fonction v sous la contrainte de dépense.
Autrement dit, ce probléme peut s'interpréter comme suit : le consomma-
teur auquel on offre les quantités xO de biens, décidera des prix qu'il
est pret a payer pour ces quantités et, partant,du revenu dont il aura

besoin pour réaliser ses achats, de fagon 3 minimiser sa "dépense réelle",

Finalement, retournons 3 1'espace primal pour nous convaincre

. C . < .
que le point q correspond bien & un minimum de v.

*

Figure 3

Supposons que 1le point optimal qC trouvé dans 1'espace dual correspond

au point xc dans 1'espace primal (représenté sur 1a figure 3). Les points
(ql, qz) qui appartiennent au méme hyperplan que qC (voir figure 2) repré-
sentent les diverses combinaisons de prix qui donnent 3 xO une valeur

respectant la contrainte q’xo < 1. En particulier, qD et qE donneront
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la meme valeur que qc au panier de biens xo = xc. Dans 1'espace primal
(figure 3), ce m@me phénoméne est représenté par les diverses droites de
budget passant par le point xc, c'est-d-dire pD X = RD, pC X = RC ou

pE X = RE. Une simple observation de 1la figure 3 montre que toute droite
de budget passant par xC et qui n'est pas tangente 3 u = uC (c'est-a-dire
dans 1'espace dual, tout couple (ql, qz) # qC mais appartenant i q xc = 1),

permettra au consommateur d'atteindre un niveau d'utilité plus élevé.

P C - . . .
Par conséquent, q~ représente bien un minimum de la fonction v.
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