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SOMMAIRE

Une revue de littérature spécialisée dans le domaine de la croissance et du
capital humain nous a convaincu qu'il existe encore des lacunes a combler

dans ce domaine.

Le capital humain représente une des composantes essentielles 3 la

croissance économique.

Notre modéle théorique est un modéle i générations imbriquées a 3
périodes de vie. Le jeune emprunte sur son revenu futur pour financer ses

études.

Nous avons d'abord supposé que l'agent représentatif n'était pas contraint
dans son emprunt pour financer son éducation, son probléme revient donc a
maximiser son utilité intertemporelle, assujetti aux contraintes budgétaires
habituelles. La simulation des équations dynamiques du systéme prouvent
que les variables d'états (stocks de capital physique et humain ) tendent vers
un état stationnaire, et 1'étude de ce méme état stationnaire montre qu'il est
globalement stable et unique, Le taux de croissance de I'économie dans ce

cas est positif.



it
Si l'agent est sujet a une contrainte sur le niveau de crédit 3 la premiére
période, la dynamique du systéme est modifiée. Premierement, il existe un
etat stationnaire dont la stabilité dépend fortement des parametres utilisés.
Deuxieémement, la valeur du taux de croissance 4 I'état stationnaire est égal
a 1. Donc avec l'imposition d'une contrainte de crédit, on élimine Ia

croissance.

Et finalement, I'imposition d'une contrainte de crédit roportionnelle réduit
p p

la croissance via la réduction de I'accumulation du capital humain.

Mots clés: Capital humain, éducation, crédit, croissance
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A. INTRODUCTION
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Apres la révolution industrielle et l'arrivée du taylorisme avec son
organisation scientifique du travail, la société s'est rendu compte de

I'importance du capital humain dans le processus de la croissance.

La question que nous nous posons est : Faut - il vraiment investir pour

l'accumulation de ce capital ?

Pour avoir une éducation valable est - il rentable d'emprunter sur notre

revenu futur ?

D'ou le titre de ma recherche: Capital humain, Education, Crédit et

croissance.

Le but de ma recherche est d'établir un modéle théorique qui rende compte
de l'effet du crédit sur la croissance et voir l'effet dominant de I'éducation

ou de I'épargne sur cette croissance.

D'abord nous ferons un bref apergu de la revue de la littérature pour
Justifier notre étude et voir Favancement des recherches dans ce domaine.
Nous enchainerons ensuite par l'explication du modéle théorique que nous

avons élaboré en présentant au préalable les hypothéses utilisées.



Nous étudierons 2 variétés de probléme. Le premier sans contrainte de
crédit et le second avec imposition d'une contrainte de crédit. Pour chacune
des variétés nous étudierons la dynamique, I'état stationnaire et la stabilité
du systeme. Comme exercice final, nous étudierons l'impact d'une

contrainte de crédit proportionnelle sur le taux de croissance.



B. REVUE DE LA LITTERATURE
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Notre étude bibliographique constitue un apergu des contributions de

différents chercheurs dans le domaine de la croissance.

Nous résumerons d'abord les différents modéles de base décrit par Solow,
Rebelo, Romer, Lucas, Azariadis et Drazen.... Nous nous pencherons

ensuite sur les modéles avec contrainte de crédit.

Durant les années 80, on a assisté & un débat concernant le calcul du coit
/bénéfice de la répression financiére. Deux groupes se sont alors distingués:
Le premier est conmstitué par les nouveaux orthodoxes représentés par
McKinnon, Shaw et Fry (McKinnon, 1973; Shaw, 1973; Fry,
1978,1982,1988; McKinnon et Mathieson,1981), qui stipulent qu'une
contrainte sur le crédit diminue le taux de croissance; La deuxiéme école
celle des néo-structuralistes trouve qu'une contrainte de crédit plus sévére

a un effet positif sur la croissance.

Les résultats des différents auteurs essayant de fournir des microfondations
pour les différents modeles cités plus haut sont disparates. Jappelli et
Pagano (1992) confirment les résultats des néo-structuralistes, alors que

Bencivenga et Smith (1988,1992) appuient la thése de McKinnon, Shaw et

Fry.



1. Mod¢éles de base

1.1 Modéle classique de croissance

Dans le modéele néoclassique de base de Solow (1956), l'auteur fait
I'nypothése que la fonction de production est homogéne de degré 1 et que
les rendements a I'échelle sont constants.

Y= A(0F(K,, L)

Ou

F(K;,L;)= K{™ L= Fonction de production
A(H)= Etat de la technologie
K= Capital physique accumulé
L,= Main d'oeuvre
En posant gy, gk, g; comme étant, respectivement, les taux de croissance

de la production , du capital et du travail, nous arrivons a la relation:

gr=q+ (1 —oc)gK+agL

g est appelé "résidu de Solow" et ne dépend que du progres technologique
exogene A(1).

L'idée de Solow est de considérer une économie fermée dont la population
croit a un taux /1 = g et ou l'investissement est fait uniquement a partir de
I'épargne avec un taux d'épargne constant S.

Soit &, = & le capital per capita
t



L'équation fondamentale de Solow est déduite a partir de l'identité de

comptabilité nationale /= S, ou,

' K K.L-K.L, K K
ktz-_(zti) =2 S R

nous avons donc I'équation de Solow donnant I'évolution du capital per
capita:

ke = sflks) — nk;

L'é¢tude de cette équation 4 l'état stationnaire permet de conclure que
l'augmentation du taux d'épargne entraine une hausse du niveau du capital

per capita. Il ne change pas le taux de croissance qui dépend uniquement de
I'état de la technologie 4(%).

1.2 Un modgéle de croissance endogéne

Rebelo (1991) considére un modéle de croissance endogéne avec des

rendements constants & 1'échelle ainsi que des rendements constants au
facteur d'accumulation, X; il utilise une fonction de production de la forme:
Y=A4K.

Ou

Y représente la production

K est le capital accumulé



Le taux de croissance du capital qui est aussi le taux de croissance du PIB

peut étre décrit par:

L

gr=7=54—-(8+n)

k est le capital par habitant
s est le taux d'épargne
n est le taux de croissance de la population (travailleurs),

il n'y a pas de chdmage dans ce modeéle
6 est le taux de dépréciation du capital physique
Ce taux de croissance du capital est déterminé par les parametres cités plus
haut , un peu de statique comparative permet de voir les effets a I'équilibre
du taux d'épargne, par exemple, sur le taux de croissance. Une
augmentation du taux d'épargne a un effet positif sur la croissance i court

terme.

Dans ce modéle le stock initial du capital n'a aucun effet sur le taux de
croissance et une réduction de stock produite par une récession temporaire

aura des effets permanents.



1.3 Introduction des externalités dans la fonction de production

Par opposition a Solow qui considére que le progrés technologique est
exogeéne, Romer (1986) introduit le facteur "A" dans le capital et se
retrouve avec des rendements croissants a I'échelle puisqu'il considére une
fonction de production globale de 1'économie de la forme:

Y=aKL"*.
Dans le terme K, 'auteur introduit a la fois le capital et les connaissances

(privé et sociale). Sachant que la fonction de production privée est i
rendements constants a 1'échelle et peut étre exprimée par:

Y;=AK LY.

L'externalité de l'apprentissage par l'expérience est exprimée directement en
supposant que le facteur "connaissance sociale" est égale a la somme des

connaissances privées.

Romer établi dans un marché de concurrence parfaite , la possibilité d'un
développement soutenu au cours duquel le stock de connaissances, la
production et la consommation par habitant croissent a des taux identiques.
Mais la stratégie pour parvenir a cette fin en préservant les hypothéses de
concurrenceé pure et parfaite - l'introduction d'externalités - a pour

conséquence la séparation de 1'équilibre et de I'optimum.



10

Dans I'étude de Romer (1994), l'auteur fait une analyse de la croissance
entre pays, a cette fin, il essaie d'exprimer cette croissance par le taux
d'épargne s et le taux de croissance de l'emploi qui est le méme que le taux
de croissance de la population puisqu'on considére ici une économie sans

chomage. Il écrit donc:

Yo (1-a) |5y - "]+ g((—g .

Le résultat est que le taux de croissance lui méme est croissant et ce, avec
une vitesse plus €levée dans les grands pays que dans les plus petits. Nous
retiendrons que dans ce modele le taux de croissance du PIB (par habitant)

est corrélé positivement avec 1'épargne.

1.4 Une premiére contribution a I'étude du capital humain

Lucas (1988) commence son article par une revue du modeéle de croissance

néoclassique traditionnel avec ses différentes lacunes. Il déplore surtout le

fait que les connaissances ne sont pas considérées comme facteur de

production au méme titre que le capital physique et le travail.
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Afin de palier a ce probléme et essayer de répondre 2 certaines défaillances
des modeles existants, l'auteur introduit le capital humain comme facteur

supplémentaire dans la fonction de production.

Lucas suggeére deux modeles qui différent par la fagon dont se fait

'accumulation du capital humain.

Dans le premier modéle, les salariés consacrent une partie de leur temps de
travail 4 l'amélioration de leurs capacités, c'est 4 dire a4 la formation.
L'individu est donc seul maitre pour choisir le temps qu'il veut consacrer a
son éducation. De ce fait, il investit moins de temps que ce qui est
nécessaire pour que cet investissement soit socialement optimal.

Néanmoins, le fait d'investir en éducation engendre des externalités

positives rendant ainsi les rendements a 1'échelle croissants.

Lucas écrit une fonction de production de la forme:
Y=AKP[uhL]"PhY
Ou

u est la part du temps consacré a la production
h est un indicateur de I'efficience du capital humain
h, est le niveau social moyen de capital humain

K est le capital physique
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En présence d'individus identiques, 2= A, .
Le capital physique est accumulé selon I'équation:
K=Y-C.
Le capital humain est accumulé selon une technologie linéaire:
h=0h(1-u).
Le taux de croissance du capital humain, /A, est proportionnel au temps

consacré a I'éducation (1 - u) ¢ est une constante de proportionnalité.

La maximisation de l'utilité sous contraintes permet d'avoir, aprés quelques
transformations g., gx et g, qui sont respectivement le taux de croissance

de la consommation du capital physique et du capital humain:
go=E= G—I[B e 18) , (108)  (trwep) _ p]

De méme:

g0 = ]%c _ g -8) (1-8)  (1ewp) _ ¢,

On peut remarquer que:

Bk=8c=§&
et

. -
g;.=%= g(1-P)

(1+w-8)
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A I'équilibre, le capital humain croit a un taux :

(4-p)(1-8)

b=0(1+w—B)—w‘

Le second modele proposé par Lucas considére l'apprentissage par
I'expérience (learning by doing), I'amélioration des capacités des salariés
vient de l'activité productrice elle-méme. En contraste avec le premier
modele, l'individu n'a pas de choix a faire entre la perte de salaire
engendré par la décision de se former dans l'attente d'un avenir meilleur.
Dans ce deuxieme modéle le choix se fait pour les secteurs les plus
valorisants c'est & dire ceux qui permettent une expérience accrue facilitant
ainsi l'avancement en milieu professionnel. L'externalité positive qui
engendre la croissance provient du stock de connaissances transmis d'une

génération a l'autre.

Lucas, a travers ses deux modeéles, conclut que l'accumulation en capital

humain engendre une augmentation du taux de croissance de I'économie.
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2. Capital humain et croissance

2.1 Microfondations pour le modele "LUCAS"

Azariadis et Drazen (1990) foumnissent un modéle d'accumulation du
capital humain style Lucas (1988). On parle ici d'un modele a générations
ilnbriquées a 2 périodes de vie ou le coit d'opportunité est le temps. Les
auteurs se concentrent sur le probleme de développement inégal entre pays
ayant les mémes structures économiques. Ils supposent que les économies
auront des taux de croissances différents selon leurs dotations initiales en

capital et en travail.

Azariadis et Drazen utilisent les effets de niveau (niveau critique du capital
humain présentant des bifurcations a cause de l'accumulation a la fois du
capital physique et humain ) pour expliquer les différents sentiers de
croissance vers lesquels l'économie pourrait se diriger . Ils trouvent que
I'investissement en accumulation du capital humain représente une
externalité positive pouvant expliquer la différence entre le taux de

croissance des pays développés et ceux en voie de développement.
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Les auteurs distinguent entre deux situations selon que le taux de
croissance du capital humain de I'économie dépend ou non de son niveau
courant. Dans la premiére configuration, on suppose que le taux de
croissance du capital humain ne dépend que du temps consacré a la
formation. Azariadis et Drazen démontrent qu'il n'existe qu'un seul sentier
de croissance équilibré. La seconde configuration consiste & supposer que
le taux d'accumulation du capital humain est proportionnel au produit du
temps moyen de formation et d'une fonction du stock de capital humain
déja accumulé. Lorsque ce taux est 4 productivité marginale décroissante,
on peut distinguer deux états stationnaires. Le premier état, appelé "trappe
de sous développement", correspond a une croissance nulle découlant d'une
absence de l'investissement en capital humain en gardant toutes les autres
variables constantes. Le deuxiéme équilibre correspond i une croissance
réguliere a un taux constant, du capital humain, de la consommation et de

la production par téte.

Notons que dans ce travail, les auteurs ne considérent pas le financement

de I'éducation et de contraintes potentielles de crédit.
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2.2 Essai empirique: Variables pertinentes pour le taux de croissance?

BARRO (1991) a réalisé une étude empirique, ol il rassemble les données
concernant 98 pays pour la période entre 1960 et 1985. Son étude consiste
en plusieurs régressions par la méthode des moindres carrés ordinaires.
L'auteur trouve que le taux de croissance du PIB réel par habitant est
positivement corrélé avec le niveau initial du capital humain représenté ici
par les taux de scolarité en 1960. De méme, ce taux de croissance est
négativement relié au PIB réel par habitant de 1960. Les pays ayant un
capital humain plus élevé se retrouvent avec un taux de fertilité plus faible
et un taux d'investissement par rapport au PIB relativément elevé. La
croissance est inversement corrélé avec les dépenses gouvernementales
comme proportion du PIB, mais les coefficients estimés ne sont pas

significatifs quand il s'agit des investissements publiques.

Le taux de croissance du PIB réel par habitant est positivement corrélé avec
les mesures de stabilité politique (nombre de révolutions et de coups d'état

par année, nombre d'assassinats par million d'habitants par année).

Les distorsions de marché mesurés par les déflateurs du PIB ont un impact

négatif sur le taux de croissance du PIB réel par habitant.
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3. Modéles avec contrainte de crédit

Bencivenga et Smith (1988) fournissent un modele de croissance endogéne
a la Romer (1986) , dans lequel on intégre un modéle de sélection adverse
avec rationnement de crédit. Les auteurs considérent que l'investissement
est enticrement financé par le crédit. Ils trouvent que le probléme de
sélection adverse dont l'effet est assez fort sur le changement dans
'environnement économique, résulte dans un faible taux de croissance a
I'équilibre.

Le second article de Bencivenga et Smith (1992) fournit un modéle a
générations imbriquées, avec toujours une fonction de production ayant un
terme d'externalités a la Romer, dans lequel ils mettent l'accent sur le
changement au cours du temps du degré de financement du secteur
intermédiaire. Ils trouvent que le financement par crédit a un effet positif

sur la croissance.
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Et enfin Jappelli et Pagano (1992), étudient l'effet dune contrainte de
liquidité sur I'épargne, sur la croissance ainsi que 'effet de la croissance sur
I'épargne.

Ils considerent un modele simple a générations imbriquées a trois périodes
de vie. Les ménages maximisent leurs utilités sujets & des contraintes de

consommation et de crédit.

Les auteurs calculent la richesse nette, qui est égale a la richesse des
adultes moins les emprunts des jeunes (comme la croissance de la
population est nulle, les raisonnements en termes agrégés et en terme per

capita sont identiques).

ﬁ(:;) oL g

L

W: = .
‘ Rt+l

Ou

B= facteur d'escompte psychologique

¢=fraction de revenu totale que le jeune peut emprunter
e,=salaire au temps t

R:+1=taux d'intérét réel entre le temps t et t+1

L= offre de travail
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La richesse nette ¥, est plus élevée quand la contrainte de liquidité est plus

sévere, c'est le cas lorsque ¢ est plus faible.

Les auteurs ont ensuite étudié deux cas différents selon I'expression du

progres technique dans la fonction de production.

Yt=AtK?Ll_a.

Jappelli et Pagano prennent la normalisation L=1 et supposent une

dépréciation totale du capital physique au cours de la premiére période de

vie. Lorsque le progrés technique 4, est exogéne comme dans le modéle

de Solow, on suppose qu'il a la forme suivante:

4= A(l + p) t.

Dans ce cas, le modele prédit que la contrainte de liquidité augmente
I'épargne et que l'effet de la croissance sur I'épargne est plus fort pour les
¢conomies avec une contrainte de liquidité. Ces deux prédictions sont
valables aussi dans une petite économie ouverte avec une mobilité parfaite
des capitaux, et ou les taux d'intérét sont déterminés de fagon exogene par
le marché international du capital . La principale différence avec le modeéle
pour l'économie ouverte réside sur l'effet ambigu qu'a la croissance sur
I'épargne, en effet, d'une part la croissance augmente le revenu présent de

l'adulte et sa richesse, d'autre part, il augmente le revenu futur du jeune lui
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ermettant ainsi d'emprunter plus, ce dernier effet étant atténué par la
P p p P

présence de la contrainte de crédit.

Le second cas considéré est celui avec un progres technologique endogéne
selon Romer:

4. = 4K} .

Dans ce cas, le modele prévoit qu'une économie avec une contrainte de
liquidité croit plus rapidement. Le taux de croissance pour une économie
avec une contrainte de liquidité est toujours plus élevé que dans une

économie avec un marché de crédit parfait.

Les auteurs ont trouvé en outre que, sous certaines conditions, la contrainte

de liquidité peut augmenter le bien étre.

Ils montrent qu'a l'équilibre, les ménages subissant un rationnement de
crédit augmentent leur taux d'épargne a cause de l'augmentation du ratio
capital-output. Les études empiriques basées sur le crédit a I'habitation
confirment que 1'épargne augmente lorsque I'on fait face 4 une contrainte de
liquidité sévere. Le taux de croissance du PIB par travailleur est donc

positivement corrélé avec la sévérité de la contrainte de liquidité.



21

Les auteurs déduisent de leurs résultats que la déréglementation financiére
en 1980 a contribué au déclin de I'épargne national et du taux de croissance

des pays de 'OCDE.
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4. Conelusion

En Résumé, nous avons d'abord parcouru les modéles de base de la
croissance en général. Ensuite, nous avons parlé du capital humain,
Azariadis et Drazen (1990) ont suggéré un modéle d'accumulation du
capital humain utilisant le temps comme coit d'opportunité. Enfin, Les
auteurs ayant etudiés le crédit, l'ont fait pour financer les entreprises ou

bien l'achat d'habitation, comme pour l'étude de Jappelli et Pagano (1992).

Notre étude consiste a lier le taux de croissance au crédit a I'éducation et

par conséquent a l'accumulation du capital humain.



C. MODELE THEORIQUE
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1. Hypothéses du modéle
Nous allons, dans ce paragraphe, citer quelques hypothéses que nous

utiliserons dans notre modéle, d'autres hypothéses seront mentionnées au

fur et & mesure de I'établissement du modéle théorique.

Nous considérons un modele a générations imbriquées (jeunes, adultes et

vieux), a 3 périodes de vie (t ,t+1 et t+2).
Un individu maximise son utilité pendant ces 3 périodes.
Chaque individu a la méme habileté et le méme accés au crédit.

Comme il est standard dans les modéles de croissance endogene, nous

supposons que la croissance de la population est nulle.

Nous considérons qu'il y a dépréciation totale du capital physique entre

chaque période.

Pour introduire I'effet de la contrainte de crédit sur I'éducation , nous allons
supposer que l'investissement en capital humain se fait par rapport au
revenu et non par rapport au temps comme ce qui a été fait par Lucas

(1988) et Azariadis et Drazen (1990).
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2. Présentation du probléme

Notre modele constitue des microfondations & un modéle du type Lucas
(1988). Nous considérons que durant la premiére période, I'individu jeune
emprunte sur son revenu futur pour, d'une part financer ses études c'est a

dire accumuler du capital humain, et d'autre part consommer.

Pendant la deuxiéme période de sa vie, l'individu adulte est actif, il travaille
et recoit un salaire qui est fonction, entre autre, de sa scolarité. Il rembourse
donc l'emprunt contracté pendant la premiére période, épargne pour sa

retraite et bien entendu, fait des dépenses pour sa consommation présente.

Enfin, pendant la troisiéme période, l'individu retraité consomme son
épargne de la deuxiéme période (nous ne considérons pas dans notre
modele des revenus pouvant découler d'un systéme de sécurité sociale ou

autres).

Le probléme de I'individu naissant au temps t, revient donc & maximiser son

utilité sujet aux contraintes citées plus haut.



Si nous posons:

U, : l'utilité totale de l'individu né au temps t;

u(c1:): Son utilité pendant la premiére période de sa vie;
u(c2+1): Son utilité pendant la deuxiéme période de sa vie;
u(cin2): Son utilité pendant la troisiéme période de sa vie;

B : Le taux d'escompte psychologique;

c1: La consommation de I'individu pendant la premiére période;
Ca+1: Sa consommation pendant la deuxiéme période;

€342 Sa consommation pendant la troisiéme période;

b: : L'emprunt pour financer ses études a la premiére période;

e; : La consommation en éducation pendant la premiére période;
Wi Le salaire pendant la deuxiéme période;

s L'épargne pendant la deuxiéme période;

rr+1: Le taux d'intérét du marché financier pendant la deuxiéme période;

ri2 - Le taux d'intérét pendant la troisiéme période.

26
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Notre probleme s'écrit donc:
Max(Ur) =ulc1) + Pulcai) + ﬁzu(03,+2)

sujet aux contraintes de budget:
br > Ciyt+é;

A
Wil Z Copel + 81 + (1 +rt+l)bt
St+1(1 +”t+2) Z C342

En serrant les contraintes, nous obtenons les consommations pendant les 3

périodes:

Cir = b[ —&; (I)
Cauit = "/"\/H-l Iy (1 +rt+l)bt (2)
C3r+2 = 5141 (I + f't+2> (3)

A des fins de simplifications, nous posons:

L+rm =Ry

et

P+7e2 =Rz

Nous allons considérer des fonctions d'utilités Logarithmiques et ceci dans
le but d'éliminer les effets de revenu et de substitution qui pourraient

pousser a une fausse interprétation des résultats (c. a. d. 'élasticité de
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I'épargne par rapport au taux d'intérét sera nulle ). Nous supposerons donc

que

u(ci:) = Ln(cyr)

u(cars) = Ln{ca)

u(C32) = Ln(csm2)

2.1 Conditions du premier ordre

Le probléme étant posé, en écrivant le Lagrangien et en dérivant par rapport
au crédit b,, 4 1'éducation e; et a I'épargne s, nous pouvons déduire

les conditions de premier ordre suivantes:

L BRa )
b —e; Q’t+1—'5r+1 ~ R1b;
[ P =0 5
bi—e; Wm — 81~ Ruihy
2
BB ©)

A Ky -
Wil = Sea1 — R b: i+l

Afin de pouvoir résoudre ce systéme d'équations, il faut calculer la dérivée

N
du salaire Wy par rapport a I'éducation qui n'est rien d'autre que le
rendement de 1'éducation. Nous avons donc besoin de P'expression de ce
salaire en fonction de 1'éducation €;, et pour ceci nous allons nous tourner

du cété des firmes et de la technologie de production.
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2.2 Maximisation des profits de la firme

Avant de poser les équations proprement dites, faisons un bref rappel des

fondements des modéles de type Lucas (1988).

La fonction de production incorpore comme intrants, le stock du capital
physique et un agrégat du travail effectif, ce dernier correspond a 'offre du
travail physique nette multipli¢ par un indicateur d'efficience exprimant les

effets positifs de I'éducation sur I'emploi et par conséquent sur le salaire.

Les rendements a I'échelle sont supposés constants pour le capital physique
et le travail effectif. Cependant, 'amélioration du niveau de I'éducation des
individus provoque aussi des effets collectifs. En effet, un individu né au
temps t-1, ayant évolué dans un milieu socio-culturel favorisé bénéficie

d'un effet externe positif découlant de l'effet de I'éducation moyenne de ses

parents gz, ,. Cet effet en conjonction avec le niveau d'éducation de sa
propre génération e;; détermine son salaire au temps t. L'adjonction de ces

effets externes positifs rend les rendements & I'échelle globalement

croissants.

Considérons alors une fonction de production de type Cobb-Douglas ayant

la forme suivante:
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F(K,,L,) =4K*LI™ o e (o, 1),

avece

A4 : le facteur d'échelle,
K: : le capital au temps t,

L;: nombre d'unité de travail effective, en unité d'efficience, ou
L= th(et_l, é,_2>
N;: T'offre de travail au temps t,
h(et_l , é,_z) :'effet connu dans un modéle de type Lucas du capital
humain sur la main d'oeuvre effective ou
e,-1 est 'éducation de I'individu et
€2 est]'éducation moyenne de la génération précédente.
Nous supposerons que la fonction A(.) est homogéne de degré 1:
h(et,ér—.'o =eleg™t A e (0, 1) )
Nous introduisons aussi &1 = Ki+1/Li, teprésentant le capital par unité

d'efficience.

Les conditions de maximisation du profit de la firme nous donnent

I'expression du salaire et de la productivité marginale du capital.

Le salaire au temps t+1 est égal au produit marginal du travail:
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A OF(Ks1, L -
Wit = (a}\ftﬂ 1) = (1 -a)AK;ilL;ﬁh<€z, et—-l).

En remplacant la fonction A(.) par son expression en fonction de 1'éducation

nous obtenons le revenu salarial brut:

A P Y
Wil = (1 - a)Akg,l €, €1 . (7)
En dénivant par rapport a €;, nous arrivons a 'expression du rendement de

I'éducation:

A
OW (i Ay Vo P
e, - Ml -~ K} Lle e '™

Que nous pouvons réécrire :

a@rﬂ _ "/1\/r+1 . t
Fraar (7

La deuxieme condition de maximisation du profit de la firme donne le taux

d'intérét comme le produit marginal du capital:

5F(Kt+l, LH-I)

Rt+l = aKm

Ou plus explicitement:

Ry = ok (8)
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2.3 Accumulation du capital physique

L'accroissement du capital physique dans le temps, qui n'est nul autre que
I'investissement, est égal & I'épargne moins la dépréciation:

KH—I e Kz = St - 6Kt

Ou

K est le capital au temps t+1,

K, est le capital au temps t,

S; est I'épargne net au temps t,

3 est le taux de dépréciation du capital,

L'hypothese de la dépréciation totale du capital revient a poser : & = 1
En plus nous pouvons exprimer l'épargne net par I'épargne des adultes

moins I'emprunt des jeunes au temps t, ce qui s'écrit:
S = Nt(st - br)

Ou

N; est l'offre de travail,
s, est I'épargne des adultes au temps t,

b, est I'emprunt contraint des jeunes au méme temps t,
Donc, st nous considérons I'équilibre du marché des biens en supposant une

dépréciation totale du capital physique, nous pouvons écrire:
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Kot —Ke=Ni(s:~b:) - Ko ©)

Ainsi 1'épargne réelle de la période t est égale a N,s,. Elle finance deux
types de dépenses : d'une part les dépenses d'éducation des jeunes qui sont
nés a la date t , N,b,, et d'autre part le stock de capital physique K qui

servira a la production a la période suivante.
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3. Probleme sans contrainte de crédit

A partir des équations (4), (5) et (6) représentant les conditions du premier
ordre, nous pouvons déduire par des substitutions consécutives les

expressions de 'emprunt, de I'éducation et de I'épargne.

A

Si nous remplacons dans I'équation (5) naz’ii, par son expression dans
t

I'équation (7)' et en faisant une soustraction des équations (5)+(4) nous

arrivons a 1'équation suivante:

BKWQ] BRH-I

0.

fi

A N
Wit = Si+1 — R by Wil = Si+1 — R by

.. . A
Ceci implique donc que ¢, = —R—K—wm ;
t+1

De méme en réécrivant I'équation (6), et en isolant I'épargne s,

B A ﬁ '
Stel = mwm - m(l +Rr+1)bz- (&)

En remplagant I'épargne ainsi exprimé et ¢, de l'avant derniére équation

dans I'équation (4) découlant des conditions du premier ordre nous arrivons

a:
1 BRH-I _ O
LN B A B A B
bi- EWH‘I Weit — [T:g(wtﬂ - (1 + RH—I)bt) :] - Riab,
2
En isolant I'emprunt b, et en posant y = L+ Pr+BA nous aurons:

1+B+p2
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YA
be= g (10)
a=ﬁiﬁﬂ; 11)

En substituant 4, de I'équation (10) dans I'équation (6), nous avons

aisément I'expression de 1'épargne 4 la période t+1 en fonction du salaire,

1-va
Sl = B‘I—_;%'WH-I . (12)

3.1 Dynamique sans contrainte de crédit

Rappelons que I'un des buts de notre étude est de voir I'effet de I'¢ducation,

de I'épargne ... etc sur le taux de croissance de I'économie. Pour ceci,
introduisons une variable g; représentant le taux de croissance du stock du

capital humain. Nous démontrerons par la suite que ce taux de croissance
est équivalent au taux de croissance de I'économie dans les conditions de

'état stationnaire.

Nous posons donc:

€
8= g (13)

Si nous substituons wi.; et R, de I'équation (11) par leurs expressions dans

les équations (7) et (8) respectivement, nous obtenons I'expression du taux
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de croissance du stock du capital humain g: en fonction du capital par
travailleur effectif £, :

A(1 - a)k? He,e, o

Aok, t+l

Comme les individus sont identiques, il s'en suit que €, = e,;; donc nous

pouvons réécrire le taux de croissance du stock du capital humain comme:

1
gr = [}Vl“ég‘km]m- ‘ (13y

L'équation (9) de I'accumulation du capital physique devient, en remplagant

S: et b; par leurs expressions dans les équations (10) et (12):

Kr+1 Nz ’_ B ( )/\ Y A :]
= W, — —=——W,,1 |.
Lot NH—Iet_l XLI +B —Y )Wt Rim t+1

Comme nous considérons un taux de croissance de la population nul, nous

avons:

N, 1 =N,
" A A .. .
De méme en remplagant w,, w,, ainsi que R,y par les expressions des

€quations (7) et (8), nous arrivons 3 :

ki = _1 {14_'3(1 )( )ka i‘létlz)' O(.A/t (1 OL)Akmef 1—;}

e t+1

En remplacant par l'expression de g, dans I'équation (13):
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b= o= (1-7) (1- o) ks (£) ' (51) - y@_;)_km |

1+8 !

D'ou

5 a(l—a)<1—Y) Ak?(_l_)*(i_)“’j (14)

L+p a+y(1—-a> oNEE

Cette équation représente donc I'évolution du capital physique par unité

kt+1 =

d'efficience, il est entre autre, fonction des parameétres B, o, A, du facteur

d'échelle A et bien entendu du taux de croissance du capital humain. Un
coup d'oeil rapide a cette équation ne permet de faire aucune conclusion 2
ce stade. Une étude plus approfondie de cette évolution passe donc par

I'étude de l'état stationnaire.

Donc d'apres (14):

p (109 o 1y

I+p a+y(1—a) ge1/ \&i

g
Et en remplagant dans 'équation (14)

oo o L gy

Or I'équation (13) peut s'écrire

kt+2 =

A
g1 = [ll‘é'q‘sz] H»



Ce qui nous donne

oo et T M T ) T )T

aw(l—oc)

Ce qui revient a

I—al. B (0‘(1‘“)(1'0 m(l)l—kwk( i )a(l—k) ;

g =A g [1+BL a+y(1—0t) ! & i

La méme conclusion que pour I'équation (14) pourrait étre invoquée 3 ce
q

t

g

stade.

En résumé, nous avons établi I'équation (14) traduisant la dynamique du
capital par unité defficience, ainsi que l'équation (15) qui définit Ia

dynamique du taux de croissance du capital humain.
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3.2 Etat stationnaire

Au début de cette section nous allons introduire le taux de croissance de
I'économie que nous définissons comme le changement relatif de Ia

production . En effet, comme:

Y= F(K,, L,) = AKTL™;

Y, _AKTL™ (KN (K )™ ko[ Neetie .
= i =\7.) L7 VL ) = PSS
Yo gKk® L1 \L L1y kist/ \Nojet el

Comme nous considérons une population constante dans notre modele nous

pouvons simplifier par N, et N,
Y, _ ( ki )a(et—l) 7‘(&-2) 1=
Yo \k/ \€2/ \e3 '

L'état stationnaire (ou encore, du sentier de croissance €quilibré) est défini

par les deux conditions suivantes:

1. Le stock du capital physique croit au méme rythme que le stock de main
d'oeuvre en unités d'efficience, ce qui implique que 4, est constant a travers

le temps et nous pouvons écrire pour simplifier:
kt = kH—l =£.
2. Le taux de croissance du stock du capital humain est constant 3 travers le

temps, ce qui entraine:

€r _€r1_ €r2
€1 €12 €3
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et en €liminant tous les indices "t" qui représente le temps, nous avons
alors:

-1=gr=g+1 = 4.

De I'équation explicitant le taux de croissance de I'économie, nous pouvons

facilement déduire que dans le cas de I'état stationnaire:

Yo,
Yt_l i

donc, a I'état stationnaire le taux de croissance de I'économie peut étre

représenté par le taux de croissance du stock du capital humain.

Avec I'élimination des indices "t", I'équation (14) devient :

k=

p (0900 0y

b+p a+y(1—-a)
ou bien

s [al1-a)(i-1)

g=1+ﬁ a+y(1—a)

De méme, l'équation (15) donne:

Akt (16)

{15 B QS;YO&)I(_IO:)Y) A4 @) e,

1 -«
g=A—
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ou

I_J B a(l-a)(l_y) - e

a[“‘ﬁ a+y(1—a) 4 . (4

En éliminant g des équations (16) et (17), nous obtenons une équation en

g=|2

fonction de la seule inconnue %

A-1
— ﬁ;‘l_—’ B a(l -— a) (1 _ ,Y) (I~ A—1)1
(Xlaa) o P 0L+V(1-a) ! ' (18)

Et en remplacant dans 'équation (16) nous trouvons le taux de croissance 3

k=

I'état stationnaire

L S
_ - ——_;“—E—— B a(] - (1) (1 _Y) (e (P=1)-1
g:(klaa)(l X1 1+B a+y(1—a) P |

Remarquons que ce taux de croissance g a 'état stationnaire dépend du

(19)

facteur d'échelle’ 4 et des paramétres B représentant le taux d'escompte

psychologique, a lié a la fonction de production et A lié directement a

2 La résolution numérique de l'équation (19) avec le logiciel Matlab, nous a

permis de voir I'effet d'une augmentation du facteur d'échelle A sur le taux de croissance
a T'etat stationnaire. En effet, pour des valeurs raisonnables des autres paramétres, le
facteur 4 a un effet positif "faible” sur la croissance.
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l'effet du niveau du capital humain et de I'externalité sur la productivité de
la main d'oeuvre.

Afin d'avoir une idée plus précise de cet équilibre, c'est 4 dire, voir s'il est
explosif ou pas, nous allons utiliser des méthodes d'analyses appropriées

pour I'étude de la stabilité de I'état stationnaire.

3.3 Stabilité de I'état stationnaire

Pour simplifier les expressions & utiliser, nous posons:

g [li-a)(1-1

B a+y(1—oc) &

Les équations dynamiques (14) et (15) s'écrivent alors:

kH_l =¢k?‘%) ?.(E}il_) 1—l;

1— 1=A+ad 11,
=58 (1) L)

Nous avons donc un systéme d'équations dynamiques dont nous pouvons
etudier la stabilité selon la région ou l'on se trouve dans le graphique 1 qui
illustre la stabilité asymptotique dans un plan selon la valeur du

déterminant D' et de la trace T ainsi que des valeurs des racines de
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I'équation caractéristique du systéme. C'est de ce fait que découle l'utilité
d'évaluer la matrice Jacobienne du systéme dynamique que nous dénoterons

par J.

Les 4 termes de cette matrice peuvent étre écrites comme suit:

6 _ a-1{ 1 * 1 14‘,
5Ekt+l = ¢ak, (:g‘;) “;__1) ’

'a_z':ktﬂ = —pAk; 317) 1”‘(??]—_?) 1—k§

a 1 - az_ 1 1-A+ad 1 a(l—k)
B = O Aok, @) &

Lo salzSi ) (1))

b

-1

Evaluée a I'état stationnaire la matrice Jacobienne devient:

( M1-a)-1 o2(3lz%) EEvom (o) ey
(L) BT (y) T «

Le déterminant et la trace sont donnés par:
detJ = a(?x— 1) ;

rr=(1-a)(r-1).

L'équation caractéristique s'écrit donc:

p(1) = w2 -p(1-0)(h-1) +a(r-1)=0.



Le discriminant est strictement positif et égal a:

a={n- 1)2(1—a)2-4a(x—1).

Et les racines de I'équation caractéristique sont données par:

p e (1-a)(-1) "/(K—l)z(l—a)z—4a(x_l)
" = (l—a)(x— 1) +J(X—1)2(1—a)2—4a(k_ 1)

2

L'équation caractéristique peut donc étre écrite comme:

Mz[a_o-axx-o-J(x—go-a)z-w-o]m
 (1-0)() + o e ) |

Les racines du cercle unitaire sont données par:

p@{1_o-a)(x—o-Jo-go-a)wu—l)}’_.

X,(l_ (1-0)(n-1) +w/(k‘1)2(1-a)2—4a(x-1) )

; et
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( A-1) - k—-lzl-—a 2—-4ak—1 )
P G (DD

( (l-a)(x-l)4@_1)2(1-&)2_4&@-1)\.

x| =1— 3

Nous pouvons déduire a ce stade que :
detJ<OettrJ<O0.
Les racines de I'équation caractéristique sont réelles et de signes opposés;

aussi, aous avons:

o1) >0etp(-1) >0.

Le graphique 1 est divisé en 8 régions suivant les valeurs des racines du

cercle unitaire:

Region 1: pl 1) <0Oetpl-1) >0 les deux valeurs propres se trouvent du
P pP

méme coOté de -1 et dans différents cotés de 1. La seule possibilité est
qu'une des valeurs propres se trouve en (-1,1) et I'autre en (1,0). L'état

stationnaire est un point de selle.
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Région 2: p(l) <0et p(—-l) <0 . Les deux valeurs propres se trouvent de
signes opposés a l'extérieur du cercle unitaire; ['état stationnaire est une
source.

Région 3: p( 1) >0et p(-l) <0 . L'état stationnaire est dans ce cas aussi

un point de selle.

Région 4: p( l) >0 et p(—l) >0 . Les deux valeurs propres se trouvent du

méme c6té de 1 et de -1. Nous avons aussi, D™>0 et les deux valeurs

propres sont négatives dans (—-oo,—l) , avec une trace T<-2 . L'état

stationnaire est une source.

Régions 5 et 6: Les valeurs propres sont complexes. On a dans ce cas des
oscillations. La région 6 correspond cependant a des spirales stables alors
que dans la région 5 les spirales sont instables.

Région 7: p(l) >0 etp(—l) >0,latrace T e (—-2,2) et D e (—1, I). Les
2 valeurs propres tombent dans l'intervalle (-1, 1) et on a un puits.

Région 8: p(l) >0 et p(-—l) >0.Ici D>0 et T>2, les 2 valeurs propres
sont positives et se trouvent du méme c6té de 1 et -1. L'état stationnaire est

une source.
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Dans notre cas et vu les valeurs des différents parametres mentionnés plus
haut, nous nous. trouvons dans la région 7b du graphique 1, qui représente
un puits avec des spirales stables, il n' y a donc pas a ce stade de probléme

d'oscillations.
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Graphique 1
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Stabilité asymptotique dans le plan

Tiré du livre de C. Azariadis, "Intertemporal Macroeconomics”,

(Bastil Blackwell: 1994)
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4. Probléme avec contrainte de crédit en premiére période

Nous imposons & l'agent, pendant la premiére période de sa vie, une
contrainte de crédit de telle facon que le crédit 5 dans ces conditions soit
inférieur 4 l'emprunt b, qu'il aurait choisi s'il maximisait son utilité. Nous

exprimons cette idée a travers la contrainte 5, <h ou b, est I'emprunt

optimal du probléme sans contrainte.

Nous remplagons donc I'équation (4) par:
b = E ( 4)v
Dans ce qui va suivre nous allons essayer d'exprimer les relations

dynamiques ainsi que l'état stationnaire pour le capital physique par unité

d'efficience et pour la consommation en éducation. Pour ce faire, nous

devons d'abord trouver I'expression de I'épargne s.., en fonction du salaire

et du crédit. En éliminant e, par substitution dans (5) et (6), nous arrivons a

I'¢quation suivante:

(Wowt = ReniB). 20)

St =

B
1+p
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4.1 Dynamique avec contrainte de crédit

Nous allons essayer d'exprimer I'évolution du capital physique par unité

d'efficience f, ainsi que I'évolution de I'accumulation du capital humain e,

dans le cas ou l'agent fait face a une contrainte de crédit constante.

Notons qu'd ce stade du probléme, Il'introduction dune expression
quelconque exprimant le taux de croissance ne ferait que compliquer les

équations mathématiques au lieu de les simplifier.

Avec des substitutions adéquates du c6té de I'accumulation du capital

physique par unité d'efficience (Eq. (7), (8), (9) et (20) ):

. B~ %(A(l - a) kel e —Aak?"lg) -b o
Hl =TT = 1 .
ere, ere,

De méme, en éliminant s,;, I'épargne a la période t+1, en la remplagant
par I'équation (20) dans les équations (5) et (6), nous pouvons exprimer e,

. b A .
en fonction de b et w,,q, soit:

_ B(L + YA, b
C A+ BA+ By — Reb

. . A . a ’ .
Si -nous substituons w;, et R,; de la derniére equation  par leurs

expressions dans I'équation (7) et (8), nous obtenons l'expression de

l'accumulation du capital humain:



51

B(1+ B)VM(I - o) K peh 2l

€] = X -
(1 +BA+ BZK)A(I - a) kyel &l ™ — 4ak®'b

(22)

Afin de simplifier les expressions de k. et e, posons:

g= IEBA(I—C();
p

c=——=A4a;

1+

(-

5= (Ba+p2n)

(-2

n=(1+pr+p)—

Les équations (21) et (22) peuvent alors s'écrire:

T -17T 1
ekirel el —ck®'h-b
A1)

€€
T Ao=1-A
8bk¢+2e,+1€,

A Sl-h T
Nkizer 8"~ b

Kivy = (23)

(24)

€41 =

Remarquons qu'il faut retenir ces deux équations puisqu'elles représentent

les équations de base dans I'étude de la dynamique et de I'état stationnaire.

Nous allons dans ce qui suit essayer de leur donner une forme plus simple a

interpréter en procédant a des transformations de variables successives.
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Considérons maintenant la transformation de variables suivante:
o
X1 = kt+le?et_;“'
La variable x ainsi définie, ne représente qu'un artifice de calcul pour

résoudre, entre autre, le probléme de I'état stationnaire.

Les équations dynamiques (23) et (24) peuvent donc étre écrites

Xeol = k27 (8x, - 013) -b;

OXr12b .
€4} = ————,
N2 — b
Et puisque
Xt
ki ==
€ 1€

de ce qui précéde nous pouvons aussi écrire

dx:b
€1+ -
nx;-—b
ey = BX[—IE—’
NXe-1 -b

En remplagant dans I'expression de &,, nous obtenons
Xt

( Su.B ) ’“( 8%, b ) 14
nx~b nx.1=b

Nous pouvons donc exprimer la dynamique de la variable X par une

ki

€quation de différence du 2éme degré:
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Xeel] = i (m _ 65) -b. (25)

- - -3 Jo-1
(24) (22)™
n-b ﬂxt—l‘l_’

Considérons ensuite une deuxiéme transformation de variables qui permet
de passer d'une équation de second ordre 3 un systéme de deux équations

du premier ordre.

Définissons les variables auxiliaires suivantes:

Ve=Xr-1,

Viel = Xy,

Le nouveau systéme d'équations peut donc étre écrit:

x?“l(sx, - 0'1_7> _
Xl = l:( — ) 3.( iy ) l‘kJa_l - b; (26)
b/ \nyeb
Vist =X (27)

L'étude du systéme d'équations du premier ordre représenté par (26) et (27)
est beaucoup plus facile 4 faire que celui des €quations (23) et (24) que
nous cherchons véritablement a étudier, mais la transformation inverse

permettra de tirer toutes les conclusions nécessaires.



4.2 Etat stationnaire avec contrainte de crédit

A T'état stationnaire, par définition, nous pouvons écrire:
X1 =Xr=X";

Vel =Y =y .

Et en plus de I'équation (27) nous avons:

y*=x".
D'apres les équations (26) et (27), x* de I'état stationnaire satisfait

x'(a_l) (ex* - 05) _

* __ — .
*E ( &b ) -l >
nx'—l;

en simplifiant

()

"= ———rt-b.
85
nx’—z;)
Ce qui peut étre développé en

(o0 8)(65) " = (s o8) (e -5) "

ou bien

(r +b) (“be' ~) o (ax*~o/3) =0.

54
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A titre d'illustration, considérons d'abord le cas particulier ou o = %, ce qui
donne:
c=getn=95+1.

Elevons le tout au carré

(x‘ +5) z(nx' - 5) = 55(&‘* "GE) 2'

Il s'en suit que

(x"2+2x b+b" )(rpc —b) Sb( 2 *2—2acx‘5+0'2[_72);
ou

"3 ~x*2b+ 2125 = 2x° B 4+ nx*h = B = £28x*2h — 2808y "D’ + o28h;
= xt25(1- 20 +2%) 25 (1-2-s08) -B°(1 +6%5) =0,
Et en éliminant net ¢ nous arrivons a

(1+8)x 7 +x2B(1+25-5%) —x'5( ~5-2e2) ~5°(1+£%) =0

En divisant toute I'équation par 1 + & nous arrivons a I'équation du 3e ordre

suivante;
o3 4 2p[ Le25e2s ) _ *—2(1—5—2826) _~3<1+e?-5) _
+rr2p(Me2a ) _ g1 ) _p3(1eis) _
Pour simplifier les notations nous posons
( 1+25- 828)
1+6

_ 1—5—-2828)"2.
C= ( 1+6 b
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_ 1+828)—3.
D= (1+8 b

L'équation cubique devient donc
x*3+Bx*?+ Cx*+D=0.

Utilisons la transformation de variable suivante:

Ce qui nous donne

(z—§)3+3( —13’1)+c( --33)+D=0;

En rassemblant les termes au carré

217 (3z+ 23) (32—3) c(323 B) +D=0:

en développant

1(3z+23)(9z ézB+B2)+C(3 B)+D=o;

27 3
217(272 - 9Bzz+B3) +Cz- (—332) +D=0;

et enfin, en mettant I'équation sous forme d'une cubique, nous obtenons:

3 _E;), (233 BC )
+(C 3 Z+ A +D 0.

La résolution de cette équation par la méthode de Cardano nous donne le

discriminant suivant:
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_ _g_) (23 BC )
A4(C T) PS5 -5+D)

En développant cette derniére équation nous arrivons 2 l'expression du
discriminant

A= 32270 320ps 350 2£YB4C - B2C? +4C? +27D? + 4DB? - 18BCD.

En remplagant B, C et D par leur expression le discriminant devient

A= _12517_0(1+21i;6835) 76 :go(m&—e o) <l~6—23~o) (1+25—e’ ) ( 1-5-2¢2 o) 76
4(1;431—_?) 356 +27(lﬁ3§> 56— 4(1_14%_5) (I+2b—s 8) 18(1+28—e 8) (1—8—25 5) (141:*8)
i+

Remarquons que le discriminant est une fonction linéaire de 5 , donc la

valeur et la nature de I'état stationnaire pour la variable x(que ce soit un
nombre réel ou complexe) ne dépend que des paramétres et il est
indépendant de la valeur de la contrainte de crédit.

Afin d'alléger la notation, posons:

A= @p°

Les racines de I'équation cubique satisfont donc la formule de Cardano

1

28>  BC 3 283 BC
N "27-—3_+D)+_1_1/K N (77—_7+D)__1.‘A_
Z= 2 2 2 2027 |

ce qui peut aussi s'écrire:
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1 1
280 BC 3 282 BC 3
(B ] B E0) e
7= 2 T2 * 2 29727 |-

En retransformant, pour obtenir les racines en terme de la variable x, nous

pouvons écrire:

283 BC 3 2B}  BC
28 _BC.p 8 5. p
x*:b‘_(” 2 )+%,/c1>' +b & - )—% 2 3B
2b 2h 27 35

W

Pour simplifier la notation, posons

283 BC 3 283 BC 3
P <7_E+D)+%J5 + (7_E+D)_lg B
25’ 25’ 2427 3b

Il faut insister a ce stade que la valeur de ¥ est indépendante de la
contrainte de crédit 5.

La valeur de x* & I'état stationnaire est donc de la forme suivante:
x*=¥b.

Donc I'état stationnaire pour la variable x est linéaire dans la valeur de .
Retransformons maintenant pour avoir la valeur du capital humain et du

capital physique par unité d'efficience & I'état stationnaire, comme nous

avions:

b= nx :b,
db
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et
et = OXb_
nx*—-b
En substituant par la valeur de x* fonction de la contrainte de crédit, nous
arrivons a:
. _n¥P-1
kK= 5
de méme
S 7
nv-1-

Les valeurs de n et W sont supérieures 4 1, &* et ¢* sont donc positifs. Le
capital par unité d'efficience est indépendant de la contrainte de crédit, de
méme qu'une contrainte de crédit plus sévére a un effet négatif sur
I'éducation et par conséquent sur I'accumulation du capital humain & I'état

stationnaire.

4.3 Etude de la stabilité de I'état stationnaire

4.3.1 Cas ou alpha=1/2

Reprenons les équations dynamiques (26) et (27) et remplagons a , ¢ et

par leurs valeurs (c =€ et n=58+1) ce qui revient donc 4 :
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. <w){( I)(Ha;@*%Y%[(—l—-H;

=
[0 (), (o))
Rt

Cherchons maintenant I'expression du deuxiéme terme de la premiére

rangée du Jacobien

; (e )E) )] e o)

4 Y g
148 jxb

()5
Les mémes simplifications que pour ce qui précéde nous donnent
6xt+1=(xm+5)( H)[ ; ]2( l_k)[ (v +5)5 ]
N O (R R (D)
A T'état stationnaire x,,, = y, = x" = ¥, et donc
=\ 72 2
3 1 Kx‘+b) _ 1 1 K‘P+1)
(1+8)x -5 582[@*—5) (1+8)w-1 682“\}'—1) '

Substituons dans l'expression pour i1 , ¢ce qui donne:
p p Bv: q

e e (=
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<e.)c,_l (x, ~ 5) _

- —b;

H@Nw) }

Vi1 = Xt

X4l =

La matrice Jacobienne du systéme s'écrit

axH—l axt+1

OX1y OX

J=| o e 6;: &Zl

| O Over | { b
ox; Oy,

Le premier terme de la rangée supérieure du Jacobien est donné par:

[SYT

A -3

e (1 +663i—13 (1 +Zy)[i—5 E_S%x‘—;(x’—z) +gx’_§]+'"

e [ w55) ) J R =

ou

D3

L _

( | } i (e-)
1+ - i
A 277 _ » -3
e T e e
(148)5-5 ) \[1+8)55 (1+8)3-5 )\ (1+8)y,5

A &x, %‘"5) 8x.b  -8b

2[( s ) H%[(l+5);-Jl(((l+8);5)2 |

(1855 ) \(146)p5

Notons que
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ax,_% (x, -~ 5)

Xre + B = T
_ A 3 -k 173
SX(b 5}’rb
[((I%S)x,—i) ((1-4—5),;&—5} }

En remplagant cette expression dans I'équation précédente nous pouvons
P

écrire:

, . \
atzﬂ:(__l_\ L +5 1 o1+ A 4B ox,b 552
= ‘2’“(""”)““[(x,-z>]("”’) 2<"‘”)((1+5)x,~z] (((m)xﬁzﬁ’
ou

T = (e +2)| (5) [1 R a)bb)] J{(xié)J

Rappelons que la valeur de x* a I'état stationnaire vérifie la relation

P

Donc a I'état stationnaire,

21 _ (1o 15) (;;L){lﬁhai[?izg“""[(l—bﬁ |

En substituant x* par \P5, nous obtenons
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ou
()5 )
Ainsi le déterminant du Jacobien s'écrit

s (122) (1) (321)"

Comme la valeur de ¥ est strictement positive et méme supérieure i I,

nous pouvons déduire de l'équation précédente que le déterminant est
positif, ceci limite donc le déplacement de 1'état stationnaire au cadran
supérieur du graphique !, mais ne nous donne aucune indication quand 2 la

stabilité du systéme.

La trace est donnée par

oy (1) (w+1) () (w+1)

Ot ‘(‘I—’—1>— 27T\ 2‘?(‘?-—1)2

Le signe de la trace dépend des valeurs des paramétres ¥ , & , ¢ et \.

trJ =

L'équation caractéristique est donnée par
p(u) = u? ~ urJ +detJ.

Avec les substitutions adéquates, nous pouvons écrire

o) v -1 o) (E9) ) [ ) )




De méme le discriminant est donné par

s e (| RS M.

Les racines de I'équation caractéristique dépendent fortement des

parametres, puisque le signe du discriminant en dépend. Ainsi dans le cas

ou nous pouvons considérer un A positif ces racines s'écrivent
1
ni, ey = E(trji \/Z)

La factorisation de 1'équation caractéristique nous donne donc

p(a) = (a - ul) (a - uz) :

La relation des racines avec le cercle unitaire est

A1) = (1)1 -1s):
A1) = (1) (1 -10)

Donc en variant les différents paramétres du systéme nous pouvons nous
déplacer facilement dans la partie supérieure du graphique 1, 1a ou le
deéterminant est positif, ce qui implique que 'état stationnaire pourrait étre
stable s'il se trouve dans les régions 6, 7a et _7_(; Dans la région 6 ou les
racines sont complexes nous avons des spirales stables alors que dans les

régions 7a et 7¢, les racines sont réelles et nous avons des noeuds stables.
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Si I'état stationnaire se localise en dehors des régions précitées, nous nous
retrouvons en présence de probléme d'oscillations et 1'état stationnaire est
instable. Dans la région 3, les racines sont complexes, I'état stationnaire est
une source instable. Dans ce demnier cas, le systtme dynamique peut
perdre sa stabilité autour de I'état stationnaire et des bifurcations Hopf
peuvent survenir. Enfin, dans les régions 4 et 8 les racines sont réelles et

I'état stationnaire représente une source instable.

4.3.2 Cas avec alpha quelcongue

Considérons maintenant le Jacobien dans le cas général ou alpha est

quelconque. Reprenons les équations dynamiques du systéme

x&! (art ~ 05)

X+l = -
- - 3 ja-1
(Sx,b)l(&wb)l A
we-b/ \ny~b

Vel = Xt

Cherchons la dérivée par rapport a x;
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[ o) () (o)

——

o [me\ (@ | T( )

krp:,—bj Knyt—b)

o~ vy _l cx— ( ' }‘(0‘" -1 bb(nx,—b J -ndx;b
Xy l(sxr b)(;;t_bb) (a- )kri:fb) [-——(—;x-:_—s)z__]

mev \*F“)

knx,—b) kn_

ou

SN Ap e (1en (ar -1 5

o [l fomoip] oo oneed) (22 (22) ] (28]

(a1} - i 2a1)
(=)= (&)
en rassemblant I'expression de x4 + b
ot ) (a l)x ‘x!“ 1( ,—65){ +;xf‘"l . x;’-‘(ax,—cg) _ x(a_ 1}}( 1—7 ]’

- =y A e =\ A 2y a1
(EE)TT (=) \

en remplagant par x4, + b |
o o) )

R e

et en factorisant, nous arrivons a I'expression suivante:

o0 ) |
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De méme la dérivée par rapport a4 y, peut étre déduite des équations

dynamiques:

- = BN ok - -[-( ) sri )
e[ () (85 (1) () (et
y, [(%)x(%)u}zt —1:}
ou

) (=) ) |
T EyE) T

ce qui donne
Zett o (x+5)(1-0) (1-2)| ——2—|.
. yt(nyz —b)

Nous pouvons donc construire la matrice Jacobienne du systéme
dynamique

axt+1 6xt+1
J=| ox: oy

I 0

dont le premier terme est donné par

s ;. a)(x,,,ﬁb)[ Hirsy)- (- }
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le second terme de la premiére rangée s'écrit

Bret __(1 a) (1 -—k) E(xm +l—))

ayt Vi (TU’t _ l—)) )

Ainsi le déterminant de la matrice s'écrit

detJ = - a‘rﬂ . M
et

Et la trace est donnée par

= axm (1 a)(’cm‘*‘b) (H' MEEJ-(I 1

nx: —a)x,-—oal; ‘

Les valeurs et les signes du déterminant et de la trace dépendent des valeurs
des paramétres utilisés, donc par un choix adéquat des parametres nous

pouvons rester dans la zone de stabilité du graphique 1.

Dans le cas simple oi o = %, nous avons pu déduire la valeur de x* a I'état
stationnaire et nous avions trouvé que c'est une fonction linéaire de 5 , Ce

qui nous a donné une matrice Jacobienne indépendante de la contrainte de

crédit. Nous allons dans ce qui suit essayer de voir si dans le cas général ou

o est quelconque cette tendance se maintient.
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Comme il parait assez compliqué analytiquement de trouver l'expression du
point de I'état stationnaire, nous allons étudier l'effet d'un changement de la

contrainte de crédit sur le Jacobien. Pour ceci, nous calculons la dérivée de

chacun des termes du Jacobien par rapport a b, ce qui revient a dériver le
déterminant et la trace & I'état stationnaire. Dans ce cas nous avons, a I'état
stationnaire, d'aprés les équations dynamiques (26) et 27).
Xeel =X =Y, =X" .
En remplacant, le déterminant devient
b (x‘ + 13)

detJ = (1 —a) (1 —).)———————_——.

N
La dérivée par rapport 4 5 est donnée par

aters () y LGB B 1) e (e 8) B B) 2w -8) (s -1
= (1-a) (1-2) Ey

Nous avons démontré en Annexe 1 que

dax”
db

_ X
b
Ceci implique que la valeur de I'état stationnaire augmente quand la

contrainte de crédit est relichée puisque la dérivée est positive et en plus,

linéaire en %

En remplagant dans I'équation précédente, nous obtenons:



A bl =) e +B) o) ox'(252) |

TR (R
a7 _(_q)(1-3) o
donc

ddetS
db
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Ceci prouve donc que le déterminant est indépendant de la contrainte de

crédit. De méme pour la trace nous avons:

r7=~(1-o) (v +5) fr(unf’_b_) _(l—a)l -,

x*—ob

-
(dx* ) b

%z_(l_a){ fiE %(an)fb_[;)‘(l a)lx*—aJ’L“'}

...<x‘+5){ %{ J+’_‘l— l( lb(ni_b—l} (\( ;—a }

(1 ax —ab
5) ((

avec des substitutions adéquates nous arrivons & :

o (1-a) b +bJ{[%( ,,x’J-@_a)‘x._a,;H%(“nﬁ-‘b—z)‘o-a)l--azh ;

d'ou

amrJ _ g
b



71

Nous avons donc démontré que la matrice Jacobienne est indépendante de

la contrainte de crédit et par conséquent que la valeur de la nouvelle

variable x* 3 I'état stationnaire est une fonction linéaire de cette contrainte.

433 Di .
Si nous posons pour le cas ou o est quelconque, la valeur de I'état
stationnaire x* = '¥,;b (notons que ¥, » Y et indépendant de Ia valeur de b )
nous pouvons avec le méme processus que pour le cas ou a = 1/2 déduire
les valeurs du capital physique par unité d'efficience ainsi que du capital

humain:

*_nLPg"l_
=S

_ 3¥,h
€ —T]'“Pg—l'

Reprenons l'expression du taux de croissance:

&=
et comme
8xt+15 .
€ = ———————;
NXe1 —b
8xt5
€r-1 =
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si nous substituons dans I'équation du taux de croissance:

Xetl (T}xt = B)

Lo 5)

g =

et en plus & I'état stationnaire nous pouvons écrire:

Xerl =X =X"

La valeur du taux de croissance a I'état stationnaire est donc constante et est
égale 4 1. Ceci nous pousse donc & conclure que la croissance a I'état
stationnaire est indépendante du niveau de crédit. Avec l'imposition d'une
contrainte de crédit nous arrivons 4 éliminer la croissance.

Les mémes conclusions s'imposent quand il s'agit d'étudier la stabilité de la

dynamique. En effet, dépendant de la valeur des paramétres n,0... la

dynamique pourrait étre instable lorsqu'on relache la contrainte.

Pour examiner I'effet sur la croissance lorsque celle-ci est positive, nous
examinons maintenant une spécification de la contrainte de crédit ou

celle-ci est proportionnelle & 'emprunt optimal.
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S. Imposition d'une contrainte de crédit proportionnelle

Nous supposerons dans ce qui suit, que I'individu ne peut emprunter qu'une

fraction 6, de la somme dont il a besoin pour maximiser son utilité.
Dans ce cas I'épargne, I'équation de I'accumulation du capital humain ainsi

que la contrainte de crédit s'écrivent respectivement:

Sl = T‘ETS(WHI Rt+lb )

B(l + [3) AB W

T vAvM(l + Bk(l + B)) -R,,qE,;
b, = G[RM Wil -
Ou

1+Br+B2A
= 1+B+B2 et GIE(O,1>,

remarquons ici que le cas 8, = 1 correspond au probléme sans contrainte de

crédit.

5.1 Dynamique du probléme

En remplagant l'emprunt b, par son expression, fonction de I'emprunt
optimal qu'il aurait demandé s'il n'avait que ses contraintes de
consommation, dans les équations de I'épargne et du capital humain nous

aboutissons aux deux équations suivantes:
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p(1-v0.)

Stpl] = T Wy
+ 1+B +1s

p(i+p)er |, .

€r = Wiyl .

1+B(1 +[3) -6, R

Utilisons la relation de I'équilibre du marché du capital et remplagons par

les expressions de 1'épargne et du crédit

(e 4 .
k Sl — by —T:B_—Wf"‘l - ef‘-lfq':z_wﬁ—: '
+2 = = ;
e?-‘i-lél}—}' e;:_létl-/
ou bien
B(1-e.) ]
1+8 A( )kme emy( )szef_}e,l *
kH.Z - A =1-n s
et+l €,
ce qui donne
B(1+v6.) )
1+p (1 —a)Akml' ere) )
kt+2 = .
(1 + Gmy(%“-)) LeHlet

De méme nous avons

B(1+8)6, (i

o 3 —1s
1+B(1+;3)__ a )kf+1€ref_ .

er=»A\
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Rappellons a ce stade, que ce que nous cherchons c'est I'évolution du
capital physique par unité d'efficience ket du capital humain e,. Ainsi les
€quations dynamiques s'écrivent:

(B \(1‘Yef-l)“(l*“)Aka[ei:lé::%}

.

kr+l

“\1+p/ (a+6,y(l—a)) cei |
= B(l + B) 011 (I &a) bk 2

1+B(1 +B) — 041

Donc en utilisant la premiére équation de k..,

k ekél—k_( B \(l_yet—l)a(l_a)
+1€1 €, _\1+B) (a-i-ety(l_a))

Considérons ensuite le changement de variables suivant:

a i —=l1-k
Ak e; e, .

hos 1A,
X+l =kz+1<’3;'e¢-1 s
Comme nous l'avons expliqué dans la section précédente, cette
transformation de variable est utile pour permettre une interprétation plus

facile des équations mathématiques.

En remplagant dans I'avant derniére équation nous arrivons a:

5 (-0 )o(1-a)
\1+B/ (a+6a(1-a))

De méme pour I'équation en e,

Akt —IXt .

e

X+l



76

€] = 7&‘: B(l ’ B) o }(1 (—x-a)xuz.

Sachant que

Xr .

kl‘ = )
A =1-A
€r-1€12

) l___( B \(I-—yetq)a(l—a)A( { )a—lxa
" U+B) (a+9:}'(1—a)) eriey .

Nous avons aussi

pe0)or gy

_1+ﬁ(1+B)—6,-1~

-

er1 =X

r B(I+ﬁ)et—z —(I "a)x[_l_

_1+ﬁ(1+[3) -9,_24

Ainsi

\ o1

™

(g \(-rnali-)

Xl = k ) -A - l Py x;l;
LB (av0{1-a)) ( p(148)o.. x,) ( o(1+8)o. xHj

148(148) -0y 148(148) 0.2
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M10)wa (1) (1=

X

(£) (191 Jol1-0) (1)

5 Taoa(1)) - °

( p1+8)8,-, VL(OH)( 8(1+8)6,, \(H‘X"‘”‘) e
LHB(HB)-%IJ Llw(lﬂs)‘e,_z J

Définissons la variable auxiliaire, pour permettre le passage 4 un systéme

Xl =

d'équations du premier ordre.

V1 = X;.

Nous pouvons donc écrire le systéme d'équations dynamiques comme suit:

M1-a)+a (190.) (1-00)

() (10,1 Jo1-t) (i) 1ot

)

Xl = A . g
’ ( p(1+p)e,., Y1) ¢ 8(1+6)8,, 3 (153) (o) t t
(o) ee)o)
Vel = Xy

Définissons maintenant le taux de croissance du capital humain comme le
rapport
g = '6%1— . 1 suit que:

- B(1+8)0, }
——— [

| 148(1+p) -6,

T (bl |
Erae

ou
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(1) (1-0,.,)
_ A(TQE)( wror(1) J ()0
e [Tt

8(1+8) -

Ainsi la dynamique du systéme en fonction du taux de croissance du capital

humain peut étre exprimée par 1'équation suivante:

()2 b))
pect]est]

+ﬂ(l+ﬁ)—6r * 1+B(1+B)-8m

g1 =

Posons
()2

i p(1sp)e, | 1o B(1p)e |
@ 1+B(1+ﬁ)—e, * 1+B(1+ﬂ)-9r+1

Un coup d'oeil rapide sur l'expression de {2, nous montre que cette fonction

;=

est strictement positive et inférieure a 1.

L'équation dynamique s'écrit donc

(1) (1)

g1 = thr
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5.2 Etat stationnaire

A I'état stationnaire, tous les indices qui représentent le temps sont éliminés
et comme nous l'avons démontré dans le cas sans contrainte de crédit , le
taux de croissance du stock de capital humain et le taux de croissance
€¢conomique sont équivalent. Ce qui nous donne 3 la valeur du taux de

croissance suivante:

Ol ol
w2

Remarquons ici que cette équation est strictement la méme que I'équation

ol
i

(19) dans le cas ou l'on considére une fraction de crédit 06 =1. Ceci

confirme donc l'hypothese que ce probléme est équivalent au probléme sans

contrainte pour ce cas particulier.

5.3 Stabilité de I'état stationnaire

L'étude de la stabilité de 1'état stationnaire passe par la recherche du signe

du Jacobien.
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A partir de I'équation dynamique, nous cherchons la dérivée de g1 par

rapport a g;:
fdgg - (x - 1) (1 _ a) th,(k'l) (1) -

évaluée a I'état stationnaire ou

|

g - Q:—%\X—I)(l—a} ‘

Dans ce qui suit nous allons considérer le cas ou la contrainte de crédit
proportionnelle est constante a travers le temps, soit:
er—l = et = et+1 =0,

Nous avons alors

%13;: (x—1>(1—a).

Nous sommes donc en présence d'une dynamique stable, ou ['état

stationnaire représente une spirale stable puisque

‘g <1

’ dg s
dgt

Dans le graphique 2, nous représentons la dynamique du taux de croissance
&

Une augmentation de la fraction empruntée nous donne un sentier de

croissance plus élevé.



45°

Graphique 2

~
~
~
~
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gt+l = gt+1(gt ’ 6')

~\(/0<e<9<1
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Les signes des dérivées premiére (-) et seconde (+), nous permettent de
conclure que le taux de croissance a la période ¢+/ est une fonction

convexe et décroissante du taux de croissance a la période ¢.
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5.4 Statique comparée 2 1'état stationnaire

Considérons maintenant l'impact d'une variation de la sévérité de la

contrainte de crédit 6 sur le taux de croissance g a I'état stationnaire

i (o1 (1) ) |1 (1) (Hg
& _ 1 A(m) a+6y(1-a)
» ) (ﬂ_&& ooy
wm» <1-ye>—<z-a>\ e e )|
ol B (1_ ) “ (avtr(1-a))° J( " 1+B(1+B)-e) ol
k1+[3) [)\‘1_& ﬁ(1+ﬁ)6 JZ(OL—I)
] * 148(148) _
(1-m) R (1+8(1+p)-0)
:(oﬁe‘{(l—a))(a—1)[)‘_(1—1*'{3(14-[3)-8] * B( +6) (1+p(14p)-0)
o, B(1+B)o )2(‘“)
1+8(1+8) -6

Ce qui donne



(a(ia) (1=0)) 10t Cia)
o [
B 1) (1) {M;’ a((lw))e }al

B +B{ 1+3 )0

ko) |

e )
S

en factorisant par le numérateur par le méme terme, nous obtenons

- 1

(a(1=a) (1=0)) |1V (o)
PEEENEEE

ég _ 1 a—f-Gy(l—a)
B 1) (1a)| ( - p(1+p)e )7
i Tl+{3(l+{3)—8 |

() MWMM@%M@%MH—
(8 (| Gl )\ ol ()9
XA\1+B)0C(1 ' a)

(
)o )
i)

et finalement
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—

|
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- 1

3 [olie)(-9)) |G
S

1—(k—1)(1—a) (l—a B(1+8)0 Yoot
i M =)

P %)a(lﬂ)\ [_792@(14-[3(14-[3)4-(1—0:) 2)4—(1-—01)&] |
(o)) )| eleer(1-o))(1+8(148) o)

(xlﬂ B(1+8)e ) (1)

* 148(1+8)-0
og

l'avant demniére équation nous montre clairement que %> 0 ce qui

implique qu'une relache de la contrainte de crédit contribue a augmenter le

taux de croissance a l'état stationnaire.



D. CONCLUSION GENERALE
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Tout au long de notre travail, nous avons essayé de voir les effets que
pourrait avoir l'imposition ou non d'une contrainte de crédit, ainsi que la

nature de cette contrainte sur le taux de croissance.

Pour ce faire, nous avons utilisé un modéle & générations imbriquées & 3
périodes de vie. L'individu maximise son utilité soumis a des contraintes de

consommation et de crédit.

Le stock de connaissance transmis d'une génération a l'autre constitue une

externalité qui induit des rendements a I'échelle croissants.

Nous avons étudié 3 cas différents: d'abord le probléme sans contrainte de
crédit nous montre clairement que le taux de croissance a I'état stationnaire
est positif et que cet état stationnaire est stable.

Ensuite, nous avons imposé une contrainte de niveau sur le crédit que nous

avons dénoté par b. Nous avons démontré qu' a l'état stationnaire la

croissance est nulle. La dynamique, quant 4 elle peut devenir instable suite
a un reldchement de cette contrainte. En effet, cette dynamique dépend

fortement des parameétres utilisés.
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Et enfin, une contrainte de crédit proportionnelle est étudiée. Dans ce cas,
I'individu ne peut emprunter qu'une fraction 8 du crédit optimal qu'il aurait

demandé s'il maximisait son utilité sans contrainte de crédit. Nous sommes
arrivés a conclure que la dynamique est stable et qu'une reliche de la

contrainte de crédit augmente la croissance.

La question, comme elle est abordée par McKinnon-Shaw-Fry et les
néo-structuralistes est plus complexe que ne le fait sembler cette
dichotomie. En fait, libéraliser le crédit ou le contraindre n'est pas la bonne

interrogation. Les vraies questions sont plut6t:

Quelle est la nature de la contrainte de crédit en place?

Est-ce une contrainte de niveau » ou bien une contrainte proportionnelle 6?
Si la contrainte est sur le niveau de crédit, les responsables de la politique
gouvernementale doivent procéder avec attention dans le choix des
parametres afin d'éviter les zones d'instabilité qui pourraient avoir des

conséquences néfastes sur la croissance.
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A part ces considérations du domaine de la politique gouvernementale,
nous avons démontré que le résultat de I'étude de Jappelli et Pagano (1992)
stipulant qu'une contrainte de liquidité sévére augmente la croissance, n'est
pas général. En effet, il contraste avec notre conclusion dans le cas de
I'imposition d'une contrainte de crédit proportionnelle. Ici, la contrainte de
crédit proportionnelle réduit la croissance. Ce genre de contrainte sur le
crédit devrait donc étre utilisé avec beaucoup de précaution. En effet, la
consommation en biens parrait étre " incompressible" et toute réduction du
crédit & la proportionnelle passe directement par une diminution de la
consommation en éducation. C'est donc l'effet de réduction sur
l'accumulation du capital humain qui domine I'effet sur I'épargne en capital

physique.
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Annexe 1

Nous avons a trouver l'expression de la dérivée de x* a 1'état stationnaire

par rapport a la contrainte de crédit 5 .

Sachant qu'a I'état stationnaire nous avons la relation suivante:

(8 (22E) ™ (e —a8) =0

l-a _ —a(—sb-q -b \
() "+ +2) (1-) (252) [ 5E o

b

b N Y _ oy )

T )R- () -
(29) "4 () (1) (o50) (2 oo

N R T e (T

o (na;'z-z)— ‘“[1 - (x* +E) (1 —oc) (n:;)EJ +0

P () e n) (1) 25 ]

Or

() g

En remplagant

)
?)

Q




Xii

db [ﬁ'-“—?—é+(x‘+l;)(l—oc)§"—';‘i—b—l=]—a
x*+b x*+b nx*-b
Mettons le numérateur et le dénominateur sur le méme dénominateur

o [ D) =)= (1) <) o +8) (-5

db [(nx-_[;) (Sx._cg)5+n(1—cx)Z(x*+Z_))(ax'—o‘l—7)J-e(x‘+5)(nx'—l;)5
g (ner -3) (ax‘—cf))l;[—’;;]+n(l o) B(x" +5) (ax" - oB) [-%}[-fﬂg(x' +5) (" =5)B
db | (e ) (x" - 0B) B (1 - 00) B~ +5) (5 ~08) | ~olx +3) (- 3)5

Ce qui donne
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