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SOMMAIRE

L’inférence dans les modéles dynamiques constitue 1’un des problémes
fondamentaux de I’économétrie. La plupart des méthodes d’inférence (tests et régions
de confiance) disponibles pour les processus autorégressifs et les modéles de régression
avec erreurs autocorrélées sont basées sur des approximations asymptotiques obtenues

en supposant que la taille de 1’échantillon tend vers 1I’infini.

Les objectifs principaux de cette thése sont les suivants:

(1) proposer des méthodes d’inférence exactes pour des processus autorégressifs d’ordre
pz21;

(2) développer des méthodes d’inférence valides (ou exactes) pour une classe générale
de modéles de régression linéaires dont les erreurs suivent un processus autorégressif;
(3) développer des tests de changement structurel applicables dans le cadre de tels
modéles;

(4) appliquer les différentes méthodes proposées a des données tunisiennes et

américaines.

Les méthodes proposées sont fondées sur la combinaison de trois techniques
principales: (1) utilisation de tests induits (dont les niveaux sont relativement faciles a
borner) ainsi que de tests a bornes généralisés; (2) recherche des transformations qui
perméttent d’éliminer les paramétres de nuisance des distributions des statistiquesi 3)

utilisation de tests de Monte Carlo.
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Les méthodes proposées sont appliquées a des séries macroéconomiques

tunisiennes et américaines.
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INTRODUCTION GENERALE

L’inférence statistique sur des modeéles autorégressifs et les modéles de
régression avec erreurs autocorrélées est un probléme central de [’analyse
économétrique. Les méthodes disponibles sont généralement fondées sur des
approximations asymptotiques obtenues en supposant que la taille de I’échantillon tend
vers i’inﬁni; Aucune borne uniforme sur la marge d’erreur n’est habituellement
disponible pour ces méthodes et, par conséquent, il n’y a aucune garantie que ces
méthodes sont "val‘ides en échantillon fini" au sens de la théorie clasSique des tests et
des régions de confiance (Lehmann, 1986). Par "test valide", on entend un test tel que
la probabilité de rejet sous 1’hypothése nulle n’excéde pas le niveau affiché (o, par
exemple) et, par "région de confiance valide" une région de confiance telle que la
probabilité que la vraie valeur d’un paramétre se trouve dans la région (la probabilité

de couverture) n’est pas inférieure au niveau affiché (1 - «).

Deux questions principales se posent dans ce contexte. La premiére concerne le
développement de tests d’indépendance contre la présence d’autocorrélation. La seconde
touche le développement de méthodes d’estimation et d’inférence pour les coefficients
de régression de tels modéles. Dans ce dernier cas, les méthodes disponibles sont
presque toujours basées sur des approximations asymptotiques; pour un survol, voir

Judge, Griffiths, Hili, Liitkepohl et Lee (1985). Sur la premiére question, de nombreux
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résultats sont disponibles, notamment pour des tests d’autocorrélation au délai un; pour

un survol, voir King (1983, 1987).

Dans I’essai I de cette thése, nous considérons un modéle de régression avec g

régresseurs fixes (¢ » 1) et des erreurs autocorrélées d’ordre deux et nous proposons

une généralisation des méthodes d’inférence décrites dans Dufour (1990) pour un
modele de régression avec erreurs autorégressives d’ordre 1. L’approche proposée

comporte trois étapes: en premier lieu, on construit une région de confiance exacte pour

le vecteur des coefficients du processus autorégressif (), en deuxiéme lieu une région

de confiance simultanée pour ¢ et un vecteur d’intérét y de combinaisons linéaires

des coefficients de régression et, finalement, on déduit par une méthode de projection
une région de confiance pour les éléments appropriés de y. Par la dualité entre tests
et région de confiance, on dérive des tests 4 bornes exacts pour des hypothéses de la

forme y = y o+ La construction de la région de confiance pour les coefficients du

processus autorégressif se fait par inversion de tests d’indépendance des erreurs contre
des alternatives de dépendance & différents délais. Les tests d’indépendance sont obtenus
en combinant plusieurs tests (test induit). Cette approche a I’avantage de simplifier
considérablement le calcul des distributions des statistiques sous 1’hypothése nulle et de
permettre I’utilisation de tables. Les valeurs critiques appropriées peuvent étre calculées
par Ialgorithme d’Imhof (1961). Les différentes méthodes sont appliquées a un modéle

du P.I.B réel tunisien.




3

Dans I’essai II, nous considérons un modéle autorégressif d’ordre P22,
possiblement non stationnaire, avec comme seul régresseur une constante. Pour tester
n’importe quelle hypothése qui fixe le vecteur complet des coefficients autorégresssifs,
nous développons une extension de I’approche décrite 4 1’essai I. Plus précisemment
chaque hypothése est testée en transformant les observations de fagon 2 faire disparaitre
I"autocorrélation entre celles-ci sous ’hypothése nulle et en testant si les observations
transformées sont indépendantes. Nous utilisons ainsi un test induit en combinant

plusieurs tests d’autocorrélation congus pour détecter la dépendance aux délais
1,2,..,p.- La région de confiance conjointe valide pour les coefficients

autorégressifs s’obtient par inversion des tests considérés. Nous appliquons les

différentes méthodes 4 un modele du P.I.B réel tunisien.

Dans ’essai III, nous considérons de nouveau le modéle autorégressif, mais les
approches proposées sont fondées sur une méthode de maximum de vraisemblance
"tronquée” qui consiste & tester I’hypothése d’intérét contre une alternative légérement
différente du modele de départ, mais qui peut approximer cette derniére de fagon
arbitrairement précise. Cette approche a I’avantage de fournir des statistiques dont les
distributions ne dépendent pas des paramétres de nuisance et sont relativement faciles
a simuler. Deux méthodes sont ainsi suggérées. La premiére est basée sur les moindres
carrées ordinaires (m.c.o) non contraints. Elle permet d’obtenir des statistiques de test
dont les distributions non seulement ne dépendent pas de paramétres de nuisance, mais

sont aussi "pivotales” dans le sens ou la distribution de la statistique de test ne dépend




4

pas de la valeur particuli¢re testée du vecteur des parameétres autorégressifs. Cette
caractéristique permet de simplifier considérablement la construction de régions de
confiance. La seconde méthode est fondée sur des m.c.o contraints qui tiennent compte
de toutes les contraintes imposées par le modéle AR(p) mais ne conduit pas a des
statistiques pivotales. Chacune de ces méthodes permet de tester des hypothéses qui
fixent la valeur du vecteur des coefficients autdrégressifs au moyen d’une statistique .de
type Fisher. Les points critiques de chaque stétistique se calculent facilement par
simglation. Ces procédures sont inspirées par les techniques utilisées par Hillier (1987),
Kiviet et Phillips (1990, 1992) et Dufour et Kiviet (1993). Pour le cas de tests de
I’hypothése de racine unitaire muitiple d’ordre supérieur a deux, nous proposons en
outre une généralisation de la paramétrisation de Dickey (1976), Fuller (1976), Hasza
et Fuller (1979) et BeQeridge et Nelson (1981). Cette réécriture donne des modeles '
équivalents & la formulation initiale mais a 1’avantage d’exprimer de facon simple les
hypothéses de racines unitaires multiples. Nous appliquons ces procédures a un modéle

du P.I.B réel tunisien.

Dans I’essai IV, nous étendons 1’approche de 1’essai précédent a un modele de
régression plus général avec f régresseurs fixes et des erreurs autorégressives d’ordre
p- Le probléme central ici consiste éliminer les coefficients de régression qui

constituent des paramétres de nuisance. Nous considérons trois méthodes d’élimination

de ces parametres. La premiére consiste & considérer d’abord la régression originale,

a réécrire celle-ci sous la forme de p + 1 régressions basées sur des ensembles
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d’observations légérement décalées, et i estimer ensuite les résidus de chaque
régression. La seconde méthode considére une régression transformée et élargie par les
régfesseurs nécessaires. La troisitme méthode est fondée sur la régression
orthogonalisée sous 1’hypothese nulle. Ces méthodes sont appliquées et comparées sur

un modéle du P.I.B réel tunisien.

Enfin, dans I’essai V, nous abordons le probléme qui consiste 2 tester la stabilité
temporelle des coefficients des différents modeles considérés en utilisant les approches
inférentielles des essais précédents. Pour les modéles de régression avec erreurs
autocorrélées, les distributions des statistiques de tests considérées dépendent
généralement de paramétres de nuisance. Nous surmontons cette difficulté par
I"utilisation de tests a bornes. Cette approche généralise de celle décrite dans Dufour
et Kiviet (1995). Plusieurs tests sont ainsi construits: des tests de type analyse de
covariance, des tests prédictifs similaires & celui proposé par Chow (1960), et des tests
de type "intersection”. Les différentes approches ainsi proposées permettent d’obtenir
des tests de stabilité.d’une part contre des alternatives ou le point de rupture est spécifié
a priori et d’autre part des alternatives ol le point de rupture n’est pas spécifié (tests
de type analyse de covariance, tests prédictifs). Nous appliquons quelques méthodes

des données tunisiennes et américaines.
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ESSAI 1

METHODES D’INFERENCE EXACTES POUR UN MODELE DE
REGRESSION AVEC ERREURS AR(2):
UNE APPROCHE FONDEE SUR DES TESTS INDUITS

CONTRE L’AUTOCORRELATION




1. Introduction

L’inférence sur des modeles de régression avec erreurs autorégressives constitue
I"un des sujets classiques de I’économétrie. Deux problémes principaux se posent dans
ce contexte: (1) le développement ‘de tests d’indépendance é‘ontre la présence
d’autocorrélation; (2) le développement de méthodes d’estimation et d’inférence pour
les coefficients de régression du modéle. Sﬁr lg premier sujet, de nombreux résultats
exacts sont disponibles, notamment pour les tests d’autocorrélation au délai 1 ; pour un
survol, voir King (1983, 1987). Sur le second sujet, la plupart des méthodes d’inférence
disponibles sont basées sur des approximations asymptotiques et, par conséquent,
n’offrent aucune garantie de validité en échantillon fini, méme si I’on suppose que les
régresseurs sont fixes et les erreurs normales; pour un survol, voir Judge, Griffiths,
Hill, Liitkepohl et Lee (1985). De fait, trés peu de méthodes d’inférence exactes ont été
proposées pour des modéles de régression avec erreurs autocorrélées, et celles-ci sont
limitées & des modeles linéaires dont les erreurs suivent des processus AR(1) ou MA(1);

pour une discussion, voir Dufour (1990).

Le but du présent texte est de proposer des méthodes d’inférence exactes pour
une classe générale de modeles de régression dont les erreurs suivent un processus
AR(2). La méthode proposée est une généralisation de celle décrite dans Dufour (1990)
pour un modéle de régression avec erreurs AR(1). Celle-ci comporte trois étapes: en

premier lieu, on construit une région de confiance exacte pour le vecteur des

coefficients du processus autorégressif (¢ ), en deuxiéme lieu une région de confiance
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simultanée pour ¢ et le vecteur des combinaisons linéaires des coefficients de

régression 3 qu’on note par y et, en dernier lieu, on déduit par une méthode de
projection une région de confiance pour les éléments appropriés de y. Par la dualité
entre tests et régions de confiance, il est possible de dériver un test ¢-semblable exact

conjoint pour les ¢ et les vy, €t des tests & bornes exacts pour les Y-

La construction de la région de confiance pour les coefficients du processus
autorégressif sera faite par "inversion" de tests d’indépendance des erreurs contre des
alternatives de dépendance i différents délais (plus grands ou égaux & 1). Il existe une
littérature assez considérable sur ce sujet qui pourra étre exploitée ici; voir Thomas et
Wallis (1971), Schmidt (1972), Wallis (1972), Vinod (1973), Webb (1973), et King

(1984, 1987).

Apres avoir décrit le modéle étudié et les principales notations utilisées (section
2), notre texte suivra les principales étapes de la méthode proposée: Nous allons
montrer:
(1) comment construire une région de confiance exacte pour les coefficients du
processus AR(2) qui caractérise les erreurs (section 3); |
(2) comment, étant donnée cette région de confiance, construire une région de confiance
simultanée pour les coefficients du modéle autorégressif et tout vecteur de

transformations linéaires des coefficients de régression du modele (section 4);
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(3) comment construire des régions de confiance "marginales” et des tests a bornes pour
les coefficients de régression du modéle ou tout vecteur de transformations linéaires de

ces mémes coefficients (section 5).

Enfin, dans la section 6, nous présenterons une illustration numérique de la
méthode proposée et une application 4 un modeéle du P.I.B réel tunisien. On se donnera
un modele de régression avec une constante, deux régresseurs fixes et des erreurs qui
suivent un processus autorégressif d’ordre 1. Comme prévu, les intervalles de confiance
trouvés par les méthodes proposées couvrent bien les vrais valeurs des paramétres et

sont remarquablement précis.

2. Modele et notations

Dans la suite de ce texte, nous allons considérer le modele de régression suivant

dont les erreurs suivent un processus AR(2):

Q1) y,=xp +u,,

u, = u_ +byu, +e,e N0 ),t=1,.,T
ol y, est la variable dépendante (au temps t), les x, sont des vecteurs fixes de

dimension k1, B est un vecteur kx1 de coefficients fixes et u, €st une erreur

aléatoire; les coefficients @, et o> sont inconnus. En outre, nous allons
12 12 e

considérer trois hypothéses alternatives sur les u,-
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Hypothése A (Stationnarité): d, +d, <1, 0, -, <1, [d,] <18t
u G, @
1)~ N o, [ 1 12]
uy ( %12 O

ol ¢ w9y 6t o,, satisfont les conditions requises pour que u, Soit stationnaire:

04 °zz=°31_¢2 L ’
1+& |- ¢y - ¢

¢2°11=02 o, 1
L-d, "1+ |- -4

12

Hypothése B (Processus dont les racines peuvent se trouver sur le cercle unité):
b, + @, <1, ¢, - ¢, < 1, |¢2| < 15 u, et u, sont indépendants de €5 5 ... ;e Ct

suivent une distribution quelconque.

Hypothése C (Erreurs non stationnaires): u, €t u, sont indépendants de ¢, , ... , e, €t

suivent une distribution quelconque avec (¢, §,)’ € S; 0u S, est un ensemble qui

contient le triangle de stationnarité.

Supposons d’abord que ¢ , €t ¢, sont connus, donc on peut transformer le

modéle comme suit:

yt(@ =xt(¢_)/B +ut(¢)a t=—p-’°"7 T

olp 23, ¢ =(d, ¢ e




13

yt@) =Y - ¢1y,_1 - ¢2y,_2’ t=3,.,T,
xt@) =xt - ¢1x_1 - ¢2xt-2’ t = 3 g eee y T’

u(d) =u, -~ pu,_, -obu,,,t=3,.,T.

En utilisant une notation matricielle, on peut écrire le modéle transformé comme suit:
2-2)  y@d) = X@YB + u(d)-

En outre, sous I’hypothése A, on peut prendre ; =1 et conserver toutes les

observations en prenant:
(@) = 3’1’ x,(d) = o— x> u(p) = i U
y,(®) = &/1—'—4’2 O, - yl) x,(d) = ﬁ-—% (e - xl),
%@=ﬁ78%-éw

ol o, = tel que défini dans I’hypothése A; voir Judge, Griffiths, Hill, Liitkepohl

On
et Lee (1985, page 191) pour la dérivation des transformations appropriées. Sous

Phypothése B, p = 3 et on perd les deux premieres observations. Quand le modéle

initial (2.1) contient une constante, on a x, = (1, ) et
}’,(Q) =1 - (I)l - ¢2) pl + (Zt - ¢1zt-1 - 4)22,_2)/; te,t= 3,.,T

ou g = (B, » 7/)/ , Y = By 5 s pk)/. Il est clair que le coefficient p, est non

identifiable quand ¢ , + &, = 1. Pour éviter ce probléme, on redéfinit ce coefficient

comme suit:
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B =(1-d -8,
On voit facilement que §, est identifiable quelles que soient les valeurs de o, et §,-
On considére alors le modele transformé:
YD) =Bt @G-z, -0z Y ret=3,.,T.
En utilisant une notation matricielle on peut écrire le modéle transformé comme suit:

23y = XOF + ud)

ou

y@) [‘y;(@ > et 2 y]@)]/: u(¢) = [u;@) » uI(Q)],’

X@)

(%) , ., x D)), B = (El , Bys s B

@) =1, @ - 0z - 02,7
Nous supposons en outre que rang [x(¢)] =k < T - p + 1 = T,, Ol x(¢) représente
vsoit X(p) soit f@), et T, est le nombre effectif d’observations. Nous définissons

[3 (¢) comme I’estimateur de 8 (ou E) obtenu en estimant le modéle transformé (2.2)

[ou (2.3)] par les moindres carrés ordinaires:
B = ()] D) yd) - 4@) = ¥d) - ¥ DB

s2) = w(OYAPIT, - B = |[@d|P/T, - B .
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3. Construction de régions de confiance pour o, et o,

Considérons d’abord le probléme qui consiste A tester I’hypothése:
H@): ¢ = ¢, contre H(b): ¢ * b,

On note par ¢ = (¢ » ) les vraies valeurs des paramétres et par b, = (g d,,)’ les

valeurs hypothétiques. Sous g @) le modele transformé s’écrit:

(3.1 Yy = x(d)B + u(d)

et les résidus “t@o) du modele transformé sont indépendants N(O, of)- Sigp = ¢o

les ut@!o) demeurent autocorrelés et suivent un processus ARMA(2, 2). En effet,

| U @) = u, ~ b,y -~ bk,
=y - b, te, - (b, + byu, 3 + e,y
= Pop(by s + b, + e, )
= 0y - by, ~ dp, ) + &y, = byot,3 - ¢2ouz-4)

te - ¢10et—l - ¢20et—2

et donc
u,(dz(')) = ¢ —1@0) + 4’2":—2@0) e~ ey — bpe
ou encore

(3.2) u,@!o) - ¢1u,-1@0) - 4’2“,_2@!0) =e - by, - G082
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Lorsque uld,) est stationnaire, sa fonction d’autocovariance doit satisfaire les équations

suivantes:
Yo = 01V, £ OyY; + 0, - by - D90, - dyld,@; = bip) + &, = ygla]
Y = biYo + by¥, — dy0; - b0(®; - d’m)"i’ Yy = &7y *+ by¥, - o
Ye = O1¥ey * GYep VK 2 3.

Pour ¢,) = ¢, et ¢, = ¢, Onaura: y = o’ y, =0,y, =0 ,etdonc y, =0,

v k > 3. Ceci implique 1’indépendance des ut@u) a tous les délais £ > 1. Nous

remarquons qu’il suffit que Y, = Y, = 0 pour avoir y . =0, VEk21. L’équation

(3.2) peut également s’écrire:
(1 - &8 - 6,BY ufd) = (1 - b,¢B - B e,
et sous H(¢0) on a: ut@o) = e, ~ind NO, o:'), c’est-a-dire que les u‘@o) sont

indépendants a tous les délais k¢ = 0.

Pour tester H(¢ ), il est donc suffisant de tester I’hypothése que les perturbations
$, yp

ut@go), t=p,.., T, du modele transformé sont indépendantes contre la présence

d’autocorrélation aux délais 1 et 2. Pour ce faire, nous allons d’abord considérer des
statistiques de Durbin & Watson (1950) généralisées pour j 2 2; voir Vinod (1973).

( \ Ces statistiques peuvent s’écrire:
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I-j
Y @) - t)P
3.3) dg) = = —

T

ou encore

(b ) Az
64 @) - (@) 4748y

ad,fite,

ou

(1 0 -1 O e 0]
i ] 010 -1 0
1 -1 0 0 .. 0
.10 2 0 -1 0 .. 0]
-1 2 -10 .. 0
A1=0_1 0’A2=
0 -1 2 -1 )
0 -1 0 2 0 -1
0 0 0 .. -1 1 ,
- : 0 -1 01 0
0 00 e =1 0 1]

Le test consiste a rejeter H( Qo) lorsque au moins I’un des tests basés sur dl@o) ou dz(%) :

rejette I’hypothése d’indépendance. La région critique de niveau ¢ ,; pour chacun de ces

tests est de la forme:
B9 4@ < 4w o db) > Fetb).
Les points d;(x(¢,) et &/ (x(d,) sont choisis de fagon que, sous I’hypothése nulle,

Pld(b) < &' = 8} Pl(®) > &) = 8,/ = 1,2

ol 5} + 6]? = o et < «.. < 1.Comme en présence d’une constante, la statistiquedj(go)

0]

a une distribution symétrique par rapport a 2, il est naturel de choisir
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5} = 5}? =a; /2 En outre, par I’inégalité de Boole-Bonferroni , on voit facilement

que le niveau global du test, c’est-a-dire la probabilité qu’au moins 1’une des deux

statistiques dl@o) et dZ@o) spit significative, ne peut excéder ¢ , = &, + a,. En
général les points critiques dj‘(x@n)) et djz(x@o)) dépendent de x(¢ ). Par conséquent,
il sera commode d’utiliser la fonction de répartition de d(d):

Fj(z;x@o)) =P[d]@0) <z | Hyl
ou- Hy: b, = b j =1, 2, et d’évaluer cette fonction i 31@0) qui représente la
valeur observée de d(d):

5(d,) = Fld(o): xd) 1-
La région critique, définie par (3.5), basée sur dz@o) peut alors s’écrire:
(3.6) 6j(¢o) < 5} ou 5j(¢o) >1- 5}?.
De fa§on équivalente, la régioh d’acceptation s’écrit:

dj‘(x@o)). < d(g) < djz(x@()) ou bien 5}! < 6j(¢°) <1- 5}2

On accepte H(Qo) lorsque

5]! saj(go)sl-a?,j=1,2.

J
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On obtient ainsi une région de confiance conjointe valide pour (¢,, ¢,) de niveau plus

grand ou égal 4 1 - a;:

B Kay, a) = { (b by € 5 8] < 8,d) < 1 - 87,

815 8,(d) <1 - 87}

ou S, est I’ensemble des valeurs admissibles de (¢,, d,)’. Par exemple, sous
I’hypothése A, I’ensemble S, s’écrit
8y = { by )" bip * by <L by — Py <1, [Pyl <1}
= { (g 0 ~1 <z <1,y - 1<by<1~ oyl

En pratique, la région de confiance I(x;;, o;;) peut étre établie par un balayage de

I’ensemble admissible, ol on ne retient que les points (¢, 1 §yp)' Qui sont acceptés par

les deux tests basés sur di(d,) et dy(¢)-

4. Régions de confiance conjointes pour ¢ b P, ety

Sachant comment construire une région de confiance exacte pour les coefficients

d’autocorrélation, nous allons maintenant décrire comment obtenir des régions de
confiance conjointes pour ces coefficients et le vecteur B des coefficients de

régression. Plus précisément, nous allons considérer le probléme qui consiste i
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construire une région de confiance conjointe pour le vecteur ¢ et le vecteur y=C§p

(ou ¢ B) ou C est une matrice mxk de rang m.

Pour toute valeur de ¢ dans la région de confiance exacte de ¢, le modéle

(2.1) peut étre transformé de fagon i avoir des erreurs indépendantes. Comme

précédemment, le modéle transformé

y@) = (DB + uld)

satisfait toutes les hypothéses du modéle linéaire classique. Soit

B = [x(d)*(@)] XD (@) > 8P = ) - xD)B)

Si on considére I’hypothése H(y O): Y = v, 00 voit alors facilement que la statistique

de Fisher pour H( o)

8 - / / -1 o/ Vvl R -
F(vo;sh)=(cp Yo){(:'[x(giz?x@z)] c’' Y Cp yo)/m’
WY T, - k)

suit sous H(y 0) une loi de Fisher avec (m, T, - k) degrés de liberté (¢ désigne toujours

la vraie valeur du vecteur des coefficients autorégressifs). Par conséquent, I’ensemble
v, & ) ={ys F(ys¢) < Flaym T-k) 1,

est une région de confiance de niveau 1 - o, pour 7. De plus, il est_facil‘e de voir que

le vecteur (d, (), d,(¢)) et la statistique F(y o $) sont indépendants lorsquey = y,

[voir Dufour (1990)]. En outre, la région de confiance
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K(eyy, 0y @) = { @y Yo: &€ Koy, @) et voe Jay &) }
est de niveau plus grand ou égal @ (1 - a1 - «,), car
P[(d?-’ Y) € K(ans 195 “2)] = P[dl € I(au, “12) ety € J(&z; QO)]

=Pld € Key, )] Ply € J(ay ¢)] 2 (1 - ) - ay)-

Plut6t que d’utiliser la région de confiance ellipsoidale JYy> &), dont la forme

peut étre difficile & comprendre et a établir, on peut aussi considérer une région de

confiance "induite” dont la forme est rectangulaire [voir Savin (1984) ] . Si on dénote

Y = (Y oo ¥ €L ¥g = (Yyp0 oo ¥pp)» UNE telle région est de la forme:
Jlay &) = {vg [, - v s V) t[ af@m), T~k ,j = 1, ., m)

ol P(§) = s¥(d) { Clx(d)x(¢)]™ €’ ). On peut vmontrer facilement, par I’inégalité
de Bonferroni, que

PlyeJ(v;dl121-u0,.
De 13, on voit facilement que la région de confiance conjointe

Ky, @y @) = L, v): &) € Koy, ay) et y € JIfay &) )
satisfait la condition de niveau

Ply € K(a,;, aj), )] 21 - a)( - a,).
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5. Construction de régions de confiance marginales et de tests pour ¥

Nous pouvons maintenant construire une région de confiance exacte pour vy et

des tests a bornes pour g (Yo ¥ = ¥y Pour ce faire on va définir les deux ensembles
suivants:

Uy, @y, ) = { vy @, ¥y € K; (ay;, @y, @) Ppourau moins un

b, € ey, o) }

et
L(x;, @y @) = { yq @o’ Yo) € K, (ay;, &y, &) pour tout
$, € oy, o) }
ol I(cy, eryy) est la région de confiance pour ¢ telle que
P[Q eI(au,Otn)] 2 1-0[1,0<0£1 < 1 et Olu + 0112 = al.

Si on choisit «, &, et o tels que

6.1) d-o)-a) =1-0a, (I-a,)aé =aeetl0<ay<a<gl-q,
alors, on aura:

€ <o < aé, Lie;, a,, a;) c U («,, @y @)
et

(5-2) Ply € L(a,;, &y, /)] s 1 - & < Ply € U (0, &, &)
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pour toutes I¢gs valeurs de ¢ et -y admisssibles [pour la démonstration, voir 1’appendice

de Dufour(1990)]. En d’autres termes, U(e;, oy, @) est une région de confiance
conservatrice pour vy de niveau 1 - « et L{ay,, oy, a;) est une région de confiance
libérale au méme niveau. De ces deux régions de confiance, on peut facilement déduire
des tests conservateurs (ou libéraux) pour toute hypothése H(y,): y = v, ainsi que des

tests & bornes. Pour ce faire on va définir les deux statistiques suivantes:

(5.3) Quy) = inf { Fy, b): & € Koy, ) ) s

QJY)

sup { F(y, &) &, € Koy, ;) )

ol oy, + oy = o et oy, a, et aé vérifient (5.1). Il est & noter que I’événement
Yy ¢ Ua,,, a,, o) est équivalent avec la probabilité un éQL(y) > Flay, m, T, - k)
alors que 1’événement y ¢ L(e,, @, «) est équivalent 2 |
Qu(Y) < F(ay; m, T, - k)- Comme

Ply e Ua,, e, a)l 21 - a, Ply € L(a,;, &, 0] < 1 - &)
on déduit que
PIQ(Y) 2 F(ay; m, T, - )] < &> P[Q,(y) < F(aé; mT -Bls1l-a.

L’événement Q,(vy) = F(a,; m, T, - k) est donc une région critique conservatrice

alors que Qv = F(aé; m, T, - k) est une région critique libérale pour tester

H(¥):y =y, au niveau o. Comme Qy) s Qfy) €t
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Fla,, m, T, - k) 2>F(“’25 m, T, - k) (a2 < «’,), il est clair que la région critique
libérale contient la région conservatrice. Ceci suggére d’utiliser un test 2 bornes pour
H(yy:

rejeter H (yg) Si Qu(vy) = Flay m, T, - &),

accepter H (yy) Si Qu(vy) < Fla'y m, T, - k)-

Dans les autres cas, il est préférable de considérer le test comme non concluant.

6. Exemple Numérique et application & un modéle

du P.1.B réel tunisien

Nous allons maintenant appliquer 1’approche développée plus haut aux données

artificielles engendrées par le modéle:
©.D 'y, =By + Bty +Baxy, + 1,
u = obu_ +odu_,+e e ~™NO,4),t=1.,T,
B, =10,PB,=B;,=1,¢,=-09,¢,=00,T=47,k=3
ol x,, €t x, sont générés indépendamment des u, suivant les processus:
Xyy = 5%y * MNgpr Xy =t + My t=1.,T

ou Xy = 1 20/‘/,75 et ny et 75, sont mutuellement indépendants avec 7, ~ N(0, 1) et
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7% ~ N(O, 10). Si on estime ce modéle, en laissant tomber les deux premiéres
observations, par maximum de vraisemblance conditionnel (le logiciel utilisé est

Shazam), on obtient les résultats suivants:

Y, = 9.9095 + 0.87069 x, + 1.0983 x, + 4,, R* = 0929
(0.238) (0.0952) = (0.0856)

a A

b, = -1.02466 , &, = -0.07586,
(0.14863) (0.14863)

SSE = 101.03 , SSR = 13214 , SST = 14224 ,d, = 1.9955 , d, = 1.7589 ,

ou les valeurs entre parenthéses sont les écart-types. Les intervalles et les régions de
confiance sont présentés dans le tableau I(d) "page 31" et sur la figure 1(c) "page 35"

pour un niveau de 0.88 et sur la figure 2(b) "page 36" pour un niveau de 0.95 .

Nous allons procéder ici sous I’hypothése B ( b < Letjp| <l - o) et
considérer deux variantes de la méthode décrite a la section 3 afin de construire une

région de confiance pour (6., ¢,)'- En outre, nous allons construire pour les

coefficients de régression des intervalles de confiance simultanés de type "induit" (basés
sur I'inégalitt de Bonferroni). En premiére étape, pour pouvoir effectuer une

comparaison avec des résultats fondés sur des points critiques déja tabulés pour les

statistiques di(®) et dy(¢ ), nous avons choisi les niveaux de signification suivants

pour les différents tests: @, =002 pour d(d 0), «,, = 0.10 pour dz@o),

@ =y +a, =012, =015, @, =1-(1-a)l-a)=003 et

o, = afk = 0.01 ou k = 3. On doit déterminer I’ensemble des vecteurs Qo tels que
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les statistiques dl@o) et dz@o) (calculées a partir du modéle transform€) ne sont pas

significatives aux niveaux o, et o, respectivement.

Pour la premiére méthode, les points critiques sont obtenues en utilisant
’algorithme d’Imhof(1961) telle que programmée dans la sous-routine FQUAD de
Koerts et Abrahamse (1969). La région de confiance simultanée ainsi obtenue est (voir

la figure 1(a) "page 34") assez précise et elle est étendue i cOté de la borne

d, -0, =1 du triangle de stationnarité. les intervalles de confiance correspendants

(obtenus par projection) sont dans le tableau I(a) "page 30".

Pour la deuxiéme méthode [tableau I(b) "page 30"], on construit la région de

confiance de ¢ en utilisant les bornes disponibles pour des statistiques de DW. Cette

méthode consiste 4 réunir tous les ¢0 satisfaisant les deux conditionsi suivantes:

diy < d@) < diy> dyy < dy() < 4,
ol @2 = 4 - dy, et d =4 - dy . dj, = 1.245 est la borne critique inférieure de
d; sous H,,: ¢, = O contre H,;: ¢, > 0 au niveau de signification 0.02 [£/ = 2 et

T = 45, dans Savin et White (1977, Table D], dzlL = 1.385 est la borne critique

inférieure pour d, sous Hy,: ¢, =0, ¢, = 0 contre H,;: ¢, > 0 au niveau de 0.10

[k/ = 2etT = 45, dans Vinod (1973, Table I1a)]. La région de confiance pourp,

et ¢, obtenue de cette fagon est plus grande que celle trouvée par la premire
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approche, elle est aussi étendue a c6té de la borne b, - ¢, = 1; voir tableau I(b)

"page 30" et ﬁgure' 1(b) "page 34".

Si on utilise tout I’ensemble des valeurs admissibles de ¢ 10 St &,, comme région

de confiance de niveau 1 (¢; = 0), ona o = a, = 0.15, nous obtenons alors les
intervalles rapportés au Tableau I(c) "page 31". On remarque que les régions de

confiance pour @ sont beaucoup plus grandes; ce qui met en évidence I’importance de

Iutilisation d’une région de confiance pour ¢. Sur la base des deux premiéres

méthodes, il est clair que E ,» B, €t p, sont significativement différents de zéro, en

effet les tests 4 bornes pour E ., =0,B, = 0 et p, = 0 sont significatifs au niveau
0.03 = a, Car

Q,(B, = 0) = (24.181)* > 5.04598 = F(a,; 1, 42),
Q,(B, = 0) = (6.48)% > 5.04598 = F(a,; 1, 42),
Q,(B; = 0) = (7.54)* > 504598 = F(a,; 1, 42)-

En seconde étape nous allons utiliser des niveaux de signification plus usuels, a
savoir @, = a, =005, « =0.10 (avec @, = G, = @2 = 0.025), nous obtenons
“les résultats asymptotiques du tableau II(b) "page 33" et de la figure 2(b) "page 36",

et les résultats exacts (avec des calculs par Imhof) du tableau II(a) "page 32" et de la

figure 2(a) "page 36". La région de confiance asymptotique est semblable 4 la région

exacte; elle est étendue également sur la ligne ¢, - ¢, = 1. Quel que soit le niveau
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utilisé, on constate que les régions de confiance obtenues couvrent bien les vrais valeurs

des paramétres et sont remarquablement précises.

Maintenant nous allons appliquer les méthodes proposées a un modele de P.I.B

réel tunisien. L’étude de cette série [voir Dufour et Neifar (1995 b)] suggére que

log(P.I.B) =y, suit un processus autorégressive d’ordre deux. On écrira ce processus
sous la forme

6.2) Y, =B, +u,u = bu,_, + bu_, +e

ou- e, ~nd N(0, 0%). Si on estime le modéle (6.2) par maximum de vraisemblance

conditionnel nous obtenons les résultats suivants:

y, = 10.627 + 4,
(0.1955)

@, = 070053 4,, + 0.26506 4,_, + &,
(0.17604)  (0.17604)

ou les valeurs entre parenth¢ses sont les écart-types. Les intervalles de confiance

asymptotiques pour un niveau de 0.95 ( t00s(29) = 2.045) sont:

¢, € [0.34053, 1.0605], ¢, € [-0.094941, 0.62506] ,
la région de confiance conjointe asymptotique pour ¢ | €t ¢, estsur la figure 3 "page

37",

Si on applique maintenant la méthode proposée (avec des calculs par Imhof), en
imposant les conditions de stationnarité, nous obtenons la région de confiance de niveau

0.95 sur la figure 4 "page 38". Cette région est assez précise, elle est étendue a coté
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de la borne ¢ . + ®, = 1 dutriangle de stationnarit¢, elle est plus informative pour ¢,

que pour ¢,. Par projection sur les axes, nous obtenons les intervalles de confiance

simultanés suivants:
¢, € [-0.0299, 1.64], ¢, € [-0.679, 1.0]-

Puisque 8 , estnon identifiable, nous avons construit 1’intervalle de confiance (a 0.95)

pour B, = (1 - ¢, - d,)B, B, € [0.0954, 0.772]-
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Tableau I "exemple numérique”
Intervalles de confiance avec les niveaux:

e« =015, ¢, = 003, ¢, = 012, «}, =0.02, &), = 0.10
des vrais parameétres:

¢, =-09,¢,=00,p,=10,, =1 -6, -d)B, =19, P, = p, = 1

(a) Calcul par Imhof (bornes exactes)

Parameétres Intervalles de confiance simultanés
¢, [-1.73, -0.639]
b, [-1.00, 0.32]
B, v [11.877, 38.526]
B, [0.565, 1.251]
B, -+ [0.724, 1.44]

Le point critique utilisé pour le calcul des intervalles de confiance simultanés des |
parametres de régression est t, 2/2,‘(42) = 2.698.

(b) Résultats fondés sur I’utilisation de points critiques tabulés:
dy, = 1245, d, = 1.385

Paramétres Intervalles de confiance simultanés
®, [-1.77, -0.629]
¢, [-1.00, 0.33]
B, [11.7699, 38.899]
B, [0.565, 1.255]
B, [0.736, 1.449]
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(Suite du tableau I)

(C) o = 0, o =0; = 0.15

Parametres Intervalles :1e confiance simultanés
¢, [-1.00, 1.00]
&, [-2.00, 2.00]
B, [7.861, 40.77]
B, [0.111, 6.53]
B, | [-0.559, 14.991]

(d) Résultats asymptotiques

Parameétres Intervalles de confiance simultanés
b, [-1.3385, -0.7108]
¢, [-0.3898, 0.23809]
B, [9.2675, 10.5521]
B, [0.6137, 1.1277]
B, [0.8673, 1.3292]

Les intervalles de confiance pour ¢, et ¢, sont obtenus par projection de
Pellipsoide [de la figure I(c)] sur les axes. Le point critique utilisé pour la construction
de la région conjointe est égal F,,(2; 42) = 2.23099. Les intervalles de confiance
simultanés pour les paramétres de régression sont calculés i I’aide du point critique
2 0a(42) = 2.698.
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Tableau II "exemple numérique"
Intervalles de confiance avec les niveaux:
« =010, a, =, =005, ,, = a, =0.025
des vrais paramétres:

¢, = 09,,=00,p,=10,F, =(1 - -¢)B, =19,B, =P, =1

(a) Calcul par Imhof (bornes exactes)

Parameétres Intervalles de Intervalles de
confiance confiance non
simultanés simultanés

é, [-1.419, -0.649] [-1.419, -0.649]

b, [-0.619, 0.31] [-0.619, 0.31]

F [12.146, 31.487] [12.404, 31.205]
1

B, [0.559, 1.253] [0.624, 1.188]

B, [0.739, 1.446] [0.805, 1.381]

Les intervalles de confiance pour ¢ , €t ¢, sont simultanés et sont obtenus par
projection de la région de la figure 2(a) sur les axes. Les intervalles des paramétres de
régression sont simultanés dans la premiére colonne (’o 512*(42) = 2.494) et sont non
simultanés dans la deuxiéme colonne (to.osrz(42) = 2.019).
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(Suite du tableau II)

(b) Résultats asymptotiques

Parameétres Intervalles de Intervalles de
confiance simultanés confiance non
simultanés
b, [-1.398, -0.665] [-1.371, -0.679]
b, [-0.449, 0.297] [-0.421, 0.269]
B, [9.319, 10.503] [9.429, 10.39]
B.z [0.633, 1.108] [0.678, 1.063]
B, [0.885, 1.312] [0.925, 1.271]

Les intervalles de confiance dans la premiére colonne sont simultanés: les
intervalles pour ¢ , &t ¢, sont construits par projection de |’ellipsoide de la figure 2(b)
sur les axes ( Fys(2; 42) = 3.1) et les intervalles des paramétres de régression sont
calculés avec le point critique toose@2) = 2.49. Dans la seconde colonne, les
intervalles sur les paramétres autorégressives sont aussi simultanés rectangulaires et
sont construits avec le point critiquev tyosn,(42) = 2.325, alors que les intervalles sur
les paramétres de régression sont non simultanés et sont construits avec le point critique

foosp(42) = 2.01.
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Figure 1: "exemple numérique”
Régions de confiance simultanées pour b, et ¢, (1 - @, = 0.88)
(a) Points critiques calculés par 1’algorithme d’Imhof
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Figure 2: "exemple numérique”
Régions de confiance simultanées pour ¢ et ¢, (1 - «, = 0.95)
(a) Points critiques calculés par I’algorithme d’Imhof
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Figure 3: "cas du P.I.B réel tunisien”
Région de confiance asymptotique pour ¢, et ¢, (1 -a =095 )
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Figure 4: "cas du P.I.B réel tunisien"
Région de confiance simultanée pour o, et ¢, (1 - @, = 0.95)
"Points critiques calculés par 1’algorithme d’Imhof”
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ESSAI IT

METHODES D’INFERENCE EXACTES POUR DES
PROCESSUS AUTOREGRESSIFS: APPROCHE FONDEE

SUR DES TESTS INDUITS
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1. Introduction

L’inférence statistique (tests et régions de confiance) sur des modeles
autorégressifs constitue 1’un des problémes fondamentaux posé par I’analyse des séries
chronologiques en économétrie et en statistique. Les méthodes utilisées pour ce faire
sont habituellement basées sur des approximations asymptotiques dont la fiabilité est
généralement douteuse, méme sous des hypothéses paramétriques précises (e.g.,
- innovations gaussiennes). C’est le cas en particulier, lorsque le processus considéré est
d’un ordre plus grand que un; voir, par exemple, Diebold et Nerlove (1990),
Gourieroux et Monfort (1990), Brockwell et Davis (1991), Stock (1991, 1993) et

Hamilton (1994).

Dans ce texte, nous développons des méthodes d’inférence exactes relativement
simples pour réaliser des tests et construire des régions de confiance sur les coefficients
d’un processus autorégressif d’ordre p [AR(p)] gaussien contenant un parameétre
constant inconnu. Il n’y a pas de contrainte sur la stationnarité du processus. Nous
allons particulitrement nous intéresser au probléme des régions de confiance. La
méthode développée est une extension de 1’approche proposée par Dufour (1990) pour
des processus AR(1). Elle comporte deux étapes principales. La premiére consiste a
obtenir un teSt qui permet de vérifier n’importe quelle hypothése fixant le vecteur

complet des coefficients du processus autorégressif. De cette maniére la distribution de
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la statistique proposée ne comporte pas de paramétres de nuisance. Chaque hypothése
de ce type est testée en transformant les observations de facon a faire disparaitre
I"autocorrélation entre celles-ci sous 1’hypothése nulle (dépendance qui ne disparait pas
sous ’alternative) et en testant si leS observations transformées sont indépendantes. En
outre, pour traiter les cas ou p = 2, nous utilisons un test induit obtenu en combinant
plusieurs tests d’autocorrélation congus pour détecter la dépendance aux délais 1, 2, ...,
p.! Cette approche a I’avantage de simplifier considérablement le calcul des
distributions des statistiques sous ’hypothése nulle et de permettre I’utilisation de
tables. Typiquement, Ies valeurs critiques appropriées peuvent étre caiculées au moyen
de I’algorithme d’Imhof (1961) ou d’algorithmes semblables [e.g., Ansley, Kohn et
Shiveley (1992)]. La seconde étape consiste & construire une région de confiance
conjointe pour les coefficients du modéle. Cette derniére est obtenue en cherchant
’ensemble des vecteurs de coefficients autorégressifs qui ne sont pas rejetés par la
procédure de test développée plus haut. En d’autres termes, on "inverse" la famille de
tests considérée. Pour le cas AR(1), vla région de confiance se calcule facilement en
~ résolvant deux polyndmes du second degré. Pour les processus d’ordre plus élevé (p
= 2), on peut avoir reéours a un balayage sur p - 1 coefficients du modéle: pour
chaque configuration de ces p - 1 coefficients, on obtient ’ensemble des valeurs

acceptables du dernier paramétre (qui peut étre vide) en résolvant 2p polynémes du

second degré. La région de confiance conjointe est alors I’union des "régions

"Pour des survols de la théorie des tests induits et de I’inférence simultanée; voir
Miller (1981) et Savin (1984).




46

conditionnelles” ainsi obtenues. A partir de la région de confiance conjointe, on peut
(si désiré) construire des régions de confiance pdur les coéfﬁcients individuels du
modele par ﬁne méthode de projection, et tester toute genre d’hypothése, linéaire ou
non linéaire, sur les coefficients du modéle. Ces régions de confiance et les tests ainsi
obtenus possédent aussi une propriété de simultanéité. En plus d’étre exacts sous une
hypothése gaussienne, les tests et les régions de confiance proposés sont
"asymptotiquement valides” sous des hypothéses beaucoup plus faibles [e.g., lorsque
les innovations sont indépendaﬁtes et identiquemeni distribuées avec une variance finie].

Les méthodes proposées sont appliquées a un modéle du P.I.B réel tunisien.

Notre texte est divisé comme suit. Aprés avoir décrit le modéle et les principales
notations utilisées dans la section 2, nous montrons i la section 3 comment construire
un test combiné des paramétres du modele autorégressif. Dans la section 4, nous
discutons comment construire une région de confiance conjointe pour les coefficients
du modéle, en considérant d’abord en détail les cas AR(1) et AR(2). Dans la section
5, nous étudions comment construire des régions de coﬁﬁance pour les coefficients
individuels du modele et comment tester diverses hypothéses sur ces coefficients. Nous
démontrons dans la section 6, la validité asymptotique des tests sous des hypothéses de
régularité usuelles plus faibles que 1’hypothése gaussienne. Enfin, & la section 7, nous

appliquons les méthodes proposées & un modéle du P.I.B réel tunisien.
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2. Modéele et notations

On considére le modéle AR(p) suivant:
2.1 Ye =B+ oYy t by, ot (bpyt—p tu,
u~" N0, 6] ,2=1,..,T

OUT2p+1,Yy,¥, s > Y., SOt indépendants de u = (u, , ... , u)’ et les

paramétres ¢, , ¢, , . , » B et o? sont inconnus. Afin de faciliter I"interprétation

s 3

des résultats, il sera utile de reparamétriser le modéle de fagon analogue 2 Dickey

(1976), Fuller (1976) et Beveridge-Nelson (1981). Ainsi on voit facilement que
yr = B + ¢lyt-1 + ¢2yt~2 to + <I>pyt-p + ut
=f + (¢1 + ¢2 o t d’p)yt_l = (¢2 * ¢3 tooF ¢p)(}’ 1 - y,_z)

- (¢3 ot ¢P)(y“2 - yt-3) ot (-¢p)(yt-p+l - yt-p) + ut

= p + (ij-l(pj)yt-l + Z;:ll (_Zt;jﬂ ¢i)bt—j - yt-(j+1)] +t U,

t=1, .., T, ouencore
2.2) =B+ elyt-l + e2 -1 }’,_2) o ¥ ep(yt*(p—l) - yt-p) tu,
=p +0y,_, + 0,Ay, , + .. + epAyt-p+l +u.t=1,.,T,

el = 4)1 + 4)2 ot ¢p’ ej+1 == l;’j‘*l ¢i’ Ayt-j = yt-j - yt—j-]_’ j 2 1'
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Les paramétres inconnus du modéle transformé (2.2) sont donc

6=@,.,69,,.., ap)’ , p e o, et les variables explicatives sont

Vet s DYy 5 v s APy Les modeles (2.1) et (2.2) sont complétement équivalents.
3. Test de Phypothése Hy®): 8 =8,

Nous allons maintenant étudier le probléme qui consiste & tester I’hypothése

3.1 HO(QO): 0 = Qo contre Ha@o): e = go
On dénote par g = @, , 6, , ..., O )/ le vecteur des vraies valeurs des paramétres et

par Qo = (09,0, ,..,0 Po)/ n’importe quel vecteur de valeurs hypothétiques. Sous

Hy®).

B2 ¥ 0y - OAY, ~ . = B4AY =B tu,t=1,.,T
Définissons
z(® =y, -0y, - 0,Ay,_, - ... - Bl,Ay,_p+l ,t=1,..,T,

et 2(0) = [z,(8), z,(8), -.., ZT(Q)]/. Sous HO(QO), la série { zt(go); t=1,., T}estun
bruit blanc normal de moyenne p . Sous Ha(go), la méme série sera autocorrélée et

suivra un processus ARMA(p, p). On peut donc tester Hy® 0) en testant si les zt(Qo)
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sont indépendants contre la présence d’autocorrélation aux délais 1, 2, ..., p; voir
Dufour et Neifar (1995 a). Comme la structure d’autocorrélation d’un processus

ARMA(p, p) est complétement déterminée par les p premiéres autocorrélations, il sera

suffisant pour tester 1’indépendance des Zz(ﬁu)’ t = 1, ..., T. Pour ce faire, nous

considérons p statistiques de la forme suivante:

VA =MAM B, -MBM. M=1, - %u’, 1=, 1, ., 1Y, et B, est une

matrice positive définie. Sans perte de généralité, on peut supposer que A et B (et
donc Zj et Ei) sont des matrices symétriques.b L’intérét de considérer de telles
statistiques vient du fait que la distribution de chacune d’elles, sous HO(QO) , ne dépeﬁd

d’aucun paramétre de nuisance et peut étre calculée assez facilement [par exemple par
I’algorithme d’Imhof (1961)]. En particulier, on peut considérer:

1) des statistiques de von Neumann généralisées:

T Ytz @) - z@)F

T T — ~ j=1 .,p
T -0 YT z©) -26)]

(3.4 VN(®) =

ol z(@9) = 3., z®)IT:

ii) les coefficients d’autocorrélation:

63 1) - i @) - 20k, @) - 28)) P
J T o 2
, 1 128) - 28]
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1ii) des statistiques de Durbin-Watson généralisées
T-j 2
| -2 -
3.6 d@) = E,; i) _'@0): . a
L [28) - 28] T

11 est facile de voir que toutes ces statistiques s’écrivent sous la forme (3.3).2

b)) P
ij(ﬁo),J =1, ...,p.

Un test bilatéral de "hypothése HO(QO) contre la présence d’autocorrélation au
délai j consiste alors a rej.eter HO(-QU) au niveau 3 ©<a ;< 1) lorsque
3.0 DfO) < da,) O D(8) > dy(,)
ou di(«,) €t d,(a,) sont choisis de fagon telle que , sous I’hypothése nulle,

P[ D) < d(e)) ] < ay;» P[ DB) > dy(x,) ] < &y,

ou = .
@ty =ea,0<a,<1,0s<a,<1

En combinant les statistiques Dj(Q 0), j =1, .., p, il est facile d’obtenir un test

de Ho@o) contre la présence d’autocorrélation aux délais j=1,. ,p: 1 suffit de

rejeter Ho(ﬂo) lorsqu’au moins un des tests Dj@o) ,j=1,.,p rejete H

’La théorie des tests de type Durbin-Watson contre ’autocorrélation a des délais
plus grands que un a été discutée par plusieurs auteurs; voir, par exemple, Wallis
(1972), Schmidt (1972), Vinod (1973) et King (1987).
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(procédure de test induit). Pourvu que @ + U, e, S A, le niveau global de

cette procédure n’excéde pas ¢ (par I’inégalité de Boole-Bonferroni).
4. Régions de confiance pour g

Si on se sert du test induit décrit & la section précédente, I’hypothése

HO(Q(): @ =9 nest pas rejetée lorsque 4 (a,) < D(8) < dy{x,) pour
j=1,2, . ,p -Parconséquent, 'ensemble des valeurs 8, qui ne sont pas rejetées
par cette procédure,

@4.1) 1 ={ 8, difay) < DO)s dyfay) , j=1,..,p}

est une région de confiance de niveau 1 - « pour g = ©,8,,.,0 P)/:

(42) Pl8elI]l>1-a.
Autrement dit, la région est obtenue en "inversant” la famille de tests proposée pour

des hypothéses de tYpe HO(QO). Si, de plus, on restreint @ & un ensemble de valeurs

admissibles S,, I’ensemble 1 N S,, constitue aussi une région de confiance de niveau

1 - « (quand les conditions imposées sont correctes).
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Nous allons maintenant étudier de facon plus précise comment construire la
région de confiance I. Pour ce faire, il sera utile d’examiner d’abord des cas spéciaux,

les processus AR(1) et AR(2), pour ensuite traiter le cas général d’un processus AR(p).

4.1 Processus AR( 1

Dans le cas d’un processus AR(1), les équations (2.1) et (2.2) s’écrivent:

“3) y=p+dy, +u =p+06y, +u,t=1,.,T
ol »~mNJ0, ¢%) ,t=1,..,T, T22, 6 =¢ et y, est indépendant de

u=(u, .., uT)/ . Nous ne faisons pas d’hypothéses supplémentaires sur la

distribution de Yo Afin de construire une région de confiance exacte pour @, on
considére une famille de tests de la forme (3.7) pour les hypothéses H(6,)- Alors
I’ensemble des valeurs 6, qui ne sont pas rejetées par le test,
@.4) 1={0yd,(x,) < D8 < d,(a,) }
est une région de confiance de niveau 1 - ¢ pbur 0. Il est clair que
8 € I (si et seulement si) ssi d, (a,) < D,(6) < d,(«,,)-
ce qui équivaut & dire que @ ¢ I ete el ol
“.5) 1, =186, D8y 2 dj () }s I, = {8, D,(B) < dy(e,) }-

En remplagant D,(0) par la formule (3.3), on aura: § ¢ [ ete el ssi
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2(8)/4,2(6) 2(8)/4,2(8)

(4.6) D,(0) = > d, (a,) ¢ D,®) =
T @Bae . T Y T eyB @)

< dyy(0g)

ou, de fagon équivalente,

(4'7) Z(e)l[ Zl - d11§1 ] Z(e) 20 et. Z(e)/[ ‘_{1 - d21§1 ] Z(e) <0

oud, =dy(ay), dy =dyle,), o +a, =0, 0sa,;s1, 0<ay <1,

et

“8) 28) =y -8y s ¥ =0y, %, > 2, =0 Vs ¥y

En remplagant z(@) par sa valeur en (4.8) et aprés quelques manipulations on peut voir
que: 9 el et6 el ssi

4.9) a,6% + b6 +c,20,a,0+b,0+c, <0

A

ou

|

4.10) a,, = yl_léul_l’ b, = -2 31/_1_6111’ ¢y =¥Cpuy, Cyy =4, - d,B,,

@.11) a, = 1/_16211-1’ by = -2 31/_162133’ ¢y =¥Cp¥, Cy = A, - d,B,.
Une fois qu’on a les racines des deux polyndmes du second degré en (4.9), il est facile

de trouver les valeurs de @, pour lesquelles aue2 +b,0 +c, >0 et

a2162 +b,8 +¢cy <0. Ces derniéres constituent la région de confiance | = I, N L.

Si de plus, on impose la condition de stationnarité 6] < 1, I’ensemble
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I= IAADA n (-1, +1) constitue toujours une région de confiance de niveau o. De
méme si on impose plutdt |6] < 1,’ensemble | = I, N I, N [-1, +1] sera une région

de confiance de niveau ¢.

4.2 Processus AR(2)

Dans le cas d’un processus AR(2), I’équation (2.2) devient:
@12) 'y =p+oy,, + 0,017 ¥ * 1,

=P +0y, + 0,Ay, , +u, t=1,.,T
00 Ay, , =¥, - Yy » 4~™N[0,0%,¢t=1,.,T, T=23 et y , y sont
indépendants de y = (5 s "T)/ . Afin de construire une région de confiance valide
pour § = (8, 92)/ , on considére une famille de tests du type (3.7) évec j =1, 2, pour
des hypothéses de la forme HO(QO); 9 = ﬂo ou go = (8,05 92.0)/ est le vecteur des
valeursA hypothéﬁques. L’ensemble des valeurs de Qo non rejetées par le test,
“.13) 1={8:dya) <D®) < dya,), j=12}

est une région de confiance conjointe pour § de niveau supérieur ou égal 4 1 - «.

Nous avons:
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@el ssii Qel et Qel)
ou

L ={8;D®)>dfe),j=1,2),

1,2}

I, = {0, D®) < dy(,) , j
En remplagant de nouveau D) par la formule (3.3), on voit que:

(@ el etfel) ssi

2(8)'4 2(8)

d ) D =
() < DO 2©)B 20

<dyfe)) . j=1,2,
ou, de fagon équivalente,

(4.14)  20)[4; - d,BJz(®) > 0 et 2(8)[A, - d,BJz(8) < 0

ou
(4.15) 28 =@ -8,Ay ) -0y ¥ = O, ¥y s s ¥
A}l_l = (yo “Ya N - Yo» oo Yrg ~ yT.z)/’ dlj = dll(ali) et dzj 2 dzj(azj)' En

(4.14) z(@) dépend de deux paramétres inconnus @ L6t 6, Sionfixe g, = 0,, la

résolution de ces inéquations nécessite la recherche des racines de quatre polyndme du

second degré comme dans le cas d’un processus AR(1). Pour 6,0 donné, définissons:
1,0, = {(8,, 8,)": D6, 6, 2d;,j=1,2 }s

LB,y ={(®, 0" DO, 0,) <d,, j=12},
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10,) ={8:8 €18, et 8 € L(6,) }-
1(8,,) représente le sous-ensemble conditionnel (possiblement vide) des éléments de I

tels que 6, = 0,,- On voit facilement que 7 = U, 10,,) oﬁ. s, est I’ensemble des

o € 5y

valeurs admissibles de 0, (el,ezo)/ € I8, ssi les inéquations (4.14) sont vérifiées

pour

2©) =@ - 0,4y ) -0y = L0y - Oy -
De plus,

8 €L®y ssi af +bO +c,20, j=12
et

8 €®y ssi af] +b0 +cy<0, j=1,2
ou

a; =¥ Cy > by = -2 ¥ C 0, ) c,; = 18,)C, 20, )
Cy=4, -4,
ay = Y Cp > by = 2 Y GO o = 10,0209

Ezj =Zi _dﬁEi’ i=12
Notons que le choix de fixer g , plutdt que @ , est pas arbitraire, car si on impose les

conditions de stabilité , le domaine des valeurs admissibles de 6, est plus restreint que




57

celui de @ L On peut alors effectuer un balayage des valeurs admissibles de 6,,, €n

résolvant & chaque fois les inéquations (4.14) correspondantes. On trouve ainsi:
I=Uy g 10 = Uy o[ N 1O,

En partiéulier, si on impose les conditions de stabilité sur 6, et ,, la région de

confiance

I=U,_ . s[L®y) N LGNS,

ol

S, ={(®,6): -3<8,<1,10,]<1,208,+86, >-1}]

est de niveau 1 - o pour @.

4.3 Processus AR(p)

Pour le cas d’un processus AR(p), ol p > 1, on peut procéder de fagon

analogue. On considére p tests de la forme (3.7), alors ’ensemble des valeurs de ﬂo

qui ne sont rejetées par aucun de ces tests,

I={Qozdu(cz)sD(Qo)sd(oc2 =1,.,ph

*S, est la région de stationnarité pour un processus autorégressif d’ordre deux; voir
Farebrother (1973a, 1973b, 1974b, 1974c, 1976, 1987) pour les conditions de stabilité
nécessaires et suffisantes pour les processus autorégressifs d’ordre 2, 3, 4 et 5.
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constitue une région de confiance conjointe de niveau 1 - ¢ pour . Il est facile de
voir que

8 el ssi DO 2 difa,) € D(O) s dyfe)), j =1, ..,p >

ssi geletfel,

ou

I ={Q:DJ(Q) z}dlj,j=1,...,pk}
et

L =1{8: D®) <d,,j=1,.,p) d;=dfa), d=dyfa,)
En particulier,

‘i z/(0)4 2(8)

0 el SID@) >dy ssi——
z'(8)Bz(®)

> dlj’

ou, de fagon équivalente,

4.16) 2@ Zj -dB 128 20,j=1,..,p
ou

7@ =(x - 6,Ay - 0,4y , - .. - BPAy_pﬂ) -0 =120) -6y >
ﬂz =0, ., ep)’, Y=0y5Y s > yT)/, Y, = O » Yy s e » yT_l)’,

Ay, = (A s v s AYg s e, Aypy) k2 1

™
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Les inéquations (4.16) dépendent de p parameétres inconnus. Si on fixe 32 =
_Qg = (8,45 --s O p(l)/ , le probléme se réduit a la résolution de polynémes du second degré
en @, . Plus précisément, (g, Qg) € 11(9_‘2’) ssi

) - 0y ), - 4 BYEO) -0y ) 20, j=1,..,p
ssi

28)'A; - 4, B)z®) -2 0, ¥ (A, - d,B)z@®) +
R y’_l(Aj -dyBy =0

Il s’agit donc de trouver les valeurs de 6, qui satisfont les inéquations

“.17) 4,02 + by +cy;20, j=1,.,p
Ola, =y Cp .+ by = -2y CzE,c, = 28)C708) &t T, = 4, - d,B, De
la méme fagon: (g,, Q;’) € 12(_Q‘2’) ssi

(4.138) a,8,’ + b8, +c2j$0, j=1,..,p

ol gy, = 31/-162' o by =2 2/-152;@(2’)’ Cy = z@g)@zfz@g) e Cy =4, - dB;

Pour chaque Q‘z) fixe, on obtient une région de confiance ]l(gg) N Iz(gg), pourg,

(conditionnelle sur §9). En faisant ainsi un balayage de 1’ensemble des valeurs possibles
g%
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de Qg et en résolvant les 2p polyndmes du second degré en (4.17) et (4.18), on

construit alors la région de confiance conjointe
b < 5[HE) N L@

ou s, est I’ensemble des valeurs de Qg admissibles (par exemple, sous I’hypothése de

stationnarité).
5. Tests d’hypothéses générales

Supposons maintenant que 1’on s’intéresse 4 p fonctions 8,(©®), - g, de 9.

Etant donnée la région I, on peut construire par une méthode de projection des régions

de confiance simultanées de niveau 1 - o pour 8, ..., g,()- En effet,

$.1) ger1 = g0 € g, i=1,..p,

et donc

G2 Plg@®egdi=1.,pl2P[8ell>1-c.

Comme cas spécial, on peut s’intéresser aux composantes individuelles 8, du vecteur
0, ce qui permet d’obtenir des régions (ou intervalles) de confiance simultanés pour les

différents coefficients @ I S 9,,' Il est clair en outre que la condition (5.2) implique

53 Plg®egDl21-a,i=1,..,p,
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c’est-a-dire les régions de confiance g(I) sont aussi des régions de confiance marginales
au sens usuel du terme. Comme autre cas spécial, on peut s’intéresser i la construction
des régions de confiance pour les racines du polyndme autorégressif en (2.1) et, i partir

de 1a, examiner si ces racines se trouvent 4 I’intérieur ou i I’extérieur du cercle unité.

Sur la base d’une région de confiance I pour g, on peut aussi tester n’importe

quelle restriction sur les paramétres du modéle. Considérons en effet une hypothése

génférale de la forme

5.4 HypeQ,

ou Q, est un sous-ensemble non vide de R?. Une fagon simple de tester H, consiste

a

(5.5) rejeter H, lorsque 1 N Q=0

ou I est une région de confiance de niveau 1 - o pour Q; c’est-a-dire
Pl8ellz21-a.

Le test ainsi construit est de niveau . Sous H,, ’événement g ¢ I est équivalent a

8 €11 Q,, etdonc

G6) PIINQ=0]1<P[8¢INQ1=PQ¢]]sa-

Par exemple, on peut tester des hypothéses portant sur les racines du polyndme
autorégressif en (2.1) ou (2.2), lesquelles constituent en général des transformations

non-linéaires des coefficients de ces polyndmes. Pour ce faire on peut associer i la
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M

région I les régions correspondantes Ry(I), i = 1, ..., p, pour les racines de ces

polynémes (qu’on peut ordonner de fagon naturelle par ordre croissant des modules).

De 13, on peut tester n’importe quelle hypothése sur la position de ces racines.
6. Validité asymptotique des tests

Dans cette section, nous étudions la "validité asymptotique" des tests proposés
plus haut sous des conditions de régularité usuelles, telles que celles considérées par

Brockwell et Davis (1991, chapitre 7, théoréme 7.2.2). En particulier, sous 1’hypothése

ou 8, est la vraie valeur de @, nous supposerons ici que les variables transformées

zt(QO), t=1,.., T sont indépendantes et identiquement distribués (i.i.d.) de

moyenne B et de variance (0 < ¢ < «. A partir de (3.6), il est facile de voir que

d](QO) et VN](QO) ont la méme distribution asymptotique. De plus, si on définit

\S& _ [26)
Zt@o) = zt@o) - z(ﬁo)’ o - VU

d(T, 8) = df8) et r(T, 8) = (8, on peut réécrire d(T, 9)

(T, 8):

Y @E@) + £ f0))

j=1,.,p
T 2
t=1 Z'(Qo)

6.1) (T, 8) =201 - r(T, )] -

ou z,(QO) =¥, = 00Yer ~ OAY, - . - BopAyt_M, t=1, .., T, ouencore,




63

6.2) (T, 8) =2[1 - r(T, 8)] - E(T, 8)-j =1, ..,p
ou le terme
)38 €0 + £.7.8)"

'E::l zt@o)z

est asymptotiquement négligeable, c’est-a-dire

E](T, QO) =

1 2; a2 L s 2
(zt + =i )
2[ =] &0: zt T]: (): L, 0

(6.3) ﬁ}gj(]; Qo) =
1 - " o0
'5‘. 2:1;1 Zt(Qo)2 T

en probabilité. A partir de (6.2), on peut écrire

VT (T, 8) =T 1 - (@(T, 8)/2)] + -‘g E(T, 8,)

d’ou
TIAT,8) - VT I - @(T Q2] == 0, S
Par conséquent, pour T grand,
64) VTr(T,0) =TIl - AT D] j=1,..,p-
Dénotons par R(p, T, Qo) et D(p, T, QO), les vecteurs suivants:

65  R@,T8) = 4@ 8) , ., 1T, 81,

D@, T, 8) = [4(T, 8) , ..., d(T, 8V




A partir de (6.4), on a la relation :

6.5 VT Rp, T, 8) =TIy, - D, T, 812

ol le vecteur 1 = @, .., 1)yestde dimension px1. De plus,

©.7) VIRp, T,8) ----- ~ N[0, L]
T-- e

Les tests obtenus sous l’hypothése " restrictive” de normalité ont donc la propriété
asyrhptotique suivante: sous I’hypothése ou les observations sont identiquerrient et
indépendamment distribuer (i.i.d) de méme moyenne et variance finie g2, la probabilité
de rejeter I’hypothése nulle converge vers une valeur qui n’est supérieure au niveau

affiché lorsque T - «.

7. Application au P.1.B réel tunisien

Pour illustrer les méthodes proposées plus haut, nous allons étudier selon la
méthode de Box et Jenkins (1976) la série du P.I.B réel tunisien (PiBt) de 1961 4 1992
(annuel).* Si on commence par examiner le graphe de la série PIB,, on voit que cette

derniére croit de fagon exponentielle (voir figure 1 "page 68"). Il apparait donc

approprié de prendre le logarithme de la série, que nous noterons y, = log(PIB): on

“‘Source: "Banque de Données Macro-économiques”, Institut d’Economie
Quantitative, Tunis, 1992.
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voit sur la figure 2 "page 69" que cette derniére croit de facon linéaire. Aprés avoir
examiner les autocorrélations et les autocorrélations partielles de cette série (voir les
figures 3 "page 70" et 4 "page 71"), il nous est apparu qu’un modéle de type AR(2)

serait approprié pour la série y,- Si on estime un tel modele par M.C.O, on trouve le

résultat suivant:

(7.1) y, = 02987 + 09734y, , - 02836 (y,, - ¥,.,) + 4,
(0.1276) (0.0146)  (0.1661)
(2.3409) (66.6637)  (-1.708)

R = 09936, DW = 1.77, SSR = 0.0389

ot les chiffres entre parenthéses sont respectivement les écarts-types et les statistiques

t de Student. Si on suppose que les statistiques t de student pour tester différentes

valeurs de 0, et 6, dans ce modele suivent approximativement une loi t(27), on peut
calculer des intervalles de confiance pour @ L6t 8,. Ainsi aux niveaux 0.95 et 0.975
[toxs(27) = 2.052 et t,,5(27) =' 2.3734] on obtient de cette maniére les intervalles
suivants:

(7.2) 8, € [0.9445, 1.0044 ], 6, € [ -0.6244, 0.05712 ],

et

(_7-3) 0, €[0.9398, 1.0091 ], 6, € [ -0.6778, 0.1105 ]-

Bien entendu, la fiabilité d’une telle approximation peut étre fort mauvaise ici (méme
asymptotiquement), notamment dans le voisinage du cercle unité. Nous rapportons ces

intervalles seulement pour fin de référence.
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Maintenant, nous allons utiliser 1’approche développée dans les sections

précédentes pour construire une région de confiance de niveau 0.95 pour (8, 6,)’. Les

points critiques dy; et d,;, utilisés pour les statistiques d, et d,, calculés par I’algorithme

d’Imhof (1961) , sont les suivants: d,; = 1.222, d,, = 2.77797 , dy, = 1.1597 ,

dy = 2.7135. Ces points correspondent i des probabilités de queue égales a
a/4 = 0.0125, de fagon A ce que la probabilité de rejet du test global ne soit pas
supérieure & ¢ = .05. Si on considére d’abord un ensemble admissible de valeur

de 0, contraint sur

[-2.0; 2.0], sans imposer les conditions de stationnarité, on obtient la région de

confiance conjointe pour @ , €t 0, sur la figure 5 "page 72". On remarque que cette
région est petite par rapport au triangle de stationnarité, I’estimation de @ ) étant
toutefois beaucoup plus précise que celle de 0, Ceci est di au fait que le coefficientg,

est trés proche d’étre non identifié dans le cas ol le processus y, est fortement

autocorrélé (colinéarité), comme c’est le cas ici. Pour obtenir des intervalles de

confiance pour @, et 9,, il s’agit alofs de procéder par projection, ce qui donne les
intervalles de confiance (simultanés) suivants:

8, € [ 0.84, 1.1‘4],62 e[ -22]-
On remarque que !’intervalle pour @ , est relativement plus précis, tandis que

I’intervalle pour 6, n’est pas informatif. Ces résultats illustrent le fait que c’est la paire
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de coefficients (@,, @,) qui est importante pour déterminer la distribution des données

et non les coefficients individuels 6, et 6,. Il est clair d’aprés ces résultats que
I’hypothese @ , = 1 ne peut étre rejetée au niveau 0.05 . Si on impose maintenant une

condition de stationnarité sur @ , €t 8, c’est-a-dire on restreint les coefficients a
I’ensemble
(7.4) S={16,<1,-3<0,<1 et 20, +86,>-1}

on obtient alors la région de confiance située a I’intérieur du triangle de la figure 5
"page 72". Cette région est aussi de niveau au moins égal & 0.95. Les intervalles de

confiance marginaux sont alors:
0, €[092,1),6,€e(-1;1).

Nous remarquons enfin que ces résultats sont compatibles avec ceux que suggérent

I’équation (4.1), car les paramétres trouvés par la premiére méthode appartiennent aux
intervalles de confiance exacts. En outre, les intervalles de confiance pour g , sont tres
proches (notamment sous I’hypothése de stationnarité), tandis que [’intervalle

asymptotique pour 8, [voir (7.2)] est beaucoup plus petit que celui fondé sur la

méthode exacte, ce qui jette un doute sur la fiabilité de 1’approche asymptotique dans

CE Cas.




Figure 1: La série du P.I.B réel tunisien
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Figure 2: La série des y = log(PIB)
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Figure 3: Les autocorrélations partielles des y,
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Figure 4: Les autocorrélations des y,
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Figure 5: Région de confiance "valide" pour @ , et 6, (« = 0.05)

1.5

[

re

(63}
i

72




73

Références

ANSLEY, G. F. , SHIVELY, T. S., and KOHN, R., (1992):" Computing P-Values
for the Generalized Duibin—Watson and other Invariant Test Statistics,” Journal of
Econometrics, 54, 277-300.

BOX, G. P., et JENKINS, G. M., (1976):"Time Series Analysis: Forcasting and
Control," Holden Day.

BRbCKWELL, P. J. , and DAVIS, R. A., (1991):" Time Series: Theory and
Methods," Springer- Verlag.

BEVERIDGE, S., and NELSON, C. R., (1981):" A New Approach to Decomposition
of Economic Time Series into Permanent and Transitory Components with Particular
Attention to Measurement of the ‘Business Cycles’,” Journal of Monetary Economics
7, 151- 174. North- Holland Publishing Company.

DUFOUR, J.-M., (1990):" Exact Tests and Confidence sets in Linear Regressions With
Autocorrelated Errors," Ecqﬁometrica, 58, 2, 475- 494,

DURBIN, J., and G. S. WATSON., (1950): " Testing for Serial Correlation in Least
Squares Regression 1," Biometrika, 37, 409-420.

————— (1951): " Testing for Serial 'Correlation in Least Squares Regression I1,"
Biometrika, 38, 159-178.

DURBIN, J. and G. S. Watson., (1971): " Testing for Serial Correlation in Least

Squares Regression I11," Biometrika, 58, 1-19.




D

74
DIEBOLD, F. X, and M. NERLOVE., (1990):" Unit Root in Economic Time Series:

A Selective Survey," in T.B. Fomby and G.F. Rhodes (eds.), Advancces in
Econometrics: Co-Integration, Spurious Regressions, and Unit Roots, Greenwhich CT:
JAI Press.

FAREBROTHER, R. W., (1973a): " Simplified Samuelson Conditions for Cubic and

Quadratic Equation,” Manchester School of Economic and Social Studies, 41, 397-

1400.

FAREBROTHER, R. W., (1973b): " Sifiplified Samuelson Condt’tio:w/and
QuiyHc Equations," Manchester”School of Economic am{cial Studies’; 41, 396- 409.

FAREBROTHER, R. W., (1974a): " The Stability of Laidler’s Simple Monetary

Model," Manchester School of Economic and Social Studies, 42, 277- 278.
FAREBROTHER, R. W., (19745): " Simplified Samuelson Conditions for Quintic
Equations," Manchester School of Economic and Social Studies, 42, 279- 282.
FAREBROTHER, R. W., (1974c): " Recursive Relations for the Samuelson
Tfan.g'ormation Coefficients," International Economic‘ Review, V 15, 3, 805- 807.
FAREBROTHER, R. W., (1976): " A Note on the Local Stability of the General First
Order Difference Equation," Manchester School of Economic and Social Studies, 44.
FAREBROTHER, R. W., (1987): " Independent Conditions for the Stability of a
Dynamic Linear Model," Manchester School of Economic and Social Studies, 55, 305-
309.

GOURIEROUX, C., et A. MONFORT., (1990):" Series Temporelles et Modéles

‘Dynamiques,” Economica, Paris.




75
HAMILTON, J. D., (1994):"Time Series Analysis," Princeton University Press,

Princeton (N. J).

HASZA, D. P. , and FULLER, W. A., (1979):" Estimation for Autoregressive
Processes with Unit Roots," The Annals of Statistics, vol.7. no 5, 1106- 1120.
IMHOF, 1. P., (1961):" Computing the Distribution of Quadratic Forms in Variables,"
Biometrika, 48, 419- 426. |

KOERTS, J., and A. P. J. ABRAHAMSE., (1969):" On the Theory and Application
of the General Linear Model." Rotterdam: Rotterdam University Preess, 61- 183.
KING, M. L., (1987): " Testing for Autocorrelation in Linear Regression Models: A
Survey,” in Specification Analysis in the Linear Model: Essays in Honour of Donald
Cochrane, ed. by M. L. King and D. E. A. Giles. London:'Routledge and Kegan
Paul, 19-73.

MILLER, R.G., (1981):" Simultaneous Statistical Inference,” Second Edition. New
York: Springer-Verlag.

STOCK. J. H., (1993):" Unit Root, Structural Breaks and Trends,” Kennedy School
of Government Harvard University Cambridge, Working paper MA 02138, 1- 124.
SCHMIDT. P., (1972):" A Generalisation of the Durbin-Watson Test," Australian
Economic Papers, 203-209.

SAVIN, N. E., (1984):" Multiple Hypothesis Testing," in Handbook of Econometrics,
Vol. II, ed. by Z. Griliches and M. D. Intrilligator. Amsterdam: North Holland, 827-

879.




76
VINOD, H. D., (1973): " Genera(ization of the Durbin-Watson Statistic for Higher

Order Autoregressive Processes," Communications in Statistics, 2, 115-144.
WALLIS, K. J., (1972):" Testing for Fourth Order Autocorrelation in Quarterly

Regression Equation," Econometrica, 40, 617-636.




ESSAI I

METHODES D’INFERENCE EXACTES
POUR DES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS PAR MAXIMUM

DE VRAISEMBLANCE TRONQUE
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‘1. Imtroduction

L;inférence statistique sur des modéles autorégressifs est un problémes
de grande importance posé par 1’analyse des séries chronologiques en économétrie et
en statistique. Les méthodes utilisées sont habituellement basées sur des approximations
asymptotiques souvent non fiables, méme sous des. hypothéses paramétriques précises
(e.g., innovations gaussiennes). C’est le cas en particulier, lorsque le processus
considéré est d’un ordre plus grand que un; voir Diebold et Nerlove (1990), Gouriéroux

et Monfort (1990), Brockwell et Davis (1991), Stock (1991, 1993) et Hamilton (1994).

Dans ce texte nous dévelopi:ons deux méthodes d’inférence exactes pour des
modeles autorégressifs d’ordre p avec constante, possiblement non stationnaires. Avant
‘d’étudier I"inférence statistique sur ces modeéles, nous discutons une généralvisation de
la paramétrisation de Dickey (1976), Fuller (1976), Hasza et Fuller (1979) et
Beveridge-Nelson (1981), q"ui donne des modeles équivalents a la for;nulation originale
mais qui a I’avantage de permettre d’exprimer plus facilement les hypotheéses de racine
unitaire simple ou multiple. Les approches développées ici sont fondées sur une
méthode de ”maximum de vraisemblance tronqué” qui consiste i tester 1’hypothése
d’intérét contre une alternative légérement différente du modele de départ, laquelle peut

. - . .s ! . . , . LY
(en principe) approximer cette derniére de fagon arbitrairement précise. La premiére

. approche permet d’obtenir des statistiques de test dont les distributions non seulement
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ne dépendent pas de paramétres de nuisance, mais sont aussi "pivotales” dans le sens
ou la distribution de la statistique de test ne dépend pas de la valeur particuliére du
vecteur des parametres autorégressifs testés. Cette caractéristique permet de simplifier
considérablement la construction de régions de confiance. La seconde approche tient
mieux compte des contraintes imposées» par le modéle AR(p) mais ne conduit pas a des |
statistiques pivotales. Chacune de ces approches permet de tester des hypothéses qui
fixent la valeur du vecteur des coefﬁcients autorégressifs au moyen d'une statistique
de type Fisher. Les points critiques de chaque statistique (différents de ceux de la
distribution de Fisher habituelle) se calculent facilement par simulation. En outre on
peut construire des régions de confiance exactes sur les coefficients du modéle en
utilisant une approche semblable a celle décrite dans Dufour (1990), c’est-a-dire par
"inversion” des tests proposés. Les méthodes exactes ainsi développées n’imposent pas
I’hypothése de stationnarité (racine a I'intérieur du cercle unité) sur le modéle et sont
applicables a toutes les racines du processus, contrairement a4 Stock (1991) qui s’est
interessé a I’inférence asymptotique sur la racine dont le module est le plus grand
(spécifiquement au voisinage de 1). Nous appliquons les différentes méthodes 4 un

modele du P.I.B réel tunisien.

Le texte est organisé comme suit. Dans la seconde section, nous énongons le
modele et décrivons la paramétrisation proposée. Dans la troisieéme section, nous
développons les tests exacts suggérés. Dans la quatriéme section, nous décrivons

comment construire une région de confiance conjointe exacte pour les parameétres
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autorégressifs. Dans la cinquieme section nous appliquons les méthodes proposées a

un modéle de P.I.B réel tunisien.
2. Modgéle et notations

Dans ce texte, nous considérons un modéle AR(p) de la forme:
2.1 Yy =B + by, + by, * ot ¢pyt-p \+ 4, ,

u~""NO, 0% ,t=1.,T 6 >0
OU yo, ¥ 45 o Y_,. Sont indépendants de u = (u,, ..., uy)’ et les parametres
by &y -, §, , B €t o sont inconnus. Le modele (2.1) peut étre réécrit sous la forme

Q(B)yt = p + ug’ ou
@2 o® -1-Y", ¢ B8

et B est I’opérateur "retard” défini par By, =y, Il sera utile ici de reparamétriser

le polyndme (2.2) tel que suggéré par le lemme suivant:

Lemme 2.1: Tout polyndme de la forme (2.2) peut s’écrire de fagon unique sous la

forme

(2.32) B =1-Y? 6,(1-Bf'B=1-Y7 8 4" B,
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(2.3b) 8, = (-DML Y2, G 6,15 ¢, = (-DH (X2, Gop 61

A=1-Bet (f) = nlf[ri(n-n1]-

Les preuves sont données dans I’annexe. Ainsi I’équation
24 y =8+ E]?_l by, *u =P + 2—1 o; Bly, + u,
peut étre réécrite sous la forme

25 y=p+Y2 6,(1-BF'y  +u

=B +6,y,+6,(01-By, +6,0-BFy, +..
+0,(1-BP 'y, +u

= p + Zﬁ.l ek Ak-l Ve T Uy

Pour p = 1, 2, cette paramétrisation coincide avec les paramétrisations utilisées par

Dickey (1976), Fuller (1976), Hasza et Fuller (1979), Beveridge et Nelson (1981) ainsi

que Diebold et Nerlove (1990) pour effectuer les tests de racines unitaires. A partir des

conditions de stationnarité sur les ¢ ,» ON peut déduire des conditions équivalentes sur
les ej (voir I’Annexe). Les paramétres inconnus du modéle transformé (2.5) sont donc

8 = (6, 6, ...,Gp)’, p et o, et les variables explicatives sont

(1 - B*? Yo k=1,.,p. Bien que les modéles (2.4) et (2.5) soient
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completement équivalents, les hypothéses de racine unitaire simple et multiple
s’expriment facilement dans le cadre du modéle (2.5). Ce fait est démontré par le

lemme suivant:

Lemme 2.2: Si 6,=6,=..=0_=1pourl <m s p, le polynéme (2.3a) s’écrit:

26) e® =(1-B)y"[1-Y?

k=m+1

6,(1-B)yI™B].
De plus, si le polyndme (2.3a) s’écrit sous la forme:

B =(1-B"[1-Y" §,84

ol ma>1 et 61 s e s $p_m sont des coefficients quelconques, alors

L’hypoth¢se d’une racine unité de multiplicité m est donc équivalente i

I’hypothése

dans le modele (2.5). Cette observation généralise & une valeur m quelconque un
résultat utilisé de fagon implicite par Hasza et Fuller (1990) pour » < 2. On notera
ici que, contrairement 4 la remarque de Diebold et Nerlove (1990), la paramétrisation

de Hasza et Fuller (1990) ne permet pas de tester des racines de multiplicité supérieure

" 42 . Nous allons donc étudier le modele
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27 3y, =B +0,y, +0,A y  + ..+ Bp.A”'l Yog * U4,

u~"N[, o%,t=1,..,T
OU yo , Y ) weue s Y_p. SODt fixés. II est facile de voir que la série y_ , ... , y,. peut

s’interpréter comme un segment de la série générée par le processus
28) y =p+3% 8 Ay, +u,t=-p+1,.,T
=0,t<-p

OU Yy s Yoy s vone s Yopoy 2INSIQUE wy L 0ty ey w sont fixés (uy , u_, , ..., U,

sont choisis de fagon 4 reproduire les valeurs données de y, , Vi s Yopay )s
u, = -p pour ¢t < -p,et ut—-i"“ N[0, 6% ,¢t=1, .., T Ceciprovient du fait que
la distribution conditionnelle de y, €tant donné le passé du processus ne dépend pas de

Y, t< —p- Ainsi, sans perté de généralité, on peut fixer ces derniéres a zéro.
, b Y
3. Test de ’hypothése Ho(_ao): 9= Qo

Nous allons maintenant étudier le probléme qui consiste a tester 1’hypothése

(3.1) Hy®): 8 = @ contre H (6):  » 9,

ol Qo = (0,95 By 5 - » epo)/. Soit




M

(32) 8(B) =1 - 8B - 8,(1 - B)B - 0,(1 - B)*B - ...~ 6,(1 - BY™'B.

~ Sous H.(9), (3.2) devient
@)

6y(B) =1 -8,B - 0,(1 - B)B - 8,(1 - BB - ...- 0,1 - BY"'B,
et l’hypothésé (3-1) est équivalente a
(3.3) ﬁo(ao): 6(B) = 6,(B)-
On peut réécrire le modéle (2.7) comme suit:
G4 By =B +u,t=1,.,T

ou de facon équivalente,

G5 OB g @y -pru,t=1,.,T

8,(B)

Soient maintenant

(.6 B = g(g) = - Y, w0 B w®) = -L,

0

3.7 §0(B) Y, = yt(ﬂo)

On voit alors que

(3.8 @) =B+ ¥®) ®)+u,t=1,. T

Etant donné (2.8), la série (3.8) converge nécessairement. Sous H,® 0), on a

8(B)

— = 1, et donc "’i(ﬂo) =0,j = 1,2, .. .Nous voulons tester le modéle
6,(B)

84
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(3.9) yt(ﬁo) =B +u,t=1,.,T,

contre

(3.10) ¥ @) =B + 2;1 ¥©)y,0) +u,t=1,.,T

ou les q;j(go) satisfont (3.6). Si on .‘tient compte du fait que yr@o) = Q pour ¢ < —p,
“on peut aussi réécrire (3.10) soﬁs la forme:

(3.11) yt(Qo) =p + Z;:’l’" q;j(Qo) y:—;(ﬂo) +u,t=1,..,T

ou ;,I(Qo), t < 0, sont fixés [avec )’:(Qo) = Q pour ¢ < —p]. On voit immédiatement que

I’hypothése HO(—Qo) est équivalente a

(3.12) Hy: ¢©)=0,j=1,2,..

dans le cadre du modele (3.11). Nous allons maintenant considérer deux procédures

différentes pour tester Hé-

3.1 Approche fondée sur les moindres carrés ordinaires

La premiére approche consiste & "approximer” le modéle (3.11) sous

Palternative par un modele de la forme

H@): y0) =0 + 30" ¥0) 5. 0) +u,t=1,..,T
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ou p, 2 p- Ceci suggére de tester HO('Qn) en testant une hypothése de la forme
G.13) Hyp,): ¥,©) =0,j=1,.,p
ou P1' S pys dans le cadre du modéle

(3.14) ¥ @) =B + EIP_‘I ¥0) y,08) +u,t=p, +1,..,T

L’échantillon considéré dans les régressions est écourté de p, observations afin que la

statistique de test suive une distribution qui ne dépend pas de la valeur inconnue de g .

Pour tester H,(8,) nous allons utiliser la statistique de Fisher correspondante:

[S48, 21 P - $,8,, pUp!
Sl(Qo’ p1)/[(T - Pl) - (Pl + 1)]

(3-15) F&O’ p;’ pl) =
- ou So@, P, pp 5,©, Py sont les sommes minimales de carrés des erreurs

contraintes et non contraintes correspondantes:
(G.16) 5,@;, py) = mingo,,, Ju(W' @y, 8, BY4(H' @), 8, B)]:

So@y P1s Py = witgo,-, ([u(B, 8, W@y, p)Yu(B, 8, ¥'@;, p))]

ou
uW' @y, 8, B) = YO) - B - Y.(8, p) V(@)

u(B, 8, ¥’@;, pY) = YO) - B - Y.8, p{, P)¥°®;, py)>
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YQ) = 0pu®) 5 - 8 ¥@) = W,®) , -, ¥, B

V@, p) = (yen@) e, ¥, O

Y_(,Qo, p) = [Y_l(ﬂo) s ey Y_j(ﬂo) s s Y_PI(QO)],
Y@, P, ) = [V,000) , -, Y, 0)1
Y18 = Gpur @) » s . f))-

Sous H,@®,), on voit facilement que la distribution de F@,, P> p,) ne dépend pas de
B eto,cars@, py) et 5,8, py, p,) beuvent s’écrire:
G175, pp = ming, [v@°@), V@), 8)|:

Su@y 21> P = mings,., [v,(8, ¥/, pV,8, Vo1, p)|
ou

@), 8) = M @), 9, B)
=M WYE) - M WY@, PV @)
v, V@5, p)) = M u(B, 8, ¥ @, p)
= M WY®) - M WY, p, PYV'@S, P)-

rs\ 1=, ..,1) estun vecteur (T-pl)xl et M (1) =1 - 10/t Sous HO(QO),
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Y('QO) l'*'u’Y 0) Bl+ _.:j=19°--9p1

) - / - /,
ou gy = (up1+1 s s Up E u, = (uPﬁH s e s Up) s de sorte que

M )Y@/ = M (Wu/o, M W)Y 8)/o = M(l)u_/o »J=1,. ,p, ont des
distributions qui ne dépendent pas de paramétres de nuisance, et de méme pour

V@), 8)/o etv,@, ¥, p))fc- 1l s’ensuit que la distribution de F@®, p{, p)
ne dépend pas non plus de p#rarhétres de nuisance sous l"hypothése H,® R En outre,

cette distribution ne dépend pas non plus du vecteur Qo considérée. Le test ainsi

construit rejette I’hypothése nulle au niveau o quand F(QO, Pis Py 2 c(a), Olc(a)
est tel que

P[ F(Qo’ pl*’ pl) 2 C((!) ] =
La distribution analytique de F@®, pi, p,) est inconnue mais peut étre simulée

facilement. Soit la variable aléatoire

(3.18) F(pl*, p) =

*

T-p)-@ +1 Es(,(p{, P 1]
Py

S,(y)
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S 1(p1) = min?@l)[vl(—‘l;o(pl))lvl(?(pl))] ’
Soprs py) = mingo,- v, )V, 27, P

v @@ = M W - ()P
W@ @, p)) = M W - 507, )@, Pl

l_‘-(pl) = [E_l LIRS | u'PI] ’ u-(p19 pl) = [u'(Pf*l) s - s B ]’
PP = /
¥ = (up1+1 y e s U u_j = ( Uy 1og > o+ s Ur Y,

et u~™N@© 1), t=1,..,T . Il est clair que F@, pi»p) 2 la méme

distribution que F(p,, p,) Sous Hy(®)- On peut ainsi procéder facilement a un test de

Monte Carlo.

3.2 Approche fondée sur les moindres carrés contraints

La procédure que nous venons de décrire a ’avantage d’étre relativement facile

a implanter. Toutefois, elle ne tient pas compte de toutes les contraintes imposées par

le modéle AR(p) sur les coefficients 'I’f(ﬁo) de la représentation (3.11). En effet par

(3.6) les coefficients ¥ f@o) du modele non contraint solutionnent 1’équation




G.19 - 37, 6BIY, -¥BH =1 - 37 o8

ou q;;.’ = ) ¢, et ¢, vérifient 2.3b), j =1, .., p . On voit alors que

-1’

(3.202) y?

(3.200) ¢ = ¢, + z;_l ¢joq;,2_j, k=1,..,p,

(3.200 ¥ = Y¥ o0, k2p+ 1.

A partir }de (2.35) et (3.20c) on peut calculer les q,j(go). Sous le modéle (3.11) les
coefficients 'I’J(Qo)’ j=1,..,p peuvent étre considérés comme libres tandis que
les autres coefficients q;j(_Q(), j > p,sont liés i ces derniers par la relation (3.20c). On
peut donc réécrire le modele (3.11) comme suit:

G21) y@) =B + X9 ¥, 8) vupt=p+1,..,T

ou on voit que les coefficients sont contraints par (3.20). On peut aussi écrire cette

derniére équation sous la forme matricielle
(3-22) w@) = B + ZB)Y(T-1) + u
ou

¥O) = Gpu®) 5 s 3B

Z(QU) = [y-l(ﬂo) LR x-p(ﬂo) ’ ﬁ—(p-*l)(ﬂ(l) 3 ceee s f—(T-l)('QO)]’
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i-j(ﬂo) =0, ..,0, yl(Qo) s s yT_j(Qo))/,
Y 0) = 0pi @) 5 s ¥(0))

VT-D = @, W2, s W) 1=, 1Y

ou bien encore
3.23) @) = p1 + Z,0)V'®) + Z,@)¥"(T-1-p) + u

ou

Z,0) = ,@) » - » 2 @)1
zp(ﬂo) = [i-(p*-l)(ﬁﬂ) > i-(r-l)(ﬂo))]’

V@) = W, s WY VT-1p) = WDy, e s Y-

On peut alors démontrer la proposition suivante.

Proposition 1: Si les coefficients q,: , k > 0, vérifient les relations de récurrence
(3.20), alors

¥U(T-1-p) = A Vp)

ol




p+l

A= P+2,6,-/=_L;,Ci‘1’,lp=(O,...,0,1)I/,,d,i=p+1,...,T—1,

0 0 w 1
_¢p0 4’(p—1)o v Gy

“pxp

Le modéle (3.23) peut donc s’écrire comme suit:
G240 = BL + [Z,0)+ Z,@0)AI¥°®) + u
= B1 + Z@)V'() + u
ou

(3.25) z‘(ao) =[Z@®) , - » Z,@)1
ZJ(QO) = I—j(ﬂo) * i-(p+1)(ﬂo)6p+ld‘ T ¥ i-(r-n(ﬂo)aT-lJ
=¥, 0) + X 3

k=p

et 5, estle j*=e élément du vecteur ligne §’.

Proposition 2: Pour j = 1, ..., p , le vecteur
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Z®) - T©)r_©)

ou
[0 0 .. 1 0 00 .. 00
8y 0 .. O 1 00 .00
T/, = 8,00 8y O 0 10.00 ;
371y Bpgy = Bpgy 8,0y, 00 .0 0 Y

D S AN CXCR IR W)

est un vecteur dont chacun des éléments a une distribution non dégénérée.

Ainsi, le modele (3.24) peut s’écrire sous la forme suivante:

(3.26) ¥6) = B1 + fl@o)z_l(ﬁo)q;? + ..+ _;, )X_p(ﬂn)lllg +U-

On testera donc le modéle (3.9): y(Qo) =By +u, 00y =(1, . contre

/
ey 1)(T-p)x1’

I’alternative (3.26). Ceci suggére de tester Ho(ﬁa) en testant I’hypothése équivalente

G2 Hpy: ¥ =0,j=1,..,p,
dans le cadre du modele (3.26) au moyen d’une statistique de type Fisher:

568y - 5,8, p)
S,8, p)

(3.28) F@, p) - (I-p) - (p+1)

ou
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(3.29)  5,®,, p) = mings, WW’P), 8)u( @), 0)]-

5.8y = u®)'u®), u®) = M (W¥®)/o-

u¥'@), 8) = M WO - Z@)V @0

V@) = @) 5 -, ,0))-
On notera toutefois que la statistique F(Qo, p) a une distribution qui dépend sous
I’hypothése nulle du parameétre de nuisance B, car %v) dépend de p a travers les
vecteurs de 'z'p(Qo): en effet,
(3.30) z@©) = T(@)B +u] =i +T@u i=1,..,p,
O0 U, = (1, e, Dy 4, €St UD Vecteur (T-ix1 et i, = T(8)t, est un vecteur
(T-p)x1. Comme M G)Z@®)c =M ,)f‘i(ﬂuﬁlo’ i=1,..,p , ou
MGE)=1I- 1‘,(1:_1:1_)‘112, on peut éliminer B de la distribution en ajoutant une matrice
(T - p)xp de p régresseurs supplémentaires:

X =L, 1]

ol j:'k = fk(g o)Ik’ k=1, .., p . Noustesterons donc le modéle contraint (3.9) contre
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(3.3D) @) = pr + z“(gu)?(p) +Xy +u

OUy = (Y; - Yp)/ . Ceci suggere de tester Hy(§,) en testant ’hypothése équivalente:

Hy2p): ¥} =0,v,=0,j=1,..,p,

dans le cadre du modele (3.31) au moyen d’une statistique de type Fisher:

(3 Fe,p-T P -G+ D 568y - 518, p)
2p Sl(ﬁos p)

ou
(3.33) 5,0,y = u(ﬁo)’u(ﬁu), u@®) = M [1Jy®)/o,

5,8, p) = mings, [W(W’(), 8)'u¥ @), 8],

u¥’@), 8) = M [ XIx®) - Z@)¥"@)o-
Il est clair que F(Qo’ p) ne dépend pas des paramétres de nuisance f et o. Le test
ainsi construit rejette donc 1’hypothése nulle au niveau ¢ quand F@®, p) > c(x, 8)
ol c(e, _Qo) est tel que P[F(Qo, p > c(e, 8 0)] = o . Il est clair que les points critiques
c(e, Qo) dépendent des valeurs de 'Qo’ ce qui requiert donc la construction d’un tableau

statistique pour les quadruplés (T, p, 8, @) ou 8, est I’élément d’un ensemble
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admissible S qui contient I’ensemble de stationnarité S, tel que définit en Annexe (pour

P =2, ..., 5). La distribution analytique de F(Qo, p) est inconnue mais elle peut étre

facilement simulée.

Si on emploie I'un des tests ainsi décrits & la section précédente, ’hypothése
Hy®): 8 =8 n’est pas rejetée lorsque F@o) < é(a,), OU ﬁ(ﬂo) et &e,) sont

respectivement la statistique de test et le point critique correspondant. Par conséquent,

I’ensemble des valeurs 8, qui ne sont pas rejetées par cette procédure
(3.34) 1 - {QO: F’(ﬁo) < &ay) }
est une région de confiance de niveau 1 - o, pour § =, ,6,,..,0 P)/:

(.35 PlOellz21l- e
autrement dit, la région est obtenue en " inversant” la famille de tests proposée pour

des hypothéses de type Ho(_Qo). Si, de plus, on restreint § a un ensemble de valeurs

admissibles S,,’ I’ensemble 1 N Sp constitue aussi une région de confiance de niveau

1 - ; (quand les conditions imposées sont correctes)

Pour des fins d’illustration, nous donnons dans 1’annexe quelques exemples
numériques qui suggérent que la deuxiéme approche est supérieure a la premiére. Ce

résultat est confirmé aussi par 1’exemple économique de la section prochaine.
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4. Application au P.I.B réel tunisien

Pour illustrer les méthodes proposées plus haut, nous allons étudier la série du

P.L.B réel tunisien (PIB) de 1961 4 1992 (annuel).! L’analyse de cette série nous
suggére qu'un modéle de type AR(2) serait approprié pour log(P.I.B ) =y, voir
Dufour et Neifar (1995 b). Si on estime un tel modéle par M.C.O, on trouve le résultat

suivant;

@.1) 'y =02987 + 09734y, , - 02836 (v, - ¥,,) + 4,
(0.1276) (0.0146)  (0.1661)
(2.3409) (66.6637)  (-1.708)

R = 0.9936, DW = 1.77, SSR = 0.0389

ou les chiffres entre parenthéses sont les écarts-types et les statistiques t de Student. Si

on suppose que les statistiques t de Student pour tester différentes valeurs de 0, et e,

dans ce modéle suivent approximativement une loi t(27), on peut calculer des intervalles

de confiance pour ¢ ,ete,. Ainsi aux niveaux 0.95 et 0.975 [ t,5(27) = 2.052 et

to125(27) = 2.3734 ] on obtient de cette maniére les intervalles suivants:
0, € [ 0.9445; 1.0044 1, 6, € [ -0.6244; 0.05712 ],
et

8, € [ 0.9398; 1.0091 ], 6, € [ -0.6778; 0.1105 ]-

(5)Source: "Banque de Données Macro-économiques”, Institut d’Economie Quantitative,
Tunis, 1992. '
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Bien entendu, la fiabilité d’une telle approximation peut étre fort mauvaise ici (méme
asymptotiquement), notamment dans le voisinage du cercle unité (nous rapportons ces

intervalles seulement pour fin de référence).

Maintenant, nous allons utiliser la premiére approche développée dans les

sections précédentes pour construire une région de confiance de niveau 0.95 pour
(6,, 8,)’. Pour p, = p; =35 T =32etp = 2, le point critique simulé pour la
staiistique de type Fisher est égale & 2.455 (avec un nombre de réplications fixé a 100),

ce point correspond 2 la probabilité de queue égale 4 5%. Si on impose les conditions

de stationnarité sur les paramétres 6, on obtient la région de confiance simultanée de

la figure 1 "page 100". On voit que cette région est petite, allongée et concentrée

autour de la ligne ¢ , = 1. En particulier, elle est beaucoup plus informative pour @ .
que pour @, . Le point (1, 1) est clairement hors de la région. Par projectioh on trouve

des intervalles de confiance individuels pour les 8,

4.2) o, € [0.94, 1.0), 0, € [-1.0, 0.65]

Nous appliquons maintenant la deuxiéme approche avec un nombre de

réplications fixé & 100. En imposant les conditions de stationnarité sur les paramétres

6;> on obtient la région de confiance de la figure 2 "page 101" de niveau de confiance

globale 95%. Cette région ressemble  la région de la figure 1 "page 100" mais elle est




99

encore plus petite. Elle est concentrée autour de la borne g , = 1 du triangle de
stationnarité, et a I’avantage d’étre aussi informative pour @ , Que pour @, . Le point
(1, 1) "de racine unitaire double" est hors la région de confiance. Par projection nous
obtenons alors les intervalles de confiance individuels

“.3) e, €[095, 1.0], 8, € [-0.79, 0.51]-

L’examen des régions de confiance de la figure 1 "page 100" et la figure 2
"page 101", ainsi que les intervalles de confiance en (4.2) et en (4.3) nous permet de

conclure que les résultats de la deuxiéme approche sont plus précis que ceux de la

premi€re approche notamment pour le paramétre 0,
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Figure 1: Région de confiance "valide" pour 6, et 8, (« = 0.05)
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Figure 2: Région de confiance "valide" pour 6, et 8, (x = 0.05)
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Preuve du lemme 2.1

Par définition,

@2 o® =1-3% ¢, B*=1-Y" ¢ B*' B

=1-37.6,(1-(1-By's

1 el Tn (v ED -8
=1- X2, T e-ha - sy

=1- Y2, ¥ 0-DRG A - By

- 1= T 0%,, 6N - BB

-1 - X2, (DRI, CTDeda - By
=1-Y* 6(1-B'B

oi 8, = (-1y" y¥_ (fjll) 0,
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Preuve du lemme 2.2

a) Pour démontrer la premiére partie du lemme, nous allons procéder par

récurrence.
*Sig, =1(@m=1)
®@B) =(1-B)-3)% 64 -BF'B

!
=(1-B-10-B>* 6-B*3B

=(1-B"[1- Z:_md 8,(1 - B! B].
* Supposons maintenant que (2.6) est vrai jusqu’am = 7 < p- Alors,

8,(1 - B! p].

=m+1

AD o®B) =1 -B"1-Y7
* Si 6=, =1, (A.1) devient:
®®) = (1 - B(1 - B) - Y0, 6,1 - BF'™ B

=(1-B"[(1-B)-Q1-B Y, 6, - BF?" g,

m+2

= (- BL - 3 801 - BFVED B

L’équation (2.6) est donc établie par récurrence.

b) Supposons maintenant que le polyndme s’écrit sous la forme

®B) =1 - B"1 - Y "¢,BY.
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Alors

®B) =1-3* 6,1 -B*'B

=1 -BmM - Y e,BY.
Par le lemme 2.1
1-3FTeBF=1-Y""5,01 - BB
ou les ’ék sont uniques. Par conséquent
®(B) = (1 - B"[1 - Y61 - B'B]
=1 -B"-3Y*"8,( - BB
=1 -B"-3* 8. -BB
= - a k-
=1-30 0 -B'B-Y* 8 - BB

car

Ay a-pm=-1-y" a - BB

[
i

En effet, si m

i

1-B=1-(-B°B

(A.2) est vrai. Supposons que (A.2) est vrai pour m < m. Alors

1 -B™! =1 - B™1 - B)
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[1-Y" (1 -B*BIA - B

1-B-Y" (1-B*"B

1-B-Y™qa-B*B

1-0-B""B-Y™a-B*B

_ 1 k-
1 Ersl (1 - B*'B
et donc (A.2) tient pour ;; = m + 1. Donc

®B =1-3* 81 - B*'B

ou g e =L k = 1, ..., m. Comme par le lemme 1 la représentation (2.3a) est unique,

on doit avoir 0, = 6/:’ k = 1, ..., p, et en particulier 8, =1, k=1,.. m

Preuve de la proposition 1

Si on note YK) = (Wppps - Uhpa € TUk-1) = (Wpops s Yol 12

représentation d’état correspondante [voir Gourieroux et Monfort (1990), p 331- 352]

est:

¥'® = C ¥k-1)
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0 0 w 1
_¢po ¢(p—1)o v By

Ainsi pour ¢ » 1, on aura la relation:

¥le+p) = C* ¥'(p)

ou encore
VO = TP ), Vj 2 pl.
. 0 . . -—0
On peut calculer maintenant les ¥;,j 2 p+l, ., T-1 en fonction de y'(p),

0

¥ = 8 9@, j = p+l, ..., T-1

ou 5}( = 11’, CIP et L, =0, ..,0, 1)1’, > €t donc la matrice A est égale &

/
51—1
L T NAT-p-Dxp

Preuve de la proposition 2

~ Par I’équation (3.25) on a:
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1
6P+1J'

Z]-(QQ) = [I_j(ﬁn): i_(pﬂ)(ﬂo)s il i'(T‘l)‘.Qn)] 6p+2j

0711

ol § . estle j*™ élém ‘. écri i it:
8, j ent de 3; Z (8, peut s’écrire aussi comme suit

@) O 0 . 0 ]fq1

Y28y () 0 . 0 Zpﬂi
p+2§
Zj@o) = o8 7&) »n@) .. 0 .

91409 Yrpi®) Y12, 8) - %) 1371

[ 3,8) ]
AGH)

0 0 0.01000. 0 0 O0.0°0|

§,y; 0 0.00100. 0 0 0. 00||YusfE)
Yyt

18,0, 8,4, 0.00010. 0 0 0. o0o|| 2%

. o yT_p_Z(_QO)
-51’«1,1' 51'-21‘ e e e e e e 6P+2J 6p+1J’ 0.0 1_ yT-P-l(Qo)

9r 8

Conditions de stationnarité

Les conditions pour que les racines d’un modeéle autorégressif d’ordre p, tel que

celui décrit en (2.1), se trouvent & ’extérieur du cercle unité sont disponibles sous une
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forme explicite pour p= 2, 3, 4, 5 [voir Farebrother (1973a, 1973b, 1974a, 1974b,

1974c, 1976, 1987)]. Les ensembles admissibles sont les suivants:

(i) processus AR(2):

S, = { (b &) 1y <1, |&l<2,1 -0, +¢,>0,1-6¢, -¢,>0}
(ii) processus AR(3):

Sy = {0y &y 0 145l < L, |y <3, -3<6,<1,
1+d, + &0, - 02>0, (1 - ¢ - (‘1’1*1’3)2 >0}

(iii) processus AR(4):

S, = { @y, &, &g 0" |0,] <1, [d;] <4, |d,] <6 [] <4,
G+, -30)1 -, -0)>0,(1-0,-¢) - (® +d&) >0,
A+ o) - 0 + &1 + 0) - (&; = &5 - $,0) >0 };

(iv) processus AR(S):

Ss = { () b, b5 by 0" 19,1 < 5, [0, < 10, [§5] < 10, [,] < 5,
0s] < 1, (@, + 5 - (&, - 2¢)* > 0,
b+ b+, <L (- - b -0) - (4 - ¢ >0,
A+ )3 - &, + &) + (b5 - &), - &; - 309 >0,
1+ )5 + b, - d) + (ds - &), + &; - 5b9 >0,
[+ ¢, - by - G + dYA + &, — &) + (b5 - &)
(@ - & - 091> [9; - &, - by, - &Y -

Si on utilise la paramétrisation modifiée de 1’équation (2.5), ces conditions
peuvent étre réécrites de la fagon suivante:

(i) processus AR(2):
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S, ={(0,8)": -3<0,<1,[0,<1,20, +0,>-1};
(ii) processus AR(3):
Sy =1{(0,,0,86):-9<0,<7 -3<86,<5,[6,] <1,

-1<8,+26,<3,-3<86,+6, +0, <3,
1-(@, +26,) + (@, +06,)0, >0,

1-62+2(1-6)6,+20)>0}%
(iii) processus AR(4): |
S, = {(@, 0, 0, 6): 16,| <35 |0,| <23, 6,] <7, 16,] <1,
-4<0, +0,+0,+06,<4,-4<6, +36,<4,

-6<6,+26,+36,<6,
(3-0,-208,)(1+86,+20, +48,) >0,

(1+86,+20, +40, >~ (6, +6, +20, +46, )2 >0,
(1 -06)%1 -0, -26,-20) + (0, +6, -26)
[6,+30,+6,(6, +6,+6,+6)]>0}

(iv) processus AR(5):

Ss ={(8,, 6,, 0,6, 6: |0,] < 181,]6,] < 127, |6,] < 43,
16,/ <9, |65] < 1,(5 -0, - 48,)* - (46, - 6, - 26, - 6, )* > 0,

61-63—364—765<1,—5<6‘+465<5,
—5<el+92+63+64+05<5,

-10 < 6, +26, + 30, + 40, < 10,

-10 < 8, + 30, + 66, < 10,
(1-6,+8,+30, +76,)% - (0, +36, +8,)%>0,

1-6,-40)3 + 0, +20, +26,) -
6, +6, +0, +0)0, +6, -26, - 86, >0,
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(1-6,-48)(5 - 6, - 26, - 26, ) -
©, +6, +6, +6)0, +6, +20, + 48, + 26 >0,

[1-6,-48, + 6,6, + 0, + 6, + 6, )]
[(1 -8, -408)(1 - 6, - 20, - 26, ) -

(0, +0,+6,+6,)( 26, +46, - 6, - 6,)] >

[, +6,+86, +6,) -06,6, +20, +20, )1

Ilustrations des méthodes par des modéles simulés

Dans ce qui suit nous allons illustrer les deux approches décrites dans la section

3 par quatre modeles dont chacun suit un processus autorégressif d’ordre 2. Etant

donnée que la distribution des statistiques ne dépend pas des valeurs initiales de y, et

y_,» ces dernicres seront fixées a zéro. Par ailleurs, pour chaque vecteur de paramétres

autorégressifs trente autres observations ont été générées (T + p = 32). Les résultats
asymptotiques et exacts sont regroupés dans les tableaux 1 a 4 "pages 104 4 107". Pour

la premiére approche exacte, le nombre N de réplications choisi pour le calcul des

points critiques est fixé & 1000; le nombre de retard p, utilisé varie de 2 a 8 (pl* =

Py, et les points critiques correspondants sont respectivement 2.934, 2.675, 2.618,
2.455, 2.298, 2.237, 2.190. En utilisant des calculs de Monte Carlo nous avons tenté
de trouver le nombre de retard optimal. Notre conclusion est que ce nombre dépend des

vraies valeurs des paramétres autorégressives. Néanmoins, il semble que, globalement
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pour p, égal & 5, les résultats seraient acceptables. Pour la deuxiéme méthode exacte,
le nombre N de réplications choisi pour le calcul des p-values est fixé a 100. En
examinant les résultats des tableaux 1 4 4 "pages 104 4 107", la deuxiéme approche est

remarquablement plus précise que la premiére.
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Tableau # 1

Données simulées du modéle AR(2)

avec 0 1

=1,0,=0,p =0

e ey
Résultats asymptotiques
parametres 8, ‘ 8, B
valeurs 0.96729 0.031699 34198
estimeées
régions de | 10.83172, 1.1029] | [-0.37587, 0.43927]
confiance a
95%
Résultats de 1’approche fondée sur les M.C.O
non contraints
parametres 8, 8, P
régions de [0.65, 1.00] [-0.51, 1.00] 2
confiance 2 [0.77, 1.00] [-0.44, 0.64] 3
95% [0.70, 1.00] [-0.41, 1.00] 4
[0.68, 1.00] [-0.37, 1.00] 5
[0.64, 1.00] [-0.34, 1.00] 6
[0.65, 1.00] [-0.34, 1.00] 7
[0.66, 1.00] [-0.26, 1.00] 8
Résultats de 1’approche fondée sur les M.C.O contraints
régions de
confiance a [0.72, 1.00] [-0.39, 0.51]
95%
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. Tableau # 2

Données simulées du modéle AR(2)

avec 8, = .5, 08, =58 =0

Résultats asymptotiques

parameétres el 02 B
valeurs 0.57661 0.56555 0.21473
estimees
régions de | 10,3374, 0.81582) | [0.23905, 0.89205]
confiance i
95%
Résultats de I’approche fondée sur les M.C.O.
non contraints
parametres 8, 6, P
régions de [-0.09, 1.00] [-0.08, 1.00] 2
confiance a [-0.03, 1.00] [0.04, 1.00] 3
95% [0.06, 1.00] [0.02, 1.00] 4
[0.12, 1.00] [0.11, 1.00] )
[0.27, 1.00] [0.40, 1.00] 6
[0.35, 0.85] [0.41, 1.00] 7
[0.19, 1.00] [0.30, 1.00] 8

Résultats de I’approche fondée sur les M.C.O contraints

régions de
confiance a
95 %

[0.12, 0.81]

[0.19, 1.00]
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Tableau # 3

Données simulées du modéle AR(2)

avec @, = -2.0, 0, = 0.8, B = 0

Résultats asymptotiques
parameétres 8, 8, : B
valeurs -1.9177 0.75160 0.051803
¢stimées
régions de | 134047, 1.4307) | [0.48267, 1.0205]
confiance a
95%
Résultats de 1’approche fondée sur les M.C.O
non contraints
parameétres 8, 6, P:
régions de [-2.85, -1.31] [0.40, 1.00] 2
confiance a [2.77, -1.14] [0.34, 1.00] 3
95% [-2.67, -1.01] [0.30, 1.00] 4
[-2.69, -1.18] [0.34, 1.00] 3
[-2.73, -1.02] [0.26, 1.00] 6
[2.52, -1.17] [0.37, 1.00] 7
[-2.56, -1.06] [0.30, 1.00] 8
Résultats de ’approche fondée sur les M.C.O contraints
régions de
confiance a [-2.59, -1.19] [0.39, 1.00]
95%
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ESSAI IV

METHODES D’INFERENCE EXACTES
POUR DES MODELES DE REGRESSION AVEC
ERREURS AUTOREGRESSIVES: EXTENSIONS DE L’APPROCHE

DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE TRONQUE
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1. Introduction

L’inférence statistique sur les paramétres des modéles de régression avec erreurs
autocorrélées est un des problémes fondamentaux posés en économétrie. Les méthodes
utilisées sont habituellement basées sur des approximations asymptotiques dont la

fiabilité est souvent remise en cause dans les échantillons finis.

Quelques méthodes d’inférences exactes ont été proposées pour les modéles
linéaires avec des erreurs qui suivent des processus AR(1) ou MA(1). En particulier,
divers tests contre la présence d’autocorrélation d’ordre supérieur ou égal a un ont été
développés; pour un survol, voir King (1983, 1987). Sur la construction de régions de
confiance pour les coefficients du processus autorégressif, le lecteur pourra consulter
Vinod (1976), Vinod et Ullah (1981, ch.4), King (1984, 1987), Hillier et King (1987),
Zinde-Walsh et Ullah (1987), Kiviet (1980,‘ 1991), Dufour (1990), Kiviet (1991),
Kramer, Kiviet et Breitung (1991), Dufour et Neifar (1995 b) et Neifar et Dufour (1995
a). A nouveau, un probléme central ici consiste & tenir compte de la présence possible
de paramétres de nuisance (par exemple, les coefficients de régression) dans les
distributions des statistiques de tests. Les solutions suggérées consistent soit 4 choisir
des statistiques dont les distributions ne dépendent pas de ces paramétres [voir Hillier
(1987), Kiviet et Phillips (1990, 1992)] soit & borner les distributions des statistiques

considérées. Pour une combinaison des deux approches, voir Dufour et Kiviet (1993).
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Dans ce texte nous allons nous concentrer sur la seconde approche pour faire de
I’inférence exacte sur les paramétres autorégressifs "d’intérét". Ainsi pour éliminer les
coefficients de régression, nous proposons trois méthodes différentes d’élimination. La

premiére consiste 4 considérer d’abord la régression originale, & réécrire celle-ci sous

la forme de p+1 régressions basées sur des ensembles d’observations légérement

décalées, et & estimer ensuite les résidus de chaque régression. La seconde méthode
considére une régression transformée (pour un vecteur de paramétres autorégressifs
domé) et €largie par les régresseurs nécessaires. La troisiéme méthode est fondée sur
la régression orthogonalisée sous 1’hypothése nulle. Dans chacun de ces cas, nous
considérons trois approches pour construire des statistiques de test. Les deux premiéres
approches consistent & régresser des résidus orthogonalisés estimés sur des valeurs
retardées de cés derniers (suivant deux variantes), tandis que la troisi¢éme régresse des
résidus orthogonalisés estimés sur des résidus non orthogonalisés retardés. Neuf
statistiques différentes sont ainsi obtenues et on montre qu’elles sont pivotales (par
rapport aux parametres de régression, a la variance des erreurs et possiblement aux
coefficients autorégressifs). Etant donné que la distribution analytique de chacune
d’elles est inconnue, nous proposons d’utiliser la technique des tests de Monte Carlo

pour les rendre opérationnels.

Ce texte est subdivisé comme suit. La seconde section décrit le modéle et les
notations utilisées. La troisiéme section étudie les méthodes d’estimation des résidus ou

des résidus transformés et propose différentes statistiques de test. Enfin nous illustrons
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ces approches par un exemple numérique équivalent a celui étudié dans Dufour et
Neifar (1995 a) ainsi que par une application & un modéle du P.I.B réel tunisien.
L’examen des différentes résultats montre que certaines approches fondées sur le

maximum de vraisemblance tronqué sont plus précises que la méthode basée sur les
tests induits.

2. Modele et notations

Considérons le modele de régression avec erreurs autocorrélées suivant:

@Dy, =X, B+ + Xy Bt t=1,.,T,

&
|

t = q)lut-l * ¢2ut-2 e ¥ ¢put—p + er ’

e;""" N@©, %), 0 > 0,
ou y, est une variable dépendante, les X, sont des régresseurs fixes, les e, sont des
erreurs aléatoires mutuellement indépendantes, B =@y - pk)', ¢ = (& - ¢p)’ et
o® sont des paramétres inconnus. Il est facile de voir que la série y, ..., y, peut

s’interpréter comme un segment de la série générée par le modéle

22) y =Xp+u,t=-p+1,.,T,

[}

0’ pour t < —pa

ul = ¢luf"l + ¢2ut-2 to F _¢put—p + et ’ t = 1’ eeey T’
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e,~™ N(O, ¢?), ¢ > 0,

ou X: = Xpp > X Vg o Yopet et donc T sont fixés de facon a
reproduire les valeurs données de Yo s Vop s o s Yopar ? et y, = —X:ﬁ pour ¢ < -p.

La distribution du vecteur y = O Vo o 5 yT)/ conditionnelle a ses valeurs passées

ne dépend pas des y , ¢t < -p, et on peut donc fixer ces derniers A zéro sans perte de

généralité.

Si on utilise la paramétrisation du lemme 2.1 dans Neifar et Dufour (1995 a),

le modeéle (2.1) peut aussi s’écrire

2.3) y, = Xp +u,t=1.,T,
4, = O, +0,(1 - Bu, + ..+ 0,1 - By, +e,,
e,~™ N@©, ¢, ¢ > 0,

oug = ®, ., 0 p)/ , B et ¢ sontdes parametres inconnus. C’est cette paramétrisation

que nous allons utiliser dans la suite de ce texte.
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3. Test de ’hypothése Ho(_QO); 8 = _e_o

Nous allons maintenant étudier le probléme qui consiste a tester 1’hypothése
Hy®): 8 = 9, ou 9, = By - O po)/ contre [’alternative H 8):0+*8 - Pour ce

faire nous allons étendre au modéle (2.3) I’approche de fype maximum de
vraisemblance étudiée dans Neifar et Dufour (1995 a). Nous proposons dans ce qui suit
deux types d’approche qui sont basées sur des transformations différentes de l’équationA
autorégfessive. La premiére consiste a régresser les erreurs transformées sur les erreurs
transformées retardées, alors que la deuxiéme régresse des erreurs transformées sur des

erreurs retardées. Chaque approche permet de tester une hypothése équivalente a

HO(QO) .

3.1 Méthodés fondées sur des autorégressions de résidus transformés

3.1.1 Approches fondées sur les moindres carrées ordinaires

L’équation autorégressive du modeéle (2.3) peut s’écrire comme suit:

G.1) 8B, =¢,,t=1,..,T

t?

ol §(B) =1 - 8,B - 8,(1 - B)B - ... - 6,(1 - BY"'B, ou de faon équivalente
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B BBu, ¢ ,t=1.,T
6,(B)

Ol 8,B) =1 - 0,,B - 8,i(1 - B)B - ... - o1 - BY"'B. Si on définit
32 ¥,® = % = = 200 V8B, w8 = -1, u @) = 8(Byu,.

0

- L’équation (3.1) peut aussi s’écrire sous la forme

(3.3) (@) = Z;x Ej(ﬂo)u,_j(ﬂo) +e ,t=1.,T
Il est clair que sous H,®8 o) ona ?O(B) = 1, ce qui suggere de tester Hb(ﬂo) en testant

I’hypothése

Hp): ¥, =0,j=1,..,p,

dans le cadre du modéle

(3.4) u(®) = Ef:lifg u8) +e,t=p +1.,T

ol p, zpeti}‘}=¢j(go).

Puisque les ut(ﬁo) ainsi que les u, De sont pas observables, nous allons

maintenant examiner différentes méthodes pour estimer les résidus et/ou les résidus

transformés. Chacune d’entre elles conduit 3 une statistique différente pour tester
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I’hypothése nulle. En outre, il sera important de construire ces statistiques de fagon 2

éliminer tout paramétre de nuisance de la distribution de ces statistiques (au moins sous
’hypothése nulle). On doit en particulier éliminer le vecteur g des coefficients de
régression. Pour ce faire, nous allons examiner trois méthodes différentes. La premiére
consiste A considérer d’abord la régression originale, a estimer celle-ci sous la forme
de p + 1 régressions basées sﬁr des ensembles d’observations l1égérement décalées, puis
a estimer les résidus de chaque régressidn et les résidus transformés. Algébriquement
on.peut résumer cette méthode d’élimination des parameétres vde nuisance comme Ssuit.
A partir du modéle (2.2), on peut écrire p + 1 régressions basées sur des ensembles

d’observations 1égérement décalées:

5 =
(3 ) y(_]) ‘J)‘Q (J)’ ] N/
ou ! = t une matrice T xk,
Y =01y ) Xy [Xu-n’ o & 'D] est m X
= ! s / .
Xi(—j) = Kqpp s Xirp)» 1= 1, s ks B i = (Uy_p - 5 Up ) On peut ainsi

calculer p +1 vecteurs de résidus ﬁ( )
-

G6) 2 =ME v, =MEu_

j=0,.,pUMEX_)=1I- x(_})(x(’_ J)X(_ﬁ)-lx(’_n. Il est clair que 1a distribution de
ces derniers ne dépend pas de B ou ¢. On considérera alors les résidus transformés:

(3 7 4V = ¢, - .. -4 &,

( n -»"P
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La seconde méthode consiste a élargir la régression transformée par des

régresseurs appropriés. Réécrivons le modele (2.3) comme suit:

B8 3@ =X@B + u® =XOB +e,t=1,..,T

u(8) = e,~™ N(O, o2

ou
Y0) =¥ -8y, -85, - .. - epyr—p’ Yoy = - B)i-lyt—l’
X© = X0, ... X, @), X,, =01 -B"'X, .
X®) = X, - 0%y = 0, Xy = o - 0K ipy 7 = 1, s k-

Le modele ainsi transformé peut s’écrire sous la forme compacte suivante:

39 emy, =8®BXp +e,t=1,.,T,
ou de fagon équivalente,

TB)O(B)y, =8B B +e,,t=1,.,T

ol P (B) satisfait les conditions (3.2). Si on définit 6,(By, = 748, on obtient alors

la régression

G10) @) - BB, &+ X5, % 3,/@) + ¢t =1, ., T

Proposition 1: L’équation (3.10) peut s’écrire sous la forme matricielle:
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G1l) y@) =X8B + Y Wy ©O) +e¢

ou

X=1X X_pp X pp o X X = (1 - BY'X >
y(—;)(ﬂo) = (yl_j(QJ, sesey }’T_j(ﬁo))l,j = 19 2: ess?
y(ﬁo) = @1@0)3 sety yT(QU))/, E = [1, ‘ﬁl]/ ® L,

et ® est le produit de Kronecker. De plus, si on dénote ¥ la matrice de plein rang
dont les colonnes forment une base dans I’espace engendré par les vecteurs colonnes

de la matrice X, les erreufs transformées
(G-12) 4®@) = M Dy@) = M Du@) = M (De
ou
M® =1-XX 0%, u@) = @@0), ... 4,8))
et ﬁ(2)(ﬁ0) = (ﬁl(ﬁo)’ vy U 1@0))/ ont une distribution qui ne dépend pas de g, 9 ou des

conditions initiales (valeurs de gy U_ps weer “.,,)'

La troisitme méthode est fondée sur I’estimation de la régression transformée

sous I’hypothése nulle. Si g = Qo fixe, la régression (3.12) peut aussi s’écrire
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(3.13) y,(Qo) = _Xt(ﬂo) g+ “:(Qo)’ t=1,..,T
ou

y,(Qo) =) - elo)’:—l - 6207:-2 T T epo?'t-p’xt(ﬂo) = (Xlt(ﬂu)’ ey th(ﬁu))’

X0) = X; - 0:0%j4-ny - 0 Xiey =~ 0o Kiepy J = 15 oo k-

Alors les résidus
G.14) 9@) = M [X@)1x@) = M [X(©@,)1u®,)
ol M [X(Qo)] =] - }_((QO)[)—((QO)Q(_QO)]-IX(Q 0)/ et }—((QO) est une matrice dont les

colonnes engendrent le méme espace que celui engendré par les colonnes de la matrice

X(g,), ont une distribution qui ne dépend pas de B, ¢ ou des conditions initiales
(valeurs qhoisies pour uy, u_j, ... "—p)' En effet, sous Hy(8), »8) = e, et donc
() 0) =M [)_((go)]g ol ¢ = (- eT)/~ N[O, 021T]. 11 est clair que si une constante

est présente dans la régression, le paramétre B, (qui lui correspond) n’est pas

identifiable lorsque @ o =1 ( Xlt@o) =1 - em)' Pour éviter ce probléme, nous allons

considérer le paramétre 31 = (1 - 0,98, qui est identifiable pour tout vecteur Qo .
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Si dans I’équation (3.4) nous remplacons les erreurs u 8 ) par I’un des estimés

12‘0)(_@0) , i =1, 2, 3, nous pouvons alors tester HO(QO) en testant H (p ) dans le cadre
du modele

G159 a%@) = Ejjj‘} 2,°@) +é,t=p +1+h,.,T

au moyen d’une statistique de type Fisher:

(T"'Pl - h) - P
Py

S(:)o@o) - S(m@o)
S(i)l(Qo)

(3.‘16) F@(QD) = l ,i1=1,2,3

Ot  =p sii=1 (=0 sinon), S(oo(ﬁ 0) et S1(8) sont les sommes minimums de

carrés des erreurs contraintes et non contraintes obtenues a partir de 1’équation (3.15).

Les tests ainsi construits rejettent I’hypothése nulle au niveau ¢ , Quand

Fm(ﬁo) A NCHE ou coley) est tel que P[ Fm(—Qo) 2 cpla) ] = o

Les distributions analytiques des statistiques F(t)(ﬂu) ,i=1,23 sont

inconnues mais on peut les simuler facilement.

3.1.2 Approches fondées sur les moindres carrées contraints

L’équation (3.1) peut aussi s’écrire:
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3.17) ut(ﬂo) = Z;i ""j(dzo)ut-j(ﬂo) +e ,t=1.,T
ou les coefficients 70 0) sont solution de 1’équation
s o .
G189 a-¥7 6BNYr, -¥BYH =1-Y7 ¢B
ol ] = y(d). ¢, et ¢, Vérifient (2.3b) [voir lemme 2.1 dans Neifar et Dufour

(1995 a)1,j = 1, ..., p. On voit alors que ces coefficients sont contraints par les

relations linéaires suivantes:

=
o
I

= -1, §g = &, + > doli k= L, ., P

Ve = Y0 bWy k2p + 1.

En utilisant les propositions 1 et 2 dans Neifar et Dufour (1995 a), le modéle (3.17)

peut s’écrire comme suit:
3.19) @) - Z’(QO)F’(p) +e
ou
Z@®) = 2,®), - 2, @)1 T@) = W3, - ¥

wO) = () ©), - 48,

zj(ﬁo) = PJ@O)Q-j(QO)’ u—j(ﬁﬂ) = (ul(ﬂo)’ seey uT-j('Qo))/
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(0 0 .. 1 0 00..00
8,; 0 . 0 1 00..00

Td) =85 8puy 0 - 0 10..00 v j=1, . p,
8715 8795 = Bpupy 8,0y, 00 . 0 U omres

8, est le j*™ élément du vecteur ligne §;, 3] = +/C*?, 1 = (0, .., 0, 1),
%) i 4 P P §:23
8 = By 8 w0y 8)s i =p+1,., T~ 1ct

(0 1 00.. 0
0 0 10. 0

0 0 w 1
_¢po ¢(p—1)0 v By

“pxp

Sous I’hypothése nulle, q,;,’ =0,j=1,.,p. Ce qui suggere de tester HO(QO) en

testant ["hypothése
3200 Hyp): ¢, =0,/ =1, .., p,

dans le cadre du modéle (3.19).

Si nous remplagons maintenant (@ ) par I’un des estimés, nous pouvons tester
I’hypothese H (p) dans le cadre du modele

G20 20@) =3¥ W' 4%@) +¢é,t=p+1+h .. ,Ti=1273,
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au moyen d’une statistique de type Fisher dont la distribution ne dépend pas de g et

o, mais qui dépend de Qo :

(22 Fy,@) = T-p-bH-p

Sen® |
S

Oup =psii=1(=0sinon), s(3+00(_Q0) et s(3+01@0) sont les sommes minimums des

carrés des erreurs contraintes et non contraintes obtenues a partir de I’équation (3.21).

chaque test rejette I’hypothése nuile au niveau ¢ . quand F(Sﬂ)(ﬁo) 2 €0, OU

Caup(y) €St tel que

P[F(sﬂ)(ﬂo) 2 0(34.0(“1)] = 0
Les distributions analytiques des statistiques FO)(Qo) ,J = 4, 5, 6 sont inconnues mais

on peut les simuler facilement.

3.2 Méthodes fondées sur des régressions de résidus transformés sur des résidus

Pour tester I’hypothése HO(QO); [ Qo, réécrivons maintenant 1’équation (3.1)

comme Suit:

(323) u(®) = (6, - 8, u,_; + (6, - 0,)(1 - B, + ... +
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(Bp - 9,,0)(1 - B)""u,_l +e,t=1 .., T
Sous Ho(go), onae@ -6,=0,i=1,..,p, et alors on peut tester I’hypothése
équivalente

HPp):6 =0,i=1,.,p

ou ei* =0, -0, dans le cadre du modéle

1§
(3.24) 4 ) = 2;-1 0; u, +ve,t=2p+1,.,T

Puisque les u, ne sont pas observables, on les remplacera par des estimateurs

appropriés. Afin d’obtenir des statistiques de tests qui ne dépendent pas des conditions

initiales [valeurs choisies pour Ugy U_jy woey u_p], nous avons éliminé p observations

supplémentaires. Les matrices des régresseurs fixes et les vecteurs transformés et non

transformés seront donc écourtées de p autres observations.

Si nous remplacons maintenant les i par leurs estimés ﬁ( . j=0, . ,pet

7 )
() par un des estimateurs ﬁ(')(go) ,i=1,2, 3, tels que calculés plus haut, dans
I’équation (3.24), nous pouvons alors tester I’hypothése Hy(p) dans le cadre du modele

325 a%@) =Y7 6 4, +e,t=2+1,.,Ti=123

au moyen de la statistique
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‘ _ _ S,
626 Fe0) - L2 =p|Jew®) |,

(6+)
2| Sem®)
Ol S¢.0(8,) €t 5, s« (8,) sont les sommes minimums des carrés des erreurs contraintes
et non contraintes correspondantes. Ces statistiques ne dépendent ni de g nide g.
Chaque test rejette ’hypothése nulle au niveau , quand Fi.®) 2 C.p(ep), Ol
Cep(®y) €St tel que

: P[F(sﬂ)(ﬂo) > c(5+o(°‘1)] = a-
On notera de nouveau que les distributions analytiques des statistiques

Fy®) ,j =7, 8, 9 sontégalement inconnues mais qu’on peut les simuler facilement.

Si on emploie I'un des tests ainsi construits plus haut, 1’hypothése

Ho(_Qo); 0 = Qo n’est pas rejetée lorsque
Fp@®) < cpley)
Ui = . i isti tilisée et le point
olj=1,..,09, F(D(Qo) et ¢, (a,) sont successivement la statistique utilis p

critique correspondant. Par conséquent, I’ensemble des valeurs Qo qui ne sont pas

rejetées par la procédure choisie

I={QD: Fy®) < co)(al)},j= 1,2, ..,9,
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est une région de confiance de niveau 1 - «;, avec

P[Bel]lz21-q«-
4. Illustrations numériques

Dans ce qui suit, nous allons appliquer les différentes approches développées

plus haut & des données artificiellement engendrées par le modéle suivant:?
@1) y, =B, +Byxy + Byxy, v, t=1,.,T

u, = 0u_, + 0,u,_, - u_,) +e,,

B, = 100, B, = B, = 1.0, 6, = -09, 6, = 0.0, T = 47

ou les variables x,, €t x,, sont géncrées par les processus suivants:
Xyp = SXyey + Vg Xy = 1+ Vg, X = V05

v, ~™ N (0.0, 1.0) , v, ~™ N (0.0, 100) , ¢ = 1, .., T,

v, € v, sont indépendants, les u, sont autocorrélés d’ordre deux et

e, ~™ N(0.0, 40). Si on estime ce modele par maximum de vraisemblance

conditionnel [le logiciel utilisé est Shazam], en laissant tomber les deux premiéres

observations, nous obtenons les résultats suivants:

*Ce modele est équivalent au modéle utilisé dans Dufour et Neifar (1995 a).
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(42) y, = 9.9095 + 0.87069 x,, + 1.0983 x, + &, R* = 0929
(0.238) (0.0952) ~  (0.0856)

8, = -1.10052 , 8, = 0.07586
(0.2937) (0.148627)

SSE = 101.03 , SSR = 1321.4 , SST = 14224 , d, = 1.995496 , d, = 1.758913 .

Les valeurs entre parenthéses sont des écarts-types; voir Tableau I(3) "page 144" pour

les intervalles de confiance asymptotiques avec les niveaux de signification usuels

@, = a, =.05 [m1 pour les coefficients autorégressives et «, pour les paramétres de

régression] et la figure 11 "page 158" pour la région de confiance simultané pour @ .
et 9,. Nous attribuons des niveaux de signification égales pour les coefficients
autorégressives g 4 = %, = a2 = 0.025. Nous permettons aux racines du processus
autorégresssive dans les erreurss de se trouver sur le cercle unité [-3 < 6, <1,

18, < 1, 26, + 8, > -1]. Les régions de confiance pour @ et 6, obtenues par

I"application des différentes méthodes proposées dans la section 3 sont présentées sur
les figures 1 & 9 "pages 148 a 156" tandis que les intervalles de confiance
correspondants (obtenus par projection) sont dans le tableau I[(1) et (2)] "pages 143 et »
144" (de méme pou.r les coefficients de régression). L’examen des différentes figures,

nous permet de conclure que les régions de confiance les plus précises sont obtenues

a I’aide des statistiques de test F(S)('e-o)’ Fg (@) et Fm(go). Cependant, chaque région

contient les vrais paramétres @ Lete, du modele simulé.




139

Afin de comparer ces résultats avec ceux obtenus par I’application de I’approche
basée sur des tests induits [proposée par Dufour et Neifar (1995 a)]. Nous rapportons
ces derniers au tableau I(4) "page 145" et figure 10 "page 157". Il est A noter que la
région ainsi obtenue est assez précise. Elle contient aussi les vrais paramétres

autorégressifs du modéle simulé et elle est comparable aux régions obtenues 3 1’aide des

statistiques de test Fi5(8), Fg(®) et Fp\(@)-

Dans ce qui suit, nous allons appliquer ces derniers 2 un modgle du P.1.B réel

tunisien.
5. Application 3 un modéle du P.L.B réel tunisien

L’analyse de la série du P.1.B réel tunisien avec les techniques de Box et Jenkins

(1976) suggére que. la série y, = log(P.LB) suit un processus AR(2); voir Dufour et
Neifar (1995 b). Nous réécrivons le processus y, comme suit:
G y,=p,+u,u-= O,y + 6,(u,, - u_,) +e,,
e, ~™ NIO, ¢?].
Remarqudns que dans ce cas, les statistiques Fs(go) et Fs(ﬂo) sont équivalentes. Si on

applique maintenant les statistiques de test Fi5®@) (ou bien Fﬁ@o)) et Fy(®) au
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< ’ modele (5.1),° par inversion, nous obtenons les régions de confiance sur les figures 12
"page 159" et 13 "page 160". Au tableau II(1) "page 146", on présente les intervalles
de confiance simultanés obtenus par projection sur les axes, ainsi que les intervalles de

confiance pour la constante. Toutes les tests acceptent 1’hypothése de racine unitaire

6, = 1. L’application des tests induits (calcul par Imhof) nous offre la région de
confiance de la figure 14 "page 161". Cette région est plus précise pour @ , Que pour
6, elle est comparable 2 la région de la figure 12 "page 159". La région obtenue &
I’aide de la septieme statistique (voir figure 13) est assez précise pour le paramétre g .

que pour @,. Les intervalles de confiances correspendants sont au tableau II(1) et (2)
"page 146". L’estimation du modéle (5.1) par maximum de vraisemblance conditionnel
(en laissant tomber les deux premiéres observations) nous offre les résultats suivants:
¥, = 10.627 + 4,
(0.1955)
@, = 096559 4, , - 0.26506 (&, , - 4,,)) + é,-
(0.05385) (0.17604)

La région de confiance asymptotique pour @ est sur la figure 15 "page 162". Les

intervalles de confiance asymptotiques sont au tableau II(2) "page 146".

Si on ajoute une tendance a la régression du modele (5.1), on obtient le modéle

*0On a appliqué les différents tests proposés au modéle du P.I.B réel tunisien.
m L’examen des différentes figures, nous a permis de conclure que ces statistiques
‘ donnent les résultats les plus précis.
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suivant;

(5'2) Y = B1 + Bz r+ U u, = elut—l + ez(ut-l - "r-z) + et ’
e, ~™ NIO, %]
Remarquons dans ca cas aussi, les statistiques F5@0) et FG(QO) sont équivalentes. Si

on applique maintenant les statistiques de test F5®) (ou bien Fs@o)) et F(8 ) au

modele, par inversion, nous obtenons les régions de confiance (de niveau de

signification ¢ L= 0.05) des figures 16 "page 163" et 17 "page 164". Les intervalles

de confiance simultanés obtenus par projection sur les axes sont au tableau ITI(1) "page

147"; ces intervalles sont dits "simultanés" (au niveau 1 - o 1) parce que la probabilité
que les coefficients @ , €t 6, soient conjointement couverts par ces intervalles est plus

grand ou égale 4 1 - o L Le test induit nous permet de construire la région de

confiance de la figure 18 "page 165", elle ressemble aux figures 16 et 17 . L’estimation
par maximum de vraisemblance conditionnel (en laissant tomber les deux premiéres

observations) du modeéle (5.2) donne les résultats asymptotiques suivants:

y, = 7.9952 + 0.044708 ¢ + &,
(0.1583)  (0.005846)

A A

6, = 0.86741 , 6, = -0.21504.
(0.1036)  (0.178297)

La région de confiance asymptotique au niveau 0.95 est sur la figure 19 "page 166".

Les intervalles de confiance correspondants sont au tableau III(2) "page 147". Il est &
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noter que tous les tests exacts acceptent I’hypothése de racine unitaire: 0, = 1. Les

régions obbtenues pour les paramétres autorégressifs du modéle (5.1) sont plus précises

que celles du modéle (5.2). Cependant dans les deux cas, toutes les régions de

confiance sont précises pour le paramétre @ , Tais rarement pour 0,
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Tableau I "exemple numérique”
Intervalles de confiance pour @ Lt e,
et pour les parametres de régression

6, =-09,0,=00,B, =(1-6)p, =19,p=2,k=3,T=47
¢, = a, = 0.05, N = 100

1) Résultats des méthodes fondées sur des autorégressions de résidus transformés

a) Résultats de I’approche fondée sur les moindres carrées ordinaires (p, = 5)

Parameétres Statistique Statistique Statistique
Fy(®) F(®) Fp(®)
.8, [-2.99, 0.99] [-2.99, 0.99] [-2.99, 0.99]
8, [-0.99, 0.99] [-0.99, 0.99] [-0.99, 0.99]
B [-10.96, 36.93] [-4.87, 40.44] [-9.65, 40.43]
1
B, [-0.24, 7.14] [-0.44, 4.58] [-0.33, 6.95]
B, [-1.42, 14.04] [-1.38, 11.75] [-1.38, 12.58]

b) Résultats de ’approche fondée sur les moindres carrées contraints

Paramétres Statistique Statistique Statistique
F(4)(ﬁo) F(5)(’Qo) F(G)(ﬁo)

8, [-2.99, 0.99] [-1.99, -0.09] [-1.88, -0.29] .

6, [-2.99, 0.99] [-0.44, 0.49] [-0.33, 0.44]

B [-9.05, 31.18] [9.52, 31.05] [11.61, 30.03]
1

B, [-0.17, 7.01] [0.61, 1.28] [0.62, 1.22]

B, [-0.72, 13.66] [0.69, 1.52] [0.77, 1.43]
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2) Résultats de la méthode fondée sur des régressions de résidus transformés sur des

résidus

Paramétres Statistique Statistique Statistique
F (7)@0) Fig(®) F(@)
8, [-2.39, 0.10] [-2.99, 0.99] [-2.99, 0.99]
8, [-0.50, 0.69] [-0.99, 0.99] [-0.99, 0.99]
B [7.33, 34.69] [-8.62, 41.69] [-6.04, 47.55]
1

B, [0.60, 1.33] [-0.45, 6.29] [-1.42, 8.64]
B, [0.61, 1.67] ‘[-1.04, 14.57] [-2.42, 5.06]

3) Résultats asymptotiques

Parametres | ¢,.p,(42) = 2.325 F (2, 42) = 3.15
0, [-1.8369, -0.3641] [-1.7833, 0.4178]
6, [-0.2972, 0.4489] [-0.2696, 0.4214]
B, [9.43, 10.39] [9.43, 10.39]

B, [0.68, 1.06] [0.68, 1.06]

B, [0.93, 1.27] [0.93, 1.27]

Pour la deuxiéme colonne les intervalles de confiance des paramétres
autorégressives sont construits par projection de 1’ellipsoide (figure 11) sur les axes.
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(Suite du tableau I)

4) Résultats du test induit

Parametres Calculs par Imhof
8, [-2.04, -0.34]

8, [-0.31, 0.62]

B, [12.41, 31.20]

B, [0.62, 1.19]

B, [0.81, 1.38]




Tableau II "modéle (5.1)"
Intervalles de confiance pour ¢ > 0,6t ["5 .

1)
Paramétres Statistique F5@) Statistique Fo(®)
0, [0.81, 0.99] [0.91, 0.99]
0, [-0.99, 0.99] [-0.889, 0.68]
B [0.106, 1.77] [0.085, 0.8388]
1
2)
Paramétres test induit résultats asymptotiques
8, [0.92, 0.99] [0.855, 1.076]
6, [-0.95, 0.99] [-0.625, 0.0949]
B [0.0954, 0.77204] [10.227, 11.027]
1
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Tableau III "modéle (5.2)"
Intervalles de confiance pour g - A f) L ¢t B,

1)
Paramétes | Statistique Fg(9) | Statistique F,(0)
0, [0.34, 0.99] [0.52,0.99]
0, [-0.99, 0.99] [-0.91, 0.89]
61 [-0.166, 5.186] [-Q.115, 3.813]
B, [-0.377, 0.382] [-0.452, 0.415]
2)
Parameétres Test induit Résultats asymptotique
0, [0.49, 0.99] [0.655, 1.079]
8, [-0.99, 0.99] [-0.58, 0.15]
Bl [-0.0394, 4.017] - [7.671, 8.3195]
B, [-0.373, 0.269] [0.0327, 0.0567]
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Figure 1: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour g, et 8,

"statistique F, (W) "
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Figure 2: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour @ L et e

"statistique Fp®) "
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Figure 3: "exemple numérique"
Région de confiance valide pour @, et @,

theta?

"statistique F;@) "
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Figure 4: "exemple numérique”

Région de confiance valide pour @ L ete,

"statistique F( 4)@0) "
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Figure 5: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour g, et @,

"statistique F5®0) "
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Figure 6: "exemple numérique”

Région de confiance valide pour ¢ et 8,

"statistique F, 68, "
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Figure 7: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour 8, et 8,

"statistique F;,@) !
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Figure 8: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour 8, €t 6,

statistique Fq (6 )
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Figure 9: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour @, et 8,

statistique F,,(6 )
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Figure 10: "exemple numérique”
Région de confiance valide pour @ L Ct o,
" Approche basée sur des tests induits”
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Figure 11: "exemple numérique”
Région de confiance asymptotique pour 9, et @,
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Figure 12: "modgle (5.1)"
Région de confiance valide pour g, ¢t 8,

"statistique F(s)(ﬂo) "
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Figure 13: "modele (5.1)"
Région de confiance valide pour g et @,

"statistique F(®) "
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Figure 14: "modéle (5.1)"
Région de confiance valide pour @ et 6,
"Approche basée sur des tests induits”
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Figure 15: "modéle (5.1)"
Région de confiance asymptotique pour @ L6t 8,
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Figure 16: "modele (5.2)"
Région de confiance valide pour @ LEte,

"statistique F5(®@) "

163

-1 0 1
thetat




theta2

Figure 17: "modele (5.2)"
Région de confiance valide pour @ , €t 8,

"statistique Fg,®) "
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Figure 18: "modéle (5.2)"
Région de confiance valide pour @, €t 6,
"Approche basée sur des tests induits”
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o ET A

Figure 19: "modeéle (5.2)"
Région de confiance asymptotique pour g et 6,
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Preuve de la proposition 1: Le premier terme de I’équation (3.10) peut s’écrire aussi

comme Suit;

6BXB =[1-0B-0,1-BB - ...

=(X,-06X

-1 ezf

s Xy - 0.X

=X Xipvr Xppopp

— s (X, X

Xg 15

= (X Xy p5 Xlt-l’

Xop Xop 1o Xpp s oo

. (X Xee 1> Xn—p

=(X1t’ 2

~ ~

+ ..+ (Xh_pq,

=Xp+X

. X

- (Xz » X (~2)¢

(-1

> S

= (X: ’ X(-l)t ’

d’ou I’équation matricielle

-1

1 eth-l -
K (L,
k-12 0
Xiped) (L,

,X~2,_p+1) ( 1’

Xy B+ (X Xy o

Xppurs >

W08 + X

Sl X(_p))

- 0,1 -ByY'B1X8
- epfn—pﬂ’
- 8,%,.,.08
-8%,
X per) (1, -0H18
-0B, +
-8')'8,
-8)/8,
X)) (-8) B

s K (1,

Xepe) (-6) B

(-8B + (-6)8

"( -px
Ik

-0 I

B

-6,1,

AL X(_p))[(la _Q-/)/®Ik ] -Q ’
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A »0) =X8p+ 3" ¥y @) +e

Comme il peut facilement y avoir collinéarité exacte entre les colonnes de la matrice

X, nous allons introduire une matrice ¥ de plein rang dont les colonnes constituent une

base dans I’espace engendré par les vecteurs de la matrice X (par exemple on éliminera

les régresseurs redondants qui correspondent i la constante, la tendance ...). Sous

’hypothése nulle Ho(go), ona FJ’ =0,j =1, ..., et larégression (A.1) s’écrit comme
suit:
¥0) -X8,8 +u@) X3 6 +e
Si on régresse y@o) sur X, on obtient les résidus
2@) = M (Dx0) = M Du®) = M e
ou

M® =1-XX H¥, u®) = w0, ..., u(8))

et ﬁ(ﬂb) = (ﬁl(ﬂg)’ seey ﬁ;(ﬂo))/
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ESSAI V

TESTS EXACTS CONTRE LE CHANGEMENT STRUCTUREL POUR DES
MODELES DE REGRESSION AVEC ERREURS

AUTOREGRESSIVES
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1. Introduction

Dans ce texte, nous développons, en particulier, des tests de changement

structurel valides pour les modeles de régression avec k régresseurs fixes et des erreurs
autocorrélées d’ordre p » 1. Pour appliquer les différentes approches développées ici

nous devons commencer par construire des régions de confiance valides pour les
parametres autorégressifs, ceci se fait facilement i I’aide de I’une Vdes méthodes
proi)osées dans Dufour et Neifar (1995 a) et Neifar et Dufour (1995 a). L’approche
générale que nous utilisons est une extension de celle utilisée dans Dufour et Kiviet
(1995). Nous considérons deux catégories de tests: des tests de type analyse de

covariance et des tests prédictifs.

Dans la premiére catégorie, nous proposons quatre procédures. Le premiére est
un "test induit” fondée sur comparaison de deux régions de confiance obtenues sur
deux-sous périodes. La seconde généralise les procédures proposés par Kullback et
Rosenblatt (1957), Chow (1960), Dufour (1982a) et Dufour et Kiviet (1993). La
troisiéme combine les deux précédentes. Ce test consiste en premiére étape a appliquer
le test induit aux coefficients autorégressifs; si on ne peut pas rejeter la stabilité de ces
derniers, on transforme le modgle et on teste dans une deuxiéme étape la stabilité des
paramétres de régression a I’aide du test de Chow généralisé. La quatriéme procédure

examine la stabilité des paramétres de régression en autorisant une instabilité des
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coefficients autorégressifs. Le dernier test permet la vérification de la stabilité des

paramétres de régression avec une alternative de date de rupture inconnue.

Dans la deuxiéme classe, nous proposons des tests de type prédictifs. Le
premier est un test prédictif global qui suppose sous I’alternative un changement de
régime, c’est-d-dire que les paramétres du modele sont différents entre les régimes mais
stables dans les deux sous périodes. Le deuxiéme est un test prédictif individuel qui

suppose 1’instabilité sous I’alternative des paramétres du modéle 3 une date isolée.

Ce texte est divisé de la maniére suivante. Dans la seconde section nous
définissons le modéle et les notations utilisés. Dans la troisiéme section, nous
développons les tests d’analyse de covariance. Dans la quatriéme section, nous
présentons les tests de type prédictifs. Enfin, nous appliquons le test induit & un

modeéle du P.1.B réel tunisien.
2. Modéle et notations

Nous considérons le modéle de régression avec erreurs autocorrélées suivant:

@D Ye = Xlt B1 e v Xy Bt
ut = ¢1u,-1 * d’z“:-z toot put—p + e: ’

e~ N0,0®) ,t=1,..,T,a>0
t.
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ou y, est la variable dépendante, les X, sont des régresseurs fixes, les e, sont des

erreurs aléatoires mutuellement indépendantes, Yo » Yoy s e 5 Y., SONt fixés, et les

-p4.l
paramétres b ,i=1,.,p, pj ,j=1,..,k et ¢ sont inconnus. La série

Yi » - » Yp DeU s’interpréter comme un segment de la série générée par le modéle

22 y=XB, +.+XB, +u,t=-p+1,.,T

0, t<-p,
ut = <I)lut-l + ¢2ut—2 oot ¢put-p * eg s U= 1: seey T’
e,~™ N(0,6%), ¢ > 0

ol y, , ..., Y_p.y 3I0SIQUE uy . u sont fixés (“o y e, U sont choisis de

-p+1 -p+1

fagon a reproduire les valeurs données de Yo s s Yope l) ety = - th pour ¢ < -p-
La distribution de y, conditionnelle & ses valeurs passées ne dépend pas des

¥, , t < -p, et donc on peut fixer ces derniéres 4 zéro sans perte de généralité€. En

utilisant la paramétrisation du lemme 2.1 dans Neifar et Dufour (1995 a), le modéle

(2.1) peut alors s’écrire comme suit:

(2.3) y=Xp+u,t=-p+1,.,T,
u =0, +0,(1 -Bu,, +..+0,1-BFlu_ +e,,

e,~™ N0,6?, t=1,..,T
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ou Xz = (X, , X,)» Ou sous la forme matricielle,

£ e

(24) y:Xﬁ_-pu,u:u_ﬂ*-g

\ _ - - . _ i-1 = /
ou u_-[E_l,!i_zam‘,li_p],H_j"(l B)’ Ii_l’ﬂ [61’02:'""61,]’

X={ Xl , X2 y e s Xk ]- @ estun vecteur px 1, y un vecteur Tx 1, 5_ une matrice

Txp, X une matrice T xk et B est I’opérateur retard. Supposons maintenant que

8=9

) = (IR po)/ , élément d’un ensemble de valeurs admissibles S,. Alors on

peut transformer le modéle (2.3) comme suit:
25 y®) =X@0)8 +u@®), t=1,..,T
ou
¥8) =y, - 0y, - Oy(L -~ By, - ... —6,(1-BYy,
X©) =X -0,X -6,01-BX -..-6,1-BFx .
X, = Ky Xy s s X0 X = By s o s Kien)»
u®) = u, - 0, - 0,(1 - By ~ ... - 8,1 - By,
ou en notation matricielle,

(2:6) y@) = X(@)B + u®)
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o u ¥8) = 048 , - , ¥8)) X@®) = [X®) , ., X))

_ P .y s .
Xj(go) = (Xﬂ(go) s e s Xﬂ@ 0)) . Si le modéle initial contient une constante, on a

X

t

(1, Z) et (2.5) peut s’écrire:

@ =1 -6)B, + Z

t

-8Z - -8Z )y +u.t=1.,T

ol g = (B " Y ety = By 5 e s pk)/ . Il est clair que p . n’est pas identifiable si

[«
[}

1. Pour éviter ce probléme, nous allons reparamétriser le modele en remplagant B,
par B, = (1 - 0)p .~ B, est donc identifiable peu importe la valeur du vecteur

®, ..., 6 p)/ . On peut donc écrire le modele sous la forme

27 ¥@) = X@B® + @)
ol |
¥0) = 0@, -, YO, u®) = @, (0), .. , u D),
X© = [1, X,®), .. , X,@], O = [B}, By - , Byl
X(©) = Xy®, ..., X(8), j =2, .., k. Nous supposons que le rang[x()]
= k < T, Ou x(§) représente soit X(@) soit (@) et on notera par § le vecteur qui

représente § ou ((6).
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3. Tests d’analyse de covariance

Dans cette section, nous proposons divers tests du type "analyse de covariance"
pour tester la stabilité des coefficients du modéle. D’abord, nous proposons une

procédure de type "test induit" pour tester la stabilité des coefficients du vecteur

autorégressif g. Cette dderniére est fondée sur I’examen des deux régions de confiance

N

I, (a3) €t I, (x]) obtenues 2 partir de deux sous-périodes. Deuxiémement nous
)

2 L,

proposons une procédure congue contre une alternative de changement dans les

coefficients de régression § a des dates pré-déterminées (en supposant que g etg?

sont stables), laquelle généralise les tests proposés par Kullback et Rosenblatt (1957),
Chow (1960), Dufour (1982a) et Dufour et Kiviet (1995). Troisiétmement, nous
proposons une procédure congue contre des ruptures i la fois dans les paramétres
autorégressifs et les coqfﬁcients de régression. Ce test comporte deux étapes: la
premiére consiste a appliquer le test induit aux coefficients autorégressifs; si on ne peut
pas rejeter la stabilité de ces derniers, on transforme le modéle pour tester la stabilité
des coefficients de régression a 1’aide du test de Chow généralisé. Quatriémement, nous
proposons un test de stabilité des paramétres de régression permet une instabilité des
coefficients autorégressifs. Finalement, nous proposons un test de stabilité des

coefficients de régression contre une alternative avec date de rupture inconnue.
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3.1 Test induit pour la stabilit¢ de @

Nous proposons maintenant un test induit pour vérifier la stabilité des
coefficients autorégressifs sans faire d’hypothése sur le restant des parametres du

modele. Considéront le modéle (2.3), nous supposons que sous l’alternative les

paramétres 8, peuvent changer a une date connue T,. En se servant de I'une des
approches décrites dans Neifar et Dufour (1995 a), nous pouvons construire les régions

/ " A Ari
de confiance Igm(“l’ T) , Iﬂm(al’ T,) pour § fondées sur deux sous-périodes de

longueurs T, et T, (T,<T,i=1,2). Pour tester 1’hypothése suivante

G.D H®: 8, =8,

2)’

on rejettera H (@) si

(3.2) Iﬂm(a{, T) N Iﬂm(a;/, T) =0

Puisque 1 (“;, T,) et (ai’, T,) sont des régions de confiance pour Q(l) et Q(z)’
)

I
£ )
respectivement de niveau (1 - «;) €t (1 - ) , on aura

B3 Proel (T)l=1- a, P[B € I (0, T)T1>1- al.
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Il est alors facile de constater que le test ainsi construit est de niveau plus petit ou éggal

i a = «f + aj. Sous H,8), I'événement @ ¢ I )(a;, T,) implique que

&

/ " '
[ S Iam("‘l’ )N Iﬂm(al’ T,), d’ol

Pl Ig(,)(dia Tl) n Iﬂm(a{’, Tz) =gl P[0 ¢ Iﬂ(n(“{’ Tl) N Iﬂm(a;l’ Tz) ]

7

< P[8 ¢ 1%(‘;{, T)] +P[8 ¢ -’%(a{’, T)] =af +af =a,.

3.2 Tests de Chow généralisés

Afin de généraliser le test de Chow & des modéles de régression avec erreurs

autocorrélées, nous supposons que sous 1’alternative il y a m ruptures de la valeur de g

a des dates préspécifiées. Pour ce faire, nous considérons une partition de »_, y_,X

et y telle que définie en (3.4) en m sous-vecteurs (matrices) pour m > 2 :

[ )] [, D]
y-(l) u;2) yZZ) X(l) u(l)
u
(3.4) Yy = 1(2) , U_ = uf y Y. = Y- » X = X(z) » U = @
Yo u " K Hm

0N -1
D 4, 2, B0 YO = O, By B = L~ By,

un vecteur T;x 1, 4@ y@ sont des matrices T;xp , X, est une matrice T, xk , etu(o
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est un vecteur T,x 1, T, 2k i=1 ...,metT-= Z’f'l T, 2 mk- On peut alors
=1

écrire le modéle (2.4) sous la forme

3.5 . = 40
3-5) Yo X(‘*Q(:) * By » By = 8- 9+ €0’

e _~"N(0, ozlr), i=1..,m
(0] i
ou 49 = [u(_t)l, a - B)u(_x)l’ o s (1 = B)”'lu(_')ll est une matrice T;xp, et 5_(0 est un

~vecteur kx 1 de paramétres inconnus; g

euvent changer, mais on
a ﬁ_(z, . ﬁ_(m) p g

supposera ici que 9 = (@, , ..., 6 P)/ et ¢ ne changent pas. On veut tester

1?2

. = = .. = contre l’alternative ou les paramétres euvent
Hy(®) 11(1) ﬁ(2) ‘ Ii(m) P jl(z) P

changer. Pour développer un test d’analyse de covariance de H,(B), on écrira le
modele (3.5) sous la forme compacte:

G6) y=XPB+u-u=-u+e,e~NQO, o)

ou y_ est une matrice T x(mp), X une matrice T x(km), § un vecteur (km)x1,

(6)]
u__ = [u_l’ ﬁ_zg seey ﬁ ] ’ ﬁ-—j = (1 - By'lu_l , ﬁ = (2) ,

= =

(m)
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Xy 0 0 .. 0
- 0 X5 0 .. 0
X = diagXg) =| .
0 0 0 .. X,)|

Supposons que I’on connait § = 9, Alors le modéle (3.6) peut étre transformé comme
suit:
G w0) = ¥OE + u@) =y - y. 8,
ou
x(©) = diag(xy®8)) xo®) =[x, @), - £, @)]> i = 1, ., m

2,0 = @), t = T, ,

0D =X, - 0,X ;) = = 0,1 - BY X i =2,k

+

Ly, T, T = Y0 Tw 5,0) = 1

Ii(1)

.

=
1

~

8

[ (m))

Il est clair que le modele (3.7) satisfait toutes les hypothéses du modéle linéaire

classique. La statistique de test de Chow généralisé pour tester I’hypothése
Hy(: B

w =By = 7 B

contre |’alternative ou les paramétres ﬁ() peuvent changer est:
i
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D(Hocﬁ),ao)=l[

Vo

5,8y - 5,@)
&

ou SO(QO) et sl(ﬂo) sont vles sommes des carrés des erreurs sous et sans contraintes :
88 = min5) - x0)8118) - <.
5,0, = ming(y(®) - %8 )E1x@,) *(8)B1

%)@y

w@)=| |
_x(m)(go)_

v €t v, sont les degrés de liberté appropriés, y = Z:':l (T, -r):vy = E:'_ A

our, = rang(x(go)) etr; = rang(x(o(go)), i =1, ..., m. Siles matrices x(z)@o) sont de
plein rang, les degrés de libertés seront y = T - mketv,=(m - 1)k Comme la

distribution de D(Ho@, Qo) sous H, est une Fisher F(v o V) la région critique

D (HyB), 8) = F(a; vy, v) est de niveau ¢, OUP[F(v,, v) > F(a; Ve V] = @
avec 0 < ¢ < 1. Puisque @ est inconnu, on va se servir de chaque Qo élément d’une

région de confiance exacte pour @ de niveau (1 - ¢ 1): Ig(“ ) tel que
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(8 P ele)>1- e

ol Q < @, <ea<l. On considére élors les statistiques:
3.9 Dya,) = inf { DWH,®B), 8): 8, € I(e) } >
Dyle,) = sup { D(H,B), 8): 8, € Iy(e,) } -
En prenant @, = & - o Ct aé = ba +a, <1 [voir lemme 1 dans Dufour et Kiviet
(1993)], il est facile de déduire que sous 1’hypothése Ho(B-)
(3.10) PID,(«) > Fla, vy V)] < @, + &, = &
PIDfa,) < Flag; vp V1 s 1 -ay +a, =1-@a.
Ainsi on construit le test 4 borne généralisé de niveau o pour Ho(B-):
G.11)  rejeter H(B) si bL(al) 2 Fay; vy, vj :

ne pas rejeter Ho(ﬁ) si Dyfe) < F(aé; Ve V) -

Dans les autres cas le test est considéré comme non concluant.

3.3 Test de Chow en deux étapes

Nous allons maintenant montrer qu’il est est possible de combiner les procédures

que nous venons de décrire pour obtenir une procédure congue pour détecter des
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instabilités tant dans les coefficients autorégressifs que dans les coefficients de
régression a une date pré-spécifiée T, . Pour ce faire, on considére i nouveau la contre-

hypothése

= =P
G12) 3 = X8, +u,u =u0 e

® “¢ ®
_g®~i""N(O, 021T ,i=1,2,

ol euvent différer. Nous voulons tester 1’hypothése nulle
By By 8,0 8, P _ yP

HyB, 8): B, =B8,, 6, =9,

contre (3.12). Hy(B, 9) s’écrit comme la conjonction de deux hypothéses:
HyB, 8) = Hy(B) N Hy®) oV H®): 0 =8, eH(B: B =8, Par conséquer,

on peut procéder en deux étapes. On commence par tester H,©) au niveau g2 en
appliquant le test induit dé\}eloppé plus haut. Ensuite, a la lumiéxl'e du résultat du test
H,©), on décide de tester ou non HyB)- Il y a deux cas possibles: (1) on rejette
Hy(©), Hy(B, ) estrejeté; (2) sion acoepte H,(8) , on teste alors H (B, ) en testant 5 (B)
au niveau gf2 contre I’alternative ol seulement les paramétres de régression peuvent
changer a I’aide du test de Chow généralisé (pour m = 2) tel que développé plus haut.

Il est facile de voir que le niveau de cette procédure n’est pas supérieur a ¢ .
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3.4 Test de Chow permettant I’instabilité des paramétres autorégressifs

Les procédures précédentes ne permettent pas de tester la stabilité des
coefficients de régression séparément de celle des coefficients autorégressifs. Nous
allons maintenant décrire une procédure qui permet de tester la stabilité des coefficients

de régression tout en permettant que les coefficients autorégressifs changent. Utilisant

une des approches proposées dans Neifar et Dufour (1995 b) si p 2 2, et Dufour et
Neifar (1995 a) si p = 2, nous pouvons construire une région de confiance conjointe

pour Qu) et Q(z) que I’on note par | ,)- Considérons maintenant I’hypothese

y 0 *

HyB. 8): B, = B, 8, =8

w = Laoy 8y = 8

@0)
contre une alternative ol les parameétres de régression peuvent changer, nous supposons

que ¢ est stable. Sous Hy®B, QD), on peut transformer le modéle (3.12) comme suit:

3.13 = 8 ;=
( ) y‘-(ﬂ(‘-o)) x(i)(ﬂ(iO))'B'(i) + E(o(ﬂ(m)), l 19 2’

un modele qui satisfait toutes les hypothéses du modéle linéaire classique. On peut

réécrire (3.13) sous la forme

3.14 = a
G149 @, 8,,) = x®, 8,) B + u@®, 0,
ou
8 .8, )= ¥ 8yo) @ .8 )= %o @o)
a0’ ~@oy ’ a0y ~@oy ’
Yoy @) RO
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u(ﬁ(m), ﬁ(zo)) = £ @)

@) Q0

u(l)(ﬂ(lo))]

Sous I’alternative, 1’équation (3.13) prend plutét la forme:

(3.15) y(ﬂ(IO)’ Q(ZO)) = ';(Q(IO)’ an)) .6_ + E(Q(IO)’ Q(2()))

ou

20,0 Qo) =

Y@y 0 ] E 5'(1)
0 x(:)@(zo))

On testera donc 1’hypothése

HB 0): 8, =8,,8 =8,.8, =8

1 10y ~@ 0’

au moyen de la statistique

SO(Q(IO)’ Q(ZO)) - Sl(ﬂ(m)’ 'Q(ZO))

(3.16) CDE =Y
@oy Loy v S@© ,8 )
0 a0y ~@o)
ol et sont les sommes minimums des carrés des erreurs
So (10’ chm) Sl(ﬂ(m)’ Q(:O))

Sous et sans contraintes

— s /
S0@ 0y 8y = ming [u(ﬂ(m), B0 4O,y @(20,)] :

S0 10y 8y = ming u@(m)’ Q(20))/ E(ﬂ(m)’ ﬂ@“))] ’

(10> ~(20)




188

4Oy Q) = 3800 8,0) - 2@, 8, )8

E(Q(lo), Q(ZO)) = X(Q(m), Q(ZO)) - x('Q(IO)’ 9(20))-6— ’

et v, v, sont les degrés de liberté appropriés, v = T - 2k, v o = k- Si maintenant on
définit

(3.17) CDE(a,) = inf { CDE@®,,,, 8,,): B, 8,) € Ig o (@)

CDEy(e,) = sup { CDE(Q(m)’ Q(zm): (‘Q(m)’ Q(20)) € I% ﬂm)(al)}’

on peut construire un test & bornes similaire 4 celui de (3.11). Il est a noter que cette
procédure s’étend aisément au cas de m ruptures. Il s’agit simplement de I’appliquer

m fois sur les m sous échantillons. A chaque fois on utilise les observations allant de
la date de rupture [T, - (k + p)] observations i la date de rupture [T, + (k + p)]

observations.

3.5 Test de Chow avec date de rupture inconnue sous 1’alternative

Supposons a présent, que sous 1’alternative, il y a rupture a une date inconnue

[nT] des coefficients de régression g du modéle (2.2), ol e (0,1) et [x] indique
la partie entiére de x. Considérons alors une partition de 3,y , X et yx semblable

a (3.4) avec m = 2, ce qui fait que le modéle (2.2) peut s’écrire:
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G183 @ = Xy(mBm) + u (m) , u () = udmP + e, i=12,

e~ N[O, o* L]
ou L, () et Y, (™ sont des vecteurs [x7]x1, X () est une matrice [rT]xk, &, ()
et 1(2)(1;) sont des vecteurs (T - [=TDx1, X, (=) une matrice (T - [nT])xk, €t
ﬁ_@@) est un vecteur kx 1. Nous voulons tester H (B, =): ﬁ_(l)(n) = 3_(2)(“) contre
I’alternative ou les paramétres ﬁ_(o(n) peuvent changer. r est un parameétre de nuisance

qui s’ajoute & § et g. Ce type de probléme est analysé d’un point de vue asymptotique
par Davies (1977, 19887), Andrews et Ploberger (1991), Hansen (1991) et King et
Shively (1993). Pour une procédure 2 distance finie, voir Andrews, Lee et Ploberger
(1993). Pour développer un test d’analyse de covariance de I’hypoyhése nulle lorsque

est inconnue, nous allons commencer par écrire le modéle (3.18) sous la forme

compacte suivante:
(B.19  y=x) = X(x)B(x) + u(n), u(r) = u(n) + ¢, e ~ NO, ¢* I]
ol

X(r) = diagXo(m). 1 = 1.2, y(n) = @, (m), 3, ()
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et B(n) = (Qm(n), 3_(2)(1;))/ . Supposons qu’on fixe g = Qo avec Qo est un vecteur de
I’ensemble admissible S,. Le modele (3.19) aprés transformation s’écrit
G200 ¥@, ® = x@, ME® + u®,, 7
= ¥(m) - y.(m)g,
o

X®, ©) = diag(x,@, =), i=1,2,

B ™
B, (m

%,@, ™ =[5, @, ®, ., 1,6, D] im) =

Le modgle (3.20) satisfait toutes les hypothéses du modéle linéaire classique. Supposons

aussi que g soit connue; la statistique de Chow pour tester I’hypothése équivalente a

hypothése nulle F (8, =): §

o™ = B, @ est

5,8) - 5@, ™
5,0, ™)

D (112, Qo) = v(r)

vo(w)

ou s.(6 ) €t 5,9, m) sont les sommes minimums des carrés des erreurs sous et sans

contraintes:
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S8, = ming[v®) - x@)FI¥E) - x(© A

5,8, ™) = ming [u®, ©)Yu®, )]

ou

@, ™ = 8, ™ - X8, i)

> v(m) =T - 2k, vy(w) = k -

Puisque i est inconnue, nous allons nous servir de chaque x élément de (k/T, 1 -

k/T).2 Considérons la statistique suivante:

(.21) DMU @) = max (D (x, 8): = e(-’Ti, T—T‘f‘)}.

Puisque g est inconnu, on va se servir de chaque 8, élément d’une région de confiance

exacte pour @ de niveau 1 - ¢ , que I’on note par I(a) o0 < a <1 Considérons
les statistiques suivantes:

(3.22) DMU(e,) = inf {DMU (8): 8, € Iy(e)) }

(3.23) DMU, (a)) = sup { DMU (@): 8, € I(e)) } -

2Andrews (1993) propose 1’utilisation de I’intervalle (.15, .85) pour des gains de
puissance des tests asymptotiques.
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Les distributions analytiques de ces statistiques sont inconnues, mais peuvent étre
simuler facilement par des expériences de Monte Carlo. On construit ainsi le test a

borne suivant:

rejeter I’hypothése nulle si DMU, () = c(c,)>

9 by . . /
accepter ’hypothése nulle si DMU,, (a) < c(ay)>
ou c(a,) €t c(a;) sont des points critiques qui peuvent étre calculé par simulation.

4. Tests prédictifs de Chow

Dans cette section, nous proposons des généralisations de tests de stabilité de
type prédictif similaires & ceux proposés par Chow (1960), Dufour (1980 - 1982),
Dufour, Ghysels et Hall (1994) et Dufour et Kiviet (1995). Nous considérons deux
catégories de tests: des tests globaux qui considérent simultanément toutes les erreurs
de prévision, et des tests inndividuels qui permettent d’analyser la forme du changement

structurel.

4.1 Test prédictif global

Nous allons développer maintenant un test de stabilité prédictif global du modéle

(2.1). Pour ce faire on va partitionner toutes les variables du modéle de la méme fagon
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que les équations (3.4) avec m = 2. Par hypothése 1 ¢ r, = rangX,) =k <T, (pas

de condition de rang a imposer sur Xg,). On veut tester

H/8, 6, a): ﬁ_(l) = 3_(2) Q Q v 90 = % contre D’alternative ou chacun des

parametres de I'hypothése nulle peut changer. Sous H (B, 8, o) et quand

Q(l) = Q(z) = Qo), les éléments du vecteur des erreurs de prévision

by @) = ¥,@) - 2,08 @) sont de moyenne nulle, o1

A - / - / 9 . - 2
ﬁ(l)(ﬁo) = [x(l)(ﬂo)x(l)(ﬁo)] x(l)(Qo)y(l)(Qo) est [’estimateur des moindres carrées

ordinaires de § de la régression transformée
ﬁ(1) g y(l)(ﬂo) (1)@0) ) (1)@0) Pour

tester H (B, 0, o), on considére alors la statistique prédictive de Chow

PC@) = T; £ 0&0)1@0)1@0) ,

ou So(—Qo) et 3'1(_@0) sont les sommes minimums des carrés des erreurs sous et sans

contraintes:

S48y = ming [¥8) - x(8)B1[x®) - x(©)B1-

1(30) - (1)@0) (l)@o)ﬁ(l)]/ o ™ *w ﬁ'(1)]
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58 - 0 = B @ISO, @),

/ -
@) = Uy, + %g8)lxy@ )%, @)1 %)@
Supposons maintenant que 1’on dispose d’une région de confiance valide pour Q(l) de

niveau (1 - al): I, («) telque PI@ eI, (x)] 21 - «, . Dés lors, on peut définir
) W - gy 1 1

&

les statistiques:

“.1)  PC/(a) = inf { PC@): 8, € Iﬂm(a‘) 8
PC(a,) = Sup {PC(QO): 8 € Iﬂm(al) } .
En appliquant le lemme 1 proposé dans Dufour et Kiviet (1993) et en prenant

- / /o
a,a e, Cta,telsqueoce <a<la=a-aca=a+e<l,on

peut déduire que

PIPC/(a)) 2 F(ay; T,, T, - )] < « >
P[PCfa) < Flay; T, T, - Bl < 1 - a .
Ainsi on construit le test & bornes suivant :

(4.2)  rejeter I'hypothése nulle si PCy(a,) > F(ay T, Tl/ - b,

accepter I’hypothése nulle si PC (a,) < F(ay; T, T, - k).
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4.2 Tests prédictifs individuels

Le test précédent est un test global qui concidére le vecteur complet des erreurs

de prévision ﬁ(z)(ﬁo)' Pour analyser la forme du changement structurel, il sera utile de
considérer les erreurs de prévision imdividuelle = - 4 ,
u prévision imdividuelles 30) = y0) ;t(ﬂo)ﬁ(l)(go)

t=T, +1,.. ,T,0uf (@) est I’estimateur des moindres carrés ordinaires de 5_(1)

de la régression transformée. Pour tester I’hypothése nulle, on considére alors les

statistiques

‘ 1
- 22 /
A, = [ 1+ 20)6p@)x, @) 50) 12, 55 = 2,@)8,,@IT, - &),
qui lorsque g = g, et sous ’hypothése nulle de stabilité suivent des distributions t de

student avec T, - k degrés de liberté. Pour tenir compte du fait que @ est inconnu, on
) g p

considére les statistiques

PCO,(a,, ¥ = inf { PCO ©): 9, € Inm(“l’ T) },

PCO(a,, &) = sup { PCO @©): 8, € I%(al, T}
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ou I, (x,, T) est la région de confiance pour g obtenue a I’aide des T, premicres
)

observations. En prenant @, @, &, et a; tels que 0 < e, <<l a=0a-a et

aé =a + o < 1, on aura
4.4 P[|PCO(a,?) | 2Hay2; T, -B)]<a,

PL|PCO (e, ) | <oy T,-B1sl-a.
On obtient ainsi le test & borne suivant:

(4.5) rejetre I’hypothése nulle si PCO/(a,, T)) =2 tayf2; T) - k),

accepter I’hypothése nulle si PCO(«,, T)) < t(“/JZ; T, - k)-

5. Applications économiques

Nous allons dans ce qui suit étudier deux séries. La premiére est le P.1.B réel
tunisien (données annuelles allant de 1961 a 1992). La seconde est la série de
I’investissement domestique brut aux Etats-Unis (données en dollars de 1982,
trimestrielles, allant de 1952:1 & 1986:4 ; source: Berndt [1995, p.278, série IS de
Kopckel]). Nous commengons par I’analyse de la premiére. Considérant une alternative
ol il y a un changement dans la série en 1972, date d’une politique de promulgation

d’un code des investissements trés libéral pour attirer les investisseurs étrangers et
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promouvoir les exportations, I’estimation du modéle par M.C.O pour la premiére

période (allant de 1961 4 1971) donne:

y, = 0.51439 + 0.94617 y,_, ~ 042672 (., - ¥,,) + &,
(0.9100)  (0.115) (0.3163) (0.04407)
(0.5591)  (8.229) (-1.349)

R =08919, DW = 13356, SSR = 0.011653;
les valeurs entre parenthéses sont les écarts-types et les statistiques t de student. Les

intervalles de confiance asymptotiques (avec o057 (6) = 2.969) pour 8 , 6t 6, sont:

8, € [0.60482, 1.2875] , 6, € [-1.3656, 0.51215]-

Par I’application de ’approche fondée sur les M.C.O non contraints [voir Neifar et
Dufour (1995 a)] (pour un niveau 0.975) on obtient la région de confiance de la figure

1 "page 206", et par projection on obtient les intervalles simultanés
6, € [-3.0,10], 6, € [-1.0, 1.0]-
Pour la deuxiéme période (allant de 1973 & 1992), on obtient:

Y, = 0.46532 + 0.95467 y,, - 023214 (y,, - y,.,) * é,
(0.2206) (0.02445)  (0.2068) (0.026246)
2.109) (39.05)  (-1.123)

R = 09886, DW =2.0201, SSR = 0.011021,

et les intervalles de confiance asymptotiques (avec t, 05,4(16) = 2.473)

8, € [0.89421, 1.0151] , 6, € [-0.74348, 0.27921].

Si on applique de nouveau I’approche exacte, on obtient la région de confiance de la
figure 2 "page 207" (pour un niveau de 0.975), et par projection sur les axes on obtient

les intervalles de confiance simultanés
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8, € [0.77, 1.01, 8, € [-10, 1.0].

L’examen des régions des figures 1 et 2 suggére que le processus change d’une période
a ’autre, mais ’intersection de ces deux régions est non vide "test induit", ce qui ne

permet pas de rejeter 1’hypothése que les coefficients autorégressifs du modéle AR(2)

sont stables. Si nous réécrivons le processus y, sous la forme
Gl y, =P, +u, t=1.,T

u =0, , +6, u_ -u_) +e,
nous pouvons appliquer d’autres tests, par exemple, des tests prédictifs. Les estimations
par maximum de vraisemblance conditionnel d’un tel modéle sur la premiére sous-
période (allant de 1961 a 1971), la deuxiéme sous-période (allant de 1972 4 1992) et
sur tout I’échantillon sont au tableau I "page 202". Le test prédictif global donne les

statistiques et les points critiques (pour les niveaux

@ =005, a, =005, a =010, a;, = 0.15) suivants:

PC/(a,) = 0.89208 > F(a, ; T, , T, - k) = 3.140607
PC(a)) = 1777151 > F(aé ; I, , T, - k) = 2.04306
ol T,=9,T,=21,k=1. Il est clair que ce test ne permet pas de rejeter la

stabilit¢ des paramétres du modéle (5.1). Ce résultat sera confirmé aussi avec

Iapplication des tests prédictifs individuels; voir les statistiques et les points critiques

(aux niveaux @, =005, a, =005, a =010, a; = 0.15) reportés au tableau II
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"page 203". La région de confiance construit pour @ , €t 6, pour la premiére partie de
I’échantillon (utilisée pour I’application des tests prédictifs) est fondée sur la statistique F5\(©)
(voir essai IV). Il se trouve que tout le triangle de stationnarité est accepté par la
procédure et donc les intervalles de confiances simultanés pour 0, et @, obtenus par

projection sur les axes sont:

8, € [-2.99 , 0.99] , 8, € [-0.99 , 0.99].

Nous allons maintenant appliquer des tests de changement structurels & un
modele de régression avec constante, une tendance et des erreurs autocorrélées d’ordre
deux. Les données de la série (en logarithme) des investissements domestiques bruts aux

U.S.A peuvent étre raisonablement décrite par le modéle:

G2 I,=p, +P,t+u, t=1,..,T
u, =0, +06, (u_ -u, +e

ol T = 140, e, ~™ N(0, 02 . Les paramétres autorégressifs sont contraints par les

inégalités suivantes: -3 < 6, <1, 06, <1et 20, +6, 2 1. Les estimations par

maximum de vraisemblance conditionnel du modéle (5.2) pour les deux moitiés de
I’échantillon et pour I’échantillon au complet sont présentées au tableau III "page 204",

Afin d’appliquer quelques tests de changement structurel exacts, on construit en premier

lieu la région de confiance pour les paramétres 0, et o, (avec ¢o L= 0.05). Apres
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I"application des diverses méthodes proposées (dans les essais I et IV) a la premiére

moitié de I’échantillon (division utilisée par Dufour et Kiviet (1995)), nous choisissons

la région la plus précise qui est fondée sur la statistique F(ﬂ@o) (voir figure 3 "page

208").? Les intervalles de confiance simultanés ainsi obtenus par projection sur les axes

sont:
6, € [0.78, 1.0] , 6, € [-0.2389, 0.551]-
Il est 4 noter que la valeur de 6, = 0 n’est pas rejetée par cette procédure. Ceci n’est

pas le cas pour la deuxiéme moitié de I’échantillon; voir la région de confiance pour

8, et @, sur la figure 4 "page 209". Par projection sur les axes nous obtenons les

intervalles de confiance simultanés suivants:

6, € [0.769, 0.99] , 8, € [0.13, 0.80]-
Le test prédictif global (avec les niveaux ¢ , =005, a =010, aé = 0.15) permet

le rejet de I’hypothése de stabilité des parameétres du modele (5.2). En effet les

statistiques et les points critiques calculés sont:

PC(a,) = 1.680214 > F(a,; T, T, - k) = 1.494376

PC,(a,) = 848457 > F(aj ; T, , T, - ¥) = 1.28743

*Le nombre de réplication choisit pour générer les données pour le calcul des
p-values est égal a N = 200. ,,
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ou T,=68, T, -k =66,k=2. Les tests prédictifs individuels suggérent des
changements aux dates suivantes: 71:2, 71:4, 74:1, 74:3, 75:1, 75:2, 77:4, 80:2, 82:2,
83:1, 86:1 et 86:2.. Notons que les dates de rupture trouvées par Dufour et Kiviet
(1995) sont incluses dans cette série. Le tableau IV "page 205" illustre les statistiques

calculées a ces dates et les points critiques du test.




Estimateurs

Tableau 1
Estimation par maximum de vraisemblance
du modele (5.1) pour le logarithme des
P.I.B réels tunisiens
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ﬁx 61 éz g R’
premier 8.6559 0.87521 -0.3441 0.03941 0.9583
sous-période | (0.1053) | (0.1931) (0.3129)
(T, =9)
second sous- | 9.9446 0.9413 -0.1999 0.02501 0.9929
période (0.0977) | (0.08614) (0.2248)
(T, = 21)
tout 10.627 0.9656 -0.2651 0.03685 0.9952
P’échantillon | (0.1955) | (0.0539) (0.17604)

(T = 30)

Les valeurs entre parenthéses sont des écarts-types.
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Tableau II "P.I.B"
Tests prédictifs individuels au niveau o = 0.10

Année: t PCO(e,, T) PCO(a,, T)
1972 1.03163 4.5154
1973 1.21426 3.45918
1974 0.28079 3.96468
1975 0.40609 4.26099
1976 0.69752 4.83375
1977 0.14907 5.19549
1978 1.12905 5.6835
1979 0.84487 6.09357
1980 1.017615 6.63848
1981 0.77586 7.09623
1982 0.311059 7.39084
1983 0.73526 7.72379
1984 1.26184 7.92195
1985 1.19517 8.33186
1986 0.37133 8.55698
1987 1.30532 8.98091
1988 0.50359 8.96681
1989 1.11336 9.30164
1990 1.87254 9.61286
1991 0.97837 9.91407
1992 1.95745 10.4379

Les points critiques sont gay2,T, -~k =2306 ¢t
Hay2 , T, - k) = 1.5922 00 @, = 0.05 , a; = 0.15.




Estimation par maximum de vraisemblance

Tableau III

du modele (5.2) pour le logarithme des

investissements domestiques bruts aux U.S.A

[source: Berndt(1991, p.278; série IS de Kopcke)]
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Estimateurs

61 62 61 éz . ¢ R?
premier 10.986 0.009 0.907 0.192 0.022 | 0.989
sous- (0.068) (0.001) (0.047) 0.117)
échantillon
(T, = 70)
second sous- | 11.176 0.005 0.888 0.518 0.027 0.959
échantillon (0.176) (0.002) (0.041) (0.105) '
(T, = 68)
tout 11.126 0.005 0.930 0.391 0.025 0.992
I’échantillon | (0.068) (0.001) (0.025) (0.078)

(T = 138)




Tableau IV "investissement”"
Tests prédictifs individuels au niveau ¢ = .10

Semestre: t PCO/(a,, T) PCO(a,, T,)
70:1 4.335 7.105
71:2 2.239 6.269
71:4 3.462 7.902
74:1 2.275 4.995
74:3 8.230 11.989
75:1 6.315 13.121
75:2 2.01 12.121
77:4 2.089 10.256
80:2 4.736 8.298
82:2 4.053 1.779
83:1 6.992 12.922
86:1 2.852 8.146
86:2 8.153 15.089

205

Les points critiques sont Hoyf2 , T, - k) = 1.995 et t(ag/z , T, - k) = 1.456
ol ¢, = 0.05, a; = 0.15.
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Figure 1:
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région de confiance exacte pour (9 » 6 (e, =005, T, = 9)
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Figure 2: région de confiance exacte pour ©, ez)/ (m1 =005, 7T, = 21)

207

’ i
-
Z
\ %
Z]
7
-2 -1 0 1 2

theta1




theta?2

Figure 3: région de confiance exacte pour (g p 6) (« .
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=005, T, = 70)
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Figure 4: région de confiance exacte pour (8,, 0 2)/ (“1
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése, nous avons proposé des méthodes d’inférence exactes pour

deux catégories de modeéles:

(1) des modeles autorégressifs d’ordre p» possiblement non-stationnaires, avec erreurs
gaussiennes;

(2) des modéles de régressions avec régresseurs fixes et em;,urs AR(p) gaussiennes.

Nous avons apporté une grande attention au probléme de construction de région de
confiance, par opposition au probléme plus "élémentaire” des tests d’hypothése, et
proposé des tests de changement structurel "exacts” dans le cadre des modéles

considérés.

Les méthodes proposées sont fondées sur la conjonction de plusieurs techniques:
(1) utilisation de tests induits (dont les niveaux sont relativement faciles 4 borner) et de
tests & bornes généralisés obtenus par des techniques de projection;
(2) transformations (par exemple, par inclusion de régresseurs appropriés) permettant
d’éliminér les parémétres de nuisance;
(3) utilisation de tests de Monte Carlo permettant I’utilisation de statistiques dont les

distributions sont difficiles 4 calculer de fagon analytique.

Parmi les résultats obtenus, on notera en outre 1’ introduction de tests de quotient

de vraisemblance "tronqués” au moyen desquels on simplifie les propriétés numériques
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et distributionnels des procédures, ainsi qu’une généralisation de la paramétrisation de
Dickey-Fuller permettant de tester aisément des hypothéses de racines unitaires

multiples.

Nous avons aussi montré que les procédures peuvent s’opérationnaliser aisément
et illustré celles-ci sur des séries macroéconomiques tunisiennes (P.1.B) et américaines

(investissement).

Bien que notre étude de ces procédures reste encore principalement théorique,
les approches proposées nous semblent trés prometteuses. Dans des travaux ultérieurs,
nous entendons en particulier analyser les propriétés de puissance de celles-ci et les

appliquer & une plus grande variété de données.




