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SOMMAIRE

Les travaux portent sur l'estimation de la variance dans le cas d’'une non-
réponse partielle traitée par une procédure d’imputation. Traiter les valeurs im-
putées comme si elles avaient été observées peut mener a une sous-estimation sub-
stantielle de la variance des estimateurs ponctuels. Les estimateurs de variance
usuels reposent sur la disponibilité des probabilités d’inclusion d’ordre deux, qui
sont parfois difficiles (voire impossibles) a calculer. Nous proposons d’examiner
les propriétés d’estimateurs de variance obtenus au moyen d’approximations des
probabilités d’inclusion d’ordre deux. Ces approximations s’expriment comme une
fonction des probabilités d’inclusion d’ordre un et sont généralement valides pour
des plans a grande entropie. Les résultats d'une étude de simulation, évaluant
les propriétés des estimateurs de variance proposés en termes de biais et d’erreur

quadratique moyenne, seront présentés.

Mots clés : Imputation, non-réponse, estimation de la variance, entropie d’'un

plan de sondage, probabilités d’inclusion d’ordre deux.
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SUMMARY

Variance estimation in the case of item nonresponse treated by imputation is
the main topic of this work. Treating the imputed values as if they were obser-
ved may lead to substantial under-estimation of the variance of point estimators.
Classical variance estimators rely on the availability of the second-order inclu-
sion probabilities, which may be difficult (even impossible) to calculate. We pro-
pose to study the properties of variance estimators obtained by approximating
the second-order inclusion probabilities. These approximations are expressed in
terms of first-order inclusion probabilities and are usually valid for high entropy
sampling designs. The results of a simulation study evaluating the properties of
the proposed variance estimators in terms of bias and mean squared error will be

presented.

Keywords : Imputation, nonresponse, variance estimation, entropy of a sam-

pling design, second-order inclusion probabilities.
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INTRODUCTION

Les enquétes statistiques jouent un réle primordial dans la société. Les orga-
nismes statistiques (Statistique Canada par exemple) réalisent des enquétes sur
plusieurs spheres de la population canadienne telles la santé, ’éducation, 'en-
vironnement, I’économie, la culture, etc. Les statisticiens participent a plusieurs
étapes des enquétes statistiques. Lorsque les obectifs et la population cible d’une
enquéte sont clairement énoncés, il faut définir la base de sondage. Cette derniere
permet d’identifier les unités de la population d’enquéte et les moyens de commu-
nication avec celles-ci. Une fois la base de sondage bien définie, les statisticiens
déterminent la méthode de sélection d’un échantillon. A chaque unité de la base
de sondage, on assigne une probabilité d’inclusion et I’échantillon est tiré aléatoi-
rement a partir de cette base de sondage, selon une procédure d’échantillonnage
bien définie respectant les probabilités d’inclusion. Les statisticiens participent
ensuite a la conception d'un questionnaire et au choix de la méthode de collecte
de données. Il peut y avoir, par exemple, des entrevues en face a face, au télé-
phone ou des questionnaires envoyés par la poste. Une fois les données collectées,
les statisticiens vérifient et corrigent les bases de données en imputant les valeurs
manquantes. Lorsque la base de données est compléte, les statisticiens procedent
a l'estimation de parametres d’intérét, comme le total d'une variable d’intérét.

Lors d'une enquéte, les estimations sont exposées a plusieurs sources d’erreurs :
les erreurs dues a ’échantillonnage et les erreurs non dues a ’échantillonage. Les
erreurs dues a I’échantillonnage sont causées par le fait que la variable d’intérét
est mesurée sur une partie de la population seulement, au lieu de la population
au complet. Parmi les erreurs non dues a l’échantillonnage, on retrouve entre
autres les erreurs de couverture, de mesure et de non-réponse. Nous sommes en
présence d’erreurs de couverture lorsque la base de sondage ne contient pas tous
les individus de la population cible et/ou elle contient des individus qui ne font
pas partie de la population cible. L’erreur de mesure est la différence entre les

valeurs inscrites dans la base de données et les vraies valeurs. Dans ce mémoire, on
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s'intéresse particulierement aux erreurs de non-réponse, au traitement de la non-
réponse par imputation et a ’estimation de la variance en présence de données
imputées.

La non-réponse est inévitable dans les enquétes menées par les organismes
statistiques comme Statistique Canada. Les statisticiens d’enquéte distinguent la
non-réponse totale de la non-réponse partielle. La premiere survient lorsqu’aucune
information n’est collectée sur une unité, alors que certaines variables d’intérét,
mais pas toutes, sont manquantes dans le cas de la deuxiéme. Les travaux de re-
cherche portent sur I'estimation de la variance dans le cas d’une non-réponse par-
tielle traitée par une procédure d’imputation. L’imputation consiste a remplacer
une valeur manquante par une valeur artificielle construite au moyen d’informa-
tions auxiliaires disponibles pour toutes les unités échantillonnées. Bien entendu,
le fait de traiter les valeurs imputées comme si elles avaient été observées peut
mener a une sous-estimation substantielle de la variance des estimateurs ponc-
tuels, particulierement si le taux de réponse est faible. Dans la littérature, on re-
trouve plusieurs méthodes d’estimation de la variance. Cependant, quel que soit
la méthode, les estimateurs de variance reposent sur la disponibilité des probabi-
lités d’inclusion d’ordre deux dans ’échantillon, qui sont parfois difficiles (voire
impossibles) a calculer. Dans ce mémoire, nous développons des estimateurs de
variance obtenus au moyen d’approximations des probabilités d’inclusion d’ordre
deux. Ces approximations, qui s’expriment comme une fonction des probabilités
d’inclusion d’ordre un, sont valides pour des plans a grande entropie tels que le
plan de Poisson conditionnel et le plan de Rao-Sampford. En pratique, les fichiers
de données produits par des organismes de statistique ne contiennent habituelle-
ment pas les probabilités d’inclusion d’ordre deux. Seules les probabilités d’ordre
un y sont présentes. Pouvoir estimer la variance des estimateurs en ne requérant
que les probabilités d’inclusion d’ordre un représente donc un avantage dans la
pratique. Une vaste étude de simulation sera effectuée afin d’évaluer empirique-
ment les propriétés des estimateurs de variance proposés. Les résultats obtenus
seront utiles aux praticiens car les estimateurs de variance proposés pourront étre

facilement obtenues au moyen de procédures informatiques usuelles.



Chapitre 1

INTRODUCTION A L’ECHANTILLONNAGE
ET A L’ESTIMATION DE LA VARIANCE

1.1. NOTIONS D’ECHANTILLONNAGE

Considérons une population finie U de taille N. On cherche a estimer le total
dans la population d’une variable y, noté Y = 3° y;. De cette population, on tire
un échantillon s C U de taille n, selon un cerfceann plan de sondage. Un plan de
sondage est une loi de probabilité p(.) faisant correspondre & chaque échantillon
s C Q une probabilité d’étre tiré p(s), ou €2 est I'ensemble de tous les échantillons

possibles s. La loi de probabilité p(s) satisfait :
(i) p(s) >0, Vs CQ;
(ii) X p(s) = 1.
sCQ

A chaque individu i de la population U correspond une variable indicatrice de

sélection définie par

5 — 1 si e est dans I’échantillon s,
"1 0 sinon.

On définit la probabilité d’inclusion d’ordre un de 'unité 7 selon

m=P@ € s)=P(6;=1)=>_p(s).
€
521
On supposera que m; > 0 pour tout ¢ € U. La probabilité d’inclusion d’ordre
deux, m;;, est la probabilité que les individus ¢ et j soient tous deux présents dans
I’échantillon tiré. Elle est définie selon
Wij:P(iES,jGS):P(di:1,5]’:1): Z p(S)
s€N
$3(i4)

Notons que m;; = m; si @ = j.



On distingue les plans de sondage a taille fixe de ceux a taille aléatoire. Pour un
plan a taille fixe, on utilisera la notation n pour désigner la taille de ’échantillon,
alors que I’on utilisera la notation n, pour un plan a taille aléatoire. Pour un plan
a taille fixe, on a

n=>y_ m, (1.1.1)
iU

en notant que n = Y. §; et que
ieU

E,(6:) = m;, (1.1.2)

ou E,(.) désigne l'espérance par rapport au plan de sondage. De méme, pour un
plan a taille aléatoire, on a
E,(ns) =Y m. (1.1.3)
€U
Notons que E,(n;) représente la taille espérée de I’échantillon.
Soient V,(.) et Cov,(.) la variance et la covariance par rapport au plan de
sondage, respectivement.
Proposition 1.1.1. Les probabilités d’inclusion respectent les propriétés sui-
vantes pour un certain plan de sondage p(s) :
(i) Vp(di) = mi(1 = m) ;
(ii) Ep(0:0;) = mij ;
(ZZZ) COVp<(5i,5j) = Ty; — Ty, 1 7£ j
Proposition 1.1.2. Pour un plan de sondage p(s) a taille fize, on a :
(Z) E Ty = (n—l)m,Vz S U,
jeu
i
(1) > > m;=n(n—1).
ieU jeu
J#i
L’information sur y n’étant recueillie que pour les individus présents dans

I’échantillon, on estimera le total par ’estimateur d’Horvitz-Thompson :

Vur =S 2 (1.1.4)

1€S i
Proposition 1.1.3. Sim; > 0 pour tout i € U, l'estimateur d’Horvitz- Thompson
(1.1.4) est sans biais pour Y par rapport au plan de sondage ; i.e., Ep(f/HT) =Y.

DEMONSTRATION. Commencons par écrire



On a alors que

B, (Vi) = (Z%) Z‘%E )=Y.

€U zeU

O

Proposition 1.1.4. La wvariance par rapport au plan de sondage de Yur est

donnée par

YHT Z ZQm Y; yj7 (115)
€U jeU
avec §;; = Fia;:;’fi_
DEMONSTRATION.
Y
v, (Vir) = (z 5)
ielU
—Zyzv W+ Y ylyﬂcovp (6:,0;)
zEU ZEU]GU i T
J#i
2
=Y Am-m)+ DY 2wy - mm)
€U l €U jeU i 7TJ
J#
Yi Yj
= Z Z(ﬂ-@] WZWJ)*J
iU jeU Uy
=3 > vy,
ieU jeU
en notant que
Q, — mi(1 ; i)
T
O

L’information sur y n’étant disponible que pour les individus de 1’échantillon, il
est impossible de calculer cette variance. Autrement dit, la variance (1.1.5) est
elleeméme un parametre de la population finie que 1'on va devoir estimer. Un

estimateur de Vp(}A/HT) est 'estimateur de variance d’Horvitz-Thompson :

Var =33 L Yi ;- (1.1.6)

i1€Es jES Tij

Cet estimateur peut étre utilisé lorsque le plan de sondage est a taille fixe ou
aléatoire.
Proposition 1.1.5. L’estimateur (1.1.6) est sans biais pour la variance (1.1.5)

par rapport av plan de sondage, pourvu que my; > 0 pour tout i # j, i.e.,

E,(Viur) = V,(Yur).
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DEMONSTRATION.

E,(Vur) = {ZZ - yzyg}

1ES JES

{ZZ —4 %%56 }

iceU jeU

—ZZ Uyzyz 56)

zEU]EU

= Z Z yl Yj Tij

zeU]EU

= ZQijyiyj-

iU jeU

Pour un plan & taille fixe, la variance (1.1.5) peut également s’écrire comme

2
V,(Yar) ——722 Ty — T (y—y]> : (1.1.7)

1€U JjeuU i Ty
L’expression (1.1.7) suggere un autre estimateur de la variance : l'estimateur de

Sen-Yates-Grundy donné par
2
7Tz — T ) Y Yj
Vove = —722 e (—) . (1.1.8)
zes j€s Tij T Ty
Proposition 1.1.6. L’estimateur (1.1.8) est sans biais pour la variance (1.1.7)

par rapport au plan de sondage, pourvu que m; > 0 pour tout i # j, i.e.,

E,(Vsva) = Vp(Yar).

DEMONSTRATION.
2
7Tz — T ) Yi yj
E,(Vsve) = -5 ZZ ’ ’ ( - )
zEs jEs Tij i Ty
(mg —mmy) (v w\°
= _72255 Ay iRy <%_J>
1€U]€U Tij T Ty
i — ™) (Y A\’
——fZZE (6,5,) (s = i3 (y—yﬂ>
20 ier Tij T T
2
:—*ZZW (mij — mimy) (yz y]>
zEU]GU ’ Tij i Ty

€U JEU
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L’estimateur \A/SYG est préférable a l'estimateur \A/HT dans certaines situations.
Considérons un plan a taille fixe pour lequel y; = cm;, ou ¢ est une constante.
Dans ce cas, on a

?HT =Y, pour tout s € ().

L’estimateur d’Horvitz-Thompson estime ainsi parfaitement le total Y. Par consé-
quent, on a

v, (T/HT) = 0.
Examinons le comportement de \A/HT et de \A/SYG dans une telle situation. D’une

part, en posant y;/m; = ¢ dans (1.1.8), on a bien
\A/SYG:O, Vs e (.

Dans ce cas, V, (\A/SYC;) = 0. D’autre part, en posant y;/m; = ¢ dans (1.1.6), on
obtient
vHT = szz% 7’é 0,
i€s ies ij
en général. On a donc V, (VHT> > 0. Notons également que l'estimateur Vsya

est non négatif si la condition suivante est satisfaite :
T — T < 0, 1 % ] (119)

Cette condition est souvent appelée la condition de Sen-Yates-Grundy. L’esti-
mateur \A/HT, quant & lui, peut étre négatif méme lorsque cette condition est
satisfaite. En effet, 'estimateur Vyr étant sans biais, il n’a d’autre choix que
de prendre des valeurs négatives. La plupart des plans de sondage rencontrés en

pratique satisfont a la condition de Sen-Yates-Grundy.

1.2. QUELQUES PLANS DE SONDAGE
Nous présentons quelques plans de sondage qui seront utiles dans ce mémoire.

1.2.1. Plan aléatoire simple sans remise

Un des plans de sondage les plus simples est 1’échantillonnage aléatoire simple
sans remise (EASSR). Ce plan consiste a tirer un nombre fixe d'unités, de maniere
a ce que chaque sous-ensemble possible de n unités ait la méme probabilité d’étre
pigé que n’importe quel autre sous-ensemble de n unités. Sachant qu’il y a (];7 )
échantillons possibles, chaque échantillon s de taille n a une probabilité

1
p(S):T
(%)

n
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d’étre tiré. Les probabilités d’inclusion d’ordre un sont égales a

n .
m; = —, pour tout <.

N
Les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont égales a
nn—1) . .
Tij = N(Ni—l)’ L F ]

1.2.2. Plan de Bernoulli

Un plan de sondage simple, qui n’est pas a taille fixe, est le plan de Bernoulli
(BE). Pour chaque unité de la population, on effectue une expérience de Bernoulli
avec une probabilité 7w € (0,1). Si 'expérience est un succes, 'unité est sélection-
née dans I’échantillon s, sinon elle est rejetée. La probabilité de tirer I’échantillon

s de taille n, est
p(s) = 7" (1 — )N ", (1.2.1)

Il y a 2% échantillons possibles. Les probabilités d’inclusion d’ordre un sont égales
a
T, = T.

Les tirages étant indépendants, les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont
2 . .
Ty =T, 1 F# J.

La taille de ’échantillon n, est une variable aléatoire suivant une loi binomiale
de parametres N et 7, de telle sorte que E(ng) = N7 et V(ns) = Nw(1 — 7).

1.2.3. Plan de Bernoulli conditionnel

Le plan de Bernoulli conditionnel correspond au plan de Bernoulli avec une
taille échantillonnale fixée n. Un échantillon de Bernoulli de taille ng est tiré en
répétant une expérience de Bernoulli pour chaque individu avec une probabilité
m € (0,1). Si I’échantillon tiré est de taille n, = n, alors I’échantillon est conservé.
Si ny # n, un nouvel échantillon de Bernoulli est tiré, et ce, jusqu’a 1’obtention
d’un échantillon de taille ngy = n. La probabilité de tirer I’échantillon s est

1
p(slns =n) =
()

n

Ce plan correspond donc a ’EASSR.
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1.2.4. Plan de Poisson

Le plan de Poisson est une généralisation du plan de Bernoulli, avec des proba-
bilités d’inclusion d’ordre un inégales. Soient 71, s, ..., Ty, les probabilités d’inclu-
sion d’ordre un. Pour chaque unité 7 de la population, on effectue une expérience
de Bernoulli avec probabilité ;. La probabilité de tirer 1’échantillon s est

p(s)=]]mx [ (1—m).

kes keU\s

La probabilité d’inclusion d’ordre un de I'unité ¢ est donc m; et la probabilité
d’inclusion d’ordre deux pour les unités i et j est m;; = m;m;, ¢ # j. La taille ng
de I’échantillon s est aléatoire. Son espérance est
E,(ns) =) m
iU
et sa variance est

Vp(ng) =Y m(l—m).

ieU

1.2.5. Plan de Poisson conditionnel

Le plan de Poisson conditionnel correspond au plan de Poisson avec une taille
d’échantillon fixée n. Un échantillon de Poisson de taille ng est tiré en répétant une
expérience de Bernoulli pour chaque individu ¢ avec une probabilité m; € (0,1). Si
I’échantillon tiré est de taille ny, = n, alors I’échantillon est conservé. Si ng # n,
un nouvel échantillon est tiré selon un plan de Poisson, et ce, jusqu’a I'obtention

d’un échantillon de taille ny, = n. La probabilité de tirer I’échantillon s est

ies i X Tierns (1 —m)
> kes i X Trerns (1 — k)’

SGSn

p(s|ns =n) =

ou 5, est I’ensemble de tous les échantillons possibles de taille n. Les probabilités
d’inclusion d’ordre un, nommées 7;, sont obtenues de maniere itérative et elles
sont un ajustement des probabilités 7;, utilisées dans ’algorithme. Les probabilités
d’inclusion d’ordre deux m;; sont également obtenues de maniere itérative. Chen
et coll. (1994) et Deville (2000) ont proposé des algorithmes pour calculer 7; et
m;;. D’autre part, lorsque m; = m, le plan de Poisson conditionnel coincide avec le
plan aléatoire simple sans remise. Notons que le plan de Poisson conditionnel est

également appelé le plan réjectif (Hajek, 1964).
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1.2.6. Plan de Poisson séquentiel

Le plan de Poisson séquentiel (Ohlsson, 1998) est un plan a taille fixe n inti-
mement lié au plan de Poisson. On commence par générer N variables aléatoires

x; ~ U[0,1]. On calcule ensuite la variable u; telle que
w; = nw; /.

L’échantillon est composé des n unités ayant les plus petites valeurs de wu;. Les
probabilités d’inclusion d’ordre un ne sont pas exactement m; et les probabilités

d’inclusion d’ordre deux sont complexes a calculer.

1.2.7. Plan de Rao-Sampford

Le plan de Rao-Sampford est un plan a taille fixe (Rao, 1965; Sampford, 1967).
Pour obtenir un échantillon, un premier individu est tiré avec une probabilité p;,
ou pi, ..., py sont telles que  p; = 1. Ensuite, pour les n — 1 autres unités de
I’échantillon, I'unité ¢ est tirélee gvec remise et avec une probabilité proportionnelle

a g _”;pi. Dans I’échantillon obtenu, si un individu est sélectionné plus d’une fois,
I’échantillon est rejeté. Les étapes sont répétées jusqu'a l'obtention d'un échan-
tillon de taille n dont tous les individus sont distincts. La probabilité d’inclusion
d’ordre un est

T = np;.
Les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont telles que 7;; > 0 et satisfont la
condition (1.1.9). Sampford (1967) propose une formule itérative pour calculer les

probabilités d’inclusion d’ordre deux.

1.2.8. Plan systématique ordonné

Le plan systématique ordonné est un plan a taille fixe. Ce plan est souvent uti-
lisé pour sa simplicité et sa facilité d’application. Les données sont premierement
ordonnées en ordre croissant de probabilité d’inclusion. Ensuite un échantillon

systématique est tiré. Pour ce faire, définissons la valeur

Vi = ZZ: m, VieU,
1=1
avec Vo = 0 et Vy = > m = n. On génere une variable uniforme u, telle que
u ~ UI[0,1]. La premiéréeﬁnité sélectionnée est 1'unité 4; telle que V;, 1 < u < Vj,.
Les autres unités sélectionnées 7; sont telles que V;, 1 <u+k -1 <V, avec

k=2, ..n.
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FiGUurE 1.1. Exemple : représentation de ’échantillon tiré

WwhiveVs Vs Ve Vz Vs
O{ 1[ 2{ 3{ 4
u u—+1 u—+ 2 u—+ 3

La probabilité de tirer I’échantillon s dépend des probabilités d’inclusion
d’ordre un et de la distribution de la loi uniforme ¢[0,1]. La probabilité d’in-

clusion d’ordre un de 1'unité ¢ est m;. La probabilité d’inclusion d’ordre deux est
5 = min {max(O,m- — 51‘]‘)777-]'} + min {Wi,maa:((),éij -+ Ty — 1)} s

pour i < j et avec &;; = Vi; — [Vi;] et V; = Z m. Dans ce plan, certaines
probabilités d’inclusion d’ordre deux sont nulles. Dans un contexte d’estimation
de la variance, cela représente un inconvénient important.

Ilustrons le plan de sondage systématique par un exemple. Supposons que
N = 8 et que n = 4. Les probabilités d’inclusion d’ordre un et les valeurs V; sont
données dans le tableau 1.1. Supposons ensuite que la valeur aléatoire uniforme
est u = 0,16. La sélection de ’échantillon est illustrée a la figure 1.1. L’échantillon
tiré est s = {3,5,6,8}.

TABLEAU 1.1. Exemple : probabilités d’inclusion et probabilités cumulatives

i o0 1 2 3 4 5 6 7 8 [Total
70 0,05 0,08 0,15 0,35 0,76 0,82 0,89 0,90| 4
V10 0,05 0,13 0,28 0,63 1,39 221 3,10 4

1.2.9. Plan systématique randomisé

Le plan systématique randomisé est une variante du plan systématique or-
donné défini a la section 1.2.8. Les unités sont d’abord triées dans un ordre aléa-
toire. Ensuite, un échantillon systématique est tiré selon la méthode décrite dans
la section 1.2.8. La probabilité de tirer I’échantillon s est complexe et dépend des
probabilités d’inclusion d’ordre un et d’une partie combinatoire pour 'effet de
la randomisation. La probabilité d’inclusion d’ordre deux est la moyenne, pour
toutes les permutations possibles, des probabilités d’inclusion d’ordre deux, selon
un plan systématique ordonné. Le calcul des probabilités d’inclusion d’ordre deux

releve donc d’un probleme complexe de combinatoire. Notons que 1’ensemble de
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tous les échantillons possible est obtenu en exhibant toutes les permutations pos-
sibles de la population et, pour chaque permutation, en dressant la liste de tous
les échantillons systématiques possibles. Par conséquent, les probabilités d’inclu-
sion d’ordre deux sont généralement strictement positives, bien qu’il ne soit pas

impossible d’observer 7;; = 0 pour certains couples (¢,5), voir Tillé (2006).

1.3. PLANS A GRANDE ENTROPIE

L’entropie d'un plan de sondage p(s) est définie selon

— > p(s)logp(s (1.3.1)

s€Q
Un plan de sondage a grande entropie est caractérisé par une grande difficulté a
prédire ’échantillon sélectionné, donc par un haut niveau d’incertitude face aux

individus qui seront tirés.

Proposition 1.3.1. Le plan qui mazimise l’entropie sur 'ensemble Q = {s|s C

U} est le plan de Bernoulli avec m = 1/2.

DEMONSTRATION. Notons Q = {si,...,5on }, U'ensemble de tous les échantillons
possibles. On veut maximiser I'entropie (1.3.1) avec la contrainte

2]\7

Y p(se) =1, (1.3.2)

=1
On fait donc face & une maximisation sous contrainte. On cherche & maximiser

la fonction lagrangienne

L (p(s1),-p(52v),A) ZP s) log p(st) +)\{22:p S¢) — 1}

ol A désigne un multiplicateur de Lagrange. On a

OL (p(s1),--.p(sav),A) 2" 9 p(se) log p(sy)
O p(sk) B ;::1 9 p(si) 2—:

ou
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ou encore

A =1~ log p(si) =0,

ce qui conduit a
p(sp) = e, (1.3.3)

pour k = 1,....2Y. En insérant (1.3.3) dans (1.3.2), on obtient que

2N
Ze)\—l — 2Ne)\—1 -1
t=1

et ]
A1 _
€ = 27]\7
Par (1.3.3), on a que
1
p(s) = N bour s¢ € Q. (1.3.4)

La loi de probabilit¢ d'un plan de Bernoulli (1.2.1), avec m = 3, conduit a

wo=(3)"(1-2) "= ()

pour s; € Q. Donc le plan de sondage (1.3.4) correspond & un plan de Bernoulli
[

avec T = %
Proposition 1.3.2. Le plan qui mazimise l’entropie sur l’ensemble Q@ = {s|s C

U} avec une taille fivre n est I’échantillonnage aléatoire simple sans remise.

DEMONSTRATION. Notons € = {51,...,S(N>}, Iensemble de tous les échantillons

possibles de taille fixe n. On veut maximiser 'entropie (1.3.1) avec la contrainte
(%)

p(st) =1, (1.3.5)
1

t=
ou s; € (2, 'ensemble de tous les échantillons de taille n. On veut maximiser la

fonction lagrangienne

(%) o
L (p(sl),---,p(é’(w))> = —> p(st) log p(sr) + A1 D> p(se) — 1

" t=1 t=1

~—

On trouve, de maniere semblable a la démonstration précédente, que

p(s) = e (1.3.6)
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En insérant (1.3.6) dans (1.3.5), on obtient que

()
Z ANl = 1,
t=1

alors

ce qui conduit a

et = —.
N
()
On a donc .
p(s) = —y pour s; € Q,
()
qui correspond au plan aléatoire simple sans remise. O

Remarque 1.3.1. Dans la classe des plans a probabilités inégales avec le jeu
de probabilités my, ..., mn, le plan de sondage maximisant [’entropie est le plan de
Poisson. Dans la classe des plans de sondage a probabilités inégales a taille fixe
avec le jeu de probabilités my,....,mn, le plan da entropie maximale est le plan de
Poisson conditionnel.

Remarque 1.3.2. Le plan de Rao-Sampford, le plan systématique randomisé et le
plan de Poisson séquentiel font partie de la classe des plans a grande entropie. On
dira qu’un plan de sondage a taille fixe p(.) est a grande entropie si son entropie
est proche de celle du plan de Poisson conditionel (CPS) lorsque > ;cyy mi(1—m;) —
00. Plus précisément, un plan de sondage a taille fize est a grande entropie si la

divergence du Kullback-Leibler, K(p, pcps),

K(p,pcrs) = )_logp(s)log (10(5)>

per pceps(s)

tend vers 0 lorsque Y ;e (1 — m;) — 00 ; voir Berger (1998).

1.4. APPROXIMATION DE LA VARIANCE

Les estimateurs de la variance (1.1.6) et (1.1.8) présentent deux inconvénients
importants. En effet, pour certains plans de sondage et lorsque la taille de I’échan-
tillon est grande, il peut étre tres complexe, voire impossible, de calculer les pro-
babilités d’inclusion d’ordre deux, m;;. De plus, les estimateurs de la variance
s’expriment comme une double somme, ce qui peut conduire a des estimateurs
de variance instables. Dans le cas des plans de sondage a grande entropie, il est
possible d’approximer les probabilités d’inclusion d’ordre deux en fonction des

probabilités d’inclusion d’ordre un, qui elles, sont toujours disponibles. Plusieurs
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approximations des 7;; ont été proposées dans la litérature. Certaines d’entres
elles sont présentées dans cette section.

1.4.1. Approximation de Hajek

Une approximation des probabilités d’inclusion d’ordre deux bien connue est
celle de Hajek :

(1= m)m(1—
Ty — TTj = —7[_ ( n gj( Trj), (141)

ou D = Y m(1l —m). En insérant 'approximation (1.4.1) dans la forme Sen-
iU
Yates-Grundy de la variance donnée par (1.1.7), on obtient une expression de la

variance approximative, notée V4.
Proposition 1.4.1. En insérant (1.4.1) dans (1.1.7), on obtient

ieU jeu

Via =Y ml—m) {y - 11) (1- wj)yj} . (1.4.2)

DEMONSTRATION. On a

2
(1 —m)m(1—m) (v y;
V YHT Z Z J J ( _ 27
ZEU]EU D i 7
ZZm ) '1—7Tj)<y22+yjz_ yiyj)
ZEUJEU T T Ty
yi 1
= (1—m)=* D (1 Wi)in(l — ;)Y
ieU g ieU Jjeu
2
Yi Ly
=Y m(l—m){ =5 — ==Y (1—m)y,
. 2
Yi
:Zﬂ-l(1 7Tz') - T = (1_7T)y
icU {7’('2' DjGU 1797

1.4.2. Approximations de Brewer et Donadio

Brewer et Donadio (2003) ont considéré plusieurs approximations des ;.
Toutes les approximations s’expriment sous la forme
1
Tij — M) ~ §7Ti7Tj(Ci +c¢; —2), (1.4.3)

ou ¢; est une constante choisie.
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Proposition 1.4.2. En insérant (1.4.3) dans (1.1.7), on obtient

Ve =Y m(l - me) (y - :)2 (1.4.4)

1eU

2
vV, YHT Z Z T — 7sz (7% — 7‘%)
j

zEUjEU
- Y - (L _Y)2
- 1/ z]
i€l jeU mooon
J#i
Y Y
= (mmy — ) (y — ) <yj - ) . (1.4.5)
ieU jeU T™oon TN
i
En utilisant la Proposition 1.1.2 dans le premier terme de (1.4.5), on a que
i Y\ . Y\? . Y\2
> D (mimj — ) (y - ) =Y m(n—m) (y - ) - mi(n—1) <y - )
ieU jeU U n ieU Uy n icU T n
J#i
P Y2
=S (m— ) (L -2
iU Tooon
(1.4.6)

En insérant I’approximation (1.4.3) dans le deuxi¢me terme de (1.4.5), on obtient

Y ; Y .
> 5 (rimy - (2 1) (L= D) m Ty G (2T (2
€U jeU T n Trj €U jeU r n ﬂ_j

j#i JFi
Y 2
—ZT&' 1—¢) (—) .
ieU i n
(1.4.7)
En additionnant (1.4.6) et (1.4.7), on obtient
~ . Y\?
Vp(YHT) ~ z 71'@(1 — ’ﬂ'ici) (y — >
iU Tioon
U

Brewer et Donadio (2003) considerent plusieurs choix de ¢; :

Y

n

)
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~1 .
(iii) ¢; = —n_%i’il S
" iceU

(iv) ci:";l<1+2n’”—711227ri2>.

iU
1.4.3. Estimateur par calage dans un plan de Poisson

Dans le cas d'un plan de Poisson séquentiel décrit dans la section 1.2.6, Ohls-
son (1998) a proposé d’approximer la stratégie consistant en un plan de Poisson
séquentiel et 'estimateur d’Horvitz-Thompson par la stratégie consistant en un

plan de Poisson et 'estimateur par calage suivant :

n > T

~ . PR

n:iﬁﬁzgﬁimp (1.4.8)
ic€s ¢

L’estimateur (1.4.8) fait bien partie de la classe des estimateurs par calage car si
Pon remplace y; par m; dans (1.4.8), ona ¥, = ¥,y 7. Autrement dit, Uestimateur
(1.4.8) est calé sur le total des ; dans la population. L’estimateur (1.4.8) étant un
estimateur de type ratio, il est biaisé. Par contre, son biais est asymptotiquement
négligeable lorsque n est grand. De plus, sa variance ne s’obtient pas facilement,
auquel cas on a recours a un développement par séries de Taylor du premier ordre.

Sous certaines conditions de régularité, on a

- oY, _ oY, 1
Lo=Ye oot (Tar=Y)+ 5t (n=m)+0, (=)
0Yur Yur=Y dng Yar=Y n
. Y, 1
=Y+ —|_ (YHT—Y)——HQTnA (ns—n)+0p()
Ng YﬁT::nY ng YHT7:Y n
Zi 1
repteo(l)
+§m+pn

ouz =y, — Rm et R= ZeiUi = % En négligeant les termes d’ordre supérieur
ieu "t

(ce qui est approprié lorsque la taille de ’échantillon est suffisamment grande),

on peut approximer la variance de l'estimateur (1.4.8) par (1.1.5) en remplacant

y; par z;, ce qui conduit a

Vp(?c> = Vp(f/,; - Y)

(s2)

€S T

= Z ZQ” Zi Zj-

iU jeU
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Proposition 1.4.3. Pour un plan de Poisson, on peut approximer la variance
de Uestimateur (1.4.8) par

Vo (?c) ~ Y mi(l—m) (yz - Y>2- (1.4.9)

ieU T n
DEMONSTRATION.
zz 2
~ Y D (my —mmy) ==
icU jeU T Ty
2
zl z; oy 2
= Z Z Ty — W) — — + Z(ﬁz — )5
i€l jeU TiTj  eu 4
jii
€U UK
2
Yi Y
=Y m(l—m) (— :
ieU Tooon
en notant que R = Y/n. O

Ohlsson (1998) propose d’approximer la variance de Yyt dans le cas d'un plan
de poisson séquentiel par (1.4.9). Le plan de Poisson séquentiel étant un plan a
grande entropie, on conjecture que la méthode d’Ohlsson (1998) peut s’appliquer
aux autres plans a probabilités inégales ayant une grande entropie (par exemple,
le plan de Poisson conditionnel, le plan de Rao-Sampford et le plan systématique
randomisé).

Remarque 1.4.1. En posant ¢; = 1 dans (1.4.4), on retrouve (1.4.9). Autre-
ment dit, lapprozimation (1.4.9) est obtenue en approxzimant m;; par mm; ; voir

Vexpression (1.4.3).

1.4.4. Forme générale

11 est intéressant de noter que les variances approximatives (1.4.2), (1.4.4) et

(1.4.9) peuvent toutes s’écrire sous une forme générale :

Vapp (Y/HT) > < - B> , (1.4.10)

€U
ol

> 4y

B — iU

> ;T

ieu
et ¢; et a; sont des coefficients donnés. En spécifiant les valeurs ¢; et a; de maniere
appropriée, on retrouve les trois approximations de la variance (1.4.2), (1.4.4) et

(1.4.9), (voir Tableau 1.2).
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TABLEAU 1.2. Composantes ¢; et a; des trois approximations de la variance

Coefficients | Expression | Expression | Expression
(1.4.2) (1.4.4) (1.4.9)
¢i 7Tl(1 —7Ti) 7Tz<1 —Ciﬂ'i) 7TZ(1 —7Ti)
a; (1 — 7TZ') 1 1

La forme commune (1.4.10) présente plusieurs avantages et permet de régler

les inconvénients de la variance (1.1.5) :
(i) T'utilisation des probabilités d’inclusion d’ordre deux 7;; n’est plus néces-
saire ;
(ii) la variance (1.4.10) consiste en une simple sommation.
Examinons maintenant le comportement de la forme générale (1.4.10) pour
les approximations (1.4.2), (1.4.4) et (1.4.9), pour un plan aléatoire simple sans

remise, c’est-a-dire lorsque la probabilité d’inclusion d’ordre un vaut m; = n/N.

En insérant m; = n/N dans (1.4.10), on trouve

2
> N ,Z a;Yi
VAPP (YHT) — § §bz —y; — €U

. n a;
v ng
N2 ZU a;Y; ?
1€
v e

Peu importe le choix de a; (soit 1, soit 1 —m; =1 —n/N), on a

> ay; o
% =Y, (1.4.12)
a;

ieU
la moyenne de la variable dans la population. En insérant (1.4.12) dans (1.4.11),

on trouve
~ N2 N
VAPP (YHT> = ﬁ Z 9251 (yz - Y) . (1413)

Lorsque

on a (voir Tableau 1.2)

Varp (?HT) = ﬁ% <1 - Z) %:1 Z (yz —7)2

_ N]\—fl {Nz (1 _ ;) i;} (1.4.14)
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ou ]
—\2
2= vyi—Y) .
fON-1 icU ( )
Le terme entre accolades dans (1.4.14) représente la variance de Yir dans le cas

d’un plan aléatoire simple sans remise. Lorsque ¢; = m;(1 —¢;7m;) et que ¢; = n—l

on obtient
n n—1 n
= (1- e
¢ N( n—n/NN)
S (1—”).
N -1 N
Il découle que
. N2 n n N2
Vp(YHT):qﬂN—1<1_N>§](yi_Y>
SQ
— N? (1 — ") 2y 1.4.1
) (1.4.15)

L’approximation de la variance (1.4.4) avec ¢; = % se simplifie alors exactement
a la variance de 'EASSR. De plus, en négligeant le facteur (N — 1)/N (ce qui
est approprié lorsque la taille de la population est grande), les approximations de
la variance (1.4.2) et (1.4.9) se simplifient aussi a la variance de l'estimateur de
Horvitz-Thompson dans le cas du plan aléatoire simple sans remise.

Remarque 1.4.2. Dans cette section, nous avons présenté certaines approrima-
tion des m;; retrouvées dans la litérature. D’autres approximations ont été exa-
minées dans la litérature ; voir Haziza et coll. (2008) pour une discussion de ces
approximations.

1.4.5. Estimation et autres approximations

Un estimateur général de la variance approximative (1.4.10) est

R N2
Vaen =D @i (y - B) , (1.4.16)
€S i

ou ,
Lo
B — 1€8
> Q;
1€ES
et ¢; et a; sont des coefficients choisis en fonction de I'approximation des pro-

babilités m;; utilisée. Notons que ces coefficients sont différents des coefficients ¢;
et a; de 'approximation (1.4.10). Les approximations des probabilités m;; vues

dans cette section meénent a l'estimateur de la variance (1.4.16). Pour les autres
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approximations existantes, le tableau 1.3 présente les coefficients ¢; et a; corres-
pondant a ces approximations.

L’estimateur (1.4.16) présente les mémes avantages que la forme générale de
la variance (1.4.10). En effet, Uestimateur (1.4.16) ne requiert pas les probabi-
lités d’inclusion d’ordre deux, il s’exprime comme une simple somme. De plus,
le coefficient ¢; étant toujours positif (voir Tableau 1.3), I'estimateur \A/Gen est
toujours positif. De plus, lorsque 'on utilise la probabilité d’inclusion d’ordre un
m; = n/N, U'estimateur (1.4.16) se simplifie pour donner

V= N? (1 - ") 5
N/) n’
avec )
) = — %(yz - 9)%

qui est 'estimateur usuel de la variance dans le cas de I’échantillonnage aléatoire

simple sans remise.

1.5. ESTIMATEUR DU TOTAL DE HAJEK

Lorsque la variable d’intérét n’est pas proportionnelle aux probabilités d’in-
clusion, l'estimateur d’Horvitz-Thompson (1.1.4) peut s’avérer grandement in-
efficace. En effet, considérons le cas ou y; = ¢ pour tout ¢ € U. L’estimateur

d’Horvitz-Thompson conduit a

~ . 1 ~
Yur => = =c¢>_ — = cNyr,
1€S T i€s '

ot Nyr = 30 ﬂi est un estimateur de type Horvitz-Thompson de la taille de la

ics *
population N. On a alors V,(Yy7) > 0. Un estimateur réagissant beaucoup mieux

a cette situation est celui de Hajek :

A

HT

Yiya=N

: (1.5.1)
HT

Dans le cas y; = ¢, on a bien Yya =Y pour tout s C €. Il en découle que
V,(Yia) = 0, ce qui est préférable & D'estimateur (1.1.4).

L’estimateur (1.5.1) étant un estimateur de type ratio, son biais est asymp-
totiquement nul. On approximera sa variance a 1’aide d’un développement par
séries de Taylor du premier ordre. On obtient

N E; 1
Via—Y =3 +0,(5),

1€s T
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TABLEAU 1.3. Coefficients ¢; et a; pour différentes approximations

Estimateur Notation Vi o
N > (1-m;)
n jEs
Berger VB nf(l — ﬂ_l)m Vi
jeu
Brewer 1 ' (1 — ;) 1
Brewer 2 \A/Bg P (1 —m+ T+ n2 > 7rk> 1
keU
Brewer 3 \733 o (1 —m =+ % > 7rk,> 1
Brewer 4 \734 o <1 —m =+ 2h=1) > 7rk> 1
) kv
2 71
. 7 (1—m;)
Deville 1 Vi (1—m)|1— %:8 { > wk(1] — } ©;
keEs
_ 9 -1
. > _ _ (1—m;)
Deville 2 Ve (1—m) |1 %S { > i Wk)} 1
kes
Hajek VH ﬁ(l — 7Tz) ©i
Hartley-Rao \A/HR e (1 - — = Z Ty, —|— Z 7rk> 1
k€s
Poisson Vro (1—m) 1
Rosen Vi (1 —m) —(14")1;:?(17“)
ol B; = y; — Y. En négligeant les termes d’ordre supérieur (ce qui est approprié

lorsque la taille de 1’échantillon est suffisamment grande) on peut approximer la

variance de 'estimateur (1.5.1) comme suit :

Vp(?HA)

- Vp(?HA - Y)

(5

€S T

— 3" YO, E B

i€U jeU

Pour un plan a taille fixe ou aléatoire, on peut estimer cette variance par

VHT—ZZ ”EE

1€s jEs Tij

(1.5.2)



25

ou EZ =y — ?HT / N, g7 Notons que I'on pourrait remplacer N, gt par N dans 'ex-
pression de E;. Pour un plan a taille fixe, on peut également utiliser 1’estimateur

de variance

~ ~ 2
Vv - _ AL S A Rt — ) . 1.5.3
o= -3 L L ( - (15.3)

Encore une fois, on fait face aux mémes problemes : d’une part, les estimateurs de
variance (1.5.2) et (1.5.3) requierent les probabilités d’inclusion d’ordre deux et,
d’autre part, ils s’expriment comme une double somme. Les estimateurs (1.5.2)
et (1.5.3) peuvent étre vus comme des estimateurs de variance correspondant
a lestimateur d’Horvitz-Thompson (1.1.4) de la variable d’intérét E. La forme
générale de la variance et les approximations des probabilités m;; présentées a la
section 1.4 peuvent donc étre utilisées. Il suffit d’'utiliser la variable d’intérét E
au lieu de la variable y. Ainsi, I'estimateur approximatif de la variance dans le

cas de Yy 4 s’éerit comme

E 2
Ve =3 @i ( - E*) , (1.5.4)
1€8 b
ou R
> Oéz‘%
B* _ €S v
pOReT

1€Ss
et @; et a; sont les coefficients choisis en fonction de 'approximation des proba-

bilités ;; utilisée ; voir Tableau 1.3.






Chapitre 2

LA NON-REPONSE

2.1. INTRODUCTION A LA NON-REPONSE

La non-réponse est un phénomene inévitable dans les enquétes et elle peut
avoir des effets indésirables dans le cadre d’une inférence statistique. On distingue
deux types de non-réponse, soient la non-réponse totale et la non-réponse partielle.

La non-réponse totale est ’absence de réponse a toutes les variables pour un
individu. Ce type de non-réponse survient lorsque, par exemple, un interviewer ne
parvient pas a établir le contact avec un individu sélectionné dans I’échantillon, ou
encore, lorsque ce dernier décide de ne pas répondre a I’enquéte. La non-réponse
totale est généralement traitée par repondération. Dans ce cas, les individus non-
répondants sont éliminés du jeu de données et le poids des individus répondants
est augmenté afin de compenser pour 1’élimination des non-répondants.

La non-réponse partielle est I’absence de réponse a certains items (mais pas
tous) chez un individu. L’absence de réponse peut étre causée par plusieurs fac-
teurs. Par exemple, le répondant pourrait avoir mal compris une question ou la
trouver indiscrete et ne pas vouloir y répondre. Des valeurs manquantes peuvent
également résulter d’une incohérence dans les données. Par exemple, une personne
pourrait indiquer que son état civil est «marié» et indiquer que son age est «9
ans». Dans les enquétes de Statistique Canada, un tel enregistrement est quali-
fié d’incohérent puisqu’il faut avoir au moins 15 ans pour étre éligible au statut
«mariéy. Dans ce cas, au moins une des deux valeurs observées (dge et état civil)
sera éliminée et imputée. Un autre exemple de valeur inutilisable est une donnée
irréaliste. Par exemple, une personne pourrait indiquer dans une enquéte qu’elle
est agée de 200 ans. Ce genre de valeur erronnée est généralement éliminée du
jeu de données et remplacée par une valeur manquante. Les valeurs manquantes

d’un jeu de données sont généralement traitées par imputation.
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L’imputation consiste a affecter une valeur artificielle a un individu ayant une
valeur manquante a un item. L’imputation permet d’avoir un jeu de données
complet. Elle peut permettre de diminuer le biais de non-réponse si les valeurs
imputées sont proches des valeurs réelles. Plusieurs méthodes d’imputation sont
utilisées en pratique. Certaines sont présentées a la section 2.3. Notons que les
valeurs imputées, étant artificielles, peuvent donner une fausse impression de pré-
cision. A I'étape de l'inférence statistique et plus particulicrement a 'étape de
I’estimation de la variance, il est important de ne pas traiter les données impu-
tées comme des données observées. Les estimateurs du total Y et de variance
présentés au Chapitre 1 dans le contexte d'un jeu de données complet doivent

étre adaptés pour prendre en compte la non-réponse.

2.1.1. Effets de la non-réponse sur les estimations

La non-réponse peut avoir plusieurs effets négatifs sur les estimations. Elle
occasionne généralement un biais appelé biais de non-réponse. Ce dernier peut
étre particulierement important lorsqu’il y a une grande différence entre les ré-
pondants et les non-répondants en termes des variables d’intérét. Par exemple,
une personne avec un salaire élevé peut étre moins portée a indiquer son re-
venu dans une enquéte qu’une personne avec un salaire plus modeste. Ainsi, les
non-répondants a cette enquéte auront majoritairement des salaires élevés. La
moyenne des répondants, comme estimateur de la moyenne de la population,
exhibera donc un biais négatif. Un autre effet de la non-réponse concerne la di-
minution de la taille de ’échantillon. Par exemple, supposons que l'on tire un
échantillon s de taille n = 1000 dans une population U de taille N = 5000 et que
I'on observe un taux de réponse de 50%. Le nombre de répondants est donc égal
a n, = 500. Cette diminution de la taille effective entrainera une augmentation
de la variance des estimateurs. Cette variance additionnelle est appelée variance

due a la non-réponse.

2.1.2. Causes de la non-réponse et approches pour la réduire

Plusieurs facteurs ont des effets sur le taux de non-réponse, comme le type
d’unité échantillonnée. En effet, les enquétes effectuées dans des établissements
ont généralement des taux de réponse plus faibles que les enquétes individuelles.
L’importance du sujet de 'enquéte pour 'unité échantillonnée affecte aussi sa
probabilité de réponse. De plus, le type d’enquéte peut jouer un role important.
Alinsi, une enquéte obligatoire aura un taux de réponse beaucoup plus élevé qu’une

enquéte optionnelle. Une récompense suite a une réponse incite aussi les unités
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a répondre. Enfin, une agence d’enquéte réputée aura aussi un taux de réponse
plus élevé qu’'une agence moins connue.

La conception du questionnaire est une étape ayant un impact important
sur le taux de non-réponse. En effet, un questionnaire simple a remplir, court,
intéressant et facile a comprendre encourage les personnes a répondre et ainsi
diminue la non-réponse. De plus, éviter les répétitions et les questions ouvertes
aide a garder l'intérét du répondant. Une formulation claire des questions est
aussi importante. Bref, il est possible d’améliorer la forme d’un questionnaire afin
d’augmenter le taux de réponse.

La méthode de collecte de données influence beaucoup le taux de réponse.
Dans le cas d'une entrevue en face a face, 'interviewer peut développer des
techniques pour mettre le répondant a l’aise et 'aider a remplir correctement
le questionnaire de ’enquéte. Dans le cas des entrevues téléphoniques, l'inter-
viewer peut, avec une bonne formation et de bonnes techniques, convaincre les
personnes de prendre le temps de répondre. Les questionnaires envoyés aux uni-
tés échantillonnales, quant a eux, occasionnent plus de non-réponse étant donné
I’absence d’interviewer et le fait que le répondant remplisse le questionnaire seul.
Il est possible d'utiliser plusieurs méthodes de collecte des données. Par exemple,
une enquéte pourrait commencer par un questionnaire a remplir soi-méme, étant
donné que les cotits sont moins élevés. Ensuite, les non-répondants pourraient
étre contactés personnellement dans le but d’augmenter le taux de réponse. Le
temps de la collecte des données est aussi important. Un interviewer devrait avoir
le temps de tenter de contacter une unité a plusieurs reprises et de faire varier les
moments de la journée auxquels il la contacte, pour ainsi augmenter les chances

d’obtenir une réponse.

2.2. ESTIMATEUR DU TOTAL EN PRESENCE DE DONNEES IMPU-
TEES

En présence de non-réponse partielle, I’échantillon sélectionné est incomplet.
Les valeurs manquantes sont alors imputées et les estimateurs du total Y et de
variance présentés au Chapitre 1, dans le contexte d’un jeu de données complet,
doivent étre adaptés. Pour ce faire, nous commencons par introduire la notation

qui sera utilisée dans le reste de ce travail.
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U(N)

F1GURE 2.1. Représentation de la non-réponse

2.2.1. Contexte de non-réponse

L’ensemble des répondants peut étre vu comme un sous-échantillon s,, de
taille aléatoire n,., de ’échantillon sélectionné s. La population U, I’échantillon s
et I'ensemble des répondants s, sont représentés a la figure 2.1.

A chaque individu de I'échantillon s correspond une variable indicatrice de

réponse définie par

1 sii est répondant a la variable vy,
r., =
' 0 sinon.

La probabilité que l'individu ¢ réponde est donnée par
pi=P(r; =1li € s).
La probabilité que les individus ¢ et j répondent est donnée par
pij=Pri=1r;=1li €s,j € 5,1 # j).

Dans ce qui suit, on supposera que les unités répondent indépendamment les
unes des autres, i.e., p;; = pipj, ¢ # j. Le mécanisme de réponse peut donc étre
modélisé par des épreuves de Bernoulli de parameétre (inconnu) p;.

On parlera d'un mécanisme de réponse uniforme lorsque la probabilité de
réponse est constante dans la population, i.e., p; = pg pour tout . On parlera
d’un mécanisme de réponse non-uniforme lorsque la probabilité de réponse varie

d’un individu a l'autre. La probabilité de réponse peut dépendre de variables
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auxiliaires observées pour tous les individus de I’échantillon ou peut dépendre de

la variable d’intéret que ’on cherche a imputer.

2.2.2. Estimateur imputé

Soit ¥ la valeur imputée a la valeur manquante y;. L’estimateur du total Y
en présence de valeurs imputées est
Yr = Zm& +Y (1- Ti)yi
1€S T 1€8 i
-y ¥ (2.2.1)
1€s i
ol
Ui = riyi + (L —m)y;.
L’estimateur (2.2.1) est donc un estimateur de la forme (1.1.4), ou y; est remplacée

par ;.

2.3. METHODES D’IMPUTATION

On distingue deux groupes de méthodes d’imputation, soient les méthodes
d’imputation déterministe et les méthodes d’imputation aléatoire. Pour les mé-
thodes déterministes, les valeurs imputées restent inchangées si 'on répete le
procédé d’imputation sur un échantillon donné. Des méthodes déterministes fré-
quemment utilisées en pratique sont I'imputation par la régression, 'imputation
par le ratio, 'imputation par la moyenne, I'imputation par le plus proche voisin
et 'imputation historique. Ces méthodes sont détaillées dans la section 2.3. Dans
le cas des méthodes aléatoires, une composante aléatoire est ajoutée a chaque
valeur imputée. Dans ce cas, si on répete la méthode d’imputation sur un échan-
tillon donné, on ne retombera pas nécessairement sur les mémes valeurs imputées
a cause de la présence de la composante aléatoire. Un exemple de méthode d’im-
putation aléatoire est la méthode du hot-deck aléatoire. Notons qu'une méthode
d’imputation déterministe peut étre transformée en méthode aléatoire en ajoutant
simplement une composante aléatoire a chaque valeur imputée.

Les méthodes déterministes sont appropriées lorsque le parametre que l'on
cherche a estimer est le total ou la moyenne de la population, pourvu que le
modele d’imputation soit correctement spécifié. En contrepartie, les méthodes
déterministes tendent a distordre la distribution de la variable que ’on cherche
a imputer. Par conséquent, de telles méthodes peuvent potentiellement mener a
des estimateurs de quantiles (par exemple, la médiane de la population) consi-

dérablement biaisés. Les méthodes aléatoires, quant a elles, tendent a préserver
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la distribution de la variable que I'on cherche a imputer, et par conséquent, sont
appropriées lorsqu’il s’agit d’estimater un quantile. En contrepartie, elles sont
potentiellement inefficaces par rapport aux méthodes d’imputation déterministes
car elles reposent sur une composante aléatoire additionnelle.

La majorité des méthodes d’imputation sont motivées par le modele général

yi = [(z3;8) + €&, (2.3.1)

ou x est un vecteur de variables auxiliaires disponible pour toutes les unités de
I'échantillon (répondants et non-répondants), B est un vecteur de parametres
inconnus, ¢; est une variable aléatoire telle que E,,(¢;) = 0, E,,(e;€;) = 0 si i # j,
E..(€2) = o%¢;, ol ¢; est une constante connue. Notons que E,,(.) est Uespérance
par rapport au modele d’imputation. Dans le cas des méthodes d’imputation

déterministes, la valeur imputée y; est donnée par

ou B, est un estimateur de B obtenu au moyen des unités répondantes (par
exemple l'estimateur du maximum de vraisemblance). Dans ce mémoire, on s’in-

téresse particulierement aux méthodes d’imputation déterministes.

2.3.1. Imputation par la régression

L’imputation par la régression est adéquate lorsque la relation entre la va-
riable d’intérét y et les variables auxiliaires & est linéaire. Le modele général
d’'imputation est réduit a

f(zi; 8) = ;8
et ¢; est une constante connue. Le vecteur de parametres, 3, est estimé, au moyen
de I'’ensemble des répondants, s,, par ’estimateur des moindres carrés pondérés,

B,.. On obtient alors la valeur imputée a 1'unité ¢

* D
Yy = a:iBr, (2.3.2)
ol
r ! T
D -1/ -1
B, = T;c; a:z> Z Tic; Vi
i€s ics "
P
=T'%,
avec
2 Ty —1_.
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et

2.3.2. Imputation par la régression linéaire simple

L’imputation par la régression linéaire simple est un cas particulier de I'impu-
tation par la régression, avec &; = (1, ;)" et ¢; = 1. On obtient la valeur imputée

a I'unité ¢ suivante :

y; = Bor + Bure, (2.3.3)
ol

Bor =Ty — Py
et

> (i — 7)) (Y — 7,)

2 i€s
617' - Zﬁ<$l—fT)2 Y

Lo
i€s ' *

1
2T
i€s i€s ¢ i€s ’/iES i

avec y, = Zri% Zﬂ% et T, = Y it

2.3.3. Imputation par le ratio

L’imputation par le ratio est un cas particulier de I'imputation par la régres-
sion. Cette méthode est adéquate lorsqu’on est en présence d’une seule variable
auxiliaire quantitative x et lorsque la relation entre y et x est linéaire et passe

par l'origine. Le modele général d’imputation est réduit a

f(@i; B) = B
avec ¢; = x;. On obtient la valeur imputée a I'unité ¢ suivante :
* _ D _ Y,
y; =By = =~ (2.3.4)

T

2.3.4. Imputation par la moyenne

L’imputation par la moyenne est un autre cas particulier de I'imputation par
la régression avec x; = 1 pour tout i et ¢; = 1. Cette méthode n’utilise pas de
variable auxiliaire, sauf la variable auxiliaire valant 1 pour chaque individu. Elle
est donc adéquate lorsqu’il n’y a pas de relation entre la variable y et les variables
auxiliaires disponibles, ou bien lorsqu’il n’y a simplement pas de variable auxiliaire

disponible. Elle consiste a remplacer toutes les valeurs manquantes par la moyenne
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des répondants. Le modele d’imputation général se réduit a
f(x:;8) =B
avec ¢; = 1. On obtient donc comme valeur imputée
v =B, =7, (2.3.5)

2.3.5. Imputation par le plus proche voisin

L’imputation par le plus proche voisin est adéquate lorsque la relation entre la
variable d’intérét y et les variables auxiliaires  n’est pas linéaire. C’est une mé-
thode non-paramétrique. Il n’est donc pas nécessaire de formuler des hypotheses
a propos de la forme de la fonction f(x;; 3) et il en est de méme pour la structure
de variance. Il faut par contre choisir une fonction de distance entre I'unité 7 et
I'unité j, d(x;,x;). Une fois cette fonction choisie, la valeur imputée a l'unité i
est

Yi = Vs
pour l'unité j € s, telle que la distance d(z;,x;) est minimale. Cette méthode
présente plusieurs avantages. En effet, I'imputation par le plus proche voisin tend
a préserver la distribution de la variable d’intérét. De plus, en remplacant une
valeur manquante par le plus proche voisin en termes des variables x, on s’attend
a ce que la relation entre y et x, si elle existe, soit préservée. Finalement, cette
méthode d’imputation utilise des valeurs observées, donc plausibles, ce qui est un

avantage en pratique.

2.3.6. Imputation historique

L’imputation historique est adéquate lorsque la variable d’intérét est connue
a un temps antérieur. On s’intéresse a la variable y au temps ¢ pour l'individu ¢,
¥it. On remplace une valeur manquante par la valeur du méme individu observée
a une occasion précédente, x; = y;,—1. Cette méthode d’'imputation est adéquate
seulement si la variable d’intérét est stable au fil du temps. Autrement dit, il faut
que la relation entre y;, et y;,—1 soit linéaire, passe par l'origine avec une pente
proche de 1. C’est une méthode souvent utilisée dans les enquétes répétées. Le

modele général d’imputation est réduit a

f(wi; 5) = Yit—1-

On obtient alors la valeur imputée

k
Yy = Yit—1-
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2.3.7. Imputation hot-deck aléatoire

L’imputation hot-deck aléatoire utilise la valeur d’un donneur choisi au hasard
dans I’ensemble des répondants afin de remplacer la valeur manquante d’un non-
répondant. Cette méthode d’imputation peut étre vue comme une imputation
par la moyenne avec une composante aléatoire :

yi =Y, + €,

ou € est un résidu sélectionné aléatoirement parmi l’ensemble des résidus de

I’ensemble des répondants, soit €; = y; — ¥,., pour tout j € s,. On a donc
vyl =7, + (y; — ¥,) = y; pour un certain j € s,.

Tout comme la méthode d’imputation par le plus proche voisin, la méthode hot-
deck aléatoire préserve la distribution de la variable que I'on impute et conduit a

des valeurs imputées observées, donc plausibles.

2.3.8. Erreur totale de ’estimateur imputé

Examinons I'impact du choix du modele de la variable d’intérét y. Introduisons
d’abord E,.(.), 'espérance par rapport au mécanisme de réponse et rappelons que
les notations E,(.) et E,,(.) désignent I'espérance par rapport au plan de sondage
et au modele d’imputation respectivement. On peut décomposer 'erreur totale

de 57[ comme suit :
Yi—Y = (Y/HT — Y) + (?I — ?HT) ) (2.3.6)

olt Yy est I'estimateur d’Horvitz-Thompson en (1.1.4) de ’échantillon complet
s. La composante Yy — Y représente I'erreur due a I'échantillonnage et la compo-
sante 571 — ?HT représente l'erreur due a la non-réponse. Le biais de I’estimateur
Y; est donné par

Biais(Y;) = E(Y; = Y)
= EmEpEr(Y/I - Y)
= EnBy (Yar = V) + EnEE, (Y — Var)
= E,EyEn (Y7 = Yarls,s, )
= E,E, (B,), (2.3.7)

ouB,, =E,, (f/[ — EA/HT|3,ST) est le biais de non-réponse conditionnel. Notons que

la troisieme égalité découle du fait que Yur est sans biais pour Y. L’estimateur
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imputé (2.2.1) est sans biais pour Y si B,, = 0. Le biais aura tendance a étre
petit si le modeéle d’imputation (2.3.1) est correctement spécifié.

Il est important de noter que 'ordre des espérances a été interchangé dans les
égalités menant a (2.3.7). Cette opération est correcte lorsque les données sont
Missing At Random (MAR). Les données sont dites MAR lorsque la probabilité
de réponse est indépendante du terme d’erreur du modele d’imputation (2.3.1),
apres avoir pris en compte le vecteur de variables auxiliaires . Sinon, les données
sont Not Missing At Random (NMAR) ; voir Rubin (1976).

Un exemple de situation NMAR survient lorsque la probabilité de réponse
dépend d’une variable z, qui est également liée a y, mais qui ne fait pas partie du
vecteur & dans le modele d’imputation. Dans ce cas, il est clair que la probabilité
de réponse est liée au terme d’erreur due au modele d’imputation. Un autre
exemple de données NMAR survient lorsque la probabilité de réponse dépend

directement de la variable y que ’on cherche a imputer.

2.4. LIMITES DE L'IMPUTATION

L’imputation présente plusieurs avantages. Comme mentionné précédemment,
I'imputation permet d’avoir un jeu de données complet et permet d’utiliser 1'in-
formation auxiliaire disponible pour les répondants et les non-répondants dans la
construction de valeurs imputées, ce qui peut améliorer les estimations a 1'étape
de I'inférence statistique. Par contre, 'imputation comporte certaines limites. En
effet, si la méthode d’imputation ne reflete pas correctement le lien existant entre
la variable que l'on impute et l'information auxiliaire, elle peut conduire a des
estimateurs considérablement biaisés. De plus, traiter les valeurs imputées comme
si elles étaient des valeurs observées va généralement conduire a des inférences

invalides due & la sous-estimation de la variance.

2.4.1. Respect des hypotheses

Lors de l'inférence statistique en présence de non-réponse, il faut faire des
hypotheses a propos du modele liant y aux variables auxilaires . Lorsque le
modele d’imputation ne reflete pas adéquatement le vrai lien entre y et x, le
biais de I'estimateur imputé peut étre important. En guise d’illustration, nous
examinons le biais pour différentes combinaisons de modele pour la variable y et
de méthode d’imputation utilisée.

Exemple 2.4.1. Supposons que le vrai modeéle soit donné par
yi = ;8 + e, (2.4.1)

ot Ep(e;) =0, Ep(eie;) = 0,1 # j et V(&) = 0.



37

Pour remplacer les valeurs manquantes, on utilise [tmputation par la régresion

décrite a la section 2.3.1. L’estimateur imputé Y peut s’écrire comme

Y} Zrzyl_‘_zl_rz

1ES Uy €S Uy

~

B,

L’erreur de non-réponse est donnée par

?I—?HTZ—Zl(l—Ti) (yz—wiﬁr)

1€8 T
Dans ce cas, le biais de non-réponse est égal a

Bm = E (?} — }A/HT|S ST)

= — Z (1—r)E, (yi - w;]?)r|s,sr)

lES

=0,

en notant que, par rapport au modele (2.4.1), E,.(y;) = @8 et Em(]§r|s, sr) = 0.
Exemple 2.4.2. Nous étudions maintenant le biais de non-réponse si la méthode

d’imputation est mal spécifiée. Supposons que le vrai modéle est donné par

= By + iz + €,

avec V,,(€;) = a*. Ce modéle correspond au modéle de régression linéaire simple.
Pour remplacer les valeurs manquantes, nous utilisons l'imputation par le ratio

décrite a la section 2.3.3. On a

Autrement dit, le modéle dimputation ne contient pas l’ordonnée a [’origine. L’es-

timateur imputé s’écrit comme

oY, =Y T et X, =X ri7t. Le biais de 'estimateur imputé est alors

€S 1€ES
S,ST}

Bm = Em (S}] — }/}HT|5 ST)

1 /X
=k, ( /I\{Trl—1> Yi
X

r

1 ([ Xyr
=S = (225, -1 ;
1€8 T er ><B0+51x)
1 (X
_ s L ff%—1>
iesﬂ—i 4<7“
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# 0,
en général, en notant que
1 (Xur
— | —=T; — 1 €Tr; =
&§m<x >
Le biais de l’estimateur imputé n’est pas nul en général et dépend, entre autres,

de By, l'ordonnée a l'origine. Le biais est nul si By = 0, auquel cas on retrouve le

modele de type ratio décrit dans la section 2.3.3 :
Yi = Pai + €.
Exemple 2.4.3. Supposons que le vrai modele soit donné par
yi = Bo + Brzi + o} + €,

avec Vo, (€;) = o?c;. Pour remplacer les valeurs manquantes, nous utilisons 'im-

putation par la régression linéaire simple décrite dans la section 2.53.2. On a

vi = Bor + Brri.

Autrement dit, le terme d’imputation n’inclut pas le terme quadratique Box?. L'es-

timateur imputé s’écrit comme

. : 1—r) ,~ =~
Yr = Zﬁ;yr‘f'z(mr) (50r+51r$z‘)

€S ? €S

7 1— 7 _ 5 — )
:Zrli—f—z( 7_(_'7’) (yr_ﬁl’/‘xr—'—ﬁlrxi)

1ES8 g 1E€8
= ]/V\HT?T + (]/V\HT - ]/V\r> v, + Blr]/V\HT (Tga — T))
= Nur {7, + Bir (Fua —7)

ot Tya = Xgr/Nur et Yya = Yur/Npr. Lerreur de non-réponse est donnée
par

Yr — Yur = Nur {?r + B, (Tha — fr)} _ jv\yHA
_ ]/V\{(?r —Ypga) + By (Tra — jr)} ‘
Dans ce cas, le biais de non-réponse est généralement égal a
By = Ep (Y1 = Virls.s,)
= B [N{(@ = Tua) + B @rra — )}
- .7/\/\{(60 + 1T, + Box? — Bo — BiTpa + 52?1“)

]
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> %(xz —Tr)ilj'?
- _ i€s "
P T B B e
i€s "
> %(mz —TT)Z'?
. —_ 72 _72 ’LGS N
=Ny (7 =)+ e g

€S

#0,

_ 9 I 2
ou 2, = Y T;ﬁ Yt et xPya = ) fr—’ > 7% Le biais de ’estimateur imputé
i€s ° i€s " i€s i€s '
n’est donc pas nul et il dépend, entre autres, du coefficient By. Le biais est nul si
By = 0, auquel cas on retrouve le modéle de type régression linéaire simple décrit
dans la section 2.3.2 :
yi = Bo + Bz + €.

Exemple 2.4.4. Supposons que le vrai modéle soit donné par
Yi = Pri + €.

Pour remplacer les valeurs manquantes, nous utilisons l'imputation par la régres-

ston linéaire simple décrite a la section 2.3.2. On a

y: = BO?” + Blrxi~

Autrement dit, le modele d’imputation contient l’ordonnée da l’origine qui ne fait
pas partie du vrai modéle. Le modéle d’imputation contient donc une variable
superflue, la variable qui vaut 1 pour toutes les unités répondantes. L’estimateur
imputé s’écrit comme

~ Yi 1—r) (5 _

Y=Y ri=+), d-r) {yr + B (@i — ZITr)} :

€8 1E€8

L’erreur de non-réponse est donnée par

Y — Yr = -y —Ti)%+zw{yr+g1r($i—$r)}-

1ES ? 1ES ?

Dans ce cas, le biais de non-réponse est égal a

Bm = Em (S}[ — ?HT’S,ST>

= En, <_ Z(l - TZ)% + Z (1;1712) {yr + glr(xi - fr)} |373T>

1€8 g 1ES
> Bz —T,) By
B (M=) ) . | e _
= — 1—r; - r ; i b
;ES:( i) o +i§es o BT, + S (n ) (v, — )
i€s
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= ey gy Uty gy Ut g

€S8 1€ES 1€ES

=0.

Les exemples 2.4.1 a 2.4.4 montrent que ’omission d’une variable auxiliaire
dans le modele d’imputation méne généralement a un biais. Lorsque le modele
d’imputation inclut des variables auxiliaires superflues, 'estimateur imputé est
(approximativement) sans biais, pourvu que les variables importantes soient in-
cluses. Par contre, I'ajout de variables superflues contribuera généralement a haus-

ser la variance des estimateurs imputés.

2.4.2. Relation entre la variable d’intérét et les variables auxiliaires

L’imputation peut avoir un effet sur la relation entre la variable d’intérét y
et les variables auxiliaires @. Par exemple, si on observe une relation linéaire
entre y et & et que 'on utilise I'imputation par la moyenne, cela aura pour effet
d’atténuer la corrélation entre les variables. En effet, peu importe les valeurs de

, la valeur imputée est la moyenne des répondants. Forcément, la corrélation
entre la variable d’intérét et les variables auxiliaires diminuera. Il faut donc faire

attention a la méthode d’imputation utilisée.

2.4.3. Traitement des valeurs imputées

Les valeurs imputées ne sont pas des valeurs observées. Il est important de
considérer ce fait lors de I'inférence statistique. Traiter les valeurs imputées comme
si elles sont des valeurs observées peut occasionner une sous-estimation considé-
rable de la variance des estimateurs. Les intervalles de confiance des estimateurs
sont alors moins larges que ceux que l'on aurait obtenus si on avait estimé la va-
riance correctement. L’estimation de la variance en présence de données imputées

sera traitée en détail au Chapitre 3.



Chapitre 3

ESTIMATION DE LA VARIANCE EN
PRESENCE DE DONNEES IMPUTEES

Dans ce chapitre, nous traitons le probleme de l'estimation de la variance
en présence de données imputées. Il est bien connu que le fait de traiter les
données imputées comme des valeurs observées mene généralement a une sous-
estimation de la variance. La sous-estimation tend a étre importante lorsque le
taux de non-réponse est élevé. Dans ce cas, ['utilisation d’estimateurs naifs de la
variance dans la construction d’intervalles de confiance conduit a des intervalles
trop courts, avec comme conséquense une probabilité de couverture inférieure au
taux nominal (par exemple, 95%). Comme nous le verrons, les estimateurs de la
variance en présence de données imputées dépendent des probabilités d’inclusion
d’ordre deux, m;;. Il s’agira donc d’utiliser les approximations de m;; présentées
au chapitre 1 afin d’obtenir des estimateurs de variance approximatifs. Plusieurs
approches ont été proposées dans la littérature afin d’estimer la variance d’un
estimateur imputé. Sarndal (1992) a proposé 'approche & deux-phases détaillée a
la section 3.2 et Shao et Steel (1999) ont proposé I'approche renversée présentée

a la section 3.3.

3.1. HYPOTHESES SUR LE MODELE

Dans ce chapitre, nous présentons des estimateurs de variance dans le cas de
I'imputation par la régression. Rappelons que le modele d’imputation sous-jacent

est donné par
yi =z, 0 + ¢, (3.1.1)
avec V,, (&) = o2¢; ; voir la section 2.3.1. Les valeurs imputées sont données par

* D
yz‘ = wiB’N
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ou

-1
5 i 1. i o1
B, = ( —x;c; X Z—wici Yi =

ic€s i€s 't

L’estimateur imputé (2.2.1) peut s’écrire comme

T N e B

€S T €S

3.2. APPROCHE A DEUX-PHASES

T 't,.

T

(3.1.2)

Le processus sur lequel 'approche a deux-phases repose est le suivant :

(i) On tire un échantillon s de la population U selon un plan de sondage p(s);

(ii) I'échantillon de répondants s, est généré selon un mécanisme de réponse.

Ce processus est représenté a la figure 2.1. Dans ce qui suit, on suppose que
l'estimateur Y7 est sans biais pour Y ; c’est-a-dire, E,,p, (57] — Y) = 0. Cette

hypothese est appropriée lorsque le modele (3.1.1) est correctement spécifié.

On détermine la variance totale de ’estimateur imputé a ’aide de la décom-

position de l'erreur totale en (2.3.6) :
Vi =V (Y1 =)
B (7 -1

~E,EE, (V- Y)

= E,BE { (Vi — Yiur) + (Yar - Y)}
= E,EE, (Yur V) +EnEE, (Vi - Yir)’
+ 28, 5,8, { (Vi = Yar) (Yar - Y)}
=EnVy (Var) + B,E Vo (Y = Varrls, s, )
+ 2B,E,Covy { (V1 = Viur) (Yur = Y) I, s,

- Vsam + VNR + 2szxa

ol

Vaam = EnVy (Yarr)

Ve = BBV, (Vi = Yarls, s,)
et

Vmix = EPETCOVW {(S}I — ?HT) (?HT — Y) ’S, ST} . (324)
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Notons que pour arriver a 'expression (3.2.1), I'ordre des espérances a été inter-
changé, ce qui est approprié lorsque les données sont MAR, voir la section (2.3.8).
La variance totale en (3.2.1) s’exprime comme la somme de trois termes : la va-
riance due a ’échantillonnage (3.2.2), la variance due a la non-réponse (3.2.3)
et un terme mixte de la covariance entre l'erreur causée par 1’échantillonnage et
I'erreur causée par la non-réponse donnée en (3.2.4). Un estimateur de la va-
riance totale en (3.2.1) s’obtient en estimant chacun des termes séparément, ce
qui conduit a

vtot - vsam + VNR + 2vmzm (325>

Sarndal (1992) et Deville et Sérndal (1994) ont proposé une maniere d’estimer
le terme V., ; la méthode est présentée a la section 3.2.1.1. Beaumont et Bocci
(2009) ont proposé une méthode alternative afin d’estimer V,,,. Cette méthode
est présentée a la section 3.2.1.2. L’estimation de Vg et celle de V,,;, sont

détaillées aux sections 3.2.2 et 3.2.3, respectivement.

3.2.1. Estimation de la variance due a I’échantillonnage

Traiter les valeurs imputées comme des valeurs observées consiste a utiliser
I'estimateur de la variance d’"Horvitz-Thompson (1.1.6) en remplagant y; par y; =
riy; + (1 — r;)yf, ce qui conduit a lestimateur de variance dit naif,

Vs = 5 223 (3.2.6)
1€s jES Tij
En général, I'estimateur naif (3.2.6) sous-estime la variance due a 1’échantillon-
nage. Nous illustrons cet aspect dans I’exemple suivant.

Exemple 3.2.1. Considérons le cas de ’EASSR et de l'imputation par la moyenne.

Dans ce cas, on a

mi =n/N, pour tout i,
et

mij =n(n—1)/N(N —1), i # j.

De plus, rappelons que le modele sous-jacent a l'imputation par la moyenne est

donné en (3.1.1) avec x; = ¢; = 1 pour tout i. On obtient alors

Vor = X3 2

1€s jEs Tij
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-S> g+

1€s jESs Tij 1€s T
J#i
N? n N2
X 0-8)Z 0D
TL2 < N>7lezsyl n’ i€s jEs i

i#i
e (R _1{§y_<;y>}

_ N (-2) {ZnyzqtyrZ(l—n (z%)z

n-— 1 S 1€8 1€S8

U (Z(l - m)>2 _ N1y Znyi}

n i€s n 1€S8 JEs
N2
= — <1 — > {Z rlyl nryz}
n 1€8
— E (1 _ n) n, —1 2
n N) n—1"Y’

(3.2.7)

o

st = _127% i —7,) (3.2.8)

1€8

désigne la variance de la variable y observée dans [’ensemble des répondants. Le

S, sr)

biais conditionnel relatif de V5 est donné par

B (Viais = Virr

BR (Vna'if) = Em (vHT‘s)
=R (=%
N2 (1-2)<

_ (nf 1) (1 - 2) . (3.2.9)

Dans ce cas, le biais de l’estimateur naif est négatif, ce qui montre que \Afmdf sous-
estime la variance due a [’échantillonnage, V sqm. La sous-estimation est d’autant
plus importante que le taux de réponse n,./n est faible.

Puisque I'estimateur naif n’est généralement pas approprié comme estimateur

de Vgum, on va, dans un premier temps, évaluer son biais. Posons

Vdiff = Em (Vsam — \A/na'l'f|5, ST) . (3210)
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Dans la situation traitée a 'exemple 3.2.1, on a

2
n n,\ o
Vasr =N (1) (1= ) .5

qui dépend du parametre du modele d’imputation o?. On estimera V7, en esti-

mant o2 par un estimateur sans biais 62, ce qui conduira a
Vsam = Vna’if + Vdiff- (3211)

L’estimateur \A/sam en (3.2.11) peut donc étre vu comme un estimateur ajusté
pour le biais. En effet, on a

Empr (Veam = Viam) = Epr B (Vaam = Veam|$, 51
= Epr B (Vaair + Vaigs = Viam|s, sv)
= —Ep B (Vaam — Viair|s, 51) + BB (V
= —Epr (Vaiss) + Epr (Vaiss)
=0.

s, sr)

Il existe plusieurs manieres d’obtenir un estimateur de Vg ¢y dans la littérature.

Ces dernieres sont détaillées dans les sections 3.2.1.1 et 3.2.1.2.

3.2.1.1. Méthode de Sarndal

Sarndal (1992) et Deville et Sarndal (1994) proposent d’évaluer explicitement
le terme Vg en (3.2.10). On peut montrer que (voir Annexe A) l'estimateur de

la variance Vs dans le cas de la méthode de Sdrndal (1992) est

Vg =321 (1 - -2y > n(1 Q g T
1€Ss 1ES JES 7T1j7T'L
_ ;g (1—7)(1 — rj)iz -t kz kakck ;T;la;k} . (3.2.12)
1€8 )€ES €s
ol
5% = Zlml Z 1 (y — w;ET)Q : (3.2.13)
ics i i€s Qi

2 2

Notons que 6° est un estimateur approximativement sans biais pour o- sous le
modele (3.1.1) ; voir Deville et Sarndal (1994). En utilisant (3.2.11) et (3.2.12),

on obtient (voir Annexe A) un estimateur de Vg, :

sam ZZ Zj~z~j+0' {Z(l—n 701—2227”1 1—7"] Q wzf 1ajj

i1€s jES Tij
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—ZZl—m 1—7“3)53 ’le—mkck -f’_lmk}.

i€s jEs ] kes 7Tk

(3.2.14)

Notons que plusieurs termes dans (3.2.14) dépendent des probabilités d’inclu-
sion d’ordre deux. Il serait possible d’utiliser les approximations des m;; présen-
tées au chapitre 1 afin d’obtenir un estimateur de variance simplifié. Cependant,
il en résulterait un estimateur relativement complexe, compte tenu des nombreux
termes dans (3.2.14) dépendant des m;;. Dans la prochaine section, nous présen-
tons une méthode d’estimation du terme V,,,, qui conduira a un estimateur de

variance beaucoup plus simple.

3.2.1.2. Méthode de Beaumont et Boccs

Beaumont et Bocci (2009) suggerent d’obtenir Vg ¢y conditionnellement a s,
a s, et a y,., qui est la partie observée de ys = (y1,...,y»)". Cette méthode étant
beaucoup plus simple que la précédente, nous la privilégierons dans la suite de ce
mémoire. On peut montrer que (voir Annexe B) I'estimateur de la variance Vg,

dans le cas de la méthode de Beaumont et Bocci, est

<7 ~ 1— T
Viigr = 52 Z(l — 7)) ——5—Ci.
ics T
Cela conduit a 'estimateur de Vg, suivant :
zg ~ ~ 1-— Yuv;
Viam = D> —24ig; + 62 Y (1 —ri)—5—cs. (3.2.15)
i€ESs JES Tij i€s Uy

3.2.2. Estimation de la variance due a la non-réponse

La composante Vg de la variance totale V,, est la variance qui est due a
I'imputation. On peut montrer que (voir Annexe C) l'estimateur de la variance

VNR est
VNR =0 Z (rigi — Cn

i€s i
ol
— —~\/ ~
g =1+ (Xpr — X,) T, 'c; ',
avec X, = Y Lig! et 5 donné par (3.2.13).
i€s ™

3.2.3. Estimation du terme mixte

Le terme V,,, de la variance totale V,, est un terme de covariance entre

I’erreur qui est due a I’échantillonnage et l'erreur qui est due a l'imputation. On
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peut montrer que (voir Annexe D) l'estimateur du terme V,,;, est

Viiz = AZZ ( ) rigi — 1)Ci7

€S

ol 6% est donné par (3.2.13).

3.2.4. Approximation de la variance totale

L’estimateur de la variance totale Vi, sous l'approche a deux-phases et la
méthode de Beaumont et Bocci est
Qii 1

VD stot = Z Z Jyl ] + o Z ) {(Tlgz — 71—1')2 + (1 — Wi)(’ffi — TZ)} C;. (3216)
i€s jESs Tij i€s 't

Le premier terme de (3.2.16), soit \A/na-l-f, dépend des probabilités d’inclusion

d’ordre deux, m;;, et s’exprime comme une double somme. On peut alors utiliser

n’importe quelle approximation des 7;; présentée au chapitre 1, ce qui conduit a

I’estimateur simplifié

Viais = O i ( — B>2, (3.2.17)

€S
ou
Z OZZ yz

B €s

2

1€S8
et ¢; et a; sont des coefficients donnés en fonction de 'approximation utilisée,
voir Tableau 1.3. L’estimateur (3.2.17) est de la méme forme que (1.4.16), mais
avec y; remplacé par ;.

L’estimateur simplifié de la variance totale Vy,; qui en résulte est donc

VD Jtot T Z@z <7_‘_ A) A2 Z ' { rigi — 7Tz')2 + (1 - 7T@')(7Ti — Tl)} C;.
€S €S Z
(3.2.18)

Remarque 3.2.1. A Uezception de \A/m-l-f remarquons que tous les termes de
lestimateur de la variance totale, \A/tot, dépendent du modéle d’imputation. Plus
précisément, Vot s’exprime en fonction des deuxr premiers moments de la dis-
tribution de y, soient E,,(y;) et Vi (y;). Donc la validité de 'estimateur de la
variance totale Vi dépend de la bonne spécification des deux premiers moments

du, modele d’imputation.

3.3. APPROCHE RENVERSEE

Le processus sur lequel 'approche renversée repose est le suivant :
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répondants nonrépondants

U(N)

FIGURE 3.1. Représentation de ’approche renversée

(i) La population U est divisée aléatoirement, selon le mécanisme de réponse,
en deux sous-populations, soient la population des répondants et celle des

non-répondants ;

(ii) Un échantillon s est sélectionné dans la population U et il contient des

répondants et des non-répondants.

Donc la configuration de I'approche a deux-phases est renversée. Ce processus est
représenté a la figure 3.1. L’approche renversée repose sur une hypothese supplé-
mentaire : le vecteur » = (rq,...,ry)" est indépendant du vecteur § = (dy,...,0n)".
Cette hypothese est similaire a la propriété d’invariance souvent utilisée dans
un contexte d’échantillonnage a deux phases; voir, par exemple, Sarndal et coll.

(1992). Afin d’exprimer la variance totale, nous exprimons l'erreur totale comme :
Vi-Y=W-Y)+(Vi-Y), (3.3.1)

onY; = E, (fﬁ‘ylj, r) et yu = (y1,...,yn)’. On supposera que l'estimateur Y7 est
sans biais pour Y ; i.e., Ep (371 — Y) = 0. En utilisant la décomposition (3.3.1),

on obtient
Vi =E (V- V)"

— E,E,E, {(ffl _ Y)2

yUﬂ"}

= EEE, { (V- ¥1) 4 (Fi-v) +2(Vi - V1) (Vi - V)

yUﬂ'}
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= EEnV, (Vilyo.r) + BV (Y1 = Vyy.r)
=V, + Vs, (3.3.2)

en notant que

B (5 72) (7)) = (7 V) B, (7~ i)

Un estimateur de Vi, est obtenu en estimant chaque terme séparément dans
(3.3.2).

3.3.1. Estimation de V;

Obtenir un estimateur sans biais de V; passe par I'obtention d’un estimateur
sans biais de V,, (fﬂyy,r), qui représente la variance due a 1’échantillonnage de
I'estimateur Y7 conditionnellement & yy et a r. Or, comme nous le verrons dans
le cas de I'imputation par la régression, l'estimateur Yr s’exprime comme une
fonction de totaux estimés conditionnellement a yy et a r. Estimer V,, (37}|yU,r)
revient donc a estimer la variance due a I’échantillonnage d’une fonction de totaux,
ce qui est un probléme classique. Pour cela, on peut approximer V,, ()A/I|yU,'r) au
moyen d'un développement de Taylor du premier ordre, puis on obtient (voir

Annexe E) un estimateur de la variance V; :
Q

Vi = 22 #eiej,
J

1€s jES Qi

ou

/
e =ry+ (1 — ri)zcgf‘)r + (Z (1;7"1)%) iﬁ’lriwici’l (yl — zc;]?yr) . (3.3.3)
jes i
Remarque 3.3.1. L’estimateur V, étant un estimateur par linéarisation clas-
sique, sa validité ne dépend pas de celle du modeéle d’imputation. Autrement dit,
pourvu que la taille d’échantillon soit suffisament grande et que le taux de réponse
soit borné inférieurement, [’estimateur V, est approximativement sans biais pour
vV, (171|yU,’r), peu importe que le modéle d’imputation soit correctement spécifié
ou non. Bien sur, lorsque le modéle d’imputation n’est pas correctement spécifié,
l’estimateur imputé, Y7, est potentiellement biaisé. Cependant, ['estimateur de va-
riance V1 estimera V, (}71|yU, r) correctement. Cette propriété de robustesse est
attrayante en pratique. Rappelons que dans le cas de lapproche a deuz-phases,
tous les termes, a l’exception de \/\/na‘l‘f, dépendent de la bonne spécification du

premier et du deuxieme moment du modele dimputation.
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3.3.2. Estimation de V,

L’estimation du terme Vo est plus simple que celle du terme V;. On peut

montrer que (voir Annexe F) un estimateur de la variance Vy est donné par

V2 =5’ Z 7627

€S T

ou

& = (Z Mw]) flAﬂflri:cic;l — (1 —mry). (3.3.4)

jes T
Remarque 3.3.2. Shao et Steel (1999) montrent que Vi est un terme d’ordre
O(N?/n) alors que le terme Vo est un terme d’ordre O(N). Ainsi, lorsque la frac-
tion de sondage, n/N, est négligeable, la contribution de Vy a la variance totale,

lef\/g , est d’ordre O(n/N), qui est négligeable lorsque la fraction de sondage n/N

est négligeable. Donc, lorsque la fraction de sondage est petite, on peut simplement

estimer la variance totale par V.

3.3.3. Approximation de la variance totale

Un estimateur de la variance totale Vi, sous l’approche renversée est

VR tot — Z Z 616] + 02 Z 701, (335)

i€s jES Tij €S i

ol e; est donné par (3.3.3) et & est donné par (3.3.4). Le premier terme de (3.3.5),
soit I'estimateur V; en (E.0.17), dépend des probabilités d’inclusion du deuxieme
ordre, 7;;, et s’exprime comme une double somme. Pour contrer le probleme, on
utilisera n’importe quelle approximation des m;; présentée au chapitre 1, ce qui
conduit a 'estimateur simplifié

=3 ( )2 : (3.3.6)

ZES
ou
2 it
B i€S8
pRNeT

i€s
et ; et a; sont des coefficients donnés en fonction de 'approximation utilisée,

voir Tableau 1.3. L’estimateur (3.3.6) est de la méme forme que (1.4.16), avec y;

remplacé par e;, ou e; est donné par (3.3.3).
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L’estimateur simplifié de la variance totale V,, sous 'approche renversée est

donc
p)

N o \2 c:
VE,tot = Z%’ <ez — B) + 52 Z %Cz (3.3.7)

i€s ? ics i






Chapitre 4

ETUDES PAR SIMULATION

Afin de comparer la performance des différentes approximations des probabi-
lités d’inclusion d’ordre deux, ;;, nous avons effectué deux études par simulation.
Dans la premiere étude, nous considérons plusieurs populations dans le cas d’un
jeu de données complet et nous étudions 'approximation de la variance de 1'esti-
mateur du total d’'Horvitz-Thompson (1.1.4) et de I'estimateur du total de Héjek
(1.5.1). Dans la seconde étude, nous considérons plusieurs populations dans le
cadre d'un jeu de données avec des valeurs imputées. Nous y étudions I'approxi-

mation de la variance totale de l'estimateur imputé (2.2.1).

4.1. ETUDE 1 : JEU DE DONNEES COMPLET

Une premiere étude par simulation a été réalisée afin de comparer la perfor-
mance de différentes approximations de la variance pour 'estimateur du total
d’Horvitz-Thompson (1.1.4) et pour I'estimateur du total de Hajek (1.5.1), dans
le cadre d'un jeu de données complet. Plusieurs études par simulation ont été
réalisées dans la littérature pour comparer différentes approximations dans le cas
d’Horvitz-Thompson, voir Haziza et coll. (2008). Par contre, il n’existe pas, a
notre connaissance, d’études empiriques étudiant le comportement des estima-

teurs approximatifs dans le cas de l'estimateur de Héjek (1.5.1).

4.1.1. Populations et échantillons simulés

Un ensemble de seize populations différentes de taille N a été utilisé pour
réaliser I’étude. Pour chaque population, nous avons d’abord généré une variable
auxiliaire = selon une loi Gamma, de parametres a = 5 et § = 20, afin d’obtenir
z telle que E(z) = 100 et V(z) = 2000. Pour générer les populations, le modele

général suivant a été utilisé :

Yi = Po + frzi + €, (4.1.1)
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ot E,, (&) = 0, Ep(ei¢5) = 0 pour i # j et V(&) = 0¢;. Les seize populations ont
été générées en faisant varier les coefficients gy, 51 et ¢;, la taille de la population
N, ainsi que la composante o2 afin de faire varier la corrélation entre la variable y

et la variable x. La variable y a été générée selon 4 choix d’ensembles de coefficients

Bo, B1 et ¢ :

Yi = 2a; + €, avec ¢; = 1y (4.1.2)
y; = 2x; + €;, avec ¢; = x?/Q; (4.1.3)
y; = 200 + 2x; + €;, avec ¢; = 1; (4.1.4)
y; = 200 + ¢;, avec ¢; = 1. (4.1.5)

Pour les populations sous les modeles (4.1.2)-(4.1.4), nous avons utilisé deux

2 afin d’obtenir une corrélation entre la variable y et la

différentes valeurs de o
variable x de 0,6 et de 0,9. Pour les populations sous le modele (4.1.5), nous avons
utilisé deux différentes valeurs de o2 afin d’obtenir deux valeurs de CV(y) = s,/Y.
Pour chacune des situations, deux différentes tailles N de population ont été
utilisées, soient N = 100 et N = 500.

Pour chacune des seize populations, nous avons tiré K = 100000 échantillons
selon le plan de Poisson conditionnel décrit a la section 1.2.5. Les probabilités
d’inclusion d’ordre un, 7;, ont été définies de maniere a étre proportionnelles
a la variable auxiliaire x. Pour les populations de taille N = 100, nous avons
sélectionné des échantillons de tailles n = 10,20,40. Pour les populations de
taille N = 500, nous avons sélectionné des échantillons de tailles n = 25,50, 100.

Les caractéristiques des populations et des échantillons sont exhibées dans le
Tableau 4.1.

TABLEAU 4.1. Populations et échantillons de 1’étude 1

Bo B1 ¢ Corrélation N n

200 0 1 0,6,0,9 100 10, 20, 40
500 25, 50, 100

0 2 = 0,6,0,9 100 10, 20, 40
500 25, 50, 100

0 2 2% 06,09 100 10, 20, 40
500 25, 50, 100

200 2 1 0,6,0,9 100 10, 20, 40
500 25, 50, 100
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4.1.2. Comparaison des approximations

Pour chaque échantillon, I'estimateur du total d’Horvitz-Thompson (1.1.4) a
été calculé et sa variance estimée au moyen de la forme Sen-Yates-Grundy (1.1.8).
A partir de la forme générale de I'estimateur de variance (1.4.16), différents esti-
mateurs de variance ont été obtenus en y injectant les différentes approximations
des m;; (voir le Tableau 1.3 pour les coefficients correspondants). L’estimateur du
total de Héjek (1.5.1) a également été calculé et sa variance estimée au moyen
de la forme Sen-Yates-Grundy (1.5.3). Encore une fois, différents estimateurs
de variance ont été obtenus a partir de la forme générale (1.5.4) au moyen des
coefficients présentés au Tableau 1.3. En tout, 11 estimateurs de la variance ap-
proximative ont été calculés pour chaque estimateur ponctuel, soient I’estimateur
d’Horvitz-Thompson et l'estimateur d’Hajek.

Afin de mesurer le biais des estimateurs de variance, nous avons calculé le
biais relatif Monte Carlo (en pourcentage). Nous avons également calculé leffi-
cacité relative Monte Carlo des estimateurs de variance, avec comme référence
I’estimateur Sen-Yates-Grundy, Vsyc. Dans ce qui suit, Y représente un estima-
teur du total de la population (?HT, ?H 4 Ou }70) et V est une notation générique
représentant n’importe quel estimateur de la variance. Le biais relatif Monte-Carlo

de I'approximation de la variance V du total Y est défini selon

RByc(V) = Buc(V) - MSExe ¥) x 100, (4.1.6)
MSE1c(Y)

ou

et

Notons que 6 est 1a valeur de estimateur 6 a Ditération k, pour k = 1,...,100 000.

La stabilité relative est calculée selon

~

MSE (V)

= ~ x 100
MSEuyc(Vsyea)

avec

MSE (V) = Eye(V — MSE e (V)2

4.1.3. Résultats

Les tableaux 4.2 a 4.17 présentent les résultats des approximations de la va-

riance de l'estimateur du total d’Horvitz-Thompson et de I'estimateur de Héjek.
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Pour chaque échantillon, nous présentons le biais relatif des approximations de la

variance totale et la stabilité relative correspondante en dessous.

TABLEAU 4.2. Modele (4.1.2) avec corrélation 0,9, pour Yar

N =n Vg Vpt Vs Vs Vps Vpir Vpa Vg Vgr Vpo Vg
100 10 007 -012 -031 -257 -284 -012 -0,09 -0,14 007 -1011 -0,14
99,88 97,36 96,38 93,656 93,27 97,34 97,41 97,29 99,83 82,68 97,30
100 20 017 000 -023 -275 -2.8) 001 007 -006 017 -500 -0,05
99.69 9500 93,84 91,60 91,46 94,98 9515 94,83 99.48 8756 94,87
100 40 -0,24 -0,34 -0,64 -3,97 -4,07r -0,20 -0,02 -0,52 -0,20 -2,83 -0,48
99,00 89,68 88,24 87,77 87,77 89,75 90,26 89,19 97,78 8624 89,31
500 25 -022 -025 -028 -0,72 -0,74 -025 -025 -025 -022 -424 -025
99,99 99,33 99,17 98,55 9852 99,33 99,33 99,33 99,99 93,07 99,33
500 50 -0,24 -026 -029 -0,76 -0,77 -026 -026 -027 -024 -226 -027
99,08 98,65 9848 97,00 97,89 98,65 93,66 93,64 9996 9563 93,65
500 100 -027 -030 -0.33 -0.86 -0.87 -030 -029 -031 -027 -130 -031
99,95 96,74 96,55 96,10 96,09 96,75 96,77 96,73 99,82 95,37 96,73

TABLEAU 4.3. Modele (4.1.2) avec corrélation 0,9, pour 9

N n Vs Vi Vs Vs V4 Vi Ve Ve Vur Vpo Vi

100 10 -9.43 -9,28 949 -1145 -11,69 -943 -926 -946 -927 -1836 -9,42
99,93 100,32 99,32 98,20 97,99 100,03 100,38 99,97 100,29 90,81 100,05
100 20 -4,76 -394 -422 -647 6,60 -4,76 -3.87 -484 -390 -874 -4,64
99,78 100,50 99,25 98,28 98,18 99,16 100,65 99,01 101,23 94,61 99,35
100 40 -2,16 4,68 426 1,04 105 207 501 -2,38 482 206 -1,28
99,18 107,14 104,99 100,82 100,69 94,99 108,21 94,45 111,66 100,27 96,09
500 25 -480 -4,79 486 -519 521 482 4,79 482 477 -860 -4,82
99,99 99,89 99,50 99,40 99,38 99,83 99,89 99.83 100,05 94,01 99,84
500 50 -2,93 -2,81 -289 -323 -324 -295 281 -296 -279 -4,76 -2,92
9998 99,79 99,49 99,32 99,31 99,59 99.80 99,58 100,18 96,81 99,63
500 100 -1,21 -054 -0,63 -1,001 -1,01 -124 -0,53 -1,25 -0,51 -1,54 -1,09
99,96 99,99 99,64 9942 99.41 98,98 100,02 98,95 100,90 98,23 99,19




TABLEAU 4.4. Modele (4.1.2) avec corrélation 0,6, pour Yy
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N n Vg V1 Vpa Vs Vps Vpi V2 Vu Vur Vpo Vg
100 10 0,04 0,02 0,00 -2,64 -2,94 0,03 0,05 0,00 0,04 -9,98 0,01
99,93 99,27 99,10 94,61 94,15 99,29 99,32 99,25 99,93 85,96 99,25
100 20 0,22 0,22 0,20 -2,86  -3,02 0,25 0,29 0,17 0,22 -4,79 0,18
99,80 97,76 9746 93,32 93,16 97,83 97,89 97,70 99,78 91,20 97,71
100 40 -0,10 -0,05 -0,08 -4,46 -4,58 0,14 0,26 -0,17 -0,08 -2,55 -0,15
99,21 90,99 90,28 90,79 90,94 91,39 91,56 90,84 99,00 88,41 90,88
500 25 -0,09 -0,07 -0,06 -0,59 -0,61 -0,07 -0,07 -0,07 -0,09 -4,07 -0,07
100,00 100,20 100,20 99,24 99,20 100,20 100,21 100,20 100,00 94,27 100,20
500 50 -0,23 -0,22 -0,20 -0,77 -0,78 -0,22 -0,21 -0,22 -0,23  -2,21  -0,22
100,00 100,28 100,27 99,37 99,35 100,29 100,29 100,28 100,00 97,53 100,28
500 100 -0,28 -0,27 -0,25 -091 -0,92 -0,27 -0,25 -0,28 -0,28  -1,26  -0,28
99,97 99,41 99,35 98,69 98,69 9943 99,44 99,40 99,99 98,27 99,40
TABLEAU 4.5. Modele (4.1.2) avec corrélation 0,6, pour Yy 4
N n Vg V1 VB2 Vs Ves Vp1r Vps Vg Vg Vpo Vg
100 10 -6,95 -6,83 -6,93 -921 -948 -6,92 -680 -6,95 -6,85 -16,15 -6,92
99,93 100,14 99,39 97,73 97,51 99,90 100,19 99,84 100,23 91,51 99,91
100 20 -3,25 -2,71 -284 -551 -5,66 -3,21 -263 -3,29 -2,71 -7,57  -3,16
99,79 100,11 99,08 97,80 97,72 98,92 100,26 98,78 101,08 94,83 99,08
100 40 -1,10 3,38 3,18 -0,69 -0,79 -0,93 3,71 -1,24 3,44 0,80 -0,56
99,14 104,20 102,40 97,97 97,87 93,93 105,26 93,38 109,88 97,57 94,89
500 25 -3,54 -3,52 -3,56  -397 -3,99 -3,54 -3,52 -3,64 -3,52 -7,38 -3,54
100,00 99,90 99,69 99,36 99,34 99,85 99,90 99,84 100,05 94,71 99,86
500 50 -2,25 -2,19 -223  -266 -2,67 -227 -2]18 -227 -2/18 -4,15 -2,25
99,99 99,77 99,53 99,29 99,28 99,57 99,78 99,56 100,19 97,24 99,61
500 100 -0,97 -0,59 -0,64 -1,13 -1,13 -0,99 -0,58 -1,00 -0,58 -1,59 -0,91
99,96 99,62 99,34 99,08 99,07 98,68 99,65 98,65 100,87 98,09 98,88
TABLEAU 4.6. Modele (4.1.3) avec corrélation 0,9, pour Yyr
N n Vg V1 VB2 Vs Ves Vpi Vb2 Vu Ver Vpo Vg
100 10 0,04 0,02 0,00 -2,64 -2,94 0,03 0,05 0,00 0,04 -9,98 0,01
99.93 9927 9910 94,61 9415 9929 9932 9925 99.93 8596 99,25
100 20 022 022 020 -28 -302 025 029 017 022 -479 0,18
99.80 9776 9746 9332 93,16 97.83 97.80 9770 99.78 9120 97.71
100 40 -0,10 -0,05 -0,08 -4,46 -4,58 0,14 0,26 -0,17 -0,08 -2,55 -0,15
99,21 90,99 90,28 90,79 90,94 91,39 91,56 90,84 99,00 88,41 90,88
500 25 -0,09 -0,07 -0,06 -059 -061 -007 -007 -007 -0,09 -4,07 -0,07
100,00 100,20 100,20 99,24 99,20 100,20 100,21 100,20 100,00 94,27 100,20
500 50 -023 -022 -020 -077 -078 -022 -021 -022 -023 -221 -0,22
100,00 100,28 100,27 99,37 99,35 100,29 100,29 100,28 100,00 97,53 100,28
500 100 -0,28 -0,27 -0,25 -091 -0,92 -0,27 -0,25 -0,28 -0,28  -1,26  -0,28
99,97 9941 99,35 98,69 98,69 99,43 99,44 9940 99,99 98,27 99,40
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TABLEAU 4.7.

Modele (4.1.3) avec corrélation 0,9, pour Y4

N n Vg V1 Ve Vps VB V1 V2 Vu Vur  Vpo Vr
100 10 -10,2 -10,33 -10,57 -12,43 -12,67 -10,b1 -10,30 -10,53 -10,33 -19,30 -10,49
99.94 100,77 99,77 9885 98,66 100,45 100,83 100,38 100,35 92,02 100,48
100 20 -530 -432 -464 -6,77 -6,90 -529 -425 -536 -429 -9.11 -513
99.80 101,18 99,92 99,10 99,02 99,68 101,35 99,53 10147 9552 99,90
100 40 -286 510 462 1,70 1,61 -277 543  -308 525 247  -1.78
99,25 109,39 107,07 102,82 102,68 9530 110,53 94,79 113,74 102,17 96,55
500 25 -5,20 -5,18 -5,25 -5,57 -5,58 -5,21 -5,17 -5,21 -5,16 -8,97 -5,21
99.99 9997 99.67 9950 99.48 99.92 9998 9991 100,05 9404 9993
500 50 -316 -301 -310 -343 -344 -318 -301 -3,19 -300 -495 -3,14
9908 99.93 99,61 9947 9946 9972 99,94 9971 100,19 96,88 99,76
500 100 -127 -044 -0,53 -0,90 -091 -129 -043 -1,31 -041 -143 -1,11
99,96 100,28 99,92 99,71 99,71 99,24 100,31 99,21 100,96 98,47 99,45
TABLEAU 4.8. Modele (4.1.3) avec corrélation 0,6, pour Yyr
N n Vg V1 Ve2 Vs Vs Vp Vo Vu Ver Vpo Vg
100 10 004 002 000 -264 -294 003 005 000 004 -998 0,01
99.93 9927 9910 94,61 94,15 9929 9932 9925 99.93 8596 99,25
100 20 0,22 0,22 0,20 -2,86 -3,02 0,25 0,29 0,17 0,22  -4,79 0,18
99,80 97,76 9746 93,32 93,16 9783 97,89 97,70 99,78 91,20 97,71
100 40 -0,10 -0,05 -008 -446 -458 014 026 -0,17 -0,08 -2,55 -0,15
99.21 90,99 90,28 90,79 90,94 91,39 91,56 9084 99.00 8841 90,88
500 25 -009 -007 -006 -059 -061 -007 -007 -007 -009 -407 -0,07
100,00 100,20 100,20 99,24 99,20 100,20 100,21 100,20 100,00 94,27 100,20
500 50 -023 -022 -020 -077 -078 -022 -021 -022 -023 -221 -0,22
100,00 100,28 100,27 99,37 99,35 100,29 100,29 100,28 100,00 97,53 100,28
500 100 -0,28 -0,27 -0,25 -0,91 -0,92 -0,27 -0,25 -0,28 -0,28 -1,26  -0,28
99.97 9941 9935 98,69 98,69 9943 9944 9940 99,99 9827 99,40
TABLEAU 4.9. Modele (4.1.3) avec corrélation 0,6, pour Yy
N =n Vp Vi V2 Vs Vps  Vp1i  Vpo Vu Ver  Vrpo Vg
100 10 -10,44 -10,25 -1048 -12,37 -12,60 -10,42 -10,22 -10,45 -10,25 -19,22 -10,40
99.94 10080 9981 9888 98,69 10047 100,86 10041 100,36 92,16 100,50
100 20 -526 -428 -459 -6,75 -6,88 -524 -421 -532 -425 -9.07 -509
99.81 101,23 99,98 99,16 99,08 99,70 101,39 9955 101,50 95,64 99,94
100 40 -2,76 518 472 1,74 1,66 -2,66 552 -297 533 255  -1,68
99,24 109,64 107,32 102,90 102,76 95,21 110,79 94,70 114,10 102,31 96,49
500 25 -517 -515 -522 -554 -556 -519 -515 -519 -514 894 -518
99.99 9996 99.66 9949 99.47 9991 9997 9990 100,05 9404 99,92
500 50 -3,16 -3,02 -3,10 -343 -344 -318 -301 -318 -300 -496 -3,14
9998 99.92 99.60 9945 9944 9971 99.93 99,70 100,19 96,88 99,75
500 100 -127 -046 -0,55 -0,92 -092 -129 -044 -131 -043 -145 -1,11
99,96 100,25 99,89 99,68 99,68 99,21 100,28 99,18 100,95 98,44 99,43




TABLEAU 4.10. Modele (4.1.4) avec corrélation 0,9, pour Yar
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N n Vg Vp Vs Vs Vps Vp1r Vpas Vg  Vgr Vpo Vg
100 10 0,29 0,07 -0,28  -2,18 -243 -0,08 0,10 -0,11 0,44 -994 -0,07
99.80 98,33 9702 94,79 9441 98,04 9840 97,96 100,15 80,61 98,05
100 20 034 074 034 -173 -18 -004 082 -0,12 1,14 -430 0,08
99.73 98,23 96,75 94,61 9442 9692 9840 9675 100,90 88,98 97,10
100 40 -090 4,76 423 155 147 -1,15 510 -147 519 214 -044
99,10 102,93 101,01 98,14 98,03 9448 103,73 9387 107,36 97,33 95,36
500 25 -0,07 -0,11 -0,18 -0,53 -0,54 -0,14 -0,11 -0,14 -0,04 -4,10 -0,14
99,99 9951 9919 98,88 98,85 9945 9952 9945 100,04 91,99 9946
500 50 -0,37 -0,30 -038 -0,74 -0,75 -045 -030 -046 -023 -2.30 -0,42
99,08 9933 98,99 9871 9870 99,10 9934 9909 100,17 9556 99,15
500 100 0,04 0,71 0,62 0,23 0,22 -0,04 0,72 -0,06 0,79 -0,30 0,12
99.95 9949 9913 98,81 98,80 9844 9952 9841 100,88 97,49 983,66
TABLEAU 4.11. Modele (4.1.4) avec corrélation 0,9, pour Y4
N n Vg Vp V2 VB3 Vs Vp1 Vp2 Vg Vgr Vpo Vg
100 10 -9,19 -9,09 -933 -11,22 -11,46 -9,23 -9,06 -9,26 -9,03 -18,18 -9,22
9991 99,79 98,66 97,32 97,07 99,54 99,85 9948 100,20 87,82 99,56
100 20 -4,71 -3,97 -429 -644 -6,57 -4,76 -390 -4,83 -3,89 -878 -4,64
99,76 99,84 98,49 97,23 97,11 98,73 100,00 98,58 100,92 92,85 98,87
100 40 -2,09 4,26 3,80 0,86 0,77 -2,04 4,59 -2,36 4,43 1,65 -1,32
99,12 104,72 102,68 99,41 99,30 95,63 105,64 95,06 108,37 98,62 96,45
500 25 -480 -4,80 -488 -5,19 -521 -483 -4,80 -4,83 -4,77 -8,61 -4,82
99,99 99,83 99,63 99,32 99,30 99,78 99,84 99,78 100,04 93,61 99,79
500 50 -2.84 -2,74 -283 -3,15 -3,16 -2,88 -2,74 -2,88 -2,71 -469 -2,85
99,98 99,73 99,42 99,23 99,22 99,54 99,74 99,53 100,16 96,57 99,58
500 100 -1,22 -0,59 -0,69 -1,06  -1,05 -1,26 -0,58 -1,28 -0,55 -1,59  -1,12
99,95 99,88 99,53 99,29 99,29 9895 9990 98,92 100,80 98,09 99,15
TABLEAU 4.12. Modele (4.1.4) avec corrélation 0,6, pour Yyr
N n Vg Vg1 Vpy V3 Ve Vpi Vpa Vg Vgr Vpo Vg
100 10 0,31 -0,02 -0,40 -2,23 -248 -0,09 0,01 -0,12 0,38 -10,02 -0,10
99.89 98,05 96,64 94,66 9429 97.86 98,12 97,79 100,01 80,20 97,86
100 20 040 036 -0,08 -2,04 -217 000 044 -007 076 -4,66 0,03
99.72 9771 96,14 9429 9412 9692 97.8% 96,75 100,30 88,50 96,98
100 40 -0,83 143 087 -156 -164 -1,08 1,75 -1,40 181 -1,11 -091
99,07 99,28 97,43 95,50 9541 94,87 99,97 94,26 102,91 94,36 95,20
500 25 -0,09 -0,14 -020 -057 -058 -015 -014 -016 -0,07 -413 -0,15
99,99 9945 9914 9381 9879 9941 9946 9941 100,02 92,02 99,42
500 50 -022 -022 -029 -0,66 -0,67 -029 -021 -029 -015 -221 -0,27
99,98 99,19 98,86 9856 98,55 99.04 9920 99,02 100,09 9546 99,06
500 100 -0,06 0,22 0,14 -0,27 -0,28 -0,13 0,24 -0,15 0,29 -0,78  -0,06
99,95 99,00 98,65 98,34 98,33 98,31 99,02 98,28 100,50 97,07 98,44
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TABLEAU 4.13. Modele (4.1.4) avec corrélation 0,6, pour 9

N =n Vg Vpr Vs Vs Vps Vp1r Vps Vg Vyr Vpo Vg
100 10 -5,80 -597 -6,26 -8,14 -838 -6,03 -595 -6,06 -5,75 -15,38 -6,04
99,88 98,17 96,89 95,23 94,92 98,06 98,23 97,99 99,95 83,34 98,04
100 20 -3,00 -2,92 -3,28 -536 -549 -3,22 -285 -3,30 -2,69 -7,78 0 -3,21
99,72 97,55 96,11 94,60 9446 97,02 97,70 96,87 100,08 89,63 97,03
100 40 -1,19 099 051 -2,19 -227 -129 1,31 -1,60 1,25 -1,53  -1,20
99,04 97,73 9595 94,06 93,98 94,35 98,41 93,76 101,87 92,97 94,46
500 25 -3,49 -3,53 -3,61 -3,93 -395 -3,55 -3,53 -3,b5 -3,48 -7,39 -3,55
9999 9955 99,26 98,99 9896 99,52 99,55 99,52 100,01 92,99 99,53
500 50 -1,96 -1,96 -2,04 -2,38 -2,39 -2,02 -1,96 -2,02 -1,90 -3,92  -2.01
99,98 99,29 98,99 98,74 98,73 99,18 99,30 99,17 100,07 9597 99,20
500 100 -1,00 -0,77 -0,86 -1,23 -1,23 -1,06 -0,76 -1,07 -0,71 -1,76  -1,00
99,95 98,94 98,61 98,36 98,35 98,40 98,97 98,37 100,35 97,21 98,51
TABLEAU 4.14. Modele (4.1.5) avec CV(y) = 0,9, pour Yyr
N n Vg V1 Vpa  Vps Vs Vpr  Vps Vg  Vgr Vpo Vg
100 10 021 005 -027 -223 -248 -0,13 008 -0,16 041 -995 -011
99.00 9841 9722 9475 9435 08,04 9848 97,96 100,26 81,11 98,07
100 20 0,21 0,81 0,43 -1,71 -1,84 -0,15 0,89 -0,23 1,19 -4,23 0,01
99,75 98,26 96,89 9447 94,28 96,52 98,44 96,35 101,38 89,15 96,78
100 40 -0,76 648 597 3,13 304 -1,00 683 -131 693 382 -005
99,13 105,79 103,79 99,78 99,64 93,06 106,72 92,46 111,95 99,39 94,42
500 25 -0,16 -0,20 -0,28 -0,62 -0,63 -0,24 -0,20 -0,24 -0,13 -4,20 -0,23
99.99 9950 99,19 9387 98,84 9944 9951 9943 100,05 92,01 99.45
500 50 -0,45 -0,36 -045 -0,79 -0,80 -0,b3 -0,36 -0,54 -0,28 -2.36 -0,50
99,98 99,31 98,99 98,69 98,67 99,05 9932 99,04 10020 9556 99,11
500 100 0,03 080 071 033 033 -006 082 -007 089 -021 0,13
99.95 9954 9918 9884 9883 9830 9957 9827 101,06 97,52 9856
TABLEAU 4.15. Modele (4.1.5) avec CV(y) = 0,9, pour Yga
N n Vg Vg Vpy Vs Vps Vpi Vps Vg Vgr Vpo Vg
100 10 -3,52 -390 -424 -6,06 -6,29 -3,89 -3,87 -3,92 -3,53 -13,b1 -3,92
99,87 96,89 9551 9389 93,57 96,90 96,95 96,84 99.73 8127 96,85
100 20 -1,77 -216 -257 -453 -4.65 -2,14 -2,09 -221 -1,79 -7,05 -2,20
9970 9560 94,08 92,70 92,55 9561 9575 9546 99,30 87,51 9549
100 40 -121 -1,57 -2,11 -451 -458 -142 -126 -1,73 -1,26 -4,04 -1,69
99,04 92,73 91,06 90,09 90,03 92,92 93,31 92,35 97,53 88,73 92,45
500 25 -2,10 -2,17 -224 -259 -260 -217 -217 -217 -210 -6,08 -2,17
99,99 9913 98,88 98,52 98,50 99,13 99,13 99,13 99.97 92,78 99,13
500 50 -1,07 -1,4 -122 -158 -1,59 -1,14 -1,14 -1,15 -1,08 -3,12 -1,15
99,98 9846 98,19 O7.87 97,85 9846 9847 9845 9991 9526 98,45
500 100 -0,72 -079 -087 -127 -127 -079 -078 -0,80 -0,72 -1,78 -0,80
99,95 96,99 96,71 96,44 96,44 97,00 97,02 96,98 99,68 95,46 96,98




TABLEAU 4.16. Modele (4.1.5) avec CV(y) = 0,6, pour Yy
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N n Vg V1 Vs Vs Vps Vp1r Vpas Vg  Vgr Vpo Vg
100 10 0,27 0,07 -0,27  -2,19 -244 -0,09 0,10 -0,12 0,44 -9,94 -0,08
99.90 98,36 9707 94,79 9441 98,04 9843 97,97 100,18 80,72 98,06
100 20 031 078 038 -171 -184 -0,06 085 -0,14 1,17 -426 0,07
99,74 98,25 96,80 94,59 94,41 96,84 98,43 96,67 101,01 89,03 97,04
100 40 -0,87 5,29 4,76 204 195 -1,12 5,63 -1,44 5,72 2,66 -0,34
99,11 103,62 101,68 98,56 98,44 94,20 104,44 93,59 108,40 97,84 95,19
500 25 -0,09 -0,13 -0,20  -0,54 -0,56 -0,16 -0,13 -0,17 -0,05 -4,12 -0,16
99,99 9951 99,19 9888 98,85 9945 9952 9944 100,04 92,00 99,46
500 50 -040 -032 -0,40 -0,75 -0,76 -048 -0,32 -048 -0,24 -2,32 -0,44
99,08 9933 98,09 9871 98,69 99,09 9934 9908 100,18 9557 99,14
500 100 004 075 066 027 027 -0,04 077 -006 084 -026 0,13
99.95 9951 99.15 9883 9882 9840 9954 9837 10094 97,50 98,64
TABLEAU 4.17. Modele (4.1.5) avec CV(y) = 0,6, pour Yy
N n Vg Vg Vpy V3 Vps Vpir Vpa Vg Vgr Vpo Vg
100 10 -352 -390 -424 -605 -629 -389 -3.87 -392 -353 -1351 -392
99.87 9689 9551 93,80 9357 9690 9695 96,84 99,73 8127 96,85
100 20 -1,77 -2,16 -257 -453 -465 -214 -2,09 -221 -1,79 -7,05 -2.20
99,70 95,60 94,08 92,70 92,55 95,61 95,75 95,46 99,30 87,51 95,49
100 40 -121 -157 -2,11 -451 -458 -142 -126 -1,73 -1,26 -4,04 -1,69
99,04 92,73 91,06 90,09 90,03 92,92 9331 92,35 97.53 88,73 92,45
500 25 -2,10 -2,17 -224 -259 -2,60 -2,17 -217 -2,17 -2,10 -6,08 -2,17
99,99 99,13 9888 9852 9850 99,13 99.13 99,13 99,97 92,78 99,13
500 50 -1,07 -1,14 -1,22 -158 -1,59 -1,14 -1,14 -1,15 -1,08 -3,12 -1,15
99,98 9846 98,19 97,87 97.85 9846 9847 9845 99.91 9526 9845
500 100 -0,72 -0,79 -087 -127 -127 -0,79 -078 -0,80 -072 -1,78 -0,80
99.95 9699 9671 96,44 9644 97,00 97,02 96,98 99.68 9546 96,98
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4.1.4. Discussion

Nous commencons par discuter du biais des estimateurs relatifs a I’estimateur
d’Horvitz-Thompson. Les estimateurs \A/'B, \731, \A/'BQ, \A/DI \A/Dg, \A/H, \A/HR, et \A/R
exhibent des biais négligeables (inférieurs a 1% en valeur absolue) dans tous les
scénarios. Les estimateurs \733 et \734 exhibent un léger biais lorsque N = 100
et le biais tend a augmenter lorsque la fraction de sondage n/N augmente. Pour
les populations de taille N = 500, le biais de ces estimateurs diminue avec des
valeurs inférieures a 1% en valeur absolue. Donc, il est peut-étre préférable de ne
pas utiliser % B3 et \% B4 pour des populations de petites tailles telles que N = 100.
Dans le cas de I'estimateur Vpo, on note que le biais peut étre appréciable pour
de petites tailles d’échantillon, mais que ce dernier diminue rapidement au fur et
a mesure que la taille de I’échantillon augmente. Ce résultat est attendu puisque
Pestimateur Vpo repose sur une approximation par série de Taylor, qui requiert
une taille d’échantillon suffisamment grande.

Plus généralement, on remarque que le biais diminue au fur et a mesure que
la taille de la population N et celle de I’échantillon n augmentent. Ce résultat
est cohérent avec les résultats existant dans la litérature qui suggerent que les
approximations des probabilités d’inclusion d’ordre deux, m;;, sont précises pour
des plans a grande entropie dans le cas de N et n grands. En fait, pour N = 500
tous les estimateurs ont une performance similaire en termes de biais si bien qu’il
n’est pas aisé d’identifier la meilleure approximation dans ce cas.

En ce qui concerne l'efficacité relative des estimateurs de variance, on note que,
dans la trés grande majorité des cas, cette derniere est proche de 100 bien que
légérement inférieure a 100. Cela est particulierement vrai pour N = 500, ce qui
suggere que les estimateurs approximatifs de la variance exhibent une stabilité tres
légerement supérieure a celle de 'estimateur de variance de Sen-Yates-Grundy.
La seule exception concerne l'estimateur Vpo qui exhibe une stabilité relative
significativement inférieure a 100 avec des valeurs avoisinant 80% dans certains
cas.

Pour ce qui est du biais des estimateurs relatifs a I'estimateur de Hajek, nous
remarquons des biais appréciables pour de petites tailles d’échantillon, ce qui
n’est pas surprenant puisque l’estimation ponctuelle ainsi que l'estimation de
la variance reposent sur des approximations de Taylor du premier ordre qui re-
quierent une taille d’échantillon suffisamment grande. Le biais relatif diminue
lorsque la taille de 1’échantillon n et la taille de la population N augmentent. En
termes de stabilité, on remarque que les estimateurs approximatifs exhibent tous

des valeurs tres proches de 100 dans tous scénarios.
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Finalement, on note que le modele utilisé afin de générer la variable y, le
coefficient de corrélation entre x et y et le coefficient de variation de y ne semblent
pas affecter les approximations de la variance en termes de biais relatif et de
stabilité.

4.2. ETUDE 2 : EN PRESENCE DE DONNEES IMPUTEES

Une seconde étude par simulation a été réalisée afin de comparer la perfor-
mance de différentes approximations de la variance pour 'estimateur du total
dans le cadre d’un jeu de données avec des valeurs imputées. Dans cette étude,
notre but est d’étudier la performance des approximations de la variance totale
pour 'approche a deux-phases et pour I'approche renversée (voir Chapitre 3) et

ce, pour différentes populations et mécanismes de réponse.

4.2.1. Populations et échantillons simulés

Un ensemble de différentes populations de taille N = 500 a été utilisé pour

réaliser I’étude. Pour ce faire, nous avons utilisé le modele général suivant
yi =z, 0 + e, (4.2.1)

ou x; = (1,1, x9;) est un vecteur de variables auxiliaires généré, B = (o, 41, 52)’
et un vecteur de parameétres, E,,(¢;) = 0, E,,(€;¢;) = 0 pouri # j et V,,(&;) = o?¢;.
Les populations ont été générées en faisant varier le vecteur de parametres 3, le
coefficient ¢; ainsi que la composante o2 servant a fixer le coefficient de corrélation
entre la variable y et la variable x.

Pour chaque population, nous avons d’abord généré la variable auxiliaire x;
selon une loi Gamma, de parametres of = 5 et ] = 20, de maniére a obtenir
x1 telle E(z1) = 100 et V(z) = 2000. Une deuxieme variable auxiliaire xo a été
générée selon une loi Gamma, de parametres of, = 10 et g5 = 20, de maniere a
obtenir x5 telle E(z5) = 200 et V(x) = 4000. Ensuite, la variable y a été générée

selon 3 choix de paramétres 3 et de coefficients ¢; :

y; = 2w1; + €, avec ¢; = xy; (4.2.2)
y; = 200 + 2xq; + €;, avec ¢; = 1; (4.2.3)
Y, = 2$1i + 31’21 + €;, avec ¢; = 1. (424)

Pour les populations sous le modele (4.2.2), nous avons utilisé deux valeurs de o2
afin d’obtenir un coefficient de corrélation entre la variable y et la variable x égal
a 0,6 et a 0,9.
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Pour chacune des populations, nous avons tiré K = 100000 échantillons selon
le plan de Poisson conditionnel décrit a la section 1.2.5 de taille n = 50, 100. Les
probabilités d’inclusion d’ordre un, 7;, sont définies de maniere & étre proportion-
nelles & la variable auxiliaire ;.

Dans chaque échantillon, la non-réponse a la variable d’intérét y a été générée
selon deux mécanismes de réponse : un mécanisme uniforme et un mécanisme
non-uniforme. Pour le mécanisme de réponse uniforme, toutes les unités ont la
méme probabilité de réponse, i.e., p; = pg pour tout . Nous avons utilisé deux
différents taux de réponses, soient pg = 0,5 et pg = 0,8. Pour le mécanisme de
réponse non-uniforme, la probabilité de réponse p; a été générée de maniere a ce

que la relation entre p; et la variable auxiliaire x; soit

_ exp(y + x1572)
1+ exp(y1 + 172)’

)

ol v, et v, sont des coefficients choisis de maniére a obtenir un taux de réponse
global moyen de 0,5 et de 0,8.

Pour remplacer les valeurs manquantes dans les populations obtenues au
moyen du modele (4.2.2), nous avons utilisé 'imputation par le ratio décrite a la
section 2.3.3. Dans les populations obtenues au moyen du modele (4.2.3), nous
avons utilisé I'imputation par la régression linéaire présentée a la section 2.3.2.
Pour les populations obtenues au moyen du modele (4.2.4), nous avons utilisé
I'imputation par la régression décrite a la section 2.3.1.

Les caractéristiques des populations et des échantillons sont exhibées dans le
Tableau 4.18.

TABLEAU 4.18. Populations et échantillons de I’étude 2

Bo B1 B2 ¢ Corrélation Mécanisme Taux de réponse N n
de réponse global
0 2 0 =z 0,9 Uniforme 0,5, 0,8 500 50, 100
Logistique 0,5, 0,8 500 50, 100
0 2 0 =z 0,6 Uniforme 0,5, 0,8 500 50, 100
Logistique 0,5, 0,8 500 50, 100
200 2 0 1 0,9 Uniforme 0,5, 0,8 500 50, 100
Logistique 0,5, 0,8 500 50, 100
0 2 3 1 0,9 Uniforme 0,5, 0,8 500 50, 100

Logistique 0,5, 0,8 500 50, 100
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4.2.2. Comparaison des approximations

Pour chaque échantillon, l'estimateur imputé du total (2.2.1) a été calculé.
Les approximations de la variance selon ’approche a deux-phases de Beaumont
et Bocci (3.2.18) avec les différents coefficients présentés dans le tableau 1.3 ont
été calculés, a I'exception de I'estimateur \A/po. Les approximations de la variance
selon l'approche renversée (3.3.7) avec les différents coefficients présentés dans
le tableau 1.3 ont aussi été calculées, a 'exception de I’estimateur Vpo. Cela a
conduit a un ensemble de 10 estimateurs approximatifs de la variance.

Les approximations de variance sont comparées de deux fagons, soient par le
biais relatif Monte-Carlo et par le taux de couverture Monte Carlo des intervalles
de confiance & 95%. Le biais relatif Monte-Carlo est calculé selon (4.1.6) avec
chaque approximation de la variance totale V et lestimateur du total imputé Y.
Pour calculer le taux de couverture pour 'approximation de la variance \A/, nous
avons premierement calculé un intervalle de confiance pour chaque estimateur

~

Yl(k) comme suit :
7 41,06y V.

De plus, le taux de couverture pour une approximation de la variance V est la
proportion des intervalles de confiance contenant le vrai total de la population Y.
Afin d’évaluer si les taux de couverture sont significativement différents de 95%,

on observe si le taux de couverture Monte Carlo est dans l'intervalle

10,95 x 0,05
41 il b
0:95 % 1,96 100000 ’

ce qui correspond a l'intervalle (0,9486; 0,9514). Dans la présentation des résultats,
a la section 4.2.3, on notera un taux de couverture significativement différent de
95% en gras. Notons que nous n’avons pas mesurer la stabilité Monte Carlo des
estimateurs de variance, contrairement a 1’étude avec données completes. Rap-
pelons que dans la simulation avec données completes, la stabilité relative est
proche de 100 dans tous les scénarios. C’est pourquoi, il ne nous a pas semblé

utile d’inclure cette mesure Monte Carlo dans cette section.

4.2.3. Résultats

Les tableaux 4.19 a 4.34 présentent les résultats des approximations de la
variance totale pour les différents modeles de la variable y et les différents mé-
canismes de réponse (MR). Pour chaque taille d’échantillon, nous présentons le
biais relatif des approximations de la variance totale et les taux de couverture cor-

respondants en dessous, et ce, pour les deux approches (Ap.), soient I’approche a
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deux-phases (D) et 'approche renversée (R). Rappelons que les taux de couver-
ture en caractéres gras sont les taux de couverture significativement différents de

95%.
TABLEAU 4.19. Modele (4.2.2), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,5

n Ap, Vg Vi VB2 Vs Vs Vp1  Vpo Ve Vur Vg
50 D -320 -321 -322 -332 -333 -321 -321 -321 -320 -321
93,56 93,57 93,57 93,55 93,55 93,57 93,57 93,57 93,56 93,57

R -217 -221 -226 -2,67 -2,68 -221 -221 222 -217 -222
93,52 93,52 93,51 93,47 93,46 93,52 93,52 93,52 93,52 93,52

100 D -1,08 -1,09 -1,10 -121 -121 -1,09 -1,08 -1,09 -1,08 -1,09
94,38 94,38 94,37 94,36 94,36 94,38 94,38 94,37 94,38 94,37

R -040 -044 -048 -093 -093 -043 -042 -045 -040 -045
94,32 94,32 94,31 94,26 94,26 94,32 94,32 94,32 94,32 94,32

TABLEAU 4.20. Modele (4.2.2), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,8

-~ ~

n Ap, Vg V1 Vpa Vs Vps Vpr  Vpo Vo Ver Vg
50 D -277 -281 -28 -3,10 -311 -281 -280 -281 -2,77 -281
94,10 94,11 94,10 94,07 94,07 94,10 94,11 94,10 94,10 94,10

R -050 -055 -0,61 -1,02 -1,03 -055 -054 -056 -0,50 -0,56
94,25 94,26 94,25 94,20 94,19 94,26 94,26 94,25 94,25 94,25

100 D 234 -237 -240 -269 -270 -2.36 -235 -238 -2.34 -237
94,43 94,44 94,43 94,39 94,39 94,44 94,44 94,43 94,43 94,43

R -0,10 -0,14 -0,20 -0,65 -0,66 -0,14 -0,12 -0,16 -0,10 -0,15
94,63 94,64 94,63 94,58 94,58 94,63 94,64 94,63 94,64 94,63

TABLEAU 4.21. Modele (4.2.2), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,5

~

Vg

~

n AP, i\/VB {\/Bl {}82 {\/B?) i\/YB4 <\/Dl \7D2 VH vHR

50 D -1,88 -1,89 -1,90 -200 -2,00 -1,89 -1,89 -1,89 -1,88 -1,89
93,74 93,74 93,74 93,72 93,72 93,74 93,74 93,74 93,74 93,74

R -1,77 -181 -185 -227 -228 -1,81 -181 -1.82 -1,77 -182
93,54 93,54 93,54 93,50 93,49 93,54 93,54 93,54 93,54 93,54

100 D -061 -061 -062 -0,73 -0,73 -0,61 -0,61 -0,61 -0,60 -0,61
94,46 94,46 94,46 94,45 94,45 94,46 94,46 94,46 94,46 94,46

R -1,00 -1,02 -106 -1,51 -1,51 -1,01 -1,00 -1,03 -0,99 -1,03
94,32 94,30 94,30 94,25 94,25 94,30 94,31 94,30 94,32 94,30
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TABLEAU 4.22. Modele (4.2.2), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,8

n Ap, Vg V1 V2 Vs Vs Vp1  Vpo Ve Vur Vg
5 D -1,9 -1,98 -201 -228 -229 -198 -198 -1,99 -1,96 -1,99
94,18 94,19 94,18 94,14 94,14 94,18 94,19 94,18 94,18 94,18
R -023 -027 -031 -073 -0,74 -027 -026 -027 -023 -027
94,30 94,29 94,28 94,22 94,22 94,29 94,29 94,29 94,30 94,29
100 D -191 -1,94 -1,97 -226 -227 -194 -1,93 -1,95 -191 -1,95
94,43 94,43 94,43 94,40 94,40 94,43 94,43 94,43 94,43 94,43
R -030 -034 -039 -084 -085 -033 -032 -035 -029 -0,35
94,58 94,57 94,56 94,51 94,51 94,57 94,57 94,56 94,58 94,57
TABLEAU 4.23. Modele (4.2.2), corrélation 0,6, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,5
n Ap, Vg V1 Vg2 Vs Vs Vp1  Vpo Ve Vwr Vg
50 D -320 -321 -322 -332 -333 -321 -321 -321 -320 -32I
93,56 93,57 93,57 93,55 93,55 93,57 93,57 93,57 93,56 93,57
R 217 -221 -226 -2,67 -268 -221 -221 -222 -217 -222
93,52 93,52 93,51 93,47 93,46 93,52 93,52 93,52 93,52 93,52
100 D -1,08 -1,09 -1,10 -121 -121 -1,09 -1,08 -1,09 -1,08 -1,09
94,38 94,38 94,37 94,36 94,36 94,38 94,38 94,37 94,38 94,37
R -0,40 -044 -048 -093 -093 -043 -042 -0,45 -0,40 -0,45
94,32 94,32 94,31 94,26 94,26 94,32 94,32 94,32 94,32 94,32
TABLEAU 4.24. Modele (4.2.2), corrélation 0,6, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,8
n Ap, Vg Vit Vp2 V3 Vpsy Vpr  Vpo Vg  Vgr Vg
50 D 277 281 -284 -3,10 -3,11 -281 -280 -281 -2,77 -2,81
94,10 94,11 94,10 94,07 94,07 94,10 94,11 94,10 94,10 94,10
R -050 -055 -061 -1,02 -1,03 -055 -054 -056 -0,50 -0,56
94,25 94,26 94,25 94,20 94,19 94,26 94,26 94,25 94,25 94,25
100 D -234 -237 -240 -269 -270 -236 -235 -238 -234 -2.37
94,43 94,44 94,43 94,39 94,39 94,44 94,44 94,43 94,43 94,43
R -0,10 -0,14 -0,20 -0,65 -0,66 -0,14 -0,12 -0,16 -0,10 -0,15
94,63 94,64 94,63 94,58 94,58 94,63 94,64 94,63 94,64 94,63
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TABLEAU 4.25. Modele (4.2.2), corrélation 0,6, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,5

n Ap, Vg Vi VB2 VB3 Vs Vp1  Vpo Ve Ver Vg
50 D -1,88 -1.8) -1,90 -2,00 -2,00 -1,89 -1,80 -189 -1.88 -1,89
93,74 93,74 93,74 93,72 93,72 93,74 93,74 93,74 93,74 93,74
R -1,77 -181 -1.85 -227 -228 -181 -181 -1,82 -1,77 -1,82
93,54 93,54 93,54 93,50 93,49 93,54 93,54 93,54 93,54 93,54
100 D -0,61 -0,61 -0,62 -073 -0,73 -0,61 -0,61 -0,61 -0,60 -0,61
94,46 94,46 94,46 94,45 94,45 94,46 94,46 94,46 94,46 94,46
R -1,00 -1,02 -1,06 -1,51 -1,51 -1,01 -1,00 -1,03 -0,99 -1,03
94,32 94,30 94,30 94,25 94,25 94,30 94,31 94,30 94,32 94,30
TABLEAU 4.26. Modele (4.2.2), corrélation 0,6, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,8
n Ap, Vp V1 Vpa  Vps Vpsy Vp1  Vpo Ve Ver Vg
50 D -196 -1,98 -201 -228 -229 -198 -1,08 -199 -1,96 -1,99
94,18 94,19 94,18 94,14 94,14 94,18 94,19 94,18 94,18 94,18
R -0,23 -0,27r -0,31 -0,73 -0,74 -0,27 -0,26 -0,27 -0,23 -0,27
94,30 94,29 94,28 94,22 94,22 94,29 94,29 94,29 94,30 94,29
100 D -191 -1,94 -1,97 -226 -227 -194 -193 -1,95 -1,91 -1,95
94,43 94,43 94,43 94,40 94,40 94,43 94,43 94,43 94,43 94,43
R -030 -034 -039 -084 -085 -033 -032 -035 -029 -035
94,58 94,57 94,56 94,51 94,51 94,57 94,57 94,56 94,58 94,57
TABLEAU 4.27. Modele (4.2.3), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,5
n Ap, Vg V1t Vpa Vs Vps Vpr  Vpo Ve Vur Vg
50 D -147 -1,38 -144 -1,71 -1,72  -152 -1,38 -1,53 -1,33 -149
92,92 92,98 92,97 92,92 92,92 92,96 92,98 92,96 92,94 92,96
R 067 074 067 028 027 060 075 059 08 063
92,96 92,98 92,98 92,93 92,93 92,97 92,98 92,97 92,97 92,97
100 D -042 022 015 -014 -0,14 -047 023 -049 027 -0,33
93,85 93,95 93,94 93,91 93,91 93,87 93,95 93,87 93,93 93,88
R -241 -1,77 -1,84 -226 -226 -248 -1,716 -250 -1,70 -2,34
93,48 93,59 93,58 93,53 93,53 93,50 93,59 93,50 93,57 93,52
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TABLEAU 4.28. Modele (4.2.3), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,8

n  Ap, \A/B \A/Bl \732 \733 \734 \AfD1 \702 \7H \A/HR \A/R

50 D -002 008 00l -0,33 -0,33 -0,08 0,09 -009 0,15 -0,05
92,99 93,02 93,01 92,98 92,97 93,00 93,02 93,00 93,01 93,00

R 123 132 124 08 085 1,15 133 1,15 139 1,19
93,07 93,11 93,11 93,05 93,05 93,09 93,11 93,09 93,09 93,10

100 D 003 077 070 033 032 -004 079 -006 084 0,12
93,66 93,78 93,77 93,72 93,72 93,67 93,78 93,67 93,76 93,69

R -045 030 022 -020 -020 -053 032 -055 037 -0,36
93,53 93,67 93,66 93,60 93,60 93,55 93,67 93,55 93,62 93,58

TABLEAU 4.29. Modele (4.2.3), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,5

n Ap, Vg V1 Vg2 Vs Vs Vp1  Vpo Ve Vwr Vg
50 D -153 -144 -150 -1,76 -1,77 -158 -143 -158 -1,39 -155
92,93 92,98 92,98 92,93 92,93 92,97 92,98 92,97 92,95 92,97

R 062 069 063 024 023 055 070 055 076 0,58
92,97 93,01 93,01 92,95 92,95 93,00 93,01 93,00 92,99 93,00

100 D -047 017 0,10 -0,18 -019 -052 0,18 -053 022 -0,38
93,85 93,95 93,95 93,92 93,92 93,88 93,95 93,88 93,94 93,90

R -249 -1.85 -192 -233 -234 -256 -1.83 -257 -1,78 -2.42
93,48 93,60 93,60 93,54 93,54 93,51 93,60 93,51 93,57 93,54

TABLEAU 4.30. Modele (4.2.3), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,8

~ -~ ~

n  Ap, Vp 7 Vpz Vs Vs Vpi  Vpa Vi Vur Vg

50 D -0,02 008 00l -033 -034 -008 0,09 -0,09 014 -0,05
92,99 93,02 93,01 92,98 92,97 93,00 93,02 93,00 93,01 93,00

R 123 132 124 08 08 1,15 1,32 1,15 139 1,19
93,07 93,11 93,11 93,05 93,05 93,10 93,11 93,09 93,09 93,10

100 D 003 078 070 033 033 -004 08 -006 085 0,13
93,66 93,78 93,77 93,72 93,72 93,67 93,78 93,67 93,76 93,69

R -045 030 022 -0,19 -020 -052 032 -054 038 -0,36
93,53 93,67 93,66 93,60 93,60 93,55 93,67 93,55 93,63 93,57
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TABLEAU 4.31. Modele (4.2.4), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,5

n  Ap, \AfB \731 \732 vBS \734 le \A/Dz VH \AfHR

Vi

50 D -0,38 -030 -0,37 -0,75 -0,76 -0,46 -029 -0,47 -0,22
92,92 92,94 92,93 92,88 92,88 92,92 92,94 92,92 92,93

R 038 -029 -036 -0,75 -0,75 -045 -0,28 -046 -0,21
92,92 92,94 92,93 92,88 92,88 92,92 92,94 92,92 92,94

100 D 030 1,08 099 056 056 022 1,10 020 1,16
93,77 93,92 93,90 93,83 93,83 93,79 93,92 93,79 93,87

R 031 109 1,00 058 057 024 111 022 1,17
93,77 93,92 93,91 93,83 93,83 93,79 93,92 93,79 93,87

0,43
92,92
0,42
92,92
0,39
93,81
0,40
93,82

TABLEAU 4.32. Modele (4.2.4), corrélation 0,9, N = 500, MR uni-
forme de moyenne 0,8

n Ap, {\/B {\/Bl vB? {\/BS i\/YBAL le {\/DZ \7H {\/HR

Vi

50 D -040 -027 -0,33 -0,75 -0,76 -046 -026 -047 -0,21
92,87 92,89 92,89 92,84 92,84 92,87 92,90 92,87 92,89

R -040 -027 -034 -0,75 -0,76 -046 -026 -047 -0,21
92,87 92,90 92,89 92,84 92,83 92,87 92,90 92,87 92,90

100 D -1,02 -0,10 -0,17 -0,63 -0,64 ~-1,08 -0,08 -1,11 -0,03
93,65 93,76 93,75 93,70 93,70 93,65 93,76 93,64 93,75

R -1,02 -010 -0,17 -0,63 -0,64 -1,09 -0,08 -1,11 -0,03
93,65 93,76 93,75 93,70 93,69 93,65 93,76 93,65 93,75

0,42
92,88
0,43
92,88
-0,90
93,67
-0,90
93,66

TABLEAU 4.33. Modele (4.2.4), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,5

-~ ~ -~

n  Ap, Vp Vi1 V2 Vs Vea Vpi Voo Vu Vur

~

Vg

50 D -052 -048 -055 -0,92 -0,92 -0,59 -047 -0,60 -0,40
92,48 92,50 92,49 92,44 92,44 92,48 92,50 92,48 92,48

R -052 -048 -055 -092 -092 -059 -0,47 -0,60 -0,40
92,48 92,50 92,49 92,45 92,45 92,48 92,50 92,48 92,49

100 D -0,62 -012 -020 -060 -0,61 -0,69 -0,11 -0,71 -0,05
93,45 93,56 93,56 93,52 93,52 93,51 93,57 93,51 93,53

R -062 -0,12 -020 -0,60 -061 -069 -011 -0,71 -0,05
93,45 93,56 93,56 93,52 93,52 93,51 93,57 93,51 93,52

0,57
92,49
0,57
92,49
-0,58
93,52
-0,58
93,52
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TABLEAU 4.34. Modele (4.2.4), corrélation 0,9, N = 500, MR lo-
gistique de moyenne 0,8

~ o~

n  Ap, Vg Ver Ve Vps Vs Vo Vp Ve Vur Vr

50 D -050 -045 -0,53 -0,89 -0,90 -0,58 -045 -059 -0,37 -0,55
92,65 92,70 92,69 92,64 92,64 92,68 92,70 92,68 92,66 92,68

R -049 -045 -053 -0,89 -090 -058 -045 -0,58 -0,37 -0,55
92,64 92,70 92,70 92,64 92,64 92,69 92,70 92,69 92,66 92,69

100 D 017 073 064 025 024 009 075 008 081 0,22
93,54 93,64 93,62 93,57 93,57 93,56 93,64 93,56 93,61 93,57

R 018 074 065 025 025 010 075 008 082 023
93,53 93,63 93,62 93,58 93,58 93,56 93,64 93,56 93,61 93,57
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4.2.4. Discussion

Nous remarquons d’emblée que, pour un scénario donné, tous les estimateurs
de variance exhibent des biais tres similaires. Il en est de méme pour la probabilité
de couverture qui varie tres peu d’un estimateur a I'autre pour un scénario donné.
En termes de biais, nous constatons que tous les estimateurs de variance exhibent
un biais relatif relativement faible avec des valeurs Monte Carlo inférieures a 4%
en valeur absolue. Lorsque la taille de ’échantillon est petite, 'approche a deux-
phases est légerement meilleure en termes de biais relatifs. Nous remarquons
aussi que le biais tend a diminuer au fur et a mesure que la taille de 1’échantillon
augmente. Ce résultat n’est pas surprenant car tous les estimateurs de variance
en présence de données imputées reposent sur un développement par séries de
Taylor, qui requiert une taille d’échantillon suffisamment grande.

Les taux de couverture des intervalles de confiance, sont tous statistiquement
significativement différents de 95,00%. Par contre, des taux de couverture entre
92% et 95% sont généralement considérés comme acceptables. De plus, le fait
d’observer des taux de couverture un peu plus faibles que 95,00% peut étre ex-
pliqué par le fait que les estimateurs de variance exhibent un léger biais négatif
dans la tres grande majorité des scénarios, conduisant alors a des intervalles un
peu trop courts.

Finalement, nous notons que le type de modele ayant servi a générer la po-
pulation, le coefficient de corrélation et le mécanisme de réponse ne semblent pas
avoir un impact significatif sur le biais et le taux de couverture.

En conclusion, tous les estimateurs de variance semblent avoir des propriétés
tres similaires pour un scénario donné en termes de biais relatif et de taux de
couverture. Choisir 'une des approximations n’est donc pas chose aisée car il est
virtuellement impossible de distinguer les approximations dans un contexte de

données imputées.



Chapitre 5

CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons proposé différentes approximations de ’estima-
tion de la variance. Ces approximations sont exprimées en fonction des probabili-
tés d’inclusion d’ordre un et ne dépendent pas des probabilités d’inclusion d’ordre
deux. Cette propriété permet d’éviter le calcul des probabilités 7;;, qui peut étre
difficile, voir impossible, dans certains cas. Les approximations de la variance sont
aussi exprimées en une simple somme.

Nous avons étudié le comportement des différentes approximations de la va-
riance pour l'estimateur du total d’Horvitz-Thompson et I’estimateur du total de
Héjek, selon différentes tailles de population et modeles de la variable y. Nous
avons remarqué que les approximations de la variance pour I'estimateur de Hajek
sont généralement plus biaisées que celles de I'estimateur d’Horvitz-Thompson.
Les approximations se comportent mieux lorsque la taille de la population et la
taille de I’échantillon sont grandes.

Nous avons aussi développé des estimateurs de variance en présence de don-
nées imputées. Deux approches ont été utilisées pour estimer la variance, soient
I’approche a deux-phases et 'approche renversée. Les approximations de la va-
riance sous les deux approches permettent encore une fois de ne pas avoir recours
aux probabilités d’inclusion d’ordre deux et de réduire la variance en une simple
somme.

Nous avons étudié le comportement des différentes approximations de la va-
riance en présence de données imputées avec 'approche a deux-phases et 1’ap-
proche renversée, selon plusieurs populations. Les simulations difféerent en termes
de taille de population, de taille d’échantillon, de modele de la variable y et de mé-
canisme de réponse. Nous avons remarqué que les approximations se comportent
mieux lorsque la taille de I’échantillon et le taux de réponse sont élevés. Les ap-

proximations sous les deux approches performent bien en termes de biais relatif
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et de taux de couverture. Lorsque la taille de 1’échantillon est petite, 'approche
a deux-phases est légerement meilleure en termes de biais relatifs.

Les différentes approximations de la variance se comportent généralement de
maniere semblable et permettent une estimation de bonne qualité tout en ne
requérant pas les probabilités d’ordre deux.

Dans ce mémoire, tous les échantillons ont été tirés selon un plan de sondage de
Poisson conditionnel. Il serait intéressant d’étudier la performance des différentes
approximations de la variance pour d’autres plans de sondage a grande entropie
tels le plan de Rao-Sampford ou le plan systématique randomisé.

Bien que nous ayons développé des estimateurs de variance dans le cas de mé-
thodes d’imputation déterministe, la généralisation au cas de méthodes aléatoires
est relativement aisée. En effet, dans ce cas, on compte un terme de variance ad-
ditionnel, la variance due a l'imputation, qui provient de la sélection aléatoire de
valeurs imputées. Ce terme ne dépendant pas des probabilités d’inclusion d’ordre
deux, il suffit de I'ajouter aux estimateurs de variance obtenus dans le cas de mé-
thodes déterministes pour obtenir des estimateurs de variance approximativement

sans biais dans le cas de méthodes aléatoires.
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Annexe A

ESTIMATEUR DE Vs DANS LE CAS DE
LA METHODE DE SARNDAL

En examinant la variance (3.2.10) conditionnellement & s et a s,., on a

S,ST)
(Z Z yly] Z Z Z gzgj

1€ES jEs Tij 1€ES JES Tij

Vairs = Em (\A/HT — Voai ¥

s ST) . (A.0.5)

En détaillant (A.0.5) en termes de répondants et de non-répondants, on obtient
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Détaillons les termes de (A.0.6) un a la fois. On a d’abord
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Puis, on a que

(ZZ 1—7)( 1—7‘3)Q “YiY;

1€8 JES

S sr>

Qll
y]"'z 1_Tz ?%2851“

7

S (1 - —mQ

1€ES JES 1€s
J#i
9 Qi
=2 > (1—r){d- ) (1 —r) e (A08)
i€s jES 1€s T

On a aussi que
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Finalement, on a que
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En additionnant les termes (A.0.7), (A.0.8), (A.0.9) et (A.0.10), on obtient
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Un estimateur sans biais de V7 est obtenu en estimant o2 par 52 en (3.2.13),

dans (A.0.11). On obtient alors 'estimateur (3.2.12). Finalement, un estimateur
de Vg est donné par (3.2.14).






Annexe B

ESTIMATEUR DE Vga,y DANS LE CAS DE
LA METHODE DE BEAUMONT ET BOCCI

On commence par écrire la variance (3.2.10) conditionnellement a s, a s, et a

y,-. On a alors
Vairs = En, (\A/HT - vn(ﬁf|578rayr>
- Em (VHT|S7ST;yr> - \A/vmzl"f7

étant donné que \A/m-lvf dépend uniquement des valeurs de y observées chez les

répondants. On a alors

~
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En estimant ¢ par 6% en (3.2.13), on obtient I’estimateur
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L’estimateur de Vg, est donc
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Annexe C

ESTIMATEUR DE Vyp

Afin de calculer Vg, examinons d’abord 'erreur due a la non-réponse. On a

YI—YHT—ZTZ%—FZ y—z— K
i€s ( i€s 7Tz ics i
_ Yi 1p—1 -1, Yi
= Z + Z T Z azzc Yi
ies i i€s ies i ics i
- Z yl + (XHT o ) - Z 7:310 yz %
i€s ¢ ics i ic€s '
:Zn{()?HT—)?T)/TT_lc;lwi+1}yi— %
ics i ics Ti
_ T Yi
= —9iYi — —
1ES T i€ES Ub;
1
= > —(rigi — L. (C.0.12)
i€s "

En insérant (C.0.12) dans la variance (3.2.3), on obtient
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L’estimateur de Vg est obtenu en estimant o2 par 62 en (3.2.13) et on obtient

Vyr =0 Z (rigi — 1)%ci. (C.0.14)
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Annexe D

ESTIMATEUR DE Vyrx

En insérant la décomposition de l'erreur qui est due a la non-réponse (C.0.12)

dans la variance mixte, on obtient
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L’estimateur de V,,;, est obtenu en estimant o2 par 52 en (3.2.13) et on obtient
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Annexe E

ESTIMATEUR DE V,

Remarquons d’abord que 'estimateur Y; dans le cas de I'imputation par la
régression peut s’écrire comme (3.1.2), qui est bien une fonction de totaux estimés.

Un développement de Taylor du premier ordre conduit a

SO B 1
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En ignorant les termes d’ordre supérieur, on peut approximer V, (ﬁ‘yy, r) par

V, (Vilyw.r) » 33 QEE;,

icU jeU

que 'on estimera par
Vi = SN %eiej, (E.0.17)

ou e; est donné par (3.3.3).






Annexe F

ESTIMATEUR DE V,

On commence par écrire
Vo = E,V,.E, (Y7 — Yy, r)

= Ervap (Z ri% + Z

(1 — Ti)CCIiP\)r . Zyz

yU7r>
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i€s ( ics ieU
€U €U €U

L’approximation (F.0.18) provient d'un développement de Taylor du premier
ordre en ignorant les termes d’ordre supérieur. La variance (F.0.18) peut donc

s’écrire comme
ieU
ou
!
& = Z(l — T’j)l'j Tr_lriazic;l — (]. — TZ‘).
jeu
On trouve finalement
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=
Un estimateur de la variance (F.0.20) est donné par
\72 =5’ Z g%
ies T

ol & est donné par (3.3.4) et 2 est donné par (3.2.13).



