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RESUME Ce document traite premiérement des diverses tentatives de modélisation et de simulation
de la nage anguilliforme puis élabore une nouvelle technique, basée sur la méthode de la frontiére
immergée généralisée et la théorie des poutres de Reissner-Simo. Cette derniére, comme les équations
des fluides polaires, est dérivée de la mécanique des milieux continus puis les équations obtenues
sont discrétisées afin de les amener & une résolution numérique. Pour la premiére fois, la théorie
des schémas de Runge-Kutta additifs est combinée a celle des schémas de Runge-Kutta-Munthe-
Kaas pour engendrer une méthode d’ordre de convergence formel arbitraire. De plus, les opérations
d’interpolation et d’étalement sont traitées d’un nouveau point de vue qui suggére 'usage des
splines interpolatoires nodales en lieu et place des fonctions d’étalement traditionnelles. Enfin, de

nombreuses vérifications numeériques sont faites avant de considérer les simulations de la nage.

MOTS CLES Nage, simulation, analyse numérique, équations aux dérivées partielles, équations de
Navier-Stokes, interaction fluide-structure, méthode de la frontiére immergée, méthode de Runge-

Kutta, théorie non-linéaire des poutres.






ABSTRACT This paper first discusses various attempts at modeling and simulating anguilliform
swimming, then we develop a new technique, based on a method of generalized immersed boun-
dary and the beam theory of Reissner-Simo. Subsequent to the derivation of the equations of polar
fluids, the beam theory is derived from continuum mechanics and the resulting equations are then
discretized, allowing a numerical solution. For the first time, the theory of additive Runge-Kutta
schemes are combined with the Runge-Kutta-Munthe-Kaas method to generate schemes of arbi-
trarily high formal order of convergence. Moreover, the interpolation and spreading operations are
handled from a new point of view that suggests the use of interpolatory nodal splines instead of
spreading traditional functions. Finally, many numerical verifications are done before considering

simulations of swimming.

KEYWORDS Swim, simulation, numerical analysis, partial differential equations, Navier-Stokes
equations, fluid-structure interaction, immersed boundary method, Runge-Kutta method, non-

linear beam theory.
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Chapitre1
INTRODUCTION

La nage et le vol fascinent depuis toujours ’homme qui envie la grace et I’agilité des poissons
et des oiseaux, et cela encore aprés avoir maitrisé lui-méme 'art du voyage aérien ou sous-marin.
D’ailleurs, c’est dans la perspective d’améliorer nos propres moyens de locomotion que plusieurs
chercheurs étudient celles des animaux, car leurs performances, en efficacité et en manoeuvrabilité,
dépassent encore ce que nous pouvons faire.

La nage anguilliforme, c’est-a-dire celles des animaux aquatiques filiformes (voir la ﬁgur,
se démarque par le grande nombre de degrés de liberté du corps du nageur ainsi que par sa relative
simplicité. En fait, cette locomotion est considérée comme primitive, se retrouvant chez les vers
tandis que la plupart des poissons ont évolués vers la nage caudale. Les organismes les plus communs
chez qui l'on retrouve ce moyen de propulsion sont, bien entendu, les anguilles, mais aussi les
nématodes (un type de vers), les sangsues, et les lamproies. Ainsi, la nage anguilliforme est utilisée
a des échelles largement différentes, d'un nombre de Reynolds de 10~3 jusqu’a 103.

Aussi simple qu’elle parait, ce type de nage souléve déja plusieurs questions : comment le mou-
vement du corps produit-il une poussée 7 comment la morphologie affecte-t’elle la performance de la
nage ? ou encore : quelle est la résistance des muscles 7 Un bon modéle est en mesure de répondre a
ces questions : il suffit en principe de modifier les paramétres et d’en identifier les conséquences. En
affinant nos simulations, nous espérons étendre notre compréhension des organismes. Par exemple,
il est difficile de croire que les nématodes, qui sont étudiés en sciences médicales comme des orga-
nismes multicellulaires trés simples — avec seulement dans ’ordre de la centaine de cellules nerveuses
— savent pourtant adapter leur mouvements a la viscosité du fluide : une simulation compléte de

ces vers de moins d’un millimétre pourrait élucider ce mysteére.

1.1 REVUE

La nage d’organismes aquatiquesﬂ et plus récemment, de robots nageurs, a intéressé de nom-
breux scientifiques qui en ont construit des modéles fideles (voir [I03]) dont I’analyse est d’autant
plus facile que les capacités de l'informatique grandissent et que les méthodes numériques, qui en

rendent 1'usage possible, s’affinent.

1.1.1 MODELES USANT DE FORCES HYDRODYNAMIQUES APPROXIMA-
TIVES

Il est possible, sans avoir & déterminer le champ de vitesse environnant, d’approximer les forces

sur le nageur : cette méthode était la seule qui soit raisonnable avant ’arrivée d’ordinateurs suffi-

1. ou plutét, les nages, car elles sont variées [96]
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Anguilliforme Subcarangiforme Carangiforme Thunniforme

Anguille Saumon Maquereau Thon

FIGURE 1.1 — Différentes nages et leur espéces représentatives

samment puissants pour permettre la résolution des équations de Navier-Stokes. Ce sont les travaux
novateurs de Gray [46-48] qui ont inspiré les théories de Lighthill [68472], de Taylor [I11] et de Wu
et Newman [83] 84, TT8HI23] qui forment maintenant la base des développement actuels dont [89)]
fait un résumé.

Un exemple est celui de Chen et al. [19] qui en 2011 « construisent » une sangsue, dont le
mouvement est calqué sur celui observé en laboratoire, avec 18 liens rigides et 17 joints sans friction
qu’ils immergent dans un fluide dont les forces sont données par la théorie des forces résistives
de Taylor [1I0l I1I] adjointe & la théorie des forces réactives de Lighthill [68]. L’approche de
Lighthill est aussi choisie en 2008 par Singh et Pedley [102] pour étudier les virages. En 2007,
Lauga [67] étudie analytiquement la nage flagellaire avec un modéle linéaire pour la flagelle et les
forces résistives pour le fluide. Onze ans auparavant, Jordan [55] a développé un modéle comparable
pour le nageur (aussi une sangsue) et les forces hydrodynamiques, mais le mouvement était généré
par Pactivation de « muscles » viscoélastiques. Dans son article de 1993, Ekeberg [33] emploie
des forces hydrodynamiques et un modeéle du corps comparables, mais ’activation musculaire est
contrdlée par un réseau neural avec la déformation du corps du poisson comme entrée.

A la vue de la complexité des équations de Navier-Stokes, il est remarquable que ces techniques
apparemment fort inexactes produisent des résultats convaincants dans la plupart des cas, mais
c’est possible car ces cas ont été judicieusement choisis pour ne pas trop sortir de leur domaines
de validitée. A ce sujet, Eldredge [37], en donnant une équation du mouvement d’un corps (& la
cinématique imposée) ou les effets des forces inertielles et visqueuses sont clairement divisés, permet

de mieux comprendre les biais des diverses approximations.
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1.1.2 NAGE INALTERABLE

Une autre avenue trés empruntée [, [11], [16] [T'7, 20} 27, 34}, 37, 38|, 43}, 51, 53], 57} (58, [64, [79, [80,
89, [125], 128] pour simplifier le modéle de la nage est d’omettre les forces internes de lorganisme
et d'imposer la cinématique de la nage, c’est-a-dire que la forme du nageur est prescrite par une
fonction issue, soit de ’observation, soit d’une optimisation sur une mesure de 'efficacité de la nage
(comme la poussée, la distance parcourue ou ’énergie dépensée). De plus, la plupart des auteurs se
concentrent sur la nage a vitesse de croisiére contrairement a Hu et al. [52 53] qui choisissent de
simuler le freinage et l'inversion de la direction de la nage comme certaines espéces le font dans la
nature.

Parmi les modeéles les plus simples, on note ceux de Kajtar [57H59] et Eldredge [34H36] qui font
nager, en deux dimensions et dans un fluide vérifiant les équations de Navier-Stokes, trois ellipses
qui pivotent autour de deux articulation. Kajtar et Monaghan étudient aussi ces nageurs avec une
« peau » empéchant le fluide de passer entre les ellipses [56, [59]. Cependant, la méthode utilisée
pour la simulation différe : SPH (smoothed particle hydrodynamics ou hydrodynamique de particule
lissées) pour Kajtar et VVPM (wiscous vortex particle method ou méthode des vortex visqueux
discrets).

Afin de diminuer encore la complexité du probléme, Kanso et al. [60] étudient analytiquement
(et géométriquement) en détail le méme cas, mais avec un fluide idéal irrotationel, puis utilisent la
méthode des éléments-frontiéres (BEM, boundary element method) pour obtenir quelques résultats
numériques. Une approche comparable est celle de Munnier et al. [I7, [T9H8T] ot une théorie basée
sur les équations d’Euler-Lagrange (qui décrivent a la fois la dynamique du fluide et des corps
immergés) supporte la création d'un toolbox MATLAB (BIOHYDRODYNAMICS TOOLBOX ou BHT).
Kelly et Xiong [61] s’intéressent aussi & un fluide parfait planaire, mais ils y immergent un hydroptére
(une aile immergée ou hydrofoil en anglais) dont ils varient légérement la forme afin de le propulser.

Afin d’étudier et de comparer les effets de la forme et de la cinématique de la nage, Boraz-
jani et Sotiropoulos [8] (voir aussi [7, [@]) simulent en trois dimensions la nage carangiforme puis
anguilliforme pour deux anatomies différentes, celles d’'une anguille et d’'un maquereau. Les cal-
culs sont effectués par la méthode hybride cartésienne de la frontiére immergée (hybrid Cartesian
immersed-boundary) décrite dans [43], ou la nage inentamable est utilisée pour tester la méthode
numérique. Comme le mouvement du centre de masse n’est pas connu a ’avance, les équations de
Navier-Stokes sont formulées dans le référentiel du nageur, contrairement & la technique utilisée par
Yang et al. [I125] ou la position et I'angle (le modeéle est bidimensionnel) sont des inconnues; une
autre différence est que dans ce dernier article, le fluide est discrétisé par la méthode des volumes
finis.

Un exemple d’optimisation de la natation est donné par Kern et al. [63, [64] qui utilisent un
algorithme évolutif pour déterminer les paramétres optimaux au point de vue de 'efficacité d’une
nage a la cinématique imposée dans un fluide décrit par les équations de Navier-Stokes tridimen-
sionnelle. Les équations sont résolues par la méthode des volumes finis (finite volume element) et
des grilles Lagragienne-Eulérienne arbitraire (ALFE).

Une grande variété de méthodes sont utilisées autant pour discrétiser un fluide satisfaisant
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les équations de Navier-Stokes et un nageur que pour lier les dynamiques des deux. Par exemple,
Curet et al. [27] étendent Ialgorithme SIMPLER (semi-implicit method for pressure-linked equations
revised) [88] a linteraction fluide-structure et obtiennent une méthode adaptée a des nombres
de Reynolds de nul a modéré qu’ils utilisent pour simuler la nage d’une flagelle, d’'une méduse
et d’une larve de poisson zébre. Pour leur part, Liu et Kawachi [75] utilisent une méthode de
pseudo-compressibilité pour simuler la nage d’un tétard, alors que Zhang et al. [I128| développent
un algorithme combinant maillage adaptatif et solution itérative. Yao et al. [127] utilisent aussi
un schéma avec maillage adaptatif, mais combinent les méthodes de volumes finis multigrilles,
de la frontiére immergée et VOF (volume of fluid). Les différences finies et la transformation de
coordonnées permettent a Carling et al. [16] de faire nager une créature aquatique longiforme. Hieber
et Koumoutsakos présentent dans [51] une méthode de particules lissées réinitialisées avec frontiéres
immergées (remeshed smoothed particle hydrodynamics/immersed boundary ou rSPH-IB) qui leur
permet la simulation de la nage en deux ou trois dimensions dans un fluide. Une autre facon de faire
est celle de Shirgaonkar et al. [98] qui utilisent les multiplicateurs de Lagrange afin d’imposer le
mouvement du nageur au fluide sous-jacent et développent une méthode numérique correspondante
qui reprend certaines techniques de la méthode des frontiéres immergées. Enfin, Bergmann et Iollo
[5] représentent l’espace occupé par le nageur par une méthode de courbes implicites (level-set)
alors que l'interaction avec le fluide utilise la méthode de pénalisation [I] inspirée de la théorie de

Brinkman des matériaux poreux.

1.1.3 RESEAUX DE RESSORTS ET CHAINE DE TIGES RIGIDES

La contrepartie a simuler les forces internes au nageur est qu’il devient difficile de résoudre a
la fois les équations de la mécanique des corps déformables et les équations de Navier-Stokes, et
surtout, de coupler ces deux systémes de fagon stable. C’est sans doute pourquoi Farnell et al.
[39] étudient le cas d’une chaine de tiges rigides d’épaisseur finie dont ils obtiennent les équations
d’Euler-Lagrange avant d’y ajouter une force d’amortissement et la force du fluide (lequel est simulé
par le méthode des éléments finis).

Plutot que des liens rigides, Cortez et al. [24] prennent un réseau de ressorts activés périodique-
ment pour modéliser leur nageur; ils utilisent la méthode des fonctions de Green régularisées (me-
thod of regularized Stokeslets) pour la simulation de la nage de microorganismes (107% < Re < 1072)
pour laquelle ils assument un écoulement de Stokes. Par contre, pour un nématode (0,4 < Re < 4)
et une sangsue (Re ~ 1000), les équations de Navier-Stokes sont résolues et le couplage avec 1'or-
ganisme est faite par la méthode de la frontiére immergée. L’avenue enpruntée par Tyson et al.
[I13] est comparable, mais leur réseau de ressorts viscoélastiques, qui devrait mieux modéliser les
muscles d’un nématode, ne leur a pas permis de produire une nage réussie.

Cela n’a pas empéché Tytell et al. [IT4] d’adopter un modéle semblable (mais en deux dimen-
sions) et d’étre les premiers a avoir simulé la nage ondulatoire d’un organisme (une lamproie) en
couplant un corps élastique avec un fluide visqueux incompressible (en deux dimensions, Re ~ 10%).
La procédure numeérique est celle de [49], elle-méme un raffinement de la méthode de la frontiére

immergée créée par Peskin [90]. Le corps est modélisé par un réseau de ressorts avec au centre, le
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notochorde et, de chaque coté, les muscles qui sont activés périodiquement et qui ont une résistance
passive & ’étirement ; enfin, des ressorts relient les muscles aux ressorts centraux pour assurer une

certaine rigidité.

1.1.4 FILAMENT FLEXIBLE

Pour un nageur oblong comme une lamproie, une anguille ou un nématode, modéliser le na-
geur comme une tige unidimensionnelle devient naturel : c’est ce qu’ont fait Fauci et Peskin qui
développent dans [4I] un modéle de filament activé pour simuler la nage (repris dans [40]). L’in-
teraction entre le fluide (vérifiant les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles) et le filament
est faite via la méthode de la frontiére immergée; la force du filament sur le fluide (déduite d’une
énergie a dépendance temporelle) tend & donner au filament une forme prescrite. En comparaison,
McMillen et al. [77, [78] modélisent le nageur par la théorie des poutres de Kirchhoff (adjointe a
une relation constitutive régissant la courbure), mais ou l'effet du fluide est simplifi¢ par la théorie
des forces réactives. Leur schéma peut étre mis en parallele avec celui de Boyer et al. [I0HI3] qui
modélisent, en trois dimensions, le corps d’une anguille robotique par les équations de Poincaré de
la théorie des poutres de Cosserat [99HI01] tandis que les forces hydrodynamiques sont régies par
la théorie des corps filiformes de Lighthill (elongated body theory) [68]. Puisqu’il est déraisonnable
de modéliser un poisson non-filiforme comme une tige, Cheng et al. [2I] combinent une théorie des
plaques ondulantes immergées [22] a la théorie des poutres linéaire. On note aussi la recherche de
Eloy et Schouveiler [38] (basée sur la théorie linéarisée des ailes instationnaires de Wu [120]) ou le
mouvement du nageur est prescrit (choisi comme celui qui optimise la poussée), mais est exprimé

en fonction des modes vibratoires d’une poutre.

1.2 ENONCE DU PROBLEME

Nous cherchons a résoudre numériquement le probléme de la nage (dynamique interne du na-
geur, hydrodynamique et interaction), en particulier la nage anguilliforme des nématodes et des
anguilles. Nous désirons éviter les diverses approximations qui la rendent analytiquement soluble ;
en particulier, nous tentons de simuler une nage avec un nombre de Reynolds médian (Re ~ 1),
c’est-a-dire que le fluide n’est ni trés visqueux, ni trés peu, sans restriction sur 'amplitude du

mouvement.

1.3 SURvVOL

Nous traitons premiérement de la mécanique des milieux continus polaires, c’est-a-dire des corps
supportant une densité de couple, avant de la spécialiser & I’hydrodynamique par l'introduction de
la loi constitutive des fluides newtoniens incompressibles. Ensuite, nous reprenons la mécanique
des corps déformables et étudions son application aux corps filiformes, d’une fagon purement ciné-

matique au départ, mais, aprés nous étre convaincus que la théorie des poutres de Reissner-Simo
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n’est ni trop approximative ni trop lourde pour notre probléme, nous en établissons les équations
dynamiques. Il faut encore relier les deux modéles : nous les apparions par la méthode de la fron-
tiére immergée que nous exprimons initialement dans une formulation exempte d’approximations
numériques.

Notre premier effort de discrétisation des équations s’exerce sur ’évolution temporelle des sys-
témes couplés et résulte en I'usage combiné des méthodes de Runge-Kutta additives, qui permettent
de diviser le processus de solution en une partie explicite et une autre implicite, et des méthodes de
Runge-Kutta-Munthe-Kaas qui généralisent les méthodes de Runge-Kutta aux groupes de Lie et
nous servent & préserver exactement les contraintes cinématiques du nageur. Nous passons ensuite
aux discrétisations spatiales du fluide et du nageur qui font appel aux différences finies. Par la suite,
nous nous intéressons a ’aspect numérique de la méthode de la frontiére immergée généralisée, que
nous développons analogiquement & partir de sa formulation exacte.

Les équations discrétes doivent encore étre résolues, nous voyons en premier lieu comment
accélérer par la méthode de Newton leurs résolutions. Ensuite, nous résolvons 1’équivalent discret
des équations de Stokes-Brinkman via les transformées de Fourier discrétes. De plus, nous présentons
les nombreux algorithmes dont nous nous servons.

Avant de tenter de simuler la nage, nous vérifions exhaustivement nos techniques et leurs sub-
stantifications algorithmiques. Nous voyons ensuite comment nous paramétrons la nage et diverses

mesures empiriques que nous tentons de reproduire dans nos résultats finaux.
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MODELES

2.1 HYDRODYNAMIQUE POLAIRE

Les équations de Navier-Stokes sont certainement les équations aux dérivées partielles non-
linéaires les plus connues et étudiées, mais il est trés rare que le cas d’un fluide sur lequel s’exerce, en
plus d’une densité de force, une densité de couple, soit considéré. Cela introduit peu de changement
dans les développements, nous les détaillons quand méme par souci de complétude, mais aussi pour

faire ressortir les similarités avec la théorie déployée a la section suivante portant sur les tiges.

2.1.1 INTRODUCTION

Nous déduisons ici les équations du mouvement locales & partir de la conservation des moments
linéaire et angulaire; la procédure est standard (voir, par exemple, [44, chap. 5]), sauf que nous
introduisons, en plus d’une densité de force b, une densité de couple C. Nous montrons que ce
dernier ajout améne un nouveau terme dans les équations de Navier-Stokes qui peut étre assimilé
a une densité de force supplémentaire.

Nous travaillons dans la formulation eulérienne, les quantités d’intérét sont donc des fonctions
de la position eulérienne x € F et du temps t € 7 ou F C RY et 7 C R sont, respectivement, le
domaine occupé par le fluide et U'intervalle de temps considéré. Nous décrivons la dynamique du
fluide par le champ de vitesse u: F x T +— R et la densité (de masse) p: F x T — R¥. Le fluide
est soumis & une densité de force b: F x T — RN, 4 une traction t: F x 7 x RY — R et a une
densité de couple C: F x T +» RVXN,

Avant de déterminer les équations d’équilibre, quelques définitions et résultats sont nécessaires.
Soit P C F compact et dont la surface est lisse par morceaux et tg € T quelconque, on définit,
a partir du champ de vitesse u, la fonction & par 9§ (x,t) = u(x,t) et & (X, tg) = x de
fagon que & (P, t) rassemble les positions au temps t des « particules » dans P au temps to (en
particulier & (P, to) = P).

Théoréme 2.1. Théoréeme de transport de Reynolds

Soit une fonction scalaire q: F x T — R differentiable, alors
8t/ gdNuy = / g+ V - (qu) dVoy (2.1)
£ (P, 1) £o(P, 1)

Démonstration. 1l suffit d’utiliser successivement la régle de Leibniz (pour la différentiation d’une
intégrale) [42] et le théoréme de Gauss—Ostrogradsky [94] thm 10.51] :

o |
£

quvx:/ 8tquvx+/ qu-ndAdN_lsx:/ Oq+ V- (qu) dNuy.
(P, 1) €., (P.0) 08, (P, 1) €., (P.0)

to
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Le développement est détaillé dans [44] résultat 4.10] et [76, thm 1.1, chap. 2]. O

Ce résultat se généralise facilement & des champs vectoriels et & des tenseurs d’ordre supérieur,

en particulier, pour une fonction vectorielle g: F x 7 — R, nous avons
8t/ quvx:/ oq+ V- (g2 u) dVu,. (2.2)
£o(Ps 1) £o(Pot)

Théoréme 2.2. Théoréeme de Cauchy
Soitt: F x RN = RN continue et telle que

N-—1
oy 50 = Joptm) s (2.3)
P Jop 4% ex 7 .

alors il existe S: F — RY*N telle que
t(x, n)=S(x)n; (2.4)

autrement dit, t (x, n) est linéaire pour la normale n.

Démonstration. Voir [0, thm 1.9, chap. 2] ou [44] résultat 3.3] pour deux versions différentes de la

preuve. [

2.1.2 EQUATIONS D’EQUILIBRE

2.1.2.1 CONSERVATION DU VOLUME

Si nous imposons que le fluide soit incompressible, ¢’est-a-dire que

J

ou encore, en utilisant le théoréme de transport,

0o, |
£

en conséquence de I'arbitraire du choix de P et de tg, I’équation locale suivante est satisfaite

dVou, = / dVu, Vta, ty €T (2.5)
(P, ta) E4o(Ps 1)

to

dNoy = / V- udNoy, (2.6)
(P.t) & (P, t)

to

V.-u=0. (2.7)

2.1.2.2 CONSERVATION DE LA MASSE

La masse a 'intérieur d’un volume P est

m (PO = [ pdV (28)
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ou p: F X T — R est la densité de masse. Comme la masse est conservée, nous avons
My (P, ta) = myy (P, tp) Ve, th €T, P CF (2.9)

ou, de facon équivalente
8tmto(7), t) =0 Vto S T, PCF (210)

ainsi, nous avons localement

0=0p+V-(pu)=0p+Vp-u+pV -u. (2.11)

2.1.2.3 CONSERVATION DU MOMENT LINEAIRE

Le moment linéaire total de P est
PO = [ pudVe (2.12)
£ (P. 1)

y est associé la force

by, (P, t)z/ th_lsx—i—/ bdN v, (2.13)
0€.(P: 1) €4o(P 1)

ot t: Fx T xRN i RN est la traction (dont le troisiéme argument est la normale & la surface) et
b: F x T + RY est la densité de force.

L’équilibre du taux de changement du moment et de la force sur P donne
Oiley (P, t) = by, (P, ). (2.14)

En appliquant le théoréme de transport et en utilisant la conservation de la masse, le terme de

gauche devient

Oiliy (P, t) = / By (pu) + V - (pu @ u) AV
£(P0)

= / p (Ou+ (Vu)u) dV oy
£io(P.t)

= / pidN vy
£o(Po 1)

ol nous avons introduit la dérivée matérielle d’'un champ vectoriel eulérien
q4=0q+(Vq)u (2.15)

et avons utilisé ’hypothése simplificatrice que p est constant (dans le temps) que nous reprendrons

dans les développements subséquents. L’application du théoréme de Cauchy puis du théoréme de
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Gauss—Ostrogradsky au terme de droite nous améne :

b, (P, t) = / V-S+bdVu, (2.16)
€y(Pit)

to

ot S: F x T + RVXN est le tenseur de Cauchy (i.e. S(x, t)n =t (x, t, n)). La version localisée

de I’équation de conservation est
pu =V - -S+b. (2.17)

2.1.2.4 CONSERVATION DU MOMENT ANGULAIRE

Nous procédons a l'identique pour la conservation du moment angulaire ; nous avons :
8tjt0 (P, t) == Cto (P, t) (218)

ol moment angulaire s’écritﬂ
Ji, (P, t) = / x A pudN o, (2.19)
£o(P,t)
tandis que le couple pour le sous-domaine P a pour expression

C,, (P, t):/ xAth*15x+/ C+xAbdVu, (2.20)
0€,,(P. 1) £, (P 1)

ot C: FxT — RVXN est la densité de couple, I’aspect original de cette dérivation. Nous explicitons

I’équation d’équilibre pour trouver :

/ x A pudN vy :/ x A (Sn) dN—lsx+/ C+xAbdVu, (2.21)
Q 20Q Q

1. Pour sa généralité, nous utilisons le produit tensoriel antisymétrique plutét que 1'usuel produit vectoriel qui
n’est applicable qu’en dimension trois. La section traite des équivalences entre le produit vectoriel et le produit
tensoriel antisymétrique (défini par IEFI) ainsi que des relations entre tenseurs antisymétriques et pseudovecteurs.

10



Chapitre 2 ‘ Modeles 2.1 Hydrodynamique polaire

avec @ =& (P, t). Le premier terme de droite présente certaines difficultés, aussi nous le traitons

séparément :

/ xA(Sn) AV 1s, = & [ x@(Sn) - (Sn) @ xd¥ s,
09

©

N—-1
(xisj,knk — Siﬁknka) e e; d Sx

S— o—
©

8Xk (XiSj_’k - Si,ka) e; X €; dN’Ux

\
= N~ N~ N~ N

(67;’ij’}€ + xiakaj,k — 8Xk Si’ka — Si}kéj’k) e; RQe; dN’Ux

(Sj.i + %0, Sjk — O, Sikx; — Sij) € © €5 dV vy

L L

x A (V-8) —asym (S) dVuy

I
P

ou nous avons utilisé momentanément la convention d’Einstein pour la summation. Nous revenons

maintenant & I’équation de la conservation du moment angulaire sous sa forme locale
xApt=%xA(V-S+b)+C—asym(S)

que 'on peut réduire a
asym (S) = C (2.22)

en utilisant 1’équation Nous remarquons que, dans le cas ot C = 0 nous avons asym (S) = 0
ou encore, ST =8, ce qui est le résultat attendu en I’absence de couple.

Une version de I’équation a été développée par les fréres Cosserat [25] en 1909 : c’est une
forme simplifiée d’une équation plus générale donnée par Dahler et Scriven [29], qui ajoutait a la
théorie de Grad [45] la possibilité d’une densité de couple. Un fluide dont le tenseur de contrainte

de Cauchy n’est pas symétrique est appelé un fluide polaire [23, [26] [T05].

2.1.3 CARACTERISATION DU FLUIDE

2.1.3.1 RELATION CONSTITUTIVE

Nous supposons le fluide isotrope et Newtonien, c’est-a-dire que nous exigeons que la partie
symétrique du tenseur de contrainte de Cauchy soit une fonction linéaire du gradient de vitesse;

ces conditions imposent (voir [44, résultat 1.16]) que :
sym (S) =2psym (Vu) +7n(V-u)1L (2.23)

ol 4 est la viscosité dynamique (ou absolue) et 7, la viscosité de volume (ou de dilatation).

11



2.2 La théorie géométriquement exacte des poutres Chapitre 2 ‘ Modeles

2.1.3.2 INCOMPRESSIBILITE

La condition d’incompressibilité ajoute une contrainte interne (ou contrainte matérielle) au
fluide, il est alors naturel [44) §5.6] de séparer le tenseur de contrainte de Cauchy en les tenseurs de

contrainte réactif et actif définis implicitement par
S=S"+8S"etS": Vu=0 (2.24)

c’est-a-dire que la séparation est additive et que la puissance de St est nulle pour tout déplacement.

Le choix S* = —p1l (ot —p est un multiplicateur de Lagrange) s’impose puisque
S*: Vu=(—pll): Vu= —ptr (Vu) = —pV - -u=0.

Nous utilisons la relation constitutive d’un fluide newtonien isotrope et divisons le tenseur de

contrainte de Cauchy en ses parties symétrique et antisymétrique, ainsi :

V-S=V-(sym(S?) + asym (S%) — p1l)
=V 2usym(Vu)+n(V-u)l)+V-C—-Vp
=pAu+V-C—-Vp

2.1.4 SYNTHESE

Au final, nous avons donc les équations de Navier-Stokes

p(Ou+ (Vu)u)+Vp=pAu+b+V-C (2.25)
V.u=0. (2.26)

Nous remarquons qu’en posant simplement b’ = b+ V - C, nous obtenons leur formes usuelles.

2.2 LA THEORIE GEOMETRIQUEMENT EXACTE DES POUTRES

Nous avons besoin, pour modéliser le nageur, d’une théorie qui permet une grande amplitude de
mouvement, ce qui exclut d’emblée les linéarisations souvent utilisées en ingénerie. Par contraste
A ces derniéres, les modéles non-linéaires dits géométriquement exacts permettent de grandes dé-
formations sans la complexité de ’entiéreté des équations des milieux continus. Ils sont utilisés en
particulier pour les sutures, les cathéters et les tendons dans le développement de simulateurs pour
les chirurgiens [86], mais aussi pour des cordes ou des cheveux en animation par ordinateur. Enfin,
ces modeéles sont utilisés autant a trés petites échelles pour les nanotubes de carbone [I8] et les

brins d’ADN qu’a grande échelle pour détecter d’éventuelles ondes gravitationnelles [112].

12



Chapitre 2 ‘ Modeles 2.2 La théorie géométriquement exacte des poutres

2.2.1 CINEMATIQUE D’UNE TIGE DE COSSERAT

Cette sous-section a pour objectif de présenter une vue d’ensemble de différentes théories pos-
sibles pour un corps allongé afin de mettre en contexte le choix final et de mieux apprécier ’ap-
proximation qui I'engendre. Il est donc suffisant de ne traiter pour l'instant que la cinétique, et
de réserver le développement de la dynamique & plus tard, d’autant plus qu’il en sera grandement

simplifié.

2.2.1.1  TIGE AYANT UNE CONFIGURATION DE REFERENCE RECTILIGNE

En mécanique du milieu continu, la tige est un corps dont le mouvement peut étre décrit par une
fonction ¢: Bx T +— RV : (X, t) = ¢ (X, t) paramétrée sur ensemble B (contenu dans 'espace de
paramétrisation RY) des « étiquettes » des particules de la tige. Mais cette description n’exprime
pas le caractére filiforme de la tige et nous en cherchons donc une qui soit plus géométrique. Or une
tige est caractérisée par une dimension plus longue que les autres : a cette direction, nous associons
la ligne moyenne, et aux autres, les sections droites attachées a cette ligne. Nous désignerons le
mouvement de la ligne moyenne par 7: Z x T +— RV : (Xy, t) — r (Xy, t) ot Z est un intervalle de
R et, comme & la section T C R est l'intervalle de temps d’intérét. La direction « allongée »
sera désignée par d; et les directions perpendiculaires, par {da}inQ' Nous nommons les fonctions
do: I xT—RYN: (Xy,t) > dg, (Xq, t) les directeurs de la tige et imposons

da'dﬁ:(sa,ﬁ) Oz,ﬂ:L...,N

ainsi les sections droites sont les plans normaux a d; ou, alternativement, les plans générés par
les combinaisons linéaires de {da}gzz. Par contre, nous n’imposons pas la condition 0x,r = d;
pour garder la généralité du développement actuel et par anticipation de la discussion de la section
Pour I'instant, nous ne choisissons pas non plus de critére de sélection de la ligne moyenne,

quoique son nom soit suggestif.

FACTORISATION DE LA POSITION Nous pouvons maintenant réécrire ¢ en fonction de la ligne

moyenne, des directeurs et des déviations {wa}gzl a la ligne moyenne :

N
$(X, ) = (X1, )+ 3 o (X, t) da (X1, 1) (2.27)

13



2.2 La théorie géométriquement exacte des poutres Chapitre 2 | Modeéles

Nous pouvons réécrire de fagon a expliciter la rotation R qui relie les directeurs & une base de

I’espace de paramétrisation

le tenseur de rotation R: Z x T — RV*¥ est donc défini par
da(Xht):R(Xlat)Eaa azla"'vN

tandis que la position factorisée 1p: B x T — R est décomposée ainsi

N
11’ = Z 77Do¢Ea
a=1

Pour éviter d’étre redondant en laissant prendre la place de r par v, et puisque nous nous
intéressons & un objet filiforme, nous assumons que les déviations (par rapport a la ligne moyenne)

soient petitesP] Un critére pourrait étre
sup |[¢] < inf/ lox, || dX4 (2.28)
BxT T Jz

c’est-a-dire que la longueur de la tige doit étre beaucoup plus grande que le plus grand écart a la
ligne moyenne. Cette condition a aussi pour effet d’éviter que r s’éloigne trop de la tige elle-méme
puisque ||¢ — 7| = [|Rp|| = ||¢||. Ainsi, (2.28) est équivalent & demander que décrive bel et
bien une tige au sens d’un objet longiligne. Dans le cas d’une tige circulaire de longueur constante
L et de rayon constant k, la condition donne simplement

k< L.

Une condition importante doit étre imposée & 1 : pour une position le long de la tige X; fixée,
ce doit étre une bijection — continiiment différentiable et qui préserve l'orientation de 1’espace — de
la section

B(Xy)={Y € BlY; =X}

vers son image. Cela fait en sorte qu’aucune section ne soit dégénérée. Nous remarquons que nous
n’imposons pas que v elle-méme soit une bijection, cela serait d’ailleurs redondant puisque nous

avons déja r et R.

2. La nature de ces déviations est autre que celles des théories linéaires : la ligne moyenne r est une courbe
arbitraire (sauf qu’elle est continue et injective) représentative de la forme globale de I'objet filiforme qu’elle modélise.
Par contraste, la position factorisée @ ne sert qu’a donner au corps son volume, par ailleurs concentré autour de la
ligne moyenne.

14
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Si ¢ est connu, nous pouvons en déduire simplement 1 a ’aide de r et R
Yp=R ' (p—7)

d’ailleurs, 1 prend alors la méme forme que ¢ si nous prenons R" = R™!, ' = —R™'r et ¢’ = ¢.
En fait, ¢ est I’application d’une transformation euclidienne sur v qui est paramétrée sur Z et
représentée par la paire (R, ) dont 'inverse est (R_l, —R_lr). Cependant, I'étude approfondie
de cette voie nécessiterait les outils de la théorie des groupes de Lie, ce dont nous nous réfrénons;
le lecteur avide de la poursuivre peut se référer a Uarticle de Nardinocchi et al. [82] ou a ceux de
Boyer et al. [13], [14].

DEFORMATION  Nous souhaitons connaitre le tenseur de déformation F: B x T — R¥N*N de la

tige; il est défini comme le gradient de la déformation ¢

F=Vo¢
N
I

N
= (0x,¢) @ E1 + Z (0x,.0)®FE

a=2

N N
<8x1r+ aXl ZwaE +RZ(?X1'LZJQ a>®E1+Z RzaxawﬁEﬁ ®Ea

a=2 p=1

N N
= (3}(1T+QRZ@%EQ> ®E1 +RZ Zax(ﬂ/]ﬁEﬂ ®EO‘

a=1 a=1 \ =1

=(0x, 7+ Q(¢p—7))® Ey +R§: (Ox. %)@ E
a=1
=0x,7r+Q(p—7)) @ E; + RVY
oll nous avons été amené & définir la courbure spatiale du repére sur la tige Q: Z x T +— RY*N par
~ (Ox,R) R
Puisque R est orthogonal, nous pouvons vérifier que €2 est un tenseur antisymétrique
0=9x, 1L = dx, (RRY) = (9x, R)RT + R(0x,R) = @ + Qf

et qu’il est la vitesse (spatiale) de rotation du repére formé par les directeurs

0x,do = Ox,RE, = QRE, = Qd,

15
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VITESSE Il suffit de dériver pour trouver
hep =0+ (R) Y + R () =v+ W (¢ —7) + R ()

ot il est naturel de définir la vitesse v: T x T +— R et la vitesse angulaire W: T x T +— RVXN du

repére de la tige

v =0T

W = (;R)R'

A Tinstar de la courbure, W est antisymétrique et décrit la vitesse (temporelle) de rotation des

directeurs.

2.2.1.2 ADMISSIBILITE D’UNE CONFIGURATION

Une condition nécessaire pour qu’une configuration soit admissible est que le tenseur de défor-
mation F soit inversible et que son déterminant soit strictement positif partout a 'intérieur de la

tige et en tout temps. La forme particuliére de F nous améne au lemme suivant.

Lemme 2.3. Déterminant et inverse d’une matrice formée de l’addition d’une matrice inversible

et d’une dyade :

dét (M +a®b) =dét (M) (1+ (M 'a) - b) (2.29)
M~ 'a®bM~!

M+axdb) =M T+ (MTa) b

(2.30)

ot l'inverse existe sous condition que M™! existe et (M’la) -b#£—1.

Démonstration. L’expression pour U'inverse se vérifie en montrant que M +a ® b) (M + a ® b)_1 =

M+a® b)f1 (M+a®b) = 1. Le déterminant peut étre trouvé en montrant que les vecteurs
propres de 1l + (Mfla) ® b forment l’ensemble des vecteurs orthogonaux & b auquel est ajouté
M~la : les valeurs propres associées aux premiers sont toutes 1 alors que la valeur propre asso-
cie A M~ g est 1+ (M_la) - b, or le déterminant est le produit des valeurs propres et vaut donc
1+ (M_la) -b; enfin, le déterminant d’un produit de matrices est le produit de leur déterminants res-
pectifs, donc dét (M + a ® b) = dét (M) dét (I + (M~ 'a) ® b) = dét (M) (1+ (M~'a)-b). O

REFORMULATION Il parait maintenant simple d’inverser F, mais si V1) n’est pas inversible, RV
ne ’est pas non plus et le lemme précédent ne s’applique pas. Il suffit que 1 soit indépendant de
X1, c’est-a-dire que toute les sections soient déformées identiquement, ou que 1y = ¢ avec ¢ une
constante, c’est-a-dire que les sections demeurent planes.

Pour palier a cette difficulté, nous posons

x=v+XE;
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ainsi la position de la tige s’écrit
¢=r—Xid +Rx

et nous avons la relation

Vx=Vy+E ®E
11 suffit qu’aucune section de la tige ne soit dégénérée pour que V:x soit inversible; en effet,

N N

Z Z Ox VsEs® E,

a=2 B=2

est dans ce cas inversible dans le sous-espace perpendiculaire & F. Nous pouvons calculer le tenseur

de déformation en fonction de x

F=V¢
=RVYy + (0x,7+ Q2 (¢ —7)) R E;
=R(Vx—E1QFE)+(Ox,7r+Q(¢p—1)) Q@ E;
=RVx+ (Ox,r—di+Q(¢p—17))® E;
=RVx+v®E,;

De facon a simplifier la notation, nous posons v: B x T +— RY tel que

v=0x,7r—di1 +Q(¢p—71)
w+Q(p—r)

ainsi

F=RVx+v®E (2.31)

avec w la scission-extension spatiale de la tige.

Nous sommes préts & inverser le tenseur de déformation, nous trouvons
(RVX) 'v® E; (RVY) ™'
1+ ((RV)()*1 I/) -Eq
Vx) 'R E, (Vx) 'R}
1+ (v ' Rv) - By

F'=RVx) " -

= (v R

Nous pouvons vérifier quelles conditions sont nécessaires & I’admissibilité de la configuration ¢ en

calculant le déterminant de son gradient
4 , , —1 -1
0<da@q:daao®uVXW}+@vx)1a @-EQ

puisque R est une rotation, dét (R) = 1; de plus, ¥ préserve lorientation des sections, donc,
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localement

((Vx)’l RTu) Ey > -1

Globalement, il faut alors

i “TRpty). —
)?éfzs((VX) Ru) E, >-1

MESURES DE DEFORMATION Il est intéressant d’expliciter le terme v = Rfv qui intervient dans
<&

I'inverse et le déterminant

v=Rv
<&
= R9x,r — Rd; + RTQRy
=R'ox, 7 — E; + Q)
=w+ QP
<& <&
ol w = RTaxlr — FE est la scission-extension matérielle et Q est la courbure matérielle qui
<& <o

s’exprime en fonction de R par
Q2 =R'OR =R' (0x, RR") R=Rox,R
<&
En résumé, en excluant 1 et x, les mesures de déformation spatiales forment la paire
(w, Q) = (dx,7 — d1, x, RR)
tandis que les mesures de déformation matérielles forment la paire
(w. Q) = (Rfox,r - E1, R1ox,R)
<& <&
Ces mesures sont reliées par

<

2 = ROR' = 2 =R'OR
<
w=Ruw <= w=Rlw
<& <
Nous pouvons facilement vérifier que si la tige subit, en plus, une déformation rigide, c’est-a-dire
une composition de translations et de rotations — des transformations euclidiennes — (paramétrées

par le temps seulement), les mesures de déformations matérielles restent inchangées. En effet, si

nous notons la déformation aprés les transformations euclidiennes comme

¢ (X, t)=c(t) +A(t) (X, t)
c(t) + A1) (Xe, t) + A (D) R(Xy, t) % (X, t)
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alors, nous aurons

' (X, t) =c(t) + A(t)r (X, t),
d,, (X1, t) = A(t)d,, (X1, 1),

R (X1, t) = A(t) R (X, t),

Y (X, t) =9 (X, t)

ou nous remarquons que la déformation factorisée 1 est invariante, ce qui est attendu puisqu’elle dé-
crit justement la déformation hors transformations euclidiennes. Nous pouvons calculer les mesures

de déformations matérielles

W' = (R) ox, 7 — B, = RTATAOx,7 — E; = w, (2.32)
<

=w
<
{}/ = (R/)’r ox, R/ = RTATA({“)XIR = (027 (2.33)

et vérifier qu’elle sont invariables sous les transformation euclidiennes, ce qui n’est pas le cas de

leurs équivalents spatiaux

W =0x,r—d] =AOx,r—di) = Aw,
Q = ale/ (R/)T _ AaleRTAT — AQAT.

2.2.1.3 TIGE AVEC UNE CONFIGURATION DE REFERENCE DEFORMEE

Les développements précédents présupposaient une configuration de référence rectiligne, or, pour
nos besoins, nous devons traiter le cas d’une configuration de référence arbitraire. Cependant, au
lieu de paramétrer la configuration actuelle ¢ sur la configuration de référence ¢A), nous choisissons
de paramétrer les deux configurations sur le méme ensemble B. La déformation pertinente sera
alors ¢ o (}b_l.

¢
Bm¢<6>
¢ Qo
¢ =r—Xidi + Ry, ¢=7—Xidi +Rx
d, = RE,, d, =RE,

O, R = OR = RO
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Pour simplifier les développements subséquents, nous posons
dét (F)
A . N1 Htn
= —nl —1+<(Vx) Ru)~E1
et

Q=RVy, Q=RVx

Nous calculons maintenant le gradient de déformation de la configuration actuelle relativement a

la configuration de référence F = V (qb o qAbil)

F=FF!

A -1
= (RVY +rv® E)) (va +0® E1)

=QQ '+ (v ) e (QTE)
<
-Q (]1 41 (Q—lu -~ Q_lﬁ) ® E1> Q!
S
si nous posons
Q=QQ™"’
alors
F=Q+ % (1/ - Q:}) ® (Q—TEl) (2.34)
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Nous nous arrétons momentanément pour se convaincre que (2.34) a la méme forme que (2.31)
malgré le terme ¢. Montrons que %Q*TEl —F1E,

I
N N N

. N N
est la base réciproque de la base naturelle {FE } et FTE, est la

a=1

) N
or la base {F*TE }

a=1
normale & la surface X, = 0 aprés avoir été transformée par (;5 Ainsi, le role que gQ tE; joue

dans est celui que E; joue dans (2.3]] . Nous posons donc

v=v- Qv
Calculons maintenant sous quelle condition le déterminant du gradient de déformation est po-

sitif :
0 < dét ( ) L()

act (F)

s a1 4 . A1 . .= ,
Dongc, si indépendamment ¢ et ¢ sont admissibles, alors ¢po¢  1’est aussi. Une fois F calculé, nous
nous intéressons au tenseur des déformations de Cauchy-Green pour son invariance sous transfor-

Q'+ (F1E) @ (v-Q0)) (Q+ (v-Qp) o (FE))

Q-+ Qf (u - Ql/) ( TEl) n (F*TEl) ® (u - Qa) Q
o (8 *EI) (F

Qs (@ @s) o (18:) 115 (@ Q)
o (e o (5 im)

3. Nous pouvons facilement vérifier que (IA“*TEQ> . <f‘E5) =E.,- (f‘*lf‘Eg) = E,-Eg =4, 3. Les vecteurs

Il
F
=5

c

Il
O —

o TEl)

FE, (respectivement F’J‘Ea) sont dénoté par g, (respectivement g%) comme dans |2, §11.3] ou [85] §1.5.4], en
géométrie différentielle, il est commun de voir Fa (respectivement dz®) quoique dans [76], chap. 1] la notation eq
(respectivement e®) est utilisé.
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Le tenseur des déformations de Green-Lagrange en mesure la déviation par rapport a l'identité :

B} (e-1)
—5(Q1Q- 1) + sy (@' - Q'Qr) 0 (1B )

+ % Hu . Qf/HQ (ﬁ—TEl) ® (ﬁ—TEl) .

2.2.1.4 SIMPLIFICATIONS

Les développements ci-haut supposaient une forme relativement générale a 1 de sorte que ¢
permette tout les mouvements admissibles en mécanique des milieux continus « volumique » malgré
le caracteére filiforme du corps étudié. Cependant, il est utile, avant de passer a la discrétisation

numérique, de passer en revue différentes approximations analytiques présentes dans la littérature.

TIGE AFFINE Si nous imposons que les sections subissent une transformation homogéne qui les

laissent planes, mais sans empécher leur cisaillement nous obtenons la condition suivante

x(X)=U(Xy)X

avec U € RV*N gymétrique et définie positive telle que UE; = E;. Nous retrouvons [82].

TIGE DONT LES DIRECTEURS SONT ORTHOGONAUX  Si nous imposons les mémes conditions que ci-
dessus, mais que nous demandons de plus que les sections ne puissent étre que dilatées, et non pas

aussi cisaillées dans le plan perpendiculaire & d;, nous arrivons &
N
P (X) = Z o (Xl) XoEq
a=2
c’est-a-dire que le tenseur U défini ci-dessus doit étre diagonal :
N
U=E @E + Y 0a(X1)E,® E,

a=2

Nous pouvons interpréter cette cinématique introduisant les directeurs orthogonaux dfx = odq

avec 01 = 1 pour ainsi écrire
N
p=r+> Xod
a=2
et retrouver |2 §16.8].

TIGE DONT LES DIRECTEURS SONT ORTHONORMAUX  Si maintenant nous choisissons que les sections

demeurent rigides, il advient que
x(X) =X
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ou encore

U=1

Ainsi, la position s’écrit simplement en fonction des directeurs orthonormaux
N
¢ =r+ § Xada
a=2

et nous retrouvons la théorie de Reissner-Simo ou de Cosserat restreinte [4], [99], [2, §8].

TIGE DE KIRCHHOFF EXTENSIBLE Une condition supplémentaire peut étre adjointes aux précé-
dentes : il est commun de demander que les sections soient perpendiculaire & la ligne moyenne,
ainsi, en plus de

U=1

nous pouvons demander

(]1 —d1 ® dl)axl’l" =0
ce qui est équivalent & dx,r || dy.
TIGE DE KIRCHHOFF  La condition la plus sévére que nous considérons est d’ajouter aux précédentes

Iinextensibilité de la tige, d’ot
U=1

et
d, = 0ox,r <— w=0

Nous notons que cela implique que Ox, T est unitaire, ce qui améne que X; est I'abscisse curviligne
de la courbe 7. Cette théorie est celle développée par Kirchhoff [32] et correspond, lorsque la tige
est contrainte a se déplacer dans un plan & la théorie des elastica d’Euler-Bernouilli développée au
début du 18° siécle (voir [2], §8.21]).

2.2.1.5 MOTIVATION DU CHOIX DU MODELE

TRANSFERT DES CONTRAINTES DE LA TIGE AU FLUIDE Maintenant que nous avons exposé des modéles
simplifiés possibles pour la tige, nous montrons que certaines conditions poseraient probléme dans
I'interaction fluide-structure puisqu’il faudrait alors aussi imposer des contraintes au fluide.

Sans s’avancer aussi loin dans l'interaction fluide-structure que dans la section il nous faut

savoir que la ligne moyenne se déplace & la vitesse du fluide 1a ou elle se trouve
v=uor
et que les directeurs tournent avec la méme vitesse que le fluide
W =asym (Vu)or
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ou asym (Vu) est la vorticité du fluide.

INEXTENSIBILITE  Que la tige ne subisse aucune élongation implique que la quantité ||Ox,r| est

constante, d’ol

Ox, T - 0O, T

0= 0o, 7l = (2.35)
or, la condition de non-glissement nécessite dyr (X1, t) = uw (r (Xq, t), t) donc
Ox,0pr = (Vu) ox,r (2.36)
Ainsi, puisque nous supposons que 7 est continiiment différentiable, nous trouvons
0= ox,r - (Vu)ox,r) (2.37)

10x, 7|

ou, afin de retrouver la formulation de [74], 7 - (Vu) 7) = 0 avec 7 tel que ||Ox, 7|7 = Ox,T.

NON-SCISSION  Si la tige est sans cisaillement, cela impose que la tangente & la fibre moyenne r
soit aligné a I'un des vecteurs de la triade que nous choisissons comme étant d;. Nous remarquons
que, bien que 0x, 7 et dy soient paralléles, ils ne sont en général pas égaux, cependant nous pouvons

écrire Ox,r = ||0x, || d1. Par définition de W nous avons

Ody = Wd, (2.38)
o dx Box,m  Ox, T Bhdx
r 't r T -0 r
ddy = 0 < : )— m— —ox,r
T loxrll)  lloxarll EYE

mais nous savons que W = asym (Vu) et que I’équation ([2.36)) est vérifiee d’on

ox, 7 ((Vu)0x,7)
0x, 7l

asym (Vu) Ox,r = (Vu — ]1) ox,T

ou encore

asym (Vu)d; = (Vu — ||0x, 7| d1 - (Vu)dy) 1) d;.

Nous obtenons finalement
|0x, 7| sym (Vu) Ox, 7 = 0x,7r - ((Vu) 0x,7r) 0x,T (2.39)
ou, de fagon équivalente
sym (Vu)dy = ||0x, 7| d1 - (Vu)dy)dy. (2.40)

Ainsi, comme le remarquent Lim et al. [74], immerger une tige inextensible et sans cisaillement dans
un fluide impose des contraintes sur le champ de vitesse de ce dernier. Nous sommes donc amené

4 prendre un modéle au moins aussi complexe que celui de Reissner-Simo ou une chaque section
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N(N+1) N(N-1)
2 2

de la tige a degrés de liberté : N pour la translation via r et pour la rotation
via R. Or, les équilibres des forces et des couples déterminent exactement une cinématique ayant
ce nombre de degrés de liberté. Ainsi, nous choisissons le modéle de Reissner-Simo afin de ne pas
avoir & développer des équations d’équilibre supplémentaires que celles, usuelles, des forces et des
couples, quoiqu’il est tout a fait possible d’établir une équation d’équilibre pour les moments des

directeurs [93] ou de balance de I’étirement [82].

2.2.1.6  CAS D'UNE TIGE DE REISSNER-SIMO

RECAPITULATIF ET SIMPLIFIACTIONS Nous reprenons ici 'exposition de la section [2.2.1.3| en opé-
rant toute les simplifications qu’améne le choix du modéle de Cosserat restreint. Les positions des

configurations de référence et actuelle sont

<>

R N R N
=7+ Xada, p=r+Y Xoda
a=2 a=2

et leur tenseurs de déformation respectifs sont
F=R+0®E, F=R+v®E
ou

f/:a+fz(<}5—f«), v=w+Q(p—r1)

avec les mesures de déformation spatialles

O = 0x, 7 —dy, w=0x,T —di,
Q = dx,RRT, Q = dx, RRI.

FI1GURE 2.1 — Configuration d’une tige de Reissner-Simo tridimensionnelle
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Les tenseurs de déformation peuvent aussi s’écrire en fonction des mesures de déformation matérielles

F:f{(n+f1®E1)7 F:R<]1+V®E1>,
<& <&
N N
=0+ X,E., u:w+QZXaEa,
<o <& <o =2 <& <& <o =2
w=Rlox, 7 — Ey, w=Rlox,r— E, (2.41)
<& <o
g:z =R, R, 0 =R'ox,R. (2.42)

- -1 - .
F:R+E(V_R’>)®dl
1 .
ZR(]I—&-A<RTV—RTV)®E1>RT
S
1 i
~R(1+:(v-0)oB )R
S \o o
1 at
§<>
ol
ézdet(ﬁ)
-1+ E
o
N
:1+%.E1+ZXQ(QEQ) E,
a=2
N
=RI(0x,7) - E1 +) 2 X,
C1,«
a=2 ’

.- p N L , . ..
Nous rappelons qu’une condition nécessaire & ce que ¢ o ¢  soit une déformation admissible est

que les déterminants des gradients de ¢ et ¢ soient strictement positifs :

0<¢ 0<g¢
<1+I>E1 <1—|—II'E1
o o
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Nous pouvons expliciter v :
o

v=v—vrU
< <o <o
N R N
) N
= (w-4)+(2-9) Y XE,

pour conclure que les mesures de déformation matérielles sont additives. L’expression pour le tenseur

de Cauchy-Green se simplifie
= ]. ~T A ~ ].A ~-‘_ A 1 NT N 2/‘ ,
C=1+;(Rlv-p)od+ dio(Rlv-0)+ 5 |Rv-o diod
S S S

2, N
v di®d
<o

2 - N 1
S ° S

tout comme celui de Green-Lagrange

- 1 N . 1 2, .
E— —sym (RI) ® dl) + = HVH d @ d,.
¢ o 2¢2 llo
Nous sommes alors tenté de calculer sa trace
- 1. 1 .2
tr (E) =0 Bit g |2

afin de pouvoir utiliser le modéle de St-Venant Kirchhoff [44, eq. 7.2]
P-—F ()\tr (E) 1+ 2ME)

ou P est une loi constitutive pour le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. Cependant, intégrer cette
derniére expression s’avére difficile, et ce, alors que nous verrons qu’une loi constitutive linéaire en

les mesures de déformations est suffisante pour nos besoins.

2.2.1.7 INTERPRETATION DES MESURES DE DEFORMATION POUR UNE TIGE DE REISSNER-
SIMO TRlDlMENSlONNELLE

ELONGATION PURE  Soit une tige de configurations

r = iXiey,

QU
s
I
0
2

r = MX161,

S
I
o

S

4. Cette section s’inspire largement de [2] chap. 8, §6].
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alors

CISAILLEMENT PUR  Soit une tige de configurations

’IA° = X1 (61 —+ ,[1,262) s

S
Q
®
g

Q
®
Q

r =X (e1 + pzez),

alors

et les courbures sont nulles. La scission (dans le plan généré par d; et dg) est définie comme

d"d2=§;"E2=M2—ﬂ2-

TORSION PURE  Soit une tige de configurations

T :Xlel, &1 = e, &2 = COS (,&Xl)fiz + sin (ﬂX1)63, dg = COS (ﬂXl)eg — sin (ﬂXl)eg,

r=Xje;, di=-e;, ds=cos(uX;i)es+sin(uXi)es, ds=cos(uX;)es—sin(uXi)es

Ox,ds = pds, Ox,dz = —pdsy,

Ox, T = dy, dx,d; =0,
Ox,d3 = —pdy

Ox,r =du, Ox,dy =0, Ox,ds = pds,

or

R=d, ®E, +d;®Ey+d3® Ej,
R:d1®E1+d2®E2+d3®ES
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d’ou

Q = <8X1R) f{T = 2/1&3 A\ (Alg,

Q= (0x,R)RT =2ud; A dy,
Q=0Q-ROR" =2 (u—f)ds A ds.

La torsion estPl
d3/\d22 Q:ES/\EQ: Q:,ufﬂ
<&

COURBURE PURE  Soit une tige de configurations

7 = [ (sin (X1) e2 — cos (¥X1) e3)
r = p(sin (vX1) es — cos (7X1) e3) ,
dy = cos (5X1) ez + sin (3X1) e, dy = ey, d3 = sin (5X1) ez — cos (X1) e,
dy = cos (vX1) ez + sin (7X1) es, ds = e, ds = sin (vX1) ea — cos (7X1) e3
alors
Ox, 1 = jriyd,, dx,dy = —Ads, dx,dy = 0, Ox,d3 = 4ds,
Ox,r = pydy, Ox,dy = —vds, dx,dy = 0, dx,ds = vda,
d’ou
@ =0x, P —dy = (p7 — 1) d,
w = 1rid1:(p’771)d17
G=w-Ro =(py—p9)d
et
Q= (8XR) R = 23d; A ds,
Q= (0x,R)R" =25d; A ds,
Q=0-ROR'=2(y-4)d, Ads.

La flexion (dans le plan généré par d; et dz) est définie comme

dl/\dg,:Q:El/\ES:(;l:*y—@.

5. Nous notons que d3s Adz: d3 Ada = % (voir 'identité .
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RESUME En somme, nous décomposons les mesures de déformation comme

w = W1dy + Wadsy + 3d3, Q = 2k1d3 N dy + 2kody A ds + 2k3ds A dy (243)

ou, de fagon équivalente

& =B + @By + @3 E3, Q =27 E3 A Ey + 272 E A B3 + 283E5 A Ey (2.44)
<o

i

ou encore (dans la base {do(}i:1 pour les quantités spatiales et dans la base {Ea}i;:1 pour les

quantités matérielles)

1 0 —Fs Fo
(.:):(:J: L:]2 s Q:.Q: 1%3 0 —K1 :ta,X(IZ?)
<& <&
w3 —ko K1 0

avec w1 une mesure d’extension, Wy et w3 des mesures de scission ; k1 une mesure de torsion, ko

et k3 des mesures de flerion. Toutes ces mesures sont invariante sous transformation euclidienne

puisqu’elles sont les composantes de @ et €2, des quantités invariantes (voir les équations [2.32] et
<& o
2.33).

Nous nommons {2 la courbure puisque si une tige est astreinte a

03,7~ (08,7 d1) du

d) = 3}(1?’ dy = T ds = dy x dy
0%, 7] 02,7~ (03,7 a1)
o 0%, m— (0%,r-di)d

= d; = )2(1r ( ?17‘ ) ; d3 =d, xds
||8X1r|| H@Xlr - (ﬁxlr dl) dl

donc dy est la tangente a la courbe, ds est la normale et ds est la binormale (idem pour la

configuration de référence). L’équation
ox R — OR
est alors la translittération des formules de Frenet-Serret et nous avons
Q=20x,7|| (k" = &*)dy Ady + (7% — 7) ds A dy)

ol k* est la courbure et 7* la torsion de la ligne moyenne 7 (idem pour la configuration de référence).

2.2.2 DYNAMIQUE

2.2.2.1 EQUILIBRE D’UN SEGMENT

Nous notons par p: B R, b: Bx T — RN, P: Bx T — R¥*¥ ]a densité, la densité de force

externe et la premier tenseur de stress de Piola-Kirchhoff. Cela nous permet d’écrire les moments
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linéaire et angulaire totaux :

m(7.0= [ o)X <X 1) Vx, (2.45)
B(J)
M (], t) = /B 0B A0 (X S X, 1) o (2.46)

ainsi que les totaux des forces et des couples sur la tige :

g(J, t)= / b(X, t)¢ (X, t) dVux +/ P (X, t) N (X, t) dV lsx, (2.47)
B(J) 0B(TJ)
G(jv t) = d (X, t) Ab(X, )< (X, t) dNUX
B(J)
+/ o (X, t) AP (X, t) N (X, t) dV lsx. (2.48)
OB(J)

La balance des moments linéaire et angulaire donnent

oym (jv t) =g (jv t) ; (2'49)

oM (J,t) =G (T, t). (2.50)

2.2.2.2 EQUILIBRE LOCAL
Il reste a réécrire les équations d’équilibre (2.49)) et (2.50]) de facon locale. A cette fin, définissons

les moments linéaire et angulaire des sections par
m (7, t) :/ m (Xq, t)dXy,
J
M (J,t) = / M’ (Xy, t)dXq,
J
d’out
m (X1, t) = / 8, (p(X) b (X, 1)) ¢ (X, t) d¥Tox, (2.51)
B(X1)
M’ (X4, t) :/ (X, t)AD (p(X)p (X, 1) ¢ (X, t) dVLsx. (2.52)
B(X1)
Posons aussi les force et couple internes
L0 = [ P d (1) ¢ e
B(X4)

L (X4, ) = / & (X, 1) AP (X, t)ds (X, t) AN Lsx
B(X1)
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ainsi que les force et couple appliqués

a0 0= [ b0y ek [ r (X0 a2
(X1) OB(X1)

Q’(Xl,t):/B(X)qb(X DABX, )¢ (X, t) dVLsx

+/ o (X, t) AT (X, t) dV 2%,
OB(X1)

Nous pouvons maintenant retranscrire (2.49) en fonction des valeurs locales : commengons par la

force totale g sur un segment J = [a, b] :

g(J,t)=q(J,t) +/ PN dV-1s
B(0J)

q(J, t)+/ P&ldels—/ Pd, dV s
B(b) B(a)

= (7. ) +1(0. 1) ~L(a, )
=q(J,t) /3X1 (X4, t)dX;

/ (X1, ) + 0,1 (X3, 1) dX,

ol nous avons utilisé le théoréme fondamental du calculﬂ Le développement est semblable pour le

couple total G :
G(7,)=qQ (J, t)—i—/ dANPN AV
B(0J)
=Q’(J7t)+/ d)/\PNdN‘ls—/ dAPN AV s
B(b) B(a)
:QI(J7 t)+ d)/\P&ldN_ls— d)/\P&ldN_lg

B(b) B(a)
:6/(j7 t)+L(b7 t) 7L(a7 t)

=Q (7,1t +/ dx, LdX;.
J
Nous obtenons ainsi les équations ([2.49)) et (2.50) sous une nouvelle forme

/E)tdel :/ Ox,l + qdXy,
J J

/ OM'dX, = / ox, L' + Q'dX,
J J

6. Qui peut étre compris comme ’équivalent en une dimension du théoréme de Gauss—Ostrogradsky utilisé a la

section E
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que nous pouvons localiser, puisque J est un intervalle arbitraire, sous la forme

dym = 0x,1 +q, (2.53)
oM =0dx, L' +Q (2.54)

pourvu que les fonctions soient suffisamment lisses, ce que nous assumeront par la suite.

2.2.2.3 EQUATIONS USUELLES DE L'EQUILIBRE LOCAL

Dans 'essentiel de la littérature sur la théorie des poutres, nous retrouvons facilement ’équation
(2.53), par contre, ’équilibre pour le moment angulaire est rarement présenté comme a 1’équation
(2.54). Cela est dit & ce que le moment angulaire et les couples sont mesurés a partir de la ligne

moyenne 7 :
MO0, 0= [ 60K - (K D) A% 09 (K )X 1 e,
L(Xy, t) = /B(Xl) (d (X, t) —r(Xq, ) AP (X, t)dy (Xq, t) dV lsx,
Q Xy, t) = /B(Xl) (@ (X, t) —r (X1, t)) AD(X, t)¢(X, t) dVsx
+/(¢(X, t) —r (X, t) AT (X, t) dV 2.

Les relations entre ces fonctions et celles exposées précédemment sont simplement

M =M +7rAm,
L'=L+7rAl
Q' =Q+rAg,

par conséquent, les équations d’équilibre se transforment en

M’ = dx, L’ + Q'
OM+or Am+rAdm=0x,L+x,rANl+7rAox,l+Q+7TAgq.

Nous remarquons que la conservation du moment linéaire (2.53)) implique que
rANOm =1 A (Ox,l +q)

d’ou
8t1\/[+8tr/\m:3X1L+8Xlr/\l+Q. (255)
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2.2.2.4 CONDITION AUX BORDS

Les équations globales et pour un segment comprennent naturellement les condi-
tions aux bords, cependant, leur versions locales et doivent étre augmentées de condi-
tions aux bords. Nous supposons que le bout X; = a est soumis a une force I, (t) et & un couple
L, (t) alors que le bout X; = b est soumis & une force I} (t) et & un couple Ly (t) : alors nous avons,

en tenant compte de 'orientation de la normale aux extrémités :

L(a, t) = L, (t), L(b, t) =1y (t), (2.56)
L (a, t) = —Lq (t), L (b, t) =Ly (t). (2.57)

2.2.2.5 RELATION ENTRE LES MOMENTS ET LES VELOCITES

Définissons maintenant les moments d’inertie des sections

AL = [ )X 1) dY e, (2.58)
B(X1)

0% 0= [ B0 =X 1), (X 1) d¥ T, (2.58h)
B(X1)

Y (X1, t) = /B(X )p(X) (P (X, t) —7r (X1, 1) @ (P (X, t) —r (X, t)) (X, t) dVlsx  (2.58¢)

qui nous permettent de réécrire les moments linéaire et angulaire en fonction des vélocités. Premié-

rement, le moment linéaire :

m = O (pp) ¢ d™ tsx
B(X1)

— [ arepo-m)id ix

B

:/ (pBer + pW (¢ — 1)) ¢dV Loy
BOG)

=\v+ W60

ensuite, le moment angulaire

M:M”+/ p(p—1)Aoredytsx
B(X1)
=M'"4+0Arv

ol

M’ (Xy, t) = /B(X ) (P (X, t) — 7 (X1, t)) A ip (X) (P (X, t) — 7 (Xy, 1)) S (X, t) dV " lsx
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une expression que nous pouvons simplifier en
M":/ (p—T)NOp(p—7r)cd¥1sx
B(X1)
— [ @AW (@ r)d
B(X1)

- / pasym (¢ — 1) @ W (¢ — ) ¢dV sy
B(X1)

= asym (/ p(q’)—r)@((i)—r)Wdelex)
B(X1)

= asym (YWT)
= —asym (WY)
pour ainsi trouver
m = v+ W@, (2.59)
M=60Av—asym(WY). (2.60)
Au final, nous avons donc
O (A +W0) =0x,l+q, (2.61a)
O, (@Nv—asym (WY)) +v A (Av+WBO) =0x, L+ 0x, 7 ANl+ Q. (2.61b)

DERIVEES TEMPORELLES DES MOMENTS  Puisque le configuration de référence est mouvante, les mo-
ments d’inertie (2.58]) sont dépendant du temps. Calculons cette dépendance pour la densité linéaire

O\ = at/ pédN Loy
B(X1)

= / p0y¢dNtsx
B(X1)

pr— A,
le moment linéaire d’inertie
8t0:5t/ p((bfr)de*lsx
B(X1)
— [ @i pe-maca i
B(X1)

— [ W@ (@) acd
B(X1)

=60+ W6,
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et le moment quadratique d’inertie
6tY:at/ p((ﬁ—’r)@(qﬁ,r)édelSX
B(X1)
:/B(X )p&(d’—r)@(¢7—r)§+p(¢—r)®8t(¢—r)§+p(¢_r)®(¢_T)6t§d1v_1$x
:/(x )pw(d)_T)@<¢_T)f—i_p(d)_T)®W(¢_T>6+P(¢—T)®(¢—r)8tde—13X

— WY —YW+/ p(—7)®(¢—r)dcd ax
B(X1)

=Y + W, Y].
Nous avons au passage défini les dérivées matérielles (en temps) de ces quantités
Xy, t) = / p(X) 8¢ (X, t) dV sy, (2.62)
(X1)
0% 0= [ p(X) (B (X )= 7 (X, )¢ (X, 1) ¥, (263)
(X1)

Y (X1, t) = /B(X )p(X) (@ (X, t) =7 (X1, t) @ (¢ (X, t) = r (X1, 1)) 0S (X, t) AV Fsx, (2.64)

qui tirent leur noms des relations

A =0\, 6 = Ro,9, Y = R4, YR,
<o <& <o
ou
(X, t) :/ p(X)&(X, t) dVtsx, (2.65)
M B(X1)
N
0 (X, t) = Z / p(X)Xoé (X, t) dVlsx | Eq, (2.66)
¢ a=2 B(X1)
Y (X4, t) ZZ (/ X) XoX5¢ (X, t) dV s )Ea®Eﬂ, (2.67)
a=2 =2 B(Xl

avec, nous le rappelons (voir §2.2.1.6),
$(X, t) = (Ox,7) - dy + Z 21,06Xa- (2.68)
En fonction des variables spatiales, nous obtenons donc

A=, 0 =R'0, Y =R'YR.
<&

< <

36



Chapitre 2 | Modeéles 2.2 La théorie géométriquement exacte des poutres

Nous sommes enfin prét a expliciter la dérivée temporelle du moment cinétique linéaire

3tm = at ()\’U + W@)
— o+ A + WO+ W ((’9+W9)

mais avant de passer & celle du moment cinétique angulaire, calculons d’abord

Opasym (WY) = %& asym (WY + WY)
1 t
= S0, asym (WY — (WY) )

1
= §8t asym (WY + YW)

1

1 .
= 5 asym (&WY +W (Y +[W, Y})

+ (Y + (W, Y]) W+ Yo,W)

1 . .

= S asym (8tWY FWY + YW + Y@tW)

+ %asym (WW, Y]+ [W, Y]W)

asym (6tWY + WY) + % asym (W W, Y] — (W, Y] W)T)
= asym (A WY + WY) + % asym (W [W, Y] — W [W, Y])

— asym (8tWY n WY) ,
pour arriver a

M = 0; (0 A v — asym (WY))
= (9+W0) Av+ 0 A Jv — asym (8tWY+WY).

Nous remarquons que dans le cas ou la configuration de référence est statique, nous avons

Om = Aov + (OW + W) 0, M =WOAv+0A0Jv—asym(OWY).
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2.2.2.6 FORMULATION MATERIELLE DES EQUATIONS D’EQUILIBRE

Nous souhaitons réécrire les équations d’équilibre (2.53) et (2.55) en fonctions de variables

matérielles, nous définissons donc les quantités suivantes

T:RTm, l\o/IzRTMR,
=R, L =R'LR,
<& <
q=TRlq, Q = R'QR.
< <&

Maintenant, soient | -, I‘> = (RT')'7 RTI‘R) une paire de variables matérielles quelconques, nous
o ©

avons alors pour la dérivée temporelle

Oy = b, (Rfy) o = (RFRT)

o <&

= (O,R) v + Ry = (& R)TR' + RGTR' + RT (8:R)"
<o <>

=RW~ + Ry = RWIR' + R§,TR' + RTW'R'

AR ° (R o PR

:R(at7+wv), :R(ﬁtF+WF—F )RT,

o S o o o o 0

ol nous avons défini

W =R'WR = RI9,R.

<o
Le développement est identique pour la dérivée spatiale, il suffit de substituer 0; par dx, et W par
<&

) pour arriver &
<&

3X17=R<3X1’7+Q'y) 8X1I‘:R<8X1I‘+QI‘—I‘Q) R
S S o o

o 0 o0
Ainsi, il suffit de transcrire les expressions ci-haut et d’éliminer les R superflus pour trouver
om+ Wm = 0x,l + Ql + q,
o ° o o 0o o
OM + |W, M| + (Rfoyr) Am =0, L+ |2, L] + (Riox,7) AL+ Q.
o o i o i o o < o
avec
m = AR89 + W, M = 0 AR — asym (WY)
< <& o 0 <& <& o0

Ces équations n’apportent aucun avantage par rapport a celles dont elles sont issues, cependant,
il est parfois plus facile de travailler avec les quantités matérielles que spatiales et nous aurons ici

introduit les variables matérielles dynamiques.
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2.2.2.7 PUISSANCE INTERNE

Nous souhaitons expliciter la puissance interne : celle-ci s’écrit
/ P: o,F d"Vvx.
B
Nous calculons premiérement la dérivée temporelle du tenseur de déformation
. Y 1 -
6tF:WF—FW+Rat V®7E1 R,
° S

puis prenons sont produit avec le tenseur de Piola-Kirchhoff

~ |\t RN 1 AN
P: OF = tr (P (WF) > —tr <P (FW) ) +tr (P (R&t (9 ® AE1> RT) )
LIS
- . N 1
— tr (PFTWT) + tr (PWET) + tx (PRat (JE1 ® D) RT>
(q <&
=t et ~ 1 - 8@ ~ +
—PF: W+ tr (PWET) 4 tr (PR (-E1 000 - B @7 | R
S © S ©
i) o L tpa 2\ Ol 7 o Rt
—tr (PWET) + < tr (R'Pd @ 007) — 7 tr (Pdy @ 7R
S < S <
L etpa .4 Vit~ % o oRt
= jR Pd1 -8t1/—|—tr P(WF —vdl@l/R
¢ o S o
ot le terme PFT: W s’annule car PF1 est symétrique par conservation du moment angulaire et
que W est antisymétrique or le lemme nous indique que leur produit de Frobenius est nul.
Le terme tr (P (WFT —¢29¢dy ® DRT)> provient du fait que nous ne supposons pas 1’état
<&

de référence statique et correspond donc & la puissance nécessaire pour « activer » la tige. Si la

configuration de référence est immobile, alors W et 8,¢ s'annulent et ne demeure que le terme

7. PFt correspond au tenseur de Cauchy, or s’il n’y a pas de couple appliqué a l'intérieur de la tige, I’équation

(2.22) implique sa symétrie.
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%RTP(Ail - Oyp. Dans ce cas, I'intégrale sur les sections de P: O, F est
<&

N
/ R'Pd; - 9,0 dV lsx = / R'Pd;, - 6, | @ + Z X, E, | dV1sx
B(X1) © B(X1) © A

= / RTP&1 . 8th1 dNilsx
B(X1) M

N
+/ RiPd; A Z X, E, | : 0.0dV 1sx
B(X1) ¢

a=2

= / RiPd, dV 1sx | - 0@
B(X1) ¢

N
+ / RiPd; A Z X E,d¥ 'sx | : 6,0
B(X1) ©

a=2

=10
o

o &

—L: 8tQ
< <

ol nous avons utilisé le résultat (A.23]). Nous pouvons réexprimer cette puissance en fonction des

variables spatialles

10w - L: 00 = (R1) -9, (R'@) - (R'LR) : 9, (RIOR)
=1'R ((8tR)T @+ Rfa@) ~L:R ((atR)T QR + R19,OR + RfﬂatR) R
—1-R(R9,& - R'W&) - L: R (R19.OR + RIOWR — RTWOR) Rf

1 (8@ - W) —L: (atfufzw—wfz).

2.2.2.8 LOI CONSTITUTIVE

Si la tige est élastique, la force interne dépend du tenseur de déformation
-1 (F)
<& <&
1 <\ -
:l(R—i—A (v- o) ®d1>
o S
s 1/ . .
—i(R(1+:(Riv-p)ea
< S
mais, la loi constitutive ne doit pas dépendre des rotations

:(i}(]lJré(RTu—ﬁ)@dl)
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ni de la position de la configuration de référence, ainsi, nous pouvons réécrire [
<&

(f{Tu - 19)

Lo\ T R
((RRT) v — IJ>
(R (RTV - RTf/))
(12

o
nous utilisons une nouvelle fois que la loi constitutive ne doit pas dépendre des rotations
()
<
N
SICRE ey

I I
O e~ O e~

O &~ O &~

O e~

par conséquent, la loi constitutive est une fonction de la paire (GJ, fl)
<& <

=1( Q).
o o <
Le méme procédé peut étre appliqué au cas du couple.
En général, nous pouvons obtenir une loi constitutive linéaire en linéarisant — autour de la
configuration de référence — une loi constitutive non-linéaire. Nous pouvons ajouter les conditions
supplémentaires que la loi constitutive pour la force ne dépend que de la scission-extension et que

celle pour le couple ne dépend que de la courbureEI, nous aurions donc :

L(Xy, t) = (O(Xht)) =B& (X, t), (2.69a)

(Q Xy, t ) - Agz (X1, 1) (2.69b)

l
<
L(X;,t)=L
<& < <&
ott B: RY — RY lindaire est le coefficient de Hooke pour la force et A: s0(N) + so(N) linéaire
est le coefficient de Hooke pour le couple. Dans ce cas, la puissance interne d’une tige ayant une
configuration de référence statique est
-9 —L: 0, = (Ba: (X1, t)) O — (AQ (X1, t)) L 8,2, (2.70)
<& <& < <& < <& <& <&
LOI CONSTITUTIVE LINEAIRE POUR UNE TIGE TRIDIMENSIONNELLE En trois dimensions, nous pou-
vons exprimer les mesures de déformation comme (voir les équations et [2.44))

@ = Eq + @oEs + w3 Es, 501 = 2k1E5 A Eg + 27oF1 A Eg + 2i3Es N Eq

i

8. Nous excluons dés lors des possibles termes dépendants des dérivées temporelles des mesures de déformations
qui pourraient servir a introduire une force et un couple de viscosité.
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et la force et le couple comme

l=lidy + lady + l3d3, L=2Lids Ndy+2Lsdy Nd3 +2Lsds Ndy,
ou, de fagon équivalente

<l> =ULE| +1,E; +13E3, I; =2[1WEsNEs+2LsE1 NE3s+2L3E; N E;y.

Si la loi constitutive est linéaire, c’est qu’il existe une matrice C' € R%*6 telle que

1 1
l2 W
||
Ly R1
Lo Fo
L R3

Dans le cas ou les équations (2.69a)) et (2.69b)) sont vérifiées, C' sera composée de deux blocs

(1)

ou B est la matrice des composantes de B et A est la matrice des composantes de A elle-méme

définie par (voir aussi la section [B.2)
Avax (@) = —2vax (AO®)

La loi constitutive la plus simple correspond & une matrice des coeflicients de Hooke diagonale

b, 0 0 0 0 0
0 bb 0 0 0 0
a0 0 b0 0 0
0 0 ar 0 0
0 0 0 0 a O
0 0 0 0 0 ag

Au vu des explications de la section [2.2.1.7] nous pouvons interpréter b; comme la rigidité en
extension, by et by comme la rigidité en scission; a; comme la rigidité en torsion, as et ag comme
la rigidité en flexion.
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2.3 SYNTHESE

2.3.1 INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

Nous utilisons une extension de la méthode de la frontiére immergée due a Lim et Peskin [74]
établie pour étudier le mouvement d’un anneau élastique unidimensionnel (le cas d’une tige ouverte
est traité dans [73] et étude est poursuivie dans [50]) immergé dans une fluide obéissant aux
équations de Navier-Stokes.

La méthode de la frontiére immergée nécessite de connaitre la vitesse du fluide (et son spin)
a chaque point du vers, c’est-a-dire qu’il faut passer d’un champ vectoriel (ou tensoriel) défini
dans l'espace & un champ d’égale valeur, mais défini sur la membrane (ou tige) immergée : nous
nommerons cette opération 1’interpolation pour une raison qui deviendra claire une fois le probléme
discrétisé. Il faut aussi transmettre la force (et le couple) de la membrane vers le fluide, cependant
nous faisons aussi 'approximation que la membrane n’a pas d’épaisseur, la force est donc singuliére,
ainsi aucune fonction de I'espace ne saurait représenter son étalement dans le fluide : il nous faudra

donc, du moins dans le cas exact, utiliser une distribution.

2.3.1.1 COUPLAGE DYNAMIQUE

Nous supposons que la tige est la seule source de mouvement dans le fluide (nous ignorons en
particulier la gravité) : il faut donc que pour tout sous-ensemble du fluide, les forces et les couples

soient en équilibre :

/bdex+/ qdX; =0,
P r=1(r(Z)NP)

/Cdex+/ QdX; =0
P r=1(r(Z)NP)

Si nous voulons étre plus rigoureux, et comme nous savons que la force et le couple sont dans cette

VP C F. (2.71)

situation une distribution, alors nous écrirons

(b, 0)p=—(a, 007), 1 z)p) »
(C,0)p=-(Q, 00 r>r—1('r’(I)ﬁ7’)

pour l'application de b & une fonction test 8: F +— R. Or si c¢’est vrai pour n’importe quel P C F,
c’est aussi vrai pour F, mais nous assumons que la tige est complétement immergée dans le fluide,
c’est-a-dire que r (Z) C P d’ou

(b,0)r=—(q,007)7,
(C,0)r=—(Q,007);.
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Nous remarquons que le choix § = xp avec xp la fonction indicatrice de ’ensemble P

1 sixeP
xp (x) = .
0 sinon

nous redonne (2.71)). Définissons maintenant Popérateur d’étalement o7, : (T s V) — (F = V)!
associé a r par

<Mr<7 9>]—' = <C7 6o T>I

pour qu’ainsi

b:_ rq,
C=-d4Q.

2.3.1.2 COUPLAGE CINEMATIQUE

Passons maintenant & la condition de non-glissement, c’est a dire que la vitesse de la tige doit

correspondre avec celle du fluide 1a ou elle se trouve :
Or (Xq, t) =v(Xy, t) =u(r (X, t), t),
de plus, la vorticité du fluide doit équivaloir a celle de la tige d’out
W (Xy, t) = asym (Vu (r (X1, t), t)) .
En somme, nous avons
v=uor, W =asym (Vu)or,

or nous observons que l'opérateur adjoint de o7, c’est-a-dire 'opérateur d’interpolation, est défini
par
(¢ f0) ;= (e, ) = (¢, 0or)y (2.72)

donc @10 = 6 o r et en particulier

v=du, W = & asym (V).

™

Il est & noté que les forces singuliéres de la formulation de la méthode de la frontiére immergée
impliquent une discontinuité dans la pression (et dans le gradient de vitesse) de part et d’autre de
la frontiére [66] 124].
2.3.1.3 EXPRESSION EN FONCTION DU ¢ DE DIRAC

Puisque la méthode de la frontiére immergée a été développée dans une approche numérique, il

est naturel de présenter les opérateurs d’interpolation et d’étalement dans une forme qui rappelle
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celle de leur équivalents approchés. Nous écrivons donc

(pC) (%) = /Ia(x —r (X, t) ¢ (X1)dX;, (2.73)
(10) (X1) = /fé(xr(Xl, t)) 0 (x) dVoy. (2.74)

Le § peut étre interprété comme le noyau d’une transformation intégraleﬂ

2.3.1.4 DILATATION DU NOYAU

Une tige immergée infiniment mince ne peut pas transmettre une force au fluide, contrairement,
par exemple, & une membrane d’épaisseur nulle@ Nous somme donc obligé de « dilater » le ¢ de

Dirac : c’est-a-dire qu’il nous faut choisir une fonction é.: RY — R telle que
lim 6. =4

c—0

au sens des distributions et ol ¢ est proportionnel au rayon de la tige.

2.3.2 ADIMENSIONALISATION

2.3.2.1 EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Nous débutons par les équations de Navier-Stokes

p(Oru+ (Vxu)u) + Vip = pAxu + b+ Vi - C,
Vx-u=0

et définissons une longueur de référence L* et une vitesse de référence V* dont nous nous servons

pour définir une position x*, un temps t* et un champ de vitesse u* :
L*x* = x, L*t" = V', Vi (X, t%) =u(x, t).

Une fonction f sans unité définie sur l’espace et le temps peut étre adimentionalisée comme suit :

) =Ffxt)=f (L*x*7 5:‘5*>

tandis que pour ses dérivées nous avonsE

@ o7 Mmoo Lk L " n
og. = (L) og s o= () o

9. A Vinstar de €?*'® pour la transformée de Fourier.

10. Nous notons qu’en deux dimensions, une membrane (objet de codimension 1) et une tige (objet de dimension 1)
sont équivalents, nous préférons cependant parler de membrane dans ce cas car, indépendamment du nombre de
dimension dans laquelle elle est plongée, une membrane fermée divise le fluide en deux sous-ensembles.

11. Nous utilisons la notation des multi-indices, voir la définition
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En appliquant ces régles aux équations de Navier-Stokes, nous obtenons
* * * * 1 * * *
Op-u” + (Vesu*) u* + Vi p* = %Ax*u +b" + Vi - C*,
Vi -u" =0
ol nous avons défini le nombre de Reynolds
L*V*
Re="" (2.75)
I
ainsi que
1 L* 1
p pv*2p’ pv*2 ’ ,OV*Q

2.3.2.2 EQUATIONS DE LA TIGE

RECAPITULATIF DES EQUATIONS A ADIMENSIONALISER  L’équilibre des forces et des couples

8tm:aX1l+q7
oM+ 0ir Am =0x, L+ 0x,7 A1+ Q

les moments d’inertie

m = \v + W@,
M=60Av—asym(WY)

la cinétique de la tige

8t’;' = ”i), 8t]§, = WR,
8(’“ =, 3tR = \R]-:R,7

les mesures de déformations lagrangiennes

o =Rlox, 7 — E, Q=R'ox R,
<& <
w=Rox,r— E, Q =Rk, R,
o <
‘:) = Ww — ‘:}, Q = Q — Q7
<o o o o <o o
et les relations constitutives
I =RI, L = RLR',
<& <&

l:i(d),ﬁ), L:L(a;,fz).
<o o o <o o o o o
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INTRODUCTION DES VARIABLES ADIMENSIONNELLES En premier lieu, nous introduisons des lon-

gueurs spatiale et temporelle adimensionnelles
L*X* = X, LYt = V't
avant de définir des fonctions qui les prennent en arguments
L r* (X7, t°) =r (Xq, t), R* (X}, t") =R (Xy, t).

Nous avons donc

8“7“* = ’U*7 6“ R* = W*R*
ol nous avons défini
V*’U*( ){7 t*):v(let)a V*W*( I?t*):L*W(Xlat)'
Posons aussi
I = R*l*, L* R*L*R*T,
<o
=0 (w n) : | A <w Q) ,
> < < <& <& > & o
“g*( ’1(7 t*):“g(let)7 SZZ ( I)t*):L*{?(Xht)a
Wt (X, 1) = w (X0, 1), Q" (X, 1) = L'Q (X, 1),
~ ~ ~ % ~
@ (XT, 1) = @ (X4, 1), Q (X7, t7) =L (X4, 1)

De plus, choisissons une constante Y ayant des unités de PascalE et représentant un module d’élas-

ticité caractéristique. Nous pouvons alors écrire

@Y (X3, ) = 1(Xa, 1), LNYL* (X, t%) = L (Xq, 1),
AN=1,37* (~x & _i ([~ O *sNoT* (=% N =T (5 O
)" (5. 97) = 1(2.9). L (4 97) =1 (2. 9).
L)V ygr (X5, t%) = ¢ (X4, 1), L)Y TIYQH (X1, t7) = Q (X, t),
@YV Ymt (X, ) = Vim (X, t) @YV TIYM* (XF, t4) = VM (X4, t)

12. Comme nous n’avons pas spécifié le nombre de dimensions N de ’espace dans lequel nous travaillons, nous
oncsidérons qu’un champ ayant des unités de pression est tel que son intégration sur une variété de cosimension 1 a
les dimensions d’une force.
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il reste les moments d’inertie

LYY (X, ) = (V)P A (X, ),
LN Y0* (X, t*) = (V)0 (X1, t)
CHNTYY T (XT, t) = (V)P Y (Xu, b)),

et leur dérivées matérielles

(L*)N—Q Y).\* (X;, t*) — V*/'\ (Xla t) ,
@CHNTIYOT (XX, ) = VO (X4, t),
LN YY* (XF, %) = VY (Xq, t).

2.3.2.3 INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE
Considérons les équations

v=du, W = & asym (V,u),
b=, C=—%Q.

Nous avons d’abord la condition selon laquelle la tige se déplace a la vitesse du fluide

vWWwv—}m Ly, e
1 - v* 1 v*

1 *

1 L* *
=—ulr L*Xf, —t* ), —t*
v v* v*

1 L*
=—u (L*r*( L), t*)
\'Ad \'Ad

v* L* veL*
= —u* 77'* (X){, t*) s ﬁt*
L V*L

et tourne aussi d’aprés la vitesse de rotation du fluide

L* L*
A (XL t*) = T (L*X’l(v t*>
v v*

*

L L*
= v asym ((djvxu) <L*XT, V*t*>>
= \L]—: asym ((qu) (r (L*X’{, 3:t*> ) 3:‘5‘))
= \I;—: asym <(qu) <L*r* (X7, t%), \L,':t*>>
_ VALY asym <(Vx*u*) <]]::T* (X%, t%) V*L*t*)> )

T ULE
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La force exercée par la tige sur le fluide

L*

L*
(e )

b (x*, t*) =

L* L*

pv*Q
L*
- pv*2

L* N—2
T v /IY(L*> T (
L)V 'y *
w1

L* L*
/q <X1, t*> é (L*X* -Tr (Xl, —t
T V* *
X, VL,
L* ? V*L*t
17 t*> (5 (L*X* L*’I"* ( 1(’
V*L* V*L*
% L* N-1
— *
o (L> /*q (

)

X *L*
(L*X* _L*p* (17 v t
L* V*L*

v L*

e
s

VL t*) 5 <x* U ( . VLt)) X}
V*L* L* V*L*

et c’est quasiment la méme chose pour le couple

1 L*
C(x", t") = —C (L* Tt )
PV iz

1 * *
e (“rQ) (L X",

*

~ (5) Lo

RECAPITULATIF

blant premiérement les équations de la tige
of = R*TBX*T* o (.:J*
S 1 P

les lois constitutives

les équations d’équilibres

Op=m*

81:* M* —+ at* ’I"* A m*

L )
—t
V*
:7pV*2/Q <X1, V—*t >5<L x —7r <X1, v
T
1 S N—1
i [ e (

_ Ly a (x: VL
- pv*2 T 1 V*L*

X; VLt X
= t*) 5 <L*x* —Lp* (1, —t
L’ ViL* L*’ VAL*

v
tﬁa<mf_mv*<;

ViL*
: VLt) 5 (X* _

1 V*L*

o)) ax,

vV*L*

*L*

)) dx,
t)) dX?
VL t>> x>,

*
1 V*L*

L™
L*

Si nous posons finalement L = L* = L* et V = V* = V* nous obtenons, en rassem-

: les mesures matérielles de déformations

Q" =R R - Q
< <

=ox:U" + q°,
= 6}(; L* + (8}({’?*) AN+ Q*
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les dérivées des moments cinétiques

8t*m* = }\*’U* + )\*845*’[]* + (C)t*W*G* + W* (0* + W*H*) s

O M* = ((9* n W*e*) Av* + 0% A dw* — asym <6tW*Y* n W*Y*)
les vitesses
8t*r* = ’U*, 8t*R* = W*R".

Ensuite, écrivons les équations d’interaction

v = Ak, W* = o], asym (Vy-u*),
1 1

b* = —— *’ C* :_74%7'* *
Ca 1 Ca Q

ol nous avons utilisé le nombre de Cauchy

Ca=— (2.76)

qui peut étre déplacé dans les équations de Navier-Stokes

1 1
Opu” + (Vesu®) u™ + V™ = %Ax*u* ~ (A q@* + Vi - e QF) |

Ve -u" =0

ou sa signification devient plus apparente : il indique & quelle point la force élastique est grande

par rapport a la force d’inertie.
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METHODES

3.1 MODELE NUMERIQUE

3.1.1 ITERATION TEMPORELLE

3.1.1.1 EQUATIONS A RESOUDRE

Une tige, paramétrée sur l'intervalle Z C R se déplace dans un fluide incompressible qui occupe

I’ensemble F C RY. Nous devons résoudre les équations adimensionalisées|!] suivantes

1 1 1

= —Au— —q— -V -, ) 1

Ou+ (Vu)u+ Vp noAu — g Cav I Q (3.1)
V-u = 0, (3.2)

or = u, (3.3)

GR = (%TT asym (Vu)) R (3.4)

ot u: F — RY est le champ de vitesse, p: F — R la pression (complétement déterminée a un
facteur additif prés par les autres variables et la condition d’incompressibilité), q: Z +— RY et
Q: Z + s0(N) la force et le couple, qui dépendent tout deux de r: Z +— RY et de R: Z +— SO (N),
la position de la tige et son orientation (et de leurs deux premiéres dérivées temporellesﬂ)7 qui
définissent ensemble la configuration de la tige. L’opérateur linéaire 7.: (Z — V) — (F V)Jr
étale une fonction Z +— V vers une fonctionnelle sur ’espace des fonctions 2 — V dans le fluide,
alors que 'opérateur <7 : (F + V) + (T +— V) interpole une fonction f: F ~ V dans le fluide vers
une fonction for: Z+— V sur la tige.

Pour la suite, nous réécrivons les équations ci-dessus sous la forme

aty:(fu,L+fu,N7fry fRR)7 VU:O

ol nous avons défini 1’état
y = (u, r, R)

1. Nous délestons, a partir d’ici, les décorations rendant compte de I’adimensionalisation.
2. A moins que tout les moments d’inertie soient nuls.
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et
1
fu,L (1/7 t) = _Vp + %A’U/, (35)
1 1
fr (ya t) = JZ{J“? (37)
frly. t) = lasym(Vu) (3.8)
avec
q= atm - 8X1l7
Q=0M+r Am —0x,L —x,r Al
et

8m = Mo + A0 + WO + W ((9+W0) :

oM = (Q—I-WB) Av+ 0 A OJv — asym (&NVY—}—WY) .

3.1.1.2 SCHEMAS DE RUNGE-KUTTA ADDITIFS

Résoudre les équations de Navier-Stokes couplées aux équations de la théorie des poutres pose
des difficultés certaines. La premiére étape de notre démarche est de rendre orthogonales les ré-
solutions temporelle et spatiale. Nous transformons donc les équations aux dérivées partielles en
une équation aux dérivées ordinaires par la méthode des lignesﬂ Nous choisissons les méthodes de
Runge-Kutta puisque leur théorie est bien établie et qu’elles ont déja été utilisées pour résoudre
des problémes comparables avec succés. Cependant, afin d’équilibrer Pefficacité et la stabilité de
notre méthode, nous choisissons pas parmi les méthodes de Runge-Kutta classiques qui ne sont que
purement implicite ou explicite, mais nous utilisons les schémas additifs qui permettent de résoudre
implicitement certaines parties et explicitement les autres. Nous préservons donc la stabilité des
méthodes implicites pour la partie diffusive mais gagnons en rapidité en utilisant des méthodes
explicites pour la partie convective.

Pour résoudre une équation aux dérivées ordinaires du type

m
() =" 1, (1), )
v=1
nous suivons [62]:
m  ne
g’ﬂvi =Yn + (t"-‘rl - tn) Z Zazjf,, (gn,ja (1 - Cj) tn + Cjtn-‘rl) ) 1= 1; ceey Ny
v=1 j=1

3. Comme nous ne traitons de la partie spatiale qu’a la section|3.1.2] nous traitons ici u et 7 comme des fonctions
du temps vers des espaces linéaires sans plus de précision. Méme chose pour R, mais vers un groupe de Lie.
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m  ne

Yn+1 = YUn + (tn+1 - tn) Z Z b;/fu (gn,ia (1 - Ci) tn + citn+1)

v=1i=1
ol Yp >y (tn) €t Uni =y ((1 — ¢;) by, + ¢itny1). Les coefficients peuvent étre écrits sous la forme de
tableaux de Butcher

14 14
C1 a’l,l ce al’nc
V' , , v=1,...,m.
Cn, Ne,l  ° 0 a’nc,nC
v v
L

Alternativement, on défini ¢, ; = (1 — ¢;) tp + Citnt1 = tn + ¢ (tng1 — tn) = tn + cihy, et
K., = f (nis L —c¢i)tn +citnsr), i=1,....,n., v=1,....m

pour obtenir

n  ne
v v g L —
fv yn—i—hng E a; i Ky itni |, i=1,.0me, v=1,...,m,

v=1j=1

v
Kn,i

m  Ne
Yn+l = Yn + hn Z Z b;:/KTL’L/,l

v=1i=1
Nous présentons a I'annexe [C.2] les tableaux de Butcher de toutes les méthodes de Runge-
Kutta additives que nous utilisons. Les méthodes d’Euler et du trapéze sont les seules que nous
utilisons en pratique pour la résolution compléte du probléme de la nage car les méthodes d’ordre
plus élevé nécessitent plus d’espace mémoire, suffisamment pour dépasser la capacité de beaucoup
d’ordinateurs. Néanmoins, nous utilisons toutes les méthodes lorsque nous effectuons des tests de

certains sous-problémes (voir la section [4.1)).

3.1.1.3 SCHEMAS DE RUNGE-KUTTA-MUNTHE-KAAS

L’idée fondamentale des schémas de Runge-Kutta-Munthe-Kaas (RKMK) est basée sur le lemme

suivant (1égérement adapté de [54] lemme 3.1]).

Lemme 3.1. Awvec la fonction exponentielle matricielle et sa tangente trivialisée a droite dexp: g x
g — g définie par
(exp (A (t)))" = dexp 44y (A’ () exp (A (1))

nous avons que, pour t petit, I’équation
Nt)y=A@t, At)A—-AB(t, At), t>0, A(0)=Ag (3.9)
pour A: R— G, A:Rx G g, B:Rx G g et Xg€G a pour solution

A(t) =exp (O (t)) Agexp (=Y (t))
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ot les fonctions ®: R— g et X: R — g satisfont a

©' (t) = dexpg ;) (A(t, A(1)) , ©(0)=0,

(3.10)
Y (1) = dexpyly, (B(t A(£) . Y (0)=0.

Démonstration. Nous dérivons I’équation (3.9) pour obtenir, si nous prenons compte de dexpy® exp (V) =

exp (V) dexp_y P et de la linéarité de dexp selon son deuxiéme argument [54, eq. 2.42 & 2.47]:

A’ (t) = dexpe ) (©' (1) exp (© (1)) Agexp (=T (1))
+exp (O (t)) Agexp (=Y (t)) dexpy(y (=Y’ (¢))
= dexpe 4 (O (1) A(t)— At (t) dexpy (4 (X' (1))

ainsi

dexpe(t) (("), (t)) =A (t, A (t)) ’
dexpr(t) (T/ (t)) =B (t7 A (t)) ’

reste & inverser dexp. O

Nous pouvons donc résoudre les équations différentielles sur I’algébre de Lie plutdt que de le faire
directement sur le groupe de Lie: cela a I'important avantage que les méthodes de Runge-Kutta
ordinaires s’appliquent puisque les algébres de Lie sont des espaces vectoriels.

Puisqu’un algébre de Lie est un espace vectoriel, les approches usuelles de solution d’équations
aux dérivés ordinaires s’y appliquent directement, contrairement & un groupe de Lie ou il n’est
pas aisé de contraindre la solution numérique a la variété du groupe. Une méthode de solution
apparait donc du lemme : résoudre, pour de petit intervalle, les équations plutét que
. Cette idée, combinée avec les méthodes de Runge-Kutta standard, constitue le point de
départ des méthodes de Runge-Kutta-Munthe-Kaas (RK-MK).

Nous souhaitons résoudre I’équation en utilisant les coefficients d’'une méthode de Runge-
Kutta déja connue. Si pour résoudre une équation du genre 2’ (t) = f (¢, « (t)) avec x membre d’un

espace vectoriel, la méthode choisie s’écrit

Tpi = (tnt1 — E :aLJfTLJ

fn,i = f (tn,iv i‘n,z) (311)
Tpt1 = (tng1 — tn) Z bi fi

ol nous avons défini

tn,i = (1 - Ci) tn + Citnia
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alors, pour A’ (t) = A(t, A(t)) A — AB(t, A (t)) nous aurons

@

Ne
ni = (tns1 —tn) Zai,jq)n,j
i=1

=

e
nyi = (tnt1 —tn) Zai,j‘I’n,j
=1

n,i

L3]
‘I’n,i = deXngl ) (B (Enﬂ;7 ~n,i

An,i = €exp ((:)n,z) A, exp (_‘i‘n,i)

n,i — deXPg (A (En,ia An,i
A

(3.12)

®n+1 - (tn+1 - tn) Z bi(}n,iv

i=1
ne
Tn-{-l = (tn+1 - tn) Z bi\Iln,ia
i=1
Ani1=exp(Opi1) Apexp (=Y pt1).
Nous bénéficions ainsi de toute la recherche effectuée sur les méthodes de Runge-Kutta pour obtenir
un schéma rapide et efficace ; cependant, il faut calculer les fonctions exp et dexp ™! constamment,

et cela, dans le cas général, peut étre trés cotiteux. Heureusement, dans les cas des groupes SO (2)

et SO (3), des formules analytiques simples existent.

EVALUATION EXPLICITE DE L'EXPONENTIELLE POUR SO (2) Le cas de SO (2) est trés simple : pour

un « angle »

nous avons E

in (0
exp (@) = cos(G)Il+S1n9( )6, (3.13)
dexpg = 1, (3.14)
dexpg' = 1. (3.15)

Les deux derniéres égalités proviennent de la commutativité des rotations dans le plan.

4. Pour que la formule pour ’exponentielle coincide avec sa définition, il faut la comprendre comme une écriture
commode de la série correspondante. En particulier, lorsque ® = 0 alors § = 0 or il y a une indétermination 9

o mais
I’exponentielle est bien définie :exp (@) = 1.
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EVALUATION EXPLICITE DE 'EXPONENTIELLE POUR SO (3) La fonction exp: 50 (3) — SO (3), s’ex-

plicite |54} eq. B.6, B.10-11], en prenant

0 -0 6
0= 93 0 —601 | €50 (3)
-0 6, 0

comme

exp (@) — IlJrsm(ga)@Jr 1fcos(g0)®2

1-— — si
doxpe — 14 LB e ga

dexp(:)1 = ]1—5('-)
ot ¢ = /0 + 03 + 03 = [vax (®)||, = 7 1Ol -

3.1.1.4 SCHEMA GENERAL

Nous collectons les équations pour trouver

Ne
_ L _ N S
Up,; = Up + hn ZGZJ fu,L (yn,j7 tn,j) + a;l:j fu7N (ym,ﬁ tn,j)
j=1

0=V Gy,

Ne
’;'n,i =7rn+hy Z a;:jfT‘ (gmj? fn’j)

=1 i=1,...

ne

A § : R

Gn,i = hn aw\Iln,j
j=1

‘I’n,i = deXPéi (fR (gn,h En,l))

yE

Rn,i = exXp (én,i) Rn

(3.16)

(3.17)

(3.18)

5. Encore ici, pour que les formules coincident avec leur définitions, il faut les comprendre comme une écriture

commode des séries correspondantes. En particulier, lorsque ® = 0 alors § = 0 or il y a des indéterminations

mais I’exponentielle et ses dérivées sont bien définies :exp (@) = 11, dexpg ¥ = 1 et dexp(:)1 T =1VTY.
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Ne
Up i1 = Uy + Iy Z b fur (Gnis tnyi) + b fun (Gni> tnsi)

=1
Tn =T, + hn b:f Zjn,i; i:n,i P
o ; a ) (3.19b)
On1=hn Y bW,

i=1

Rn+1 = €Xp (®n+1) Rn

ol gn,i = (’an,iv 'Fn,iv Rn,z)
Nous nous rappelons que fy, N (g}n,i, fmv) dépend des accélérations {;m ~ Oyv (Enz) et Wm o~

oW (fn,i) dans le cas oul les moments d’inertie sont non-nuls, or il est possible de les obtenir par

én,i = 427; ('Zl'n,z) ) Wn,i = 42{; asym (V';lfn,z)
ol ’:an approxime Oyu (fnl) par

n
x . ~ . 1, 1
Up,i = Up + Py E a;’; (—Vpn’j — —Aly, ; — ca

1 -
diq . ——Vv -41Q, ).
Re an,j Ca TQ 3J

j=1

Pour des soucis d’efficacité évident, nous nous concentrons sur des méthodes diagonalement

implicites (DIRK) pour la partie linéaire des équations de Navier-Stokes et des méthodes explicites

pour la partie non-linéaire, y compris le calcul de I'accélération. Pour I’avancement de la configu-

ration, autant les méthodes explicites qu’implicites sont considérées. Aussi, il faut, pour maintenir
I'incompressibilité, que les conditions suivantes soient remplies:

u, L _  u,L u,N _  u,N
b;"" = Ay, 0o b;"" = Ay i

Nous pouvons cependant modifier une méthode déja existante au prix de ’ajout d’une étape:

v v
c | afqy ... af,, 0

v v v=u,L; u, N
Cnc anml anc’nc 0 ) y 4y )

v v
1 by bnc 0

v v

by bnc 0

mais puisque cela est sans aucun bénéfice sur la précision, nous préférerons les méthodes dont
la derniére ligne des coefficients a correspond & celle des b. Cependant, les paires de méthodes
IMEX-DIRK qui répondent & ces conditions et qui sont explicitées dans la littérature étant rares,
il est nécessaire de modifier des méthodes (celle de [62] par exemple) pour obtenir un ordre de

convergence supérieur & 3 (& moins, bien stir, d’en produire ab initio). Nous notons aussi qu’il est
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possible de contrdler 'erreur comme dans [62].

3.1.2 DISCRETISATION SPATIALE

3.1.2.1  MAILLAGE EULERIEN

Bien que notre schéma soit particuliérement simple, il est utile de définir précisément ce que

nous entendons par grille.

Définition 3.2.
1. Un maillage régulier (ou grille) homogéneﬁ en dimension N est décrit par un triplet (h, n, o)
avec h, 0o e RV, n e NV et hy >0 poura=1,...,N.

2. Les indices d’une telle grille sont donnésEI par
2(n)= {kEZN|0§ka <na7a:1,...7N}

3. Ses points par X = 0+ k x h avec k € Z(n). Le vecteur h € RY détermine donc les écarts

entre les points selon la dimension.

4. Les longueurs des cotés sont L, = nyh, dans le cas d’une grille périodique et L, =
(ne — 1) hy dans le cas d’une grille finie.

5. L’échantillonnage (ou discrétisation) d’une fonction ¢: F C RY + V sur une grille homogéne
(h, m, 0) est une fonction ¢: Z(n) — V: k — ¢ = ¢ (xx). Par abus de notation, nous

écrirons parfois ¢ = dr = ¢ (Xg).

3.1.2.2 DIFFERENCES FINIES

Nous choisissons d’utiliser les différences finies d’ordre deux dans la discrétisation des équations
de Navier-Stokes. Comme notre grille est périodique, 'arithmétique sur les indices est modulaire ;
dans un souci de concision, nous écrirons cependant k + I pour k +1 mod n.

Si nous supposons que la fonction ¢ est analytique, nous pouvons tronquer ses séries de Taylor &

des points voisins pour obtenir, dans un développement consacré, une approximation au gradient :
Dp: (E= V)= (E~VaRY)

N Phpe, — O
(Do), =Y o B ea (3.20)

a=1 «

6. Nous désignons par maillage n’importe quels ensembles de points reliés entre eux selon leurs distances. Les
triangulations de Delaunay sont les plus utilisées, aprés les maillages réguliers (ou grilles), qui sont caractérisés par
leur topologies identiques aux grilles homogeénes, dont la distance entre deux noeuds, pour un axe donné, est toujours
la méme.

7. Nous remarquons que le compte des dimension débute a 1 alors que celui des indices, dont ’ordre est significatif,
commence a 0.
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et, conjointement, une autre pour la divergence :

Op: (E=VRRY) = (E~V)

N
(Qh . ¢)k _ Z ¢k+ea2h ¢k—ea eq (3.21)

a=1

Un procédé semblable nous donne une expression approchant le laplacien :

h: (E= V)= (E=YV)

N
I (322
a=1 o

Nous adoptons I'opérateur de convection (par un champ de vitesse u) discret utilisé dans [90, eq.
4.10] :
¢ (E=RY) = (E=V) = (E-Y)

& () 6= 1 (Dnd) u+Dn- (@), (3:23)
c’est-a-dire
1o Pte, — Ph—en | Ukten,aPkte, — Uk—e,,aPhk—e
(Ch (u) @), = 3 O;uk,a (!2ha >+ = tha = =

Nous avons maintenant touts les opérateurs différentiels apparaissant dans les équations de Navier-
Stokes, mais nous devons encore en calculer le terme source qui lui provient de l'interaction fluide-

structure.

3.1.2.3 CALCULS SUR LA TIGE

DERIVES DE CHAMPS VECTORIELS Nous discrétisons la tige de la méme maniére qu’avec le fluide,
mais nous devons traiter le cas ou elle est ouverte. La dérivée le long de la tige, sur une grille

(h, n, 0), est approximée par

—3¢o + 4p1 — P2 sik=0
1
(©¢)k:% Ort+1 — P—1 si0<k<n-—1
30p_1—4¢p_o+ pn_3 sik=n-—1

dans le cas ouvert et par

(®¢)k — ¢k+1 2_h¢k—1

(en utilisant implicitement 'arithmétique modulaire) dans le cas fermé.
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DERIVES DE CHAMPS DE MATRICES ORTHOGONALES  Les différences finies appliquées & une fonction
vectorielle (dans le sens général : ses valeurs sont dans un espace vectoriel) donnent naturellement
une autre fonction vectorielle, néanmoins, nous ne pouvons pas assumer qu’une dérivation approxi-
mative sur un groupe de Lie résultera en une fonction prenant ses valeurs dans son algébre de Lie
comme le ferait une dérivé exacte. Heureusement, nous nous intéressons seulement aux matrices
orthogonales, SO(N) dont Palgebre de Lie, so(N), est le sous-espace des matrices antisymétriques
sur lequel il est facile de projeter une matrice quelconque. La courbure approchée du triédre de la

tige sera donc
Q = asym (R'DR) (3.24)
<

EQUATIONS DISCRETES  Une fois 'opérateur de dérivation © choisi, nous pouvons aisément trans-
crire les équations (2.41)), (2.42), (2.61)) et (2.69)

w=RDr - E, Q =asym (R'DR),
<o <o

_ _ o _ _ ¢ 1
=R (o). LA (2-0) R
q=-9I, Q=-9L— (Dr) Al

METHODE DE LIM ET PESKIN Notre approche différe légérement de celle employée par Peskin et
Lim [73] [74] qui se base sur un pas de 7/2 au lieu de h engendrant des valeurs & mi-chemin entre

chaque pair de noeuds :

<©¢) " _ ¢k+1h— o

Cela nécessite de calculer RL 41 dans I'équivalent de ([3.24) par
2

RITH% =V RITc+1RkRL

Or, méme si la racine carrée peut étre calculée directement comme le montre Saccon [95], eq. A6]

en trois dimensionsf] :

1 2
VA=1+ ———— asym (A) +

1+ tr(A) (1 +tr (A)) <2+ \/W)

asym (A)° (3.25)

cela reste coﬁteuxﬂ (a cause des racines carrées) comparativement & doubler le nombre de points
sur la tige. Néanmoins, cette formulation a avantage d’une plus grande localité (les force et couple
appliqués sur un noeud sont calculés & partir de ce noeud et de ses deux voisins par rapport a
quatre pour l'autre méthode d’ordre deux) et d’un meilleur couplage entre les noeuds. Par contre,
dans le cas d’une tige ouverte, Lim [73] doit utiliser des noeuds fantdmes aux extrémités, placés de

fagon & annuler les forces aux bouts.

8. Nous remarquons que cette formule permet de vérifier que VAT = \/KT.

9. Néanmoins, la méthode est environ trois fois plus rapide que de calculer exp (% log (A)) (ce qui nécessite le
calcul de fonctions trigonométriques) et approximativement soixante fois plus rapide que de prendre ’algorithme
général présenté dans [6].
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METHODE ALTERNATIVE Nous pouvons modifier la méthode de Lim et al. afin d’éviter un surcroit
de calcul en discrétisant R a mi-point. Nous aurons donc besoin de faire la moyenne des vitesses
angulaires des points voisins afin de faire tourner le repére mais comme cette vélocité est dans un
espace vectoriel, cette moyenne est additive et nul besoin de racine carrée

8tRk+% =— (Wi + W) Rk—i—%'

1
2
Pour une tige ouverte, il est nécessaire de connaitre en tout temps R aux extrémités pour calculer
les forces aux bouts.

Cette fagon de faire a cependant le désavantage que la courbure doit étre calculée a partir de

voisins distant de h
_ Rk+% - kaé

o 2h

Nous ne pouvons pas non plus décider de calculer la courbure aux noeuds entiers et de transmettre

(OR),,,

=

le couple au fluide & mi-noeuds car cela impliquerait de calculer R au noeuds entiers, nous ne serions

ainsi pas plus avancés.

TRAITEMENT DES EXTREMITES Si une tige ouverte est soumise a des forces et des couples (ia, Ea)

et (Zb, Lb) alors, en assumant le temps du développement 'existence de noeuds fantdomes —% et

n— %, nous écrivons
li—1_, L,-L.. .
Qo="""73 Q=-—— ~Fa Mo,
l,_1—1, s L,.-L, s .
g, =——1" 2hn =, Qi=-——2—"2 2h 2 o Fy A

ol la dérivée de la ligne moyenne est contrainte de prendre les valeurs suivantes aux extrémités
Tu=Ro (B7'Ril,+ By + @), o =Ryt (BRIl + By + @)

Si nous supposons aussi que

. 1 |
la:—§ (l%—kl_%), lb:§<ln—3 +ln_%),
L, = 1(L 'y ) L—l(L L )
@ 2 % _% ’ b_2 n—32 n—% )
alors
I ==2,—11, I, 1 =21, s,
2 2 2
L, =-2L, Ly, L, 1 =2L,-L, s

|
W=
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et finalement

Q

S
I
|

SURSRSIRN

(0 —tu-g). Qur == (Lo=Lyy) =7 AL

Q

3

L
|

3.1.3 APPARIEMENT

3.1.3.1 DELTA DE DIRAC DISCRET

DEVELOPPEMENT ANALOGIQUE Dans le cas exact, 'ensemble des points sur la tige v € RV est
contenu dans le domaine F du fluide et est paramétré sur un domaine Z C R, c’est-a-dire qu’il
existe 7: Z — F — la ligne moyenne de la tige — telle que v = r (Z). L’opérateur d’interpolation
I (F—= V) (I~ V) est une simple composition de la fonction a interpoler q: F — V avec r

szrfq:qor.

Pour obtenir son équivalent discret, nous devons premiérement pouvoir interpoler ¢: = — V: [ +—

@1 = q (x1), 'échantillonnage de ¢ sur le maillage {x;},.= , par

(99) (%) =Y N (%) d (3.26)

lez

o J: (E—= V) — (F— V) est un opérateur défini tel que Jg§ converge vers ¢ & mesure que la
grille sous-jacente est affinée. Cette propriété dépend a la fois des fonctions {\;}, = et du maillage
{x1},c=. Deuxiémement, aprés avoir pris un échantillon #: T — F de la ligne moyenne et en notant
Ql;: (2 V) = (T + V) l'opérateur discret d’interpolation — le pendant discret de <7/ — nous
posons simplement

(22) = OD) () = 3N (7). (3.27)

€2

Ainsi, nous avons, moyennant la connaissance de ), une expression pour ' ; avant d’aller plus loin
et de s’attarder & son adjoint, définissons les produits scalaires discrets définis sur les fonctions

discrétisées sur 7 et F

<P7 Q)i%(z) = 2 (Pk, Qk)vwlm (3.28)
(B @) g2y = Y By @)y wr (3.29)
lez

de telle sorte qu'ils approximent les produits scalaires sur £2(Z) et £2(F) (remarquons que nous
pouvons choisir w; = [ FA (x) ANy si ces poids vérifient w; > 0). Maintenant, inspirons-nous de

I'identité (Jz%,fq, P)z:2 = (g, sz,ﬂP)ﬁ(f) pour imposer

@ (q’ %P) F2(F)

63

(T)

> (340, 1), == 300 ),

keY x

Il
S
=
—
2
bl

okl
N—
N—
<

g



3.1 Modéle numérique Chapitre 3 ‘ Méthodes

Or, cela implique que

() )= B (o) 1) oo (Greons))

keY ke leE le= ke’

d’ot nous avons une expression pour 'opérateur d’étalement discret

(Ql;f’)l wy = Z A () Pyooy,

kex

et enfin

( ) 3 h (s Pk— (3.30)

keY

NOYAUX ET QUADRATURE  Les termes {wy }; v et {w;},cz sont effectivement des poids de quadra-

ture, c’est-a-dire que

PdX; ~ Y P.wy,
fraxi=3

keY

/qd Ux o ZQlwl

lez

Revenons temporairement au cas exact. Pour un champ ¢: F — V), nous avons par définition du
delta de Dirac

M@=%MX—JAMGiL5@—wQWNW%

cela ressemble & I’équation

qumwﬁxmwﬂww

qui se vérifie, pour une fonction K: F x F — R particuliére (un noyau reproducteur), dans certains
espaces de fonctions. Cette formulation est moins générale que la précédente car nous passons
d’une distribution & une fonction, par contre, nous délaissons 'invariance sous translation (car K
est bivarié). A 'opérateur .# correspond, dans le cas discret, I'opérateur J: (2 V) s (F = V)
que nous écrivons maintenant en utilisant x: = x F +— R — I’équivalent discret de K — et les poids

de quadrature {w;},.= pour trouver

(3g) (%) =Yk (%) Gy (3.31)

lez
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donc kjw; = A et

(Q(;Lij)k = Z)\l (7)) G = Z ki (Tr) Qrwy,

le= les
~ 5 ~ Tk B ~
(Qli'P)l = Z Al ('rk)PkE = Z K1 (Tr) Prwk.
keY keY

Ces derniéres expressions sont plus proches de (2.73)) et (2.74).

DERIVEES Dans la formulation de la méthode de la frontiére immergée généralisée, nous devons

calculer 'interpolation du gradient et le gradient de I’étalement :

W = asym (JZZ,TV'U,) ,
C=-V 4.Q.

Comme nous disposons déja d’un opérateur pour le gradient dans le fluide ([3.20]), nous pouvons

prendre

Vg ~(ADn) G = A, (Dnd). (3:32)

VAP~ (Dp;) P = Dy, (QI;P) (3.33)

mais ce n’est pas la seule possibilité, (3.31)) et (3.27) nous aménent a considérer

iV~ ((AV)a) =D aeVn ), (3.34)
le=
VAP ~ ((vm;)P)l - fkezrpk ® VA (74) % (3.35)

Nous remarquons que

(V) a # (AfD) g
en général : il faudrait que (V) (x) = — (DA (x)), VxeF, VIicE.
REPRODUCTION DES MOMENTS Pour garantir que la transmission de la force et du couple de la

tige au fluide soit balancée (c’est-a-dire qu’il n’y ait pas de création ou d’annihilation de moment

linéaire, angulaire ou d’énergie) il faut, pour n’importe quel y € F que [90} §5]

Z)\l (X) =1,

le=
Yoxhi(y) =y
leE
afin que, par analogie aux équations
/ b(x) dVu, = — / q (X;)dX; (3.36)
F z
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et
/ xAb(x) dVu, = — / r(X1) A q(Xy)dX, (3.37)
F z
nous ayons
D bw == (Ardy),wi
leE le=
==y (Z A (k) ~kw’€> wy
€8 \ker W
==Y (Z Al (ﬁ)) 4,k
kET \leZ
=-—§:ékwk
keT
et

ZX[ A Blwl = — ZXZ A (Qli‘{]k)l wy

= le=
L\~ Wk
=— le A <Z A (Tr) qkw) wy
IeE ke !
==Y (Z XA (f“k)> A Q) @k
keY \le=
==k A G
keT

Des conditions plus strictes pourrait étre ajoutées, par exemple

Y. M) =y* Vptoa lul<n (3.38)
€2
ly—xi]I<A
avec g un multi-indice (voir la définition|A.1)), n € N et A € ]0, o] fixés. Avec n nous contrdlerions
la capacité de opérateur d’interpolation a bien reproduire des polynomes (de degré inférieur ou
égal a n) tandis qu’avec A et une métrique appropriée, nous astreindrions les {\;},.z & une certaine

localité.

Définition 3.3. Un ensemble de fonction {)\;}, = sur une grille {x;},.= d'un domaine F est dit

reproducteur d’'un espace vectoriel de fonctions V si

Zv(xl))\l(y):v(y)7 Yv eV, Vy e F.

leE

Définition 3.4. Un ensemble de fonction {)\;},.z sur une grille {x;},.= d'un domaine F est dit
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interpolatoire d’'un ensemble de fonctions U si

Zu(xl))\l (xv) =u(xy), Yuel,Vl eE.

lez

Remarque 3.5. La condition
A (xy) = 61

est suffisante pour que {\;},.z soit interpolatoire pour toute fonction prenant valeur dans un
espace vectoriel, mais elle n’est pas nécessaire pour que {)\l}leE soit interpolatoire pour un espace
de fonctions plus restreint puisqu’il suffit que {A\;},cz soit reproducteur d'un espace vectoriel de

fonctions V pour étre aussi interpolatoire sur ce méme espace.

Il reste a trouver une expression convenable pour A.

POLYNOME DE LAGRANGE En une dimension, il est bien connu que les polynomes de Lagrange

r— 1
() = H k=t
1<i<n

1#£k

satisfont a

&k (t1) = Ok

De méme, les polynomes de Lagrange trigonométriques (de période 27)

sin (24
nio = J1 2
1<I<n 2

Ik

vérifient
Tk (tl) = 5k,l~

Nous avons donc des candidats pour A autant dans le cas d’un intervalle fini que dans celui d’un
intervalle périodique puisque le produit tensoriel de ces fonctions permet de les généraliser & NV
dimensions. De plus, ces possibilités sont tentantes puisqu’elles sont assurées de reproduire les
polynoémes (trigonométriques dans le cas des 7).

Nous pouvons voir & la figure [3.1] que les polyndmes sur une grille uniforme dans le cas d'un
intervalle fini ont un comportement particuliérement aberrantﬂ méme pour un nombre réduit
de noeuds, tandis que sur une grille construite a partir des noeuds de Chebyshev ou une grille
uniforme d’un intervalle périodique, ils sont mieux localisés (bien qu’ils ne s’annulent jamais que
ponctuellement). En fait, nous souhaitons que, dans la limite ou la grille s’affine infiniment, nos
deltas discrets tendent vers le delta de Dirac. Cependant, cette limite peut étre observée sans
qu’ils s’annulent & partir d’une certaine distance du centre, or, comme il deviendra évident avec

I'observation des algorithmes [3] et [6] cela les rend trés cofiteux en calculs.

10. C’est le phénomeéne de Runge. Dans le cas qui nous intéresse, une telle délocalisation est catastrophique puisque
nous souhaitons, justement, transmettre des forces localisées au fluide.
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FIGURE 3.1 — Polynémes de Lagrange

polynémes de Lagrange (grille uniforme)

-0.5

0.0

0.5

polynémes de Lagrange (grille de Chebyshev)
I I I

—-0.5
—-1.0

-0.5

polynémes de Lagrange trigonométriques (grille uniforme)
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3.1.3.2 DELTA POUR UNE GRILLE HOMOGENE SANS BORD

Nous cherchons donc un delta & support minimal qui, néanmoins, reproduit le plus fidélement
possible une large classe de fonction. De surcroit, en plus d’étre continu, il serait souhaitable qu’il
soit invariant sous translation :

ri(y)=0(xi—y),
ce que le choix d’une grille uniforme périodique rend possible.
Pour simplifier notre recherche, et puisque nous ne considérons que le cas d’un domaine rectan-

gulaire (au sens qu'il est le produit cartésien d’intervalles de R) sans bord, nous assumons que le

< N 1 ZT;
dne(x) =[] -0 <Ch,> (3.39)
i=1 ¢

ou ¢ € N est un facteur de dilatation et ¢ est le noyau du delta. Nous notons que H;V he = w; (voir

eq. [3.29) ou |3.31)).

Afin de voir dans quelle mesure le delta multidimensionnel Sh’c préserve les propriétés de son

delta ait la forme

noyau ¢, nous devons d’abord montrer I’égalité suivante

N
ot X __; T est le produit cartésien des ensembles {I‘a}flvzl et no: I'y — R. Cette égalité est
trivialement vraie pour N = 1; si nous supposons vraie pour N € N arbitraire alors vérifions que

ce soit encore le cas pour N + 1 :

N+1 N
I D matka)=1 D nnver(knia) (H > (m))
a=1 k,€l, kny1€0N41 a=1lk.,€l'y
N
= > avia (k) > e ka)
knt1€lN11 kexN_, T, =1
N
= > > v (bva) | I 7 (ke
kexY_ T, Ent1€lN 11 a=1

> > (nN+1 (k1) f[_lna )

kexgzl Iy kN+1€0N41
N+1

Z H Na (Ka) -

kexNflr, a=1

a=1

Lemme 3.6. Soit un noyau ¢ qui reproduit un espace de fonction U alors Sh,c défini par

69



3.1 Modéle numérique Chapitre 3 | Méthodes

reproduit l’ensemble des fonctions du type

N X—0 ~
H ( a), U € U,
ol
L?C:{UGZ/{|u’:Xt—>u(cx+p)€U, Vp <c¢, peN}
sic>0,ceN.

Démonstration. Pour simplifier les calculs, nous supposons que le support de S;w est plus petit
que la grille car nous pouvons alors remplacer les sommes sur = (n) par des sommes sur Z~. Nous

rappelons que X = 0+ k x h < x4 = 0o + kaho (voir les définitions [3.2)).

() e ()

’,:]z

D F(xk)One (v —xkf[ Z(

keZN keZN

a=1

nous intervertissons la somme et le produit

I
—=
ol
<31
Q
=~
Q
©-
7 N
<
o |P
Sl
e
Q
|
o~
o |3
~__

Q
I
-
>
R
m
N

nous posons k =cl +m

Yo — 0o cl+m
a(cl—i—m)gb( i c )

o cl+m)o —ya—oa—mha_l
h

C

I
=
ol
1M1
=31

o
Il
o

Sm
N

Q
|
—

Il
=
ol
=31

Q
[
o
3
Il
o
M
N

nous utilisons la reproduction des u € Upar le noyau

Il
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Q
Il
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O

Remarque 3.7. 1l est évident que U = Zjlc, Ve € N si U est un ensemble de polynomes de degré

maximal donné. Si par contre U est I’ensemble des polynoémes trigonométriques de degré maximal
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n alors
) 2]
U.={x—1}U U {x > cos (27kx) , x > sin (27kx)}
k=1
c’est-a-dire que la grandeur de la famille de fonctions reproduites par Sh,c décroit & mesure que c

augmente.

CRITERES POUR LES DELTAS Nous collectons nos critéres minimaux pour 5 et les transposons a ¢

pour obtenir :

¢ est continu, (3.40a)

¢ est & support compact, (3.40Db)

6 (k) =6ro Vk€Z, (3.40¢)

Y ¢x—k)=1 VzeR, (3.40d)
keZ

d k¢p(x—k)=x VzeR (3.40¢)
keZ

Ces conditions sont différentes de celle présentées par Peskin dans sa revue de 2002 [90, eq.
6.2-6.6] :

¢ est continu, (3.41a)
2| > 2= ¢(z) =0, (3.41D)

ZQS(Ika):ZQZ)(:cka*l):%, (3.41c)

kEZ keZ
Y (w-k)¢(x—k)=0 VzeR, (3.41d)
kez
3C > 0 telle que Z (p(x —k)>=C VzeR. (3.41e)
keZ

La condition de continuité (eq. (3.40a)) et ) permet que l'interpolation du champ de vitesse
varie doucement lorsque la tige se déplace. La différence entre et s’explique par la
volonté de Peskin de trouver le plus « petit » noyau . La séparation de la condition de normalisation
(ou de reproduction des fonctions constantes) en parts paire et impaire (i.e. : (3.41¢c))) empéche une

oscillation d’un point a ses voisins dans la vitesse du fluide. De notre co6té, une transformée de
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FIGURE 3.2 — Etalement

¢s,4 (nF = 32, nr = 16> ¢s,4 (nF = 32, nr = 256)

Gspr2 (np = 32, np = 16) bspr2 (np = 32, np = 256)
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Il | |
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Etalement de la fonction P (X1) = 1 4 sin (X1) pour la tige r (X1) = cos (X1) e1 + sin (X1) ea.
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Fourier nous donne l'occasion d’annuler aisément ce mode (voir la section [3.2.2]). La capacité de

reproduire un polynome de degré un est assurée dans les deux cas (eq. (3.40d) et (3.40¢)), (3.41c)

et (3.41d))), d’ailleurs (3.40d)) est une conséquence de (3.41c)). La condition (3.41¢|) nous assure que

(en utilisant 1'inégalité de Cauchy—Schwarz)

Z¢(x—k)¢(w’—k)§0 Vr, ' € R (3.42)
keZ

ce qui tend & montrer que l'interaction entre deux points est plus forte lorsqu’il sont superposésE
Enfin, Peskin n’astreint pas le noyau & étre interpolatoire, ce qui serait d’ailleurs impossible étant
donné la condition . Remarquons qu’un noyau pouvant reproduire les mondémes jusqu’a un
certain degré sera interpolatoire pour les polynémes de méme degré, mais ne le sera pas en général,
A moins qu’'une condition supplémentaire, comme , ne soit exigée. Notons de plus qu’un )
issu des considération de la section [3.1.3.1] a, sous réserve d’en choisir un bien conditionné, son
amplitude maximale & son origine (x; pour k;), nous aurons donc aussi que l'interaction est plus

forte lorsque deux points coincident.

3.1.3.3 ASSORTIMENT DE NOYAUX

Avant que les conditions (3.41]) ci-haut ne soient connues dans leur ensemble, la fonction

m@ﬁ:§@+mﬂ?h si | <2

sinon

était souvent utilisée. Elle I’est encore puisqu’elle approxime trés bien la fonction usuelle

§(3—2|x\+\/4(1— \x|)|x|+1) si Jz| <1
dsa(2) =L (5-2pe) = VIB— N[ = 7) sil<o] <2 (3.43)
0 sinon

qui, elle, est construite en appliquant uns a uns les critéres (3.41)) (voir [90, section 6]). Si nous
sommes prét & affaiblir la condition (3.41b)), il est possible d’obtenir une fonction ¢g ¢ qui satisfait

Y@=k ¢s(z—k)=0 YzeR (3.44)
kezZ

comme le montre Stockie [I04] section 2.3.1], ce noyau est ainsi capable de reproduire exactement

les fonctions quadratiques au prix d’un élargissement, et donc d’un cott plus élevé en calcul.

TENTATIVES D'’AMELIORATION  Wang et Liu dans leur formulation de méthode de la frontiére immer-
gée étendue (EIBM : extended immersed boundary method) [II7] remplacent le noyau ¢s 4 défini

11. Cette condition semble avoir un autre effet : les travaux de Bringley et Peskin relatés dans [I5] suggérent que
le rayon effectif d’un delta de Dirac discret est plus petit pour les noyaux interpolateurs qui ne répondent pas a la
cette condition (en particulier ¢; 4 et ¢; ¢, voir le tableau , que pour les noyaux qui la satisfont (en particulier
¢s,4 et ¢s,6). Nous notons aussi que (3.42) n’a pas d’équivalent continu.
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a l'équation ([3.43) par les noyaux utilisés dans la méthode & particule reproductrice de moment
(RKPM : reproducing kernel particle method). Cependant, c’est le critére de moments continus qui

est retenu, c’est-a-dire qu’au lieu d’imposer

kaqﬁ(x—k):xm VreR, VmeNt.q m<n (3.45)
keZ

pour un n € N choisi (cf. (3.38))), Wang et Liu requiérent
/ y"o(r—y)dy=2" VreR (3.46)
R

ce qui ne sied pas & notre probléme; surtout que ¢y1,4, une fonction proposée par eux, ne répond
pas au critére — fondamental — (3.40d)).

Pour leur part, Yang et al. [126] proposent d’adoucir un noyau ¢ par une intégration

ce qui a pour effets d’ajouter une dérivée continue & la fonction originale et, en contrepartie, d’en
élargir le support.

11 existe aussi un homologue & trois points ¢ 3 au noyau usuel ¢s 4 qui est fondé sur les mémes

conditions ([3.41)) a 'exception de (3.41c) qui est remplacée par ((3.40d]).

SPLINE NODALE L’approche exposée dans la partie n’a pas de réalisation publiée connue
de 'auteur, et le probléme de trouver un noyau & support compact n’a pas été abordé. Toutefois,
les splines nodaux [28] [I16] semblent idéaux : ce sont des polyndmes par morceaux, interpolatoires
et reproducteurs de polynomes. Ils sont donc, une fois leur formule explicitée, faciles a évaluer et
satisfont toutes les contraintes en plus de se plier, si nécessaire, & des contraintes plus séveéres
pour le degré des polynoémes reproduits et le nombre de dérivés continues. De surcroit, et bien que
ce ne soit pas utilisé ici, les splines nodales peuvent étre adaptées a des grilles inhomogénes. Malgré
cela, nous nous contenterons du spline nodal quadratique ¢gp1 2 tel qu’explicité dans [31].

Nous remarquons cependant que des noyaux interpolatoires et reproducteurs ont déja été pro-

posés par Bringley et Peskin [I5], mais ceux-ci n’ont pas de dérivées continues.

CHOIX DES POIDS DE QUADRATURE  Le choix d’un domaine périodique pour le fluide nous a permis

de simplifier ’expression du noyau « ainsi que celle des poids de quadrature

N
wq :Hha

qui sont alors indépendant de la position dans la grille. La quadrature sur une tige fermée peut étre
choisie pareillement

wk:h.
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Ces choix sont ceux de la méthode du trapéze qui, pour des fonctions périodiques lisses, est su-
perconvergente (voir [30, §5.1.4]) ; ¢’est-a-dire que son erreur diminue plus vite que n’importe quel
puissancelE or linterpolation, nous le verrons, a une erreur qui diminue comme une puissance.
Dongc, il est raisonnable de croire que pour ’étalement I'erreur due a la quadrature sera dominée
par celle issue des fonctions d’interpolation.

Par contre, nous devons considérer des tiges ouvertes pour lesquelles la méthode du trapéze
correspond a

oy — ih sike{0,n—1}
h  sinon

or cette méthode a une erreur qui diminue avec le carré de h. Si nous souhaitons obtenir un ordre de
convergence plus élevé, nous utiliserons la méthode de Gregory [30L §5.2.1][31], eq. 1.4], qui corrige
la méthode du trapéze en tentant d’annuler les premier termes de I’expansion de son erreur par
des approximations des dérivées aux boutsE Il suffira donc d’accorder le choix d’un noyau avec
les poids de quadrature afin de conserver, pour 1’étalement, ’ordre de convergence du premier.
Nous remarquons cependant que les différences finies qui entrent dans la méthode de Gregory sont
nécessairement unilatérales et sont donc potentiellement instables sous perturbationsE; nous ne
croyons donc pas qu’il soit toujours avantageux d’aller chercher ’ordre de convergence le plus élevé
puisque dans la simulation finale, un haut degré de continuité des différentes variables n’est pas
assuré. Mais surtout, au-dela d’un ordre de convergence de 9, la méthode génére — pour des noeuds
équidistants — des poids de quadratures négatifs pour certains noeuds, ainsi, bien qu’elle approxime

encore son équivalente continue, ((3.28) n’est plus une norme discréte.

RECAPITULATIF Bien que nous ayons la possibilité d’utiliser de nombreux noyaux dont l’ordre
d’interpolation est élevé, nous rappelons que nous interpolons le champ de vitesse du fluide, lequel
n’est pas lisse 1a ol est la tige immergée. De plus, comme pour cette raison un ordre plus élevé serait
inutile, la discrétisation spatiale est basée sur les différences finies d’ordre deux. Par conséquent,
I’ordre de la méthode dans son ensemble est limité indépendamment du noyau choisi, mais certains
noyaux n’en peuvent pas moins étre plus précis et produire des sauts plus francs, car il ne faut pas
oublier que le noyau sert aussi a ’étalement.

Le tableau [3.I]) résume les caractéristiques importantes des noyaux entrevus jusqu’ici alors que
les figures [3.3] et [3.4] nous les donnent & voir, les figures [3.5] et [3.6] nous permettent de constater la
sujétion des différents noyaux a la contrainte , enfin ’annexe |§| les détaille.

12. Cela s’explique facilement : la somme ZleE ujw; correspond 1’évaluation, par une transformée de Fourier
discréte, de l'intégrale; or les méthodes spectrales convergent exponentiellement : plus rapidement que n’importe
quelle puissance (pour les fonctions lisses).

13. La régle de Simpson est exclue car elle nécessite un nombre pair de points. Les formules de Newton-Cotes ne
sont pas applicables puisqu’elles prescrivent les noeuds.

14. Une grille raffinée aux extrémités, sur un nombre de points proportionnel & l'ordre de convergence, pourrait,
peut-étre, mitiger ce probléme.
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2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
—-1.0
—-1.5
—2.0

2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
—1.0
—1.5
—2.0

2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
-0.5
—-1.0
—1.5
—2.0

-3 -2 —1

FIGURE 3.3 — Noyaux
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FIGURE 3.4 — Noyaux (suite de la figure

JRE v

_ 3 | | | | | | | | | |

Oyalhs3
3 I I I

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2-1 0 1 2 3
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FIGURE 3.5 — Test de l'invariance des noyaux

of Gspl 2
1 1

1.0 . T T T
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 ' ' ' ' ' ' ' '

1.0 . . . T T T T T
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 - 8
0.4
0.3 ' ' ' ' ' ' ' '

1.0 . . . T T T T T
0.9
0.8
0.7
0.6 |- 8 - 8
0.5} 8 - .
0.4} . - .

03 1 1 1 1 1 1 1 1
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Tracé de D, o, (¢ (x — k))* pour z € [0, 1]
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FIGURE 3.6 — Test de l'invariance des noyaux (suite de la figure |

2.5 T I I I I I I I
2.0} {1 -

1.5}) {1 -

1.0 \/ ~__

00 1 1 1 1 1 1 1 1

Qbyzlh,s,?) ¢yzlh,s,4
I I

2.5 T

1.5}) {1 -

1.0} {1 -

00 1 1 1 1 1 1 1 1
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Tracé de ), o, (¢ (x — k))* pour z € [0, 1]
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TABLE 3.IT — Principales propriétés des noyaux

’ \ largeur \ continuité \ moments \ modéle \ références ‘
Ps,3 3 1 2 - [92, eq. 22][126, eq. 16][15, eq. A.4]
Ds,5 5 1 4 - [15, eq. A.5]

Ds.4 4 1 2 - [90, eq. 6.27][126], eq. 17][15, eq. A.6]

Ps,6 6 1 4 - [104], eq. 2.18][15} eq. A.7]

o 4 1 1 - [90] eq. 6.28][126, eq. 15]

Dspl,2 4 1 3 - [115 eq. 4.10]

$i2 2 0 2 - [126, eq. 14][15, eq. A.1]

®i4 4 0 4 - [15, eq. A.2]

bie6 6 0 6 - [15] eq. A.3]

Dwl,0 4 2 1 - [117, eq. 25|

Pwi2 4 2 2 w10 [117, eq. 25]

Pyl a 4 2 0 Pwi0 [T17, eq. 25-26]
Dyzlh,i,2 3 1 1 bi.2 [126, eq. 18]
Gyalh,b ) 2 1 on [126, eq. 19]
¢yzlh,s,3 4 2 2 ¢S,3 [126, €q. 20]
¢yzlh,s,4 ) 2 2 ¢574 [126, €q. 21]

Pour la continuité, nous comptons le nombre de dérivées continues (& partir de zéro). Pour les moments nous
comptons le nombre de moments correctement reproduits, ce qui équivaut & d 4+ 1 ol d est le degré maximal des

polyndémes reproduits.

3.2 METHODES DE RESOLUTION

3.2.1 RESOLUTION DES EQUATIONS D’ADVECTION

3.2.1.1 DEPLACEMENT DE LA TIGE

Tel que vu & la section la ligne moyenne r et lorientation R de la tige obéissent aux

équations différentielles :
or (X, t) =u(r (Xq, t), t), R (X1, t) = asym (Vu (r (Xq, t), t)) R(Xy, t) (3.47)

La forme de ces équations nous ameéne & chercher en premier lieu une solution pour 7, nous reprenons
les éléments pertinents des équations (3.19)

Ne
%n,i = ’rn+hnza£]‘f'r’ (gn,ja E'n,j) 1= 1a-~-anca
j=1
Ne ~
Tpntl1 = Tp+ hn Z b:fT (gn,ia tn,i)
=1

en nous rappelant notre choix de méthodes de Runge-Kutta diagonalement implicites, c¢’est-a-dire

que j >1i=a;,; =0.
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11 nous faut résoudre n. systémes M, ; (7,,;) = 0 avec

i—1
mn,i (Q) =q—Tp— I Z a:,jm;-mj '&n,j - hna;’:zmzan,z =0
J=1

pour {7, ;};<,. En vue de résoudre ce probléme avec la méthode de Newton, nous prenons la dérivée
de ‘ﬁz :

(qun,i (q)) d= (6>\mn,i (q + Ad))l)\:o
i—1
= o[ g+ Ad—rn—ho D al AL it — hpal AL g
j=1

=d — hnal; (ZqUitn,;) d

A=0

or
((@qmg'&n,j) d)k = <3A (m2+>\dan>j)k) ‘,\:0

= <8A Z k1 (qy + Ady) ﬁ"vﬂ'vl>

le= A=0

(Vi (g, + Ady)) - dmw:l)

A=0

[
4
z
Q
T
S
£
g

<

Nous remarquons que

(cf. eq.[3.34) donc

(gqmn,i (Q)) d=d- hnazr,i <Z Un,i1 @ Vi (q)> d
le=
=d— hpal, (ALV) @) d,

ainsi, les itérés de Newton serons

(s (727)) (7o = 27) = 9t (527
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ou, plus précisément
~ - 1 - - - 1
T’EZ’Z) _ r;’ZJF ) _ hna;’i ((Q‘; m)V) ’U,»,W) (rﬁl";) _ r;’:’;ﬂL ))

i—1
_ =(m) T i ~ r ot -
=Ty, —Tnh—hn E a; ; Ql;q(w‘)V Upj | — hnai’iﬂ%(m_) Up i
o T Toi

ou encore
1—1
ractha )l <Z . (%;Oj)k) ﬂ"’j’l> +hnai (Z (Hl (?‘El"i)k) — Vi (fﬁb@ ' f'i"?k) ﬂmz)
Jj=1 le= le=
- 1 B ~ ~ L
= hnal, <Z i1 @ Vi <r§;j;3k)> RO,
le=

Il suffit donc de résoudre un systéme indépendant pour chaque sous-étape i et chaque noeud k sur

la tige ayant la forme
(1~ 7, M) ") = 6 (¢)

il est donc attendu que ces systémes aient chacun une solution si h,, le pas de temps, est suffisam-

ment petit.

ROTATION DU REPERE Nous nous intéressons maintenant & la cinétique du repére sur la tige qui
obéit a ’équation ;R = WR avec W = asym (;zi,j Vu) qui, lorsque discrétisé comme & la section
donne

7
- R
Oni=hy Y a®,;
j=1

i=1,...,n, (3.48a)
P, = dexp(z)1 _asym (Wnl)
©,1=h W@,
! ! ; B (3.48b)

Rn+l = exp (@n+1) Rn

avec

W= (2 V)i on W= (2, D)

Tn,i Tn,

. . -1 . , . ..
En deux dimensions, nous nous rappelons que dexp,~ B = B ce qui rend ces équations explicites;
par contre, en dimensions supérieures, ce sont des équations non-linéaires que nous devons résoudre

~ Ne
pour les {@n,} a l'aide, encore une fois, de la méthode de Newton. Pour ce faire, définissons
i=1
i—1

M, (X) =" —hy, Z af}j dexpéi’.j (Wn]) — hnaf‘i dexpy! (an) =0
= '
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et prenons sa dérivée

(@Timn’i (T)) A = (8)\9)?”71- (T + )‘A))|>\:o
i—1
= o[ r+ra-n Y aRdeg! (Wa,)
j=1 ’

— hna{{i dexp}lw\A (VNan)
A=0
= A-hud (% dexpy! (Wn)) A.

Il faut donc connaitre la dérivée de (3.18). Pour faciliter les développements, nous altérons légere-
ment notre définition de dexp ! en utilisant les vecteurs de R® au lieu des matrices antisymétriques

de R3*3. Ainsi, nous aurons

) . ] cot (151) — 2
dexp, y=vy — 2T XY~ e X (xXy). (3.49)

Le temps des calculs, posons
- peot (£) —2
2

[y "

et réécrivons (3.49)) en coordonnées

_ 1
(dexp, ' y), = vi — eiiw@iyn = f (1@ll) (zizsy; - yizjz;)

pour ensuite la dériver

Ou, (dexp, ' y), 5

1 "(||x
= —3Cigk (Oz,75) yr — ‘le (Tizjy; — yiw;xy)

—f ) 0x, (wizjy; — vizjz;)
1 EdD)

= =€ k05 1Yk — T T (TiTY; — i)
2 J ||$|| 197 Jv
—f () (((On, i) 5 + 25 (O, 75)) yj — 2yi (O, 75) T5)
1 I (=)

= —sEiukYk — T (TTY; — i)
2 ||l o I
—flll) ((Giazj + 2i650) yj — 2i05,125)
1 (=)

- _2€Z,l,kyk‘ - HmH Zy (x’tl‘jyﬂ - ylxjxj)

—fll=l]) (Ji025y5 + wiye — 2yiz1)

1
Oz, (yz = s€ijkTiye — [ (|2|) (zizjy; — yiffjxj))

83



3.2 Méthodes de résolution Chapitre 3 | Méthodes

et revenir & une notation vectorielle

Vadon 'y =~y tx(y) - L @ x @ xy)ma - f(lel) (@ w1 @ ny - yeo)

ou

(o) = 8 — (pesc (gi)pg 2 cot (£) .

Les itérées de Newton suivrons donc la loi de récurrence suivante :

(s 00, (647)) (617~ 011 ) ~ .. (017

ou, avec plus de détail,

i—1

R -1 A R -1 X - = (m)

b, Z;ai,j deXpéiff;) (an) =+ hnai,i dexpé%) (an) - (9(1)”,1‘ dexpé;’mi) an) en,i
Jj= ’ '

~ (m+1) _ ~ ~ (m+1)
=0,, - (@ényi dexpéz,? Wn> O,

Nous pouvons désormais décrire précisément la résolution des équations[3.47]: dans le cas simple

de la méthode d’Euler par I’algorithme [1| puis dans le cas le plus général par I’algorithme

Algorithme 1 Itération d’Euler pour une tige
Permet de résoudre les équations

Ber (t) = v (r(t), R(t), t), R (t) =W (r(t), R(t), t) R(t)

procédure ITERATION(7g, Ry, t, v, W)
[Types|
v: RY x SO(N) x T — RN
W:RY x SO(N) x T + s0(N)
To: RN
Ro : SO(N)
t: T
[Calculs
pour i€ 0,...,n, — 2 faire > Pour chaque pas de temps
hi < tiv1 — 1t
Tit1 < T+ hi’U (T‘i, Ri, ti)
Riy1 < exp (hiW (7, Ry, t;)) Ry
fin pour
fin procédure
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Algorithme 2 Itération de Runge-Kutta-Munthe-Kaas implicite pour une tige

Permet de résoudre les équations

atT(t) :U(T(t)7R<t)at)’ O R (t) :W(T(t),R(t)a t) R (t)

procédure IMRKMKTIGE(rq, Ry, t, v, W)
[Types]
v: RY x SO(N) x T s RY
W: RY x SO(N) x T — so(N)
To: RN
Ro: SO(N)
t: T
[Calculs
pour i < 0,...,n; — 2 faire
hi <= tiv1 —ti
Ei,() <— (]. — Co) ti + Coti+1
[Début de la premiére estimation par la méthode d’Euler explicite]
’IA“Z"() —r;, + C()hi’v (’I‘i7 Ri7 tl‘)
Ri,o < exp (CohiW (T‘Z‘, Ri7 tl)) Rz
pour j < 1,... n.—1 faire
Ei,j — (1 — Cj) t; + CjtiJrl
Tij < Tij—1+ (¢j — ¢j—1) hiv (f‘i,j—h Ri;j-1, ti,j—l)

©,; < (¢j — ¢j—1) LW (ﬁyj—la R, 1, Ei,j—l)

Ri,j < exp (éi,j) Ri7j_1
fin pour
[Solution du systéeme implicite]

Ne—1
Ti; =1+ h E a; v (f‘i,k, R,
k=0
7.0, . R; ; < solution a el
By T T @iJ = h; E aj)kdexpél (W(’f‘@k,
k=0
Ri,j = exp ((-)i,j> R1

Ne—1
Tip1 Tty Z bjv (i, ti;)
=0
ne—1
Ry < exp | Z bjdexp) (W(’Fik Ri, b k)) R;
— ©i; e
=

fin pour
fin procédure

T
d’apreés ©+ 06
R+ R
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3.2.2 SOLUTION AUX EQUATIONS DE STOKES-BRINKMAN

Pour résoudre les équations de Navier-Stokes, nous devons résoudre répététivement les équations

de Stokes-Brinkman qui ont la forme
(ol — BA)u+ Vp =z, V.-u=0. (3.50)

Ces équations sont discrétisées comme décrit dans la section [3.1.2.2] dont nous reprenons les défini-

tions :

~ Dken — Ok
(Dro)y =D — 25— D ea,

a=1 o

N
(@h_@kzzw.em

a=1 Qha
¢ 261+ ¢
k+e, — k k—eq
(Crd)e =D =,
a=1 @
pour obtenir directement
(all — BLR)u+ Dpp = z, Dp-u=0. (3.51)

Nous avons donc un systéme linéaire discret correspondant aux équations , cependant, au
lieu de résoudre directement ce systéme par des méthodes usuelles, nous profitons de la possibilité
de le diagonaliser : comme nous utilisons un domaine rectangulaire périodique, les équations aux
différences finies & coefficients constants, comme leurs contreparties continues, sont diagonalisables

par une transformation de Fourier.

Définition 3.8. La transformation de Fourier discréte est définie sur une grille (h, n) par
B =0k= Y ¢rexp(-2mi(l+n)-k).
le=(n)
Son inverse est

1
(n)]|

(3‘103)1 =g = > drexp(2ri(l+n)-k).

kEE(n)

[1]

Introduisons maintenant un opérateur de décalage & par son effet sur une fonction ¢ :

(6ad); = d1ta

15. Cette équation porte parfois aussi le nom de Darcy.
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et observons son interaction avec la transformée de Fourier discréte :

(Sad), = drta

=L S Grexp@ni((L+a)+n) k)
Eml, 2

= :1 Z drexp (2mi (a +mn) - k) exp (2mi (I +n) - k)
Eml, 2,

= Y (§(Sad))exp (il ) k),
= ()] keZ(n)

donc
(§(6a9))i = (3 () exp (27mi(a +n) - k),

c’est-a~dire que § diagonalise G,, et de méme toutes les différences finies puisque celles-ci se ré-

écrivent en des combinaisons linéaires d’opérateurs de décalage. De

N

Ge, — 6_e,
Dp = Z T @ €eq,
a=1
N &, — 260+ 6,
En = Z B2
a=1 @

nous avons donc immédiatement

Al i : : —ex Ti(—e,, = .
FOn)e = (@)@ Y TR (ean) k) —exp2ri(—ea+n) k)

~ 2ha Ca
= (3(4)), ® ZN: exp (252) QheXp (-2 )ea
a=1 @
N sin (%)
=@@)®i) ——ea
a=1 @

et

=G () i exp (%ka) —hj + exp (_%)
a=1 2
N _cos (%) 1
SOy
a=1 o
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Ainsi, dans lespace de Fourier, les équations (3.51)) s’écrivent

N sin (%)

a 255 02 Up + 1 3 a | Pk = Zk,
a=1 a a=1 @
N sin (%)
) ey | -t =0
— h’a
a=1

Nous sommes donc passé d'un systéme a | Y| (N 4 1) inconnues a |T| systémes & N + 1 inconnues,
T|log (|Y]). De plus, les

et cela par une opération ayant un coflit asymtotique proportionnel &

équations obtenues, que nous pouvons réécrire sous la forme

cx+ gy = z, g-x =0,

sont faciles & résoudre : si nous prenons le produit scalaire de la premiére par g, nous trouvons

g-9y=g9-%

c’est dire que, si g est non-nul,

<
Il
Q‘CQ
Q| w

par conséquent, si ¢ est lui aussi non-nul

1 -z
o=t (= 22).
c g-g
Reste a considérer les cas ou g ou c¢ sont nuls. Comme k € E(n), c’est-a-dire que k, € N et
0 < ky < ng pour tout @ = 1,..., N, g ne peut étre nul que pour kK = 0 ou k = %n Nous
remarquons que

Po=@p)o= > m

leE(n)

n=0P)in= Y mexp(-mi(l+n) n)

leE(n)

N
= Z P exp <m’Zla>
a=1

le=(n)

donc les endroits ou p est indéterminé (et @ puisqu’il en dépend) correspondent aux moyennes
pondérées par un vecteur de valeur constante 1 et un vecteur alternant entre 1 et —1 qui sont,
justement, des générateurs du noyau de ®. Nous pouvons poser py = 0 car dans notre formulation

des équations de Navier-Stokes, la pression est un multiplicateur de Lagrange qui n’est défini qu’a
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un facteur additif prés. Quant a ﬁ%n, son indétermination est diile & 'usage des différences finies
d’ordre deux et nous pouvons le choisir nul sans affecter la précision du schéma (nous ne nous
attendons pas non plus & ce que les solutions soient aussi oscillatoires). Le cas de ¢ est différent, il

faudrait que

or cela dépend entiérement des valeurs des constantes « et (3.

3.2.3 ALGORITHMES D’INTERACTION

Nous regroupons ici les algorithmes d’appariement qui explicitent les développements de la
section Nous notons qu’autant pour 'interpolation que I’étalement, nous nous assurons, dans
un soucis d’efficacité évident, de ne considérer que les points du fluide voisins de la tige dans les

calculs.

Algorithme 3 Interpolation (évalue Q < 2i.q)

procédure INTERPOLE(q, 7, Xq, ¢, ¢, L)
Q0
pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé

Tka — L0,a
Jk,(x —
ho

pour 1, € ZV tel que [Jio —cL] <lpo < |Jga+cL] faire
Zk <~ Il modn
N 1 Jk,oz - lk,oz
Q<+ Qp+aqj, 01;[1 E¢ <c)
fin pour
fin pour
fin procédure

Algorithme 4 Interpolation directe du gradient (évalue Q «+ (AL V) q)

procédure INTERPOLEGRADIENTINDIRECT(q, T, Xg, ¢, ¢, L)
Q<0
pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé

Tk,a — o0,
Jk,a — %

pour 1, € ZV tel que [Ji o —cL] <lgo < |Jgka + cL]| faire
lk — lk mod n

N N
1 Jko — lk:,a 1 Ji,g — lk7
Qk%Qkﬁ_qikZ C2ha¢/( ; )HC¢<’QCﬁ) X eq

a=1

fin pour
fin pour
fin procédure
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Algorithme 5 Interpolation indirecte du gradient (évalue Q «+ (Q(i@) q)

procédure INTERPOLEGRADIENTINDIRECT(q, 7, Xo, ¢, ¢, L)

Q<0

pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé
Tka — L0«

ho
pour I, € ZV tel que [Jio —cL] <lgao < |Jga+cL] faire

N q. dn —4q d Nl J l
o) m —eqn ) mo k,B — Lk,
Qu i (3 Mt teimenn o ) T Ly ()

a=1 B=1

Jky —

fin pour
fin pour
fin procédure

Algorithme 6 Etalement (évalue ¢ = A, Q)

procédure ETALE(Q, 7, xg, ¢, ¢, L)
g+ 0

pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé
Xk',a — 20,«
ha
pour I, € ZV tel que [Jia —cL] <lgo < |Jga+ cL] faire
Zk <l modn

k k,« k,«
qai, A qi, + Qk? O! I1 E¢ <>

Jkﬂ —

¢
fin pour
fin pour
fin procédure

Algorithme 7 Gradient direct de 'étalement (évalue g = (V%2,.) Q)

procédure ETALE(Q, 7, g, ¢, ¢, L)
q+< 0
pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé
Jk o e Xk7a — 20,
il ha
pour I, € ZV tel que [Jio — cL] < lpo < |[Jr.o + cL| faire

lk- (—lk mod n

Ten | 1 Jio — 1 N1 (-l
k ko — Uka k.8 — ‘k,B
g, < a, — Q> | = W( p )HC¢<C> © €a
a=1 @ B=1
BF#a
fin pour
fin pour

fin procédure
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Algorithme 8 Gradient indirect de I'étalement (évalue g = (9,.) Q)

procédure ETALEGRADIENTINDIRECT(Q, 7, xo, ¢, ¢, L)

q+ 0

pour k € T faire > Pour chaque point du corps immergé
Xk,a — 20,

he
pour 1, € ZV tel que [Joo —cL —1] <lpo < |Jka+cL+1] faire
lk < lk mod n

Jk,a “—

W N 1 N 1 Jig — kg — o,
R D D ol U U .

a=1 p=1

fin pour
fin pour
fin procédure

3.2.4 ALGORITHMES DU CALCUL DE FORCES DANS LA TIGE

Avant de présenter I'algorithme complet qui nous permet de simuler la nage, il est préférable de
formuler ceux du calcul de la force : premiérement pour une tige fermée (algorithme @, puis dans
le cas d’une tige ouverte sans masse (algorithme et, enfin pour le méme cas mais en utilisant
méthode d’ordre deux (algorithme [11]).

Algorithme 9 Calcul de la force et du couple sur une tige fermée
procédure FORCESTIGE(r, R, v, W, 0, W, O, Q. A, B)
<& <&
cg +« RiDr — E,
Q « asym (RTOR)
<&
[+ RB(w-)
<& <&
L RA(Q- Q)R
<& <&
q— A+ o+ (W+W2)0+W0—©l
Q« (9+W9) /\v+9/\'i1—asym(WY—|—WY> — DL - (dr) Al
fin procédure
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Algorithme 10 Calcul de la force et du couple sur une tige ouverte sans masse

procédure FORCESTIGEOUVERTE(r, R, @, Q, A, B, l,, I, Lo, Ly)
<o o
w+« R'Dr— E,
<o
Q + asym (RTQR)
<o
|« RB (w - w)
o o
L« RA (Q - Q) Ri
<o o
lOa ln—l — _la; lb
LOa Ln—l — _L(La Lb
(@r)y, (D7), _, < Ry (B—lelO + B+ %0) I (B—leHln,1 LB+ %n,l)
q <+ —9l

Q<+« —OL— (Dr)Al
fin procédure

Algorithme 11 Calcul de la force et du couple sur une tige fermée sans masse avec une méthode
d’ordre deux

procédure FORCESTIGE(r, R, @, 2, A, B)

< <&
Rk+§ — 1/ RkHRLRk > Voir (3.25) pour le calcul de la racine carrée
Trr1 — Tk
(D7)joys —
Rii1 — Ry
(OR)y,y — —H—E
Wit RL+% (’}Dr)k_% — E

K+
- (ngﬂ + cgk))

1/ .
s ReyA (2 = 3 (e +90) ) R,

i

Lyt < Ry 1B ("gmg

Q) ¢ asym (RT , (@R)H%)
1
2

-

lk+% _lszi
L h L

E+1 — g1 1
Qi —% ) ((Qr)kf

fin procédure

i < —

3.2.5 ALGORITHMES D’ADVECTION DU FLUIDE

Enfin, nous rapportons 1’algorithme complet de la simulation (algorithme élaboré d’aprés les
considérations de la section [3.1.1] mais non sans avoir auparavant exposé dans le détail la résolution

du sous-probléme que constituent les équations de Navier-Stokes (algorithme .
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3.2 Méthodes de résolution

Algorithme 12 Advection du fluide

Permet de résoudre les équations
1
Ou+ (Vu)u+ Vp = R—Au +b,
e

procédure ITERATION(ug, t, b, Re, a'™, a™)

Vo < U
pour i € 0,...,n; — 2 faire
hi = tiy1 —t;
pour j€1,...,n.—1 faire
Gij1 b1, ti+ 1) — (V1) v

j—1

-1
1 & -~
4 g (Z m) + oo+ hi Y aTigin
k=0

k=0

> Pour chaque pas de temps

1 .
v; < u tel que u—%hiaf;Au%—hin:z, V-u=0

fin pour
Vo < Up,—1
fin pour
fin procédure
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Algorithme 13 Itération du systéme complet
Permet de résoudre les équations
1
Btu—F(Vu)u—kVp:R—Au—yfrq—V-MTQ, V- -u=0,
e

or = A,

procédure ITERATION(w, Q, ro, Ry, ug,, A, B,
<& <&

’;‘0,0 — 7o

]I_N{O’O — RO

’l~l,0)0 — U

pour i €0, ..., n, — 2 faire
hi <= tip1 —t;
ti’() < (]. — Co) ti + COtiJrl
pour j €1,...,n.—1 faire

tiJ‘ — (1 - Cj)ti + CjtiJr]_

R = (Q/TT asym (Vu)) R.

Re, Ca, t)

j—1

Wiy 1w+ h I;Jag',; <—CD;5,—,;€ + R%zai,k - ém;i)kqi’k - é@ : mer>
Bij1 m;iﬁjqam_l

Wi’j,l — 2[;2 ,_, asym (Du, ;-1)

Vi1 Qlj:iyjﬂ&i,j,l

Wi7j_1 — Ql:l';i,j—l asym (@’l?l,ihj_l)

[Ii,j—la Qi,j—l, < FORCESTIGE <'f'i,j—17

Rij_1,vi5-1, Wi _1, 0551, Wi 1,

@ (fi51), @ (651). A B)

- 1 B 1
gi,j71 A am’;‘i,j—lqi,j—l + a@ . Q[;.i)j

,1Qi,j71 - Q(’&z‘,jfl) ﬁi,jfl

1 j—1 j—1
z %hiﬂ (Z a}ﬂ‘,@ﬁm) + 0+ h; Z a9, k
k=0 k=0

1 )
U; ;< u tel que w— %hiafj‘-ﬂu +hDp=2, D - u=0

i1
Tij1r telque r=7r;+h Z a;”}CQl;L Lik + hia%ﬂ;id&m
k=0
i1
. © =h ) a™dexpt (er asym (@ﬁ-ﬁk))
0,;+ O tel que ' ,gg 7 Oik \ Tik ’
+ hla;“; dexpg' (QI;LJ asym (C‘Dﬁ”))
Ri,j < exp (é‘)zj) Rl
fin pour
Wip1,0 < Wi p,—1
fin pour

fin procédure
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Chapitre4
RESULTATS ET DISCUSSION

4.1 VERIFICATIONS

4.1.1 METHODES GENERALES

4.1.1.1 METHODE DE LA SOLUTION FABRIQUEE

Supposons que nous souhaitons vérifier une méthode de résolution approchée de 1’équation
f (z) = 0 augmentée d’une condition subsidiaire g (x) = 0. Ce qui différencie la contrainte accessoire
de ’équation principale, c’est qu’il est relativement facile de trouver une variable z* qui satisfasse
g (z*) = 0. Supposons que notre méthode soit aussi applicable aux équations de la forme f (z) = h
pour h arbitraire, alors pour la vérifier, il suffit, sous I’hypothése supplémentaire que le probléme
admette une solution unique, de comparer la solution approchée Z a f(z) = f(z*) (ou z est
Pinconnue) a la solution exacte z* en prenant la norme ||z — z*||.

Le procédé peut s’étendre aux cas plus généraux ou 'approximation est discréte et la solu-
tion exacte, de dimension infinie. Notons f: U — V léquivalent discret de f: U — V construite
conformément aux opérateurs de discrétisation &, : U — u , Eyi Vi f), alors nous chercherons la
solution Z a f (z) = €y f (z*) et mesurerons l'erreur || — Eya*|.

Idéalement, le z* choisi devrait étre représentatif des solutions attendues. Cependant, pour éviter
de le choisir trop facile par inadvertance, et de mieux vérifier la robustesse générale de la méthode
utilisée, il sera utile de générer des fonctions de fagon (pseudo)aléatoire. Soulignons que lerreur
d’une solution approchée est assez peu informative : ce que nous souhaitons vraiment obtenir, c’est
la vérification de la convergence, car de toute fagon, I’erreur ne peut que varier entre chaque x*

générée.

FONCTIONS DE BASE Nous cherchons une fonction analytique qui ne soit ni un polynéme, ni un

polyndéme trigonométrique qui soit cependant périodique. La fonction
N (x, c) = exp (1 (cos (x + c2) — 1)) cos (x + ¢3) (4.1)

est relativement compacte, est paramétrable et satisfait a nos critéresﬂ Néanmoins, il faut encore

décider comment produire des fonctions du type

fRY S R:x— f(x).

1. La soustraction a pour effet de borner 7 entre —1 et 1 quand ¢; > 0.
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C’est chose faite en introduisant les constantes a € RP, b € RV*P et ¢ € R3*P et en posant
P
f(x) = Zam (bi - x, c;) (4.2)
i=1

ot les vecteurs b; sont définis par b; ; = e; - b;. Nous notons que si

2mmy; i
b = ——2d (4.3)
J L]

avec m; ; entier pour tout 4, j alors la fonction f est périodique dans un domaine de longueurs L.
En variant les paramétres a, b et c il est possible d’engendrer des fonctions d’apparences diverses

comme cela est montré a la figure

FIGURE 4.1 — Exemples de champs scalaires générés aléatoirement
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DERIVEES Le gradient de f s’exprime facilement en fonction de la dérivée de n :
P
V)= Zaz@xﬁ (bi - x, ¢;) by, (4.4)
i=1
et, de fagon semblable, nous obtenons pour n’importe quelle dérivée partielleﬂ
P
0%f (x) = a; 0% (b; - x, ¢;) by (4.5)
i=1
d’ott nous déduisions, par exemple :
g 2
Af ()= adin(bi-x, c) [|b]|” - (4.6)
i=1

DEPENDANCE TEMPORELLE  Si nous souhaitons avoir un champ dépendant du temps, il nous suffit

d’ajouter une dimension en remplagant x par (x, t) en en utilisant une nouvelle constante v € R? :

fx,t) = Zam (bi - x +wit, ;). (4.7

i=1

CHAMP SOLENOIDAL En utilisant une base, il nous est aussi possible de construire une fonction
vectorielle, or cela est insuffisant, car puisque nous nous intéressons & des fluides incompressibles,
il faut disposer de champ vectoriels a divergence nulle. Cependant, il suffit de remarquer que la

divergence de la divergence d’un tenseur antisymétrique est nulleE| :

2. Nous utilisons la notation des multi-indices, voir la défintion
3. Ceci est & comparer avec le lemme ou encore le résultat m
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V- (V-0)=V.(V - asym(0O))

N N
>3 04,0y, asym (©),

i=1j=1
T
=3 Y 90 (05— 654)
i=1j=1
1 N N N N
=5 | DD 0005 = DD 0x.0, 65
i=1 j=1 i=1 j=1
1 N N N N
=5 | DD 000i5 = DD 0,06
i=1j=1 i=1j=1
1 N N N N
3 Z Z O, 0x; 0,5 — Z Z Ox;0x; 0 j
i=1j=1 j=1i=1
1 N N N N
3 Z Z O, 0x; 0,5 — Z Z Ox;0x,; 0 j
=1 j=1 i=1 j=1

Un tel tenseur peut étre construit de fagon semblable & (4.2), d’ailleurs, en trois dimensions, un
champ tensoriel antisymétrique est équivalent & un champ vectoriel.

Avec un champ tensoriel ®: F — RV*N de la forme
P
O(x) =) Tm(bi x,c)
i=1
avec Y; antisymétrique pour tout 4, nous pouvons définir un champ incompressible par sa divergence

P
u(x)=V-0(x)= Z Y;b;0:m (b; - x, ¢;).

i=1

Dans le cas d'un champ dépendant du temps, ce sera
P

u (X, t) =V-0 (X, t) = Z leﬁmn (bz - X 4 v;t, Ci) .

i=1

4.1.1.2 SOLUTION FABRIQUEE

Ayant en mains lexpression (4.5)), nous pouvons tester directement les différences finies en
évaluant les dérivées et en les comparant aux résultats numériques.
Par contre, le cas de la vérification du solveur des équations de Navier-Stokes est plus difficile,

mais il suffit de choisir adéquatement le terme source (ou terme de forgage) : nous générons une
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*

paire de fonctions w* (incompressible) et p* — la solution fabriquée — a partir de laquelle nous

définissons )
f=0u"+ (Vu*)u*+ Vp* — gAu*

ensuite nous comparons les solutions calculées u, p aux équations

1
6tu+(Vu)u+Vp:%Au+f
V.ou=0

a u* et p* évaluées aux mémes points[]

4.1.1.3 VERIFICATION PAR SUBORDINATION PERIODIQUE DU TEMPS

Si nous avons une équation aux dérivées ordinaires et que la méthode de la solution fabriquée
s’applique mal ou qu’il est trop cotiteux de garder en mémoire la solution pour chaque temps t,
nous pouvons quand méme vérifier la convergence d’une méthode de solution en rendant périodique

la solution. Si

Oy (t) = f(y(t), 1)

alors

O (yor)(t)=Owyor)(t)0r(t)=f((yor) (), 7(t)der ()

donc z = y o 7 satisfait

Dz () = g (=(t). 1)

avec

9(z, 1) = f(z, 7)) 07 (1)

or, si, par exemple 7 = cos, alors z (7) = z (0) et il suffit de comparer la valeur approchée au temps

7w & la valeur au temps initial pour tester une méthode de solution.

4.1.2 TESTS DE CONVERGENCE

4.1.2.1 OPERATEURS DIFFERENTIELS

La simulation qui nous intéresse est complexe et cela rend plus importante la vérification de
ses éléments constitutifs parmi lesquels les multiples approximations par les différences finies aux
opérateurs différentiels : le gradient, la divergence, le laplacien et d’autres procédures associées telle
la résolution des équations de Stokes-Brinkman et le calcul du terme convectif.

*

Nous générons une paire de fonctions u* (incompressible) et p* et calculons

D E=p* — EcV p* (4.8a)

4. Notons qu’il faut tenir compte de l'indétermination & une constante additive prés de la pression. Il suffit de
soustraire leur moyennes respectives aux pressions avant de les comparer.
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DyCzu* — E=Vu* (4.8b)

Dy Czu’ (4.8¢)

L4Czu* — E=Au” (4.8d)

¢ (Ezu") Ezu" — €z (Viu™)u” (4.8¢)

@ — Czu* (4.8f)

(p—€zp) = ) (P —€=p’),wi (4.82)
leE

ou 'évaluation sur la grille €z: (F — R) — (2 — R) est définie par

Ez0: 1~ (€=p), = B (x1)

et ol w et p sont les solutions trouvées a I’équation de Stokes-Brinkman par la méthode discutée
a la section Le terme a droite dans I’équation provient de la nécessité de palier &
I'indétermination & une constante additive prés de la pression en soustrayant la différence des
moyennes.

La ﬁguremontre les moyennes des erreurs (selon la norme £ (F)) pour 1000 champs générés
aléatoirement : comme attendu, il y a clairement une convergence d’ordre deux pour tout les
opérateurs considérés. La valeur plus élevée du laplacieHEI explique que ses erreurs soit elles aussi
plus élevées. Un raisonnement semblable s’applique pour le terme de convection. Malgré tout, le
graphique est tracé avec les erreurs absolues plutét que relatives car sans cela il n’aurait pas été

possible de comparer la divergence (dont la valeur attendue est nulle) aux autres opérateurs.

4.1.2.2 QUADRATURES

Notre formulation de I'appariement nous ameéne a choisir des poids de quadrature (voir 3.1.3.1])
et nous souhaitons vérifier & la fois la validité de la méthode et celle de son implémentation. Une
fonction f: R — RY construite comme & ’équation n’est pas aisément intégrable analyti-
quement, mais est par contre facilement différentiable, par conséquent nous utilisons le théoréme

fondamental de U'intégration : pour une grille définie sur un intervalle [a, b] nous calculons

FO)=fla)=) (&rf), = (4.9)

keY

5. L’équation montre bien qu'une fonction du type (4.2) a une norme moins élevée que celle de son laplacien
car nous utilisons (4.3) avec L; = 1 et que nous choisissons c¢; > 1 dans la définition (4.1)) de 7.
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FIGURE 4.2 — Convergence des approximations aux opérateurs différentiels et des solutions & I’équa-
tion de Brinkman

103 . —_——

102 ..n .

,-‘.,,,,
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101 £
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1072

10—3 L . — . L N S
10! 102 103

L’axe horizontal correspond au nombre de points dans chaque direction du fluide, I’axe vertical correspond &

P’erreur selon la norme EQE (F). Moyenne de 1000 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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afin d’évaluer la convergence de notre méthode d’intégration.

La figure montre la convergence des erreurs dans la norme euclidienne pour différents choix
de poids de quadrature de Gregory appliqués chacun & 1000 champs générés aléatoirement. Les
différentes méthodes convergent selon l'ordre attendu, c’est-a-dire entre 2 (r = 0, méthode des

trapéze) 4 7 (r = 5, au-dela de r = 7 certains noeuds ont des poids négatifs).

4.1.2.3 CONVERGENCES DU TRANSPORT DE LA TIGE AVEC INTERPOLATION EXACTE

Afin de tester indépendemment l'intégration dans le temps de a position de la tige de l'in-
terpolation de la vitesse du fluide, nous créons un probléme simplifié ou la vitesse du fluide est
connue exactement a chaque point de la tige. Ainsi, nous cherchons une solution approximative aux

équations

7(0) = Exr* (0), T = Ey (U or”),
R (0) = &xR* (0), R = Eyasym (Vu*or*)R

et vérifions le résultat par ’erreur
max (|7 (T) = exr* (7)), |RY (7) (&R (1)) ~ 1 ) (4.10)

ou [|7]|, est la norme de Frobenius.

Afin de vérifier complétement le transport de la tige, nous effectuons ces tests en dimension trois
puisque les méthodes de Munthe-Kaas (voir la section , qui servent a la rotation du repére,
sont plus complexes qu’en dimension deuxﬁ

La figure[{.:4 montre les erreurs en fonction du nombre de points dans la discrétisation temporelle
(premier graphique) ou du temps de calcul (deuxiéme graphique). Ces erreurs sont moyennées sur
10 paires de champs de vitesse et positions de départ générées aléatoirement. Nous remarquons que
plus une ligne se rapproche du coin inférieur gauche, plus la méthode associée est efficace. Bien que
le temps de calcul est dépendant de nombreuses variables, les implémentations et ’ordinateur sont
resté les mémes. Cependant, il est plus difficile de déduire quelque-chose sur les différences entre
les ensembles des méthodes complétement implicites, diagonalement implicites et explicites puisque
I'implémentation change nécessairement et qu’aucun effort sérieux n’a été fait pour optimiser les
performances.

Malgré tout, il est clair que les méthodes d’Euler sont trés peu efficaces, comme ’est aussi la
méthode de Koto malgré sont ordre de convergence plus élevé. Comme attendu, pour une grande
précision, les méthodes d’ordre élevé sont généralement plus efficaces (le plateau final de la méthode
de Gauss-Legendre d’ordre 6 provient de la tolérance, fixée a 1072, du solveur) alors qu’a basse

précision, c’est 'inverse.

6. Essentiellement & cause de la non-commutativité des rotations pour les dimensions trois et supérieures.
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FI1GURE 4.3 — Convergence des approximations aux intégrales par la quadrature de Gregory

101 —
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1073 LN i
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1079} Q- ]
10-10 L . .
10711 | .
10712 | 'b‘ i
10713 | .

107 e

10—15 . . A | . .
101 102 103

L’axe horizontal correspond au nombre de points de 'intervalle, I’axe vertical a '’erreur dans la norme euclidienne.

Moyenne de 1000 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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F1GURE 4.4 — Convergences du transport de la tige

° 4
%8:; : &I,,_.’:!'.:v'.{r!‘". :
T | _ Yecoee
103 102 107 10°
t
GLe4 m--m RK3
GLeb6 RK4
Glo4 m-®m ARS(4,4,3) [ex]
oo FEuler [im] m-® KARK3 [ex]
oo Koto [im] m-m KARK4 [ex]
e e trapeze(2) [im] KARK5 [ex]
trapeze [im] m-m Euler [ex]
oo ARS(2,2,2) [im] m--m trapeze(2) [ex]
oo ARS(4,4,3) [im] m W trapeze [ex]
o-® KARKS3 [im] m-m ARS(2,2,2) [ex]
oo KARKA4 [im] a4 Koto [ex]
m-® KARKS5 [im)]

L’axe vertical correspond & ’erreur maximale entre celle du repére et celle de la ligne moyenne, dans la norme
Egr (Z). L’axe horizontal du premier graphique correspond au nombre de points dans la discrétisation temporelle.

L’axe horizontal du second graphique correspond au temps de calcul.
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4.1.2.4 CONVERGENCES DU TRANSPORT DE LA TIGE AVEC INTERPOLATION INEXACTE

Le test concerne le méme probléme que le précédent a la différence que l'interpolation est cette

fois inexacte :

7 (0) = Exr* (0), &7 = AL ezu*,
R (0) = ¢+R* (0), dR = asym (mj.,vezgu*) R.

L’erreur est calculée comme précédemment, voir .

La figure montre I'erreur en fonction du nombre de points dans la discrétisation temporelle
et du temps de calcul alors que le nombre de points dans la discrétisation spatiale reste fixe (128
noeuds dans chaque direction pour le fluide et 8 pour la tigeﬂ).

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (voir , lorsque combinée au noyau ¢;¢ (voir
, semble conserver son ordre de convergence quoique la courbe suggére un aplanissement pour
un raffinement temporel élevé, mais cela s’explique par la fixité du raffinement spatial qui borne

inférieurement ’erreur.

4.1.2.5 ADVECTION DU FLUIDE

Au coeur de la simulation de la nage se trouve celle du fluide, il parait donc primordial de vérifier
que les équations de Navier-Stokes soient résolues correctement, mais ce test n’est pas déterminant
sur la qualité du solveur complet car il n’est question que de champs analytiques alors que notre
formulation de la nage engendre des discontinuités dans le gradient du fluide.

Nous utilisons la méthode de la solution fabriquée décrite ci-haut (§4.1.1.1), ainsi nous cherchons

la solution approchée @, p aux équations

1
8tu+(Vu)u+Vp:%Au+f
V.ou=0

avec comme point de départ
et prenons la norme de

comme l’erreur.

RAFFINEMENT DE LA GRILLE TEMPORELLE En premier lieu, avec une grille spatiale fixe, nous varions
le raffinement du maillage temporel afin de percevoir 'effet du choix de I'un ou 'autre des intégra-
teurs. Les résultats sont présentés a la figure Le plateau qui y est visible est une conséquence

du raffinement spatial fixe. Mais avant que les courbes s’y aplanissent, la meilleure performance de

7. Ce petit nombre n’influence en rien la convergence puisque la qualité de l'interpolation ne dépend que du
raffinement de la grille du fluide et que chaque point de la tige est transporté indépendemment des autres. Cela est
démontré dans la colonne de gauche de la figure
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FI1GURE 4.5 — Convergences du transport de la tige avec interpolation inexacte pour la méthode

RK4 et le noyau ¢ ¢
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L’axe vertical correspond & ’erreur maximale entre celle du repére et celle de la ligne moyenne, dans la norme

52’1‘ (7). L’axe horizontal du premier graphique correspond au nombre de points dans la discrétisation temporelle.

L’axe horizontal du second graphique correspond au temps de calcul : plus une ligne se rapproche du coin inférieur

gauche, plus elle est efficace. Moyenne de 4 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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la méthode d’ordre 4 sur la méthode d’ordre 3 est visible (voir la section pour les tableaux de
Butcher). La méthode d’ordre 5 semble n’avoir aucun avantage pour une grille du fluide de grandeur

raisonnable.

RAFFINEMENTS PARALLELES DES GRILLES TEMPORELLE ET SPATIALE Dans le cas ou des raffinements
comparables soient fait autant sur les grilles temporelles que spatiales, nous ne nous attendons pas
a trouver de plateau comme précédemment. La figure [£.7] démontre cependant que la discrétisation
spatiale est toujours ce qui limite l'ordre de convergence. Malgré 'ordre de convergence élevé de
certaine méthode d’intégration, la discrétisation d’ordre deux du fluide (voir §3.1.2.2)) domine Ver-
reur. Par conséquent, il n’est pas surprenant que ce soit les méthodes d’ordre 2 qui soient les plus

efficaces.

4.1.2.6 TESTS DE L'INTERPOLATION ET DE L'ETALEMENT

Nous souhaitons vérifier la précision des opérateurs d’interpolation et d’étalement, pour cela
nous counstruisons, par la technique décrite a la section [4.1.1.1} deux champs scalaires, 'un (¢) sur
la tige, Pautre (#) sur le fluide

C: IR, 0: F— R.

Leur pendants discrets sont générés par les opérateurs d’évaluation sur les grilles €y : (Z — R) —
(T — R) et €z: (F— R) — (E— R) définis par

QETa: k— (nyoz)k = OZ(XLk), Qfgﬂ: l— (Qgﬂ)l = ﬂ (Xl) .

Pour ne pas surcharger les équations suivantes, nous définissons

P = Crr, ¢ = ex, 6 = €=

TEST DE L'INTERPOLATION En premier lieu, nous testons l'interpolation ; comme nous ne pouvons
pas calculer erreur en utilisant la norme £2(Z), nous nous contentons de son approximation discréte
L:QY (Z) ou l'intégrale est remplacée par une somme. Dans le cas d’une tige fermée, cette approxima-
tion pas significativement I’erreur calculée, car nous utilisons alors la méthode du trapéze qui, pour
des fonctions périodiques lisses, est superconvergente (voir la discussion a la page ; c’est-a-dire
que son erreur diminue plus vite que n’importe quel puissance or, I'interpolation, nous le verrons,
a une erreur qui diminue comme une puissance.

L’erreur de l'interpolation de la fonction 6 sur la tige représentée par la ligne moyenne 7 est

Hm;é—&f (HOT)H@T@ (4.11)

alors que 'erreur de l'interpolation de son gradient, calculé via le delta, est

H (91;33,() f— ¢ (Vxlo 'r)‘

4.12
£3.(T) (4.12)
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FIGURE 4.6 — Convergences de ’advection du fluide
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L’axe vertical correspond & l’erreur dans la norme 525 (F). L’axe horizontal du premier graphique correspond au
nombre de points dans la discrétisation temporelle (la grille du fluide était fixée). L’axe horizontal du second
graphique correspond au temps de calcul : plus une ligne se rapproche du coin inférieur gauche, plus elle est

efficace. Moyenne de 2 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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FIGURE 4.7 — Borne sur la convergence temporelle de I’advection du fluide causée par I'imprécision
spatiale
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L’axe vertical correspond & ’erreur dans la norme [125 (F). L’axe horizontal du premier graphique correspond au
nombre de points dans la discrétisation temporelle. L’axe horizontal du second graphique correspond au temps de
calcul : plus une ligne se rapproche du coin inférieur gauche, plus elle est efficace. Moyenne de 6 résultats sur des

champs générés aléatoirement.
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et que la méme erreur, mais ou le gradient est calculé de fagon & correspondre & l'opérateur de

gradient dans le fluide, est

(4.13)

H (miivx) f— &y (Vibo r)’ .

La colonne gauche de la figure [£.8| montre les trois erreurs ci-dessus dans l'ordre. La performance
du noyau ¢y,4 (voir le tableau ou la section |§| pour les détails des noyaux) est désastreuse dans
tout les cas alors que si, pour l'interpolation, ses résultats sont corrects, le noyau trigonométrique
(¢4) est incapable d’interpoler le gradient du fluide. Les courbes de convergence des autres méthodes
sont telles qu’attendues, avec un ordre qui diminue de 1 lorsque nous passons de l'interpolation

simple & celle du gradient et qui ne dépasse pas 2 lorsque le gradient est calculé par une méthode
d’ordre 2 (voir §3.1.2.2)) avant d’étre interpolé.

TEST DES DERIVEES DE L'INTERPOLATION  Comme le calcul de la force et du couple transmis au fluide
contient des dérivées de la ligne moyenne et du repére de la tige et que ’évolution temporelle de
ceux-ci dépend de 'interpolation de la vitesse du fluide et de son gradient, nous sommes intéressés
A savoir comment se comporte 'erreur des dérivées des interpolations. Néanmoins, nous souhaitons
tester les noyaux, et non pas la méthode de dérivation : nous utilisons donc une méthode d’ordre
plus élevé (ici 8) que celui du meilleur noyau (ici 6).

L’erreur de la dérivée de I'interpolation s’écrit

ALG — &v (0x, (0 ’ , 414
|2t~ ex @x, @om, (4.14)
celle de la dérivée de l'interpolation indirecte du gradient est
T ) _
H (m,z:ox) f— &y (9x, (Vxbo r))‘ e (4.15)
et lerreur de la dérivée de I'interpolation directe du gradient se note
A V) 8- ex (0x, (Vatom)| , . 416
| (2 v (0, (Vutom)|, (4.16)

La deuxiéme colonne de la figure[4.8| présente ces erreurs. Les mauvaises performances des noyaux
@y, et, surtout, ¢y 4 sont évidentes si nous les comparons aux autres noyaux, qui perdent environ 1
ordre de convergence pour la dérivée de I'interpolation et 2 pour la dérivée de l'interpolation directe
du gradient tandis que l'ordre de convergence plafonne a 2 quand le gradient est calculé par une

méthode de cet ordre avant d’étre interpolé.

TEST DE U'ETALEMENT  Pour calculer I'erreur de I’étalement, nous avons besoin d’une paire de fonc-

tions (¢, #), nous utilisons l'identité (2.72)) :

H<m;«§, é>z;<f> ~ (¢ e (9or)>éw) (417

R
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FIGURE 4.8 — Convergence de 'interpolation en fonction du nombre de points dans le fluide et sur
la tige
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L’axe horizontal correspond & la fois au nombre de points dans chaque direction dans le fluide et au nombre de
points sur la tige. L’axe vertical correspond & la norme ﬁ?r (Z) des erreurs. Moyenne de 500 résultats sur des

champs générés aléatoirement.
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la méme chose peut étre faire pour le gradient indirect de 1’étalement

x<AP Nvé < - ~7 x0 5 4.1
H((Ml)c Jezr (e (Vatom) (4.18)
et pour le gradient direct de I’étalement
Vi), 0) . —((, &y (Vb ] : 4.19
[(vanc),, - (Ceroon), | (4.19)

La figure [£.9] permet d’observer que les erreurs ci-dessus ont un comportement asymptotique
comparable a celles de l'interpolation, et ce, indépendemment de si la tige est fermée (premiére
colonne) ou nonlﬂ (deuxiéme colonne). En effet, 'ordre de convergence est le méme pour I’étalement
que pour l'interpolation pour chacun des noyaux et cet ordre diminue de 1 quand il est question
du gradient de I’étalement. De la méme maniére, ’ordre de convergence est limité & 2 quand ce
gradient est calculé indirectement par des différence finies du méme ordre.

Dans la littérature actuelle, il n’existe pas de systéme pour fixer le rapport du raffinement spatial
du fluide par rapport celui de la tige : la figure montre, comme attendu, que raffiner le maillage
du fluide par rapport au nombre de points sur la tige accroit de facon monotone la précision du
résultat. Quand la fonction interpolée est ensuite dérivée, par contre, il y a un rapport optimal
entre nombre de points moyen dans une direction du fluide et le nombre de points sur la tige. Cet
optimum varie selon la méthode : un plus grand raffinement spatial pour celles ayant un ordre petit
et vice-versa. Ainsi, nonobstant la différence entre les fonctions lisses avec lesquelles ces tests sont

fait et les champs de vitesses simulés, il serait légitime de choisir un rapport

AXy
Ax

autour des points optimaux (les optimums ne coincident pas tout a fait entre I'interpolation simple
et celles du gradient) pour un noyau donné.
Pour I'étalement, la comparaison, & la figure [I.11] des erreurs pour une tige ouverte et une tige
fermée montre qu’il ne faut pas trop limiter le nombre de points sur la tige dans ce dernier cas.
La figure permet de saisir I'importance du choix de quadrature : 'ordre de convergence de
I’étalement en est directement tributaire. En effet, I’étalement avec le noyau ¢; ¢ peut étre ramené
a un ordre de convergence aussi petit que 1 (ce qui est le résultat de prendre des poids tous égaux

a h comme pour une tige ferméeﬂ) selon le choix de quadrature.

8. L’opérateur d’étalement dépend de poids d’intégration sur la tige, comme discuté a la section Une
méthode d’ordre 6 a été utilisée dans le cas de la tige ouverte, ainsi I'ordre de convergence de l’étalement n’est
pas limité par celui des poids de quadrature. Au contraire, la ﬁgure montre l'effet de la variation des poids de
quadrature pour un noyaux donné.

9. Lim semble, dans [73], I'ignorer. Il contourne peut-étre le probléme en utlisant des noeuds fantémes aux
extrémités.
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FIGURE 4.9 — Convergence de ’étalement en fonction du nombre de points dans le fluide et sur la
tige
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L’axe horizontal correspond a la fois au nombre de points dans chaque direction dans le fluide et au nombre de
points sur la tige. L’axe vertical correspond & la norme euclidienne des erreurs. La premiére colonne concerne une
tige fermée, la deuxiéme, une tige ouverte pour laquelle une méthode d’ordre 6 a été utilisée pour l'intégrale.

Moyenne de 500 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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F1GURE 4.10 — Convergence de U'interpolation en fonction du rapport du nombre de points dans le
fluide par le nombre de points sur la tige
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L’axe horizontal correspond au rapport du nombre de points dans chaque direction dans le fluide sur le nombre de

points sur la tige. L’axe vertical correspond & la norme [E?r (Z) des erreurs. Moyenne de 500 résultats sur des

champs générés aléatoirement.
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4.1 Vérifications

FI1GURE 4.11 — Convergence de ’étalement en fonction du rapport du nombre de points dans le

fluide par le nombre de points sur la tige
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points sur la tige. L’axe vertical correspond a la norme euclidienne des erreurs. La premiére colonne concerne une

tige fermée, la deuxiéme, une tige ouverte pour laquelle une méthode d’ordre 6 a été utilisée pour l'intégrale.

Moyenne de 500 résultats sur des champs générés aléatoirement.
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FIGURE 4.12 — Convergence de I’étalement pour le noyau ¢; ¢ selon différentes méthodes d’intégra-
tion sur la tige
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& des méthodes différentes pour 'intégration sur la tige. Moyenne de 500 résultats sur des champs générés

aléatoirement.
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4.1.3 SIMULATIONS

4.1.3.1 COMPARAISON AVEC LA TIGE OUVERTE DE LIM

Dans son article de 2010 [73], Lim présente une légére généralisation du modeéle de Lim, Ferent,
Wang et Peskin dans [74], la premiére exposition sur la méthode de la frontiére immergée généralisée.
Il ouvre la tige et lui permet d’avoir une courbure de repos arbitraire. La configuration initiale est
choisie comme suit

’!‘(Xl) = (O, O, (1 + E) >(1)7

dy = (0, sin (¢), cos (€)), dy=(1,0,0), ds = (0, cos (¢), —sin (¢))

alors que sa déformation naturelle implique une torsion pure (voir [2.2.1.7)) :

w =0V,

Q:2TE3/\E2.

La tige est libre de se déformer dans le fluide en minimisant son énergie pour atteindre un état
d’équilibre (voir , potentiellement distinct de son état de reposE

Afin de vérifier si le solveur est équivalent & celui de Lim (du moins quand le choix du noyau
et de la méthode d’intégration est identique), nous nous en servons pour simuler le mouvement
d’une tige telle que ci-dessus avec une torsion de 7 = 47r. Comme il n’est pas possible de comparer
quantitativement les configurations successives de nos simulations avec celles de Lim[T] nous nous
intéressons plutot a la courbe de relaxation de I’énergie potentielle élastique montrée a la
figure Le contenu de ce graphique devrait étre exactement le méme qu’a la figure 3 de [73],
mais le temps de relaxation qu’obtient Lim est environ 1000 fois plus petit que ce & quoi nous
arrivons.

Il y a donc une différence majeure entre nos deux simulateurs qui est d’autant plus difficilement
explicable que notre code devrait étre, lorsque configuré correctement, totalement équivalent a celui
utilis¢ dans [73]. Malheureusement, larticle [74] sur lequel est basé la recherche de Lim sur les tiges
ouvertes ne présente les résultats que sous forme d’images des configurations dont ’exploitation a
des fins de comparaison directe est malaisée.

Néanmoins, P'état d’équilibre atteint dans notre simulation montré a la figure [f.14] ou plutot
un état proche car le graphique suggére que 1’état d’équilibre asymptotique n’est pas tout a
fait atteint, ressemble qualitativement & celui trouvé par Lim avec deux boucles au centre et des

extrémités plus droites.

10. L’état de repos est celui ou la déformation de la tige par rapport a sa configuration de référence est nulle : le
minimum d’énergie potentielle (voir l’équation. La formation d’un noeud peut en empécher I'atteinte : dans ce
cas, et comme il n’y a aucun apport d’énergie (contrairement & la nage), un minimum local — stable ou non — sera
quand méme rejoint.

11. Seules des illustrations sont montrées, les données brutes ne nous sont pas connues.
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FI1GURE 4.13 — Dissipation de I’énergie de la tige par le fluide pour une torsion égale a 47
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FIGURE 4.14 — Etat d’équilibre pour une torsion égale a 47

Ce graphique est généré a partir de la position de la ligne moyenne r (trait noir) et de deux directeurs
illustrés par deux courbes (rouge et verte) r + yd,, (ou v est un paramétre de la visualisation).
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4.2 NAGE

Cette section concerne notre tentative d’utiliser des états de repos « dynamiques » afin de faire de
la tige un nageur comparable au nématode, et, en deuxiéme lieu, a tous les nageurs anguilliformes.
Cela suppose premiérement que nous connaissions les caractéristiques des nages que nous souhaitons

simuler et qu’ensuite nous les utilisions pour paramétrer notre modéle.

4.2.1 DONNEES EXPERIMENTALES

Bien que les nématodes aient été largement étudiés pour leur biologie, leur locomotion a suscité
moins d’intérét, peut-étre a4 cause de sa relative simplicité. Or c’est en partie pour sa simplicité
que nous avons choisi de simuler cette nage. Nous rassemblons dans la table [4.1| des données issues

d’observations de nématodes receuillies par Sznitman et al.

TABLE 4.1 — Caenorhabditis elegans

" article
symbole | unité -
[106] \ [107] | o
nombre de Reynolds Re 1 0,4 0,4 0,4
viscosité o mPa-s 1,1 1,0 1,0
densité P kg-m—3 1000 11501 1110t
vitesse de la nage U pm-s—1 450 350 360 £+ 10
fréquence f Hz 2,17+£0,18 2,02+ 0,04 2,0
diamétre d pm - - 80
longueur L pm 1000 1000 1060 + 60
amplitude a la téte Ay pm 465 490 250
amplitude a la queue Aq pm 400 375 250
module de Young Y Pa 3770 + 620 620 £+ 50 -
viscosité n Pa-s —860,2+99,4 | —177,14+15,2 -

T Ces densités ont été calculées a partir du nombre de Reynolds.

4.2.2 HYPOTHESES

Nous considérons le nageur comme une tige de Reissner-Simo évoluant dans un fluide newtonien
homogeéne isotrope. Nous assumons que son corps est suffisamment mince pour que nous puissions
supposer que l'interaction avec le fluide est concentrée sur la ligne moyenne, laquelle est choisie

comme la ligne des centroides, c’est-a-dire que

1

= — 0=0.
A JBxy)

T ppédN Lsx
De plus, la densité du nageur est assumée identique a celle du fluide. Cette derniére hypothése nous
permet de laisser tomber les termes d’accélération (Oym et 0;M, a gauche dans les équations

et [2.55)) puisqu’alors l'inertie du fluide 1a ou est situé le nageur est en fait celle du nageur. Nous
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remarquons aussi que le terme Jyr A m s’annule car m est paralléle & dyr lorsque @ = 0 (voir
I’équation .

Comme les nages anguilliformes sont expérimentalement relativement bien connues alors que
les forces internes aux nageurs ne le sont pas, nous préférons rendre ’action des muscles par le

mouvement d’un état de référence.

4.2.3 PARAMETRISATION DE LA NAGE SIMULEE

Etant donné que nous ne nous permettons pas de faire nager le vers d’une facon « rigide »,
c’est-a-dire que nous ne prescrivons pas directement sa forme, mais que nous considérons que
I'action de ses muscles peut étre interprétée comme une modification de I’état de repos de la tige
qui le modélise, nous ne décrirons pas une nage d’aprés sa forme, mais selon 1’état de repos qui
la caractérise indirectement. Dans le cas de notre modéle d’une tige, cet état de repos a pour
interprétation directe la courbure du nageur et sa longueur.

Afin d’effectuer des transitions douces entre différentes phases de la nage, en particulier lors du

démarrage initial, il nous faut une « fonction de transition ».

FONCTION DE TRANSITION Avant d’établir la forme de la fonction de transition que nous utilise-
rons, il nous faut choisir la forme des transitions : un choix simpleE d’une « fonction de raccord »

de classe C* est I'adaptation de Dintégrale de (2 (1 — z))*, ¢est-a-dire :

0 siz <0
g(x) =<5 (70374 — 31522 + 54022 — 420z + 126) sio<z<1 , (4.20)
1 sil<zx

le graphique & la figure la compare & celle utilisée dans [I1]. D’une fonction de raccord, nous

construisons une fonction de transition & partir d’une liste de jalons t = (#;)!, et d’une autre

d’étages ¢ = (¢;);, ¢

c1 siT <t
T (T)=qci+ (i1 —ci)g (t::;) sity <7<t ,
Cn sit, <T

ainsi cette fonction interpole ¢ aux temps t et ses premiéres dérivées y sont nulles, i.e. : 87’&%& (t;) =
dkoCi, k€{0,1,2,3,4}. Les graphiques a la figure illustrent cette famille de fonction.

12. Nous notons que, de ce polyndéme, nous pouvons facilement déduire une fonction aussi lisse que voulue, cepen-
dant, quand m augmente, la fonction (z (1 — z))"" devient de plus en plus pointue. Le choix m = 4 semble un bon
compromis entre la continuité et la douceur de la liaison.
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FIGURE 4.15 — Fonctions de raccord
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En rouge, la fonction définie a 1’équation , en bleu, la fonction ¢t — w utilisée dans [11].

Gréace a la fonction de raccord, nous pouvons démarrer doucement la nage, tandis que la fonction

de transition nous permet de changer progressivement le type de nage au cours d’une simulation.

TYPE DE NAGE Nous souhaitons expérimenter avec divers type de nages : la nage rectiligne, la nage
giratoire (ou tournante), la nage en spirale et la nage d’arrét. Plusieurs facon de paramétrer ces
nages existent, mais toutes nécessitent de démarrer & partir d’un état initial inerte, c’est-a-dire que
toutes les vitesses sont nulles. Nous nous inspirons de Boyer et al. [I1], en utilisant la produit d’un
polynéme avec une fonction trigonométrique pour la paramétrisation de la courbure, mais nous

superposons plusieurs ondes et permettons aux polynémes d’atteindre un degré n, arbitraire :
na_l np—1
1 Xy =Xy, t .
Xl, L Z b + Z ;5 sin (271' <)\J)<1)b_)(l)a - F + ¢] E (Xl) (421)

ot {; };ig sont les longueurs d’onde (proportionnelles & la longueur), P est la période et {; }nr1
a1

sont les phase. Les {TZ} sont les premiers polynomes de Tchebychev {T; }Z o (normalement
=0
deéfinis sur [—1, 1]) décalés sur Iintervalle [X1,0, X1, ¢
. X1 =X
T, (X)) =T | 2—————— —1
() ( X1y — X1 )

en particulier, les premiers éléments de cette suite sont
To(x)=1, Ti(z)=z, Ty(z)=22"—-1, T3(x)=42>-32

Une fois la courbure paramétrée, il reste a déterminer la tangente, cependant nous assumons que
les muscles du vers ne lui permettent pas de s’étirer ou de se contracter, par conséquent, ’état au
repos pour la tangente devrait étre indépendante du temps. De plus, rendre la norme de la tangente

dépendante du paramétre X, serait redondant puisque le théoréme fondamental des courbes indique
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que toute courbe lisse paramétrée par sa longueur d’arc est entiérement déterminée par sa courbure.
L’onde de courbure se déplace donc de la téte a la queue (si nous prenons X; = 0 comme la téte et

X; = L comme la queue) et propulse le vers. Pour démarrer doucement la nage, nous utilisons
K (Xl’ t) = ‘g[tl t2],[0 1] (t) Kp (X17 t) .

Pour la nage tournante, nous avons le choix entre désactiver le mouvement de propulsion lors du

virage ou le maintenir : c’est-a-dire
K (X1, 1) = Foa (6) 5y (K1, 8) + Fap (1) Ry
aveca=1[011001], 8=[000110] (voir figure [{.16a) ou
R (X1 t) = Tty a01) (6) 5 (X1, 6) + Fap (6) g

avec 3 = [000110] (voir figure [4.16b]). Nous pouvons aussi examiner l’effet de n’activer que la

courbure de rotation a partir de I’état initial statique :
r(Xy, 1) = Zip (t) Ky

avec 3 =[0110] (voir figure [4.16¢).

FIGURE 4.16 — Schémas d’activation des nages giratoires

(a) (b) (c)

0 0 0
t1 ta t3 tyg t5 g t1 ta t3 ty ts g ty ta t3 ty

En rouge, le paramétre «, en bleu, le paramétre 3.

4.2.4 AJUSTEMENT A DES DONNEES EXPERIMENTALES

Les quelques mesures de la table [L.] sont insuffisantes pour reproduire et controler la simulation
de la nage. D’un autre coté, 'équation 4.21| permet un espace des paramétres excessivement large
qu’il serait, pour le moins, laborieux d’étudier exhaustivement.

Heureusement, Arratia et al. ont mesuré en laboratoire [97, T06HI09] le changement de courbure
le long de leur corps qui permet aux nématodes de se déplacer. Le premier graphique de la figure
montre les données gracieusement fournies par Arratia, le second, ’ajustement que nous en
avons fait avec une fonction du type (4.21) (avec n, = 13 et n, = 3 : un espace des paramétres

plus grand ne générant que des améliorations négligeables), le dernier, est la différence des deux
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précédents. La figure montre les « gabarits »

na—l

—Zaw . je{0,1,2}

des ondes sinusoidales de (4.21]) (en couleur) et la déformation de base

&)=

LS )
i=0
en pointillé). Les trois ondes superposées
(en pointillé). L is ondes superp
1 et , 1 X —X10 t ,
z Z (bz “v‘ai,j Sin (27'(' (Ajm - P) +¢]>> (Xl) ) S {0,1,2}
i=0 ’ ’

qui ont une fréquence P~! d’approximativement 1,91 Hz en accord avec les données du tableau
sont montrées a la figure Etonnamment, la derniére d’entre elles voyage de la queue a la téte,
mais comme nous ne nous intéressons pas aux sources neuromusculaires de ces impulsions, nous

nous contentons d’utiliser le meilleur ajustement.
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FIGURE 4.17 — Comparaison entre I’onde de courbure mesurée et son approximation

r r -
0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

i
.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.4

P
0.2 i " j
00 i - . Aﬁ -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.8
0.6
0.4
0.2
0.00
0.8
0.6

8000
6000
4000
2000

—2000
—4000
—6000
—8000

8000
6000
4000
2000

o

—2000
—4000
—6000
—8000

3200
2400
1600
800

—800
—1600
—2400

Sur ’axe horizontal nous avons le temps (en seconde) et sur ’axe vertical nous avons la position normalisée sur le

vers (0 étant la position de la téte).
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FIGURE 4.18 — Formes, ou gabarits, des ondes superposées ajustées aux données expérimentales
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L’axe horizontal est la position normalisée sur le vers (0 étant la position de la téte), 'axe vertical, la courbure

correspondante.
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FIGURE 4.19 — Ondes de courbure superposées ajustées aux données expérimentales
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Sur I’axe horizontal nous avons le temps (en seconde) et sur axe vertical nous avons la position normalisée sur le

vers (0 étant la position de la téte).

4.2.5 RESULTATS

Malheureusement, nous n’avons pas réussi a faire nager convenablement ni le modéle du néma-
tode, ni celui de 'anguille. Cela explique la pauvreté de cette section qui autrement aurait été fort

remplie. Les figures [£.20] [£.21] et [£.22] présentent notre meilleur résultat au moment de la rédaction.

Aprés de trés nombreux essais infructueux, il est devenu clair que diminuer le nombre de para-
métres était nécessaire afin de vérifier dans un premier temps 'efficacité du simulateur plutot que
celle d’une nage particuliére. Les mémes considérations ont menées & choisir des valeurs comparables
a celles de Lim et al. [73], [74]. Le tableau rapporte ces choix (les unités sont exprimées dans
le systéme centimétre-gramme-seconde [CGS] pour faciliter la comparaison). La simulation utilise,
pour le nageur, 'advection explicite d’ordre deux (voir et 'appariement fluide-structure est
géré a travers le noyau standard a quatre points .

La figure [£:20] montre la présence de bruit qui s’accroit avec le temps le long du nageur, ce
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TABLE 4.I1 — Paramétres de la simulation oil la vitesse atteinte est la plus élevée

] nom \ symbole \ valeur \ unité ‘
période P % S
longueur d’onde Ao % cm
amplitude a0,0 5 1
coeflicient du couple a 2000 dyne - cm?
coefficient de la force b 10000 dyne
viscosité du fluide I 0,01 g/cm - s
densité du fluide p 1 g/cm3
longueur du nageur L 5 cm
dimension de la boite périodique - 10 cm
durée de la simulation - 10 S
nombre de points dans le fluide n (64, 64, 64) -
nombre de points sur le nageur n 64 -
nombre de point dans le temps n 50000 -
nombre de Reynolds (approximatif) Re 1333 1
nombre de Cauchy (approximatif) Ca 9-107° 1

qui semble indiquer que la simulation est instable, ce qui est attendu comme le déplacement de
la tige est fait explicitement. La présence de ces oscillations pourrait expliquer la décélération
prématurée du nageur qui est visible a la figure M (normalement, elle devrait correspondre &
Parrét de 'activation, dans la derniére seconde). Les quelques instantanés de la nage présentés a la
figure montrent d’ailleurs aussi des oscillations.
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FI1GURE 4.20 — Comparaison entre les courbures prescrite et simulée pour la simulation ou la vitesse
atteinte est la plus élevée
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0
t

Cependant, il est important de noter que ce genre d’oscillation apparait aussi avec les méthodes
implicites d’intégration du mouvement du nageur comme le montre la figure [£:23] et ce, malgré un
raffinement plus grand des discrétisations spatiales (voir le tableau .
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FIGURE 4.22 — Instantanés de la nage la plus rapide
(t = 2.000040) (t = 2.500050)
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En arriére-plan, nous avons la composante perpendiculaire au plan dans lequel se déplace le nageur de la vorticité,
c’est-a-dire (V X u) - es.
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FI1GURE 4.23 — Comparaison entre les courbures prescrite et simulée pour une simulation caractérisée
par une forte oscillation le long du corps du nageur
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Un bruit d’une amplitude pareille est le symptoéme d’un probléme important. Or, nous n’avons
pu le circonscrire et, par conséquent, tout les résultats présentés dans cette derniére section sont
sujet & caution au sens qu’il n’est pas clair quel élément est responsable parmi les paramétres, les

modéles et le code.
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TABLE 4.II1 — Parameétres d’une simulation caractérisée par une forte oscillation le long du corps

du nageur

nom \ symbole \ valeur unité
période P 1 S
longueur d’onde Ao % cm
amplitude a0,0 9 1
coefficient du couple a 50 dyne - cm
coefficient de la force b 300 dyne
viscosité du fluide I 0,01 g/cm - s
densité du fluide p 1 g/cm3
longueur du nageur L 5 cm
dimension de la boite périodique - 10 cm
durée de la simulation - 10 S
nombre de points dans le fluide n (96, 96, 96) -
nombre de points sur le nageur n 256 -
nombre de point dans le temps n 25000 -
nombre de Reynolds (approximatif) Re 188 1
nombre de Cauchy (approximatif) Ca 6-103 1
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Chapitre5
CONCLUSION

5.1 RETOUR

Nous avons développé un modéle plutét fidéle, du point de vue mécanique, de la nage anguilli-
forme : la modification aux équations de Navier-Stokes nous a permis de transmettre dans le fluide,
via la méthode de la frontiére immergée que nous avons décrite, le couple issu des calculs sur la
tige, dont nous avons aussi explicité les origines. Ce systéme a été discrétisé orthogonalement dans
le temps puis dans 'espace, ensuite des méthodes ont été proposées afin de résoudre les équations
obtenues. Nous avons subséquemment discuté de la maniére de vérifier notre technique avant de
tenter de simuler ’autopropulsion de notre nageur en variant divers paramétres, avec un succeés
mitigé.

Clairement, 'appariement fluide-structure pose probléme, ne serait-ce que théoriquement : nous
devons utiliser un facteur de dilatation entier, mais surtout, nous ne connaissons pas ’épaisseur
effective de la tige : il est donc difficile de savoir a quel point le modéle se rapproche de la réalité.

Cependant, nous avons rassemblé ici des modéles et des techniques disparates dont nous avons
voulu ’exposition systématique. En effet, les équations de la dynamique ont été dérivées de principes
de base de la physique classique, la théorie des poutres a été construite du général au particulier
et un nouveau point de vue sur la méthode de la frontiére immergée a été présenté. Nous avons
aussi montré, en utilisant les schémas de Runge-Kutta additifs et ceux de Runge-Kutta-Munthe-
Kaas, que, formellement, la méthode de la frontiére immergée et sa variante généralisée, peuvent
étre amenées a un ordre de convergence arbitrairement élevé dans I’évolution temporelle. En outre,
nous avons constaté que 1’étalement, tel que décrit jusqu’a présent dans la littérature, ne dépasse
pas Pordre un (en fonction du nombre de point sur la tige) pour une tige ouverte. Par ailleurs,
les prémisses de la section sur la cinématique de la tige sont inédites et permettent d’imaginer
de nombreuses généralisations a la théorie des poutres de Reissner-Simo. En somme, nous croyons

avoir donné une assise théorique solide a la méthode de la frontiére immergée généralisée.

5.2 PERSPECTIVES

Il est évident, au vu des résultats, et en comparaison avec les données empiriques, qu’il devrait
étre possible d’augmenter significativement la vitesse de la nage. Par contre, il n’est pas clair
si la méthode actuelle, on nous devons utiliser un facteur de dilatation pour les noyaux (et qui
pour effet que les tiges soient d’une certaine fagon poreuses), pourra permettre une simulation
réaliste. Il pourrait étre possible de garder la théorie de Reissner-Simo tout en donnant un véritable
volume & la tige, mais cela entrainerait probablement la présence de forces réactives, c’est-a-dire

des multiplicateurs de Lagrange, dans le fluide.
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Les équations de Stokes-Brinkman sont au coeur de la résolution, cependant, nous utilisons une
méthode d’un ordre formel de deux seulement, qui de surcroit, s’abaisse & un en présence de source
singuliére, or, ’étalement de la force et du couple constituent une source singuliére permanente,
qui, de plus, est située a 'endroit qui nous intéresse le plus, c’est-a-dire 1a ou est le nageur. Nous
aurions donc grand avantage & utiliser une méthode pour les équations de Stokes-Brinkman qui
serait d’ordre supérieur, et ce, méme en présence de sources singuliéres.

Il est intéressant de comprendre ’effet des paramétres sur la performance, ainsi il devient possible
de loptimiser; et quoique cela pourrait étre qualifié de fignolage, c’est extrémement utile aux
créateurs de robots biomimétiques. Mais, pour les biologistes, un bon modéle pourrait servir a
déterminer différentes caractéristiques physiques d’un animal en observant seulement sa nage : c’est
un probléme inverse éminemment difficile, voire impossible, mais dont la solution a le potentiel de
révolutionner la biomécanique.

Les locomotions animales sont extrémement diversifiés, et surtout, généralement bien plus com-
plexes que la nage anguilliforme, dont nous avons pourtant vu la difficulté que nous avons a la
simuler. Nos ordinateurs augmentant toujours en puissances, notre capacité a simuler ces mouve-
ments semble croitre d’autant, néanmoins, un bon modéle n’est pas nécessairement le plus exact,

mais celui qui nous apprend le plus sur la nature de notre monde.
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Annexe A

RESULTATS UTILES

A.1 ALGEBRE

Définition A.1. Comme nous 'utilisons & quelques reprises, nous définissons ici les multi-indices

comme des membres de NX pour lesquels nous formulons les notations suivantes :
1. (longueur ou module) || = Zle o,
2. (exponentiation) x® = Hle z pour z € RF,
3. (dérivée partielle) 9 f = 9" --- 07" f pour f € Cl*(RF),
4. (factorielle) a! = Hle a;!,
5. (relation d’ordre partiel) a < 8 <= «; < 5; Vi € {1,...,k}.
Définition A.2. Il est utile d’introduire le delta de Kronecker ainsi que le symbole de Levi-Civita
bug=dl =Y (A1)
0 sinon
1 si «, 3,7 est une permutation paire de 1,2,3
€a,3,y = § —1 sia, B,y est une permutation impaire de 1,2,3 (A.2)
0 sinon
Ainsi, le symbole de Levi-Civita est nul si un indice est répété, sinon il vaut 1 pour une permutation

paire ou —1 pour une permutation impaire : 1 = €123 = €231 = €312 = —€21,3 = —€32,1 = —€1,3,2-

Lemme A.3. Identités reliant le delta de Kronecker au symbole de Levi-Civita

€a,8,vEC, v = 5a,< (55#5%1/ - 5B7V5%u) + 5«1,# (557u5%< - 5/37457#) + 5&,1/ (5B,C5%u - 5&#5%() ’

(A.3)
€a,B8.7 €y = 08,10y — 08,50~ 1 (A.4)
€apr€a v = 2090, (A.5)
€a,8,7€a,8,y = 6. (A.6)

Démonstration. Les égalités subséquentes a la premiére (dont la preuve est omise) s’en déduisent

facilement. O

Définition A.4. Avec le symbole de Levi-Civita, nous pouvons définir le produit vectoriel = x
:R? x R3 — R? par

3
axb= ZZZ&%BW (a-ep)(b-e,)e,. (A7)

a=1p=1v=1



Annexes ‘ A.1 Algébre

Remarque A.5. En coordonnées, et en utilisant la convention de sommation d’Einstein (les indices

répétés sont sommés), nous avons, au lieu de (A.7]), 'expression plus compacte suivante
b b )

(a x b), = €a,p,,a8b.

RNXN — RNXN

Définition A.6. Les opérateurs de symétrisation sym: et d’antisymétrisation

asym: RVXN s RNXN gont définis tels que

VM € RV M = sym (M) + asym (M) (A.8a)

et
sym (M) = sym (M), (A.8b)
asym (M)T = —asym (M). (A.8c)

Définition A.7. Le produit tensoriel antisymétrique A T: RY x RN s RVXN est défini tel que
(anb)c=(b-c)a=—(a-c)b. (A.9)

Définition A.8. Dans un espace de dimension trois, nous pouvons définir un opérateur tax: R? —

R3*3 qui donne le tenseur axial tax (a) d’un vecteur a

tax (a)b=a x b (A.10)
ainsi que son inverse a gauche vax: R3*3 i R3

vax (tax (a)) = a. (A.11)

Lemme A.9. Les définitions et ci-dessus sont équivalentes & poser

1
sym (M) = 5 (M + M), (A.12)
asym (M) = % (M-MT), (A.13)
a/\b:%(a®b7b®a):asym(a®b), (A.14)
3 3 3
tax(a) ==Y > Y cap,(a-e)es@e,, (A.15)
a=1p=1~v=1
1 3 3
vax (M) = — YN casnes- (Me,)ea. (A.16)
a=1p=1~v=1

Démonstration. Les identités (A.12), (A.13) et (A.14]) sont triviales. Pour I’égalité (A.15)), il suffit
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d’utiliser la formule pour le produit vectoriel

3 3 3
axb:ZZZea,gﬂ(a-eﬂ)(b-ev)ea,

a=1p=1v=1

ainsi

3 3 3
tax (a) b = —z:z:z:so,,gﬁ(a-ea)e[g®e7 b

I
]
[
[

)
>
R
2
—

Q

®

Q

N
—

S

®
2

N

®

@

La derniére identité se vérifie en utilisant (A.5)

vax (tax (a)), = fiea,gﬁtax (@),

1
= iea,ﬁ,'yeu,ﬁnau

= da,puy

= Qq-
O

Remarque A.10. En coordonnées, et en utilisant la convention de sommation d’Einstein, nous avons

sym (M), (Mo, + Mp,a),

asym (M) 7 (Mo —Mpsa),
(an b)a’ﬁ = — (anbg — agby) ,

tax (a), g = —€a.,8,0y,

Q Q

™ ™

| |
N R N~ DN

1
vax (M), = _§5a7677M5,v~

Définition A.11.

1. Le commutateur [, 7] : RVXN 5 RNXN s RNXN de deux opérateurs linéaires est défini

par
[A, B] = AB — BA.
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2. Le produit scalaire de Frobenius est défini par
A:B=tr(AB").

Lemme A.12. L’espace des matrices antisymétriques est orthogonal & celui des matrices symé-

triqgues pour le produit scalaire de Frobenius.

Démonstration. 11 suffit de prendre le produit de Frobenius d’une matrice symétrique avec une

matrice antisymétrique

sym (X) : asym (Y) = tr (sym (X)" asym (Y))

= tr (sym (X) asym (Y))
= L (X XT) (¥ - ¥T))
= itr (XY - X'YT + XTY - XYT)
= i (tr (XY) — tr (XTYT) + tr (XTY) — tr (XYT))
= i (tr (XY) — tr(XY) + tr (XTY) — tr (X1Y))
= 0.
O
Lemme A.13. Les identités suivantes sont vérifices
tax (vax (M)) = asym (M), (A.17)
vax (M) x b = asym (M) b, (A.18)
vax (A) - vax (B) — %asym (A): asym (B), (A.19)
tax (a x b) = [tax (a), tax (b)], (A.20)
vax (a A b) = —%a x b, (A.21)
(a/\b)c:—%axbxc, (A.22)
(aAb): M=a-(asym(M)b). (A.23)
(aAb): (c/\d):%((a~c)(b~d)—(aod)(b~c)) (A.24)

Remarque A.14. Comme point de comparaison a (A.23]), nous avons par définition du produit

tensoriel et du produit scalaire de Frobenius
(a®b): M=a-(Mb).

Démonstration.



Annexes | A.1 Algébre

1. Ce résultat est une application directe de ’égalité (A.4))

tax (vax (M)),, 5 = —€a,g,,vax (M),

= 557,047567,#,1/]\/[#,1/

1

= 9 (5a,u5ﬁ,ﬂ - 504,1/5@#) My,
1

=5 (Ma,p = Ms.a)

= asym (M), 5.

2. Nous utilisons 1’égalité (A.17)) avec la définition de tax pour obtenir

asym (M) b = tax (vax (M)) b = vax (M) x b.
3. Nous réécrivons (A.19)) en utilisant (A.16))

1 1
vax (A) - vax (B) = (—QEQ,gﬁAﬁW) (—26(1,”,1,3“,1/)

1
= —€a,8,v€a,uvAsyBuw

4
== (55,u57,v - 55,115“7,#) Aﬂ,vBmv
(A,B,"/Bﬂ,"/ - Aﬁ,vB%B)

= 1 (Aﬂ,’yBﬂ,'v - AB,’va,ﬁ)

1 1
_ T
= 514,6’,7 (2 (Bﬂﬁ - Bﬂ,’y))

1
= §A,3,7 asym (B)B

—_

NN SNN

Y

1
= §A: asym (B).

Or les matrices antisymétriques sont orthogonales aux matrices symétrique d’ou

vax (A) - vax (B) = %Ai asym (B)
= %(sym (A) +asym(A)) : asym (B)
— %asym (A) : asym (B).
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4. Tl est ici plus aisé de débuter par la définition du commutateur

tax (a) , tax (b)],, 5 = tax (a), , tax (b), 5 — tax (b), ., tax(a), 4
avrnp) (€4,8,000) = (€aywby) (€,8,u00)

€y o) (€4,8.000) — (€4.0.000) (€4.5,10,)

(6(1 V(Sﬂ m 5M)y(5aﬁ) — ((5(1’“(5@,, — 5M,V6a,6)) auby

= ta
= (€a
= (
= (€y.u,a€y,8,0 — Eyp,a€y,8.u) Auby
= (
(0a,v08, — Oa,u08,0) auby

—€y,0,8€y,u,v0uby
= _604’6»'7 (a X b)'y
=tax(a x b), 4

5. Nous utilisons 'antisymétrie du symbole de Levi-Civita

1
vax (@ A b), = —5€apn (@anbd)s.,
1
= _iea,b’ﬁ (agby — bgay)
1
=7 (€a,8,7a8by + €a,,8b50,)

(€a,8,4apby + €a,5,15by)

1
T4
1

2€a,ﬂ,~/aﬂb

:—%(axb)a

6. Nous pouvons combiner et aprés avoir utilisé antisymétrie de a A b pour trouver
1
(aAnb)ec=asym(aAb)c=vax(aAb) xc= —§(a>< b) x ¢
7. Ici, il suffit d’expliciter le produit et de se rappeler I’équation :

(@nb): M= (aAb), ;Mg

( a0 My, gbs — agM} b )

= Saa (Ma,g — M;ﬁ) bs

= a, asym (M)a,ﬁ b
=a - (asym (M) b).

Vi
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8. Nous utilisons le dernier résultat pour obtenir

(anb): (cAhd)=a-((cNnd)b)

a-((ced—-—d®c)b)

a-((b-dye—(b-c)d)

N =N =N =

((a-¢)(b-d)—(a-d)(b-c).

Lemme A.15. Une identité sur les matrices en dimension trois :

1 ,
569,6,7%,)\,#]\4&,%MB,AM%M = 0a,p dét (M)

Démonstration. En utilisant I’arithmétique modulaire sur les indicesEl, nous avons

1
= 5Ep,ﬁ,VGR,AyuMaﬁMﬁAMmﬂ
1
= §6H7)\»#M04»K (Mp+1,>\Mp+2,u - p+27>\Mp+1,u)
1
= iMa,H (€ nuMprixMpioy — € urxMpio  Mpii 3)

= iMa,K (€ nuMprixMpiou + €xxuMpio Mpii2)

= €xauMawMpp1 xMpi2 4,
si a = p alors

= €xauMp s Mpp1 2 Mpi2
= en,)\,uMl,ﬁMQ,)\M?),u
=dét (M),

par contre, sia =p+1

= €xauMpt1,xMpr1 3 Mpia,,

=3 (GH,A,NMP-H,NMP-H,)\ - €>\,n,uMp+l7NMp+l7x\) Mpyyo,,

2
1

= 3 (Gn)\,uMpH,NMp-i-l,)\ - €>\7r€,uMp+l7>\Mp+1,f€) Myi2,p
1

= §€mz\,u (Mp-i-l,mM/H-l,)\ - Mp+17ﬂMp+1,/\) Myi2,p

=0.

Le méme usage de l'antisymétrie peut étre utilisé dans le cas @ = p + 2 pour trouver le résultat

1. Nous choisissons o +n = ((a¢ +n — 1) mod 3) + 1 pour des indices commengant & 1.

vii
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attendu. O

Lemme A.16. Relation entre la transformation d’un pseudovecteur et celle de son tenseur azial.
M'tax (Ma) M = dét (M) tax (a) (A.25)

Démonstration. Prenons le vecteur axial du terme de gauche, exprimons-le en coordonnées et faisons

usage du lemme :
1
vax (M'tax (Ma) M), = —5€abn (M'tax (Ma) M)

1
_ i
= 560 M} ctax (Ma) , M, .,

By

1
= 5eaprco.cndMep (Ma), M,

1
= 5697C,n€a7ﬁ,’yMﬁ7ﬁM9mamMfm

1
= 5Ge,c,n€a,ﬁ,wM9mMc,ﬁMn,wan
= dét (M) 0. na

= dét (M) aq.

O

Remarque A.17. Le lemme [A.T6] explicite la différence entre un vecteur, un pseudovecteur et le ten-
seur antisymétrique associé a ce dernier pour leur comportement sous ’effet d’une transformation.
Soient v et w deux vecteurs reliés par

v=Aw,

par conséquent, si ces vecteurs se transforment comme
v =Tv et w =Tw

ot T est une transformation linéaire inversible, nous sommes amenés a chercher A’ tel que

v =Alw
Ainsi
v =A'w
Tv = A'Tw,
TAv = A'Tw,

viii
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donc, puisque w est arbitraire

A=T1A'T,
A’ =TAT L.

TA=AT =

Supposons maintenant que A est antisymétrique et agit sur un espace de dimension 3, il lui est

alors associé un pseudovecteur axial @ = vax (A). En reprenant (A.25)), nous avons
Titax (Ta) T = dét (T) tax (a),

d’ou
tax (a') = dét (T) T Ttax (a) T~ # Ttax (a) T™! = A’

Donc vax (A’) # a/, c’est-a-dire que le vecteur axial de A’ n’est plus a’. Cependant, si T = Q avec

Q une rotation, alors, et seulement alors,

tax (a@') = dét (Q) Q Ttax (a) Q7! = Qtax (a) Q' = A’

A.2 CALCUL

Définition A.18. Puisqu’il existe des définitions différentes, nous présentons celle que nous utili-

sons pour la divergence d’un champ tensoriel
VaeRY (V-M)-a=V:(Ma)

ot V- v = tr (V). Notons que cette définition[]] correspond a celle de [44, définition 2.9], mais

n’est qu'une des trois possibilités données dans [85] §1.5.2].

Lemme A.19. La définition précédente est équivalente, en coordonnées, a
(V-M), = 9sMap-
Lemme A.20. Les identité suivantes sont vérifiées

V x vax (M) = V - asym (M), (A.26)

%tax (V x v) = asym (V). (A.27)

Démonstration. Nous travaillons en coordonnées.

2. La motivation de ce choix est de rendre ’expression du théoréme de Gauss-Ostrogradski plus comparable &
son pendant vectoriel : [, Snda = [, V - Sdv.
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1. Ce développement est analogue & celui de ’égalité

(V x vax (M)),, = €a,3,y03vax (M)

« vy
= —%ﬁv,aﬁf%u,uaﬁMﬂvV
= 5 (a5 — Gas,) D5 My
_ _% (05 My g — D5 Mp.,)
= —%8@ (Ma,g — Mgs.q)
= —0gasym (M), 4

= —(V-asym(M)), .

2. Nous utilisons encore une fois 1'égalité [A4]

1 1
itax(V X V), 5= —5 € (V xwv)

1

= *567@&6%##8#””

5

1
= —5 (0audpy — o 0p,4) Oy
1
=3 (9pva — Oavp)

= asym (Vv),, 4.



Annexe B

CORRESPONDANCES AVEC D’AUTRES FOR-
MULATIONS ET THEORIES

B.1 CORRESPONDANCES AVEC LA THEORIE DES TIGES SE
DEFORMANT DANS L'ESPACE D’ANTMAN

Cette section compare notre formulation avec celle de [2]. Il est & noter que les indices grecs
sont sommés de 1 & 2, c’est-a-dire que anb, = Zi:1 aqbo alors que les indices latins sont sommés
dela3d: akbk = Zi:l akbk.

B.1.1 CORRESPONDANCES DES VARIABLES

CINEMATIQUE ET DEFORMATION
1 2
(37 y L 73) :(X27X37X1)

configuration of the rod
p(x, 1) = ¢ (X, t)

reference configuration of the rod

zZ(x,t)=¢ (X, t)

directors
(d1, dz, d3) = (d2, d3, d1)
directors of the reference configuration

(d7, d3. d5) = (do. ds, dh )

(sans nom)

strain variables

(u1, ug, ug) = (da - vax (), ds - vax (), dy - vax (2))
(v1, v2, v3) = (d2 - Ox, 7, d3 - Ox, 7, di - Ox,T)
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DYNAMIQUE

resultant contact force

n=1
resultant contact couple
m = —2vax (L)
body force per unit reference length
=q
body couple per unit reference length
l=—2vax(Q)

MESURES D’INERTIE

mass density in the reference configuration per unit of s
pA =\
generalized first moment of inertia
ply =6 -dy
generalized second moment of inertia

pJ/TI/ = d,u—i—l : (Ydl/-‘rl)
MOMENTS

linear momentum relative to r (s, t)
pI% (0pan) =0
angular momentum relative to r (s, t)

pJ%P 04 (Bata) x (§gas) = —2vax (J)

B.1.2 EQUATIONS

Les équations sont tirées de [2].

CINEMATIQUE
D(x,t)=7r(st)+ Z P (x)dq (s, t) (Antman 16.8.3c)
2(x)=7(s)+ Y 9” (x) @l (s) (Antman 16.8.4)

xii
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et al.
d, = d,a, (Antman 16.8.1)
rs =V, Os@p =u X ap, Oap=w X ag (Antman 16.8.8)
0sdy = Waln + U X Ay, Wo = Os0q (Antman 16.8.10)
DYNAMIQUE

n= / T4 - a3Pdzrides
A

1 )
£ :/ fideides +/ Frdze —vidn
A 0A

1— 1313

m = / 0000 X T 4 - a3Pdridz,y
A

1d _ 2d
l:/ #1100t x fidmdrs + / Gy x T2 AT
A 0A 1—v V3

ng + .fo = pArtt + plaﬁtt(saaa
mg+7rs xn+1=pl*(0aa4) X Ty + pJgﬁatt (0aaq) X (dgap)
MESURES D’INERTIE
pA = / pjdztdz?
A
pl® :/ o jdatdz?
A(s)

pJ;“ﬂ:/ pe o’ jdat da?
A(s)

B.1.3 DEMONSTRATION DES EQUIVALENCES

CINEMATIQUE

8}(1 dk = vax (Q) X dk = Qdk
atdk = vax (W) X dk = de

DYNAMIQUE
o, l+q=0¢ (\r+0)

(Antman 16.8.18a)

(Antman 16.8.18b)

(Antman 16.8.22a)

(Antman 16.8.22b)

(Antman 16.8.17)
(Antman 16.8.21)

(Antman 16.8.15a)

(Antman 16.8.15b)

(Antman 16.8.15¢)

—20x, vax (L) 4 (0x,7) x I — 2vax (Q) = 0 x 921 — 20,vax (J')

O, L+ (0, ) AL+ Q=0A0r+ 9T

Xiii
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B.2 CORRESPONDANCES AVEC LA THEORIE DES TIGES AVEC
TORSION ET FLEXION DANS UN FLUIDE VISCEUX DE
LIM et al.

La formulation est celle de [50), [73], [74].

B.2.1 CORRESPONDANCES DES VARIABLES

FLUIDE

fluid density

p=p
fluid viscosity
f=p
fluid velocity
u=1u
fluid pressure
b=p
body force
f* =o'
CINEMATIQUE ET DEFORMATION
s =X (B.1)
space curve of the rod
X=r (B.2)
orthonormal director basis
{D', D* D*} = (ds, d3, dv) (B.3)
U=w (B.4)
W = vax (W) 5
strains of the rod
Q= (vax (gz) - Es, vax (g}) - Es, vax (g) : El) (B.6)
intrinsic twist vector
(K1, Ko, T) = (vax ((;l) - E,, vax (S;]) - E3, vax (S;Z) ~E1) (B.7)
0,0, 0) = ((.:)JEQ @ By @ El) (B.8)

Xiv



Annexes | B.2 Correspondances avec la théorie des tiges avec torsion et flexion dans un fluide visceux de Lim

et al.

DYNAMIQUE DE LA TIGE

internal force on the perpendicular cross section
F=1

internal moment on the perpendicular cross section

N = —2vax (L)
applied force density
f=q
applied torque density
n = —2vax (Q)

expansion in the director basis of internal force
(F', F?, F®) = (l-EQ, - Es 1 ~E1)
< <& <&
expansion in the director basis of internal moment

(Nl, N2, N3) =-2 <Vax (%) - E5, vax (%) - E3, vax (%) -El)

B.2.2 EQUATIONS

Les équations sont tirées de [73].

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

0
p(altl—&-u-Vu) = —Vp+uViu+fP

V-u=0

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(Lim 5)

(Lim 6)

EQUATIONS D’EQUILIBRE DE LA TIGE balance of momentum et balance of angular momentum

OF
_¢ F
0 +55
N 9X
0= — 4+ — xF
Nt s T

RELATIONS CONSTITUTIVES

F = F'D!' + F?’D? + F?D?
N = N'D! + N?2D? + N3D?

XV

(Lim 7)

(Lim 8)

(Lim 9)
(Lim 10)



Annexes ‘ B.2 Correspondances avec la théorie des tiges avec torsion et flexion dans un fluide visceux de Lim

et al.
oD? oD3 oD!
N'=q D3 —k1), N?=qy D' —ky), N¥=qs(— D?—1],
Js Js s
(Lim 11)
F! :lel.%, F2=b2D2-%, F3 = by (D?’-%};—l) (Lim 12)
CINETIQUE
W —U(s, 1) (Lim 14)
D¢ )
887(:’25):W(s,t)><D"(s,t), i=1,2,3 (Lim 16)
APPARIEMENT
U(s, t) = /u (%, 1) 0c (x — X (s, t)) dx (Lim 14)
W (s, t) = %/(V xu)d. (x — X (s, t))dx (Lim 15)

£ (x, 1) = /(—f(s, 1)) 60 (x — X (s, t))der%V X /(fn(s, 1) 6. (x — X (s, t))ds (Lim 13)
ENERGIE ELASTIQUE
1 oD? 2 oD3 | 2 oD, ?
E—2/<a1(6s D —K/l) +a2(6SD —:‘{/2) +a3<6SD —’7—>

2 2 2
e (00 5 v (02 ) (002X 1) - wim
S S S

B.2.3 EQUIVALENCES

L’équation de Navier-Stokes reste parfaitement reconnaissable dans la notation de Lim et al.

EQUATIONS D’EQUILIBRE DE LA TIGE L’équation de la balance des forces se transcrit directement.

En utilisant (B.10) et (B.12)) 'équation (Lim 8) devient, dans notre notation,
0= —2vax (Q) + Jx, (—2vax (L)) + (9x,r) x 1

prenons le tenseur antisymétrique de cette expression et divisons par —2 pour trouver

0=Q+0x,L— %tax((@xlr) x 1)

XVi
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en utilisant l'identité (A.21]), nous trouvons

0=Q+0x, L+ (0x,r)Al
ce qui est ’équation ([2.55) avec un moment d’inertie nul.

RELATIONS CONSTITUTIVES  La réécriture de (Lim 9) serait tautologique si nous n’introduisions pas

la force interne matérielle 1
bed

"
M=

o~
S
Q
—
IS8
Q

Q
I
—

(1-
(

<l>~Ea) RE,

I
NE

1

Rfj(é-Ea)Ea

a=1

l
o

Q
Il

5

par contre le choix de représenter le couple comme un tenseur antisymmétrique complique les

choses : en divisant par —2 I’équation (Lim 10)) en en utilisant (B.10]) et (B.14) nous obtenons

=z

vax (L) =

/N

1 vax (%) -Ea) d,

Q
I

I
/Diz

vax (%) : Ea) RE,

> (e (1) )

= Rvax (L)

<

="

[e3%

R
1

Nous utilisons maintenant le lemme pour trouver

L = tax (Rvax (%))

= dét (R)R™TLR™!
<&

=RLR/'
o

XVii
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Passons maintenant & la loi constitutive pour la force

b (do - Ox, 7 — 01.0) = b ((REQ) O, — (w + El) : EQ)

= boE, - (Rfaxlr - E1>
<o

bs (Ew - E5) Ej - (cg—

<>€>
—

1 117

bs (Ea'Eﬁ)Eﬁ'(

o€
I

<>€>

~—

=1

N
> 0By @ By | (9-2) | Ba
1

5 5)) 5.

"B,

Il
/=

Il
o~ —

ol nous avons posé
N
B = Z bﬁEB ® EB
B=1

Pour la loi constitutive pour le couple, nous posons

N
A:ZaaEa(@Ea

a=1

et nous remarquons que 1'égalité (0x,d,) - dg = — (0x,dg) - do (qui provient de 0 = 9x, a3 =
0x, (dy - dg)) nous permet de réécrire les équations (Lim 11)) sous la forme plus compacte

(o3

—2vax (L) “Ey=Au4p <;5Bm< (0x,dy) - d¢ — vax (Q) Eﬁ>

1
= 5Aa,5€8,5.¢ <(5x1 (RE,)) -RE; + QW c)

—A ,ﬁeMC((RT((ale) ) E,+ 0 )

v,

aﬁ%w(((RTaXlR) 2) B+ 02 )

2
1
2
1
2 o€
1 + At

3 56574((R8X1R+Q)E7>~E4

;A sescq ((2-Q) B - B

Aq pvax (g - g}) . Ej

= (avx(2-9)) B

XViii
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donc
% = —%tax (Avax (Q — Q))
-A(2-9)

ou A est défini par son effet sur un tenseur V :
1
AV = —itax (Avax (V)).
Dans le cas out A est inversible, nous avons de part le lemme
1 oA 1
AV = ~5 dét (A) ATTVA™.
CINETIQUE De (Lim 14]) nous avons directement
or =v
pour la rotation des directeurs (Lim 16)), nous avons

Oydy = vax (W) x d,
O (RE,) =asym (W) (RE,)
(O:R) Eq = (WR) E,

et puisque {Eoé}(]l\[:1 est une base, cela implique
R =WR
APPARIEMENT Notre formulation de 'interpolation de la vitesse du fluide
v=du
est la translittération directe de celle de Lim et al. . Nous transcrivons en
vax (W) = %MJ (V xu)
ainsi
r

W = tax (;M (V x u)>

=] (;tax(V X u))

= o] asym (Vu)

Xix
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Enfin, pour l’étalement des forces, nous utilisons I’égalité (A.26) pour trouver

b = g LV % o (2vax (Q)

= —opq — V X vax (,.Q)
= - rq—V@f’QQ

ENERGIE ELASTIQUE Nous réutilisons les développements pour les lois constitutives pour réécrire

(Lim 17) sous la forme

X, (B.15)

oll nous avons utilisé

B.3 CORRESPONDANCES AVEC LA THEORIE DES TIGES EN
DEFORMATION FINIE DE SIMO

Les équations sont tirées de [99].

B.3.1 VARIABLES

CINEMATIQUE

arc of length of the line of centroids in the reference (unstressed) configuration

S == X1
(&1, &2, ) = (X2, X3, X1)
N
£=) XaEa
a=2
admissible configuration of the rod
p=0¢

XX
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line of centroids

$o=T
two-point orthogonal tensor field

A=R
curvature of the line of centroid

=0

axial vector associated with the curvature of the line of centroid
w = vax ()

initial curvature of the line of centroid

20=0Q
spin of the moving frame
W =W
vorticity of the moving frame
w = vax (W)

moving or intrinsic orthonormal frame
(t1, t2, t3) = (d2, d3, dy)
basis of the reference configuration
(E1, Eq, E3) = (Es, E3, Ey)
fixed spatial frame

N
{ei} ={ei}imy
MOMENTS

(sans nom)

inertia tensor

linear momentum per unit of reference arc length
Lt = c% ()\’I" + 0)
angular momentum per unit of reference arc length relative to ¢,

H, = —2vax (J')

DYNAMIQUE

XXi



Annexes | B.4 Correspondances avec la théorie des tiges affines de Nardinocchi et al.

resultant contact force per unit of reference length

f=1
resultant contact torque per unit of reference length
m = —2vax (L)
applied force per unit of reference length
qa=q

applied torque per unit of reference length

m = —2vax (Q)

B.3.2 EQUATIONS

CINEMATIQUE

d
ds
tr (S, t) =W (S, t)t; (S, t)

tr (S) = £2(5) ¢ ()

2
@ (&1, &2, S, 1) = @y (S, t) + ) Ertr (S, 1)

=1

MOMENTS
Li= [ (o) e
A
H, = [ mie =) x (= p)de
DYNAMIQUE Dbalance of linear and angular momentum

1o} _ ..
%.f +q= Ap‘PO
0 dpg .

%m(S, t)+ﬁxf+m(5, t)=H,

F(S, 1) = /A P (€, 5) Bydé

m (S, 1) = /A (0 (£, S) — @0 (S, 1) P (€, ) Esdg

XXii

(Simo 1.7)

(Simo 1.8)

(Simo 2.2)

(Simo 2.1)

(Simo 2.4)

(Simo 2.5)

(Simo 3.3a)

(Simo 3.3b)

(Simo 3.2a)

(Simo 3.2b)

(Simo 3.5)



Annexes ‘ B.4 Correspondances avec la théorie des tiges affines de Nardinocchi et al.

B.4 CORRESPONDANCES AVEC LA THEORIE DES TIGES AF-
FINES DE NARDINOCCHI ET AL.

La présente formulation est celle de [82].

B.4.1 VARIABLES

material point

instant

unit vector normal to the plane F

sensible motion

xt ((, p) = (X, t)

screw (rotation, translation) of the rod

(R, 7)=(R,7)

strech of the rod

Uv=1
fixed pole

Do = 0
right curving

C"=Q
left curving

Cl=0

<&
MOMENTS
mass density
p=A

XXiii
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B.5 Les poutres et arcs élastiques de Ballard et Millard
static moment

s=R'0
Euler tensor of the fiber

E=R'YR
opposite of the linear momentum

q=—poip

partial left screw (angular, linear) momentum

(M, m) =T +60A0r, =0 (0 +Ar))
DYNAMIQUE

partial left screw (couple, force) stress

(N,n) = (L, 1)

partial left screw (couple, force) self-stress

(F7 ?) = (Ov 0)

partial left screw (couple, force) bulk action

(B, b) = (Q, q)
B.4.2 EQUATIONS

CINEMATIQUE

Xt ((,p) =po+7(C, t) + R(C, ) U (C, 1) (p—po)

(N. et al. 2.6)
V" =RRT, "=+ - RR"r (N. et al. 2.12)
Xt (¢, p) =v"((, ) + V" (¢, 1) (xt (¢, P) — Po) (N. et al. 2.17)
DYNAMIQUE
m+n+f+b=0
L ., o (N. et al. 3.36)
M+7Am+N +r"An—F+B=0
M =

(N. et al. 4.20)
F
/ PeA(x—po), n= / Pe, N= / sym (RTPe ® (p — p,)) (N. et al. 4.21)
F F F

m=m,
N=N+rAn, n=n, (N. et al. 3.34)
B=B+rAb, b=b
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B.5 LES POUTRES ET ARCS ELASTIQUES DE BALLARD ET
MILLARD

Nous traitons ici des rapports entre notre formulation et celle présentée dans [4] de Ballard
et Millard qui traitent de la théorie des poutre avec la notion de distributeur et de torseur que
nous présentons briévement afin d’éclaircir la notation. Auparavant, nous remarquons que dans la
notation frangaise, le symbole du chevron (A) est utilisé au lieu du signe de multiplication (x).
De plus, comme les auteurs notent les vecteurs en les soulignant et les tenseur d’ordre deux en
les soulignant doublement, le pseudovecteur associé¢ a un tenseur antisymétrique §2 est simplement
noté {2.

Définition B.1. Nous donnons les définitions dans la notation des auteurs.

1. Un distributeur est une application de I’espace euclidien & son espace tangent de la forme
U(m)=V+2N0

ou Om est le vecteur de l'origine O au point m, V et {2 sont des vecteurs. On exprime un

distributeur a travers ses éléments de réduction
V. 2},
2. Un torseur est une forme linéaire sur les distributeurs
R, M) {V, 2}, =R-V+M- 2
et peut s’interpréter comme une application de I’espace euclidien & son espace tangent :
M (m) =M (0)+mOAR

ol mO est le vecteur du point m a 'origine O, R un vecteur, appelé la résultante, et M un

vecteur appelé le moment.

B.5.1 VARIABLES

CINEMATIQUE

ligne moyenne dans une configuration de référence
X =

position actuelle

I
Il
<

XXV



Annexes ‘ B.5 Les poutres et arcs élastiques de Ballard et Millard

vecteur position dans la section
Tz, =¢—r
rotation de chaque section droite

=R

ll=

déformation lagrangienne

E={E, W}, = (& vax ()
champ de vitesse en configuration eulérienne

{Q’ Q}g = (’U, vax (W))
DYNAMIQUE Nous notons que R n’est pas le vecteur axial de R.

torseur eulérien des efforts intérieurs
[Ev M] = (l7 L)
torseur lagrangien des efforts intérieurs
R, M= (1, L)
R
distribution linéique de torseur des efforts extérieurs
Eu Q = (qa Q)
torseur des efforts extérieurs s’exergant sur la section S (0)
[EO7 QO} - (l(l.v ]:a)
torseur des efforts extérieurs s’exercant sur la section S (L)
[EL; QL} = (ib7 i‘b)
tenseur des modules d’élasticité autour de 1’état naturel

A=C

B.5.2 EQUATIONS

Ballard et Millard ne numérotent pas systématiquement leurs équations, nous les désignons donc

par les sections ot elles paraissent.

CINEMATIQUE

T(S) = %1(5) (B. & M. §1.2.1)
t(s) = %g(s) (B. & M. §1.3.2)
dz _ip 4B
E='R =-T W="R - (B. & M. §1.2.2)

XXVi
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(s)

U=¢ Q=R-'R
0 Os 0
“E="tR. — 9
ot = 55 & g5 U gy
MOMENTS
[ o=s
S(s)

/ pr, =0
S(s)

/ pla, PL—pz, @z, =i (s)
5(s)

DYNAMIQUE Efforts externes

E(S) _ Evol +/ Esurf
S(s) 9S8(s)

1A

EO :/ Esurf El :/ Esurf
S(0) S

(S) :/ z, /\EV01 +/ z, /\Esurf
S(s) dS8(s)

QO :/ z, /\Esurf Ql :/ z, /\Esurf
S(0) S()

Equations du mouvement

= = — |p17 4. ¢ .
o S FEAR|+[EC) = [l 2+ QA

[R (O) ) M(O)} = [Eov QO]
(R(1), M ()] =[F,, C]

Correspondance avec les quantités lagrangiennesﬂ

[Eo. Co) = PSF ‘950]

0S™ 90S—
[ELv QL} = [El’ Qz]
_ Os _
Po = %P
. 0s .
%= 3%

=)

(B. & M. §1.5)

(B. & M. §1.5)

(B. & M. §2.2)

(B. & M. §2.3)

(B. & M. §2.3)

(B. & M. §2.5)

(B. & M. §2.6)

1. Comme noté par Ballard et Millard, ce ne sont pas des quantités purement lagrangienne : par exemple, %‘g est

le tenseur d’inertie de la section droite dans son orientation actuelle.

XXVii
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OR OM oz o + [Eo Co) = [0, -2+ 2 (- 2)]

a5’ 8S ' aS
[R(0), M(0)] = — [Fo, C] (B. & M. §2.6)
[R(L), M (L) =[E, Cy]
[R, M] = ['RR, 'RM] (B. & M. §2.7)
Energie élastique
R M) = 2 (B)
o
o5 (0 =0
(B. & M. §3.1)

Y(E)=3E A E+o(EF)

<ﬁ>A~<$>+omw

XXViii



METHODES DE RUNGE-KUTTA

Annexe C

C.1 METHODES USUELLES

C.1.1 METHODES EXPLICITES

RUNGE-KUTTA D’ORDRE 3 (RK3)

0] 0 0 O
Ya| 12 0
1| -1

RUNGE-KUTTA D’ORDRE 4 (RK4)

0|0 0 0 O
Yo |2 0 0 0
1210 12 0 0

1{10 0 1 0

s s 13 1/

C.1.2 METHODES IMPLICITES

GAUSS-LEGENDRE D’ORDRE 2 OU POINT-MILIEU IMPLICITE

1/2 1/2
1
GAUSS-LEGENDRE D’ORDRE 4
1_ V3 1 1_ V3
4 6 4 4 6
1 V3|1 V3 1
ite it 1
1 1
2 2
GAUSS-LEGENDRE D’ORDRE 6
1 _ V15 5 2_ V15 5 _ V15
2 10 36 9 15 36 30
1 5 4 V5 2 5 15
2 36 24 9 36 24
1, V15 | 5 , V15 2 15 5
2 + 10 36 + 30 9 + 15 36
5 4 5
18 9 18
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GAUSS-LOBATTO IlIIA ORDRE 2 OU TRAPEZE

GAUSS-LOBATTO IlIA ORDRE 4
0 0 0 0

12 | 524 1f3 —1/24
1| Ye 2/3 /s
‘ e 2/3 /6

C.2 METHODES DIAGONALEMENT-IMPLICITES-EXPLICITES

EULER AVANT-ARRIERE  Dans [65], eq. 1.7] ou [3] §2.1] nous trouvons la méthode IMEX la plus simple

dont la paire de tableaux est:

et qui est d’ordre un.

METHODE DU TRAPEZE Dans [65, eq. 3.4] nous trouvons

00 0 00 0

112 12, 1|1 0

‘ 1/ 1/3 a 1/2

que l'on peut modifier en

00 0 O 00 0 O
112 12 0 171 0 O
1|2 Y2 0 1]12 12 0
‘1/2 /20 2 12 0

et qui est d’ordre deux.

METHODE D'ORDRE DEUX L-STABLE A DEUX ETAPES Dans [65] eq. 4.6] et [3, §2.6] est décrite la

méthode ayant les tableaux suivants

010 0 0 00 0 0
w |0 w 0 w | w 0 0
110 1—-w w 1k 1-xk 0

0 1—-w w Kk 11—k 0

XXX
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2—2 1
7\[ et m=1—2—.
w

METHODE D’ORDRE DEUX L-STABLE A TROIS ETAPES Une autre méthode d’ordre deux est définie

dans [65] eq. 4.7] par

00 0 0O 0|0 00O
110 1 0 O 1 1 0 0 0
210 -2 1 0, 1212 0 0 0.
110 -1 1 1 1 0 01 0
0 -1 1 1 0 010

METHODE D’ORDRE TROIS A QUATRE ETAPES  Finalement, une méthode d’ordre trois introduite dans
[3, §2.8] comme

0(0 O 0 0 O 0 0 0 0 0 0
1200 12 0 0 0 2 12 0 0 0 0
2/310 s 12 0 0 2/3 | 11/18 118 0 0 0
, .
Y2 |0 —t2 Lo 1/ 0 Yo | 56 =56 12 0 O
110 3/2 =32 12 1) 1| Ya T/a 3/ -T/4 O
0 3/2 =372 12 1)z s T/a 34 =T[4 0
METHODE ARK3(2)4L[2]SA
0 0 0 0 0
1767732205903 | _ 1767732205903 _ 1767732205903 0 0
2027836641 118 4055673 282236 4055673 282236
3 2746 238 789 719 640167445237 _ 1767732205903 0
5 10658868560 708 6845629 431 997 4055 673 282 236
1 1471266399 579 4482444167858  _ 11266239266428 _ 1767732205903
7840856 788 654 7529755 066 697 11593 286 722 821 4055673282236
1471266 399579 4482444167858  _ 11266239266428 _ 1767732205903
7840 856 788 654 7529755 066 697 11593286 722821 4055673282236
0 0 0 0 0
1767732205903 | 1767732205903 0 0 0
2027836641118 | 2027836641 118
3 _ 5535828885825  _ 788022342437 0 0
5 10492 691 773 637 10 882 634 858 940
1 6485989 280 629 4246 266 847 089 10755 448 449 202 0
16251701 735622 0704473918619 10357007 424 841
1471266 399 579 4482444167858  _ 11266239266428 _ 1767732205903
7840856 788 654 7529755 066 697 11593286 722 821 4055673282236

XXXi
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Annexe D

NOYAUX

D.1T NOYAUX STANDARDS

D.1.1 NOYAUX REPONDANT A LA CONDITION DES CARRES

NOYAU STANDARD A TROIS POINTS[]]

1+ 1—3|x|2) si [z < L
$s3(2) = L1 (5 -3z - 1—3(1—|x|)2) sid <o <3
0 sinon
—l|z| <1
= si|o| < 3
fa(z)=+<1 |z|—1 _ Logl< 3
P 3 (2) 5 a0 sig < x| <3
0 sinon
NOYAU STANDARD A CINQ POINTS
2 .
3t = 7 lel” + s (J2l) si 0 < fzf <
oot d BB = A o~ B (e = 1) s b <ol <
s,5 -
' . 2 3 .
76— ol + Tl — el + g5 (Jo —2) sif <] <

0 sinon

avec

3123 311 . 101 1
. — T T2 e e
Vs5 (1) 30200 980’ 490" 28"

1. L’équation A.4 de [I5] est incorrecte, il lui manque les facteurs % et %

Wit e NI=

(D.1)

A
~
)

N



Annexes ‘ D.2 Noyaux alternatifs

D.1.2 NOYAUX REPONDANT A LA DOUBLE CONDITION DES CARRES
ET DE NORMALISATION BIPARTITE

NOYAU STANDARD A QUATRE POINTS

3 3—2|x|+\/1+4|x—4|x2> si|z] <1
$salz) = V1(5-2]| - \/—7+ 12 |2| — 4|x2> sil<|z] <2 (D.3)
0 sinon
§(372|x\+¢4(17 \x|)|x\+1) si o] <1
— %(5—2|x\—\/4(3—\m|)|x\—7> sil<|e| <2
0 sinon
L 1—2|z] _ .
gsigne (z) EEEETS 1) sz <1
P (T) = q Lgi _ 2zl i1<|z| <
A gsigne (z) P 1) sil<|z|<2
0 sinon
NOYAU STANDARD A SIX POINTS
2 .
|2l = B lel® = 3 2] + &5 + 6 (J2]) si || <1
31 lzf° — 2 leﬂL ||+117 sso () —=1)  sil<[z[<2
¢s,6 (I) _ 24 1 112 84 22;109 27s, . (D4)
o+ 25 (2 — & |ol + 335 + 3¢ (J2| —2) si2<|z[ <3
0 sinon
avec
1 1 125 65 187 33 81
S S e S 4 _ 3_ 24 220 . _°0
Vs (7) \/ 536" T 112" " oss’ 1568’ oaos’ | 7sa’ ' 125md
D.2 NOYAUX ALTERNATIFS
NOYAU TRIGONOMETRIQUE
114 cos (72 si |z <2
0 sinon
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Annexes | D.4 Noyaux reproducteurs de moments

NOYAU SPLINE QUADRATIQUE

1= Jlaf? st [] < 4
(e~ 1) Glal - 7) sid<le]<1
Gspl2 () = § L (lz| = 1) (Blz| - 5) sil<|z[<3 (D.6)
—5 (jz] —2)° si 3 <|z| <2
0 sinon
—Ix si|o] <4
Sy — 3signe(z) sis <|z| <1
Pip2 (7) = 34— 2signe (z) sil<|z| <3

signe (z) — 3z si 2 <|z[ <2

0 sinon

D.3 NOYAUX D’ORDRE D’INTERPOLATION MAXIMAL

FONCTION CHAPEAU
1—Jz| si|z] <1

bi2(z) = (D.7)

0 sinon

—signe (z) si|z] <1

0 sinon
NOYAU INTERPOLATEUR A QUATRE POINTS
1— Lzl — |z + 1z sio<|z|<1
2 2 —

Gia (@)= 91— Lz[+ |z = L|z[® si1<|z|<2 (D.8)

0 sinon

NOYAU INTERPOLATEUR A SIX POINTS

1— 12| = 3z + S Jaf + Lz — & |2 si0< |z <1
1= Bla| =3P+ Blaf - 3o + Llaf° sil<|zl<2
(bi,(i (Q’J): (Dg)
1— 87 1) 4+ B g — g 4 Ligf* — L5 |2)° si2 <z <3
0 sinon
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D.4 NOYAUX REPRODUCTEURS DE MOMENTS

NOYAU DE BASE

(% - |J;\2 (1 - %)) si x| <1
Pwio (@) = 1@2—|z))? sil<|z) <2 (D.10)
0 sinon
1 (3 2 — 6|z +4) si o] < 1
= qLt@2-j)’ sil<|z| <2
0 sinon
NOYAU CORRIGE JUSQU’AU DEUXIEME MOMENT
2 x .
(31l (1-5)) (- 21P) silel<1
buiz(2) = {1@—|a|)? (%; — 30 g sil< |z <2 (D.11)
0 sinon
L (9—10|z| ) (3|x|376|az\2+4) si || < 1
= & (9-100P) @ Ja)’ sil< |z <2
0 sinon

NOYAU CORRIGE JUSQU’AU QUATRIEME MOMENT

4 2 .
(18708324970 o] — 42050 |2 4 18700304170) (g |z ( %)) si |z < 1
Dwl 4 (x) = 1 (18708324970 | ‘ 48209;4570 |Z‘|2 + 18700304170) ( |$|) sil< |x| < 2(D.12)

0

s0377 (
0

D.5 NOYAUX ADOUCIS

FONCTION CHAPEAU ADOUCIE

¢yzlh,i,2 (I) =

XXXViii

sinon

- (5943 lz|* — 14315 2] + 5667) (3 2 — 62)? + 4) si o] <1
5943 |z|* — 14315 |z|> + 5667) @ |z)?

sil<|z| <2

sinon

(D.13)
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-2z silz| <3
a2 (¥) = { z — Ssigne (z) sid <|z| <3
0 sinon

NOYAU TRIGONOMETRIQUE ADOUCI

= (m+2sin (3 (20 +1)) — 2sin (F (22 —1))) =i |z| <2
Gyang (2) = { & (5m — 2|z — 4sin (F (2|z] — 1))) sid<|z|<5  (D.14)
0 sinon
& (7 +2%2 cos (Z2)) si |z < 2
= & (5r—2r|z| —4sin (5 (2|2 - 1)) si3<|z|<3
0 sinon
1(cos(Z(2z+1)) —cos(Z(2z—1))) sifz|<3
Do (£) = —1Isigne(z) (1 +cos (% (2]z]—1))) si2<|z]<3
0 sinon
—27 3/28111(2) si |z < 2

= —gsigne (z) (L+cos (5 (2]z| - 1)) si3<|z|]<3

0 sinon

NOYAU STANDARD A TROIS POINTS ADOUCI

T LN PIE=T I ES!
73—‘/3 arcsin (—3 2|z — )) si |z <1
Byatnss (1) = 4 35 — v3x _ Bl | Jal® | 2Aal=3 Ao o = 23 (D.15)
+¥3 arcsm( (2]x| - )) sil< |z <2
0 sinon

Lsigne () (1 —2)a] - IZ(A = [z o] + 1) si o] <1
Snss () = { Lsigne (z) (6 2| + /12 (3 — Ja|) || — 23 — 13) sil< || <2

0 sinon

XXXiX
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NOYAU STANDARD A QUATRE POINTS ADOUCI

™ 2 .
%+§—i|x| 51|x|§%
i + % (1—1z|) \/4(2 —lz]) x| =2 — éarcsin (\/ﬁ(m — 1)) si % <zl < %
s 2
Gyansa (T) =42 — X — 3z|+ Lz[" 4+ % (Jo| —2) VA4 — [2]) 2] — 14
+15 arcsin (V2 (|z| — 2)) sid <z <2
0 sinon
(D.16)
—%:c si|z| < %
o () —isigne (2) \/4 (2—|z|)|z| —2 si % <l|z| < %
zlh,s,4 T) = A .
y Lsigne () (2|33|+\/4(4—|x\)|x|—14—6) sid<|z|< B

0 sinon

x|
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