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RESUME

Le processus ancestral est appliqué pour étudier la variabilité génétique et la
mesure de déséquilibre de liaison de séquences d’ADN, et faire de 'inférence sta-
tistique sur les divers facteurs responsables de cette variabilité. En tenant compte,
en premier lieu, des facteurs de dérive génétique, de mutation, et de recombinai-
son, les calculs exacts de la mesure de déséquilibre de liaison de deux loci sont
retrouvés. De plus, une approximation du processus exact, SMC (sequentially
Markov chain), est utilisée pour trouver la mesure d’association a deux loci, et
une formule de covariance pour calculer cette mesure est corrigée. En intégrant le
facteur de conversion dans le modele de Moran, on trouve I’espérance des mesures
de polymorphisme exprimées par les espérances des mesures de variation intra-
locus et inter-locus. Celles-ci sont calculées a 1'aide de temps espérés dans les
états ancestraux. De plus, 'espérance du déséquilibre de liaison est trouvée et il
est montré qu’elle diminue quand le taux de recombinaison augmente. En utilisant
ces résultats théoriques, on présente une méthode pour estimer les parametres de
mutation, de recombinaison, et de conversion.

Mots clés : coalescent ; conversion ; déséquilibre de liaison ; modele

de Moran ; processus ancestral ; recombinaison ; variabilité génétique.



iv

ABSTRACT

The ancestral process is applied to investigate the amount of DNA variation
and the amount of linkage disequilibrium ; it is also applied to make statistical
inference about the multiple factors responsible for this variation. Considering
genetic drift, mutation, and recombination events, the exact solutions for lin-
kage disequilibrium between two loci are obtained. Furthermore, the association
measure between two loci is obtained by using an approximation of the exact
process, SMC (sequentially Markov chain), and correcting a covariance formula.
After introducing intrachromosomal gene conversion under the Moran model, the
expected amounts of variation within and between two loci are obtained using
expected times spent in the ancestral states. Furthermore, the expectation of lin-
kage disequilibrium is obtained and it is shown to decrease as the recombination
rate is increased. Using these theoretical results, a method for estimating the
mutation, recombination and gene conversion parameters is presented.

Keywords : Ancestral process; coalescent ; conversion; genetic va-

riability ; linkage disequilibrium ; Moran model ; recombination.
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INTRODUCTION

La génétique quantitative et la génétique des populations sont des domaines
étroitement liés qui ont pour objectif d’étudier les variations phénotypiques des
individus d’une population. La génétique des populations traite de fréquences
d’alleles et de génotypes, alors que la génétique quantitative se concentre autour
de la contribution de la variation du milieu et des génotypes a la variation du
phénotype. Plus largement, la génétique quantitative aborde des problemes liés
a 1’hérédité de caracteres complexes et constitue une extension a plusieurs locus
de la génétique des populations. Le projet de recherche de ce mémoire se situe en
génétique des populations et couvre des méthodes d’inférence de parametres gé-
nétiques a partir d’hypotheses récentes en biologie moleculaire, notamment 1’évo-
lution de séquences completes d’ADN en prenant en compte les mécanismes de
transmission génétique.

Le processus de coalescence est une approche développée par Kingman (1982a,b,c)
pour étudier les facteurs d’évolution d’une population en remontant le temps. Le
coalescent de Kingman (1982a,b,c) est la limite du processus ancestral d’une vaste
classe de structures de populations qui inclut les modeles de Wright-Fisher et de
Moran. Hudson (1983) a étendu le processus de coalescence pour tenir compte
de la recombinaison intragénique. Les covariances exactes entre les temps de coa-
lescence a deux loci a partir de séquences échantillonnées sont obtenues a partir
des résultats de Griffiths (1981 ; voir aussi Pluzhnikov et Donnelly 1996). Dans le
but d’étudier la variabilité génétique, on obtient ces covariances pour des paires
de lignées a deux loci et un échantillon de deux, trois ou quatre séquences, en
considérant ’extension du processus de coalescence en présence de recombinaison,

mais en absence de conversion, telle que décrite par Hudson (1983).



L’analyse de Nagylaki et Petes (1982) a révélé que le processus de conver-
sion génétique intrachromosomique produit une éventuelle homogénéité d’une sé-
quence parmi une famille de genes répétés en tandem. Dans le but d’estimer
les parametres de conversion, de mutation et de recombinaison dans les familles
multigéniques, Innan (2002a,b) a calculé des espérances et des variances de me-
sures de variation inter-locus et intra-locus pour deux copies de génes, par une
approximation par un processus diffusion du modele de Wright-Fisher.

Dans ce mémoire, nous rappelons d’abord quelques notions de génétique sta-
tistique (chapitre 1). Puis nous décrivons le coalescent de Kingman (1982a). En-
suite, nous incorporons les résultats qui découlent de 'extension de Hudson (1983)
du processus de coalescence avec recombinaison en y ajoutant la conversion pour
deux modeles de populations, les modeles de Wright-Fisher et de Moran (chapitre
2).

Par la suite, nous voyons de fagon détaillée la mise en pratique du processus
ancestral exact sans conversion, en calculant les covariances de temps de coales-
cence qui interviennent dans une mesure du déséquilibre de liaison (Pluzhnikov et
Donnelly 1996). La premiere nouvelle contribution du mémoire consiste a présen-
ter les détails des calculs de covariances de temps de coalescence sous 1'approxi-
mation du processus ancestral SMC (sequentially Markov Chain) qui sont omis
dans 'article de McVean et Cardin (2005), et a corriger un résultat intermédiaire
de ce dernier. Le SMC est une simplification du graphe de recombinaison ances-
tral qui est obtenue en éliminant la possibilité d’événements de coalescence entre
les séquences qui ne partagent pas de matériel ancestral commun. Ce qui permet
d’obtenir un coalescent Markovien par rapport aux sites le long des séquences. Ce
SMC s’avere une bonne approximation du processus exact qui facilite grandement
les simulations (chapitre 3).

Apres avoir déduit les équations de récurrence en présence de mutation, de
recombinaison, et de conversion sous les hypotheses du modele de Moran, nous

calculons les espérances de mesures de variation inter-locus et intra-locus trouvées



par Innan (2002a) en utilisant une approximation par un processus de diffusion.
Ce qui permet d’estimer les parametres de facteurs d’évolution a partir des po-
lymorphismes de données d’ADN. Finalement, la seconde et derniere contribu-
tion de ce mémoire est d’utiliser le processus ancestral exact avec recombinaison
et conversion pour trouver les espérances de mesures de variation inter-locus et
intra-locus trouvées par Innan (2002b) pour le modele a une infinité de sites. Nous
calculons donc la covariance de temps de coalescence au méme site et a des sites
différents, ce qui nous permet d’obtenir I'hétérozygotie moyenne et le déséqui-
libre de liaison. Ces calculs effectués a partir du processus ancestral permettent
d’obtenir de fagon plus directe que par des processus de diffusion des formules
pour les mesures de variabilité utilisées pour estimer les taux de mutation, de

recombinaison et de conversion (Innan 2002a,b).



Chapitre 1

OUTILS PRELIMINAIRES DE GENETIQUE
STATISTIQUE ET RAPPELS DE MODELES
MATHEMATIQUES D’EVOLUTION

Le premier chapitre débute par une présentation des notions élémentaires de
génétique statistique que nous utilisons dans ce mémoire. Ensuite, nous intro-
duisons des mesures de fréquences de génotypes et d’association d’alleles a deux
loci; soit 1’équilibre de Hardy-Weinberg et le déséquilibre de liaison. La derniere
section du chapitre décrit deux modeles de populations qui décrivent différentes
modalités de reproduction ; le modele de Moran (Moran et Watterson 1959 ; Feld-
man 1966) et le modele de Wright-Fisher (1930-1931). Cette section est précédée
par une description des facteurs d’évolution de mutation, de conversion intrachro-
mosomique et de recombinaison intragénique sur lesquels sont fondés ces modeles

mathématiques de populations.

1.1. NOTIONS DE GENETIQUE

1.1.1. Hérédité

Chaque cellule humaine possede 23 paires de chromosomes : pour chaque paire,
un chromosome est hérité de la mere et I'autre chromosome du pere.

La méiose est une division cellulaire qui aboutit a la production de cellules
sexuelles, ou gameétes, nécessaires pour la reproduction. Les gameéetes sont des

cellules haploides (23 chromosomes chacune).



La fécondation est la combinaison de deux gametes, chacun résultant d'une
méiose (ovule et spermatozoide), produisant une cellule diploide (23 paires de

chromosomes).
1.1.2. Allele, locus et génotype

Un allele est une version d’un géne ou d’une séquence d’ADN (acide désoxy-
ribonucléique) situé a un emplacement précis sur un chromosome. Il peut se re-
trouver a différents loci sur un méme chromosome et méme sur des chromosomes
différents (duplication et translocation).

Un locus est 'emplacement physique précis et invariable qu’occupe un gene ou
une séquence d’ADN sur un chromosome. La liste ordonnée des loci d’un génome
est la cartographie génétique le représentant.

Un génotype est une paire d’alleles a un locus donné situé sur les deux copies
du gene d’un individu, dont 'un est d’origine paternelle et ’autre d’origine mater-
nelle. On dit qu'un individu est homozygote si les deux alleles au locus considéré
sont identiques et qu’il est hétérozygote si les deux alleles sont différents. Un
haplotype est une séquence d’alléles sur un méme chromosome.

Dans la figure 1.1 ot un locus correspond a un site occupé par un seul nu-
cléotide (A pour adénine, C pour cytosine, G pour guanine, T pour thymine), les
génotypes aux 9 loci (dans le sens vertical) pour cet individu sont : AA, TT, GG,
AA, CC, AA, GT, GG et CC. Les haplotypes correspondants a ces loci (dans le
sens horizontal) pour cet individu sont : ATGACAGGC et ATGACATGC.

[ [7 [e] [~ [c]a] Ele][<]

Maternel

Paternel

FIGURE 1.1. Génotypes et haplotypes.



1.2. EQUILIBRE DE HARDY-WEINBERG

1.2.1. Fréquence génotypique et fréquence allélique

La fréquence allélique d'un marqueur génétique est la proportion de cet allele
parmi un groupe d’individus. Elle peut étre calculée a partir des fréquences géno-
typiques. Dans une population diploide dans laquelle chaque individu est porteur
d’une paire de genes a un locus dont les alleles sont A et a, on peut avoir par
exemple les fréquences génotypiques du Tableau 1.1.

TABLEAU 1.1. Fréquences de génotypes dans une population de

taille 2N=294.

Génotype Nombre Fréquence
AA 224 Paa=%24
Aa 64 Pao = 3%
aa 6 P, = ﬁ

Total 294 1=22

On calcule alors les fréquences des alleles A et a comme suit :

1 2x224+64

Py = P —Py, = = 1
A AA+2 Aa 2><294 07877
1 2x 6464
Pa = Paa *Paziz 7127
tobfaa= 550 =012

de telle sorte que
Py+P, = 0,871+40,129 =1.

1.2.2. Equilibre de Hardy-Weinberg

L’équilibre de Hardy-Weinberg (HWE, pour Hardy-Weinberg equilibrium)
possede la propriété suivante : il permet de calculer la fréquence d’un génotype
a partir des fréquences alleliques. De plus, les fréquences relatives des génotypes
restent les mémes au cours du temps. Dans une population diploide de taille in-

finie a générations séparées dans laquelle les accouplements sont aléatoires d’une



génération a la suivante, I’équilibre de Hardy-Weinberg est atteint des la seconde
génération. Nous allons vérifier cela.

Soit un locus a deux alleles, A et a, dans une telle population. Il y a 9 arrange-
ments possibles pour un croisement ordonné des deux individus a la génération ¢
dont les fréquences sont données par les produits des fréquences génotypiques. Les
lois de Mendel donnent la distribution conditionnelle des génotypes pour chaque
croisement (voir le tableau 1.2).

TABLEAU 1.2. Effets de la ségrégation des lois de Mendel.

Croisement Fréquence a la génération t | Distribution conditionnelle des génotypes
ordonné AA Aa ou aA aa
AA x AA Paa(t) x Paa(t) 1 0 0
AA x Aa Paa(t) X Pag(t) 2 : 0
AA X aa Paa(t) X P(t) 0 1 0
Aa x AA Paa(t) X Paa(t) : : 0
Aa x Aa Pua(t) X Pag(t) i % i
Aa X aa Pyo(t) x Pu(t) 0 % %
aa x AA Pa(t) X Paa(t) 0 1 0
aa x Aa Pua(t) X Paa(t) 0 ; >
aa X aa Pou(t) X Pua(t) 0 0 1

Ainsi les fréquences des génotypes a la génération suivante ¢ + 1 étant donné

les fréquences des génotypes a la génération t sont :
Piat+1) = 1 X Paa(t)* +0,5 x 2+ Paa(t) - Pag(t) + 0,25 x Pyy(t)”

= [Paa(t) + 0,5 x Pyu(t)]?

Pt +1) = [Pu(t) + 0,5 x Pag(t)]?



Paa(t+1) = 2[Paa(t) + 0,5 x Paa(t)] - [Paa(t) + 0,5 x Paa(t)]
— 2PA(t)P,(t).
De plus, on a :
Pag(t+1)* = 4-Pyp(t+1)- Pyt +1).

Si les croisements aléatoires continuent, le méme résultat est retrouvé a la gé-
nération t + 2 par rapport a la génération t + 1, c’est-a-dire que les fréquences
des génotypes sont en équilibre. On dit qu’une population est en équilibre de

Hardy-Weinberg (HWE) si elle vérifie
Pi = 4-Pus- P

Dans cette population les fréquences des génotypes et les produits des fréquences

alléliques correspondantes sont égales :

Pia = D4,
Paa = 2pa-pa,
Paa = pg

Lorsque les propriétés ci-dessus ne sont pas vérifiées, le déséquilibre de Hardy-
Weinberg (HWD) est le résultat de plusieurs facteurs, notamment la sélection, la

mutation, la migration, la dérive génétique et la structure de la population.

1.2.3. Déséquilibre de liaison

Le déséquilibre de liaison (LD, pour linkage disequilibrium) mesure 1’associa-
tion non aléatoire d’alleles a deux loci ou plus qui ne sont pas nécessairement
situés sur le méme chromosome. Les alléles qui existent aujourd’hui sont le ré-
sultat d’événements de mutation ancestraux. Si deux loci sont assez éloignés I'un
de l'autre, la recombinaison génere de nouveaux arrangements des alleles laissant
ainsi les arrangements d’alleles a proximité refléter plus vraisemblablement des

haplotypes ancestraux.



Pour calculer le déséquilibre de liaison a deux loci (A) et (B), avec les al-
leles A, a, et B,b, respectivement, on suppose d’abord que la population est en
équilibre de Hardy-Weinberg a chaque locus. Alors les fréquences génotypiques et
alléliques satisfont :

Paa =% Paa = 2pa - Pay Paa = D3y Pan + Paa + Paa = 1,pa +pa = 1,
Pg = p3, Py = 2pB - o, P = 1, P + Py + Py = 1,pp +pp = 1.

Les fréquences des haplotypes peuvent généralement étre exprimées sous la forme :

pap = paps+ Dag,
pap = papp+ Dap,
PaB = DiPB -+ DaB7
Pab = Dabb + Daba
avec pag + Pap + Pan + Pap = 1. La déviation Dypg de la fréquence de ’haplotype
AB par rapport au produit des fréquences des alleles A et B correspond a la
covariance des fréquences de A et B (0 ou 1) sur un haplotype tiré au hasard

dans la population. Il en est de méme pour les autres haplotypes. Pour revenir

aux fréquences des alleles, on observe que

PA = DA+ DPap
= (pApB + DAB) + (pApb + DAb)
= pa+Dap+ Dap,

ce qui implique que Dag = —D 4. De fagon analogue, on montre plus générale-

ment que

Dyp=—Dpy=—Dusp=Da=D.

On peut ainsi réécrire les fréquences des haplotypes comme suit :

paB = papp+ D,
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pab = papy,— D,
Pap = PaPB — D,
Pab = Papp+ D,
ou
D = pap — papp.
Quand D = 0, la population est en équilibre de liaison. Le déséquilibre de liai-
son de deux loci bialléliques peut aussi étre mesuré par la corrélation entre les
fréquences des alleles A et B sur un haplotype tiré au hasard dans la population

(Hill et Robertson 1968), c’est-a-dire

D
R= —r——.
\/PAPaPBPb
Une mesure connexe développée pour contourner la complexité des expressions

des moments de la distribution de R (Ohta & Kimura 1971) est donnée par

2

E[D|
E[papapsps]

2

o> (1.2.1)

En remontant le temps & partir d'un échantillon de n séquences (haplotypes), le
temps de coalescence a un locus est défini comme le temps jusqu’a la fusion de
toutes les lignées ancestrales a ce locus en une premiere lignée ancestrale commune
(voir la section 2.1). McVean (2002) a démontré (voir I'annexe A.2) que I’équation
(1.2.1) peut étre exprimée en termes de covariances des temps de coalescence aux
deux loci pour différentes configurations de chromosomes :
Cijii — 2035 + Cijul
E[t]? 4+ Ciju ’

o3 (1.2.2)

ol Cjj est la covariance entre le temps de coalescence au locus (A) entre deux
séquences échantillonnées i et j et le temps de coalescence au locus (B) entre
deux séquences échantillonnées k et [ (voir les covariances des états 1,2, et 3 de

la section (2.2.1)). Ici E[t] est 'espérance du temps de coalescence d'une paire de
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chromosomes & un locus. Sous le coalescent standard, E[t] = 1. Ces covariances
sont déduites en résolvant un systéme d’équations linéaires (Griffiths 1981 ; voir

aussi Pluzhnikov et Donnelly 1996).

1.3. FACTEURS D’EVOLUTION

Dans cette section, nous présentons une breve description des facteurs d’évo-
lution considérés dans les modeles mathématiques d’évolution des populations :

la, mutation, la recombinaison et la conversion.

1.3.1. Mutation

On peut voir le facteur de mutation comme un processus faisant le pont entre
les arbres généalogiques et les données génétiques. En effet, étant donné la struc-
ture de I’arbre généalogique d'un ensemble de données, chaque mutation sur une
branche de I'arbre divise 1’échantillon en deux groupes, les séquences échantillon-
nées qui contiennent la mutation et celles qui ne la contiennent pas, d’ou le
polymorphisme observé.

Chaque ensemble de données génétiques a un modele de mutation sous-jacent.
On distingue deux types de modeles : les modeles basés sur les différents alleles, et
les modeles de séquences de nucléotides qui identifient les sites ou les alleles sont
différents. La différence majeure entre les deux est que les premiers ne contiennent
aucune information sur les liens ancestraux entre les alléles de 1’échantillon alors
que les seconds génerent cette information au moyen des variations polymor-
phiques au sein de loci dans 1’échantillon.

Dans ce mémoire, nous considérons le modeéle a une infinité de sites (Kimura
1969 ; Watterson 1975). Notons que tous ces modeles peuvent étre étudiés sous le
coalescent.

La modélisation de la mutation sous le coalescent de Kingman suppose que
toute variation est de sélection neutre. Par définition, sous un modele neutre, la

variation génétique n’affecte pas le succes de la reproduction des organismes et n’a
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pas d’influence sur la structure des arbres généalogiques de 1’échantillon. Ainsi,
les processus généalogique et de mutation peuvent étre séparés (Tavaré 1984), et
tout modele de mutation est applicable en prenant en compte les changements le

long des branches de chaque généalogie possible.

Modéle da une infinité de sites

Le modele a une infinité de sites assume que chaque mutation a lieu a un
site non muté. Il suppose un grand nombre de positions possibles dont chacune a
un taux de mutation tres petit. Cette hypothese est souvent appropriée pour les
séquences d’ADN dont le taux de mutation par nucléotide est particulierement
bas, de ordre de 1078 & 1072 par génération dans le cas de plusieurs organismes
(Drake et al. 1998). D’autant plus qu’au sein de plusieurs organismes les ni-
veaux de polymorphisme sont assez bas pour négliger les mutations multiples.
Par exemple, le taux de polymorphisme du génome humain, qui est le ratio de
sites qui sont polymorphes lors de la comparaison d’une paire de séquences est
de l'ordre de 1072 (Cargill et al. 1999 ; Stephens et al. 2001). De plus si chaque
site peut potentiellement muter, le fait que les génomes humains soient identiques
a 99,9% implique que deux mutations ou plus au méme site sont improbables.
Ainsi les hypotheses du modéle a une infinité de sites sont acceptables pour les

séquences d’ADN.

Mesure de polymorphisme

Une fagon de mesurer les polymorphismes de séquences d’ADN est de calculer
le nombre moyen de différences entre les paires de séquences dans 1’échantillon,
appelé 7 (Tajima 1983). Le choix de cette mesure est justifié par le fait que son es-
pérance est liée au taux de mutation (voir la démonstration dans 'annexe (A.1)).
Cette mesure est notamment une extension du concept d’hétérozygotie chez des
individus d’une espéce diploide (Tajima 1983). Elle est calculée en comparant

chaque séquence a chacune des autres, en comptant le nombre de différences
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entre elles, et en prenant la moyenne de ces dernieres. Elle est donnée par

—_

_ L5

™ 3 " (1.3.1)
ARt

ou k;; est le nombre de differences entre la séquence 7 et la séquence j dans un

échantillon de n séquences. Par exemple, dans la figure 1.2 on a k15 = 1 et k3y = 2.

Séquence 1 AL LG Lo LG
Sequence 2 A .G LT .G
Séquence 3 A L LA ST T
Séquence 4 T LG T LT .
Séquence 5 TG oo T o0 0T

F1Gure 1.2. Cinq séquences d’ADN a 4 sites polymorphes.
Source: Wakeley 2008 - Chapter 1.

1.3.2. Recombinaison

La théorie de Fisher-Muller (1930-1932) attribue 'avantage évolutionnaire de
la recombinaison a sa capacité d’incorporer en un seul individu des mutations po-
tentiellement avantageuses ayant apparues séparément chez différents individus.
Pendant la méiose, les différentes résolutions des jonctions de Holliday (Stahl
1994) aboutissent a deux types d’enjambement : la recombinaison et la conver-
sion. Pour distinguer les deux types d’enjambement, on présente dans la prochaine
sous-section (voir la figure 1.3) le modele de Szostak de réparation de cassures
double-brin par jonctions doubles de Holliday (double-strand break repair model

via double Holliday junctions) lors de la méiose.

1.3.3. Conversion
L’homogénéité de la variation des séquences d’ADN dans les familles multigé-

niques est issue de plusieurs méchanismes, dont la conversion et I’enjambement

inégal. Ce qui suit est une description du modele de Szostak (voir la figure 1.3)
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de réparation de cassures double-brin par jonctions doubles de Holliday (double-
strand break repair model for meiotic cross-over via double Holliday junctions)
qui explique les deux méchanismes.

Soient deux duplexes d’ADN qui s’engagent dans un enjambement. Les infor-
mations génétiques respectives des duplexes qui permettent de suivre les échanges
sont ¢, d, e et C', D, E. Suite aux cassures et résections des deux brins du premier
duplex (1), on perd de 'information génétique du premier duplex. Une invasion de
brin s’en suit (2), et forme une boucle sur le brin envahi, créant ainsi des hétéro-
duplexes. (3) et (4a,b) Les sections d’ADN perdues ont été réparées (encadrement
par une ligne entre-coupée). (5) Pour la résolution, il y a plusieurs possibilités de
coupure et ligation aux points (D), (2), (3 et (@). Si on a une coupure et ligation ()
et @) ou (M et (®), on a de la conversion sans recombinaison. On illustre ici celle
de @ et @ (5b) qui résulte alors dans les duplexes (¢ ) et (e €') gardant leurs
positions initiales, résultant ainsi dans des duplexes non-recombinants. De facon
plus essentielle, suite a la réparation des mésappariements qui répare d en D, ceci
résulte dans une conversion puisque D a été transféré a 'autre brin d’ADN.

Si par contre la résolution est différente des deux c6tés, alors on a une coupure
et ligation du type (D et @) ou (@ et 3@). On illustre ici celle de @) et 3) (5a) qui
résulte dans 1’échange de positions du duplex (e ¢’) avec le duplex (E E’) pendant
que (¢ ) et (C C") gardent leurs positions initiales, résultant ainsi dans des
duplexes recombinants. Toutefois, de fagon plus essentielle, suite a la réparation
des mésappariements qui répare d en D, ceci résulte dans une conversion puisque
D une fois encore a été transféré a I’autre brin.

Ainsi pendant la recombinaison ou la non recombinaison 'information D est

transférée a Pautre brin.

1.3.4. Dérive génétique

Les modeles considérés dans ce mémoire sont sous 'hypothese d'une popula-

tion de taille finie et constante et dont la reproduction est un processus aléatoire.



15

[ d L3 "
Chromatide o :: &
g 3 i,
Chromatide a :: ::
c l D E
3 L 2 B
(1) Cassures double-brin g, ' 3
a ¥ etrésection =
aux extrémes 5' des o
deux coupures de brins :
disparition de d' D
E g
(2} Invasion de brin et
formation de boucle x \0
sur le duplex intact
D
d
(3) Synthése de réparation _X o \
d'ADN d'un brin o =
D
O] )]
c r===———-d 4 e
{4a) Synthése de réparation i At
d'ADN de 'autre brin -4 o L4
(4b) Ligature et fi ion C'® >€ @ ,--.g-@:%‘@ E
de jonctions de Holliday Creee
c 1 ] 1 E
) )]
{Ba) Clivage a {5b) Clivage a
@+ Q @@
e d E ¢ d e
< o E [ o L3
c o o C [ E
c D a c D E
Duplexes recombinants Duplexes nonrecombinants
{8} Réparation des mésappariements par
excision de d et synthése de D
¢ o E c D [
AR AR
c o E -4 o g
c o a [+ o E
c D e c o E

FIGURE 1.3. Modele de réparation de cassures double-brin pour
I’enjambement lors de la méiose, par jonctions doubles de Holliday
(Double-strand break repair model for meiotic cross-over via double
Holliday junctions).

Source: Lecture 13, 2005 : Recombination and Gene Conversion -

Bruce Walsh, University of Arizona

Ainsi certains individus ne laissent pas de descendants a la génération suivante.
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Cette perte aléatoire de lignées génétiques dans le temps est appellée la dérive gé-
nétique. Cette derniere regardée en remontant le temps est le coalescent (Chapitre
2).

Une des mesures de dérive génétique présentée dans ce mémoire, 1’hétérozy-
gotie, est discutée davantage dans la section suivante de présentation des modeles

considérés, soient les modeles de Wright-Fisher et de Moran.

1.4. MODELES DE POPULATIONS

L’analyse théorique de la génétique des populations est fondée sur notre capa-
cité a construire des modeles qui prennent en compte des caractéristiques biolo-
giques essentielles tout en étant assez simples pour des analyses mathématiques.
Les deux modeles les plus utilisés en génétique des populations sont le modele de
Wright-Fisher et le modele de Moran. Aucun des deux n’a été développé confor-
mément aux connaissances biologiques connues d'un organisme particulier. Les
deux modeles appartiennent toutefois a une grande classe de modeles qui dé-
crivent différentes modalités de reproduction et se fondent sur des hypotheses
biologiques des populations.

Plus important encore, tous ces modeles aboutissent au coalescent de Kingman
sous certaines conditions limites. Le modele de Wright-Fisher représente un cas
de générations sans chevauchement et le modele de Moran représente un cas idéal
de générations se chevauchant. La réalité des populations se trouvent entre ses
deux extrémes. Le coalescent de Kingman est une approximation du processus
ancestral pour un échantillon sous le modele de Moran ou de Wright-Fisher quand
la population est grande. Notons que certaines de ses caractéristiques sont exactes
sous le modele de Moran. Nous achevons ce chapitre par une description des deux
modeles dans le sens conventionnel d’écoulement du temps avant d’aborder le

processus ancestral dans le chapitre suivant.
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1.4.1. Modele de Wright-Fisher

Dans le modele introduit par Fisher (1930) et Wright (1931), la taille de la
population est supposée finie et constante au cours du temps. On considere un
organisme haploide, dont la population consiste de 2N copies du génome.

Dans cette section, on présente le modele de Wright-Fisher sans recombinaison
ni conversion, de telle sorte que chaque individu a un seul parent. Les générations
ne se chevauchent pas, c¢’est-a-dire que tous les individus d’une méme génération
meurent apres avoir produit les individus de la génération suivante. De plus dans
le modele neutre il est supposé qu’aucun individu particulier n’est favorisé par la
sélection. Chacun des 2N individus de la génération suivante est produit comme
s’il choisissait son parent uniformément parmi les 2N parents de la génération
précédente et indépendamment des autres.

Regardé dans le sens conventionnel d’écoulement du temps, un individu ¢ pro-
duit un nombre aléatoire k; de descendants a la génération suivante qui suit une

loi Bin(2N, ﬁ) Autrement dit, chacun des 2/N descendants a une probabilité

égale a ﬁ que l'individu ¢ soit son parent indépendamment des autres. Cepen-
dant dans ce sens on n’a pas indépendance des nombres k; de descendants de
premiere génération des parents ¢ = 1,...,2N a une génération donnée. En effet
la connaissance du nombre de descendants d’un individu particulier change la loi
du nombre de descendants d’un autre puisque %V k; = 2N.

Cependant, en remontant le temps, les parerzlzt; d’un échantillon aléatoire d’in-
dividus a une génération donnée sont choisis uniformément parmi tous les indivi-
dus de la génération précédente et indépendamment les uns des autres.

Supposons que le gene d’intérét a un locus se présente sous la forme d'un de
deux alleles, A ou a. On note Z; le nombre d’individus porteurs de I'allele A dans la
population a la génération t. D’apres les hypotheses ci-dessus, la suite {Z;,¢ > 0}
est une chaine de Markov a temps discret a valeurs dans S = {0, 1, ...,2N} décrite

par la propriété suivante : la loi de Z; sachant Z; ; est binomiale de parametres



ON et Z<L notée Bin(2N,Z<1). En d’autres termes,

2N ’ 2N

P = (p;;) de la chaine est donnée par

2N 7\’
b (t ‘7‘“ Z) <j><2N)<
pour 0 <i,5 < 2N. Il s’ensuit que :

E [Zt

Zt—l - Z:| - 7:,

Var |:Zt Zt,1 = Z:| = 2N ! (1 —

2N

Hétérozygotie et dérive génétique

la matrice de

7 2N —j
B 2]\/) ’

9N/’
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transition

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

L’hétérozygotie dans un population haploide est la probabilité que deux in-

dividus choisis aléatoirement sans remise dans la population totale de taille 2NV

soient de types différents au méme locus. Dans une population diploide, ceci cor-

respond a la probabilité qu'un individu soit hétérozygote a ce locus.

Soit p; = QZ—](, la fréquence de l'allele A a un locus donné dans une population

haploide de taille 2N a la génération t avec a I'alléle alternatif au locus en question.

La fréquence p; varie dans le temps. Selon que A est choisi plus souvent ou moins

souvent p; aura tendance a augmenter ou diminuer. L’effet de ceci est défini

comme la dérive génétique.

L’hétérozygotie a la génération t est

H, = 2pt(1 —pt) = 2N(2N—

27,(2N — Z,)

1)’

Proposition 1.4.1. Sous le modéle de Wright-Fisher, [’hétérozygotie moyenne

décroit de facon exponentielle a un taux de ﬁ par génération.
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DEMONSTRATION. En conditionnant sur la fréquence de A a la génération ¢t — 1,

on obtient que

E {Ht

pt—l} = E[th(l—pt)

pt—l]

= 2E [Pt - pf

- o(ep )

En utilisant les relations (1.4.2) et (1.4.3), on a les expressions suivantes :

ptl}

ptl] — Var |:pt

Ptl] - K [pt

E {pt

pt—1:| = Pi-1,

]%—1} _ ptfl(l_ptfl).

On trouve alors que

(1 —pe_
E[Ht pt1:| = 2<pt1 - ]9151(2Npt1) - pt2—1>
1
= 204 1(l —pe )1 — —
Dt 1( Dbt 1)( 2N>
1
= H,_{l1——).
”( 2N>

Cela nous permet de déduire par récurrence que :

] = sl - o )

Hye 2 . (1.4.4)

E[Ht

ptl}

Q

0

Cette approximation est valide pour 2N assez grand. La décroissance de 1’hé-
térozygotie moyenne est une mesure de la dérive génétique. On dit que sous le
modele de Wright-Fisher la dérive génétique se produit a un taux de ﬁ par
génération.
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1.4.2. Modeéle de Moran

L’une des hypotheses du modele de Wright-Fisher est que les générations
sont séparées de telle sorte que les individus d’une génération donnée meurent
tous apres avoir généré la génération suivante. Le modele de Moran (Moran et
Watterson 1959 ; Feldman 1966) est le modéle le plus simple avec chevauchement
de générations, car un seul individu est remplacé a la fois. Comme le modéle
de Wright-Fisher, le modele de Moran est un modele stochastique avec dérive
génétique. Dans ce modele également la taille de la population est supposée finie
et constante au cours du temps, égale a 2N.

Le temps est discret et a chaque instant, deux individus sont choisis au hasard
avec remplacement parmi les 2NV individus de la population, et ils produisent un
descendant. L’auto-fécondation se produit donc avec probabilité ﬁ Ensuite un
individu est choisi au hasard parmi les mémes 2N individus et celui-ci est remplacé
par le descendant. Un instant correspond donc a un événement de naissance-mort.
Supposons encore que le géne d’intérét a un locus se présente sous la forme d’un
de deux alleles, A ou a. Soit Z; le nombre d’individus porteurs de l'allele A dans
la population & l'instant ¢ (le t-iéme événement de naissance-mort). D’apres les
hypothéses ci-dessus, la suite {Z;,¢ > 0} est une chaine de Markov & temps

discret a valeurs dans S = {0,1,...,2N} dont la matrice de transition P = (p; ;)

est donnée par

2N( —QN) sij=1i—1,

1—2"(1—"), sij =1,
Pbij = P<Zt = j‘Zt—l = Z> = ‘ N ‘ N

w( —2§V>, sij—i+1,

0, autrement,
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pour 0 < 1,5 < 2N. Il s’ensuit que

E [Zt

Zt_l_z} _ (1.4.5)

Hétérozygotie et dérive génétique

VYar [Zt

On a le résultat suivant.
Proposition 1.4.2. Sous le modéle de Moran, I’hétérozygotic moyenne décroit

de facon exponentielle a un tauz de ﬁ par événement de naissance-mort.

DEMONSTRATION. En introduisant la fréquence de A & tout instant ¢ > 0, donnée

par p; = 22—1{[, on a comme précédemment

E [Ht

pt1:| = E[th(l—pt)

- o(n )

En utilisant (1.4.5) et (1.4.6), on a les expressions suivantes pour les espérance et

ptl]

Ptl] — Var |:pt

Ptl] —-E [pt

variance conditionnelles de p; étant donné p;_1 :

E [pt

pt—1:| = Pi-1,

ptfl(l - ptfl)
AN?

Var [pt

pt1:| = 2
On trouve alors que

pe—1(1 — pe_q)
E[Ht pt1:| = 2(2%1 — % - pt21)

= et -pe(1-50)

2N?
1
= Hi41(1—-—).
(1= 530)




22

Cela permet de conclure par récurrence que

] = sl - (1 )

Hye vz, (1.4.7)

Q

O

Cette approximation est valide pour 2N assez grand. On dit que sous le modele

_1_
2N?2

de Moran la dérive génétique se produit a un taux de par événement de
naissance-mort. Pour comparer la dérive sous le modele de Moran a celle sous le
modele de Wright-Fisher, on considere que 2N événements de naissance-mort sous
le premier correspond a une génération sous le second. Le choix de cette échelle
est approprié du point de vue d’un individu puisque la probabilité qu'un individu
décede en un événement de naissance-mort est 1/2N, et donc la durée de vie d'un
individu en nombre d’événements de naissance-mort suit une loi géométrique de
parametre 1 /2N d’espérance de 2N ce qui correspond a une génération (Chapitre

3 du livre de Wakeley, 2008). En posant 7 = ¢/2N, on trouve que

2

E{Ht (1.4.8)

p0:| ~ Hye™

Une comparaison de (1.4.8) et (1.4.4) indique que le taux de dérive génétique est
deux fois plus grand sous le modele de Moran comparé au modele de Wright-
Fisher. Autrement dit, une taille de population égale a 2N dans le modele de
Moran correspond a une taille de population égale a N dans le modele de Wright-

Fisher (Ewens 2004, p.121).
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Chapitre 2

PROCESSUS ANCESTRAL

Dans ce chapitre, nous présentons le coalescent standard de Kingman (1982a,b,c)
a temps continu. Puis nous montrons comment il peut étre utilisé pour chacun
des modeles décrits dans le chapitre précédent : le modele de Wright-Fisher et le
modele de Moran. Par la suite, nous considérons l'extension de Hudson (1983)
du processus de coalescence avec recombinaison intragénique en y ajoutant la
conversion. Cette partie regroupe tous les résultats, concernant la survenance et
le temps jusqu’a la survenance d’un événement de mutation, de coalescence, de

recombinaison ou de conversion, utilisés dans la suite du mémoire.

2.1. LE COALESCENT DE KINGMAN

Le processus de coalescence est une approche développée par Kingman pour
étudier les facteurs d’évolution d’une population en remontant le temps. Le coa-
lescent de Kingman (1982a,b,c) est la limite du processus ancestral d’une vaste
classe de structures de population qui inclut les modeles de Wright-Fisher et de
Moran. En remontant le temps, il retrace les lignées ancestrales, qui suivent les
ancétres génétiques a un locus d’un échantillon aléatoire de taille n dans une po-
pulation ambiante de taille finie, disons 2N, lorsque celle-ci devient de plus en
plus grande, i.e., 2N — oco. En numérotant les éléments de I’échantillon de 1 a
n, le coalescent de Kingman est une chaine de Markov a temps continu sur les
partitions de 'ensemble {1,...,n}. Un sous-ensemble correspond & une lignée qui
est ancestrale aux éléments du sous-ensemble seulement. Chaque paire de sous-

ensembles fusionne au taux 1 indépendamment des autres. Cela correspond a un
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événement de coalescence de deux lignées ancestrales en remontant le temps.
A chaque événement de coalescence deux lignées fusionnent en une lignée an-
cestrale commune et diminue ainsi d’'une unité le nombre de lignées ancestrales
jusqu’a la derniere. La lignée ancestrale restante suivant le dernier événement de
coalescence est I'ancétre commun le plus récent (most recent common ancestor,
ou MRCA) de l'échantillon. La généalogie ainsi obtenue pour I’échantillon dans
une population nous permet d’étudier la variabilité dans 1’échantillon et d’obte-
nir de 'information sur la population. C’est une approche idéale pour faire de
I'inférence statistique.

Le nombre de lignées dans le coalescent de Kingman est un processus de

mort. Le taux avec lequel le nombre de lignées passe de n a n — 1 est le nombre

n(n—1)
2

de paires possibles avec n lignées, soit (Z) = . C’est le parametre de la loi
exponentielle pour le temps passé avec n lignées. L’approximation limite par le
coalescent de Kingman (1982a,b) pour des modeles de population de taille finie
a temps discret est déduite en regardant, d’'un instant a l'instant précédent, la
probabilité que deux lignées aient un ancétre en commun. Pour passer a temps
continu, le processus considere I'accélération du passage du temps en méme temps
que la taille de la population, 2N, grandit, ce qui permet d’obtenir une limite non
triviale.

On cite deux résultats bien connus sur la fonction exponentielle et la loi ex-

ponentielle qui seront utilisés dans cette section.

Résultat 2.1.1. Pour tout x € R, on a 1_15{1 (14 2)" =e".
Résultat 2.1.2. Soient X etY deux variables aléatoires indépendantes qui suivent
une loi exponentielle de paramétres respectifs Ay et Ay. Alors min(X,Y") est une

variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre \y + \o. En effet,
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pour tout nombre réel t > 0, on a

Pmin(X +Y)<t) = 1—-Pmin(X+Y) >1t)
= 1-P(X >1t)-P(Y >1)

= 1- exp(—()\l + )\z)t)
De plus, la probabilité que la variable X soit plus petite que Y est donnée par

PX<Y) = [ [ ix@)fr(w)dedy

A
A+ N

= /Oo /y A1 exp(—Aiz) exp(—Agx)dxdy =
o Jo

2.2. PROCESSUS ANCESTRAL SOUS LE MODELE DE WRIGHT-FISHER

Coalescence de deux lignées

Choisissons aléatoirement deux individus dans une population haploide de
taille 2NV qui évolue sous le modele neutre de Wright-Fisher, sans recombinaison

ni conversion. Alors on a :

— La probabilité qu’ils aient le méme parent est (2213[)2 = ﬁ

ey . N _ 1

— La probabilité qu'’ils n’aient pas le méme parent est donc P(2) =1 — 5.

— La probabilité que leurs grands-parents soient différents, c’est-a-dire que
leurs parents soient différents et que les parents de ceux-ci soient différents

est P(2)? = (1 — 5% )2

2N
— La probabilité qu’apres k générations, les deux lignées soient toujours disc-

tinctes est P(2)F = (1 — 5%)¥, pour tout entier k£ > 1.

1
)
Cela signifie que le temps en nombre de générations jusqu’a la coalescence des

deux lignées, représenté par 7o, est une variable aléatoire de loi géométrique de

1

sn> notée Géo(

5 1
parametre 5N )-
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Coalescence de deuz lignées parmi n

On considere un échantillon aléatoire de taille n a une génération donnée
dans une population de taille 2N qui évolue sous le modele de Wright-Fisher. On
définit P(n) : la probabilité que les n individus aient des parents tous distincts a la
génération précédente. Cet événement se réalise si le parent du premier individu
de I’échantillon est choisi parmi 2N individus, le parent du second individu est

choisi parmi les 2N — 1 autres individus et ainsi de suite :

P = () () () =T 5)

_ 1_<1+2+...+(n—1))+0(1) l

2N N

ey By

AN

Quand la population est grande, la probabilité d’avoir plus de deux lignées qui
coalescent est négligeable par rapport a la probabilité qu’exactement deux lignées
coalescent. A chaque génération un événement de coalescence se produit dans

I’échantillon avec probabilité

Ainsi, 7, le temps en nombre de générations jusqu’a la prochaine coalescence dans
I'échantillon suit une loi géométrique de parametre 1 —P(n), notée Géo(1—P(n)),

c’est-a-dire que

P>k = (1- 4o L)),

2N N

pour tout entier k > 1.
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Approximation en temps continu

On considere T;, le temps jusqu’a une premiere coalescence en nombre de 2N

générations a partir d’un échantillon de taille n. On a

(T, >y) = P> [2Ny])

;)

i LW e
—(‘m“(w)) e

lorsque N — oo, pour tout nombre réel y > 0, ou |2Ny| dénote la partie entiere

de 2Ny. Cela signifie que 7T,, suit une loi exponentielle de parametre (”), notée

2

Exp<"("2_1)>. A la fin de ce temps, on se retrouve avec n — 1 lignées ancestrales et

on reste dans cet état un temps 7;,_; qui suit asymptotiquement une loi exponen-

n—1

5 ), indépendant de T,, et ainsi de suite. Cela correspond

tielle de parametre (

asymptotiquement au processus de coalescence de Kingman.

Survenance d’un événement de mutation

Sous le modele de Wright-Fisher, on suppose qu'un événement de mutation
se produit chez tout descendant en une génération avec probabilité p = % et ne
se produit pas avec probabilité 1 — u, indépendamment des autres.

Il résulte de I'hypothese ci-dessus que X+ le nombre de mutations sur une
lignée ancestrale en 2N générations est de loi binomiale de parametres 2N et p,
notée Bin(2N, p). Lorsque N — oo, la loi de X+ est une loi de Poisson de
parametre &, notée Poisson(%).

En effet, puisque X,,,; le nombre de mutations sur une lignée ancestrale en

2N générations suit une loi Bin(2N, i), on a

B =) = () )1 =

2N2N —1)--- (2N -k +1) gF (1— 22N
k(k—1)---1x28 (2N~ (1— L)k’
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d’ou
lim P(X k) BANSS
11m = = e 2
N too mut kJ‘Qk )
pour tout entier k > 0.
On considére maintenant le temps avant qu’un événement de mutation ne se
produise sur une lignée ancestrale. Soit 7,,,,:, ce temps en nombre de générations
et Trui, ce temps correspondant en nombre de 2N générations. Alors 7,,,; est de

loi Géo (i), et on a donc

P(Thut > 1) = P(Tyur > [2Nt]) = (1 — ) 2N

0 \ [2Nt]
= (1-—
< 4N> ’

d’ou

Hm P(Tpue >1) = e 2,
N—+o0

pour tout nombre réel ¢ > 0. La variable aléatoire T,,,; suit donc asymptotique-
ment une loi Exp(g)

En supposant, I'indépendance (voir le résultat 2.1.2), le temps avant qu’un
événement de mutation et un seul ne se produise sur une lignée ancestrale parmi

n suit asymptotiquement une loi EXp("f).

Survenance d’un événement de recombinaison

Sous le modele de Wright-Fisher avec recombinaison, on suppose qu'un événe-
ment de recombinaison de deux parents se produit avec probabilité p = % pour
donner un descendant recombinant, sinon le descendant est une copie d’un des
parents choisi au hasard avec probabilité 1 — p, et ce indépendamment des autres
descendants.

On ¢s’intéresse au temps avant qu’un événement de recombinaison n’affecte
une lignée ancestrale. De facon analogue a 'arrivée d’un événement de mutation,
soit T.ec, le temps avant 'arrivée d’un événement de recombinaison sur une li-

gnée ancestrale en nombre de générations et 7)., ce temps en nombre de 2N
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générations. Alors 7. suit une loi Géo (p), et on a

P(Thee > 1) = P(Tree > |2Nt]) = (1 — p)2NY

R\ [2Nt]
= 11— —
(-
Ly

lim P(Thee >t) = e 3
N—+o00

d’ou
Y

pour tout nombre réel ¢ > 0. La variable aléatoire T,.. suit asymptotiquement
une loi EXp(?).

Ainsi, en supposant I'indépendance et en utilisant le résultat (2.1.2), le temps
avant la premiere recombinaison affectant les lignées ancestrales d’un échantillon

de taille n suit asymptotiquement une loi EXp(an>.

Survenance d’un événement de conversion

Sous le modele de Wright-Fisher avec conversion a deux loci, on suppose qu’un
événement de conversion intrachromosomique affecte une séquence produite avec

probabilité ¢ = % par locus.

De fagon analogue a ce qui a été fait précédemment, 7., le temps avant
un événement de conversion chromosomique a un des deux loci sur une séquence
ancestrale en nombre de générations et Ty,,, ce temps correspondant en nombre

de 2N générations, satisfont

P(Toomy > 1) = P(Teomo > |2Nt]) = (1 — 2¢) 2N

. 20 [2Nt]
- (=)

lim P(Toop, >t) = e
N—+o0

d’ou
Y

pour tout nombre réel ¢ > 0. La variable T,,,, suit asymptotiquement une loi

Exp (C) :
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Ainsi, en utilisant le résultat (2.1.2), et en supposant I'indépendance le temps
avant la premiere conversion et une seule affectant le matériel ancestral d’'un

échantillon de taille n suit asymptotiquement une loi Exp(nC).

Taux de changement du matériel ancestral

En supposant les hypotheses d’indépendance requises, le processus ancestral
limite d'un échantillon pris dans une population qui suit le modele de Wright-

Fisher avec recombinaison, mutation et conversion a deux loci est caractérisé par

n(n—1)
2

les taux de changement suivants lorsque la taille est n : comme taux de

% comme taux de recombinaison, et nC' comme taux de conversion,
n(n—1)
2

coalescence,

pour un taux total de + % +nC.

2.3. PROCESSUS ANCESTRAL SOUS LE MODELE DE MORAN

Processus ancestral exact

On considere un échantillon de taille n dans une population de taille 2N qui
évolue sous un modele de Moran a deux loci. A chaque instant, deux individus
sont choisis au hasard avec remplacement et ils produisent un descendant qui

remplace un individu choisi au hasard. On considere les événements suivants :

R .

— Le descendant est un recombinant des deux parents avec probabilité 53 ;

— Le descendant subit une conversion avec probabilité %
On imagine que les individus occupent des positions distinctes numérotées de
1 a 2N et que les individus échantillonnés occupent les positions de 1 a n. La
figure 2.1 illustre le matériel ancestral d’un échantillon de taille n = 4 (désigné
par les loci en forme de cercle) dans une population de taille 2N = 6. Dans cet
exemple, du présent au passé, I’échantillon connait des événements de coalescence,
de conversion, de mutation et de recombinaison jusqu’a la derniere lignée restante
ancestrale aux deux loci de I’échantillon qu’on notera MRCA (most recent com-

mon ancestor).
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Plus généralement, en remontant les lignées de ’échantillon un instant en
arriere, il y a un événement de coalescence pure de i et j, pour i,j =1,--- ,n et
1 # j, si un des deux cas suivants se produit : le descendant est une copie exacte

de j, ce qui a la probabilité W(l — —) (1 — —), et il remplace 'individu situé

1

5N Ou vice versa.

a la position occupée par 'individu 7, ce qui a la probabilité

Ceci aboutit a la probabilité de coalescence pure suivante :

1 R C 1 1 1
—(1l—-—)(1l=-=) = —(14+0(—=)) <—.
il =an) (1= 5) = a0 +0(5) <oy
Aussi, il y a un événement de recombinaison pure de 7 en un instant en arriere,

pour ¢ = 1,--- ,n, si le descendant produit est un recombinant sans conversion

de k.l =n+1,--- 2N et k # [, ce qui se produit avec la probabilité ﬁ<1 —

Q) IN—n2N-_n_1 ot i] remplace I'individu situé a la position de 4, ce qui arrive avec

N) 2N 2N
la probablhte . Cela mene a la probabilité de recombinaison pure suivante :

10 6) - Rivo(3) <

Enfin, il y a un événement de conversion pure de 7 en un instant en arriere, pour
t=1,---,n, sile descendant est un produit de conversion sans recombinaison de

k qui n’est pas dans I’échantillon, pour k =n+1,--- ,2N, ce qui se produit avec

la probabilité % (1 — 2—N> 2]2V ~ > et il remplace I'individu a la position de i, ce qui

a la probablhte . Cela mene a la probabilité de conversion pure suivante :

S (1-ay) = a(+0(5)) <o

De plus, notons que les probabilités d’événements pures en un instant en arriere

pour un échantillon de taille n sont des fonctions d’ordre En revanche, les

N2
probabilités d’événements simultanés de coalescence, recombinaison ou conversion
affectant les lignées de I’échantillon en un instant en arriere sont des fonctions

) 1
d’ordre 3.
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Approximation du processus ancestral exact

Etant donné un échantillon de taille n, le nombre total d’événements de coa-

n(n—1)

5, alors que le nombre est n pour les événements de re-

lescence pure est
combinaison pure et pour les événements de conversion pure. Ainsi, la probabilité

totale de changement en un instant en arriere est donnée par

A, 1
“one T O<N3)’

Pn

) _nn—-1+R+20C)
n T 2 .

Cette derniere quantité représente le taux de changement total a la limite lorsque
la taille de la population est grande avec une unité de temps de 2N? événements
de naissance-mort. La probabilité conditionnelle de chacun des événements pures

de coalescence, de recombinaison et de conversion est alors

P(Coa,) = x + O<1>,

An N
R 1
]P’(Recn) = E O(N)’

et,

1
P(Conv,) = f + O(N),

respectivement, alors que la probabilité conditionnelle des événements simultanés
est

P(Sim,) = O(]if).

Lorsque N — oo, la probabilité conditionnelle des événements simultanés est
négligeable.

Soit 7, le temps en unité de temps jusqu’au prochain changement d’un échan-
tillon de taille n causé par un événement de coalescence, de recombinaison ou de

conversion. La variable 7,, suit une loi géométrique de parametre p,,. Maintenant,
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soit 7T}, le temps correspondant en nombre de 2N? événements de naissance-mort.
On a
P(T, >y) = P(r, > [2N%y])

A 1 [2N?y]
= 1 J— n J— - _)\ny
< INZ O(N3>> e

lorsque N — o0, pour tout nombre réel y > 0. La variable T;, converge en
distribution vers une variable aléatoire exponentielle de parametre A,. A la fin

de ce temps, un événement de coalescence, de recombinaison, ou de conversion se

n(n—1) nR nC . P
5 35 ou 5=, respectivement. Cela signifie que les
n(n—1)

taux de coalescence, de recombinaison et de conversion sont donnés par —=——,

produit avec la probabilité

%, et nC', respectivement.
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Population
1 34 54 7+ 94 14
2 44 6+ 8+ 101 121
Conversionl l
2 34 54 7+ 9+ 114
2 4+ 6+ 8+ 10+ 124
C’oalescencel l \
2 2 54 7+ 94 14
2 2 6+ 8+ 10+ 124
C’oalescencel l \
2 24 2 74 94 14
2 2+ 2 8+ 10+ 124
Mutationl l
13 24 2 7+ 9+ 14
2 2+ 2 8+ 10+ 124
Coalescencel l  )
13 24 2 13 94 14
2 2T 2 2 10+ 12+
Coalescencel l \
13 13 2 13 94 14
2 2 2 2 10+ 124
Conversionl l
13 13 2 13 9 11
2 13 2 2 10 12
Recombinaisonl l /
13 2 2 13 9 11
2 13 2 2 10 12
Echantillon

FIGURE 2.1. Matériel ancestral d’'un échantillon de taille n = 4

dans une population de taille 2N = 6 qui suit le modele de Moran.
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Chapitre 3

MESURE DE LIAISON

Ce chapitre a d’abord comme objectif de calculer les covariances dans I'expres-
sion de la mesure de déséquilibre de liaison & deux loci ¢ du chapitre 1 & I'aide
du processus de coalescence exact avec recombinaison. Ensuite, ces mémes co-
variances sont calculées en utilisant 'approximation du processus de coalescence
SMC (sequentially Markov chain) avec recombinaison proposée par McVean et
Cardin (2005). Nous concluons par une comparaison des mesures ainsi obtenues,
étant donné que le résultat pour la troisieme covariance differe de celui trouvé

dans l'article original.

3.1. COVARIANCES EXACTES DE TEMPS DE COALESCENCE A DEUX

LOCI AVEC RECOMBINAISON

Griffiths (1981) a considéré le modele a deux loci et a partir de ces résultats
les covariances entre les temps de coalescence a deux loci pour des séquences
échantillonnées ont été déduites (Pluzhnikov et Donnelly 1996). Dans ce chapitre,
dans le but d’étudier la variabilité génétique (c’est-a-dire 1’équation (1.2.2)), on
revoit ces covariances pour des paires de lignées a deux loci et un échantillon
de deux, trois ou quatre séquences. On considere I'extension du processus de
coalescence en présence de recombinaison, mais en absence de conversion, telle
que décrite par Hudson (1983,1990). On rappelle que le processus ancestral forme
une chaine de Markov, et on considere les états accessibles et les probabilités de

transition a partir de deux séquences a deux loci (voir le tabeau 3.1 et la figure

3.1 tirée de Simonsen et Churchill (1997)).
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(m) les nombres de séquences

Pour deux loci (1) et (m), soient n¥, n(™ et n
ancestrales & un échantillon au locus () seulement, au locus (m) seulement et aux
deux loci (1) et (m), respectivement. Le vecteur n = (n®), n™ n(™) représente
I’état du matériel ancestral a un moment donné dans le passé. Le nombre total
de séquences ancestrales est alors donné par n = n + n(™ + p™_ Ici on se
restreint au cas ot 1 < n® 4 nplm < 2 et 1 < nm 4 plm < 9,

En remontant le temps, chaque paire de séquences ancestrales coalesce au taux
1 et chaque séquence ancestrale recombine au taux %, indépendamment les unes
des autres. Tout événement de coalescence change 1’état du matériel ancestral
alors que ceci n’est le cas pour un événement de recombinaison que s’il affecte

une séquence ancestrale aux deux loci. Le taux de changement de ’état n a ’état

n’ est donné par

nO@0-D o pOpm s g = (n® — 1,0 pm),
nED) §opmipm) i = (p®, p — 1, pm),

Mg = § 20 sin = (n®, nm plm _ 1y,
Hplim) sin = (n® 41,00 + 1, n0m™ — 1),
nWnlm) sin' = (W —1,n0m —1,n0m 4 1).

Le taux de changement total a partir de I’état n est donc

n(n—1) R
A, = Mo (i) 2.
n 7 +n 5

La probabilité de transition de I’état n a I’état n’ étant donné un changement de

I'état n (voir le tableau 3.1 et la figure 3.1) est alors donnée par

>\n n'

Pnw = b\

n
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TABLEAU 3.1. Etats ancestraux et transitions d’état a partir de

deux séquences a deux loci (1) et (m).

n Evénements Prochain
Etat O : lignée ancestrale possibles état
1 (0,0,2) Rec 2
(Début) i i Coa 9
2 (1,1,1) Coa 1
i $ i Rec 3
Coa 4
Coa 5
3 (2,2,0) Coa 2
S
Coa 7
4 (1,0,1) Rec 6
i i $ i Coa 9
ou
5 (0,1,1) Rec 7
$ i Coa 9
6 (2,1,0) Coa 4
i Coa 8
7 (1,2,0) Coa 5
i $ i Coa 8
8 (1,1,0) Coa 9
9 (0,0,1) Etat
(Fin) i absorbant

Le temps jusqu’au premier changement d’état, 7;,, est de loi exponentielle de

parametre A,. Il s’ensuit que

1
E[T,) = I
E[T,’] = f%
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On définit : Tﬂ(l) le temps jusqu’au MRCA (most recent common ancestor) au
locus (1) a partir de I’état n, soit le temps jusqu’au dernier événement de coales-
cence menant a la derniere lignée ancestrale au locus (1) de I’échantillon ; et T§l)
le temps jusqu'au MRCA au locus (I) a partir de I'état v. Ici y représente un
vecteur aléatoire indépendant de 7}, qui prend la valeur n’ avec probabilité p,, .

On a
l _ l
Y = T,+TY (3.1.1)
d’out

E[TV] = E[T0]-E[L|=1- "

sin® +nl™ = 2. Dans le cas ou n +n(™ = 1, le MRCA au locus (1) est trouvé,

et ainsi on a Tﬂ(l) = 0. De facon analogue, on a :

m = T,+ T, (3.1.2)
d’ou
1
E[T™] = L=+

si n™ 4 nltm =2 et Tﬂ(m) =0 si n(™ 4+ nl™ = 1 puisque le MRCA au locus
(m) est alors trouvé.

En multipliant (3.1.1) et (3.1.2), puis en prenant l'espérance on trouve

TV x 1™ = T x T + T,* + T, + T,T\"™. (3.1.3)

On a donc

n

E[T9 x T = E[TO x T + 1,2 + T, + T, 1™

= E[I0 x 7] + E[T,%] + E[1,]E[T0] + E[1,|E[7{™]

b = b s
2 1 1 1 1
_ (1) o 7o(m) _ _
= E[7{" x 7] + b wabwhl whabw:
1
= E[T x 7] + —,



39

c’est-a-dire

E[T{) x T{™] = Zpﬂ,ﬂ,E[Tﬂ@ < TS + 2;1 (3.1.4)
lorsque n®) 4+ nm = pm) L plm) =92 oy Pnn €st la probabilité de transition de
I'état n a n' (voir la figure 3.1, dans laquelle les états sont numérotés de 1 a 9
non soulignés).

L’équation générale (3.1.4) permet de calculer I'espérance du produit des
temps jusqu’au MRCA aux deux loci pour chaque état et donc leur covariance

donnée par

C. = E[I{) x /"] ~E[1{] x E[1{"]
= E[T{ x T{™] - 1. (3.1.5)

En développant le systeme d’équations ci-dessus, on trouve que

E T;(l) % T;(m) _ HRRE[TS) " Tg(m)} n 1iRE[T9(l) y Tg(m)] n 1iR
= 1fRE[T§” x ;™| + 14?1%’

B[y’ x 4] = &E[Té” x T + (SfRE[Ti )X 1™
T LT L U
= 6fRJE[T§” x T3™] + 6fRE[T1(l) x T{™] + 6+2R,
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@ : numéro de I’état i :E :E

P ees e
-+—: probabilité de transition

FiGURE 3.1. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison. Les transitions possibles entre
les 9 états ancestraux de deux séquences a deux loci sont indiquées
par des fleches associées aux probabilités de transition.

Source: Simonsen et Churchill 1997.

Finalement par (3.1.5), on obtient que
(1+R)C, — RCy, = 1,
—2C+ (6+ R)C; — RC; = 0,

—2C, +3C; = 0,
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dont la solution est :

o 18+ R

17 R4 13R+ 18
6

C, =

2 R+ 13R + 18’
4

Cy = .

3 R4+ 13R + 18

3.2. COVARIANCES AVEC L’APPROXIMATION DU PROCESSUS DE
COALESCENCE AVEC RECOMBINAISON DE MCVEAN ET CAR-

DIN

L’approximation du processus de coalescence avec recombinaison proposé par
McVean et Cardin (2005), SMC (sequentially Markov chain), suggere une simple
modification du processus ancestral tel que considéré par Hudson (1983). Si
deux lignées ancestrales n’ont pas de matériel ancestral en commun, on consi-
dere qu’elles ne coalescent pas. Ceci a pour effet indirect de réduire le nombre
d’événements de recombinaison. De plus, le SMC assume que toutes les recombi-
naisons se produisent a un point unique entre les deux loci considérés.

Ici cependant, ’espace d’états n = (n(l), n(m),n(lm)) du processus exact doit
étre augmenté, pour tenir compte du matériel ancestral de séquences échantillon-
nées non seulement aux loci considérés mais aux deux loci. On a cinq types de
séquences : des séquences considérées au locus (/) ancestrales seulement au locus
(1), ou ancestrales aux loci (1) et (m) ; des séquences considérées au locus (m) an-
cestrales seulement au locus (m) ou ancestrales aux loci (1) et (m); et finalement
des séquences qui sont considérées aux loci (1) et (m) ou elles sont ancestrales. Les

nombres de ces types sont dénotés par n, ng), n(m, ngﬁm), ntm)

Le vecteur n = (n®, nil), n(m. ngm), n™) représente I'état du matériel ancestral

, respectivement.

(voir la figure 3.2), et le nombre total de séquences ancestrales est alors donné

par n =n® + nsﬁl) +nlm 4 ngm) + nltm),
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SR

n 0 ) ) g (m)

FIGURE 3.2. Les cing types de séquences ancestrales du SMC.

Le taux de changement de I'état n a ’état n’ est donné par

7"(”(";)71) + n(l)(ng) + nm) sin' = (nl — 1,n>(kl),n(m),nim), n(tm)),
nED) 4o (™ M) sin’ = (0O, 00 ntm — 1,00 pm),
7"5‘”("5)_1) + n{Iplm) sin' = (n©,n) —1,nm pim plm),
7715*@(”2@)71) 4 p{Mpm) sin = (n¢ ,ng), n(m), n{™ 1,ntm),
7"“@(”2([@_1) sin = (n¢ ,ngﬁ),n(m),n( ),n(lm) - 1),
A = %ng) sin = (n® + 1,n) — 1, nm, n&m),n(lm)),
%nim) sin' = (n®, ng), ntm 41, n{™ _ 1,ntm),
%n(lm) sin' = (nW+1 n(l), n(m 41, nim), nm — 1),
nOn{m™ sin = (nW — 1,nil),n(m),n( ) _ 1,ntm 4 1),
ndnm) sin' = (nW, nd — 1,n(m — 1,n£m),n(lm) +1),
npim™ sin' = (nO,nd — 1,0 pim _1 pm 4 1),
pour un taux de changement total
N n(n — 1) — 2nOnm (n® 4 ¢ n(lm))ﬁ‘

* 2 2

La probabilité de transition de I’état n a I’état n’ (voir les figures 3.3, 3.4 et 3.5)

est donnée par

>

EE
I3

*
Dy

>

IS *
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L’équation générale (3.1.4) s’applique toujours avec le taux de changement total

et les probabilités de transition ci-dessus, a savoir

> p;ﬂ/E[Tﬁ(f) X Tﬂ(fn) + <, lorsque nt¥ + nd) 4 pm =2
et n™ + n{™ 4 ptm) = 9
0 lorsque n® + n +ntm) =1

ou n(™ + nim) + nlm) =1,

Pour trouver la premiere covariance, on considere les transitions possibles et les

probabilités associées pour les 9 états ancestraux de deux séquences considérées

aux deux loci (1) et (m), c’est-a-dire a partir de ’état n = (0,0, 0,0, 2). On trouve

les espérances ci-dessous pour les différents états (voir la figure 3.3 pour la nota-

tion des états de 1 & 9 non soulignées et les probabilités de transition).

Pour 'état 3, on a A3 =2 et

E|T3"

x "] = ;E[Tg” x Tg™] + ;E[Té” x Ti™] 41

= 1.

Pour I'état 2, ona)\gz#et
(0) m) R ) o (m) 2 o) m)
E[13) x T3] 4+RE[T§ A ]+4+RETé x T,
9 l 4
ET() T(m)
AR < B g
R W) o lm) 4
- " RV xT B
44+ R < }+4+R
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FiGURE 3.3. Diagramme de transitions d’état pour le processus

de coalescence avec recombinaison SMC. Les transitions possibles
entre les 9 états ancestraux de deux séquences échantillonnées consi-
dérées a deux loci sont indiquées par des fleches associées aux pro-

babilités de transition.

Finalement, pour I'état 1, on a \; =1+ R et

m R m 1 m 2
Eﬁurg}ijﬁug%qgmﬁ:ﬁEﬁungpﬁiﬁ
i 1) o, lm) 2
- E[T{ x T,
i LA Ry

2+R
14+ R
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D’apres 1'équation (3.1.5), on a alors

. W, pm] L
Cy = BTy x 11" =15

Maintenant pour la deuxiéme covariance, dont 1’état initial est constitué de
trois séquences échantillonnées, une considérée a chacun des loci et une considérée
aux deux loci, c’est-a-dire n = (0,1,0,1,1), la figure 3.4 illustre les transitions
possibles et les probabilités associées pour les 20 états ancestraux.

On trouve les espérances successives suivantes :

E[Ty x Ty"| = E[Ty) x 74"
4

R
— ET(l) T(m)
8+ R < 1y }+8+R

E[7{" < T{™] + 8+4R,

Y

puis
E[Ty x Ty"| = E[Ty) x 73]
1 R
_ (1) o (m) (1) o, rp(m)
— 3+RE[TL x T} }+2(3+R)E[T2 x 74"
R W), (m) 2
——— _E|\TY x T, =
* 2(3+ R) [3 1 }+3+R
B (R + 2)?
~ (R+1)(R+3)
puis
l m 2 l m l m
E[T0, x Tye)| = 75+RIE{TZ(,)><T2(, )}+75+RE[T2()XT2()
R W), (m) 2
7E T/ XT/ T E—
T 5TR [3 g ]+5+R

R34+ 9R? + 23R + 17
(R+1)(R+3)(R+5)’




R
2G+R)

FIGURE 3.4. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison SMC. Les transitions possibles
entre les 20 états ancestraux de trois séquences échantillonées, une
considérée au locus (1), une considérée au locus (m) et une consi-
dérée au deux loci, sont indiquées par des fleches associées aux

probabilités de transition.

et finalement

9 R
E[TY x 7™ = — 2 __Rr[7® « 7™ E[TY x 7
2 x Ty 3(2+R)[1X1}+3(2+R){X}
R ) (m) R 0) (m)
+ 3(2+R)]E[T2, Ty }+3<2+R)E[T3(3) )]
4

46
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Ainsi, on obtient que

Cy = E[T x13"] -1
30+ 4R(7+ R)
31+ R)(2+R(B+R) 5+ R)

Finalement, pour la troisieme covariance, les transitions possibles et les proba-
bilités associées pour les 17 états ancestraux de deux séquences échantillonées
considérées a un locus et deux autres considérées a ’autre locus sont illustrées a
la figure 3.5.

On trouve les espérances suivantes :

E[Ty0 x )] = BT x T4

L2
6+ R
2+ R)(11+8R+ R?)
- (1+R)B+R)(6+R)
puis
! m z -
E{Tﬁ((g) X T§((5))} = E[T?E(())) X Té(s))]
— 3(4—|-R)E[T3(7) X T§<7)} + 3(4+R)E[T2, X TZ’ }
-+ ?)(Zl—l—_R)]E[Tg(3> X T§<3):| + mE |:T2* X Tg* }
Lo
3(4+ R)

7920 + 17556 R + 15160R? 4+ 6667R> + 1575R* + 189R° + 9RS
91+ R(2+RB+R(A+R)(G+R)(6+R)
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i

Départ

FiGURE 3.5. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison SMC. Les transitions possibles
entre les 17 états ancestraux de quatre séquences échantillonnées
dont deux considérées au locus (I) et deux autres considérées au
locus (m) sont indiquées par des fleches associées aux probabilités

de transition.

et finalement

(1) o (m) R 0 (m) 2 ) o (m)
T3 x Ty mE[T§(5> x Ty | + mE{Tg* x Ty
Ll
3+ R

7920 + 17820R + 15340R? + 6691 R3 + 1575R* + 189R° + 9RS
91+R(2+R)B+RA+R(G+R)6+R)
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2
O-d,exact

2
T4 sMc

. 2
a-d,McVean

FIGURE 3.6. Décroissance du déséquilibre de liaison en fonction de
la distance génétique approximée par o3 sous le processus ancestral
exact (criemct), sous l'approximation SMC du processus ancestral
calculée dans l'article de McVean et Cardin (0] yoycan), €t sOUS

Papproximation SMC corrigée (0 gasc)-

Ainsi, on trouve que

C'y = E[T3) x 13" -1
4(19R? + 181R? + 486 R + 360)
91+ R)(2+R)(B+ R)(4+ R)(5+ R)(6+ R)

Ce dernier résultat est différent du résultat trouvé dans 'article de McVean et

Cardin (2005), soit :

c B 2(21600 + R(37080 + R(21690 + R(5017 + R(165 — R(91 +9R))))))
3,McVean = 91+ R)(2+ R)B+R)(4+ R)((5+ R)?)((6+ R)?)

Les valeurs résultantes de 03, approximant la mesure de déséquilibre de liai-

son, sous les deux modeles sont illustrées a la figure 3.6. La rectification de la
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troisieme covariance ne change pas significativement les conclusions. En élimi-
nant les événements de coalescence entre deux lignées ancestrales qui n’ont pas
de matériel ancestral en commun, le déséquilibre de liaison diminue légérement

comparé au processus de coalescence standard.
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Chapitre 4

MESURE DE POLYMORPHISME A DEUX
LOCI AVEC RECOMBINAISON ET
CONVERSION

Dans le but d’estimer les parametres de conversion, de mutation et de recom-
binaison dans les familles multigéniques, Innan (2002a,b) a calculé des espérances
et des variances de mesures de variation inter-locus et intra-locus pour deux co-
pies de geénes, par une approximation par un processus de diffusion (voir I'annexe
A.3) sous le modele de reproduction de Wright-Fisher. L’article original (Innan
2002a) ne mentionne pas les étapes pour trouver les changements de fréquences
sous le modele de Wright Fisher. Le modele de reproduction considéré et décrit en
détail dans ce chapitre est le modele de Moran pour une population de taille 2NV
avec une unité de temps de 2N? événements de naissance-mort. On imagine que
les 2N séquences a deux loci représentant les individus de la population sont dis-
tribués sur 2N emplacements distincts. Chaque emplacement est occupé par une
seule séquence. A chaque événement de naissance-mort, deux individus sont choi-
sis au hasard avec remplacement et ils produisent une séquence qui remplace la
séquence située a un emplacement choisi au hasard. On considére les événements
suivants :

— Une recombinaison des deux parents se produit avec probabilité p = %

pour donner un descendant recombinant, sinon le descendant est une copie

d’un des parents avec probabilités 1 — p.
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— Une mutation se produit sur la séquence produite avec probabilité p = %
par locus.
— Une conversion intrachromosomique se produit sur la séquence produite
avec probabilité ¢ = % par locus.
Dans le modele neutre, on ne considere pas le facteur de sélection. Pour R, 6,
C fixes et N grand, on considere que la probabilité de deux événements ou plus
simultanés est négligeable (u?, uc, pupc). Dans ce cas 'ordre dans lequel les facteurs

d’évolution précédents sont considérés lors de la reproduction n’importe pas.

4.1. CHANGEMENTS DE FREQUENCES SOUS LE MODELE DE MoO-

RAN A DEUX LOCI

Dans le but d’estimer les parametres de conversion, de mutation et de recom-
binaison dans les familles multigéniques, Innan (2002a) a calculé des espérances
et des variances de mesures de variation inter-locus et intra-locus pour deux co-
pies de genes, par une approximation par un processus de diffusion du modele de
Wright-Fisher. Le modele de Moran a deux loci avec deux alleles méne a la méme
approximation par une diffusion comme il sera montré ci-dessous. Dans 'appli-
cation d’Innan a la famille multigénique Amy de la Drosophila melanogaster, il
a été montré que le taux de conversion est 60 — 165 fois plus élevé que le taux
de mutation aux mémes loci.

Innan considere donc des séquences a deux loci de types suivants : AA, Aa, aA,
aa, avec les alleles A et a a chacun des deux loci. Les fréquences des haplotypes
numérotés de 1 a 4, respectivement, sont :

e
A a A a

I ) T3 Ty

avec 1 + rs + r3+ x4 = 1 dans une population de 2N haplotypes. Les fréquences
des haplotypes correspondent aux probabilités de choisir les haplotypes respectifs

dans un tirage au hasard. Le croisement de deux haplotypes tirés au hasard peut
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étre de 16 types ordonnés différents dont les probabilités sont données au tableau

(4.1).
TABLEAU 4.1. Effets de la ségrégation et de la recombinaison.
Croisement  Probabilité | Distribution conditionnelle des haplotypes
femelle x male apres ségrégation et recombinaison
AA Aa aA aa
AA x AA T X 11 1 0 0 0
AA x Aa T1 X Ty % % 0 0
AA X aA T1 X T3 % 0 % 0
AA X aa r1xzy | 3(1—p) P %p %(1—p)
Aa x AA To X T % % 0 0
Aa x Aa Ta X Xy 0 1 0 0
Aa x aA To X T3 P $(1—p) 3(1—p) i
Aa X aa To X T4 0 % 0 %
aA x AA Ty X I % 0 % 0
aA x Aa XT3 X Ty ip 1(1—p) $(1-p) ip
aA x aA T3 X I3 0 0 1 0
aA X aa T3 X Ty 0 0 % %
aa x AA zyx x| 2(1—0p) P p (1 —p)
aa X Aa Ty X Ty 0 % 0 %
aa X aA Ty X T3 0 0 : :
aa X aa Ty X Ta 0 0 0 1
Soit p; pour ¢ = 1,...,4 la probabilité qu'un nouvel individu produit soit de
type 7. On a
p1 = 212+ x1(z0 + 23) + prows + (1 — p)wiay

1 — 21T + proxs + (1 — p)ri2y = 21 — pD,



o4

ou D = x1x4 — xox3 représente le déséquilibre de liaison. De méme, on a

D2

Ps3

Y2

9+ pD,
x3+ pD,

Ty — pD

On considere par la suite que le descendant subit une mutation ou une conversion.

La figure 4.1 illustre les événements de mutation et de conversion possibles. Les

séquences résultantes des événements (1) et (2) sont seulement possibles suite a

un événement de mutation a un locus, avec probabilité p. Alors que les séquences

résultantes des événements (3) et (4) sont possible suite a un événement de mu-

tation ou un événement de conversion a un locus, avec probabilité u + ¢, sachant

que les probabilités d’événements simultanés sont négligeables.

W4Ty o

ou

@ o %Zi

@ o & il

SR

FIGURE 4.1. Séquences résultantes d'un événement de mutation

ou de conversion. Les événements sont indiqués par des fleches as-

sociées aux probabilités.

TABLEAU 4.2. Effets de la mutation et de la conversion.

Haplotype Probabilité | Distribution conditionnelle des haplotypes
apres mutation et conversion
AA Aa aA aa
AA p1 1—2u It 7 0
Aa Do p+c 1=2(u+c 0 w+c
aA D3 w+c 0 1—-2(p+c¢c) p+c
aa Pa Iz 7 1 —2p
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Suite au facteur de mutation et conversion, soit p; pour ¢ = 1,...,4 la proba-
bilité qu'un haplotype produit au hasard soit de type i. D’apres le tableau (4.2),

on a

P = (1=2u)p1+ (1 +c)(p2 + ps3),
Py = pp1+pa) + (1 =2(p+c))pa,
Py = ppr+pa) + (1 —2(p+c))ps,

py = (I—=2p)ps+ (u+ c)(p2 + ps3).

Ainsi, on trouve que

Py = (I=2p)xr+ (p+c)(@2 +x3) — (1 = 4p — 2¢)pD,
py = plzr+z4) + (1 —2(p+c))zo + (1 — 4p — 2c)pD,
Py = plzr+x4) + (1 —2(p+c))zs + (1 — 4p — 2c)pD,
Py = (I =2u)zs+ (p+c)(z2 +23) — (1= 4p — 2c)pD.
Toutefois, étant donné qu’on considere que la probabilité de deux événements
simultanés ou plus est négligeable lorsque N est grand, on trouve les approxima-
tions suivantes :
pi = (I—=2p)z+ (p+c)(@2 +a3) — pD,
py = plz1+ag)+ (1 —2(p+c))zs +pD,
Py =z +x4) + (1= 2(u+c))zs + pD,
py = (1=2p)azs+ (p+c)(22+a3) — pD.
A cette étape, un individu de la population est choisi au hasard et il est remplacé
par 'haplotype produit au hasard. Soient, X! pour i = 1,...,4, les fréquences

des haplotypes apres le remplacement (& I'instant ﬁ plus tard avec une unité

de temps de 2N? événements de naissance-mort). Alors, on a
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Ti + 5 avec probabilité pi(1 — z;),
XZ.’ =y avec probabilité 1 — (z; + p} — 2x;p}),
Ti — 5 avec probabilité (1 — p})z;,

pour i =1,...,4.

Tel qu’utilisé par Innan sous le modele de reproduction de Wright-Fisher,
on utilise le processus de diffusion sous ce modele, pour calculer les espérances
des moments des fréquences d’alleles et par la suite estimer les parametres de
mutation, de conversion et de recombinaison. Le générateur infinitésimal L du
processus de diffusion correspondant {X;,t > 0} de moyennes infinitésimales
a;(x) et de variances infinitésimales b; j(x) pour i,j = 1,2, 3, et x = (21, 23, 3, T4)
(voir 'annexe A.3) est obtenu en faisant tendre N vers I'infini, avec une unité de
temps de 2N? événements de naissance-mort. Il est en fait donné en fonction de
trois fréquences puisque la quatrieme fréquence est donnée par z1+xo+x3+x4 = 1.

Le générateur est donc de forme

3
L = ; - (X)) ———(x). 4.1.1

En équilibre, la fonction g(x) satisfait I’équation
]E[L(g)] — 0. (4.1.2)

Pour obtenir les moyennes infinitésimales a;(x) (voir la définition dans I'annexe

(A.3)) on définit AX; = X! — X, pour i,j = 1,2, 3 et on calcule

E:AXl X:x: = 21]\[2(—2/LN$1+(/LN+CN)(,CEQ+$3)—pND),
E :AXQ X = x: _ 21N2(—2(uN + eN)zs + uN (21 + 24) + pND),
E :AX3 X = x: = 21N2(—2(,uN + cN)zxg + uN(xy + z4) + pND),
E :AX4 X = X: = 21]\72(—2/;]\[:104 + (uN + cN)(zg + x3) — pN D).




En remplacant les probabilités p =

ai(x)
as(x)

as(x)

R
oo M =

o7

0
2N

c

2N

et c = on trouve que :

1

1

2

&—%6+Cﬁa+9®y+m)+3ln

Ici, on a utilisé le fait qu'un événement de naissance-mort correspond a un in-

tervalle de temps de longueur h =

diffusion.

2N?2

L avec I'unité de temps du processus de

Pour obtenir les variances infinitésimales b; ;(x), pour 4, j = 1,2, 3, on calcule

E [AXi LAX,

X—x}

E|X!- X!

E|X!- X]

‘|—l’i 'l’j.

E[(X! — X))(X! - X))

X—x}

J

X X - XX+ XX

o

X = x} — xI]E{X]'

X = X:| — ij{X{

=

On aura besoin de la distribution conjointe de (X, X7) étant donné que X = x

pour i,j = 1,2,3, et i # j. Sous cette condition on a que

(Xz,vX],) =

q = pi(1 — z; — x;),
g2 = (1 — pi — pj)zi,
g3 = pi(1 — ;i — x),
g1 = (1 — pj — py)j,
5 = piT;,
de Zp;-xu

Gr=1—q1—q2—q3—qa—q5 — gs.
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Ainsi, on trouve que

]E[AXl AX,

X —x| -

B pri? + zo (1 + ) (w2 + x3) — pD) + 21(—2(2p + ¢ — 1)xy + pwy + pD) 1
2 2N?’

=X

]E[AXl CAXS[X

_pm +ap((pt o)(@e +23) — pD) + a1 (—2(2u + ¢ — Dy + pay + pD) 1
2 2N?2’

E[AXQ N

X =x| -

z3(u(@1 + x4) + pD) + o (u(®1 + x4) —2(2p +2¢ — Dag + pD) 1
2 2N2

En prenant p = %, W= 26]'V, et c = % on trouve que :

bio(x) = boi(x) = —x129,
big(x) = b31(x)=—z123,
ba 3(x) bsa(X) = —xox3.

De fagon analogue, on trouve que :

:X}:

—2,2(1 = 251) — 223 (4 ¢) (w2 + 25) — pD — 1) + ((u + O)(ws + w5) — pD) 1
2 2N2’

E [(Axm

E{(AXQV _ x} _
—219%(1 — 2u — 2¢) — 2w (pu(wy + 24) + p+c+ pD — 1) + pD 1

2 2N?’
E[(A)@,)Q X = x} =

—2x3%(1 — 2u — 2¢) — 2x3(pu(wy + 24) + p+c+ pD — 1) + pD 1
2 2N?
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Il s’ensuit que

bLl(X) = xl(l—xl),
bgg(X) = ZE’Q(].—IQ),

b373(X> = I‘3(1—JI3).

Conséquemment, on obtient que

r1(1 — 1) d%g

L(g(x)) = fdix%(x) + #dix%(x) + #dix‘%(x)
— B9 () = a2 (x) — may
T d.ﬁﬂldilfz ! 3d£171d1)3 2 3d£[)2d.1'3
1 d
(=202 + (0 + O) (w2 + 23) — R.D] - (x)
2 dx,
1 dg
+ *[—2(0 + O)ZL‘Q + 0(.171 + ZL‘4) + RD]*(X)
2 d$2
1 dg
3

Les variables x1, xs, et x3 de I'équation 4.1.3 sont remplacées par p, ¢, et D, ou :
T
p = 1 + x2 est la fréquence des séquences avec A au locus (1) :

alors que g = x1 + z3 est la fréquence des séquences avec A au locus (m) : Ai

et D = x1x4 — 2003 = 21 — pq. L’équation 4.1.3 devient :

L(g) = 0 (4.1.4)
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ou

d29 d29
L'(g) = p(l—p)=—2 +¢(1 —q)—2
(9) p(1—p) 02 +q(1 —q) e

2 d29

+ [pg(1 —p)(1 —q) + D(1 - 2p)(1 — 2¢) — D ]TDQ

d*qg d?qg d*g
2D(1 — 2 2D(1 — 2
dpdg T 2P =)o 2P0 = 20)5 08

+10(1 —2p) —C(p — Q)]Zi +10(1 —2¢) +C(p — Q)];lg

+2D

+ {C’p(l—p)Jqu(l —q) — (2+40+20+R)DL;11‘(]). (4.1.5)

En assignant a g les valeurs p, ¢, p?, ¢%, pq, et D dans les équations (4.1.2) et
(4.1.5), on obtient les équations de l'article original (Innan 2002a) :

E[Lp)] = E[o(1-20) - Clo— )] =0,

E[L’(q)} = E[Q(l —2¢)+C(p— Q)] =0,

d’ot
1
Elp| =Elg] = 5;
puis
E[L’(ﬁ)] = EPp(l —p) +2p[0(1 —2p) - C(p - q)]]
= 1+0-2(1+20+C)E[p*] +2CE[pg| =0,  (4.1.6)
E[L'(ff)] = E[QQ(l —q) +2q[0(1 —29) + C(p - Q)]]
= 14060-2(1+20+ C)E[¢’] + 2CE|pq| =0,
d’ou

Ep’| = E|¢*], (4.1.7)
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Et finalement
E {L’(pq)} — 2E[D] + 6+ CE[p?] + CE[¢?] - (40 + 20)E[pq] (4.1.8)

— 0,
E[L’(D)] — C—CE[p’] - CE[¢’] - (2 + 46 +2C + RE[D] (4.19)
_

Le systeme des quatre équations (4.1.6), (4.1.7), (4.1.8) et (4.1.9) donne les ex-

pressions en fonction de R, 6 et C', suivantes :

5] = Ef] =2,
el = TR
E[D] = g<1—23)
ot
a = 20+ C,

B = 242a+ R,
A = 4C% + B[20C + 2a(1 + 0)),

w = 8C*+4pla(l +a)—C?).

4.2. VARIABILITE GENETIQUE INTRA-LOCUS ET INTER-LOCUS

On rappelle que I'hétérozygotie intra-locus est la probabilité que deux sé-
quences choisies aléatoirement sans remise dans la population totale de taille 2N
soient de types différents au méme locus. Ainsi, pour I’hétérozygotie au locus (1),

o1y, on choisit deux séquences dans I'ordre au hasard et on définit

T
séquence choisie est de type ,

éme

I = 1 silaz

0 sinon.
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Ainsi, on a

T
I = 1 sila premiere séquence choisie est de type T,

0 sinon,

T
I, = 1 si la seconde séquence choisie est de type T,
0 sinon.

Ainsi, on a

7
L(1—L) = 1 siles deux séquences choisies dans cet ordre sont de types ,

0 sinon.

On a alors

E(hw,(l)> _ E<211(1 — ]2)) = E<E(2]1(1 - IZ))‘F)
= E(Qp(l —p))-

De fagon analogue pour 'espérance de 'hétérozygotie au locus (m), on a

E(huim) = E(Qq(l - q)) — E(hu)-

Ainsi 'espérance de la mesure de variabilité intra-locus est donnée par la moyenne

de hwﬂ) et hw,(m); soit

E(hw) = E(hu) =E(hum).

Maintenant, on définit la mesure de variabilité génétique inter-locus, h, comme
étant la probabilité que deux alleéles choisis aléatoirement a deux loci différents

soient de types différents. Son espérance est donnée par

a

E(h) = IE( Ai“$ o i‘g) =E(p(1—q)+ (1 -p)q) = 1 — 2E(pqg).
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Puisque les espérances des mesures de variabilité inter-locus et intra-locus et le
déséquilibre de liaison sont des fonctions de 8, R et C', alors il est possible d’estimer

ces parametres a partir des polymorphismes de données d’ADN.

4.3. ESTIMATION DE PARAMETRES

Pour estimer les mesures de variabilité et le déséquilibre de liaison, on consi-
dére un seul site sur une paire de genes de la région Amy, le gene proximal et
le gene distal, avec deux nucléotides possibles T et C', de facon a ce qu’il y ait
quatre haplotypes possibles, TT, T'C', C'T' et C'C. Les fréquences des haplotypes

sont respectivement, ni, no, N3, et ng, avec n = ny + N + ng + nNg4.

Soient les estimés de 1’hétérozygotie intra-gene donnés par

(7’L1 + 712)(77,3 -+ 77,4)

hw7 = )
i )

hoo - (n1 4+ n3)(ng + ny)
w,d —

| G

et par conséquent

o hw,p + hw,d

B
2

La mesure de variabilité inter-gene est estimée par

(n1 + n2)(ng +ny) + (ng +n3)(ng + ny) — ng — ng

h =
’ n(n —1) ’

et Pestimé du déséquilibre de liaison donné par Nei et Roychoudhury (1974) est

n1mng — NaNng
§= LT 2T

n(n —1)
Ainsi, les mesures h,,, hy et 0 peuvent étre calculées a chaque site des deux genes
(parmi 37 sites synonymes, voir Inomata et al. 1995) pour obtenir les moyennes.
Les moyennes de h,,, et h, 4 correspondent aux mesures de polymorphisme de

chaque gene (voir I'équation 1.3.1), 7y, et T4, les nombres moyens de différences



64

entre paires pour le gene proximal et le gene distal, dont la moyenne m, est
le nombre moyen de différences entre paires intra-gene. De facon analogue, 7y,
le nombre moyen de différences entre paires inter-gene, est la moyenne de h,
parmi les sites considérés. Enfin, la moyenne de § correspond au déséquilibre de
liaison moyen entre deux genes, représenté par d. Innan (2002a) obtient ainsi des
estimés de E(hw), E(hb> et E(D), et par ricochet des estimés de 0, C' et R.
Cette estimation assume que les trois parametres sont constants le long de la
région d’ADN. Les estimés obtenus sont donc des moyennes pour tous les sites

considérés.

4.4. CALCULS POUR LE MODELE A UNE INFINITE DE SITES

Dans la publication suivante d’Innan (2002b), les résultats théoriques précé-
dents du modele a deux loci avec mutation récurrente sont étendus a un modele
de mutation a une infinité de sites. La particularité du modele a une infinité de
sites est que le modele assume que le taux de mutation est si petit a chaque site
qu’il n’y a pas de mutations multiples, en d’autres mots la probabilité d'une seule
mutation a un site est égale a la probabilité d’au moins une mutation au méme
site.

Comme dans la section précédente les mesures h,,, hy, et D sont considérées
dans une famille multigénique Amy avec deux genes dupliqués (loci) I et 11, cha-
cun constitué de L sites, avec L —> o0o. On suppose que n chromosomes sont
sélectionnés aléatoirement d’une population et que les deux genes sont sélection-
nés sur chaque chromosome, voir la figure 4.2.

Les mesures de variabilité intra-gene pour le gene I et pour le gene I sont

respectivement

1 n—1 n

Twl = <n>z > kulij), (4.4.1)

o) i=1j=1+1
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1 1
m + gene |
L 1
1 1
m + gene 11
L 4
1
FIGURE 4.2. Chromosome i, avec ¢ = 1,...,n a deux génes avec
L sites chacun tel que chaque site m = 1,..., L peut avoir deux
types d’alleles, A et a.
1" 1 n

Twy = Z_: Z 22(i7), (4.4.2)
GE=

ou ki1(ij) et kao(ij) sont respectivement le nombre de sites différents entre les
chromosomes ¢ et j au niveau du gene I et au niveau du gene I1, respectivement.

Soit ki2(i7) le nombre de sites différents entre le gene I du chromosome i et
le gene /1 du chromosome j. La mesure de variabilité inter-gene est

T, = Z Z k12(i7). (4.4.3)

n(n—l)Z oy

L
On définit, Dg,,, le déséquilibre de liaison parmi les L sites. On a Dy, = Y. Dy,
m=1

ou D,, est le déséquilibre de liaison au site m, pour m =1, ..., L, donné par
NAANGa — MAaNa
D, = 44 Aa’Tad (4.4.4)
n(n —1)

Ici ng, représente le nombre de chromosomes avec x = A ou a et y = A ou q,

respectivement, au site m des genes [ et I1.
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Ce modele a deux genes et a une infinité de sites contient L modeles a deux
loci pour les deux genes dupliqués. Par conséquent, les espérances des quatre

mesures de variations (4.4.1), (4.4.2), (4.4.3) et (4.4.4) sont données par

E[zwlz _ E[Eﬂ}?} :E[th
E[Z = E[n),
E[DLS“’"- = E|D|.

L’objetif de cette section est de trouver les expressions de ]E[hw}, E{hb] et
E{D} lorsque L — oo et LO = O en utilisant le processus ancestral limite,
plutét qu'une approximation par une diffusion sous le modele de Wright-Fisher
comme dans Innan (2002b).

Pour ce faire, on considere le matériel ancestral d’un échantillon de deux
séquences avec A ou a a chaque locus de chaque séquence qui définit une lignée
échantillonnalle du méme type. Une séquence ancestrale a un locus est dite de type
A, a ou a, A selon qu’elle est ancestrale a ce locus a des lignées échantillonnalles
de type A seulement, a des lignées échantillonnalles de type a seulement, ou a
des lignées échantillonnales de type a et des lignées échantillonnales de type A.
On introduit :

~ n4®, le nombre de séquences ancestrales de type A au locus (I) et non

ancestrales au locus (m);

— n4 le nombre de séquences ancestrales de type A au locus (m) et non

ancestrales au locus (1) ;

~ n44", le nombre de séquences ancestrales de type A aux deux loci (1) et

(m);
~ n,®, le nombre de séquences ancestrales de type a au locus (I) et non

ancestrales au locus (m);
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— n,™) le nombre de séquences ancestrales de type a au locus (m) et non

ancestrales au locus (1) ;
— nga", le nombre de séquences ancestrales de type a aux deux loci (1) et
(m);

~ n4,"™) | le nombre de séquences ancestrales de type A au locus () et de
type a au locus (m);

~ ng4" | le nombre de séquences ancestrales de type a au locus (1) et de type
A au locus (m);

— Ng,4, le nombre de séquences ancestrales de type a, A a au moins un locus.
L’état du matériel ancestral a un moment donné dans le passé jusqu’a la coa-
lescence d’une lignée de type A avec une lignée de type a est représenté par le
vecteur . = (n4D, 14, nga ™ 0,0 1, 1™ 1, g M), On définit
les variables :
na=na® +ns™ +ny 0 4on,, 0 4o 0
n® =n,0 40,0,

n(m = p,m 4 p (M)

n0m =1, 40 40, U™ 4, ) g 4 7))

n = n 4 pm 4 pim),

En remontant le temps a partir de ’état n # (0,0,0,0,0,0,0,0), chaque paire de
séquences ancestrales coalesce au taux 1, alors que chaque séquence ancestrale
subit une recombinaison aux taux R/2 et une conversion au taux C. On consi-
dere seulement les événements de recombinaison qui modifient 1’état du matériel
ancestral, donc ceux qui affectent une séquence ancestrale aux deux loci, alors
qu’on considere tous les événements de conversion qu’ils changent ou non 1’état

du matériel ancestral. Le taux total d’arrivée d’un événement est donc

n(n —1)

54’710,
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et le temps 7, avant 'arrivée d'un tel événement satisfait

1
MQ}: o
sn] - 2

En introduisant le facteur de conversion au processus ancestral avec recombinai-
son, le MRCA n’est plus associé a chaque locus pris séparément, mais au deux
loci. On définit T, 5‘, la longueur de la branche ancestrale a toutes les lignées échan-
tillonnales de type A et non ancestrale aux lignées échantillonnales de type a a

partir de I’état n. On a alors

TQ—FTl, sing = 1,
Ty=1T, sing > 1, (4.4.5)
0 sin=0.

Ici v = y(n) désigne I’état du matériel ancestral juste apres le temps 7,,. Cette

/

>\n n \
o, OU Ay est le

variable aléatoire prend la valeur n’ avec probabilité p,, ,» = 5

taux de transition de I'état n a ’état n'.

On note que la longueur 7,, est nulle si dans 1’état de départ il y a une seule
lignée ancestrale aux lignées échantillonnales de type A et non ancestrale aux li-
gnées de type a, ot ng = 1, sinon 7;, = 1. De plus TQA =0sin = (0,0,0,0,0,0,0,0),
car il y a alors une branche qui est ancestrale aux deux types au méme locus.

On considere que A est le type mutant. La mesure d’hétérozygotie (4.2.1)
pour deux lignées échantillonnalles au locus (1), est équivalente a 'espérance de
la probabilité que la mutation se soit produite sur la branche ancestrale a la lignée
échantillonnée de type A et non ancestrale a 'autre lignée de type a (voir la figure
4.3).

De plus, le modele a une infinité de sites assume que le taux de mutation

g le long d’une lignée est petit de telle sorte que la probabilité d’'une mutation
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® : Evénement de mutation au locus (/) /\
T
L FJ
FiGURE 4.3. Evénement établissant le lien entre I’hétérozygotie et

la mutation.

correspond a la probabilité d’au moins une mutation. Ainsi,
E(2p(1 — p)) = 2x E(probabilité d’au moins une mutation sur T(?,o,o;,o,o,o,o))
= 2 xE(1—e3T3A>
= 2xB(1- 14T - T T )
o <T;‘)

Les états ancestraux et les événements possibles a considérer a partir de ces états

Q

ainsi que les probabilités de transition associées pour deux lignées, une de type
A et une autre de type a sont donnés dans le tableau (4.3) et la figure 4.4.
Les transitions a partir des trois états 1, 2, 3 et l'expression (4.4.5), nous

permettent d’obtenir le systeme suivant :
2 R
A A
E(1y!) = R+2C (1 * §E(T2 ))

E(Ty) = 1+12C <1+E(Tf‘)+C(E(T;‘)+E(T;‘))),

B(1) = s (1+C(B() +B(1)),
On résout le systeme précédent et on trouve les espérances suivantes :
5(1) = it Ry
(i) — o
o) - T
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TABLEAU 4.3. Etats ancestraux et transitions d’état pour deux

lignées, une de type A et une autre de type a.

Evénements Prochain
Etat n possibles état
1 (0,0,0,0,0,0,1,0) Rec 2
Zli o Zi Conv v
Conv 1
Iy (0,0,0,0,0,0,0,0)
4, a$ absorbant
1" (0,0,0,0,0,0,0,0)
a,Ai
absorbant
2 (1,0,0,0,1,0,0,0) Coa 1
ou (0,1,0,1,0,0,0,0) Conv 3
A a
iai o Ai i Conv 2
3 (1,0,0,1,0,0,0,0) Coa iy
ou (0,1,0,0,1,0,0,0) Coa 1"
Aiai on Ai(g Conv 3
Conv 2

On en conclut que

E(mw) = LE(h,)=E(2p(1-p)) = LOE(T")

20(2+2C + R)
24+4C+R '’ (4.4.6)
E(m) = LE(h,)=LE(2p(1-q)) = LOE(T}")
_ ©(4C?*+4C+2CR+ R+2) (4.47)
B C(2+4C + R) ' o

Avec un raisonnement analogue (voir le tableau 4.4 pour la notation) on trouve

Iespérance du déséquilibre de liaison sous la forme

E(D) = E(wiws - o)

0
= 2E<T{g - T1A5>.
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@ : numéro de ’état

L: probabilité de transition

$ c . Ai C b, Ai

2C+R 2C+R
a

FI1GURE 4.4. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison et conversion a partir de deux
lignées, une de type A et une autre de type a. Les transitions pos-
sibles entre les 5 états sont indiquées par des fleches associées aux

probabilités de transition.

En effet, on a

]E(xlx4) = E(probabilité d’au moins une mutation sur T(ﬁ,o,l,o,o,l,o,o))

= E(l — eng%)

0
5E(78)

Q
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et

E(l’gl‘g) = E(probabilité d’au moins une mutation sur T(é,07070’0707171))

= E(l — egT1%>
0

Les 16 états du systeme et les événements possibles avec leurs probabilités
pour quatre lignées dont deux de type A et deux de type a sont donnés dans le
tableau (4.4) et la figure 4.5.

Les 12 états du sous-systéme pour trois lignées dont deux exactement du
méme type et les transitions possibles a partir de ces états sont décrits dans le
tableau (4.5) et la figure 4.6.

Les transitions entre les 12 états du sous-systéme, nous permettent de trouver

le systeme d’équations suivant :

B(1) = 5o (00 + e(r) + o(B(1) + 2(1) + (1))

E(Ty) = 6+6C+R

&=
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E(T4) = 6+6é+R<E(T{‘5 +§E(ng)+<E(T§)+E(T@)+2E(Tg,)>)
E(T4) = 1+21C+R<E(Tf)+RE(Tg))

B(18) = traorr(RE())

B(T4) = 2é+ R(f;(E(T;) +E(1f)) + o (B(1) +E(1)))

Les transitions entre les 16 états pour quatres lignées nous permettent ensuite

de trouver le systéme suivant :

E(Ty) = 2+420+R<1; (Tg“)+g<2E(Tf)+E(T;‘)+E(T;‘))>
E(Tf) = 2+42+R(};E(Té“)+§(2E(Tﬁ)+E(Tf) )

E(Tf) = 2+42+R<E Tf“)+§E Té‘i)+§ B(Ty) +E(T))
E(T) = 2+42C+R<1+JSE(T;‘)+§(2E(T§‘)+E(T;‘)+E(T3A))>
B(1) = 5oL+ SE(E) + 5 0B(T) + B(1))
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R(Ty) = 2+42+R<1+E<T{‘)+]E(T{‘)+§(E(T54>+E(Tg“>)
B(T2) - 6f6 - (B(r) +B(1f) + S (4B(5) + B (1) + B(12) )
E(Ty) = 6+26 C(E(T;‘)+§<2E(T§)+3E(T§)+E(Tg‘) )

E(Ty) = 6+26C(E T{‘)+2E<Tﬁ)+§<2E(T6A)+]E(T§‘)+3E(T6f§ >)
R(TY) = 6+260(1+E(T5A)+E(T§‘)+§ (1) + B(17) + B(12) )
B(1) = oo (1+E(T) + S (2=(r2) + 38(17) + E(12)) ).

E(Tf) = 6+26C(1+IE(T2A)+2E(T5A)+§<2E<T{‘)+E(T;“)+3E(T{l)>>

En résolvant ces systemes, on trouve que
©
E(Dwm) = LE(D) = 2E<T{g — T{;)

20C
= . 4.4.
24+4C+ R (448)

Les parametres ©, C' et R peuvent étre estimés par m,, m et Dy, & partir

des expressions (4.4.6), (4.4.7) et (4.4.8) :

A Ty + 2Dsum
6 = ~wlTeum
2 )
A w T 2Dsum
¢ — To=2Dunm
2(mp — M)
Ao 7T?U + 4D§um — Ay Doy

2(7Tb — 7T-w)-Dsum
Les estimations obtenues par le processus ancestral concordent avec celles obte-
nues par Innan (2002b). Nos résultats s’appuient sur la robustesse du processus

ancestral limite qui est applicable a un large éventail de modeéles.
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6+6C+R

_C¢
6+6C+R

_C
6+6C+R

6+6C+R

FIGURE 4.5. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison et conversion a partir de quatre
lignées, deux de types A et deux de types a. Les transitions possibles
du systeme sont indiquées par des fleches associées aux probabilités

de transition.
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c _1
! 6+6C R+2C
¢ @

2 2
374C+R 2+4C+R

Ai

C C
2+AC+R a 2¥ICTR
FIGURE 4.6. Diagramme de transitions d’état pour le processus
de coalescence avec recombinaison et conversion a partir de trois
lignées, deux du méme type et un de l'autre type. Les transitions
possibles du systeme sont indiquées par des fleches associées aux

probabilités de transition.
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TABLEAU 4.4. Etats ancestraux et transitions d’état pour quatre

lignées, deux de type A et deux de type a.

Evénements Prochain Evénements Prochain
Etat n possibles état Etat n possibles état
8 (1,1,0,0,0,1,0,0) Coa 16 11 (2,0,0,1,1,0,0,0) Coa 7
Rec 107 Coa 8
Ai rli Conv 8 AiAiai $ Coa 12
Ava Conv 8’ “ Conv 10
Conv 6 Conv 10’
8 (2,0,0,0,0,1,0,0) Coa 5 Conv 10*
Rec 11 Conv 11
AiAiui Conv 8 11" (1,1,0,2,0,0,0,0) Coa 6
a4 Conv 8 Coa 9’
Conv 6’ Ai rli(li Coa 12’
Conv 6* A Conv 10
9 (0,0,1,1,1,0,0,0) Coa 16 Conv 10’
Rec 100 Conv 10*
ai r&i Conv 9 Conv 11
aeA Conv 9 12 (10010010  Coa 5
Conv 7 Rec 11
9 (0,0,1,2,0,0,0,0) Coa 4 AiAi(li Conv 12
Rec 11 @ Conv 13
GiGiAi Conv 9 Conv 13
A Conv 9 120 (1,0,0,1,0,0,1,0) Coa I’y
Conv v Rec 11
Conv * Ai $ j) Conv 12’
10 (2,0,0,2,0,0,0,0) Coa 6 tAa Conv 13
Coa v Conv 13’
AiAiaiai Conv 10 13 (1,0,0,0,1,0,1,0) Coa 4%
Conv 11 Coa 5%
Conv 1 AiAi $ Coa 14
100 (1,1,0,1,1,0,0,0) Coa 8 ae Ta Rec 10%
Coa 9 Conv 12
Ai yli $ Coa 13’ Conv 12’
A “ Conv 10’ Conv 13
Conv 11 13 (0,1,0,1,0,0,1,0) Coa 15
Conv 1 Rec 10
10% (2,0,0,0,2,0,0,0) Coa 6* Ai rzi Conv 12
Coa * aeA Conv 12’
AiAi $ $ Coa 13 Conv 13’
ava Conv 10 14 (00000020  Coa 1
Conv 11 AiAi
Conv 1r e Rec 13
15 (0,0,0,0,0,0,1,1) Rec 13
w0
a®A
16 (0,0,1,0,0,1,0,0) Rec 8
Rec 9
Aiai Conv 4
Awa Conv 5
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TABLEAU 4.5. Etats ancestraux et transitions d’état pour trois

lignées dont exactement deux de méme type A ou a.

Evénements Prochain Evénements Prochain
Etat n possibles état Etat n possibles état
4 (0,0,1,1,0,0,0,0) Rec 6 7 (1,0,0,2,0,0,0,0) Coa 3
16a Conv 4 oada Conv 7
Ai i Conv 2 i i i Conv v
Conv 3 Conv *
4 (1,0,0,0,0,0,0,1) Rec 6 7 (1,0,0,0,2,0,0,0) Coa 2
Aiai Conv 4 Coa H*
A Conv 4* Ai i $ Conv 7
4x (0,1,0,0,0,0,0,1) Coa 1 ava Convy 7
Rec 6* Conv *
Ag{fi Conv &
Conv 4*
5 (1,0,0,0,0,1,0,0) Rec 7
Conv 5
Aoa
iai Conv 2
Conv 3
5 (0,0,0,1,0,0,1,0) Rec 7
Aiai Conv 5
“ Conv 5%
5* (0,0,0,0,1,0,1,0) Coa 1
Rec *
A
ai(g Conv 5’
Conv 5*
6 (1,1,0,1,0,0,0,0) Coa 4
Coa 4
Ai rli Conv 6
A Conv 6’
Conv 6*
6’ (2,0,0,1,0,0,0,0) Coa 3
Conv 6
AiAiai Conv 6’
Conv 6*
6* (2,0,0,0,1,0,0,0) Coa 2
Coa 4
AiAi i Conv 6
“ Conv 6’
Conv 6*
7 (1,0,0,1,1,0,0,0) Coa 5
ou (0,1,0,1,1,0,0,0) Coa 5
Aba " Conv 7
Pl o Tl e
Conv *
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était d’utiliser les processus ancestraux pour étudier les
mesures de polymorphisme de nucléotides.

L’analyse de la mesure de déséquilibre de liaison sous un modele avec re-
combinaison intragénique utilise le processus ancestral exact. Cependant cette
application peut étre simplifiée en approximant le processus ancestral exact par
le processus SMC (sequentially Markov chain). La correction d’une formule de
covariance utilisée dans le calcul d’'une mesure d’association a deux sites n’a pas
changé significativement les conclusions. Une comparaison des deux processus a
démontré une tres faible diminution du déséquilibre de liaison sous le processus
approximeé.

La conversion génique intrachromosomique a les propriétés d’'un mécanisme
responsable de maintenir I’homogénéité d’une famille de genes répétés en tandem,
tout en permettant a un motif d’ADN variant de remplacer les séquences exis-
tantes. Nous avons donc considéré le processus ancestral exact sous le modele de
Moran avec conversion et recombinaison.

Ainsi, le processus ancestral limite sous un modele a une infinité de sites avec
recombinaison intragénique et conversion intrachromosomique a permis d’obtenir
analytiquement, de fagon robuste et simple comparée au processus de diffusion
sous le modele de Wright-Fisher, les espérances de trois mesures de variation
génétique, my,, Ty, Dsum. Ces mesures de variabilité sont par la suite utilisées
pour estimer les parametres de mutation, de recombinaison intragénique et de
conversion intrachomosomique, responsables de cette variabilité génétique.

Notons qu’en étudiant un événement de conversion qui se produit entre une

paire de séquences, la longueur du brin d’ADN de conversion génétique pourrait
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étre prise en considération (Wiuf et Hein 2002). La distribution de la longueur du
brin de conversion génétique indique que les L sites de nucléotides sur les genes
dupliqués ne sont pas indépendants. Les trois estimateurs déduits ici, E(T&'w>,
E(ﬂ'b), et E(Dsum), tiennent sans I’hypothese d’indépendance des L sites. Ce-

pendant ceci n’est pas le cas pour leurs variances.
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Annexe A

PREUVES DETAILLEES DE QUELQUES

RESULTATS

A.1. MESURE DE POLYMORPHISME DE SEQUENCES D’ADN - 7

Dans le modele de coalescent, le nombre de mutations le long d'une lignée

ancestrale est un processus de Poisson d’intensité g. Considérons que la longueur

d’une lignée est égale a t. Alors le nombre de mutations total K sur cette lignée,

est de loi de Poisson de parametre %. Ainsi, on a

ot
EK] = 2.
Il s’ensuit que
1 n—1 n 1 n—1 n
E[Tl’} = El:n Z kz]:| I\ Z E[klj]
(2) i=1 j=1+1 (2) i=1 j=1+1
n—1 n
= =Y 3 gEpTy
(2 o1 o1 2
0 n—1 n
= In\ Z E[TZJ] =0,

puisque le temps jusqu’a a un événement de coalescence dans un échantillon de

taille 2 suit une loi exponentielle de parameétre 1.
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A.2. MESURE DE LIAISON EN TERMES DE COVARIANCES DE TEMPS
DE COALESCENCE

Pour deux loci (A) et (B), avec les alleles A, a, et B,b, respectivement, on

considere la mesure du ratio des espérances (équation (1.2.1) dans Ohta & Kimura

1971) donnée par

E [Dﬂ
E[pap.psps)’

o
ou D = pap —papp. Dans un contexte généalogique on consideére cette mesure de
liaison dans le cas ou les deux loci sont polymorphes et que chaque polymorphisme
est le résultat d’une seule mutation [single-nucleotide polymorphisms (SNP’s)].
Lorsqu’il n’y a que deux alléles aux deux loci, D? est indépendant de la définition
des alleles. Ici on suppose que le taux de mutation a chaque locus g est petit et que
les alleles mutants (plus récents) sont A et B aux loci (A) et (B), respectivement.

On prend un grand échantillon de n séquences choisies au hasard dans lequel
tous les alleles sont représentés et on définit la variable 60) qui prend la valeur 1
si 'allele Y est au locus (V') de la séquence z, et qui prend la valeur 0 si lalléle y
est au locus (V) de la séquence x étant donné que le locus (V') se présente sous

la forme d’un de deux alleles Y ou y. En particulier

k
5 1 silallele A est au locus (A) de la séquence i T,

0 sinon,

s® _ J1 silallele B est au locus (B) de la séquence k Bi,

0 sinon.

Ainsi, on a

Aiai
5(A)(1_ 5(A)) 1 siles deux séquences ¢ et j dans cet ordre sont de types ,
i b

0 sinon.
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Pour le dénominateur de I’équation (1.2.1), on a

Elpapopar] = E(E(5(1 - o) (1 - o)

pAapB)a (A21)

ou i, j, k, [ désignent quatre séquences distinctes.

® : Evénement de mutation au locus (A)

o : Evénement de mutation au locus (B) Tz(JA) J A T]ng) J A
R
Bo b

i A g k # 1
FiGURE A.l1. Evénements de mutation qui définissent 1’espérance

conditionnelle (A.2.1).

On peut exprimer l'espérance conditionnelle (A.2.1) par la probabilité qu’au
moins une mutation se produise sur la branche ancestrale au locus (A) de la
séquence 7 et non ancestrale au locus (A) de la séquence j et qu’au moins une
mutation se produise sur la branche ancestrale au locus (B) de la séquence k et
non ancestrale au locus (B) de la séquence [ (voir la figure A.1), divisée par la
probabilité qu’au moins une mutation se produise a chacun des loci (A) et (B)
dans la généalogie de 1’échantillon. Alors on a

E[1 - o477

E[pApapob] = E[l . eg(‘r(AMr(B))} )

ot 7 et 7(B) désignent les longueurs totales de toutes les branches ancestrales
a I’échantillon aux loci (A) et (B), respectivement. En faisant tendre 6 vers 0, on
a

E[TT
E[r(0r(B)]

E[¢]* + Cov {Ti(A)T,ng)}

E[papapsps)

Y

J

EhMqu

, (A.2.2)

ou t représente un temps de coalescence de deux branches a un locus. De facon

analogue pour le numérateur de I’équation (1.2.1), on a

E[D?| = E[pis| - 2E|paspaps| + E[pAp}), (A.2.3)
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ou les trois derniers termes sont respectivement, la probabilité que les séquences ¢
et j soient identiques au locus (A) et au locus (B), la probabilité que les séquences
i et j soient identiques au locus (A) et les séquences i et k au locus (B), et la
probabilité que les séquences i et j soient identiques au locus (A) et les séquences
k et [ au locus (B).

On définit

i
sAB) _ )1 sila séquence i est de type B

Y

0 sinon.

Alors on a,

o] = B(E(5)

J

pAB). (A.2.4)

On peut exprimer l'espérance conditionnelle (A.2.4) par la probabilité qu’au
moins une mutation se produise sur la branche ancestrale au locus (A) des sé-
quences 7 et j et qu’au moins une mutation se produise sur la branche ancestrale
au locus (B) des séquences i et j (voir la figure A.2), divisée par la probabi-
lité qu’au moins une mutation se produise a chacun des loci (A) et (B) dans la

généalogie de I’échantillon. On a

E[1 — o505+ 17)]
E[piB] = T (A BN ]
]E{l — ez (M7 )]
ou IZ-(J-A) est la longueur de la branche a partir du MRCA des séquences i et j au

locus (A) jusqu’au MRCA de tout I’échantillon au locus (A) (voir la figure A.2),

). En faisant tendre 0 vers 0, on trouve

B[ 1]

et de facon analogue pour [Z-(JB

)

En faisant

ol Ti(JA) est le temps jusqu’a la coalescence des séquences i et j au locus (A) et

T est le temps total jusqu'au MRCA de tout 1’échantillon au locus (A) et de



A-v

fagon analogue IZ-(]B) =T®B — 7}(]5), on trouve

B[ - 1)@ - 73]
E [T<A>T<B>}

Elphs| = (A.2.5)

De fagon analogue pour la seconde probabilité du numérateur (A.2.3), on a

]E[pABpApB} _E <E( 5Z(AB) (5](A) 5](63))

pAB>pA7pB)- (A.2.6)

On peut exprimer l'espérance conditionnelle (A.2.6) par la probabilité qu’au
moins une mutation se produise sur la branche ancestrale au locus (A) des sé-
quences 7 et j et qu’au moins une mutation se produise sur la branche ancestrale
au locus (B) des séquences i et k, divisée par la probabilité que ’échantillon
contienne les deux mutants. On a

1515

E [pABpApB] = W,

E i« .
= . (A.Q.?)

Finalement pour la troisiéme probabilité du numérateur (A.2.3), on a

E|piry| = E(E(5§A>5§A>5,§B>553)) pA,pB>, (A.2.8)

E[(T - T - 1)

— - [:(A)T(B)} , (A.2.9)

car I'espérance conditionnelle (A.2.8) peut étre exprimée par la probabilité qu’au
moins une mutation se produise sur la branche ancestrale au locus (A) des sé-
quences 7 et j et qu’au moins une mutation se produise sur la branche ancestrale
au locus (B) des séquences k et [, divisée par la probabilité que ’échantillon
contienne les deux mutants.

Ainsi en remplacant les expressions (A.2.5), (A.2.7), et (A.2.9) dans le numé-
rateur (A.2.3), on a pour E[Dz} I’expression

Cov [T.(A) T(B)} — 2Cov {T(A),TZ-(,CB)} + Cov [T-(A) TIEIB)]

YR Y ] i g
E[AA)T(B)}

Y
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FIGURE A.2. Les statistiques de la généalogie au locus (A) de deux
séquences 7 et j prises dans un échantillon.

Source: McVean 2002.

ou
A) (B A 5
Coo[TS", TP] = E[@W - 1)1 — 11|
COU{T;(JA),E%B)} — E{(T(A) ESA))(T(B)_E(kB))}
(

v

Coo[TV, )] = E[(TW - T5")(T® - T)].

On rappelle d’autre part U'expression (A.2.2), c’est-a-dire

E[t]* + Cov {E(JA)T,&B)}

E [T(A)T(B)}

E[pap.psps)

Mecvean (2002) a ainsi pu exprimer I’équation (1.2.1) en termes de covariances
des temps de coalescence aux deux loci pour différentes configurations de chro-
mosomes :

Cijij — 2C + Cijpl
E[t]? 4+ Cijm

ot =

ot Cyj i est la covariance entre le temps de coalescence, au locus (A), entre deux
séquences échantillonnées ¢ et j et le temps de coalescence au locus (B) entre
deux séquences échantillonnées k et [ (voir les covariances des états 1,2, et 3 de
la section (2.2.1)). Ici E[t] est I'espérance du temps de coalescence d’une paire &

un locus. Sous le coalescent standard, E[t] = 1. Ces covariances sous le coalescent
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standard sont dérivées en résolvant un systéme d’équations linéaires (Griffiths

1981 ; voir aussi Pluzhnikov et Donnelly 1996).

A.3. PROCESSUS DE DIFFUSION

L’approximation par un processus de diffusion est une solution pour étudier les
effets de la dérive génétique ainsi que d’autres facteurs d’évolution sur les change-
ments de la composition d’une population dans le sens conventionnel d’écoulement
du temps.

Soit un processus stochastique a n composantes a temps continu {Xy, ¢t > 0},
ou X; = <Xt(1), . ,Xt(n)> pour t > 0. On définit A,X,, I'incrément dans le

processus de l'instant ¢ a 'instant ¢t + h, ¢’est-a-dire :
ApX; = Xipp — Xy

Définition A.3.1. Un processus markovien da temps continu { Xy, t > 0} est dit

un processus de diffusion s’il vérifie les conditions suivantes :

E {AhXt(i)

X, = :l:} = a;(x)h + o(h) pouri=1,...,n, (A.3.1)

E[AhXt(i)AhXt(j)‘Xt _ a,-} — b (@h+o(h) pouri,j=1,....n, (A.3.2)

E[(AhXt(z’)) X(t) = } — o(h) pourr >3, (A.3.3)
ot a; et b;; sont des fonctions continues de x, pour i,j = 1,...,n. Dans ce cas
on appelle {a;, i =1,...,n} les moyennes infinitésimales et {b; ;, i,j =1,...,n}

les covariances infinitésimales du processus { X, t > 0}.
Soit g une fonction bornée assez réguliere, en fait g € C*(R"). Un développe-

ment de Taylor donne

9%) = gXa)+ 2 (X0) — Xu(0) T

(Xo)

5 (X4() = Xoli)) (X (7) = ¥o(1) 0%

N[ —

+ O(]AhXo(i) AnXo(j) AhXO(k)]).
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En prenant I'espérance conditionnelle par rapport a Xy = x, ensuite en divisant

par h et en faisant tendre h vers 0, on a

o E[ A Xo(0)|Xo = x
o [9Xn) —9(XKo) | ] [ o }dg
e h XO_X] = | 2 h dzs ™)
- E[AhXo(i)-AhXo(j)‘XO:x] 24
* zi; h dd; )

+

o(xﬁz{mhxou) AnXo(j) - AhXo(k)|’X0 — x])
. .
L’opérateur L donné par I’équation précédente est appelé le générateur infi-

nitésimal du processus {X;,¢ > 0}. On a donc,

Lo() = - E[a(X)

En se basant sur les conditions de la définition (A.3.1), {X;,¢ > 0} est un pro-

XOZX]

h=0

cessus de diffusion de moyennes infinitésimales a; et de variances infinitésimales

b@j, si
n dg 1 2 d2g
L = ; - b i(x)——(x), A3.4
(96 = o) 0) 5 32 o) g 9 (A3
ol
E{Xh(i) — X ()Xo = x}
a;(x) = }llir% : ,pouri=1,...,n,
E{AhXo(i) - AhXO(j)‘XO - x]
bij(x) = lim ,pouri,j=1,...,n.

h—0 h



