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RESUME

Ce mémoire se présente comme étant une poursuite de 1’étude de la superintégrabilité
classique et quantique dans un espace euclidien en deux dimensions avec une intégrale
d’ordre trois. La classification de tous les Hamiltoniens séparables en coordonnées carté-
siennes qui admettent une constante du mouvement d’ordre trois en les impulsions ayant
déja été complétée, nous proposons une poursuite de ces recherches dans le cas ou le
systéme se sépare en coordonnées polaires. Premiérement, nous dérivons les équations
qui déterminent complétement le potentiel en ces coordonnées et tentons ensuite de les
solutionner selon les différentes simplifications que nous pouvons accomplir sur I’inté-
grale par ’action du groupe eulidien E(2). Finalement, nous présentons les équations
qui caractérisent enticrement 1’intégrabilité euclidienne cubique en coordonnées parabo-

liques.

Mots-clés : intégrabilité, superintégrabilité, symétries, commutation, Hamiltonien, sé-

paration de variables, transformations euclidiennes.



ABSTRACT

This thesis is a contribution to the study of classical and quantum superintegrabi-
lity in a two-dimensional Euclidean space involving a third order integral of motion.
A classification of Hamiltonian systems separable in cartesian coordinates that allow a
third order invariant in the momenta has already been performed. We propose an ex-
tension of this work and investigate Hamiltonians that admit separation of variables in
polar coordinates and allow the existence of a third order constant of motion. We deter-
mine the equations that characterize the potential in these coordinates and then attempt
to solve them while simplifying the integral through the action of Euclidean group E(2).
Futhermore, the equations which describe the classical and quantum cubic Euclidean in-

tegrability are established in parabolic coordinates.

Keywords : integrability, superintegrability, symmetries, commutation, Hamiltonian, se-

paration of variables, euclidean transformations.
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INTRODUCTION

L’étude des systemes intégrables est depuis longtemps une branche trés importante
de la physique-mathématique. D’un point de vue physique, I’essence méme de ces consi-
dérations repose justement dans la recherche de quantités conservées pour des systemes
mécaniques. En fait, les propriétés géométriques et dynamiques d’un probléme physique
quelconque trouvent directement leur signification dans le formalisme mathématique de
leur contexte respectif.

En mécanique classique, la caractérisation des systémes intégrables hamiltoniens
nous est fournie par le théoréme de Liouville. Celui-ci s’est sensiblement établi comme
étant un des premiers résultats mathématiques importants de la mécanique analytique
telle qu’on la connait de nos jours. Par la suite, nombre de grands mathématiciens et
physiciens se sont impliqués dans I’élaboration d’un formalisme satisfaisant qui permet-
tait d’établir les fondements de la mécanique classique et 1'apparition de la théorie du
chaos. Ainsi, en proposant une généralisation du théoréme de Liouville, on définissait le
comportement spécialement intéressant des systémes intégrables. Bref, tous ces travaux
n’ont fait qu’accroitre la nécessité d’une étude détaillée de I’intégrabilité des systémes
mécaniques. Cette derniére est motivée par le fait que ceux-ci sont d’une rareté substan-
tielle en physique et en mathématique et qu’une telle recherche peut étre profitable dans
I’étude des systémes chaotiques ou non-intégrables.

Avec I’avénement et le développement de la mécanique quantique dans les années
1920, il s’ensuivit qu’une tdche semblable devait Etre accomplie selon ce nouveau contexte.
En ce qui concerne I’étude des systémes intégrables, la transition semblait vouloir s’im-
poser naturellement. Le passage du formalisme mathématique de la mécanique classique
a celui de la mécanique quantique a ainsi permis de poser la définition de I’intégrabilité
quantique en terme d’opérateurs et de relations de commutation.

Toutefois, il n’existe toujours pas d’équivalent quantique du fameux théoréme de

Liouville, les notions d’indépendance entre les intégrales du mouvement quantiques res-



tent contestées et contestables!'® 1), I’élaboration d’une théorie des systémes chaotiques
quantiques reste toujours incompléte!*] et d’autres aspects de la version de I’intégrabilité
quantique demeurent conjecturés.

Malgré tout, plusieurs recherches et classifications des sytemes intégrables classiques
et quantiques ont été complétées a ce jour. De I’approche hamiltonienne, on recherche
les systémes qui admettent, majoritairement, des intégrales du mouvement polynomiales
en les quantités de mouvement. De cette facon, une classification de tous les systemes
intégrables classiques et quantiques possédant une intégrale d’ordre deux en les impul-

sions fut complétée dans un espace euclidien de dimension deux et troist!3-3246]

.Onapu
répertorier les cas dans lequels il était possible d’intégrer un syst¢éme hamiltonien avec
deux et trois degrés de liberté. Il advient que I’existence d’une intégrale d’ordre deux en
les impulsions entraine la séparation des variables dans 1’équation d’Hamilton-Jacobi en
mécanique classique et respectivement 1’équation de Schrodinger en mécanique quan-
tique dans un des systémes de coordonnées suivants : cartésiens, polaires, paraboliques
et elliptiques.

Par la suite, des travaux semblables ont permis de dénombrer les sytemes hamilto-
niens qui admettent plus de quantités conservées que de degrés de liberté. Aucune dif-
férence ne fut constatée entre les cas classique et quantique. Ainsi furent, d’une certaine
facon, établies les bases de la théorie des sytemes dit "superintégrables” (plus qu’inté-
grables). Par la suite, plusieurs études s’en sont suivies concernant ce type de systémes
dans différentes situations!!!-22-27.30.31.37-39,44]

Cependant dans les années 80-90, Hietarinta démontrait que I’existence d’une inté-
grale d’ordre trois ou quatre, dans un espace euclidien a deux dimensions, en mécanique
quantique, faisait apparaitre des différences importantes entre I’intégrabilité quantique et

classiquel!’-1%!

: 1a correspondance entre 1’intégrabilité classique et quantique n’est tout
simplement pas bijective.
En fait, plus récemment, les classifications des hamiltoniens a deux degrés de liberté

dans un espace euclidien a deux dimensions qui posseédent une constante du mouvement



d’ordre trois en plus d’admettre, en premier lieu, une intégrale d’ordre un ¥l et par la
suite la séparabilité du hamiltonien en coordonnées cartésiennes furent complétées!!>).
Ces travaux ont permis de confirmer les résultats mis a jour par Hietarinta. En plus, il
s’est avéré que toutes les équations différentielles qui déterminaient le potentiel, pos-
sédaient la propriété de Painlevé et dans quelques cas, le potentiel présentait une partie
purement quantique sous forme de transcendants de Painlevé ou de fonctions elliptiques.
De cette facon, I’étude des sytemes superintégrables se veut d’un intérét considérable di
a la possibilité de mettre en évidence un lien direct entre les équations régissant 1’inté-
grabilité d’un systéme mécanique, la propriété de Painlevé et d’autres particularités de
la théories des équations différentielles non-linéaires.

Ainsi, ce mémoire se veut une continuité des travaux entamés dans ['*!3) pour le cas
ou le hamiltonien est séparable en coordonnées polaires.

Tout d’abord, dans le chapitre 1, nous introduisons les éléments théoriques et dé-
finitions de base de I'intégrabilité et superintégrabilité classique et quantique. Dans le
chapitre 2, nous présentons les résultats ayant été établis dans le passé concernant I’exis-
tence d’une intégrale d’ordre un, deux et trois dans un espace euclidien a deux dimen-
sions. Puis, dans le chapitre 3, nous établissons les conditons qui déterminent compleé-
tement un invariant d’ordre trois en coordonnées polaires en plus des différentes réduc-
tions admissibles sur ce type d’invariant. Le quatrieme chapitre est entierement consacré
aux démarches et résultats obtenus dans le cas ou le hamiltonien admet la séparation
de variables en coordonnées polaires. Finalement, dans le chapitre 5, nous proposons le
systeéme d’équations a satisfaire dans 1’étude de I’intégrabilité cubique en coordonnées

paraboliques en plus de commenter brievement le contexte elliptique.



CHAPITRE 1
DEFINITIONS ET THEORIE

Ce chapitre est consacré a la présentation des éléments et fondements théoriques des
systémes intégrables et superintégrables en mécanique classique et quantique de facon
compleétement générale pour un systeme a n degrés de liberté. Il est a noter ici et tout au
long de ce mémoire, que 1’approche mathématique adoptée sera en terme du formalisme

hamiltonien dans un espace euclidien.

1.1 Mécanique classique

Nous allons d’abord présenter les éléments théoriques nécessaires a la présentation

du contexte de I’intégrabilité classique.

1.1.1 Théorie

Considérons ici un Hamiltonien a n degrés de liberté de la forme suivante :

n p%
H(q,p)= ) — +V(g), (1.1.1)
kZ:; 2m

pour q = (41,42, ---»qn), P = (P1, P2, --., Pu) €t V(q) le potentiel du systeme. Dans ce cas,
le hamiltonien est associé a un systéme conservatif, car celui-ci ne dépend pas explicite-
ment du temps. Ainsi, I’énergie du systeme, étant représentée par H, est conservée.

Les équations du mouvement associées a ce systeme sont les équations de Hamilton :

6H . OH _

3_,0,- = gj, 3—61, =—pi (1.1.2)

Les solutions de ces équations sont représentées dans un espace de phases, engendré

par les coordonnées q = (g1, 42, --., gn) €t impulsions p = (py, p2, ..., p») généralisées, a



2n dimensions.
Une quantité physique est dite conservée, si elle reste constante selon une variation

du temps. Par exemple, nous avons que (1.1.1) est conservé, donc,

dH
— =0 1.1.3
e (1.1.3)

Nous nommons ce type de quantité intégrale ou constante du mouvement selon les
habitudes linguistiques de la physique.

De plus, définissons pour deux fonctions différentiables f(q, p. ) et g(q,p.?) :

N 0f g Of g
L-8)en = ; 0q;dp; 0Op;dq; (1.14)

comme étant le crochet de Poisson. Ainsi, nous pouvons réexprimer la dérivée par rap-
port au temps d’une fonction f(q, p, ) en termes de (1.1.1) et de (1.1.4) :
df of

E:[f,H]C,,+E {1.1.5)

Directement, nous remarquons que pour f = H,

dH 0H OH
— = [HHlp+ — = —
dt L, Hlep o o
Et dans le cas de (1.1.1), % = 0 ce qui justifie le fait que H, 1’énergie du systéme,

est une intégrale du mouvement. Fait intéressant a remarquer :

[gi, Pilcp = 6ij

Finalement, en guise de dernier rappel en ce qui a trait a la théorie classique, nous al-
lons brievement énoncer le concept de transformation canonique. En ce qui nous concerne,
le fait important a rappeler concernant ce type de transformations est qu’en considérant

un changement de coordonnées inversible dans 1’espace de phases :



(q.p) » (Q.P)

avec,

[gi, Pilcp =[O, Pjlep = 6ij

Les équations du mouvement (1.1.2) demeurent valides dans les nouvelles variables

(Q,P) tel que :

0K . 0K .
S = i . = F
OP; ¢ 00;

avec le Hamiltonien : K(Q, P) = H(q, p).
1.1.2 Intégrabilité et superintégrabilité

Nous allons maintenant définir la notion d’intégrabilité en mécanique classique.

Definition 1.1.2.1. Un systeme représenté par un Hamiltonien de la forme (1.1.1) est dit
intégrable (ou Liouville-intégrable), s’il existe n fonctions bien définies X,(q,p), incluant

H, dans l’espace de phases M :

dx; _
i (Xi,H), =0 (1.1.6)
[Xi, Xlep =0 (1.1.7)
Xy, e X)

ran =n (1.1.8)
ga(‘h, seey q", DPi1seees pn)

(1.1.6) nous affirme que X(q, p) est bel et bien une intégrale du mouvement, (1.1.7)
nous indique que toutes les intégrales sont en involution et (1.1.8) fait intervenir le

théoreme des fonctions implicites en imposant I’indépendance fonctionnelle entre les

Xi(q,p).



Comme nous avons mentionné dans 1’ Introduction, ces systémes possédent des pro-
priétés trés intéressantes. En fait, le caractére dynamique imposé par 1’intégrabilité d’un
systeme se détaille dans les énoncés du théoréme de Liouville et des résultats qui en

découlent [1:2:36],

Théoreme (Liouville). Soir Xy, ..., X,, n fonctions bien définies qui respectent (1.1.6) a

(1.1.8)¥i, j = 1,...,n dans un espace de phase M a 2n dimensions . Alors :

1. M, = {(q,p) € M : X; = c;} est une variété invariante sous le flot induit par le

Hamiltonien H = X, ;
2. les équations (1.1.2) peuvent étre solutionnées par quadrature ;

3. Si M, est compacte et connexe, alors celle-ci est difféeomorphe a un tore de dimen-

sion n.

Ainsi, comme nous pouvons le constater, le précédent théoreme exhibe les consé-
quences physiques de I’'intégrabilité d’un syst¢éme hamiltonien. Les systémes intégrables
possedent des comportements trés réguliers souvent caractérisés par une périodicité
quasi-parfaite. De plus, les trajectoires de ces systemes ne s’étalent pas complétement
dans tout I’espace de configuration, contrairement a celles des systémes chaotiques, mais
ne sont confinées qu’a une partie de celui-ci.

Comme nous 1’avons mentionné plus tot, I’étude de ces systémes s’avere d’une per-
tinence considérable 2 la caractérisation de la dynamique des systémes chaotiques. Etant
une propriété rare, I’intégrabilité propose de fortes restrictions et contraintes a la phy-
sique de tels systémes ; de petites perturbations faites sur un systeme intégrable risquent
fort probablement de lui faire perdre cette propriété. Il s’avere qu’en physique, la théorie
des perturbations nous aide essentiellement a mieux interpréter le sens physique d’un
probléme considéré : en perturbant un systéme physique, on modifie le comportement
de celui-ci et la perspective de modéliser un sens physique plus réel s’avére plus abor-

dable. De cette facon, 1’étude de I’intégrabilité physique se justifie par sa rareté et par la



perspective qu’elle peut proposer dans 1’interprétation des principales différences inter-
venant entre I’intégrabilité et le chaos et dans la définition de la frontiére qui sépare ces
deux contextes.

Régulierement, il advient dans 1’étude de I’intégrabilité, que I’on détecte des sys-
témes qui possédent plus d’intégrales du mouvement que de degrés de liberté. Ces sys-
temes sont forcément soumis a des contraintes encore plus strictes et présentent des
comportements encore plus réguliers que ceux définis un peu plus haut.

On définit cette particularité :

Definition 1.1.2.2. Un systéme représenté par un Hamiltonien de la forme (1.1.1) est dit

superintégrable , s’il est intégrable et s’il posséde en plus k autres intégrales Yi(q,p) :

dy;
E:[Yi‘H]CPZO (]19)

(70, CTTD. ¢9 ST €3

rang
6((]]7 cees Qs P1s eees Pn)

:n+k (1110)

On dit qu’un systéme est maximalement superintégrable si k = n + 1 et minimalement

superintégrable si k = 1.

Nous constatons que nous ne pourrions pas avoir plus de 2n-1 intégrales du mou-
vement indépendantes bien définies dans un espace de phases & 2n dimensions. Par le
théoreme des fonctions implicites, il en résulterait que chacune des 2n coordonnées cano-
niques (g, ---, gn, P1, ---» Pn) S€raient exprimables localement en termes des 2n constantes
du mouvement. En conséquence, 1’espace de phase serait confiné a un ensemble de
points fixes.

Les systemes superintégrables ont des propriétés encore plus rares que les systémes
intégrables. Dans 1’espace des phases associé a un systéme maximalement superin-
tégrable, la présence de I’ensemble des Y;, contraint les trajectoires a étre complete-
ment déterminées et périodiques. Par exemple, mentionnons que 1’oscillateur harmo-

nique V(r) = wr? et le potentiel de Coulomb V(r) = < sont les systemes maximalement



superintégrables les plus connus en n dimensions. De plus, mentionnons afin de mieux
préciser le caractére de ces deux systeémes, qu’il a été démontré[® que ces potentiels sont
les seuls potentiels a symétrie sphérique pour lesquels toutes les trajectoires finies sont

fermées.

1.2 Mécanique quantique

Nous allons maintenant présenter les principaux aspects théoriques quantiques qui
vont nous permettre par la suite d’adapter les concepts d’intégrabilité et de superintégra-
bilit€ a la mécanique quantique. Il est a remarquer qu’il n’existe pas de résultats com-
parable au théoréme de Liouville en mécanique quantique qui caractérise les systémes
intégrables et superintégrables. Il s’en suit par contre qu’il existe beaucoup de conjec-
tures qui ont été proposées. Les différents calculs ayant été complétés en mécanique
quantique postulent par eux-mémes des propriétés particulierement rares et intéressantes
que semblent posséder ces systemes, mais aucun résultat théorique n’a ét€ démontré de

facon générale.

1.2.1 Transition classique/quantique : observable et opérateur

Un des principaux postulats de la théorie quantique stipule que toute quantité phy-
sique (observable) est représentée par un opérateur de fagon qu’une mesure expérimen-
tale de cet opérateur est donnée par une des valeurs propres associées 2 celui-ci.?5). Pour

chaque observable A, nous avons une équation aux valeurs propres :

AY) = a|¥)

ol1 a représente les valeurs propres et [¥) les fonctions ou vecteurs propres de A.

Ainsi, en mécanique quantique, on associe a la position I’opérateur :
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a I’impulsion :

p— p = —inv,

a la composante en z du moment angulaire :

L L = —if(yd, — xdy)

et a I’énergie, I’opérateur Hamiltonien :

L.y
Hol=2 1vq (1.2.1)
2m

On remarque que chacun des opérateurs, présentés ci-dessus, ont la particularité
d’étre hermitiens (X = X*). La principale caractéristique de ces opérateurs, qui est d’un
intérét fondamental en physique, est que I’hermiticité entraine que les valeurs propres
associées a I’opérateur considéré sont réelles.

L’équation aux valeurs propres associée a H est
a2

HY) = (2_p;77 + V(Q))I‘P) ~ (— g;Vz + V(Q))I‘I’) = E|Y) (1.2.2)

pour [¥) = |¥(q)) avec q = (qi,...,q,). La dynamique de tout systeme physique
non-relativiste et stationnaire est décrite par la derniére équation qui est connue sous le
nom de I’équation de Schrédinger indépendante du temps. Dans ce contexte, la fonction
propre |'¥) ne dépend pas explicitement du temps. En fait, le développement temporel de

|'¥') se représente par

" f,2 hZ 5 ) a
HY) = om + V@ ¥) = - —V*+ V(@) ||¥) = ih—|¥) (1.2.3)
m m ot

Dans la limite classique, (1.2.3) se réduit a I’équation dite d’Hamilton-Jacobi qui
découle du formalisme hamiltonien présenté dans la premiére section.

La caractérisation des quantités physiques quantiques en terme d’opérateurs hermi-
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tiens met en évidence d’importantes différences entre les contextes classique et quan-
tique, soit le fait que les observables ne commutent plus nécessairement entre elles.
L’interprétation de la théorie quantique repose, en bonne partie, sur les relations de com-
mutation entre les opérateurs considérés.

Une quantité conservée X est maintenant définie comme étant un opérateur qui com-

mute avec I’opérateur Hamiltonien :
A,X]=AX-XA=0

Cette propriété de la commutation entre deux opérateurs provient d’un résultat d’al-
gebre linéaire qui est d’une importance capitale en mécanique quantique : Soient AerB
deux opérateurs hermitiens qui commutent. Ceux-ci possédent le méme ensemble de vec-
teurs ou de fonctions propres. En fait, ’importance physique de cette propriété est que
pour deux quantités physiques représentées par deux opérateurs hermitiens qui com-
mutent, celles-ci peuvent &tre définies simultanément selon le méme ensemble de fonc-
tions propres.

Bref, 1a correspondance entre le crochet de Poisson et le commutateur est :

[,]c,,r—»%[,no(h)

Ainsi, en négligeant les termes d’ordres supérieurs a 1 de 7, étant donné sa valeur

numérique, on obtient :

e
lgi, pj]cp = 6ij = —[q;, pj]
7]

De cette facon, les relations entre les variables canoniques sont préservées par le

passage du contexte classique au contexte quantique.



1.2.2 Intégrabilité et Superintégrabilité

Nous sommes maintenant en mesure de définir les versions d’intégrabilité et de su-
perintégrabilité quantique. En fait, celles-ci sont semblables a celles du cas classique en
considérant qu’un systeme dynamique quantique est décrit par 1’équation (1.2.2), que le
crochet de Poisson devient le commutateur et les intégrales ne sont plus des fonctions
bien définies dans un espace de phase a 2n dimensions, mais des opérateurs hermitiens
agissant sur un espace de fonctions, qui commutent avec un Hamiltonien de la forme
(1.2.1).

Comme en mécanique classique, les systemes qui possédent une de ces propriétés
s’aveérent d’un intérét particulierement considérable. De fait, les systémes superinté-
grables connus en mécanique quantique sont exactement solubles : leur spectre d’énergie
est dégénéré et peut étre obtenu de fagon algébrique!*®431,

Par contre, il est a noter que la notion d’indépendance entre les intégrales n’est pas
aussi bien définie que dans le cas classique, ou il fallait seulement s’assurer que I’ex-
pression (1.1.8) soit vérifiée. En raisonnant par analogie avec la mécanique classique,
le seul fait de demander I’indépendance fonctionnelle entre chacune des intégrales du
mouvement n’est pas aussi satisfaisant dans le cas quantique. En fait de facon générale,
pour des opérateurs pas nécessairement différentiels, I’indépendance fonctionnelle et les
propriétés de commutation entre eux sont deux notions qui ne s’impliquent pas 1’une de
’autre!'”) !, De plus, les problémes provenant de la notion d’indépendance entre des opé-
rateurs qui commutent ont été longuement discutés par plusieurs auteurs!'®171%45_ Dans
ce mémoire, pour deux opérateurs différentiels qui commutent, nous nous assurerons

qu’il n’existe pas de relation algébrique qui les relie I’un a I’autre.

'Dans la référence 19, I'auteur cite un théoréme, ayant été démontré par von Neumann, justifiant
I’affirmation que nous venons de faire.
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CHAPITRE 2
INTEGRABILITE AVEC CONSTANTE DU MOUVEMENT POLYNOMIALES

La classification des systemes intégrables s’établit majoritairement par la recherche
des sytémes classiques et quantiques qui possedent des constantes du mouvement qui

sont dites polynomiales en les impulsions :

X = ) (Py(x.y), pip]) 2.0.1)

i,j=0

pour un Hamiltonien classique de la forme (1.1.1) ou quantique de la forme (1.2.1)
dans un espace euclidien bidimensionnel. La justification de cette quéte spécifique pour
la forme de I’intégrale du mouvement s’explique par le fait que c’est le type d’inté-
grales le plus répandu et rencontré en physique. La possibilité de rechercher des sys-
temes intégrables qui possédent des constantes du mouvement non-polynomiales de-
meure faisable®®®), mais la perspective d’un résultat non-trivial s’avére beaucoup moins
probable que dans le cas d’une recherche d’intégrales polynomiales.

Ici, {A,B} = AB + BA est un anticommutateur . Cette opération nous permet de
séparer les termes d’ordre pair et impair lors de la commutation entre le Hamiltonien et
I’intégrale du mouvement et nous assure que celle-ci posséde la propriété d’ hermiticité.

Dans ce qui suit, en premier lieu, nous allons expliquer comment nous pouvons sim-
plifier (2.0.1) apreés I’avoir commuté avec le Hamiltonien. Ensuite, nous allons exposer
brievement les résultats concernant la classification des systemes possédant des inté-

grales polynomiales d’ordre un, deux et trois pour un Hamiltonien de la forme :

pi+pl

2

H = + Vix,y) (2.0.2)

La section concernant les intégrales d’ordre trois se présente comme €tant un point

de départ au contexte principal de ce mémoire.
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2.1 Simplification d’une intégrale polynomiale

Une quantité physique de la forme (2.0.1), aprés commutation avec un Hamiltonien
de la forme (2.0.2) classique ou quantique, s’explicite, comme nous allons le voir, en
terme de polyndmes de L3 = xp, — ypx, Px €t p,. Dans le cas d’un Hamiltonien inté-
grable admettant une constante du mouvement polynomiale, nous pouvons utiliser les

transformations :

X xcosa + ysina + a, y —xsina +ycosa +b 2.1.1)

afin de simplifer I’'intégrale. Ces transformations n’affectent en aucun cas I’intégra-
bilité du Hamiltonien. La raison est qu’en agissant sur I’intégrale avec (2.1.1), on trans-
forme de la méme facon le Hamiltonien de sorte qu’il maintienne toujours une forme
(2.0.2). Les relations de commutation sont par le fait méme préservées.

Comme nous allons voir, sous certaines conditions, les transformations (2.1.1) sim-
plifient beaucoup I’allure des intégrales en faisant disparaitre les termes redondants. De
plus, il serait raisonnable de penser a utiliser le Hamiltonien afin de simplifier I’inté-
grale, considérant que celle-ci commute avec H et que H lui-méme est une constante du
mouvement. Par contre, dans le présent mémoire, nous ne considérerons pas ce type de
simplifications, car ceci créerait une dépendance de I’intégrale par rapport a I’énergie.
D’un point de vue quantique, ce fait nous pose un probléme, considérant que nous dési-
rons obtenir des constantes du mouvement qui posseédent la méme forme pour tous les

niveaux d’énergie.

2.2 Intégrale d’ordre un

Une intégrale polynomiale d’ordre un, pour n = 1 dans (2.0.1), qui commute avec

(2.0.2) doit satisfaire :
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X =als + bpy + cp, 2.2.1)

avec une équation de compatibilité pour le potentiel V(x,y) :

(aydx — x0y) + b, + cd,)V = 0 (2.22)

Nous pouvons simplifier (2.2.2) a I’aide des transformations (2.1.1) et obtenir que

les seuls potentiels a admettre une intégrale de la forme (2.2.1) :

V(r) avec X =15
Vix,y) =
V(x) avec X = p,

pour a # 0, dans le premier cas et a = 0 et b* + ¢* # 0 dans le deuxiéme. Ces résultats
coincident dans les cas classiques et quantiques et n’ont rien de vraiment exceptionnel
mis a part qu’ils confirment des résultats déja connus : I’existence d’une intégrale poly-

nomiale d’ordre un est due a la présence de symétries géométriques dans le systeme.

2.3 Intégrale d’ordre deux

Un Hamiltonien (2.0.2) qui admet une intégrale d’ordre deux a la particularité d’ad-
mettre la séparabilité du potentiel dans un des quatre systémes de coordonnées suivant :
cartésiens, polaires, paraboliques et elliptiques. La commutation de I’intégrale et du Ha-

miltonien , réduit (2.0.1), pourn =2, a:

X = aL} + b{Ls, px} + c|Ls, py} + d(p% — p2) + 2ep.py + $(x,) (2.3.1)
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pour un potentiel V(x, y) qui satisfait :

(—axy —bx +cy +e)(Vir — Vyy)

+ (a(x* = y*) = 2by — 2cx — 2d)V,, — 3(ay + b)V, + 3(ax - )V, =0 (2.3.2)
) Y

Ainsi, en agissant avec (2.1.1) sur (2.3.1) et (2.3.2), on obtient les 4 possibilités suivantes

d’intégrabilité quadratique :

L Xe=—5(p2=pD) + f) - g0),  V(xy) = f(x) +g0)

2. Xpo=L2+256), V(r,0)=R(r)+32

x=rcosf, y=rsiné

3. Xpa = {Ls3, P2} + W , V(g n) = L&

£+
x=3& =17, y=£n

4. Xpo = Lg + %(pi _ pg) _ lz(cosh'pf(a')-l-cos 20'}:(13)), V(O‘,p) = f(o)+2(p)

cos? o—cosh® p cos? o—cosh® p
x=Icoshpcoso, y=Isinhpsino, />0
Les quatre cas précédents caractérisent les formes de (2.3.1) et du potentiel en co-
ordonnées : 1. cartésiennes, 2. polaires, 3. paraboliques et 4. elliptiques. Une fois de
plus, ces quatres possibilités d’intégrabilité sont identiques dans les cas classiques et

quantiunsm, 32,41.46]

2.4 Intégrale d’ordre trois

Comparativement au cas précédent, I’étude de 1’existence d’une intégrale d’ordre
trois n’est pas aussi détaillée. Les conditions d’existence d’une telle intégrale ont la par-
ticularité, comparativement aux cas précédents, d’étre différentes dans les cas classique

et quantique.
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Les relations de commutation permettent de ramener (2.3.1) a la forme

X= > AL, plpt} + (&1(6), pe + (82(x,3), py) 2.4.1)
i+j+k=3

avec quatre équations déterminantes reliant les fonctions g;(x,y), leur dérivée pre-

micere et les dérivées du potentiel :

hZ
gaiVe+gVy= Z(fl Ve + fZVxxy + f3va + ﬁvy,vy

(2.42)

+ 8A300(xVy = YVi) + (A1 Vi + Aan V)
(81 =3fiVi+ 2V, (24.3)
(82)y = f3Vx + 314V, (24.4)
(g1)y +(g2)x = 202V + 5V)) (2.4.5)
Fi0) = ~Asgy’ + A210y* = A0y + Aoso, (2.4.6)
fo(x,y) = 3A300xy" — 2A210%y + Agn1y” + Ajzox — Ay + Ao, (2.4.7)
f3(x,y) = =3A300x°y + Ag1ox” — 2A201%y + A111x — Ajo2y + Aor2, (2.4.8)
fa(x) = Asgox® + Agg1x* + Ajoax + Agos (2.4.9)

Nous constatons dans la premiere relation (2.4.2) la présence d’un terme purement
quantique. Dans la limite classique (i — 0), I’équation résultante differe de son analogue
quantique. Cette équation met en valeur une premiére différence entre I’intégrabilité
classique et quantique pour une constante du mouvement d’ordre trois, ce qui confirme
les résultats obtenus dans le passél7-19],

Les conditions d’existence d’une intégrale d’ ordre trois furent exposées une premiere

fois récemment !'*'3), De plus, dans ces mémes travaux, il a été démontré que pour une



intégrale polynomiale d’ordre n en les impulsions, en mécaniques classique et quantique,
les termes d’ordre pair et impair doivent commuter indépendemment avec le Hamilto-
nien. De cette fagon, une intégrale d’ordre pair (respectivement impair) est constituée
seulement de termes pairs (respectivement impairs). De plus, dans ces ouvrages, on a
complété la classification des systémes superintégrables qui admettent dans un premier
temps une intégrale de la forme (2.2.1) et dans un deuxi¢me temps une intégrale de la
forme 1. de la section 2.3 en plus d’admettre I’existence d’une intégrale d’ordre trois
de la forme (2.4.1). Ces travaux ont permis de mettre en évidence les différences qui
interviennent entre I’intégrabilité et la superintégrabilité classique et quantique dans le
cas de I’existence d’une intégrale d’ordre supérieur a deux.

I1 est a noter que les versions classiques de (2.4.2) a (2.4.5) furent obtenues de ma-
niere completement indépendante et sous une optique différente, soit celle de la théorie

des invariants classiques en terme de Tenseurs de Killing?®*34,



CHAPITRE 3

19

HAMILTONIENS SEPARABLES EN COORDONNEES POLAIRES AVEC

INTEGRALE D’ORDRE TROIS

Ce chapitre est entierement consacré a la classification des systémes superintégrables

qui admettent une intégrale d’ordre trois (2.4.1) et 1a séparation de variables en coordon-

nées polaires, soit la présence d’une intégrale d’ordre deux de la forme 2. de la section

2.3.

Ici, nous avons que le Hamiltonien quantique se réécrit en coordonnées polaires :

pour :
xX=rcosf, y=rsinf

et:

r=x*+y>2 6 = tan™! (X)
%

une transformation canonique tel que :

H—_—hzc92+lé?+la2 +V(r,0)
T2\ T 2t ’

qui se réduit dans la limite classique :

avec

pr =cosfp, +sinfp, et pg = r(—sinfp, + cosOp,)

(3.0.1)

(3.0.2)
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3.1 Conditions d’existence d’une intégrale d’ordre trois en coordonnées polaires

Afin d’obtenir les équations déterminantes d’une intégrale d’ordre trois pour un Ha-
miltonien de la forme (3.0.1), nous pouvons procéder de deux fagons : soit que I’on
transforme en coordonnées polaires les équations déterminantes (2.4.2) a (2.4.5) ou que
nous transformons 1’intégrale d’ordre trois en coordonnées polaires (2.4.1) et que I’on
recalcule les relations de commutation avec le Hamiltonien (3.0.1). La derniére optique
risque d’étre excessivement laborieuse dil au fait qu’en transformant I’intégrale d’ordre
trois en coordonnées polaires, nous faisons apparaitre des termes d’ordre deux et d’ordre
un en p, et p, ce qui implique que les relations de commutation s’allongent de beaucoup.
Ces deux approches doivent mener au méme résultat.

Ainsi, les relations (2.4.2) a (2.4.5) deviennent :

i

GV, + GV = a

(Fl Virr + FoVig + F3Vigg + F4Vigg

2 2
+ rF3V,, + (3rF4 - —Fz)v,-g — —F3Vgg
J F (3.1.1)
+ (=F3 + 2A5190c0s 8 + 2A,0; sSin )V,
2 2A ind+2A 6
+ ( — 2F4 + _ZFZ + 8A300 — 210 511 20 COS )Vg)
r r
(G)r =3F,V, + FVy 3.1.2)
G
Gk _ pyv, 43R, - & (3.13)
r r
G
(Go)r = 2RV, + FyVy) - E (3.1.4)

r2



pour :

F\(6) = fi cos® 0 + f,sinfcos? 6 + f3sin” fcos @ + f;sin® 6,
Fy(r,0) = %( —3fisinf@cos? @ + fo(—2sin® @cos O + cos> 6)
+ f3(2sin@cos® 6 — sin> 6) + 3 f; sin® f cos 9),
Fs(r,0) = %(3 fisin®@cos @ + fo(~2sinHcos? O + sin’ )
+ f3(=2sin @ cos 6 + cos> 8) + 3 f, sin A cos? 9),

1
Fu(r,0) = —3( - fi sin’ 6 + hH sin®@cos § — f3sin 6cos? 6 + fa cos’ 8)
r
Ainsi en explicitant, nous obtenons les formes simplifiées :

F1(0) = Agcos 30 + A;sin36 + A, cos 8 + Az sin 0,

Fy(r,0) = %(—3A0 sin36 + 3A, cos 30 — A, siné + Az cos 6)
+ Bycos 26 + B; sin260 + B,,

Fs(r,0) = %(—BAO cos 36 —3A;sin36 + A, cos 6 + A3 sinf)
+ %(—2B0 sin 26 + 2B, cos 20)
+ Cycosf + C, sind,

Fu(r,0) = %(Ao sin360 — A, cos 36 — A, sinf + A3 cos 6)
+ %(—Bo cos 260 — By sin26 + B,)

1
+ ;(-—Co sin@ + C; cos ) + D,

21

(3.1.5)

(3.1.6)

3.1.7)

(3.1.8)
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avec les relations suivantes entre les A;, B;, C; et Dy et les A; . de 'intégrale :

A = Agzo — Aoz A = A1 — Aoos

4 4 7
A, = 3A030: Amz’ A = 3A003: A ,
By = Ao ;Aloz, B, = :% B, = A ;’AIOZ’

Co = Az, Ci = Ay et Dy = Asgo

Dans le cas classique, les relations (3.1.2) a (3.1.4) demeurent les mémes et (3.1.1)
prend une forme simplifiée avec 7 - 0.

Les fonctions G; = G,(r, 8) et G, = Gy(r, 8) ont été€ définies :

—g;sinf + g, cos 6

G(r,0) = g1 cos + g, sind Go(r,0) =
-

de telle sorte que nous pouvons réécrire les termes d’ordre un de I’intégrale d’ordre

trois en mécanique quantique :
G,
{gl’Px} + {gZ: p)’} = {Gla pr} + {G27 L3} + Ty
avec
Pr= —ihar, L3 = Ppg = —ihag
et en mécanique classique

g1Px + 82py = Gipr + G2 L3

De plus, nous pouvons, comme dans le cas cartésien!'!, obtenir une équation de
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compatibilité pour les équations (3.1.2) a (3.1.4) :

0 = F*F3Vppy + (3r*F4 = 27 F3)Vyg + (3F1 — 27°F3)Vygo + F2 Vo
+(2*F3, + 6r°F3 — 2 Fyg = 3rF, )V, + (2F 3 — 4rF3 — 2r°F,) Vg
+(6r*Far + 185 F4 = 2r*(Fy, + F3g) — 5rF; + 6F 19) Vg
+ (r*Fsp + 6 F3, + r*(6F — Farg) — 4rFz + 3F149)V,
+ (37 Farr + 18r°F4y + r*(18F 4 — 2F3,0) = r(Far + 4F39) + Fao) Ve

(3.1.9)

Nous pourrions de la méme fagon qu’en!'*! obtenir des relations non-linéaires re-
liant completement (3.1.1) a (3.1.4) pour le potentiel, mais nous nous abstenons de les
présenter dans cette section, car ces relations nous aideront en aucun cas.

Nous allons constater assez rapidement que le principal défi de la classification en-
treprise repose dans la solution des équations différentielles qui régissent les comporte-
ments angulaires des potentiels. En fait, la partie radiale s’avérera rapidement compilée.
De fait, (3.1.9) nous offre I’opportunité d’obtenir toutes les parties radiales associées aux
différentes classes d’intégrales. Ce fait sera illustré dans ce qui suit.

Mentionnons que les dérivées selon la variable angulaire sont représentées par un

"e-n wsrn

et les dérivées selon la variable radiale par un .

3.2 Equations déterminantes de la partie radiale R(r) du potentiel

L’existence d’une intégrale d’ordre deux de la forme 2. de la section 2.3. entraine
que

V(r,0) = R(r) + %5(9) (3.2.1)
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Ainsi, si nous remplagons cette derniére expression pour le potentiel dans (3.1.9), cette

équation se réexprime :

asR” + aR” + a\R’ + b3§ +byS +b1S +boS =0 (3.22)

avec a; = ai(r,0) et b; = bi(r, 6) en terme de combinaisons de (3.1.5)-(3.1.8) et de leurs
dérivées. En fait, les b; = b;(r, 0) sont linéaires en r : b; = b;p(0) + b;;()r. En dérivant

deux fois selon r (3.2.2), nous obtenons une équation du cinquiéme ordre pour R(r) :

a;R® + (2as, + a)R® + (as,, + 2a5, + a))R" + (azy + 2a1,)R” + a1, R =0 (3.2.3)

Dans cette derniére expression, les coefficients devant les dérivées de R(r) s’ex-
priment en terme de combinaisons de (3.1.5)-(3.1.8) qui sont elles-mémes exprimables
en terme de fontions trigonométriques et de puissance de r. Donc, en séparant (3.2.3)
en terme de fonctions trigonométriques linéairement indépendantes, nous obtenons six

€quations différentielles qui doivent s’annuler indépendemment I’une de I’ autre :

cos36:  Ag(r*R® +7rR® — PR — 18rR” + 18R) =0 (3.2.4)
sin30: A (RO +7°R® — PR — 18rR” + 18R’) = 0 (3.2.5)
cos 20 : Bo(r*R® + 14r°R® + 48/°R" + 24rR” —24R’) =0 (3.2.6)
sin20:  By(r*R® + 14rR™ + 48r’R" + 24rR” - 24R’) = 0 (3.2.7)

cosf:  (Cor®+Aar*)R® +(20Cor + 114,r°)R®
+ (120C0r4 + 27A2r2)R"’ £ (24oc0r3 + 6A2r)R” (3.2.8)
+(120Cor* - 64,r)R =0

sing:  (C1r® + Ayr*)RD + (20C,7° + 11437 )R
+(120C,7* + 27A5r)R" + (240C, 7 + 6A5r)R” (3.2.9)
+(120¢, 7 - 6A3r)R’ =0
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Nous pouvons de cette fagon résoudre directement ces équations pour R(r) pour en-

suite obtenir des équations pour S () qui satisfont (3.1.2) a (3.1.4). Avec les expressions

de G (r, 6) et de G,(r, 8) qui découlent de celles-ci, il nous reste qu’a vérifier sous quelles

conditions (3.1.1) est satisfaite.

De plus, nous pouvons intégrer (3.1.2) en explicitant la dépendance radiale dans les

expressions (3.1.6) a (3.1.8) :

1
Fy(r,0) = ;F21(9) + F(0)
1 1
F3(r,0) = ﬁF31(9) + ;F32(0) + F33(0)

1 1 1
Fy(r,0) = ﬁF‘u(e) + FF42(0) ¥ ;F43(9) + Dy
et nous obtenons une expression pour G(r, 6) :

Gi(r,0) = 3F|(R + ,1—25) +(- #Fz, ~ %Fzz)S +B©)

De cette fagon, pour (G2)gr = (G2), avec (3.2.10) , il en découle :

F33(r6R" + ZVSR,) + I‘SF32RH + l‘d(F32 -2 Fzz)R'

+r*F31 R’ = PF+2 F3))R + 3rX(Fy + F))R

r(2F33 + (3F43 +2 F33)S —2F5S — B - )

(3.2.10)

+r(F223" + 2(F32 + F22)S + (—2F22+6F42 +2 F32 + sz)_)S — 4(F32 + Fzz)S)

2

+( 2!S +(F21+2F31—3F1)S +(—EF21+9F41—6 F|+2 F31+%)S

—(9F, +6F31+4 Fz] +3 F])S)

qui est une deuxieéme condition de compatibilité pour (3.1.2) a (3.1.4).

(3.2.11)
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Dans (3.2.11), les dérivées selon 6 et r sont séparées. De plus, nous pouvons encore
aisément résoudre pour R(r) en dérivant 3 fo-is selon r et en réexprimant I’expression
résultante en terme des fonctions trigonométriques linéairement indépendantes. De cette
facon, nous obtenons un ensemble d’équations différentielles pour R(r) qui doivent s’an-
nuler indépendemment I’une de I’ autre et qui se résolvent directement selon les différents
types d’intégrales d’ordre trois.

Ainsi, les parties radiales s’obtiennent de facon directe. Les deux équations de com-
patibilité obtenues démontrent cette assertion. Par la suite, il suffit d’obtenir les parties
angulaires correspondantes du potentiel. En fait, les équations angulaires résultantes de
(3.1.9) et (3.2.11) seront en majeure partie moins facilement résolubles. Pour ce faire,
I’utilisation de la forme explicite de (3.2.10), associée aux différents cas, s’avérera d’une
aide considérable. Celle-ci permettra d’intégrer (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4) afin d’obtenir
un systeme surdéterminé, parfois déterminé, d’équations différentielles, principalement
non-linéaires et de formes non-standards, qui nous vont nous permettre d’obtenir S (6).

Bref, dans les démarches qui suivront, nous allons distinguer quatre types d’inté-
grales du troisieme ordre qui vont spécifier la classification. Ces distinctions corres-
pondent aux choix les plus simples de représentants des différents orbites du groupe

euclidien E(2)“?. Par la suite, nous allons tenter de classifier les différents cas.

3.3 Types d’intégrales d’ordre trois

Une intégrale d’ordre trois, exprimée sous sa forme générale (2.4.1), peut étre consi-
dérablement simplifée, sous différentes conditions.

En fait, (2.4.1) possede dix termes d’ordre trois. Comme nous avons mentionné pré-
cédemment, la forme du Hamiltonien demeure invariante sous 1’action du groupe de
transformations du plan euclidien E(2), c’est-a-dire sous ’effet de (2.1.1). Ainsi, en
agissant avec (2.1.1) sur (2.4.1), nous pouvons éliminer les termes redondants tout en

maintenant les propriétés d’intégrabilité et de superintégrablité.
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L’action de (2.1.1) transforment L3, p, et p, de la facon suivante :
L3y — Ly — (asina + bcosa)p, + (acosa — bsina)p,
pour :
Px P COS apy + sinap,, py > —sinap, + cosap,

Ainsi, selon la valeur des constantes A;j, nous pouvons simplifier (2.4.1).

33.1 Typel:Aszp=1

Dans ce cas-ci, avec des translations en x et y nous pouvons toujours simplifier I’in-

tégrale a la forme :
X = 2L3 + AipolLs, p3} + An{Ls, pxpy) + Aloz{La,P,zv}
+2(Ag30P) + Ao21 PPy + Ao12PxPl + Ao P))

Ensuite avec une rotation, nous en déduisons deux possibilités :

1) B2+ B2 #0

X = 2L} + By{Ls, p% + p3} + Bo{Ls, p% - p})
(3.3.1)

+ 2(A0s0p; + Aox1 P3Py + Aor2pxPs + Awsp))

et
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2)B3+B;=0
X = 2L + By{Ls, p} + p}} + 2(Ao3op) + Aoa1 PoPy + AoraPPs + Ao3py) (3.3.2)
Les constantes By = M’—;—’ﬂ etB, =

Apot+Aip
e

332 Type2:Aspn=0,A%,+A%, =1

Ici, nous pouvons réécrire les termes d’ordre trois de I’intégrale :

X = (L3, ps) + AroaiLs, P2} + 2(Agsop? + Aoi PPy + AoizpsP} + Aosp})  (3.3.3)

333 Type3: A= A%m + A%Ol =0

Les termes d’ordre trois se réduisent a :

By{Ls, p; + p}} + BolLs, ps — p}} + 2(A030P_3\. + Ao PPy + Aoizpsps + A003P3)
pour B2 + B2 # 0.
Nous distinguons trois cas :
1) By = B,
{Ls, p} + 2Aonpxl’f + 2A003P§ (3.3.4)
ou 2) Bz = -—Bo
{La, pi} + 2A030p), + 24021 PPy (83.5)

ou 3) B, # By

By{Ls, p + p}} + BolLs, p — p2} + 2A0s0p; + 2A0 P3Py (3.3.6)



pour B + B3 = 0, il en découle :
By{Ls, p} + p3} + 2A030p; + 2A021 P3Py (3.3.7)
By et B, sont définies de la méme fagon que pour le type 1.

3.34 Typed: Az = Azo = A0 = Ain =A102=0

Dans ce cas, les translations laissent invariants les termes d’ordre trois. Ainsi, seule
une rotation peut simplifer ’intégrale. A partir de cette transformation, nous constatons
qu’il est équivalent de considérer les quatres possibilités de combinaisons de trois termes

de:

X =2(Aosop; + Ao P3Py + Aoi2PxPs + A3 p))

En somme, le principal intérét de ces simplifications est qu’elles nous permettent de
réduire 1’expression des intégrales en éliminant la présence de certains termes qui n’ont

aucune incidence sur les solutions des équations qui déterminent le potentiel.
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SOLUTIONS POUR LE POTENTIEL
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Nous en sommes maintenant a la présentation des solutions pour un potentiel de la

forme (3.2.1) qui respecte les relations (3.1.1) a (3.1.4). Nous présenterons en premier

lieu, selon chaque cas, les solutions quantiques et nous en déduirons I’analogue classique

par la suite.

4.1 Solutions pour une intégrale de Type 1

Nous diviserons les résultats pour cette forme d’intégrale en quatre catégories.

411 A300 = ls AIZO = A102 = A030 = A021 = A0]2 = A003 =0

En observant (3.1.9) et (3.2.11), nous constatons que A3y n’apparait pas dans ces

expressions. Celles-ci sont donc satisfaites trivialement. Regardons ce qu’il advient des

équations déterminantes (3.1.1) a (3.1.4).

De (3.2.10), nous obtenons,

G, =B(6) = 7(0)

De (3.1.3):

3 1

1 . 1
ﬁ(Gz)a=ﬁS—ﬁ7 = G2:3S—;7+f(r)

et en remplacant ces résultats dans (3.1.4), nous obtenons :

Y®) =yocosf+y sinf+a et fr)=—+b
.
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et

G](G) = =% siné + Y1 COS g,

cos @ + y; siné
Al ysme
r

Gy(r,0) =3 b

Les deux derniéres expressions réduisent (3.1.1) a:

he ... . .
(—yo5in 6 + 7 cos )R’ =r(—§ — 35§ — bS)
4 4.1.1)

+((rocos 8+, sinB)S + 2(~yo sin 6 +y; cos H)S)

De cette relation, nous différencions 2 cas :

4.1.1.1 Yo=7%1 = 0

Dans ce cas, (4.1.1) devient :

Tz... R .
fTS —38§ —bS =0

que nous pouvons intégrer deux fois de telle sorte que 1I’équation résultante pour la partie

angulaire du potentiel est sous une forme connue :
n2$% = 48> + 4bS? + 4cS +4d = 4(S — 51)(S — 52)(S — 53) (4.1.2)

pour b, cetd des constantes d’intégration.
Cette équation peut tre solutionnée en terme de fonctions elliptiques. En fait, (4.1.2)

peut étre ramenée a une équation de la forme :

1282 =4S° -5 —d = 4(S — e))(S — e2)(S — e3) 4.1.3)
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en transformant S(6) — S(6) + ApourA = —g. (4.1.3) admet comme solution générale

la fonction dite de Weierstrass :
S(8) = i p(6)

Cette solution peut étre exprimée de différentes facons selon la nature des racines
e;. Celles-ci nous proposent deux possibilités : soient les e; sont toutes réelles ou soient
deux racines sont complexes conjuguées I’une de 1’autre tandis que la troisiéme racine

est réelle. Pour e}, e5, e3 € R, nous obtenons pour S (6) :

S 4(0) = (hw)*k*sn* (w0, k)

(hw)?

S0 = e wo B

Tandis que pour deux racines conjuguées I'une de I’autre ¢; = &; pour [ # j, nous
i J

obtenons :

(hw)’

S0 = S emwh D+ D)

La partie angulaire S (6) s’exprime donc aussi en terme de fonctions elliptiques dite
de Jacobi pour 0 < k% < 1.

Nous pouvons relier les solutions précédentes a p(6)!*) :

o) = e3 +54(6)
g) =

e3 + 54(0)
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et

_ . [PO) e
cn(wb, k) = 00 — 3

_ = 5l 2 _ €-—€
avec e} —e3 = w' et k* = I

De plus, nous pouvons déduire des cas spéciaux intéressants de la partie angulaire

singuliere S ,(6), tel que pour k = Oetk =1:

(hw)?
5=
41(6) sinz(we)

(Aw)?
Spp(6) = —2F
£2(6) sinh?(wf)

De plus, pour S, avec k = Oouk = 1, nous avons :

(hw)®

S0 = ————
1(©) cosh?(wb)

Finalement, pour e; = e, = e3, nous obtenons une solution du type Z— Cette solution
ne présente pas de comportement périodique et ne s’exprime pas en terme de fonctions
trigonométriques ou elliptiques tels que le commandent majoritairement les systémes
physiques en coordonnées polaires. Ainsi, selon le domaine de définition de la variable
angulaire 6, cette solution ne semble pas posseder d’intérét physique particulier. Cette
possibilité est donc exclue.

Les solutions précédentes sont associées a une partie radiale complétement arbitraire.

De fagon générale, nous avons :

R p(6)
r2

Voi(r,0) = R(r) +

et le Hamiltonien correspondant posséde des intégrales d’ordre trois et deux respective-
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ment de la forme :

Y =213 + {L3,3%°p(6) + b}

X = L2 + 21%p(6)

On vérifie bien qu’elles commutent entre elles. En fait, en coordonnées polaires L; =

—ihdg et Y et X s’explicitent :

Yoi = 2il383 — 3ih{69, R*p(6) + g}

X1 = ~1*3; + 21 p(6)

L’intégrale d’ordre deux s’apparente & un opérateur unidimensionnel de Lamé!'8.1%
pour 6§ — x et nous savons que cet opérateur commute avec un opérateur d’ordre trois
de la méme forme que Yy, avec § — x a un signe et une constante pres. Nous montrons
que Yy et Xp; sont reliés algébriquement de fagon non-triviale :

2

Y 2 b
X3, = TQI +2bX3, + (c + bD)Xgy =

2

ou b, ¢ et d sont les constantes de (4.1.2). Il est a noter dans les calculs précédents que
la constante b n’a aucune incidence sur ceux-ci. Nous pouvons soit la poser égale a zéro
ou I’absorber dans la partie angulaire S (6). Il en résulte de cette facon une relation de
dépendance simplifiée entre les intégrales.

Bien que ces deux constantes du mouvement, qui commutent, s’averent reliées algé-
briquement de fagon "relativement" non-triviale, il a ét¢ montré dans le cas unidimen-
sionnel '8 que I’étude de ce type de systémes offre la possibilité de retirer des informa-
tions significatives telle la résolution de 1’équation de Schrédinger par quadratures.

Par contre, dans notre cas, 1’étude que nous tentons de réaliser en est une dans un

espace euclidien a deux dimensions. La présence d’une partie radiale complétement ar-
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bitraire dans les solutions précédentes pour le potentiel, nous pousse a nous questionner
sérieusement sur la pertinence physique que peut posséder ce type de systemes. D’un
point de vue mathématique, ces systemes semblent digne d’intérét di a la présence de
fonctions spéciales. Par contre, le fait que les intégrales commutent et qu’elles soient
reliées algébriquement de facon non-triviale va a I’encontre de la définition méme de la
superintégrabilité que nous avons énoncé antérieurement et de la notion d’indépendance
entre les intégrales. Comme nous allons le voir un peu plus bas, dans la limite classique,
ces systemes se réduisent a un potentiel V(r,6) = R(r) et les intégrales d’ordre deux
et trois peuvent étre obtenues trivialement de L3 qui est une constante du mouvement
d’ordre un pour les potentiels purement radiaux.

Finalement, ces solutions pour le potentiel se présentent fréquemment dans les cal-
culs d’intégrabilité et de superintégrabilité avec des intégrales d’ordre supérieur ou égal
a trois. En fait, en plus des ouvrages cités un peu plus haut, I’équation (4.1.2) se retrouve
dans les calculs des cas de superintégrabilité cubique avec intégrales d’ordre un'#! et
deux"! en coordonnées cartésiennes en mécanique quantique, qui a la différence de la
situation précédente, semblent &tre des "vrais" cas de superintégrabilité.

En mécanique classique, G; et G, gardent les mémes formes tandis que (4.1.1) se

réduit a
35S +bS =(BS +b)S =0

De cette fagon, S est constant.
Ainsi, I’analogue classique de Vj, est donné par une fonction arbitraire R(r) avec des

intégrales d’ordre deux et trois qui s’obtiennent directement de L; :

X1:L3
X =L =X

Y = 203 + bL; = 2X; + 2bX,
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4.1.1.2 yjety, non-nuls simultanément

Dans ce cas, en dérivant deux fois (4.1.1) selon r, nous pouvons résoudre pour R(r) :

mn=5+%
r r

pour obtenir deux équations qui déterminent la partie angulaire S (6) :

K2... . )
XS - 388 —dS = a(yysinf —y; cos ) 4.1.4)

(Y0 cos @ + 7y, sin@)S + 2(—yp sin 6+, cos 6)S = 2b(yysin 6 — y; cos ) (4.1.5)

(4.1.5) se résout directement :

a
+
(vocos @ + vy, sin )2

SO =-b
En remplacgant dans (4.1.4), nous obtenons a = 0 et la relation de compatibilité :
6a + (y5 +y)(=3b+d—51*) + (-3b+d + Tzz)((yﬁ —¥}) cos 20 + 2y5y; sin 20) =0

pour ¥, et y; qui ne s’annulent pas simultanément. Ainsi, la seule solution non-
triviale pour V(r, 0) est :

R (ys +vD)

V(r,0) = -
(r.6) r2(yo cos 8 + vy, sin 6)?

que I’on peut simplifier par une rotation qui n’affecte pas la forme dominante de I’inté-

grale :
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avec des intégrales de la forme

Yor = 2L3 + (L3, 3S > + b} — 2yop,
Yo3 = 2L3 +{L3,353 + b} + 2y1px

= #, Yo, 1 arbitraires et b = 0. Nous remarquons que p, et p, sont

_"»
pour §; = osZg’ O3

des intégrales du premier ordre de Vj, et V3 et donc, sans perte de généralités, yp et y;
peuvent étre posés égaux a zéro étant donné que p, et p, commutent indépendemment
des autres termes dans Y, et Yp;. De plus, les intégrales du troisieémes ordre Y, et Y3
sont reliées a leur intégrale d’ordre deux associée de la méme fagon que Y.

Dans la limite classique, ces potentiels se reduisent au potentiel libre V = 0.

4.1.2 Combinaisons de Asgp = 1, Ao €t Ajpr

Pour I'instant, nous considérons encore Agig = A1 = Aoz = Agos = 0. De plus,
nous allons diviser en deux les résultats selon (3.3.1) et (3.3.2).
4.1.2.1 Bf + B% #0

Dans ce cas, en dérivant trois fois selon r 1’équation (3.2.11) et en solutionnant

I’équation résultante pour R(r), nous obtenons :

b
RN == +—+2+dP
PR
en réexprimant le potentiel :
T®
V@, 6) = %+f+dr2+L2)
ror r

pour T(6) = S(@) + b.
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Exceptionnellement, (3.1.3) s’intégre directement :
/ r v
Go(r,6) = Bycos20rR’ + (-2Bgcos 26 + 4B2)—2 - =+3T + f(r)
rr r
pour
T
G(r,t) = —(Bpcos20 + By)— + ¥
r

De (3.1.4), il en découle :

f(r) = 2Bydr* + S + ~ +f
2r2 r
et
¥ +v = -3aBycos 26 + f>, (4.1.6)
(Bycos20 + B,) T — 6B, sin 20T + (-8B cos 20 + 4B,)T = —f; “.1.7)
avecc = 0.
De (3.1.1) :

h2((Bo cos20 — B,) T — 8By sin 20T + (—20B; cos 20 — 4B,)T + 16B,sin26 T @18)
= -2fiT - 24B,TT,
W DyT + 4ay — 12D,TT - 4£,T =0, 4.1.9)

3ahBysin20 + 6aB,T + 2T — 2yT — 4T3 =0 (4.1.10)



39

et

dy =0 4.1.11)

Ce systeme d’équations détermine complétement la partie angulaire du potentiel.
(4.1.11) simplifie (4.1.6) a (4.1.10) selon les deux optiques : d = 0 ou ¥ = 0. De plus,

nous pouvons réécrire (4.1.8) afin d’utiliser (4.1.7) pour la simplifier a :

W’By(T +4T) = AT + 12B,TT 4.1.12)

B, =0,By = A = A2

De cette fagon, (4.1.12) se réduit a
AT =0

Pour T = 0, nous obtenons de (4.1.7) et (4.1.8) que f; = T = 0. De (4.1.10), il en
découle que a = 0. Or, nous pouvons conclure que le seul résultat non-trivial est pour

d#0ety=0:
Va(r, 6) = dr?
avec une intégrale d’ordre trois de la forme :
Yos = 2L3 + ArpolLs, p? — P’ +2d(:* — ') + f3}

Ici, A1 et f3 sont arbitraires. Ainsi, les termes associés au différentes constantes com-

mutent indépendemment, tout comme L3, avec le Hamiltonien. De plus, le terme associé
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a A} s’obtient de I’intégrale d’ordre deux connue pour le potentiel harmonique “!. De
cette facon, I’intégrale d’ordre trois s’obtient directement des intégrales d’ordre infé-
rieur.

Ensuite, pour T # O et f; = 0, (4.1.7) et (4.1.8) admettent comme solution :

a1 + a; sin 26

T®) = cos226

(4.1.13)

Pour ¥ = 0 dans (4.1.10), a = 0 et il ne reste plus qu’a vérifier (4.1.9). Ainsi,
en remplacant (4.1.13) dans celle-ci, les seuls potentiels non-triviaux qui vérifient cette

équation sont :

4n?

Vs = dr* + ——————
05 d r? cos? 26

et
21%(1 + sin 26)
Vog =dr* + ————
06 = ar r2 cos? 26
et les intégrales associées sont :
6h? 8n2
_9(73 7 2 2 2 _
YQ5 = 2(L3 + {L3, m - 2h }) + Alzo({L3,Px - Py + 2dr© cos 20 2 cos 29}
2 2
2 X 2 Y
—16n )’{Px, xT—?} - 16k x{Py, xz_—yz})
et

3(cos@ +sin@) K
Yos =2+ (Lo Femegmaimit ~ )+ Avo{ (22 53 4 20 cos 26 -
2 2
4h2{ x(Xi}’) }4:4712{( J’(XiY) })

2+ )xFyr P 2+ y)xFyR P

4%%(1 + sin 26) }
r? cos 20

Une fois de plus, nous remarquons que les termes associés a A9 commutent indépen-
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demment des termes reli€s a L:;. De cette fagon, nous pouvons en déduire deux intégrales

deux intégrales d’ordre trois.
Maintenant, considérons le cas pour lequel d = 0 de telle sorte que (4.1.11) soit

satisfaite V. Ainsi, de (4.1.6), nous obtenons :
¥(0) = ypcos 8 + y; sinf + aBycos 20 + f> “4.1.14)

qui nous permet de réduire (4.1.10) a une équation différentielle linéaire du premier

ordre pour T'(6) :

d 2
d—e((yo cos 6+ sin @ + aBy cos 26) T) = —3aByh’ sin 20 (4.1.15)

Or, pour yg = v; = a = 0, cette équation est satisfaite trivialement et ainsi nous

obtenons les potentiels Vs et Vg tronqués de leur partie radiale :

4n?

Vigrs= ———
97 2c0s226

et

Voo = 2h%(1 + sin 26)
B 2008220

Par contre, pour yp,y; €t a = 0 non-nuls simultanément, en remplacant (4.1.6) dans

(4.1.15), il advient que la seule solution possible est le potentiel trivial V = 0.

Dans la limite classique, les potentiels précédents se réduisent a I’oscillateur harmo-

nique :

VCI = drz
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pour une intégrale d’ordre trois

Yer = Lg + A120L3(p§ = pﬁ +2dr? Ccos 29)

et cette intégrale d’ordre trois s’obtient de fagon triviale par combinaison de L; et des

intégrales du deuxiéme ordre déja connues pour le potentiel harmonique.
® Bz +0

En utilisant (4.1.9), nous pouvons réduire (4.1.12) a:
By(412 + 4f)T — 4aByy = fiT (4.1.16)

De cette derniére relation, nous obtenons pour ¥ = 0 que 7 = 0 et ainsi le seul
potentiel qui en découle est une fois de plus le potentiel de 1’oscillateur harmonique

V(r) = dr? avec une intégrale d’ordre trois de la forme :
Y =213 +{Ls, Ajao(p} + 2dx%) + Aioa(p} + 2dY°) + fi)

Dans ce cas-ci, une fois de plus, les termes associés a A9, Aoz €t f3 commutent indé-
pendemment du terme en Lg. Nous obtenons ainsi trois intégrales d’ordre trois et I’in-
tégrale connue d’ordre un L. Par contre, par le méme argument que précedemment, les
trois intégrales d’ordre trois s’obtiennent de fagon algébrique des intégrales d’ordre deux
connues™! pour ce potentiel et de L. De cette fagon, le critére d’indépendance fonction-
nelle exigé dans la définition de superintégrabilité énoncée dans le chapitre 1 n’est pas
vérifiée.

Par contre, pour d = 0, les démarches sont un peu moins directes. Bref, nous pouvons
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intégrer (4.1.16) pour obtenir :
(4n*B, + 4bf—3(;132 - =ay+y, 4.1.17)
pour y,=constante. Or, par (4.1.6), nous connaissons la forme de vy. Ainsi,
T(0) = To(yocos @+ y,sinf +aBycos20) + fo + (4.1.18)

pour 44%B, + 45—3032 — fi # 0. §’il s’avere le contraire, le potentiel qui en résulte est
nul.
Or, il advient que pour ¥ # 0, (4.1.10) s’explicite sous la forme (4.1.15) de telle sorte

que

2 Boh? cos 26 + T
"~ (y0c0s 0 + 7y sin 8 + aBg cos 26)2

(4.1.19)

et il en ressort que le potentiel trivial est le seul admissible.
Dans le cas classique, nous obtenons aussi seulement le potentiel de 1’oscillateur

harmonique.

4122 By=0

Dans ce cas-ci, les équations (3.1.9) et (3.2.11) sont satisfaites trivialement pour la
partie radiale . De (3.1.2) a (3.1.4), nous retrouvons (4.1.6) et (4.1.7), de telle sorte que

nous pouvons en déduire une relation pour f(r) en terme de R(r) :

f(r):2B2R'+£+f3+f3
2rz r
Ainsi, de (3.1.1), nous obtenons que le seul résultat non-trivial qui satisfait les équa-

tions déterminantes est une fois de plus un potentiel complétement arbitraire R(r), sans

comportement angulaire, possedant une intégrale d’ordre trois et une d’ordre deux qui
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s’obtiennent de facon élémentaire de L3 et du hamiltonien H :

Y = AspoL3 + Ayzo{Ls, H)

X=1
Dans la limite classique, nous obtenons le méme résultat.

4.1.3 Combinaisons de A300, A030, A()z] N A012 et A003

Le comportement radial est obtenu de (3.2.11) en considérant seulement les fonctions

F31, Fl et le :

pour Ap et A;
R(r) = dr* + er*
et A,, A;

R(r) = dr?

Dans la section précédente, 1’intégration des équations déteminantes (3.1.1) a (3.1.4)
a été explicitée a partir des expressions obtenues pour G, et G, de (3.1.2) et (3.1.3). Il
aurait été€ possible d’accomplir la méme tache a I’aide de (3.1.2) et (3.1.4) a la différence
que les équations résultantes déterminant le comportement angulaire du potentiel se pré-
sentaient sous une forme moins abordable et se résolvaient moins directement que ceux
utilisées dans la section précédente. De plus, comme nous 1’avons mentionné, il était
exceptionnel a ce cas d’intégrer ces équations de ce point de vue. Nous le constatons
plutot rapidement lorsque nous essayons d’accomplir les démarches dans ce cas-ci. Or,

pour les cas qui suivrons, I’expression pour G, proviendra de (3.1.4).
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Ainsi, avec I’expression de R(r), les équations qui déterminent le comportement an-

gulaire de ce type d’intégrale sont :

£ =3D,S$, (4.1.20)
B+B =0, (4.1.21)
BS —2B8S =0, (4.1.22)
’DyS = 4¢S, (4.1.23)

(3A¢sin360 — 3A; cos36 + A, sin — As cos 6)S
+(36A( cos 36 + 364, sin 30 + 4A, cos 0 + 445 sin 6)S
‘ (4.1.24)
+(—132Asin 30 + 132A, cos38 + 4A, sin8 — 4A; cos 6)S

+(—144A(cos 36 — 144A,5in30 + 16A; cos § + 16A3sin§)S =0

et

1%((~3A0 5in 36 + 3A; cos 30 + 34, sin 6 — 343 cos 6)§

+ (=36A( cos 36 — 36A, sin 30 + 124, cos § + 12A; s5in 6)S

+ (13240 sin 36 — 1324, cos 36 + 124, sin 8 — 1245 cos 6)S

+ (14440 cos 39 + 1444, sin 30 + 484, cos § + 484 sin 6)S )
= 72(Agcos36 + A, sin36 + A, cos 6 + A3 sin 6)S? (4.1.25)

+ 40(3A, sin36 — 3A, cos 30 + A, sinf — A3 cos )S S

+ 6(—9Ag cos 30 — 9A, sin 36 — A, cos @ — A sin )S 2

+ 2(-3Agsin36 + 3A, cos 30 — A, sinf + A3 cos 6)S S

pour d, e qui s’annulent et avec

S Fa,
Gi(r,0) =3F15 - —-S +8
r r
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et

1 . . N .. ;
Gz(l‘, 9) = @((SFZI +6F1)S + (6F1 —4F31 = FZI)S = FZ]S) +€ +§(9)

Afin de s’assurer de couvrir tous les cas possibles, nous nous devons de considérer
toutes les combinaisons envisageables de Ag, A;, A, et As entre elles en plus de celles
entre Agso, Ao21, Aoz et Agos, ce qui fait un nombre considérable d’alternatives, malgré
le fait que certaines d’entre elles soient équivalentes. En revanche, par la section 3.3.4,
nous savons que nous pouvons toujours éliminer un terme de la forme de I’intégrale par
une rotation afin de réduire le nombre de termes d’ordre trois pertinents & un maximum
de trois.

Or, (4.1.20) a (4.1.25) se traitent difficilement par leur forme. En fait, les seules
solutions non-triviales que nous avons pu récolter, malgré I’utilisation de logiciel de
calculs symboliques et de transformations précises, sont pour les cas ol seulement une
constante A; est non-nulle dans (4.1.20) a (4.1.25). Dans ces cas-ci, les équations se
résolvaient directement. En revanche, malgré le fait que nous ayons été dans I’incapacité
de le démontrer, il serait surprenant que des solutions existent dans les cas ou plus d’un
A; soient non-nuls dii a l1a forme treés contraignante des équations.

Ainsi, de (4.1.21), nous obtenons
B(6) = Bocos b+ B sinb

tel que pour Sy et 8; non-nuls simultanément, nous obtenons de (4.1.22) :

s@ =2 ¢

B = (—Bosin 8 + B, cos O)? (4.1.26)

De plus, nous pouvons en déduire de (4.1.24) et (4.1.25) les solutions suivantes :
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pour Ag non-nul :

@o
So(0) = —5—.
° sin” 30
pour A; non-nul :
(¢3]
0) = ——,
51(6) cos? 30
pour A, non-nul :
@;
S2(0) = )
: sin” @
et pour A3 non-nul :
a3
S3(0) = .
(6) cos? 6

En remplacant ces résultats dans (4.1.23) a ’aide de (4.1.20) : £(0) = 3D,S +¢&p, nous
obtenons : ap = @, = 9%* pour & = —9%? et @ = @3 = 9A° pour & = —h>. Toutes ces
possibilités s’annulent pour & = 0. De plus, en comparant ces solutions avec (4.1.26)
pour 3y et 8, non-nuls simultanément, seulement S, et S; sont admissibles.

Donc, il en découle les quatre potentiels purement quantiques

9h? on?
Vos(r,0) = ————, Voo(r,0) = ———,
os(r.6) r?sin® 36 0(r.6) r? cos? 36
K2 n?
Vou(r,0) = ——— et Vou(r.6) =

r?sin* @ r2cos2 6
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associés aux intégrales :

Yo =2L3 + 9h2{L3, 3csc? 36 - 1} - 2A030((Pi = 3pap)) + {L3’ %}
{ 13572x(:3 — 3x)°) } .\ { 1357%y(x* - 3xy°) })
03 — 3x2y)2 > Px O3 - 3x2y)2 » Py
Yoo =2L3 + 9h2{L3, 3sec?36 - 1} + 2A003((P3 = 3pipy) + {L3’ 3_1—8712}
: r3 cos 36

{135h2x(y3 —3x2y), } . {135h2y(y3 —3x2y), y})

(x3 - 3xy2)2 (x3 — 3xy2)2
Yoio =2L3 + {Ls, 3% csc® 8} + 2A030{ (p3 + papl) + {L3, ;2.h2 }
: r’sind
2
e+ o n)
You =203 + {Ls, 37 sec 6} + 2A003{ (5} + p2py) + {L3, ﬂz—}
: s 7R r3cosf

2
2 Y 2 Y
{1 e+ ;z—rz’f’y})

Pour les quatre potentiels, nous obtenons deux intégrales d’ordre trois par le méme
argument que précédemment dans chaque cas, soit que, par exemple pour Ygg, les termes
associés a Agzp commutent indépendemment de ceux associés a Lg.

Dans la limite classique, (4.1.23) se réduit a £S = 0. Ainsi, de (4.1.20), nous obtenons
que S = 0. De cette facon, nous pouvons en conclure qu’il n’existe aucun potentiel

superintégrable classique pour cette forme d’intégrale.

4.1.4 Combinaisons possibles de toutes les constantes

Afin de joindre aux équations de la section 3.4.1.3 celles de la section 3.4.1.2, nous
nous devons intégrer (3.1.1) a (3.1.4) selon la méme optique que le cas précédent.

Ainsi, le comportement radial commun aux deux sections est un potentiel harmo-
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nique :
R(r)=dr

De cette facon, en explicitant les équations déterminantes (3.1.1) a (3.1.4), nous re-

trouvons (4.1.6), (4.1.7) et (4.1.20) a (4.1.25) poura =d =0 en plus de :

hz((Bo cos20 — B,) S — 8By sin26S + (—20B, cos 20 — 4B,)S + 16B,sin 29S)
= —16(Bycos 26 + B,)SS — 12B;sin208? + 2(Bycos 26 + B,)S §
(4.1.27)

Or, nous connaissons toutes les solutions non-triviales qui satisfont a (4.1.6) a (4.1.11),
soient Vs et Vg pour d = 0 et ¥ = 0. En remplacant ces solutions dans (4.1.20) a
(4.1.25) selon toutes les combinaisons possibles des Agj, il advient que ces solutions se

reduisent au potentiel libre dans les cas classiques et quantiques.

4.2 Solutions pour une intégrale de Type 2

Une fois de plus, les résultats se diviseront en 4 sous-sections.

42.1 Azp=1,A100 = Ag3zo = Ao21 = Ag12 = Aoz =0

De plus, nous explicitons les cas classique et quantique séparément afin de mettre en

valeur une situation qui différencie nettement les deux contextes.

4.2.1.1 Solutions quantiques

En suivant les mémes procédures que la section précédente, nous obtenons de (3.2.11) :

a b ¢ d
R(r)—';+;2-+;3+g
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Comme dans le cas précédent, nous absorbons le terme en ﬁ dans le partie angulaire

du potentiel T7(6) = b+ S(0) :

V(r,9)=§+i+

d T
r F+ re

Ainsi, les équations déterminantes (3.1.1) a (3.1.4) se réduisent a :

&=—acosh
ah? cos 0 = 4¢T — 4af
~2cos@T +5sinfT +2cos6T +B+8=0

ﬁz( —sinOT — 4 cos 8T + 65sin 0T + 4 cos HT) = 4TS - 8T — 8 cos AT
pour :
G, =p0O) =7y

et

-2 . :
G, = cosHT+,B
r

+&(0)

r

4.2.1)
(4.2.2)
4.2.3)
(4.2.4)

Les solutions possibles pour la partie angulaire du potentiel 7'(6) se formulent selon

les expressions possibles de £(6). Ainsi, de (4.2.1), nous avons

&(0) = —asinf+ &

En fait, les seules solutions non-triviales se présentent lorsque 1) a # 0, & = O et 2)

£=0.



51

[1)¢£=—asinf,a+0

De cette facon, nous en déduisons de (4.2.2) une relationentre S et T :

N
B= —sinGT—Tcose

De cette expression, en explicitant (4.2.3), nous pouvons réexprimer (4.2.4) telle

que :
(sin6T + 3 cos 0T - 2sin 6T )T = 0 (4.2.5)
Il en découle, pour T=T=0,1le potentiel de Colomb
a
Voo = —
012 -

avec une intégrale d’ordre trois

ay| #p,
Yoio = (L3, px} + {L3, ——} -—

¥ 2
Dans ce cas-ci, ’intégrale d’ordre deux découle directement de L, dii 2 ’absence de
partie angulaire.

Pour T" # 0, (4.2.3) s’intégre directement et il en résulte :

a) +azcosf
T) = ———
) sin’ 6

et nous en déduisons le potentiel :

a 1{a +aycosb
Vois = = + —2(+2“—
r r sin“ @
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associé a I’intégrale d’ordre trois

2 ay ax  2r(agr + azx) arx
Yoi3 = {L3,Px}+{L3,—T}+{—r—+ T’px + T,Py
Ce potentiel posséde déja deux intégrales d’ordre deux “!. L’ intégrale d’ordre trois de-

vrait découler de une de ces intégrales.

Cette imposition simplifie grandement le syst¢tme d’équations déterminantes (4.2.1)
a(4.2.4). De fait, (4.2.1) et (4.2.2) s’annulent trivialement et nous nous retrouvons main-
tenant a considérer deux équations, (4.2.3) et (4.2.4), pour deux inconnues 7'(6) et 5(6).
Habituellement, nous avons a considérer un systeme d’équations différentielles surdéter-
miné, mais cette fois-ci, le systéme est simplement déterminé. Ainsi, il existe nécessai-
rement une solution non-triviale pour 7(6) et 5(6).

De fait, de (4.2.4), nous pouvons en retirer une expression pour 3, pour T # 0. Dans
lecasde T =0, le potentiel libre est solution.

De cette fagon, a I’aide de (4.2.3), nous obtenons une expression pour 3 :

B(©6) = 1. - {hz( sin@TT® + (2sin 0T + 5 cos 8T — sin 1)T
4(4T? +3T% -2TT)
—4cos T2 + (12 cos 6T — 4sinT)T — 10 cos 672 — 8sin T T — 8 cos 0T2)
—12( sin87T + 2 cos HT)TZ}
(4.2.6)

en supposant 472 + 372 — 2T T # 0. Autrement, il en découle :

ay

= a;, @, arbitraires
cos(6 + a») ’

)
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et ainsi les deux potentiels :

hZ
Vous = ———
14 = 120520
et
a
Vois = ———
g r2sin® @

associés a une intégrale d’ordre trois de la forme :

R2(x* + 6y? 2h?
Yo = {L3, ps} + {—y),Px} + { 0 — Ty,Py}

2x2

et

20 x*
YQ]5 = {Lga p\’} + { yz +ﬂ0, p\‘}

pour By complétement arbitraire. De cette fagon, nous pouvons, sans perte de généralités,
annuler 3, étant donné que cette constante est associée a une constante du mouvement
du premier ordre pour Vg4 €t Vpis.

En somme, 2 partir de (4.2.6) pour 472 + 372 — 2TT # 0, nous pouvons obtenir, de

(4.2.3) ou (4.2.4), une équation différentielle non-linéaire du cinquieme ordre détermi-
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nant complétement 7°(6) :

#% sin 0( -2TF 4312 4 4T2)T<5>+h2(24 cos T2 — 8sinOTT + 18 cos AT>
—12cos6TT — 4sinOTT + 2sin eTT)T“) + h2(10 cos 8T — 3 sin eT')'T"2

+( ~ 245in 07T — 48 cos 6T°T + (- 48 sin 072 — 48 cos OTT — 12 sin 672
—32cos9TT + 4sin OTZ))T + 1672 cos 67 + (64 cos8T? + 72sinOTT

+h2( — 16 cos 6T + 165sin HT))TZ * ( — 160 cos 8T — 240 sin T*T + 120 cos 6T T?>

—605in 67 + #2(40 cos 617 — 32 cos 9T + 96 sin GTT))T — 180 cos 67

+240sin 0T T + 32k% cos OTT? + 192 sin OT>T + 64 cos §T* — 48%?% sin 91
=0
4.2.7)

A notre grand dépit, les avenues qui se présentent a nous dans I’optique d’étudier les
solutions et les propriétés de cette équation semblent limitées.

De fait, une analyse des symétries de (4.2.7) nous confirme que celle-ci n’en posse¢de
aucune et la recherche d’une premiére intégrale fut laborieuse et nous a amené a une im-
passe. Ainsi, I’ordre de I’équation ne peut étre réduit. De plus, en nous référant a I’étude
ayant été accomplie dans le cas cartésien, dans lequel toutes les équations différentielles,
qui caractérisaient le potentiel, possédaient la propriété de Painlevé!™, il va de soi que
nous tentons d’accomplir les mémes démarches.

Peu de travaux ont ét€ mis a terme concernant les équations qui possédent la propriété
de Painlevé pour des ordres supérieurs ou égaux a 4. Sur ce, en comparaison avec la
classification cartésienne, nous n’avons pu identifier (4.2.7) & aucune équation ayant été
dérivée dans ce genre de travaux -8,

L’analyse de Painlevé habituelle sur ce type d’équation se présente comme étant
excessivement laborieuse d’un point de vue algébrique, en rationnalisant (4.2.7). Or, il

existe des algorithmes ayant été développés a 1’aide de logiciel de calculs symboliques,
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tel Mathématica®*, qui nous permettent d’accomplir ces démarches. A notre grande
déception, ceux-ci se sont avérés incompatibles a (4.2.7). De plus, nous n’avons pas
été€ en mesure d’acquérir le méme type d’algorithmes pour d’autre type de langages de
calculs symboliques tels Maple ou MACSYMA.

Par la suite, nos tentatives de résolutions de (4.2.7) et d’études plus détaillées se sont
toutes révélées infructueuses, considérant que les seules solutions ayant été recueillies
sont Vg4 et Vgis.

En résumé, cette situation s’avere contrariante par le fait que celle-ci se présente
comme étant un exemple hautement pertinent dans 1’identification des différences qui
existent entre les cas classique et quantique dans 1’étude de la superintégrabilité avec des
intégrales du mouvement d’ordres supérieurs ou égaux a trois comme 1’avait démontré
’étude ayant été achevée en coordonnées cartésiennes!!* !>, Enfin, (4.2.7) posséde né-
cessairement une solution générale unique et non-triviale considérant que celle-ci ait été

dérivée d’un systtme compleétement déterminé d’équations différentielles pour 7(6) et

B(0).

4.2.1.2 Contexte classique

Afin d’illustrer les différences entre les cas classique et quantique, regardons ce qu’il
advient, dans la limite classique 7 — 0, des équations déterminantes (4.2.1) a (4.2.4).

Cette action laisse invariantes (4.2.1) et (4.2.3) et réduit (4.2.2) et (4.2.4) a

ET —aB=0 (4.2.8)
TB-2TB —2cos0T? =0 4.2.9)

Une fois de plus, les seules solutions non-triviales qui s’ensuivent sont celles issues
des conditions imposées sur £ provenant des équations quantiques, soient 1) a # 0,

&=0et2)£=0.
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|1)¢£=-asinf,a#0

Dans ce cas-ci, nous retrouvons, sans grande surprise, Vg, et Vg3 étant donné que
ces potentiels ne possédaient pas de terme purement quantique. De cette fagon, les po-

tentiels classiques qui en découlent sont identiques a ceux-ci :

a
Ver = =
-
a 1{a +aycos8
Vc3=—+—2(#
r r sin“ @

munis d’intégrales d’ordre trois de la forme :
ay
Yoo = L3p, - g2

et

(xp.\' +ypy) 3 Qayr + azx)
yZ

a
Yes = Lip, - Tng, +as

Comme dans le cas quantique, Y, s’obtient de facon triviale de L3 et de I'intégrale
d’ordre deux pour ce potentiel™®!). Nous pouvons faire le méme commentaire ayant été

fait dans le cas quantique concernant V3 pour V3

Dans ce cas, dans la limite classique 7 — 0, (4.2.7) se simplifie a :

(6 sin 6T T? + 12 cos 9T2T‘)T—(16 cos 8T2 + 18 sin 6TT)T2
+(40 cos T3 + 60 sin 6T2T — 30 cos 8TT? + 15 sin 9T3)T (4.2.10)

—16cosOT* — 48sin OT>T — 60sin TT> + 45cosT* = 0
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qui détermine complétement la partie angulaire du potentiel associée a :

(3sin6T + 6cos 6T)T?

0) =— - =
AE) AT? + 372 -2TT

4.2.11)

sous les restrictions T, T, (4T? + 3T% — 2TT) et(sin 67 + 2 cos 6T) # 0. Autrement,
nous obtenons le potentiel libre et Vg5 associé cette fois-ci a une intégrale classique

d’ordre trois de la forme :

2ax?
Yoo = Lip, + (y_2 +.30)P.r

Une analyse des symétries de (4.2.10), nous confirme que celle-ci demeure unique-
ment invariante sous les dilatations de la variable dépendante 7(). Ainsi, en exécutant
la transformation T(6) — " et en posant par la suite W(6) = U(6), nous réduisons

I’ordre de (4.2.10) de tel sorte a obtenir :

(6sin U + 12 cos eu)U - (160056 + 18 sin 9U)L‘12
+(40 cos 6 + 60 sin U — 26 cos U — 3 5in OU°)U/ (4.2.12)

—16cos 8 — 48 sin QU + 40 cos@U? + 11 cos U* + 3sinU> = 0

Nos efforts ont une fois de plus été contrés dans la recherche d’une premiére inté-
grale. Par contre, il était parfaitement raisonnable de s’interroger et d’espérer la perspec-
tive que (4.2.12) ait la propriété de Painlevé. Sachant que la classification des équations
différentielles d’ordre deux qui posséde cette caractéristique s’avére compléte!®-2!, il
s’agit de suivre les procédures habituelles afin d’espérer que (4.2.12) se transforme en
une équation de cette classification.

Premierement, dans le but d’accomplir ces démarches, rendons I’équation rationnelle
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(4.2.12) en posant tan@ =z, T(0) — U(z) :

3 _ 2 _ 2 _ _
(6zU2+12U)U”=(16+18zU)U’2+(3ZU e = DU —oaal 4O)U’

1+22
N 16 + 48zU - 40U? - 11U* - 3zU°
(1 +2%)?

(4.2.13)

Ainsi, la propriété de Painlevé, si présente, pour une équation différentielle d’ordre

deux de la forme :
U” = L(z, U)U"* + M(z, U)U’ + N(z, U)

demeure inchangée sous les transformations rationnelles en termes des singularités
de L(z, U) et transforment L(z, U) selon 8 possibilités?!.

Dans le cas de (4.2.13), la solution correspondante a celle-ci est singuliére en U; =
Oet U, = —%. Dongc, en transformant (4.2.13) selon U — Y = _UJ_Z, en présentant

seulement le terme devant Y’2, il en résulte :

Y’ = -:13-(% — Y—i—l—)Y’2 + termes d’ordres inférieurs 4.2.14)

Cette forme ne correspond a aucune de celles présentées dans la référence 2! et ne
peut étre réduite a une de celles-ci. Ainsi, (4.2.10) ne posséde vraisemblablement pas la

propriété de Painlevé.

a)
sin> @

Par contre, il advient que (4.2.10) admet comme solutions particulieres 7' = et

a)
cos’ @

indépendemment I’une de 1’autre. Or, ces solutions se sont avérées les seules qu’il
nous a été possible de déduire de (4.2.10). Comme pour I’analogue quantique, (4.2.7),
les efforts fournis et nos espoirs d’obtention d’une solution générale se sont révélés non
concluant et inefficaces.

Une fois de plus, il doit nécessairement exister une solution générale a cette équation
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compte tenu du fait que (4.2.10) ait été obenue, comme dans le cas quantique, d’un

systéme de deux équations différentielles couplées pour deux inconnues.

422 Ayo=1,A100#0, Aozo = A21 = Ag12 = A3 =0

Ici, les termes d’ordre trois de 1’intégrale sont :
X = {L3, px} + AioiLs, P2}

Ainsi, By et B, sont non nuls. En intégrant (3.1.1) a (3.1.4), nous retrouvons (4.1.7),

(4.1.27), (4.2.1), (4.2.2) en plus de (4.2.3) et (4.2.4) couplées a des termes en By et B; :
(=2cosOT +5sinGT +2cos T + 5+ B) — 12aBysin26 = 0

et

1*( — sin@T — 4 cos 0T + 6sin 6T + 4 cos 6T ) =4T — 8T — 8 cos 61"

+ 12a(By cos 20 + B,)T

Il advient que la seule solution que nous avons réussi a établir pour ce systtme
d’équation est le potentiel nul. Nous avons été dans I’incapacité de fonder I’unicité de ce
résultat. Par contre, comme nous allons le voir dans la prochaine section et par la section
4.1.2, tout tend a croire que le potentiel libre est la seul admissible. Pour By et B, non-
nuls, I’oscillateur harmonique est I’unique systéme qui se propose comme solution des
équations déterminantes de I’intégrale d’ordre trois. Et comme nous I’avons démontré,
une constante du mouvement munie de termes d’ordre trois associ€s a Ao n’admet pas
de comportement radial de cette forme.

Nous pouvons supposer les mémes commentaires pour une intégrale constituée des
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termes d’ordres trois :

X ={L}, px} + AiafLs, p}} + 2(A030Pi + Ao PPy + Aviapxp} + AooaP;)

423 Ayo=1,A100 =0, Agg, Ag21, Ao12 €t Ags non nulles simultanément

En comparant la partie radiale du terme en A,y = 1 et celle des termes en Agsg, Ao21, Aoz
et Agos, il en résulte que le comportement radial commun est nul.

Par la suite, en intégrant (3.1.1) a (3.1.4), les équations qui en résultent sont (4.1.20)
et (4.1.23) a (4.1.25) pour Dy = 0 et (4.2.1), (4.2.3) et (4.2.4) completement découplées
I’une de I’autre.

En se référant aux résultats obtenus pour une intégrale possédant des termes propor-
tionnels a Agag, Aga1, Agi2 €t & Agos, soient Sg a S3, il s’ensuit qu’uniquement S, et S3

sont solutions des équations associées au terme en A,;o pour

S Fy .
Gi(r,6) =3F,5 - —-S +8
r r

et

1 : . 2\ —2F3S +f
G2(r,9) = Eﬁ((SFZI +6F1)S + (6F1 —4F31 = FZI)S — Fle) + _.%__ﬂ.

+&(60)

En considérant les résultats obtenus : V14 €t Vg5, nous en déduisons pour A; le potentiel

a
V. (r,0) =
4t ) r2sin’ @
et pour Aj :
h2
Va,(r, 0) =

r2cos? 0
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avec une intégrale d’ordre trois de la forme :

3 2ax? 5 s [@(2y* +x%) —ax
Yp, ={Ls3, ps} + { 7 ,Px} + Ao3o(7-(Px + pxpy) + {m, Px} + {m Py})

et

2R (x% + ¥?) 2h?
Ya, = {Ls, px} + {——2x2—y’ pxp+ {ﬂo - Ty,l’y} + Aoso(z(Pi + pipy)
] 12232 +y%)
+{——7—7ﬂpJ+{—7—7—7—=%}
x(x% +y?%) x4(x% +y?)

Etant donné que nous sommes dans 1I’impossibilité de résoudre complétement les
équations déterminantes pour les cas 4.1.3 et 4.2.1, ces potentiels sont les seuls que nous
avons été susceptible d’extirper des équations.

Dans la limite classique, nous obenons le méme résultat sans les anticommutateurs

dans I’intégrale.

4.3 Solutions pour une intégrale de Type 3

Dans cette section, nous étudions les solutions pour une intégrale qui s’explicite
selon (3.3.4) a (3.3.7).
Comme nous I’avons indiqué dans la section 4.1.2, les termes d’ordre trois associés

a Ay et Ajpp s’identifient a uneértie radiale de la forme :
a
R(r)==+dr
r

4.3.1 Ao = Ap21 = Ap12 = Agoz =0

Ainsi, en nous réferrant a la méme section, nous avons que les équations qui régissent
le comportement angulaire sont respectivement (4.1.6) a (4.1.11) avec Dy = 0.

Dans les cas d’une constante du mouvement de la forme (3.3.4) et (3.3.5), la seule
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possibilité que nous avons obtenue pour la partie angulaire est 7(¢) = 0. Par conséquent,
le potentiel qui en découle est une de fois de plus celui de 1’oscillateur harmonique

V(r) = dr? associé aux intégrales :

Y, = {Ls, p + 2dx* + f3}
Y, = {Ls, p} + 2dy* + f3)

Y; = {L3,H}

En ce qui a trait a (3.3.7), pour B, # 0, comparativement a la sous-section 4.1.1.2,
dans laquelle nous avions I’opportunité d’utiliser (4.1.9) afin de réduire I’ ordre de (4.1.12),
nous en sommes confinés a traiter (4.1.12) sous sa forme primaire. Celle-ci se résout en
terme de fonctions elliptiques. Par contre, cette solution doit de plus vérifier (4.1.7) ce
que nous n’avons pas €été en mesure d’accomplir malgré 1’utilisation d’une routine d’un
logiciel de calculs symboliques.

Malgré tout, nous pouvons associer au potentiel harmonique :
Y = {Ls, Aipo(p} + 2dx%) + Ajo(py + 2dY*) + f3)

Dans le cas de B, = 0, il en ressort une solution de la forme (4.1.13) :

_ .2, @ t+apsin2f
Vol y=4r"% r2 cos2 26

pour d = 0 ou non. L’intégrale d’ordre trois est :

2 +y2)+2
(a1 (x"+y°) + azzJ)cy))+f3}

(2% +y)(x2 -y

X
+{_G17 Px} + {Xle py}
r r

Y ={Ls, p: — p} +2d(x* - y*) -2
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pour

2202 — y? + 8x%y?) + day xy(x® + 7))

r(x2 — y2)2

1.5

Ces potentiels survivent dans la limite classique pour des intégrales qui se simplifient

par la disparition des anticommutateurs

4.3.2 Ago, A, Aoiz et Ags non nulles simultanément

En considérant les différentes combinaisons possibles de Agsg, Ao21, Ag12 €t Agos selon
les formes (3.3.4) a (3.3.7) et les résultats précédents, il en résulte qu’aucun potentiel

n’est éligible autre que le potentiel libre.

4.4 Solutions pour une intégrale du type 4

Comme nous I’avons mentionné a quelques reprises dans les sections précédentes,
les seules solutions que nous avons été apte a extirper des équations caractérisant ce type
d’intégrale, (4.1.20) a (4.1.25), pour Dy = 0, sont Sy a S3 de la sous-section 4.1.3 pour
R(r) = 0.

En revanche, I’incidence de 1’absence de Dy dans les équations déterminantes annule
le comportement purement quantique des potentiels.

Ainsi, nous sommes contraints aux potentiels :

Qo a
V ,0) = ———, V ,0) = ————,
017(r, 0) i3 018(r, 0) Ty
[¢4)] s
V ’9 = t V ,9 = —-_—
019(r, 6) el on(r6) = 57—



assortis d’intégrale d’ordre trois s’explicitant sous les formes :

2a 15aox%(x* — 3y%)
Yo = 2(p° = 3psp?) +{ Ls, L=
017 = 2(p; = 3pxpy) { ¥ 3(3x7 — y2) V2r2(y2 — 3x2)2 ' Px

B 15aox(x* — 3y?)
yr2(y2 _ 3x2)2 Py (>

—2a 15a,y(y* — 3x?)
Y - 3 _ 2 1 1
018 = 2(py —3pxpy) + {L3’ x(x? — 3y2)} " { X2 =3y P
15a,y*(y* + 3x?)
+ » Py (>
22 — 3y2)

2a, ayx* arx
Yoo = 2(p} + Pxp)zy) * {La, —y7} + {—,Px + y—i?_,l’y A

y2r2

2a; asy sy’
Yoo =2(P_3 +P_3P,v)+{L3’ }+{——2,px tV\ 2,2 Py
xr x2r

xr?

Dans la limite classique, les mémes potentiels sont admissibles pour des constantes

du mouvement de la méme forme.

4.5 Sommaire des solutions

Dans cette section, nous proposons un sommaire des solutions obtenues dans ce mé-

moire, bien que la classification entreprise demeure imcompléte. L’ inventaire de tous les
potentiels obtenus non-triviaux et des intégrales d’ordre trois associées sera présenté.
Bien que plusieurs des potentiels trouvés sont associés a des intégrales d’ordre trois qui

sont reliées a des intégrales d’ordre deux da connues pour ceux-ci, nous préesntons tous

les résultats obtenus dans ce mémoire.

4.5.1 Potentiels quantiques

1. V=ar?
Y, = I3
Y, = {Ls, p + 2ax?*}
Y; = {Ls, p> + 2ay*}
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v=2e
Y = (L2, p} + {L3, —“—j} - Fp

V =R(r) + 252

Y = 213 + (L, 3K2p(6))

V=35

r2cos? @
Y=p+p’p,+3Ls, B+ {2 +{a
=Py T PPy 35 o2 o2 Px =272 Py
— "
5. V= r2cos? 0
Yy = L3+ (L, 25
— 3 2 212 2.y 2.)?
Yo =py+pipy + {La, A c;so} + {h —P} + {"l mpy}
(2 +6y%) 2%y
Ys = (L%, p,} + {‘—(‘;;Z’—,px} - {—1—’ pv}
— Q
6. = Psin’e
Y, = (L%, p.} + {222, p,}
1 » Px ¥z o Px
_ 3 2 (27 +2%) —a
Yy = pe+ ppy + {;(_‘zﬂz) , px} + {ﬁf“) p_y}
— 3 2 2 2 2
=Pyt paby t {Ls, —)—"} + {)%‘,%,px} + {‘ﬁ:‘,py}
_ _n
7. T Psing
rl
Y :Lg'*'{L:s,ﬁ}
— 3 —21? 2] 2 2
Y, = p)+ poph + {Ls, m} +h {,,’z",z,px} +h {)— py}
- an?
8. V= arz + T eos220
TZ
Y) = L3 +{Ls, 22 — 21
812 2 2
Y, = {L3,p§ — p2 +2dr*cos 26 - r-’-colsZ()} - 16h2y{px, %} - 16h2x{py, F):?}
9. V=ar*+ —;——”’;_‘1::;';29)
_ 73 3(cosf+sinf) L'—’
Yl - L3 + {L3’ (cos §—sin 8)3 2 ]
— 2_ .2 __4h%(1:sin 26) 2)  x(xy)? 2] vy
Yo = (Ls, pi-p}42dr? cos 20- i ppf sl p hxa {——(xzﬂzxm)z,py}
10. V=

]
r2sin” 36

= 3, 2 29 _ ) 15a2(2-3%) _ ) 15ax(:2-3y*)
Y= Dx 3pxpy + {L3’ y(3x2—y2)} {y2r20,2_3_r2)2 ’ px} {yrz(yz—3x2)2 ’ Py}




11. v=

12,

13.

14.

15.

91>
r2 sin® 30

Yy = L3+ 9%%{Ls, 3 csc? 30 - 1}

_ 3 2 1852 13522 (2 =3y?) 1351 x(x>—3y*)
Y, =p; 3pxpy + {L3’ Psin30 30} + {_yzrz_(yz__hz)z ) Px} + {_yrz(yz_3x_z)z ) Py}

— [¢4
V= r2 cos? 30
3 a2 —2a; 15ay(y*—3x2) 15ay?(37 +3x%)
Y= Py 3P,Py * {L3’ x(x3—3)'2)} + {,\'rz(xz-Iiyz)2 ,Px} * {m’ Py
_ _on?
V= r?cos? 36

Yy = L3 + 91*{Ls, 3 sec? 30 - 1}

_ .3 _ 2.2 —1842 1351%y(*=3x%) 1358%y* (2 =32%)
Y, = py 3p1py * {L3’ r cosS()} +{ xr2(x2-3y%)? ’px} * { x2r(x?-3y?)? ’p."}

V i 0 1 (m+nqcos())
= = 4 5| —
r

r? sin” @

Y = {L§9 p.\f} + {L3’ _a_rV} + {ﬂ’_ix. + ﬂ%ﬁv pl’} + {g—?v p)’}

_ ay+as sin 26
V=ar’+ r? cos? 26

Y = {Ls, p - p? + 2d(x* — y?) - 220y ¢ i) 4 {fcl,px} + {{GJ,py}

2(03 (=22 +8x2)2 ) +da xy(x2 432 ))

pour Gy = —

r(x? _y’l)‘_'

Les Potentiels classiques s’obtiennent directement des potentiels quantiques énumé-

rés dans la limite 7i — O et en omettant le s anticommutateurs dans les intégrales.
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CHAPITRE 5

INTEGRABILITE CUBIQUE EN COORDONNEES PARABOLIQUES ET
PERSPECTIVES ELLIPTIQUES

Nous présentons maintenant les équations qui déterminent complétement 1’existence
d’une intégrale d’ordre trois pour un Hamiltonien bidimensionnel en coordonnées para-

boliques dans le plan Euclidien.

5.1 Quantités physiques en coordonnées paraboliques

Le changement habituel en coordonnées paraboliques est :

2_ .2
=T e (5.1.1)
qui transforme le Hamiltonien :
.
pP: * P,
== " _LV(,
2@ ) & m
les impulsions :
py= SPETTPy TP + &Py
GERE2N @+
et la composante en z du moment angulaire :
_ &Py — D¢

px— 2

Ces expressions sont nécessairement valables en mécanique quantique par 1’identifi-

cation de p; = —ihd, et p, = —ihd,.
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5.2 Conditions d’existence d’une intégrale d’ordre trois en coordonnées parabo-

liques

Les équations d’existence d’une constante du mouvement de la forme (2.4.1) s’ob-
tiennent en transformant (2.4.2) a (2.4.5) a 'aide de (5.1.1).
Ainsi, en combinant les expressions transformées, de facon semblable au cas polaire,

nous obtenons :

n? d, fof + dZfo’l +ds Vf’l'l = d4V,,,m ——3{:(11 — 2T]d2 + §d3
DV, == Vv,
1 + DZV() 4 { ({-’2 n 7]2) + (§2 n ]]2)2 73
+ (?ﬂ]dl — 3fd2 —3ndy + 3§d4)V§,l + (T]dz —2&ds — 37]d4)V,],7
&+ )
3(d) — d3)(€* — 1) + 6(dz — du)én | 2(A210€ + A7)
_4
* &+ ) T ey et K
6(—dy + d3)én + 3(dy — du)(&® = 11)  2Az10€ + Ase7)
+ (§2 T 7]2)3 + 62 m 7]2 + 4A300§ V,]
(5.2.1)
uD, +vD,
(D1)§ = 3d1 Vf + sz,’ - (W) (522)
uDy +vD,
(Dz),’ =d; Vf + 3d4V,, = (W) (5.2.3)
(Dl)n + (Dz){: = 2(d2V§: + d}V,,) (524)

Les fonctions d; = di(&, ) sont reliées aux fonctions (2.4.6) a (2.4.9) de la fagon :

_Eh+Enh+Erfi+nh

é (& +n2)?
g = T38nfi + & - 26m)f, + Q8+ m)fs + 36 fa
: (& + 1P
g, = TS+ 00— 28 h + € - 26n°)fs + 38nfs
(€ +n?)?

4= —-Ph+&ff-Enf+Ef
‘T & +12)?
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et les fonctions D = D (&, ) et D, = D,(&, 17) sont définies en termes de g; et g; :

_ &g +ng

_ _ “ng1+£g

D et D, = §2 = 7]2

Nous n’explicitons pas les expressions pour d;,d,,d; et ds en terme de u et v car
celles-ci ne s’expriment pas sous des formes simplifi€ées comme dans les cas cartésien et
polaire.

Les équations (5.2.1) a (5.2.4) caractérisent I’existence de I’intégrale dans le contexte
de la mécanique quantique. Tout comme dans les cas cartésien et polaire, une intégrale
classique du troisieme ordre se spécifie dans la limite 7 — 0.

Comme nous pouvons le constater, I’équation qui distingue les cas classique et quan-
tique, soient (3.1.1) en coordonnées polaires et (5.2.1) en coordonnées paraboliques, se
présentent sous une forme autrement moins abordable que celle du cas cartésien (3.1.1).

Le principal intérét de la transposition de (2.4.2) a (2.4.5) dans le contexte para-
bolique est d’envisager une étude de la superintégrabilité pour des Hamiltoniens qui
admettent respectivement une intégrale d’ordre trois, régit par (5.2.1) a (5.2.4) et une
intégrale d’ordre deux de la forme 3. de la section 2.3. Dans cette perspective, contrai-
rement a la situation polaire, nous envisageons 1’analyse de (5.2.1) a (5.2.4) plus ac-
cessible, simplement par le fait que les variables paraboliques £ et n se présentent sous
la méme forme dans les équations. De cette fagon, une approche semblable a celle de
I’étude en coordonnées cartésiennes!!* !>} est envisageable et possiblement plus directe

que I’avenue emprunté dans I’étude polaire qui s’énongait cas par cas.

5.3 Coordonnées elliptiques

Avant de conclure, nous proposons quelques commentaires sur 1’existence d’une in-
tégrale cubique en coordonnnées elliptiques.
Nous ommettons la présentation des équations qui singularisent un tel contexte, car le

temps nous a contraint a nous concentrer principalement sur les résultats précédemment



présentés dans ce mémoire.

Par contre, une possible étude des propriétés d’intégrabilité et de superintégrabailité
en ces coordonnées, soient x = Icoshpcoso ety = Isinhpsino pour [ > 0, doit
s’accomplir pour un Hamiltonien bidimensionnel de la forme

2
pi+ P

H = + V(p, o)
22(cosh® p — cos? o) ©

pour

sinhpcosop, — coshpsinop,
Px =

I(cosh? p — cos? o)
et

coshpsinop, + sinhp cosop,
Py =

I(cosh? p — cos? o)

Les expressions quantiques s’obtiennent en considérant p, = —ifid, et p, = —ihd,.

Nous prenons le temps de commenter quelque peu cette avenue, car dans un avenir
rapproché, aprés avoir complété la classification des Hamiltoniens qui admettent la sé-
pration de variables en coordonnées polaires et paraboliques, des démarches semblables
se devront d’étre accomplies dans le cas 4. de la section (2.3).

De fait, les similitudes probables des équations déterminantes de ce contexte et de
celui traité dans ce mémoire risquent d’étre marquantes. La présence, une fois de plus,
de fonctions trigonométriques et en plus de fonctions hyperboliques risquent de freiner
régulierement le traitement des équations qui régissent le potentiel.

Evidemment, il serait important de conclure d’abord la classification entreprise en
coordonnées polaires et ensuite mettre a terme une recherche semblable en coordonnées

paraboliques afin de s’en prendre finalement au cas elliptique.
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CONCLUSION

Ce mémoire se voulait une continuation de I’étude de la superintégrabilité cubique
classique et quantique dans un espace euclidien bidimensionnel.

De fait, nous avons établi les équations déterminantes d’un invariant polynomial
d’ordre trois en les impulsions en coordonnées polaires et paraboliques en plus de com-
menter brievement la perspective de ces équations en coordonnées elliptiques.

Par la suite, en imposant I’existence d’un deuxiéme invariant, cette fois-ci d’ordre
deux, entrainant la séparation de variables du potentiel dans le Hamiltonien en coordon-
nées polaires, nous nous avons tenté de répertorier tous les systemes hamiltoniens qui se
caractérisent selon ces spécificités. Toutes les démarches accomplies se justifiaient, a la
base, par les différentes simplifications admissibles sur la forme générale d’une intégrale
d’ordre trois sous 1’action du groupe Euclidien.

Les équations qui déterminaient le comportement radial du potentiel étaient rapi-
dement intégrées. Quant aux comportements angulaires, ceux-ci s’obtenaient de fagon
autrement moins directe. Les équations qui régissaient cette partie du potentiel se présen-
taient sous des formes difficiles a intégrer par les méthodes connues et par 1’utilisation
de logiciels de calculs symboliques. En quelques occasions, nous avons été dans 1’inca-
pacité de résoudre les équations résultantes.

Néanmoins, les potentiels obtenus dans notre étude se présentaient sensiblement sous
des formes connnues. Nous avons pu en quelques cas, démontrer les différences entre la
superintégrabilité cubique classique et quantique ; nous avons obtenu plusieurs solutions
purement quantique, exprimées en termes de fonctions connnues qui se réduisaient au
potentiel libre dans la limite classique.

Enfin, en comparaison avec 1’étude achevée dans le cas ou le Hamiltonien admet
la séparation de variables en coordonnées cartésiennes, le traitement de chacun des cas
possibles s’effectuait de facon hautement moins systématique. En fait, la tentative de

compilation des systémes hamiltoniens qui vérifiaient les prémisses de nos recherches,
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s’apparentait a une méthode de cas par cas, ce qui nous compliquait drdlement la tache
par le nombre considérable de cas a analyser et a ne pas négliger.

Finalement, la classification des syst¢émes hamiltoniens séparables en coordonnées
polaires possédant une intégrale d’ordre trois en deux dimensions demeure incompléte.
Naturellement, il serait intéressant et important de mettre un terme a cette recherche
afin de pouvoir s’attaquer par la suite & I’étude de la superintégrabilité cubique avec
séparation de variables en coordonnées paraboliques et elliptiques.

Comme nous I’avons mentionné précédemment, plusieurs cas demeurent non réso-
lus. En plus des situations laissées sans solutions dans ce mémoire, il est a noté que tout
au long des démarches précédentes, nous nous sommes référés aux différentes simplifi-
cations que nous pouvions accomplir sur la forme générale de I’intégrale d’ordre trois
afin de simplifier les équations déterminantes. Ce que nous avons omis de considérer est
I’effet que peut avoir ces simplifications sur I’intégrale d’ordre deux. De fait, I’intégrale
d’ordre deux est de la forme L§ + 5(6) et demeure uniquement invrariante sous les rota-
tions dans le plan. Les translations modifient 1’allure de cet invariant. Ainsi, il s’ensuit
que plusieurs autres cas demeurent non traités et le probleme de classification demeure
hautement ouvert.

Ce probléme comme beaucoup d’autres dans le domaine de 1’intégrabilité et la su-
perintégrabilité classique et quantique demeure non résolu. De plus, un bon nombre de
fondements théoriques concernant I’intégrabilité quantique restent a étre établis de fagon
rigoureuse. Beaucoup d’aspects sont conjecturés et supposés : la notion d’indépendance
entre les intégrales quantiques, la solvabilité des systémes superintégrables quantiques,
le liens avec les symétries généralisées, la présence de la propriété de Painlevé pour les
équations qui déterminent les potentiels quantiques, pour n’en citer que quelques uns.

Finalement, la pertinence des recherches dans le domaine de I’intégrabilité et la su-
perintégrabilité classique et quantique pour des ordres supérieurs a deux, a été démon-
tré dans quelques travaux par les différences qui semblent vouloir s’établir entre les

contextes classiques et quantiques. Des efforts considérables se doivent d’étre investis



dans les démarches qui pourraient mener a la résolution de ces problemes et le dévelop-
pement de nouvelles méthodes de calculs qui pourraient clarifier notre fagon d’aborder

les problemes.
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