
-

Université de Montréal 

Superintégrabilité classique et quantique avec intégrale d'ordre trois 

par 
Frédérick Tremblay 

Département de Physique 
Faculté des arts et des sciences 

Mémoire présenté à la Faculté des études supérieures 
en vue de l'obtention du grade de Maître ès sciences (M.Sc.) 

en Physique 

Décembre, 2005 

© Frédérick Tremblay, 2005. 

Grads ocl10Y 
è corr.p\er du 

0 4 MA\ 2006 





Université JI, 
de Montréal 

Direction des bibliothèques 

AVIS 

L'auteur a autorisé l'Université de Montréal à reproduire et diffuser, en totalité 
ou en partie, par quelque moyen que ce soit et sur quelque support que ce 
soit, et exclusivement à des fins non lucratives d'enseignement et de 
recherche, des copies de ce mémoire ou de cette thèse. 

L'auteur et les coauteurs le cas échéant conservent la propriété du droit 
d'auteur et des droits moraux qui protègent ce document. Ni la thèse ou le 
mémoire, ni des extraits substantiels de ce document, ne doivent être 
imprimés ou autrement reproduits sans l'autorisation de l'auteur. 

Afin de se conformer à la Loi canadienne sur la protection des 
renséignements personnels, quelques formulaires secondaires, coordonnées 
ou signatures intégrées au texte ont pu être enlevés de ce document. Bien 
que cela ait pu affecter la pagination, il n'y a aucun contenu manquant. 

NOTICE 

The author of this thesis or dissertation has granted a nonexclusive license 
allowing Université de Montréal to reproduce and publish the document, in 
part or in whole, and in any format, solely for noncommercial educational and 
research purposes. 

The author and co-authors if applicable retain copyright ownership and moral 
rights in this document. Neither the whole thesis or dissertation, nor 
substantial extracts from it, may be printed or otherwise reproduced without 
the author's permission. 

ln compliance with the Canadian Privacy Act some supporting forms, contact 
information or signatures may have been removed from the document. While 
this may affect the document page count. it does not represent any loss of 
content from the document. 



Université de Montréal 
Faculté des études supérieures 

Ce mémoire intitulé: 

Superintégrabilité classique et quantique avec intégrale d'ordre trois 

présenté par: 

Frédérick Tremblay 

a été évalué par un jury composé des personnes suivantes: 

Manu Paranjape, 
Pavel Wintemitz, 
Véronique Hussin, 

Mémoire accepté le: 

président-rapporteur 
directeur de recherche 
membre du jury 



RÉSUMÉ 

Ce mémoire se présente comme étant une poursuite de l'étude de la superintégrabilité 

classique et quantique dans un espace euclidien en deux dimensions avec une intégrale 

d'ordre trois. La classification de tous les Hamiltoniens séparables en coordonnées carté-

siennes qui admettent une constante du mouvement d'ordre trois en les impulsions ayant 

déjà été complétée, nous proposons une poursuite de ces recherches dans le cas où le 

système se sépare en coordonnées polaires. Premièrement, nous dérivons les équations 

qui déterminent complètement le potentiel en ces coordonnées et tentons ensuite de les 

solutionner selon les différentes simplifications que nous pouvons accomplir sur l'inté-

grale par l'action du groupe eulidien E(2). Finalement, nous présentons les équations 

qui caractérisent entièrement l'intégrabilité euclidienne cubique en coordonnées parabo-

liques. 

Mots-clés : intégrabilité, superintégrabilité, symétries, commutation, Hamiltonien, sé-

paration de variables, transformations euclidiennes. 



ABSTRACT 

This thesis is a contribution to the study of classical and quantum superintegrabi-

lity in a two-dimensional Euclidean space involving a third order integral of motion. 

A classification of Hamiltonian systems separable in cartesian coordinates that allow a 

third order invariant in the momenta has already been performed. We propose an ex-

tension of this work and investigate Hamiltonians that admit separation of variables in 

polar coordinates and allow the existence of a third order constant of motion. We deter-

mine the equations that characterize the potential in these coordinates and then attempt 

to solve them while simplifying the integral through the action of Euclidean group E(2). 

Futhermore, the equations which describe the classical and quantum cubic Euclidean in-

tegrability are established in parabolic coordinates. 

Keywords : integrability, superintegrability, symmetries, commutation, Hamiltonian, se-

paration of variables, euclidean transformations. 
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INTRODUCTION 

L'étude des systèmes intégrables est depuis longtemps une branche très importante 

de la physique-mathématique. D'un point de vue physique, l'essence même de ces consi-

dérations repose justement dans la recherche de quantités conservées pour des systèmes 

mécaniques. En fait, les propriétés géométriques et dynamiques d'un problème physique 

quelconque trouvent directement leur signification dans le formalisme mathématique de 

leur contexte respectif. 

En mécanique classique, la caractérisation des systèmes intégrables hamiltoniens 

nous est fournie par le théorème de Liouville. Celui-ci s'est sensiblement établi comme 

étant un des premiers résultats mathématiques importants de la mécanique analytique 

telle qu'on la connaît de nos jours. Par la suite, nombre de grands mathématiciens et 

physiciens se sont impliqués dans l'élaboration d'un formalisme satisfaisant qui permet-

tait d'établir les fondements de la mécanique classique et l'apparition de la théorie du 

chaos. Ainsi, en proposant une généralisation du théorême de Liouville, on définissait le 

comportement spécialement intéressant des systèmes intégrables. Bref, tous ces travaux 

n'ont fait qu'accroître la nécessité d'une étude détaillée de l'intégrabilité des systèmes 

mécaniques. Cette dernière est motivée par le fait que ceux-ci sont d'une rareté substan-

tielle en physique et en mathématique et qu'une telle recherche peut être profitable dans 

l'étude des systémes chaotiques ou non-intégrables. 

Avec l'avènement et le développement de la mécanique quantique dans les années 

1920, ils' ensuivit qu'une tâche semblable devait être accomplie selon ce nouveau contexte. 

En ce qui concerne l'étude des systèmes intégrables, la transition semblait vouloir s'im-

poser naturellement. Le passage du formalisme mathématique de la mécanique classique 

à celui de la mécanique quantique a ainsi permis de poser la définition de l'intégrabilité 

quantique en terme d'opérateurs et de relations de commutation. 

Toutefois, il n'existe toujours pas d'équivalent quantique du fameux théorème de 

Liouville, les notions d'indépendance entre les intégrales du mouvement quantiques res-
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tent contestées et contestables[16• 191 , l'élaboration d'une théorie des systèmes chaotiques 

quantiques reste toujours incomplète[45l et d'autres aspects de la version de l'intégrabilité 

quantique demeurent conjecturés. 

Malgré tout, plusieurs recherches et classifications des sytèmes intégrables classiques 

et quantiques ont été complétées à ce jour. De l'approche hamiltonienne, on recherche 

les systèmes qui admettent, majoritairement, des intégrales du mouvement polynomiales 

en les quantités de mouvement. De cette façon, une classification de tous les systèmes 

intégrables classiques et quantiques possédant une intégrale d'ordre deux en les impul-

sions fut complétée dans un espace euclidien de dimension deux et trois1 13•32•461 • On a pu 

répertorier les cas dans lequels il était possible d'intégrer un système hamiltonien avec 

deux et trois degrés de liberté. Il advient que l'existence d'une intégrale d'ordre deux en 

les impulsions entraîne la séparation des variables dans l'équation d'Hamilton-Jacobi en 

mécanique classique et respectivement l'équation de Schrodinger en mécanique quan-

tique dans un des systèmes de coordonnées suivants : cartésiens, polaires, paraboliques 

et elliptiques. 

Par la suite, des travaux semblables ont permis de dénombrer les sytèmes hamilto-

niens qui admettent plus de quantités conservées que de degrés de liberté. Aucune dif-

férence ne fut constatée entre les cas classique et quantique. Ainsi furent, d'une certaine 

façon, établies les bases de la théorie des sytèmes dit "superintégrables" (plus qu'inté-

grables). Par la suite, plusieurs études s'en sont suivies concernant ce type de systèmes 

dans différentes situations[11 , 22- 27•3o. 3 i. 37- 39, 44J. 

Cependant dans les années 80-90, Hietarinta démontrait que l'existence d'une inté-

grale d'ordre trois ou quatre, dans un espace euclidien à deux dimensions, en mécanique 

quantique, faisait apparaître des différences importantes entre l'intégrabilité quantique et 

classique[17- 191 : la correspondance entre l'intégrabilité classique et quantique n'est tout 

simplement pas bijective. 

En fait, plus récemment, les classifications des hamiltoniens à deux degrés de liberté 

dans un espace euclidien à deux dimensions qui possèdent une constante du mouvement 



d'ordre trois en plus d'admettre, en premier lieu, une intégrale d'ordre un ri4J et par la 

suite la séparabilité du hamiltonien en coordonnées cartésiennes furent complètéesr15J. 

Ces travaux ont permis de confirmer les résultats mis à jour par Hietarinta. En plus, il 

s'est avéré que toutes les équations différentielles qui déterminaient le potentiel, pos-

sédaient la propriété de Painlevé et dans quelques cas, le potentiel présentait une partie 

purement quantique sous forme de transcendants de Painlevé ou de fonctions elliptiques. 

De cette façon, l'étude des sytèmes superintégrables se veut d'un intérêt considérable dû 

à la possibilité de mettre en évidence un lien direct entre les équations régissant l'inté-

grabilité d'un système mécanique, la propriété de Painlevé et d'autres particularités de 

la théories des équations différentielles non-linéaires. 

Ainsi, ce mémoire se veut une continuité des travaux entamés dans 114• 151 pour le cas 

où le hamiltonien est séparable en coordonnées polaires. 

Tout d'abord, dans le chapitre 1, nous introduisons les éléments théoriques et dé-

finitions de base de l'intégrabilité et superintégrabilité classique et quantique. Dans le 

chapitre 2, nous présentons les résultats ayant été établis dans le passé concernant l'exis-

tence d'une intégrale d'ordre un, deux et trois dans un espace euclidien à deux dimen-

sions. Puis, dans le chapitre 3, nous établissons les conditons qui déterminent complè-

tement un invariant d'ordre trois en coordonnées polaires en plus des différentes réduc-

tions admissibles sur ce type d'invariant. Le quatrième chapitre est entièrement consacré 

aux démarches et résultats obtenus dans le cas où le hamiltonien admet la séparation 

de variables en coordonnées polaires. Finalement, dans le chapitre 5, nous proposons le 

système d'équations à satisfaire dans l'étude de l'intégrabilité cubique en coordonnées 

paraboliques en plus de commenter brièvement le contexte elliptique. 
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CHAPITRE 1 

DÉFINITIONS ET THÉORIE 

Ce chapitre est consacré à la présentation des éléments et fondements théoriques des 

systèmes intégrables et superintégrables en mécanique classique et quantique de façon 

complètement générale pour un système à n degrés de liberté. Il est à noter ici et tout au 

long de ce mémoire, que l'approche mathématique adoptée sera en terme du formalisme 

hamiltonien dans un espace euclidien. 

1.1 Mécanique classique 

Nous allons d'abord présenter les éléments théoriques nécessaires à la présentation 

du contexte de l'intégrabilité classique. 

1.1.1 Théorie 

Considérons ici un Hamiltonien à n degrés de liberté de la forme suivante : 

n p2 
H(q, p) = I 2~ + V(q), 

k=I 

(1.1.1) 

pour q = (q1, q2, ... , qn), p = (p1, p 2, ••• , Pn) et V(q) le potentiel du système. Dans ce cas, 

le hamiltonien est associé à un système conservatif, car celui-ci ne dépend pas explicite-

ment du temps. Ainsi, l'énergie du système, étant représentée par H, est conservée. 

Les équations du mouvement associées à ce système sont les équations de Hamilton : 

8H . -a =q;, 
P; 

8H 
-=-p; 
Bq; 

(1.1.2) 

Les solutions de ces équations sont représentées dans un espace de phases, engendré 

par les coordonnées q = (q1, q2 , ... , qn) et impulsions p = (p1, p2 , ... , Pn) généralisées, à 
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2n dimensions. 

Une quantité physique est dite conservée, si elle reste constante selon une variation 

du temps. Par exemple, nous avons que (1.1.1) est conservé, donc, 

dH =O 
dt 

(1.1.3) 

Nous nommons ce type de quantité intégrale ou constante du mouvement selon les 

habitudes linguistiques de la physique. 

De plus, définissons pour deux fonctions différentiables f(q, p, t) et g(q, p, t) : 

[f,g]cp = t 8f 8g _ 8f 8g 
k= I Bq; 8p; 8p; 8q; 

(1.1.4) 

comme étant le crochet de Poisson. Ainsi, nous pouvons réexprimer la dérivée par rap-

port au temps d'une fonction f(q, p, t) en termes de (1.1.1) et de (1.1.4) : 

df 8f dt = [f, H]cp + ai 

Directement, nous remarquons que pour f = H, 

dH 8H 8H 
dt = [H,H]cp + 8t = 8t 

( 1.1.5) 

Et dans le cas de ( 1. 1. 1 ), 8
8~ = 0 ce qui justifie le fait que H, l'énergie du système, 

est une intégrale du mouvement. Fait intéressant à remarquer : 

Finalement, en guise de dernier rappel en ce qui a trait à la théorie classique, nous al-

lons brièvement énoncer le concept de transformation canonique. En ce qui nous concerne, 

le fait important à rappeler concernant ce type de transformations est qu'en considérant 

un changement de coordonnées inversible dans l'espace de phases : 
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(q,p) H (Q,P) 

avec, 

Les équations du mouvement (1.1.2) demeurent valides dans les nouvelles variables 

(Q, P) tel que : 

8K . 
8P; = Q;, 

avec le Hamiltonien: K(Q, P) = H(q, p). 

1.1.2 Intégrabilité et superintégrabilité 

8K . 
-=-P· 8Q; 1 

Nous allons maintenant définir la notion d'intégrabilité en mécanique classique. 

Definition 1.1.2.1. Un système représenté par un Hamiltonien de la forme ( 1.1.1) est dit 

intégrable (ou Liouville-intégrable), s'il existe nfonctions bien définies X;(q,p), incluant 

H, dans l'espace de phases M : 

dX; 
dt = [X;, H]cp = 0 

[X;, Xj]cp = 0 
8(X1, ... ,Xn) 

rong =n 
8(q1, ... , qn, Pl,···• Pn) 

(1.1.6) 

(1.1.7) 

(1.1.8) 

(1.1.6) nous affirme que X(q, p) est bel et bien une intégrale du mouvement, (1.1.7) 

nous indique que toutes les intégrales sont en involution et ( 1.1.8) fait intervenir le 

théorème des fonctions implicites en imposant l'indépendance fonctionnelle entre les 

X;(q,p). 
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Comme nous avons mentionné dans l'introduction, ces systèmes possèdent des pro-

priétés très intéressantes. En fait, le caractère dynamique imposé par l'intégrabilité d'un 

système se détaille dans les énoncés du théorème de Liouville et des résultats qui en 

découlent [J,z, 361 • 

Théorème (Liouville). Soit X 1, ••• , Xn, n fonctions bien définies qui respectent (]. 1. 6) à 

( 1. 1. 8) Vi, j = l, ... , n dans un espace de phase M à 2n dimensions . Alors : 

1. Ma = {(q,p) E M : X; = c;} est une variété invariante sous le flot induit par le 

Hamiltonien H = X1 ; 

2. les équations ( 1.1.2) peuvent être solutionnées par quadrature; 

3. Si Ma est compacte et connexe, alors celle-ci est difféomorphe à un tore de dimen-

sion n. 

Ainsi, comme nous pouvons le constater, le précédent théorème exhibe les consé-

quences physiques de l'intégrabilité d'un système hamiltonien. Les systèmes intégrables 

possèdent des comportements très réguliers souvent caractérisés par une périodicité 

quasi-parfaite. De plus, les trajectoires de ces systèmes ne s'étalent pas complètement 

dans tout l'espace de configuration, contrairement à celles des systèmes chaotiques, mais 

ne sont confinées qu'à une partie de celui-ci. 

Comme nous l'avons mentionné plus tôt, l'étude de ces systèmes s'avère d'une per-

tinence considérable à la caractérisation de la dynamique des systèmes chaotiques. Étant 

une propriété rare, l'intégrabilité propose de fortes restrictions et contraintes à la phy-

sique de tels systèmes ; de petites perturbations faites sur un système intégrable risquent 

fort probablement de lui faire perdre cette propriété. Il s'avère qu'en physique, la théorie 

des perturbations nous aide essentiellement à mieux interpréter le sens physique d'un 

problème considéré : en perturbant un système physique, on modifie le comportement 

de celui-ci et la perspective de modéliser un sens physique plus réel s'avère plus abor-

dable. De cette façon, l'étude de l'intégrabilité physique se justifie par sa rareté et par la 
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perspective qu'elle peut proposer dans l'interprétation des principales différences inter-

venant entre l'intégrabilité et le chaos et dans la définition de la frontière qui sépare ces 

deux contextes. 

Régulièrement, il advient dans l'étude de l'intégrabilité, que l'on détecte des sys-

tèmes qui possèdent plus d'intégrales du mouvement que de degrés de liberté. Ces sys-

tèmes sont forcément soumis à des contraintes encore plus strictes et présentent des 

comportements encore plus réguliers que ceux définis un peu plus haut. 

On définit cette particularité : 

Definition 1.1.2.2. Un système représenté par un Hamiltonien de lafonne ( 1.1.1) est dit 

superintégrable, s'il est intégrable et s'il possède en plus k autres intégrales Yj(q,p): 

dY, 
dt = [Y;, H]cp = 0 

8(X1, ... , X11, Y1, ... , Yk) k rang-------- = n+ 
8(q1' ... , q11, Pl' ... , P11) 

(1.1.9) 

(1.1.10) 

On dit qu'un système est maximalement superintégrable si k = n + 1 et minimalement 

superintégrable si k = 1. 

Nous constatons que nous ne pourrions pas avoir plus de 2n-1 intégrales du mou-

vement indépendantes bien définies dans un espace de phases à 2n dimensions. Par le 

théorème des fonctions implicites, il en résulterait que chacune des 2n coordonnées cano-

niques (q1, ... , q11 , p1, ... , p11 ) seraient exprimables localement en termes des 2n constantes 

du mouvement. En conséquence, l'espace de phase serait confiné à un ensemble de 

points fixes. 

Les systèmes superintégrables ont des propriétés encore plus rares que les systèmes 

intégrables. Dans 1' espace des phases associé à un système maximalement superin-

tégrable, la présence de l'ensemble des Yj, contraint les trajectoires à être complète-

ment déterminées et périodiques. Par exemple, mentionnons que l'oscillateur harmo-

nique V(r) = wr2 et le potentiel de Coulomb V(r) = 7 sont les systèmes maximalement 
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superintégrables les plus connus en n dimensions. De plus, mentionnons afin de mieux 

préciser le caractère de ces deux systèmes, qu'il a été démontréC61 que ces potentiels sont 

les seuls potentiels à symétrie sphérique pour lesquels toutes les trajectoires finies sont 

fermées. 

1.2 Mécanique quantique 

Nous allons maintenant présenter les principaux aspects théoriques quantiques qui 

vont nous permettre par la suite d'adapter les concepts d'intégrabilité et de superintégra-

bilité à la mécanique quantique. Il est à remarquer qu'il n'existe pas de résultats com-

parable au théorème de Liouville en mécanique quantique qui caractérise les systèmes 

intégrables et superintégrables. Il s'en suit par contre qu'il existe beaucoup de conjec-

tures qui ont été proposées. Les différents calculs ayant été complétés en mécanique 

quantique postulent par eux-mêmes des propriétés particulièrement rares et intéressantes 

que semblent posséder ces systèmes, mais aucun résultat théorique n'a été démontré de 

façon générale. 

1.2.1 Transition classique/quantique : observable et opérateur 

Un des principaux postulats de la théorie quantique stipule que toute quantité phy-

sique (observable) est représentée par un opérateur de façon qu'une mesure expérimen-

tale de cet opérateur est donnée par une des valeurs propres associées à celui-ci. C35l. Pour 

chaque observable Â, nous avons une équation aux valeurs propres : 

Âl'I') = al'I') 

où a représente les valeurs propres et l'I') les fonctions ou vecteurs propres de Â. 

Ainsi, en mécanique quantique, on associe à la position 1' opérateur : 

XHX, 



à l'impulsion : 

pH p = -i1iV, 

à la composante en z du moment angulaire : 

et à l'énergie, l'opérateur Hamiltonien : 

A2 

H H IÎ = R._ + V(q) 
2m 

10 

(1.2. l) 

On remarque que chacun des opérateurs, présentés ci-dessus, ont la particularité 

d'être hermitiens (X= :xt). La principale caractéristique de ces opérateurs, qui est d'un 

intérêt fondamental en physique, est que l'hermiticité entra'ine que les valeurs propres 

associées à l'opérateur considéré sont réelles. 

L'équation aux valeurs propres associée à Û est 

(1.2.2) 

pour l'P) = l'P(q)) avec q = (q1, ••• , q11 ). La dynamique de tout système physique 

non-relativiste et stationnaire est décrite par la dernière équation qui est connue sous le 

nom de l'équation de Schrodinger indépendante du temps. Dans ce contexte, la fonction 

propre l'P) ne dépend pas explicitement du temps. En fait, le développement temporel de 

l'P) se représente par 

A ( A2 ) ( 1i2 ) a Hi'P) = im + V(q) l'P) = - 2m V2 + V(q) l'P) = in atl'P) (l .2.3) 

Dans la limite classique, (l .2.3) se réduit à l'équation dite d'Hamilton-Jacobi qui 

découle du formalisme hamiltonien présenté dans la première section. 

La caractérisation des quantités physiques quantiques en terme d'opérateurs hermi-
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tiens met en évidence d'importantes différences entre les contextes classique et quan-

tique, soit le fait que les observables ne commutent plus nécessairement entre elles. 

L'interprétation de la théorie quantique repose, en bonne partie, sur les relations de com-

mutation entre les opérateurs considérés. 

Une quantité conservée X est maintenant définie comme étant un opérateur qui com-

mute avec l'opérateur Hamiltonien : 

[H, x1 = ftx - xft = o 

Cette propriété de la commutation entre deux opérateurs provient d'un résultat d'al-

gèbre linéaire qui est d'une importance capitale en mécanique quantique: Soient Â et fi 
deux opérateurs hermitiens qui commutent. Ceux-ci possèdent le même ensemble de vec-

teurs ou de fonctions propres. En fait, l'importance physique de cette propriété est que 

pour deux quantités physiques représentées par deux opérateurs hermitiens qui com-

mutent, celles-ci peuvent être définies simultanément selon le même ensemble de fonc-

tions propres. 

Bref, la con-espondance entre le crochet de Poisson et le commutateur est : 

i 
[, ]cp H 1î [,] + o(n) 

Ainsi, en négligeant les termes d'ordres supérieurs à 1 den, étant donné sa valeur 

numérique, on obtient : 

De cette façon, les relations entre les variables canoniques sont préservées par le 

passage du contexte classique au contexte quantique. 



1.2.2 Intégrabilité et Superintégrabilité 

Nous sommes maintenant en mesure de définir les versions d'intégrabilité et de su-

perintégrabilité quantique. En fait, celles-ci sont semblables à celles du cas classique en 

considérant qu'un système dynamique quantique est décrit par l'équation (1.2.2), que le 

crochet de Poisson devient le commutateur et les intégrales ne sont plus des fonctions 

bien définies dans un espace de phase à 2n dimensions, mais des opérateurs hermitiens 

agissant sur un espace de fonctions, qui commutent avec un Hamiltonien de la forme 

(1.2.1). 

Comme en mécanique classique, les systèmes qui possèdent une de ces propriétés 

s'avèrent d'un intérêt particulièrement considérable. De fait, les systèmes superinté-

grables connus en mécanique quantique sont exactement solubles: leur spectre d'énergie 

est dégénéré et peut être obtenu de façon algébriquer4o. 431. 

Par contre, il est à noter que la notion d'indépendance entre les intégrales n'est pas 

aussi bien définie que dans le cas classique, où il fallait seulement s'assurer que l'ex-

pression (1 .1.8) soit vérifiée. En raisonnant par analogie avec la mécanique classique, 

le seul fait de demander l'indépendance fonctionnelle entre chacune des intégrales du 

mouvement n'est pas aussi satisfaisant dans le cas quantique. En fait de façon générale, 

pour des opérateurs pas nécessairement différentiels, l'indépendance fonctionnelle et les 

propriétés de commutation entre eux sont deux notions qui ne s'impliquent pas l'une de 

l'autrel 191 1. De plus, les problèmes provenant de la notion d'indépendance entre des opé-

rateurs qui commutent ont été longuement discutés par plusieurs auteurs1 16• 17• 19•451. Dans 

ce mémoire, pour deux opérateurs différentiels qui commutent, nous nous assurerons 

qu'il n'existe pas de relation algébrique qui les relie l'un à l'autre. 

1Dans la référence 19, l'auteur cite un théorème, ayant été démontré par von Neumann, justifiant 
l' affirmation que nous venons de faire . 
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CHAPITRE2 

INTÉGRABILITÉ AVEC CONSTANTE DU MOUVEMENT POLYNOMIALES 

La classification des systèmes intégrables s'établit majoritairement par la recherche 

des sytèmes classiques et quantiques qui possèdent des constantes du mouvement qui 

sont dites polynomiales en les impulsions : 

n 

X= I:{Pij(x,y),p~p;,} (2.0. l) 
i,j=O 

pour un Hamiltonien classique de la forme ( 1. 1. 1) ou quantique de la forme ( l.2.1) 

dans un espace euclidien bidimensionnel. La justification de cette quête spécifique pour 

la forme de l'intégrale du mouvement s'explique par le fait que c'est le type d'inté-

grales le plus répandu et rencontré en physique. La possibilité de rechercher des sys-

tèmes intégrables qui possèdent des constantes du mouvement non-polynomiales de-

meure faisablel201, mais la perspective d'un résultat non-trivial s'avère beaucoup moins 

probable que dans le cas d'une recherche d'intégrales polynomiales. 

Ici, {A, B} = AB + BA est un anticommutateur . Cette opération nous permet de 

séparer les termes d'ordre pair et impair lors de la commutation entre le Hamiltonien et 

l'intégrale du mouvement et nous assure que celle-ci possède la propriété d'hermiticité. 

Dans ce qui suit, en premier lieu, nous allons expliquer comment nous pouvons sim-

plifier (2.0.1) après 1 'avoir commuté avec le Hamiltonien. Ensuite, nous allons exposer 

brièvement les résultats concernant la classification des systèmes possédant des inté-

grales polynomiales d'ordre un, deux et trois pour un Hamiltonien de la forme: 

p2 +p2 
H = x 

2 
Y + V(x, y) (2.0.2) 

La section concernant les intégrales d'ordre trois se présente comme étant un point 

de départ au contexte principal de ce mémoire. 
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2.1 Simplification d'une intégrale polynomiale 

Une quantité physique de la forme (2.0.1), après commutation avec un Hamiltonien 

de la forme (2.0.2) classique ou quantique, s'explicite, comme nous allons le voir, en 

terme de polynômes de L3 = xpy - YPx, Px et Py• Dans le cas d'un Hamiltonien inté-

grable admettant une constante du mouvement polynomiale, nous pouvons utiliser les 

transformations : 

x H x cos a + y sin a + a, y H - x sin a + y cos a + b (2.1.1) 

afin de simplifer l'intégrale. Ces transformations n'affectent en aucun cas l'intégra-

bilité du Hamiltonien. La raison est qu'en agissant sur l'intégrale avec (2.1.1 ), on trans-

forme de la même façon le Hamiltonien de sorte qu'il maintienne toujours une forme 

(2.0.2). Les relations de commutation sont par le fait même préservées. 

Comme nous allons voir, sous certaines conditions, les transformations (2.1.1) sim-

plifient beaucoup l'allure des intégrales en faisant disparaître les termes redondants. De 

plus, il serait raisonnable de penser à utiliser le Hamiltonien afin de simplifier l'inté-

grale, considérant que celle-ci commute avec H et que H lui-même est une constante du 

mouvement. Par contre, dans le présent mémoire, nous ne considérerons pas ce type de 

simplifications, car ceci créerait une dépendance de l'intégrale par rapport à l'énergie. 

D'un point de vue quantique, ce fait nous pose un problème, considérant que nous dési-

rons obtenir des constantes du mouvement qui possèdent la même forme pour tous les 

niveaux d'énergie. 

2.2 Intégrale d'ordre un 

Une intégrale polynomiale d'ordre un, pour n = 1 dans (2.0.1), qui commute avec 

(2.0.2) doit satisfaire : 



-
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(2.2.1) 

avec une équation de compatibilité pour le potentiel V(x,y): 

(2.2.2) 

Nous pouvons simplifier (2.2.2) à l'aide des transformations (2.1.1) et obtenir que 

les seuls potentiels à admettre une intégrale de la forme (2.2.1) : 

{ 

V(r) avec X = L3 
V(x,y) = 

V(x) avec X = Py 

pour a * 0, dans le premier cas et a = 0 et b2 + c2 * 0 dans le deuxième. Ces résultats 

coïncident dans les cas classiques et quantiques et n'ont rien de vraiment exceptionnel 

mis à part qu'ils confirment des résultats déjà connus : l'existence d'une intégrale poly-

nomiale d'ordre un est due à la présence de symétries géométriques dans le système. 

2.3 Intégrale d'ordre deux 

Un Hamiltonien (2.0.2) qui admet une intégrale d'ordre deux a la particularité d'ad-

mettre la séparabilité du potentiel dans un des quatre systèmes de coordonnées suivant : 

cartésiens, polaires, paraboliques et elliptiques. La commutation de 1' intégrale et du Ha-

miltonien, réduit (2.0.1), pour n = 2, à: 

(2.3.1) 
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pour un potentiel V(x, y) qui satisfait : 

(-axy- bx + cy + e)(Vxx - Vyy) 

+ (a(.x2-y2) - 2by- 2cx- 2d)V.xy - 3(ay + b)Vx + 3(ax- c)Vy = 0 (2.3.2) 

Ainsi, en agissant avec (2.1.1) sur (2.3.1) et (2.3.2), on obtient les 4 possibilités suivantes 

d'intégrabilité quadratique : 

V(x, y) = f(x) + g(y) 

2. Xpo = L~ + 2S (0), V(r, 0) = R(r) + sr~> 

x = rcos0, y= rsin0 

3 X - {L P } + i:<TJ>f-J<t>TJ2 

• pa - 3, 2 {2+,,2 , 

X= ½(f - 1,2), Y = Ç1} 

4 X = L2 + f:..( 2 _ 2) _ /2{cosh
2

p/(cr)+cos}cr11(p)) 
· po 3 2 Px Py cos2 cr-cosh- p ' V(o- ) = J<cr>+i:<P> 

'p cos2 cr- cosh2 p 

x = lcoshpcoso-, y= lsinhpsino-, l > 0 

Les quatre cas précédents caractérisent les formes de (2.3.1) et du potentiel en co-

ordonnées : 1. cartésiennes, 2. polaires, 3. paraboliques et 4. elliptiques. Une fois de 

plus, ces quatres possibilités d'intégrabilité sont identiques dans les cas classiques et 

quantiquesl 13•32•41 ·461 . 

2.4 Intégrale d'ordre trois 

Comparativement au cas précédent, l'étude de l'existence d'une intégrale d'ordre 

trois n'est pas aussi détaillée. Les conditions d'existence d'une telle intégrale ont la par-

ticularité, comparativement aux cas précédents, d'être différentes dans les cas classique 

et quantique. 
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Les relations de commutation permettent de ramener (2.3.1) à la forme 

X= I AijdL~,p~p~} + {gi(x,y),Px} + {g2(x,y),py} (2.4.1) 
i+j+k=3 

avec quatre équations déterminantes reliant les fonctions g;(x, y), leur dérivée pre-

mière et les dérivées du potentiel : 

n2 
g1 Vx + g2 Vy = 4 (!1 V.ux + fi V.uy + f3 V.wv + f4 Vyyy 

+ 8A3oo(xVy - YV.r) + (A210 Vx + A2011/1,)) 

(g1)x = 3ft Vx + /iVy 

(g2)_v = f3 V.r + 3f41/1· 

(g1)y + (gi)_r = 2(f2 Vx + h 1/v) 

!1 (y) = -A3ooy3 + A21ol - A 120Y + A030, 

fi(x,y) = 3A300.xy2 - 2A210.xy + A201l + A120X -A111Y + Ao21, 

h(x,y) = -3A3oox2y + A21ox2 - 2A201.xy + A111x-A102Y + Ao12, 

f4(x) = A3oox3 + A201x2 + A102X + Aoo3 

(2.4.2) 

(2.4.3) 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

Nous constatons dans la première relation (2.4.2) la présence d'un terme purement 

quantique. Dans la limite classique (n H 0), l'équation résultante diffère de son analogue 

quantique. Cette équation met en valeur une première différence entre l'intégrabilité 

classique et quantique pour une constante du mouvement d'ordre trois, ce qui confirme 

les résultats obtenus dans le passél17- 191. 

Les conditions d'existence d'une intégrale d'ordre trois furent exposées une première 

fois récemment lt4, 151. De plus, dans ces mêmes travaux, il a été démontré que pour une 



intégrale polynomiale d'ordre n en les impulsions, en mécaniques classique et quantique, 

les termes d'ordre pair et impair doivent commuter indépendemment avec le Hamilto-

nien. De cette façon, une intégrale d'ordre pair (respectivement impair) est constituée 

seulement de termes pairs (respectivement impairs). De plus, dans ces ouvrages, on a 

complété la classification des systèmes superintégrables qui admettent dans un premier 

temps une intégrale de la forme (2.2.l) et dans un deuxième temps une intégrale de la 

forme 1. de la section 2.3 en plus d'admettre l'existence d'une intégrale d'ordre trois 

de la forme (2.4.1 ). Ces travaux ont permis de mettre en évidence les différences qui 

interviennent entre l'intégrabilité et la superintégrabilité classique et quantique dans le 

cas de l'existence d'une intégrale d'ordre supérieur à deux. 

Il est à noter que les versions classiques de (2.4.2) à (2.4.5) furent obtenues de ma-

nière complètement indépendante et sous une optique différente, soit celle de la théorie 

des invariants classiques en terme de Tenseurs de Killing[33•34l. 
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CHAPITRE3 

HAMILTONIENS SÉPARABLES EN COORDONNÉES POLAIRES AVEC 

INTÉGRALE D'ORDRE TROIS 

Ce chapitre est entièrement consacré à la classification des systèmes superintégrables 

qui admettent une intégrale d'ordre trois (2.4.1) et la séparation de variables en coordon-

nées polaires, soit la présence d'une intégrale d'ordre deux de la forme 2. de la section 

2.3. 

Ici, nous avons que le Hamiltonien quantique se réécrit en coordonnées polaires : 

pour: 

x = rcos 0, y= rsin0 

et : 

une transformation canonique tel que : 

(3.0.1) 

qui se réduit dans la limite classique : 

1 ( 2 p~) H = 2 Pr + r2 + V(r, 0) (3.0.2) 

avec 

Pr= cos 0px + sin 0py et Po = r(- sin 0px + cos 0py) 
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3.1 Conditions d'existence d'une intégrale d'ordre trois en coordonnées polaires 

Afin d'obtenir les équations déterminantes d'une intégrale d'ordre trois pour un Ha-

miltonien de la forme (3.0.1), nous pouvons procéder de deux façons : soit que l'on 

transforme en coordonnées polaires les équations déterminantes (2.4.2) à (2.4.5) ou que 

nous transformons l'intégrale d'ordre trois en coordonnées polaires (2.4.1) et que l'on 

recalcule les relations de commutation avec le Hamiltonien (3.0.1 ). La dernière optique 

risque d'être excessivement laborieuse dû au fait qu'en transformant l'intégrale d'ordre 

trois en coordonnées polaires, nous faisons apparaître des termes d'ordre deux et d'ordre 

un en p, et p0 ce qui implique que les relations de commutation s'allongent de beaucoup. 

Ces deux approches doivent mener au même résultat. 

Ainsi, les relations (2.4.2) à (2.4.5) deviennent : 

+ (-F3 + 2A21o cos 0 + 2A201 sin 0) V, 

( 
2 8 2A210 sin 0 + 2A201 cos 0) ) + - 2F4 + 2 F2 + A300 - --------- Ve r r 

(3.1.1) 

(3.1.2) 

(3.1.3) 

(3.1.4) 



pour: 

F 1 (0) = fi cos3 0 + f2 sin 0 cos2 0 + /3 sin2 0 cos 0 + f4 sin3 0, 

F2(r, 0) = !( - 3.fi sin 0cos2 0 + h(-2 sin2 0cos 0 + cos3 0) 
r 

+ /3(2 sin 0cos2 0 - sin3 0) + 3/4 sin2 0cos 0), 

F 3(r, 0) = ~(3f1 sin2 0cos 0 + h(-2 sin 0cos2 0 + sin3 0) 
r 

+ /3(-2 sin2 0cos 0 + cos3 0) + 3/4 sin 0cos2 0), 

F 4(r, 0) = ~( - / 1 sin3 0 + h sin2 0 cos 0 - f3 sin 0 cos2 0 + f 4 cos3 0) r 

Ainsi en expliçitant, nous obtenons les formes simplifiées : 

F 1 (0) = A0 cos 30 + i\ 1 sin 30 + A 2 cos 0 + A 3 sin 0, 

F2(r, 0) = !(-3A0 sin 30 + 3A 1 cos 30 -A2 sin 0 + A3 cos 0) 
r 

+ Bo cos 20 + B1 sin 20 + B2, 

F 3(r, 0) = ~(-3A0 cos 30 - 3A 1 sin 30 + A 2 cos 0 + A3 sin 0) 
r 

+ !(-2B0 sin 20 + 2B1 cos 20) 
r 

+ Co cos0 + C1 sin 0, 

F 4(r, 0) = ~(A0 sin 30 - A I cos 30 - A2 sin 0 + A3 cos 0) 
r 

+ ~(-Bo cos 20- B 1 sin 20 + B2) r 
1 . 

+ -(-Co sm0 + C1 cos0) + Do, 
r 
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(3.1.5) 

(3.1.6) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 
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avec les relations suivantes entre les A;, B;, C; et Do et les A;jk de l'intégrale : 

A030 -Ao12 
Ao = 4 ' 

Ao21 -Ao03 
Ai= 

4 
, 

3A030 + Ao12 
A2 = 4 ' 

3Ao03 +Ao21 A3 = 4 , 

A120 -A102 
Bo= 2 ' 

B _ A111 
1 - 2 ' 

Co= A210, C1 =A201 et 

Dans le cas classique, les relations (3.1.2) à (3.1.4) demeurent les mêmes et (3.1.1) 

prend une forme simplifiée avec tz H O. 

Les fonctions G 1 = G 1 (r, 0) et G2 = G2(r, 0) ont été définies : 

-g1 sin0+g2 cos0 
Gz(r,0) = ------

r 

de telle sorte que nous pouvons réécrire les termes d'ordre un de l'intégrale d'ordre 

trois en mécanique quantique : 

avec 

Pr= -in8r, 

et en mécanique classique 

De plus, nous pouvons, comme dans le cas cartésienr151, obtenir une équation de 



compatibilité pour les équations (3.1.2) à (3.1 .4) : 

0 = r4F3 V,,r + (3r4F4 - 2r2 F2)V,,0 + (3F1 - 2r2F3 )V,00 + F2 V0(}(J 

+ (2r4F3, + 6r3F3 -2r2Fw- 3rF1)V,, + (2Fw-4rF3 -2r2F3,)V00 

+ (6r4F4, + 18r3F4 -2r2(F2, + F30)-SrF2 + 6F10)V,0 

+ (r4F3rr + 6r3 F3, + r2(6F3 - F2,0) - 4rFw + 3Fwo)V, 

+ ( 3r4 F4,, + l 8r3 F4, + r2(18F4 - 2F3,0) - r(F2, + 4F30) + F200 )vo 
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(3.1.9) 

Nous pourrions de la même façon qu'enC 141 obtenir des relations non-linéaires re-

liant complètement (3.1.1) à (3.1.4) pour le potentiel, mais nous nous abstenons de les 

présenter dans cette section, car ces relations nous aideront en aucun cas. 

Nous allons constater assez rapidement que le principal défi de la classification en-

treprise repose dans la solution des équations différentielles qui régissent les comporte-

ments angulaires des potentiels. En fait, la partie radiale s'avèrera rapidement compilée. 

De fait, (3 .1 .9) nous offre l'opportunité d'obtenir toutes les parties radiales associées aux 

différentes classes d'intégrales. Ce fait sera illustré dans ce qui suit. 

Mentionnons que les dérivées selon la variable angulaire sont représentées par un 
11 

• 
11 et les dérivées selon la variable radiale par un 11 

' 
11

• 

3.2 Équations déterminantes de la partie radiale R(r) du potentiel 

L'existence d'une intégrale d'ordre deux de la forme 2. de la section 2.3. entraîne 

que 
1 

V(r, 0) = R(r) + 2 S (0) 
r 

(3.2.1) 
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Ainsi, si nous remplaçons cette dernière expression pour le potentiel dans (3.1.9), cette 

équation se réexprime : 

(3.2.2) 

avec a;= a;(r,0) et b; = b;(r,0) en terme de combinaisons de (3.1.5)-(3.1.8) et de leurs 

dérivées. En fait, les b; = b;(r, 0) sont linéaires en r : b; = b;0(0) + b;1 (0)r. En dérivant 

deux fois selon r (3.2.2), nous obtenons une équation du cinquième ordre pour R(r) : 

Dans cette dernière expression, les coefficients devant les dérivées de R(r) s'ex-

priment en terme de combinaisons de (3.1.5)-(3.1.8) qui sont elles-mêmes exprimables 

en terme de fontions trigonométriques et de puissance de r. Donc, en séparant (3.2.3) 

en terme de fonctions trigonométriques linéairement indépendantes, nous obtenons six 

équations différentielles qui doivent s'annuler indépendemment l'une de l'autre: 

cos 30: 

sin 30: 

cos20: 

sin 20: 

cos0: 

sin 0: 

A0(r4R<5> + 7r3R<4l - r2R"' - 18rR" + 18R') = 0 

A1(r4R<5> + 7r3R<4> - r2R"' - 18rR" + 18R') = 0 

B0 (r4R<5> + 14r3R<4> + 48r2R"' + 24rR" - 24R') = 0 

B1(r4R<5> + 14r3R<4> + 48r2R"' + 24rR" - 24R') = 0 

( Cor6 + A2r4)R<5> + (20Cor5 + 11A2r3)R<4
> 

+ ( 120Cor4 + 27 A2r2)R"' + (240Cor3 + 6A2r )R" 

+ ( 120C0r2 
- 6A2r )R' = 0 

(C1r6 + A3r4 )R<5> + (20Cir5 + l lA3r3)R<4
> 

+ (120C1r4 + 27A3r2)R"' + (240C1r3 + 6A3r)R" 

+ (120C1r2 
- 6A3r)R' = 0 

(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 

(3.2.9) 
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Nous pouvons de cette façon résoudre directement ces équations pour R(r) pour en-

suite obtenir des équations pour S (0) qui satisfont (3.1.2) à (3.1.4). Avec les expressions 

de G 1(r, 0) et de Gi(r, 0) qui découlent de celles-ci, il nous reste qu'à vérifier sous quelles 

conditions (3.1.1) est satisfaite. 

De plus, nous pouvons intégrer (3.1.2) en explicitant la dépendance radiale dans les 

expressions (3.1.6) à (3.1.8) : 

et nous obtenons une expression pour G 1 (r, 0) : 

De cette façon, pour (G2)er = (G2)re avec (3.2.10), il en découle: 

F33(r6R" + 2r5 R') + r5 F32R" + r4(F32 - 2 F22)R' 

+r4F31R" - r3(3F1+2 F21)R' + 3r2(F1 + F\)R 

= 

r2(2F33.S + (3F43 + 2 F'33)S - 2F33S - p - /3) 

(3.2.10) 

+r(F22s· + 2(F32 + F22)S + (-2F22+6F42 + 2 F'32 + F22)S -4(F32 + F'22)S) 

+( F;i s" + ( F'21 + 2F31 - 3F1)S + ( - iF21 + 9F41 - 6 F1 + 2 F'31 + ~ 21 )S 

-(9F1 + 6F31+4 F'21 + 3 F1)S) 

(3.2.11) 

qui est une deuxième condition de compatibilité pour (3.1.2) à (3.1.4). 



26 

Dans (3.2.11), les dérivées selon 0 et r sont séparées. De plus, nous pouvons encore 

aisément résoudre pour R(r) en dérivant 3 fois selon r et en réexprimant l'expression 

résultante en terme des fonctions trigonométriques linéairement indépendantes. De cette 

façon, nous obtenons un ensemble d'équations différentielles pour R(r) qui doivent s'an-

nuler indépendemment l'une del' autre et qui se résolvent directement selon les différents 

types d'intégrales d'ordre trois. 

Ainsi, les parties radiales s'obtiennent de façon directe. Les deux équations de com-

patibilité obtenues démontrent cette assertion. Par la suite, il suffit d'obtenir les parties 

angulaires correspondantes du potentiel. En fait, les équations angulaires résultantes de 

(3.1.9) et (3 .2.11) seront en majeure partie moins facilement résolubles. Pour ce faire, 

l'utilisation de la forme explicite de (3 .2.10), associée aux différents cas, s'avérera d'une 

aide considérable. Celle-ci permettra d'intégrer (3.1.1), (3.1.3) et (3.1.4) afin d'obtenir 

un système surdéterminé, parfois déterminé, d'équations différentielles, principalement 

non-linéaires et de formes non-standards, qui nous vont nous permettre d'obtenir S (0). 

Bref, dans les démarches qui suivront, nous allons distinguer quatre types d'inté-

grales du troisième ordre qui vont spécifier la classification. Ces distinctions corres-

pondent aux choix les plus simples de représentants des différents orbites du groupe 

euclidien E(2)l421 • Par la suite, nous allons tenter de classifier les différents cas. 

3.3 Types d'intégrales d'ordre trois 

Une intégrale d'ordre trois, exprimée sous sa forme générale (2.4.1 ), peut être consi-

dérablement simplifée, sous différentes conditions. 

En fait, (2.4.1) possède dix termes d'ordre trois. Comme nous avons mentionné pré-

cédemment, la forme du Hamiltonien demeure invariante sous l'action du groupe de 

transformations du plan euclidien E(2), c'est-à-dire sous l'effet de (2.1.1). Ainsi, en 

agissant avec (2.1.1) sur (2.4.1 ), nous pouvons éliminer les termes redondants tout en 

maintenant les propriétés d'intégrabilité et de superintégrablité. 
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L'action de (2.1.1) transforment L3, Px et Py de la façon suivante : 

L3 H L3 - (a sinœ + bcosœ)px + (a cos œ - b sinœ)py 

pour: 

Px H cos ŒPx + sin œpy, Py H - sin ŒPx + cos œp_1, 

Ainsi, selon la valeur des constantes A;jk, nous pouvons simplifier (2.4.1 ). 

3.3.1 Type 1 : A300 = 1 

Dans ce cas-ci, avec des translations en x et y nous pouvons toujours simplifier l'in-

tégrale à la forme : 

X= 2L~ +A12o{L3,p;} +A11i/L3,PxPy} +A102{L3,p}} 

+2(Ao3op; + Ao21P;Py + Ao12PxP; + Ao03p;) 

Ensuite avec une rotation, nous en déduisons deux possibilités : 

1) B2 + B2 * 0 1 2 

X= 2L~ + B2{L3, p; + p;} + Bo{L3, p; - p;} 

+ 2(Ao3op~ + Ao21 p;py + Ao12PxP; + Aoo3p;) 

et 

(3.3.1) 



3.3.2 Type 2 : A 300 = 0, A~10 + A~01 = 1 

Ici, nous pouvons réécrire les termes d'ordre trois de l'intégrale: 

3.3.3 Type 3: A300 = A~10 + A~01 = 0 

Les termes d'ordre trois se réduisent à: 

pour Bü + B~ * O. 

Nous distinguons trois cas : 

1) Bo= B2 

ou 2) B2 = -Bo 

ou 3) B2 if:. ±Bo 
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(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

(3.3.5) 

(3.3.6) 



pour Bü + B~ = 0, il en découle : 

(3.3.7) 

B0 et B2 sont définies de la même façon que pour le type 1. 

3.3.4 Type 4: A300 = A210 = A120 = A111 = A102 = 0 

Dans ce cas, les translations laissent invariants les termes d'ordre trois. Ainsi, seule 

une rotation peut simplifer l'intégrale. À partir de cette transformation, nous constatons 

qu'il est équivalent de considérer les quatres possibilités de combinaisons de trois termes 

de: 

En somme, le principal intérêt de ces simplifications est qu'elles nous permettent de 

réduire l'expression des intégrales en éliminant la présence de certains termes qui n'ont 

aucune incidence sur les solutions des équations qui déterminent le potentiel. 
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CHAPITRE4 

SOLUTIONS POUR LE POTENTIEL 

Nous en sommes maintenant à la présentation des solutions pour un potentiel de la 

forme (3.2.1) qui respecte les relations (3.1.1) à (3.1.4). Nous présenterons en premier 

lieu, selon chaque cas, les solutions quantiques et nous en déduirons l'analogue classique 

par la suite. 

4.1 Solutions pour une intégrale de Type 1 

Nous diviserons les résultats pour cette forme d'intégrale en quatre catégories. 

4.1.1 A300 = 1, A120 = A102 = A030 = Ao21 = Ao12 = Ao03 = 0 

En observant (3.1.9) et (3.2.11), nous constatons que A300 n'apparaît pas dans ces 

expressions. Celles-ci sont donc satisfaites trivialement. Regardons ce qu'il advient des 

équations déterminantes (3.1.1) à (3.1.4). 

De (3.2.10), nous obtenons, 

G1 = /3(0) = y(0) 

De (3.1.3): 

1 
G2 = 3S - -y+ f(r) 

r 

et en remplaçant ces résultats dans (3.1.4), nous obtenons: 

y(0) = '}'o cos 0 + y 1 sin 0 + a et 
a 

f(r) = - + b 
r 



et 

G1 (0) = -y0 sin 0 + y 1 cos 0, 

Gz(r, 0) = 38 _ Yo cos 0 + Y1 sin 0 + b 
r 

Les deux dernières expressions réduisent (3.1.1) à : 

(-y0 sin 0 + y 1 cos 0)r3 R' =r(~ "If - 3S S - bS) 

+ ( (Yo cos 0 + Y1 sin 0)S + 2(-y0 sin 0 + y 1 cos 0)S) 

De cette relation, nous différencions 2 cas : 

4.1.1.1 Yo = Yi = 0 

Dans ce cas, ( 4.1.1) devient : 

liz... . . 
-S - 3S S - bS = 0 
4 
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(4.1.1) 

que nous pouvons intégrer deux fois de telle sorte que 1' équation résultante pour la partie 

angulaire du potentiel est sous une forme connue : 

(4.1.2) 

pour b, c etd des constantes d'intégration. 

Cette équation peut être solutionnée en terme de fonctions elliptiques. En fait, ( 4.1.2) 

peut être ramenée à une équation de la forme : 

(4.1.3) 
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en transformant S(0) H S(0) + A pour A=-~- (4.1.3) admet comme solution générale 

la fonction dite de Weierstrass : 

S (0) = ti2p(0) 

Cette solution peut être exprimée de différentes façons selon la nature des racines 

e;. Celles-ci nous proposent deux possibilités : soient les e; sont toutes réelles ou soient 

deux racines sont complexes conjuguées l'une de l'autre tandis que la troisième racine 

est réelle. Pour e1, e2 , e3 E R, nous obtenons pour S (0) : 

S a(0) = (nw)2k2 sn2(w0, k) 

(nw) 2 

s b(0) = 2( 0 k) sn w, 

Tandis que pour deux racines conjuguées l'une de l'autre e; = ëj pour i * j, nous 

obtenons: 

S c(0) = (nw)2 
2(cn(w0, k) + 1) 

La partie angulaire S (0) s'exprime donc aussi en terme de fonctions elliptiques dite 

de Jacobi pour O < k2 < 1. 

Nous pouvons relier les solutions précédentes à p(0)[9l : 
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et 

cn(w0,k) = 

De plus, nous pouvons déduire des cas spéciaux intéressants de la partie angulaire 

singulière S b(0), tel que pour k = 0 et k = I : 

Sb1(0) = (nw)2 
sin2(w0) 

s 0 - (nw)2 
b2( ) - . h2( ) sm w0 

De plus, pour Sa avec k = 0 ou k = 1, nous avons : 

Sa1(0)= (nw)
2 

cosh\w0) 

Finalement, pour e1 = e2 = e3 , nous obtenons une solution du type i. Cette solution 

ne présente pas de comportement périodique et ne s'exprime pas en terme de fonctions 

trigonométriques ou elliptiques tels que le commandent majoritairement les systèmes 

physiques en coordonnées polaires. Ainsi, selon le domaine de définition de la variable 

angulaire 0, cette solution ne semble pas possèder d'intérêt physique particulier. Cette 

possibilité est donc exclue. 

Les solutions précédentes sont associées à une partie radiale complètement arbitraire. 

De façon générale, nous avons : 

et le Hamiltonien correspondant possède des intégrales d'ordre trois et deux respective-



ment de la forme : 

Y= 2L~ + {L3, 3n2 r,J(0) + b} 

X=~+ 2n2 r,J(0) 

On vérifie bien qu'elles commutent entre elles. En fait, en coordonnées polaires L3 

-in80 et Y et X s'explicitent: 

YQ1 = 2in38~ -3itz{a0,n2 r,J(0) + ~} 

XQ1 = -n28~ + 2n2r,J(0) 
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L'intégrale d'ordre deux s'apparente à un opérateur unidimensionnel de Lamé[18•191 

pour 0 x et nous savons que cet opérateur commute avec un opérateur d'ordre trois 

de la même forme que Y QI avec 0 H x à un signe et une constante près. Nous montrons 

que Y QI et XQ1 sont reliés algébriquement de façon non-triviale : 

y2 
3 QI 2 2 2d- be 

XQ1 - -
4

- + 2bXQ1 + (c + b )XQ1 = 2 

où b, c et d sont les constantes de ( 4.1.2). Il est a noter dans les calculs précédents que 

la constante b n'a aucune incidence sur ceux-ci. Nous pouvons soit la poser égale à zéro 

ou l'absorber dans la partie angulaire S ( 0). Il en résulte de cette façon une relation de 

dépendance simplifiée entre les intégrales. 

Bien que ces deux constantes du mouvement, qui commutent, s'avèrent reliées algé-

briquement de façon "relativement" non-triviale, il a été montré dans le cas unidimen-

sionnel risi que l'étude de ce type de systèmes offre la possibilité de retirer des informa-

tions significatives telle la résolution de 1' équation de Schrodinger par quadratures. 

Par contre, dans notre cas, 1' étude que nous tentons de réaliser en est une dans un 

espace euclidien à deux dimensions. La présence d'une partie radiale complétement ar-
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bitraire dans les solutions précédentes pour le potentiel, nous pousse à nous questionner 

sérieusement sur la pertinence physique que peut posséder ce type de systèmes. D'un 

point de vue mathématique, ces systèmes semblent digne d'intérêt dû à la présence de 

fonctions spéciales. Par contre, le fait que les intégrales commutent et qu'elles soient 

reliées algébriquement de façon non-triviale va à l'encontre de la définition même de la 

superintégrabilité que nous avons énoncé antérieurement et de la notion d'indépendance 

entre les intégrales. Comme nous allons le voir un peu plus bas, dans la limite classique, 

ces systèmes se réduisent à un potentiel V(r, 0) = R(r) et les intégrales d'ordre deux 

et trois peuvent être obtenues trivialement de L3 qui est une constante du mouvement 

d'ordre un pour les potentiels purement radiaux. 

Finalement, ces solutions pour le potentiel se présentent fréquemment dans les cal-

culs d'intégrabilité et de superintégrabilité avec des intégrales d'ordre supérieur ou égal 

à trois. En fait, en plus des ouvrages cités un peu plus haut, l'équation ( 4.1.2) se retrouve 

dans les calculs des cas de superintégrabilité cubique avec intégrales d'ordre unl141 et 

deuxl151 en coordonnées cartésiennes en mécanique quantique, qui à la différence de la 

situation précédente, semblent être des "vrais" cas de superintégrabilité. 

En mécanique classique, G1 et G2 gardent les mêmes formes tandis que ( 4.1.1) se 

réduit à 

3S S + bS = (3S + b )S = O 

De cette façon, S est constant. 

Ainsi, l'analogue classique de V QI est donné par une fonction arbitraire R(r) avec des 

intégrales d'ordre deux et trois qui s'obtiennent directement de L3 : 

X1 = L3 

X2 = L~ = Xf 

Y = 2Lj + bL3 = 2Xi + 2bX1 
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4.1.1.2 y0 et -y1 non-nuls simultanément 

Dans ce cas, en dérivant deux fois ( 4.1.1) selon r, nous pouvons résoudre pour R(r) : 

a b 
R(r) = - + -

r r2 

pour obtenir deux équations qui déterminent la partie angulaire S (0) : 

·1ï2... . . 4s - 3S s - dS = a(yo sin 0 - 'YI cos 0) 

(yo cos 0 + y 1 sin 0)5 + 2(-y0 sin 0+-y1 cos 0)S = 2b(y0 sin 0 - y 1 cos 0) 

( 4.1.5) se résout directement : 

a 
S(0) = -b+------

(Yo cos 0 + y 1 sin 0)2 

(4.1.4) 

(4.1.5) 

En remplaçant dans (4.1.4), nous obtenons a= 0 et la relation de compatibilité: 

6a + (Yü + Yî)(-3b + d - 51ï2) + (-3b + d + 1ï2)( (Yo - Yi) cos 20 + 2YoYî sin 20) = 0 

pour y0 et -y1 qui ne s'annulent pas simultanément. Ainsi, la seule solution non-

triviale pour V(r, 0) est : 

que l'on peut simplifier par une rotation qui n'affecte pas la forme dominante de l'inté-

grale: 

n.2 
1. VQ2(r,0) = 2 2 r cos 0 

ou 
n.2 

2. VQ3(r,0)= 2 r2 sin 0 



avec des intégrales de la forme 

YQ2 = 2L~ + {L3, 3S 2 + b} - 2yopy 

YQ3 = 2L~ + {L3,3S3 + b} + 2y1Px 
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1,2 1,2 • • pour S 2 = ---,,--0 , S 3 = ---;-y-
0

, Yo, y1 arb1tra1res et b = O. Nous remarquons que Py et Px sont cos- sm 

des intégrales du premier ordre de V Qz et V Q3 et donc, sans perte de généralités, y0 et y 1 

peuvent être posés égaux à zéro étant donné que py et Px commutent indépendemment 

des autres termes dans Y Qz et Y Q3 • De plus, les intégrales du troisièmes ordre Y QZ et Y Q3 

sont reliées à leur intégrale d'ordre deux associée de la même façon que YQi-

Dans la limite classique, ces potentiels se reduisent au potentiel libre V = O. 

4.1.2 Combinaisons de A300 = 1, A120 et A102 

Pour l'instant, nous considérons encore A030 = A021 = A012 = A003 = O. De plus, 

nous allons diviser en deux les résultats selon (3.3.1) et (3.3.2). 

4.1.2.1 B2 + B2 if:. 0 1 2 

Dans ce cas, en dérivant trois fois selon r l'équation (3.2.11) et en solutionnant 

l'équation résultante pour R(r), nous obtenons: 

c b a 2 R(r) = - + - + - + dr 
r 3 r 2 r 

en réexprimant le potentiel : 

c a 2 T(0) 
V(r,0) = - + - + dr + --

r3 r r 2 

pour T(0) = S (0) + b. 



-

Exceptionnellement, (3.1.3) s'intègre directement: 

G2(r, 0) = Bo cos 20 rR' + (-2B0 cos 20 + 4B2) - I + 3T + f(r) 
r r 

pour 

et 

, t 
G1 (r, t) = -(Bo cos 20 + B2)- + y 

r 

De (3.1.4), il en découle: 

y+ y= -3aBo cos 20 + fz, 

(Bo cos 20 + B2) t - 6B0 sin 20T + (-8B0 cos 20 + 4B2)T = - fi 

avec c = O. 

De (3.1.1): 

1i2{ (Bo cos 20 - B2) T - 8B0 sin 20T + (-20B0 cos 20 - 4B2)T + 16B0 sin 20 T 

2 ••• • . • 
1i D0 T + 4ay- I2D0TT - 4!JT = 0, 

3a1i2 Bo sin 20 + 6aB2T + 2fzT - 2yt - 4Ty = 0 
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(4.1.6) 

(4.1.7) 

(4.1.8) 

(4.1.9) 

(4.1.10) 



-
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et 

dy= 0 (4.1.11) 

Ce système d'équations détermine complètement la partie angulaire du potentiel. 

( 4.1.11) simplifie ( 4.1.6) à ( 4.1.10) selon les deux optiques : d = 0 ou y = O. De plus, 

nous pouvons réécrire (4.1.8) afin d'utiliser (4.1.7) pour la simplifier à : 

(4.1.12) 

De cette façon, ( 4.1.12) se réduit à 

Pour t = 0, nous obtenons de (4.1.7) et (4.1.8) que f 1 = T = O. De (4.1.10), il en 

découle que a = O. Or, nous pouvons conclure que le seul résultat non-trivial est pour 

d =f:. 0 ety = 0: 

avec une intégrale d'ordre trois de la fonne: 

Ici, A 120 et h sont arbitraires. Ainsi, les tennes associés au différentes constantes com-

mutent indépendemment, tout comme Lj, avec le Hamiltonien. De plus, le terme associé 
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à A 120 s'obtient de l'intégrale d'ordre deux connue pour le potentiel harmonique [411. De 

cette façon, l'intégrale d'ordre trois s'obtient directement des intégrales d'ordre infé-

rieur. 

Ensuite, pour t * 0 et fz = 0, ( 4.1. 7) et ( 4.1.8) admettent comme solution : 

T(0) = œ1 + œ2 sin 20 
cos2 20 

(4.1.13) 

Pour y = 0 dans (4.1.10), a = 0 et il ne reste plus qu'à vérifier (4.1.9). Ainsi, 

en remplaçant (4.1.13) dans celle-ci, les seuls potentiels non-triviaux qui vérifient cette 

équation sont : 

et 

et 

41i2 
V Qs = dr2 + 2 2 2 r cos 0 

d 2 21i2(1 ± sin 20) 
V Q6 = r + _r_2_c_o-s2_2_0_ 

et les intégrales associées sont : 

( 
3 { 3(cos 0 + sin 0) 1i2 

}) ({ 2 2 2 41i2(1 ± sin 20)} Y Q6 = 2 L3 + L3, . 3 - - + A120 L3, Px - Py + 2dr cos 20- 2 2 ( cos 0 - sm 0) 2 r cos 0 

+4n2{ x(x ± y)2 } + 4n2{ y(x ± y)2 }) 
(x2 + y2)(x + y)2' Px (x2 + y2)(x + y)2' Py 

Une fois de plus, nous remarquons que les termes associés à A 120 commutent indépen-
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demment des termes reliés à L~. De cette façon, nous pouvons en déduire deux intégrales 

deux intégrales d'ordre trois. 

Maintenant, considérons le cas pour lequel d = 0 de telle sorte que (4.1.11) soit 

satisfaite Vy. Ainsi, de (4.1.6), nous obtenons: 

y(0) = Yo cos 0 + Y1 sin 0 + aBo cos 20 + fz (4.1.14) 

qui nous permet de réduire ( 4.1.10) à une équation différentielle linéaire du premier 

ordre pour T(0): 

(4.1.15) 

Or, pour y0 = y 1 = a = 0, cette équation est satisfaite trivialement et ainsi nous 

obtenons les potentiels V Qs et V Q6 tronqués de leur partie radiale : 

et 

41ï2 
VQ? = -r2_c_o_s_2 _2_0 

21ï2(1 ± sin 20) 
V QS = --r2_c_o_s_2_2_0_ 

Par contre, pour y0 , y 1 et a = 0 non-nuls simultanément, en remplaçant (4.1.6) dans 

( 4.1.15), il advient que la seule solution possible est le potentiel trivial V = O. 

Dans la limite classique, les potentiels précédents se réduisent à l'oscillateur harmo-

nique: 

Vc1 = dr2 



-
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pour une intégrale d'ordre trois 

et cette intégrale d'ordre trois s'obtient de façon triviale par combinaison de L3 et des 

intégrales du deuxième ordre déjà connues pour le potentiel harmonique. 

En utilisant (4.1.9), nous pouvons réduire (4.1.12) à: 

(4.1.16) 

De cette dernière relation, nous obtenons pour y = 0 que T = 0 et ainsi le seul 

potentiel qui en découle est une fois de plus le potentiel de l'oscillateur harmonique 

V(r) = dr2 avec une intégrale d'ordre trois de la forme: 

Dans ce cas-ci, une fois de plus, les termes associés à A120, A102 et f3 commutent indé-

pendemment du terme en L~. Nous obtenons ainsi trois intégrales d'ordre trois et l'in-

tégrale connue d'ordre un L3• Par contre, par le même argument que précedemment, les 

trois intégrales d'ordre trois s'obtiennent de façon algébrique des intégrales d'ordre deux 

connuesC411 pour ce potentiel et de L3• De cette façon, le critère d'indépendance fonction-

nelle exigé dans la définition de superintégrabilité énoncée dans le chapître l n'est pas 

vérifiée. 

Par contre, pour d = 0, les démarches sont un peu moins directes. Bref, nous pouvons 
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intégrer ( 4.1.16) pour obtenir : 

(4.1.17) 

pour y2=constante. Or, par (4.1.6), nous connaissons la forme de y. Ainsi, 

T(0) = To(Yo cos 0 + Y1 sin 0 + aBo cos 20) + fz + Y2 (4.1.18) 

pour 41ï2B2 + 4-[}
0
B2 - f 1 -::/=- O. S'il s'avère le contraire, le potentiel qui en résulte est 

nul. 

Or, il advient que pour y * 0, ( 4.1.10) s' explicite sous la forme ( 4.1.15) de telle sorte 

que 

30 B 1ï2 cos 20 + T T = 2 o 1 
(yo cos 0 + y 1 sin 0 + aB0 cos 20)2 (4.1.19) 

et il en ressort que le potentiel trivial est le seul admissible. 

Dans le cas classique, nous obtenons aussi seulement le potentiel de l'oscillateur 

harmonique. 

4.1.2.2 Bo = 0 

Dans ce cas-ci, les équations (3.1.9) et (3.2.11) sont satisfaites trivialement pour la 

partie radiale . De (3.1.2) à (3.1.4), nous retrouvons (4.1.6) et (4.1.7), de telle sorte que 

nous pouvons en déduire une relation pour f(r) en terme de R(r) : 

/ !1 fz 
f(r) = 2B2R + - 2 + - + !J 

2r r 

Ainsi, de (3 .1.1 ), nous obtenons que le seul résultat non-trivial qui satisfait les équa-

tions déterminantes est une fois de plus un potentiel complètement arbitraire R(r), sans 

comportement angulaire, possèdant une intégrale d'ordre trois et une d'ordre deux qui 



s'obtiennent de façon élémentaire de L3 et du hamiltonien H: 

Y= A300L~ + A120{L3, H} 

X=~ 

Dans la limite classique, nous obtenons le même résultat. 

4.1.3 Combinaisons de A300, A030, Ao21, Ao12 et Aoo3 
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Le comportement radial est obtenu de (3.2.11) en considérant seulement les fonctions 

F31, Fi et F21 : 

pour Ao et A1 

R(r) = dr2 + er4 

R(r) = dr2 

Dans la section précédente, l'intégration des équations déteminantes (3.1.1) à (3.1.4) 

a été explicitée à partir des expressions obtenues pour G 1 et G2 de (3.1.2) et (3.1.3). Il 

aurait été possible d'accomplir la même tâche à l'aide de (3.1.2) et (3.1.4) à la différence 

que les équations résultantes déterminant le comportement angulaire du potentiel se pré-

sentaient sous une forme moins abordable et se résolvaient moins directement que ceux 

utilisées dans la section précédente. De plus, comme nous l'avons mentionné, il était 

exceptionnel à ce cas d'intégrer ces équations de ce point de vue. Nous le constatons 

plutôt rapidement lorsque nous essayons d'accomplir les démarches dans ce cas-ci. Or, 

pour les cas qui suivrons, l'expression pour G2 proviendra de (3.1.4 ). 
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Ainsi, avec l'expression de R(r), les équations qui déterminent le comportement an-

gulaire de ce type d'intégrale sont: 

et 

l =3DoS, 

iJ+/3 = o, 
j3$ - 2[3S = 0, 

tz2D0 s° = 4çS, 

(3Ao sin 30 - 3A l cos30 + A2 sin 0 - A3 cos 0)S
0 

+(36A0 cos 30 + 36A 1 sin 30 + 4A2 cos 0 + 4A3 sin 0)S 

+(-132A0 sin 30 + 132A 1 cos30 + 4A2 sin 0 - 4A3 cos 0)S 

+(-144A0 cos 30 - 144A1 sin 30 + 16A2 cos 0 + 16A3 sin 0)S = 0 

1i2( (-3A0 sin 30 + 3A 1 cos 30 + 3A2 sin 0 - 3A3 cos 0)s" 

+ (-36A0 cos 30- 36A 1 sin 30 + 12A2 cos 0 + 12A3 sin 0)S 

+ (132A0 sin 30 - 132A1 cos 30 + 12A2 sin 0 - 12A3 cos 0)S 

+ (144A0 cos 30 + 144A 1 sin 30 + 48A2 cos 0 + 48A3 sin 0)S) 

= 72(A0 cos 30 + A 1 sin 30 + A2 cos 0 + A3 sin 0)S 2 

+ 40(3A0 sin 30 - 3A 1 cos 30 + A2 sin 0 - A3 cos 0)S S 

+ 6(-9A0 cos 30 - 9A1 sin 30-A2 cos 0 -A3 sin 0)S 2 

+ 2(-3A0 sin 30 + 3A1 cos 30 -A2 sin 0 + A3 cos 0)S S 

pour d, e qui s'annulent et avec 

(4.1.20) 

(4.1.21) 

(4.1.22) 

(4.1.23) 

(4.1.24) 

(4.1.25) 
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et 

Afin de s'assurer de couvrir tous les cas possibles, nous nous devons de considérer 

toutes les combinaisons envisageables de A0 , A 1, A2 et A 3 entre elles en plus de celles 

entre A030 , A021 , A012 et A003 , ce qui fait un nombre considérable d'alternatives, malgré 

le fait que certaines d'entre elles soient équivalentes. En revanche, par la section 3.3.4, 

nous savons que nous pouvons toujours éliminer un terme de la forme de l'intégrale par 

une rotation afin de réduire le nombre de termes d'ordre trois pertinents à un maximum 

de trois. 

Or, ( 4.1.20) à ( 4.1.25) se traitent difficilement par leur forme. En fait, les seules 

solutions non-triviales que nous avons pu récolter, malgré l'utilisation de logiciel de 

calculs symboliques et de transformations précises, sont pour les cas où seulement une 

constante A; est non-nulle dans ( 4.1.20) à ( 4.1.25). Dans ces cas-ci, les équations se 

résolvaient directement. En revanche, malgré le fait que nous ayons été dans l'incapacité 

de le démontrer, il serait surprenant que des solutions existent dans les cas où plus d'un 

A; soient non-nuls dû à la forme très contraignante des équations. 

Ainsi, de (4.1.21), nous obtenons 

[3(0) = [30 cos 0 + [31 sin 0 

tel que pour [30 etf31 non-nuls simultanément, nous obtenons de (4.1.22): 

a a 
S(0) = - = ------p (-/30 sin 0 + [31 cos 0)2 (4.1.26) 

De plus, nous pouvons en déduire de (4.1.24) et (4.1.25) les solutions suivantes : 



pour A0 non-nul : 

pour A1 non-nul: 

pour A2 non-nul : 

et pour A3 non-nul : 

ao 
S o(0) = 2 , 

sin 30 

a2 S2(0) = - 2-, 
sin 0 
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En remplaçant ces résultats dans (4.1.23) à l'aide de (4.1.20): ç(0) = 3D0S +ço, nous 

obtenons : a0 = a 1 = 9n2 pour ço = -9n2 et a 2 = a 3 = 9n2 pour ço = -n2. Toutes ces 

possibilités s'annulent pour ço = O. De plus, en comparant ces solutions avec (4.1.26) 

pour /30 et /3 1 non-nuls simultanément, seulement S 2 et S 3 sont admissibles. 

Donc, il en découle les quatre potentiels purement quantiques 

9t,,2 
VQs(r, 0) = 2 , 

r2 sin 30 
9t,,2 

VQ9(r,0)= 2 230' r cos 

t,,2 
V Q10(r, 0) = 2 r2 sin 0 

t,,2 
et VQ11 (r,0) = 2 2 r cos 0 
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associés aux intégrales : 

3 2{ 2 } ( 3 2 { 181ï
2 

} YQs =2L3 + 91ï L3, 3 csc 30- 1 + 2Ao30 (Px - 3PxPy) + L3, -r3-s-in-3-0 

{ 
1351ï2x(.x3 - 3xy2) } + { 1351ï2y(.x3 - 3xy2) }) 

(y3 - 3x2y)2 , Px (y3 - 3x2y)2 , P.v 

3 2{ 2 } ( 3 2 { -181ï
2 

} YQ9 =2L3 + 91ï L3, 3 sec 30- 1 + 2Ao03 (P_v - 3pxpy) + L3, -r3-c-
0
-s-

3
-
0 

{ 
1351ï2x(y3 

- 3x2y) } + { 1351ï2y(y3 - 3x2y) }) 
(x3 - 3.xy2)2 'Px (x3 - 3.xy2)2 , Py 

Pour les quatre potentiels, nous obtenons deux intégrales d'ordre trois par le même 

argument que précédemment dans chaque cas, soit que, par exemple pour Y QB, les termes 

associés à A030 commutent indépendemment de ceux associés à L~. 

Dans la limite classique, (4.1.23) se réduit à çS = O. Ainsi, de ( 4.1.20), nous obtenons 

que S = O. De cette façon, nous pouvons en conclure qu'il n'existe aucun potentiel 

superintégrable classique pour cette forme d'intégrale. 

4.1.4 Combinaisons possibles de toutes les constantes 

Afin de joindre aux équations de la section 3.4.1.3 celles de la section 3.4.1.2, nous 

nous devons intégrer (3.1.1) à (3.1.4) selon la même optique que le cas précédent. 

Ainsi, le comportement radial commun aux deux sections est un potentiel harmo-
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mque: 

R(r) = dr2 

De cette façon, en explicitant les équations déterminantes (3.1.1) à (3.1.4), nous re-

trouvons (4.1.6), (4.1.7) et (4.1.20) à (4.1.25) pour a = d = 0 en plus de : 

1i2( (B0 cos 20 - B2) s· - 8B0 sin 20S + ( -20B0 cos 20 - 4B2)S + 16B0 sin 20 S) 

= -16(B0 cos 20 + B2)S S - 12B0 sin 20S 2 + 2(B0 cos 20 + B2)S S 

(4.1.27) 

Or, nous connaissons toutes les solutions non-triviales qui satisfont à ( 4.1.6) à ( 4.1.11 ), 

soient V Qs et V Q6 pour d = 0 et y = O. En remplaçant ces solutions dans ( 4.1.20) à 

( 4.1.25) selon toutes les combinaisons possibles des Aojk, il advient que ces solutions se 

reduisent au potentiel libre dans les cas classiques et quantiques. 

4.2 Solutions pour une intégrale de Type 2 

Une fois de plus, les résultats se diviseront en 4 sous-sections. 

4.2.1 A210 = 1, A102 = A030 = Ao21 = Ao12 = Aoo3 = 0 

De plus, nous explicitons les cas classique et quantique séparément afin de mettre en 

valeur une situation qui différencie nettement les deux contextes. 

4.2.1.1 Solutions quantiques 

En suivant les mêmes procédures que la section précédente, nous obtenons de (3.2.11): 

a b c d 
R(r) = - + - + - + -

r r 2 r 3 r4 
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Comme dans le cas précédent, nous absorbons le terme en * dans le partie angulaire 

du potentiel T(0) = b + S (0) : 

a c d T(0) 
V(r, 0) = - + - + - + -

r r3 r4 r2 

Ainsi, les équations déterminantes (3.1.1) à (3.1.4) se réduisent à : 

g = -acos0 

ari2 cos 0 = 4ft - 4af3 

-2 cos et + 5 sin et + 2 cos 0T + iJ + /3 = 0 

1î2( - sin 0T - 4 cos et + 6 sin et + 4 cos 0T) = 4tiJ - ST/3 - 8 cos 0t2 

pour: 

et 

(4.2.1) 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

Les solutions possibles pour la partie angulaire du potentiel T(0) se formulent selon 

les expressions possibles de ç(0). Ainsi, de ( 4.2.1 ), nous avons 

ç(0) = -a sin0 + ço 

En fait, les seules solutions non-triviales se présentent lorsque I) a * 0, ç0 = 0 et 2) 

ç= o. 



j t) § = -a sin 0, a * 01 

De cette façon, nous en déduisons de (4.2.2) une relation entre f3 et T : 

. .,,_2 
f3 = - sin 0T - - cos 0 

4 
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De cette expression, en explicitant (4.2.3), nous pouvons réexprimer (4.2.4) telle 

que: 

( sin 0T + 3 cos et - 2 sin 0T)t = 0 

Il en découle, pour t = T = 0, le potentiel de Colomb 

avec une intégrale d'ordre trois 

a 
VQ12 = -r 

(4.2.5) 

Dans ce cas-ci, l'intégrale d'ordre deux découle directement de L3 , dû à l'absence de 

partie angulaire. 

Pour t * 0, (4.2.3) s'intègre directement et il en résulte: 

T(O) = œ1 + _œ~ cos 0 
sm 0 

et nous en déduisons le potentiel : 

a l(œ1 +œ2 cos0) VQn=-+- -----
r r2 sin2 0 
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associé à l'intégrale d'ordre trois 

Ce potentiel possède déjà deux intégrales d'ordre deux C411 • L'intégrale d'ordre trois de-

vrait découler de une de ces intégrales. 

Cette imposition simplifie grandement le système d'équations déterminantes ( 4.2.1) 

à ( 4.2.4 ). De fait, ( 4.2.1) et ( 4.2.2) s'annulent trivialement et nous nous retrouvons main-

tenant à considérer deux équations, (4.2.3) et (4.2.4), pour deux inconnues T(0) et/3(0). 

Habituellement, nous avons à considérer un système d'équations différentielles surdéter-

miné, mais cette fois-ci, le système est simplement déterminé. Ainsi, il existe nécessai-

rement une solution non-triviale pour T(0) et /3(0). 

De fait, de (4.2.4), nous pouvons en retirer une expression pour j3, pour t * O. Dans 

le cas de t = 0, le potentiel libre est solution. 

De cette façon, à l'aide de (4.2.3), nous obtenons une expression pour f3: 

/3(0) = 1
. .. {n.2( sin 0tT<4> + (2 sin 0T + 5 cos et - sin 0T)T<3> 

4(4T2 + 3T2 - 2TT) 

-4cos 0T2 + (12 cos 0T - 4 sin0t)t - 10 cos 0t2 
- 8 sin0Tt - 8 cos 0T2

) 

-12( sin et + 2 cos 0T )t2
} 

(4.2.6) 

en supposant 4T2 + 3t2 - 2TT * O. Autrement, il en découle : 

a 1, a2 arbitraires 



et ainsi les deux potentiels : 

et 

fl,2 
V QJ4 = -r2_c_o_s_2_0 

a 
V Q1s = -2 ---2-0 

r sm 

associés à une intégrale d'ordre trois de la forme : 

et 
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pour {30 complètement arbitraire. De cette façon, nous pouvons, sans perte de généralités, 

annuler f30 étant donné que cette constante est associée à une constante du mouvement 

du premier ordre pour VQl4 et VQ1s-

En somme, à partir de (4.2.6) pour 4T2 + 3t2 - 2TT * 0, nous pouvons obtenir, de 

(4.2.3) ou (4.2.4), une équation différentielle non-linéaire du cinquième ordre détermi-



nant complètement T(0) : 

tz2 sin 0( - 2TT + 3T2 + 4T2)r<5>+1ï2(24 cos 0T2 - 8 sin 0TT + 18 cos 0T2 

-l2cos0TT-4sin0tt + 2sin0Tf)r<4> + 1i2(10cos0T- 3 sin0t)f2 
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+( - 24 sin 0Tt2 - 48 cos 0T2t + n2( - 48 sin 0T2 - 48 cos 0Tt - 12 sin 0t2 

-32 cos 0tt + 4 sin 0t2) )i + l 61i2 cos 0T3 + ( 64 cos 0T2 + 72 sin 0TT 

+1i2( - l6cos0T + l6sin0t))t2 + ( - l60cos0T3 -240sin0T2t + 120cos0TT2 

-60 sin 0T3 + 1i2( 40 cos 0T2 
- 32 cos 0T2 + 96 sin 0Tt) )t - 180 cos 0T4 

+240 sin 0TT3 + 321i2 cos 0TT2 + 192 sin 0T3t + 64 cos 0T4 - 481i2 sin 0T3 

= 0 

(4.2.7) 

À notre grand dépit, les avenues qui se présentent à nous dans l'optique d'étudier les 

solutions et les propriétés de cette équation semblent limitées. 

De fait, une analyse des symétries de (4.2.7) nous confirme que celle-ci n'en possède 

aucune et la recherche d'une première intégrale fut laborieuse et nous a amené à une im-

passe. Ainsi, l'ordre de l'équation ne peut être réduit. De plus, en nous référant à l'étude 

ayant été accomplie dans le cas cartésien, dans lequel toutes les équations différentielles, 

qui caractérisaient le potentiel, possédaient la propriété de Painlevél151 , il va de soi que 

nous tentons d'accomplir les mêmes démarches. 

Peu de travaux ont été mis à terme concernant les équations qui possèdent la propriété 

de Painlevé pour des ordres supérieurs ou égaux à 4. Sur ce, en comparaison avec la 

classification cartésienne, nous n'avons pu identifier (4.2.7) à aucune équation ayant été 

dérivée dans ce genre de travaux c7.s1_ 

L'analyse de Painlevé habituelle sur ce type d'équation se présente comme étant 

excessivement laborieuse d'un point de vue algébrique, en rationnalisant (4.2.7). Or, il 

existe des algorithmes ayant été développés à l'aide de logiciel de calculs symboliques, 
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tel MathématicaC3.4l, qui nous permettent d'accomplir ces démarches. À notre grande 

déception, ceux-ci se sont avérés incompatibles à (4.2.7). De plus, nous n'avons pas 

été en mesure d'acquérir le même type d'algorithmes pour d'autre type de langages de 

calculs symboliques tels Maple ou MACSYMA. 

Par la suite, nos tentatives de résolutions de (4.2.7) et d'études plus détaillées se sont 

toutes révélées infructueuses, considérant que les seules solutions ayant été recueillies 

sont VQ14 et VQ1s-

En résumé, cette situation s'avère contrariante par le fait que celle-ci se présente 

comme étant un exemple hautement pertinent dans l'identification des différences qui 

existent entre les cas classique et quantique dans l'étude de la superintégrabilité avec des 

intégrales du mouvement d'ordres supérieurs ou égaux à trois comme l'avait démontré 

l'étude ayant été achevée en coordonnées cartésiennesC14•151 . Enfin, (4.2.7) possède né-

cessairement une solution générale unique et non-triviale considérant que celle-ci ait été 

dérivée d'un système complètement déterminé d'équations différentielles pour T(0) et 

/3(0). 

4.2.1.2 Contexte classique 

Afin d'illustrer les différences entre les cas classique et quantique, regardons ce qu'il 

advient; dans la limite classique n H 0, des équations déterminantes (4.2.1) à (4.2.4). 

Cette action laisse invariantes (4.2.1) et (4.2.3) et réduit (4.2.2) et (4.2.4) à 

gt- a/3 = 0 

ti3- 2Tf3- 2cos0T2 = 0 

(4.2.8) 

(4.2.9) 

Une fois de plus, les seules solutions non-triviales qui s'ensuivent sont celles issues 

des conditions imposées sur g provenant des équations quantiques, soient 1) a * 0, 

ço = 0 et 2) g = O. 
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11) ç = -a sin 0, a -:/= 01 

Dans ce cas-ci, nous retrouvons, sans grande surprise, V Ql2 et V Q13 étant donné que 

ces potentiels ne possédaient pas de terme purement quantique. De cette façon, les po-

tentiels classiques qui en découlent sont identiques à ceux-ci : 

et 

a 
Vc2 = -r 

a 1 (a1 + œ2 cos 0) Vc3=-+- -----
r r2 sin2 0 

munis d'intégrales d'ordre trois de la forme: 

L2 ay (xpx + YPy) (2a1r + a2x) 
Yc3 = 3Px - -L3 + Œz------'--+ 2 

r r y 

Comme dans le cas quantique, Yc2 s'obtient de façon triviale de L3 et de l'intégrale 

d'ordre deux pour ce potentie1!411. Nous pouvons faire le même commentaire ayant été 

fait dans le cas quantique concernant VQ 13 pour Vc3 

Dans ce cas, dans la limite classique tz H 0, (4.2.7) se simplifie à: 

( 6 sin 0TT2 + 12 cos 0T2t)i-( 16 cos 0T2 + 18 sin 0rt)t2 

+( 40 cos 0T3 + 60 sin 0T2t - 30 cos 0TT2 + 15 sin 0T3 )t 

-16 cos 0T4 - 48 sin 0T3 t - 60 sin 0TT3 + 45 cos 0T4 = 0 

(4.2.10) 



-
qui détermine complètement la partie angulaire du potentiel associée à : 

/3( O) = _ (3 sin 0t + _6 cos 0~?t
2 

4T2 + 3T2 - 2TT 
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(4.2.11) 

sous les restrictions T, t, (4T2 + 3t2 - 2TT) et (sin 0T2 + 2 cos 0T) * O. Autrement, 

nous obtenons le potentiel libre et V Qis associé cette fois-ci à une intégrale classique 

d'ordre trois de la forme : 

(
2œx2 

) Yc4 = L~Px + y2 +/3o Px 

Une analyse des symétries de (4.2.10), nous confirme que celle-ci demeure unique-

ment invariante sous les dilatations de la variable dépendante T(0). Ainsi, en exécutant 

la transformation T(0) H eW<0> et en posant par la suite W(0) = U(0), nous réduisons 

l'ordre de ( 4.2.10) de tel sorte à obtenir : 

(6 sin 0U2 + 12 cos 0u)ü -( 16cos 0 + 18 sin 0u)i!2 

+(40cos0 + 60sin0U - 26cos0U2 -3 sin0U3)û 
-16cos0-48 sin0U + 40cos0U2 + 11 cos 0U4 + 3 sin0U5 = 0 

(4.2.12) 

Nos efforts ont une fois de plus été contrés dans la recherche d'une première inté-

grale. Par contre, il était parfaitement raisonnable de s'interroger et d'espérer la perspec-

tive que ( 4.2.12) ait la propriété de Painlevé. Sachant que la classification des équations 

différentielles d'ordre deux qui possède cette caractéristique s'avère complètel9-21 1, il 

s'agit de suivre les procédures habituelles afin d'espérer que (4.2.12) se transforme en 

une équation de cette classification. 

Premièrement, dans le but d'accomplir ces démarches, rendons l'équation rationnelle 
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(4.2.12) en posant tan0 = z, T(0) H U(z): 

(6zU2 + 12u)u" = (16 + l8zu)u'2 + (3zU3 - 12(z2 -112z~2 - 84zU -40)u' 

16 + 48zU -40U2 - 11 U4 - 3zU5 

+-------------(1 + z2)2 
(4.2.13) 

Ainsi, la propriété de Painlevé, si présente, pour une équation différentielle d'ordre 

deux de la forme : 

U" = L(z, U)U'2 + M(z, U)U' + N(z, U) 

demeure inchangée sous les transformations rationnelles en tennes des singularités 

de L(z, U) et transforment L(z, U) selon 8 possibilitésl21 l. 

Dans le cas de (4.2.13), la solution correspondante à celle-ci est singulière en U1 = 

0 et U2 = -?. Donc, en transformant (4.2.13) selon U H Y = z~i2 , en présentant 

seulement le terme devant Y'2, il en résulte : 

Y" = !(~ --3-)r'2 + termes d'ordres inférieurs 3 Y Y-1 
(4.2.14) 

Cette forme ne correspond à aucune de celles présentées dans la référence [ZIJ et ne 

peut être réduite à une de celles-ci. Ainsi, (4.2.10) ne posséde vraisemblablement pas la 

propriété de Painlevé. 

Par contre, il advient que ( 4.2.10) admet comme solutions particulières T = si~~ 
0 

et 

c~~ 0 indépendemment l'une de l'autre. Or, ces solutions se sont avérées les seules qu'il 

nous a été possible de déduire de (4.2.10). Comme pour l'analogue quantique, (4.2.7), 

les efforts fournis et nos espoirs d'obtention d'une solution générale se sont révélés non 

concluant et inefficaces. 

Une fois de plus, il doit nécessairement exister une solution générale à cette équation 
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compte tenu du fait que (4.2.10) ait été obenue, comme dans le cas quantique, d'un 

système de deux équations différentielles couplées pour deux inconnues. 

4.2.2 A210 = 1, A102 =I= 0, A030 = Ao21 = Ao12 = Ao03 = 0 

Ici, les termes d'ordre trois de l'intégrale sont: 

Ainsi, B0 et B2 sont non nuls. En intégrant (3.1.1) à (3.1.4), nous retrouvons (4.1.7), 

(4.1.27), (4.2.1), (4.2.2) en plus de (4.2.3) et (4.2.4) couplées à des termes en B0 et B2 : 

et 

( - 2 cos et + 5 sin et + 2 cos eT + fi + /3) - 12aBo sin 20 = 0 

1ï2( - sin et - 4 cos et+ 6 sin et+ 4 cos eT) =4TÏJ - 8Tf3 - 8 cos et2 

+ 12a(B0 cos 20 + B2)T 

Il advient que la seule solution que nous avons réussi à établir pour ce système 

d'équation est le potentiel nul. Nous avons été dans l'incapacité de fonder l'unicité de ce 

résultat. Par contre, comme nous allons le voir dans la prochaine section et par la section 

4.1.2, tout tend à croire que le potentiel libre est la seul admissible. Pour Bo et B2 non-

nuls, l'oscillateur harmonique est l'unique système qui se propose comme solution des 

équations déterminantes de l'intégrale d'ordre trois. Et comme nous l'avons démontré, 

une constante du mouvement munie de termes d'ordre trois associés à A 210 n'admet pas 

de comportement radial de cette forme. 

Nous pouvons supposer les mêmes commentaires pour une intégrale constituée des 
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termes d'ordres trois: 

4.2.3 A210 = 1, A 102 = 0, A 030 , A 021, A 012 et A 003 non nulles simultanément 

En comparant la partie radiale du terme en A210 = 1 et celle des termes en A 030 , A 021 , A01 2 

et A 003 , il en résulte que le comportement radial commun est nul. 

Par la suite, en intégrant (3 .1.1) à (3.1.4 ), les équations qui en résultent sont ( 4.1.20) 

et (4.1.23) à (4.1.25) pour D0 = 0 et (4.2.1), (4.2.3) et (4.2.4) complètement découplées 

l'une de 1' autre. 

En se référant aux résultats obtenus pour une intégrale possédant des termes propor-

tionnels à A030 , A021 , A012 et à A003 , soient S 0 à S 3 , il s'ensuit qu'uniquement S 2 et S 3 

sont solutions des équations associées au terme en A210 pour 

et 

En considérant les résultats obtenus : V Qi 4 et V Qis, nous en déduisons pour A2 le potentiel 

a 
VA,(r, 0) = 2 - r2 sin 0 

et pour A3 : 
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avec une intégrale d'ordre trois de la forme : 

et 

Étant donné que nous sommes dans l'impossibilité de résoudre complètement les 

équations déterminantes pour les cas 4.1.3 et 4.2.1, ces potentiels sont les seuls que nous 

avons été susceptible d'extirper des équations. 

Dans la limite classique, nous obenons le même résultat sans les anticommutateurs 

dans l'intégrale. 

4.3 Solutions pour une intégrale de Type 3 

Dans cette section, nous étudions les solutions pour une intégrale qui s' explicite 

selon (3.3.4) à (3.3.7). 

Comme nous l'avons indiqué dans la section 4.1.2, les termes d'ordre trois associés 

à A 120 et A 102 s'identifient à uneârtie radiale de la forme: 

a 
R(r) = - + dr2 

r 

4.3.1 Ao30 = Ao21 = Ao12 = Aoo3 = 0 

Ainsi, en nous réferrant à la même section, nous avons que les équations qui régissent 

le comportement angulaire sont respectivement ( 4.1.6) à ( 4.1 .11) avec D0 = O. 

Dans les cas d'une constante du mouvement de la forme (3.3.4) et (3.3.5), la seule 
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possibilité que nous avons obtenue pour la partie angulaire est T(0) = O. Par conséquent, 

le potentiel qui en découle est une de fois de plus celui de l'oscillateur harmonique 

V(r) = dr2 associé aux intégrales : 

Y1 = {L3, p~ + 2dx2 + hl 
Y2 = {L3, p; + 2dy2 + h} 

Y3 = {L3,H} 

En ce qui à trait à (3.3.7), pour B2 * 0, comparativement à la sous-section 4.1.1.2, 

dans laquelle nous avions l'opportunité d'utiliser (4.1.9) afin de réduire l'ordre de (4.1.12), 

nous en sommes confinés à traiter ( 4.1.12) sous sa forme primaire. Celle-ci se résout en 

terme de fonctions elliptiques. Par contre, cette solution doit de plus vérifier (4.1.7) ce 

que nous n'avons pas été en mesure d'accomplir malgré l'utilisation d'une routine d'un 

logiciel de calculs symboliques. 

Malgré tout, nous pouvons associer au potentiel harmonique : 

Dans le cas de B2 = 0, il en ressort une solution de la forme (4.1.13): 

2 a 1 + a 2 sin 20 
VQ16(r, 0) = dr + 2 2 20 r cos 

pour d = 0 ou non. L'intégrale d'ordre trois est: 



-

pour 

2(a2((.x2 -y2)2 + 8.x2y2) + 4a1xy(.x2 + y2)) 
r(x2 _ y2)2 
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Ces potentiels survivent dans la limite classique pour des intégrales qui se simplifient 

par la disparition des anticommutateurs 

4.3.2 A030 , Ao21 , A012 et A003 non nulles simultanément 

En considérant les différentes combinaisons possibles de A030 , A021 , A012 et A003 selon 

les formes (3.3.4) à (3.3.7) et les résultats précédents, il en résulte qu'aucun potentiel 

n'est éligible autre que le potentiel libre. 

4.4 Solutions pour une intégrale du type 4 

Comme nous l'avons mentionné à quelques reprises dans les sections précédentes, 

les seules solutions que nous avons été apte à extirper des équations caractérisant ce type 

d'intégrale, (4.1.20) à (4.1.25), pour D0 = 0, sont S O à S 3 de la sous-section 4.1.3 pour 

R(r) = O. 

En revanche, l'incidence de l'absence de Do dans les équations déterminantes annule 

le comportement purement quantique des potentiels. 

Ainsi, nous sommes contraints aux potentiels : 

ao 
VQ11(r, 0) = 2 , 

r2 sin 30 
a1 

V Q1s(r, 0) = 2 2 30
, 

r cos 
a2 

V Q19(r, 0) = 2 r2 sin 0 
a3 

et V Q2o(r, 0) = r2 cos2 0 
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assortis d'intégrale d'ordre trois s'explicitant sous les formes : 

Dans la limite classique, les mêmes potentiels sont admissibles pour des constantes 

du mouvement de la même forme. 

4.5 Sommaire des solutions 

Dans cette section, nous proposons un sommaire des solutions obtenues dans ce mé-

moire, bien que la classification entreprise demeure imcomplète. L'inventaire de tous les 

potentiels obtenus non-triviaux et des intégrales d'ordre trois associées sera présenté. 

Bien que plusieurs des potentiels trouvés sont associés à des intégrales d'ordre trois qui 

sont reliées à des intégrales d'ordre deux dà connues pour ceux-ci, nous préesntons tous 

les résultats obtenus dans ce mémoire. 

4.5.1 Potentiels quantiques 

1. V= ar2 
Y1 = L~ 

Y2 = {L3,p~ + 2ax2} 

Y3 = {L3, p; + 2ay2} 



2. V=!! r 

f = {L2 p } + {L -~}- t,2Px 3' X 3, r 2 

3. V=R(r)+~ r 

Y= 2L~ + {L3, 3h2p(0)} 

6 V- a 
a - r2 sin2 0 

7 V - __ti_ 
· - , 2 sin2 0 

Yi = L33 + {L3, ~r~20} sm-

Y. _ 3 + P P2 + {L -21i
2 

} + rz2{L P } + rz2{2:... P } 2 - Px x y 3, ,3sin0 y2,.:?• x y,2, y 

8 __ 2 4fi2 
. V = a, + ,2 cos2 2/J 

Y - L3 {L 61i2 2t2} 1 - 3 + 3, cos2 20 - rt 

Y2 = {L3, p; - P; + 2dr2 cos 20- ,2:::20}- 16n2y{px, / 1
_y2 }- l6tz2x{p.v, x[y2} 

9 V _ _2 + 21i2(1±sin21J) . - a, ,2cos221J 

y _ L3 + {L 3(cos0+sin0) _ t,2} 
1 - 3 3, (cos0-sin0)3 2 
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y. {L 2 2 2d-2 20 41i2(1±sin21J)} 4t2{ x(x±y)2 } 4t2{ y(x±y)2 } 
2 = 3,Px-Py+ ,COS - r?cos2/J + rt (x2+y2X.Hy)2,Px + rt (x2+y2)(Hy)2,Py 

10. 



Les Potentiels classiques s'obtiennent directement des potentiels quantiques énumé-

rés dans la limite 1î H O et en omettant le s anticommutateurs dans les intégrales. 
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Nous présentons maintenant les équations qui déterminent complètement l'existence 

d'une intégrale d'ordre trois pour un Hamiltonien bidimensionnel en coordonnées para-

boliques dans le plan Euclidien. 

5.1 Quantités physiques en coordonnées paraboliques 

Le changement habituel en coordonnées paraboliques est : 

e _,,2 
x=--- y= ÇTJ 

qui transforme le Hamiltonien: 

les impulsions : 

2 

TJPç + çp,, 
Py = ({1 + '72) 

et la composante en z du moment angulaire : 

çp,, -T]pç 
Px= 2 

(5.1.1) 

Ces expressions sont nécessairement valables en mécanique quantique par l' identifi-

cation de P{ = -in8ç et p,, = -in.a,,. 
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5.2 Conditions d'existence d'une intégrale d'ordre trois en coordonnées parabo-

liques 

Les équations d'existence d'une constante du mouvement de la forme C2.4.1) s'ob-

tiennent en transformant C2.4.2) à C2.4.5) à l'aide de C5.l.1). 

Ainsi, en combinant les expressions transformées, de façon semblable au cas polaire, 

nous obtenons : 

_ n2 { d I Vggg + d2 Vgg,, + d3 Vg,,,, + d4 V,,,,,, (-3çd 1 - 2'f/d2 + çd3) 
D1 Vr + D2Vo - 4 ce+ .,,2) + Cç2 + .,,2)2 Vgg 

+ ((3'f/d1 - 3çd2 - 3'f/d3 + 3çd4)Vg,, + ('f1d2 - 2çd3 - 3'f/d4)V,,,,) 
ce+ .,,2)2 

(
3Cd1 - d3)(ç2 - 'f/2) + 6Cd2 - d4)ç'f/ 2CA21oç + A201'f/) 4A ) 

+ ce + .,,2)3 + g2 + .,,2 - 300.,, vg 
+ (6C-d1 + d3)ç'f/ + 3Cd2 - d4)Cç2 - 'f/2) + 2CA210ç + A201'f/) + 4A ç)~} 

ce + .,,2)3 g2 + .,,2 300 ,, 

(5.2.1) 

C5.2.2) 

C5.2.3) 

C5.2.4) 

Les fonctions di = diCç, 'f/) sont reliées aux fonctions C2.4.6) à C2.4.9) de la façon: 

d - ç3 !1 + ç2.,,1z + g.,,2 h + .,,3 h 
1 - cg2 + .,,2)2 

d _ -3e.,,11 + ce - 2g.,,2)J2 + c2e.,, + .,,3)J3 + 3g.,,2 J4 
2 - ce+ .,,2)2 

d _ 3g.,,21i + c.,,3 - 2ç2.,,)J2 + ce - 2g.,,2)J3 + 3g2.,,14 
3 - ce+ .,,2)2 

d _ -'f/3 f1 + ç'f/2 fz - g1'flf3 + e f4 
4 - ce+ .,,2)2 
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et les fonctions D 1 = D 1 (ç, r,) et D2 = D2(ç, r,) sont définies en termes de g1 et g2 : 

et 

Nous n'explicitons pas les expressions pour d 1, d2 , d3 et d4 en terme de u et v car 

celles-ci ne s'expriment pas sous des formes simplifiées comme dans les cas cartésien et 

polaire. 

Les équations (5.2.1) à (5.2.4) caractérisent l'existence del' intégrale dans le contexte 

de la mécanique quantique. Tout comme dans les cas cartésien et polaire, une intégrale 

classique du troisième ordre se spécifie dans la limite tz H O. 

Comme nous pouvons le constater, l'équation qui distingue les cas classique et quan-

tique, soient (3.1.1) en coordonnées polaires et (5.2.1) en coordonnées paraboliques, se 

présentent sous une forme autrement moins abordable que celle du cas cartésien (3.1.1 ). 

Le principal intérêt de la transposition de (2.4.2) à (2.4.5) dans le contexte para-

bolique est d'envisager une étude de la superintégrabilité pour des Hamiltoniens qui 

admettent respectivement une intégrale d'ordre trois, régit par (5 .2.1) à (5.2.4) et une 

intégrale d'ordre deux de la forme 3. de la section 2.3. Dans cette perspective, contrai-

rement à la situation polaire, nous envisageons l'analyse de (5.2.1) à (5.2.4) plus ac-

cessible, simplement par le fait que les variables paraboliques ç et r, se présentent sous 

la même forme dans les équations. De cette façon, une approche semblable à celle de 

l'étude en coordonnées cartésiennes114• 151 est envisageable et possiblement plus directe 

que l'avenue emprunté dans l'étude polaire qui s'énonçait cas par cas. 

5.3 Coordonnées elliptiques 

Avant de conclure, nous proposons quelques commentaires sur l'existence d'une in-

tégrale cubique en coordonnnées elliptiques. 

Nous ommettons la présentation des équations qui singularisent un tel contexte, car le 

temps nous a contraint à nous concentrer principalement sur les résultats précédemment 



présentés dans ce mémoire. 

Par contre, une possible étude des propriétés d'intégrabilité et de superintégrabailité 

en ces coordonnées, soient x = l cosh p cos a- et y = l sinh p sin a- pour l > 0, doit 

s'accomplir pour un Hamiltonien bidimensionnel de la forme 

pour 

et 

p2 +p2 
H = P cr + V(p,o-) 

2l2(cosh2 p - cos2 a-) 

sinhpcoso-pP - coshpsino-pcr 
Pr= · l(cosh2 p - cos2 a-) 

coshp sin a-pp+ sinhp cos o-pcr 
Pv = · l(cosh2 p - cos2 a-) 

Les expressions quantiques s'obtiennent en considérant Pp = -i1i8P et Pcr = -in8cr. 

Nous prenons le temps de commenter quelque peu cette avenue, car dans un avenir 

rapproché, après avoir complèté la classification des Hamiltoniens qui admettent la sé-

pration de variables en coordonnées polaires et paraboliques, des démarches semblables 

se devront d'être accomplies dans le cas 4. de la section (2.3). 

De fait, les similitudes probables des équations déterminantes de ce contexte et de 

celui traité dans ce mémoire risquent d'être marquantes. La présence, une fois de plus, 

de fonctions trigonométriques et en plus de fonctions hyperboliques risquent de freiner 

régulièrement le traitement des équations qui régissent le potentiel. 

Évidemment, il serait important de conclure d'abord la classification entreprise en 

coordonnées polaires et ensuite mettre à terme une recherche semblable en coordonnées 

paraboliques afin de s'en prendre finalement au cas elliptique. 
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CONCLUSION 

Ce mémoire se voulait une continuation de l'étude de la superintégrabilité cubique 

classique et quantique dans un espace euclidien bidimensionnel. 

De fait, nous avons établi les équations déterminantes d'un invariant polynomial 

d'ordre trois en les impulsions en coordonnées polaires et paraboliques en plus de com-

menter brièvement la perspective de ces équations en coordonnées elliptiques. 

Par la suite, en imposant l'existence d'un deuxième invariant, cette fois-ci d'ordre 

deux, entraînant la séparation de variables du potentiel dans le Hamiltonien en coordon-

nées polaires, nous nous avons tenté de répertorier tous les systèmes hamiltoniens qui se 

caractérisent selon ces spécificités. Toutes les démarches accomplies se justifiaient, à la 

base, par les différentes simplifications admissibles sur la forme générale d'une intégrale 

d'ordre trois sous l'action du groupe Euclidien. 

Les équations qui déterminaient le comportement radial du potentiel étaient rapi-

dement intégrées. Quant aux comportements angulaires, ceux-ci s'obtenaient de façon 

autrement moins directe. Les équations qui régissaient cette partie du potentiel se présen-

taient sous des formes difficiles à intégrer par les méthodes connues et par l'utilisation 

de logiciels de calculs symboliques. En quelques occasions, nous avons été dans l'inca-

pacité de résoudre les équations résultantes. 

Néanmoins, les potentiels obtenus dans notre étude se présentaient sensiblement sous 

des formes connnues. Nous avons pu en quelques cas, démontrer les différences entre la 

superintégrabilité cubique classique et quantique ; nous avons obtenu plusieurs solutions 

purement quantique, exprimées en termes de fonctions connnues qui se réduisaient au 

potentiel libre dans la limite classique. 

Enfin, en comparaison avec l'étude achevée dans le cas où le Hamiltonien admet 

la séparation de variables en coordonnées cartésiennes, le traitement de chacun des cas 

possibles s'effectuait de façon hautement moins systématique. En fait, la tentative de 

compilation des systèmes hamiltoniens qui vérifiaient les prémisses de nos recherches, 
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s'apparentait à une méthode de cas par cas, ce qui nous compliquait drôlement la tâche 

par le nombre considérable de cas à analyser et à ne pas négliger. 

Finalement, la classification des systèmes hamiltoniens séparables en coordonnées 

polaires possédant une intégrale d'ordre trois en deux dimensions demeure incomplète. 

Naturellement, il serait intéressant et important de mettre un terme à cette recherche 

afin de pouvoir s'attaquer par la suite à l'étude de la superintégrabilité cubique avec 

séparation de variables en coordonnées paraboliques et elliptiques. 

Comme nous l'avons mentionné précédemment, plusieurs cas demeurent non réso-

lus. En plus des situations laissées sans solutions dans ce mémoire, il est a noté que tout 

au long des démarches précédentes, nous nous sommes référés aux différentes simplifi-

cations que nous pouvions accomplir sur la forme générale de l'intégrale d'ordre trois 

afin de simplifier les équations déterminantes. Ce que nous avons omis de considérer est 

l'effet que peut avoir ces simplifications sur l'intégrale d'ordre deux. De fait, l'intégrale 

d'ordre deux est de la fonne L~ + S(0) et demeure uniquement invrariante sous les rota-

tions dans le plan. Les translations modifient l'allure de cet invariant. Ainsi, il s'ensuit 

que plusieurs autres cas demeurent non traités et le problème de classification demeure 

hautement ouvert. 

Ce problème comme beaucoup d'autres dans le domaine de l'intégrabilité et la su-

perintégrabilité classique et quantique demeure non résolu. De plus, un bon nombre de 

fondements théoriques concernant l'intégrabilité quantique restent à être établis de façon 

rigoureuse. Beaucoup d'aspects sont conjecturés et supposés: la notion d'indépendance 

entre les intégrales quantiques, la solvabilité des systèmes superintégrables quantiques, 

le liens avec les symétries généralisées, la présence de la propriété de Painlevé pour les 

équations qui déterminent les potentiels quantiques, pour n'en citer que quelques uns. 

Finalement, la pertinence des recherches dans le domaine de l'intégrabilité et la su-

perintégrabilité classique et quantique pour des ordres supérieurs à deux, a été démon-

tré dans quelques travaux par les différences qui semblent vouloir s'établir entre les 

contextes classiques et quantiques. Des efforts considérables se doivent d'être investis 



dans les démarches qui pourraient mener à la résolution de ces problèmes et le dévelop-

pement de nouvelles méthodes de calculs qui pourraient clarifier notre façon d'aborder 

les problèmes. 
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