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Sommaire 

Le but de cet ouvrage est de définir une algèbre de processus ACTC pour formaliser 

les méthodes de spécification et vérification d'interfaces matérielles basées sur les 

chronogrammes hiérarchiques ou HAAD (de l'anglais Hierarchical Annotated Action 

Diagrams). Les HAAD sont un formalisme graphique qui permet de représenter des 

interfaces matérielles par des modules de base qui sont ensuite composés avec des 

opérateurs de composition hiérarchiques. 

On dénote par interface matérielle tout système qui assure la communication 

de composants informatiques interconnectés, par des processus de communications 

spécifiques. La communication est établie par l'exécution d'événements, appelés ac-

tions. Une interface matérielle est un système temps-réel, c'est à dire un système qui 

doit produire ses résultats à l'intérieur d'intervalles de temps spécifiés par un ensemble 

de contraintes temporelles. 

L'algèbre de processus ACTC est définie à partir d'un langage de spécification 

LA avec une syntaxe précise, dont les éléments sont appelés termes. Parmi les 

particularités de ce langage, spécifiquement conçu pour répondre aux besoins des 

développeurs d'interfaces matérielles, on note le support du dualisme des actions 

d'entrée et de sortie, des contraintes temporelles min, max, et conjonctives de type 

supposition, ou de type engagement, (en anglais "assume/commit contraints"), et du 

principe de causalité dans la sémantique de divers opérateurs de composition, tels que 

les contraintes temporelles réactives, la composition parallèle temporelle avec commu-

nication, le choix retardé temporisé, et l'opérateur d' exception temporisé. Dans le 
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langage LA les opérateurs de composition parallèle, avec ou sans communication, et 

de choix, simple ou retardé, sont d'arité arbitraire. 

Nous associons au langage LA une représentation équationnelle et une représen-

tation opérationnelle. La spécification équationelle permet de déduire des égalités 

de termes d'une manière purement syntaxique à partir d'un ensemble de règles de 

déduction et un ensemble A d'égalités de base, appelé axiomatisation. Autrement 

dit, on définit une relation d'équivalence syntaxique de termes, décidable à partir de 

la spécification équationnelle du langage. La représentation opérationnelle est définie 

par un ensemble de règles de sémantique opérationnelle structurée à la manière de 

Plotkin [74] et permet d'associer à tout terme un modèle opérationnel qui est un 

système de transitions étiquetées ou STE. 

Nous définissons une relation d'équivalence sémantique ou opérationnelle sur le 

langage LA, à partir de critères sémantiques définis sur les modèles opérationnels des 

termes et prouvons des propriétés sémantiques importantes du langage LA, telles que 

la congruence de sur LA et l'avancement du temps dans les modèles opérationnels 

associés aux termes du langage. 

Par la suite nous prouvons que l'axiomatisation A est cohérente avec sur tout 

le langage LA. Autrement dit, si deux termes quelconques de LA sont équivalents 

syntaxiquement, ils sont aussi équivalents d'un point vue opérationnel. L'axiomati-

sation A n'est pas complète, c'est à dire que l'implication inverse n'est pas toujours 

vraie. Nous prouvons, par contre, la décidabilité de 	sur un sous-ensemble de ter- 

mes Co  C LA et donnons une procédure de type vérification de modèle (de l'anglais 

model-checking) de décision de l'équivalence 

Mots clés: temps réel, spécification et vérification formelles, interface matérielle, 

algèbre de processus. 
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Chapitre 1 

Introduction 

Un système informatique est, en général, une interconnexion de différents composants 

communicants. La conception d'un tel système est alors un processus modulaire et 

hiérarchique. Les modules avec lesquels un composant est connecté forment l'environ-

nement du composant. Les différents modules d'un système sont souvent conçus de 

manière isolée, sans connaissances précises sur le fonctionnement interne des autres 

composants. Lors de leur conception on doit alors faire un nombre d'hypothèses sur 

les propriétés de l'environnement et définir le comportement des modules en fonc-

tion de ces suppositions. L'interface d'un composant avec son environnement décrit 

l'ensemble de ces hypothèses ainsi que les réactions du composant face aux actions de 

l'environnement. Un processus de communication spécifie les règles d'échange d'in-

formations du composant avec son environnement via l'interface. 

Une interface est un système temps-réel, c'est à dire un système qui doit pro-

duire ses résultats à l'intérieur d'intervalles de temps spécifiés par un ensemble de 

contraintes temporelles. 

Un système temps-réel est correct s'il est à la fois fonctionnellement correct et tem-

porellement correct, c'est à dire qu'il produit des résultats corrects et qu'il satisfait 

aux contraintes temporelles spécifiées. La vérification d'une interface matérielle con-

siste à déterminer si les protocoles de communication des composants inter-connectés 

1 
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sont fonctionnellement et temporellement compatibles. 

Malgré l'importance des systèmes temps-réel dans la vie quotidienne, leurs mé-

thodes de développement restent, en grande partie, assez primitives. Les concepteurs 

de tels systèmes passent souvent d'une spécification informelle directement à l'implan-

tation dans un langage de programmation de systèmes temps-réels et la vérification 

se résume à la simulation non-exhaustive. Ces limitations sont dues d'une part à la 

grande complexité des systèmes à développer et, d'autre part au fait que l'utilisa-

tion des techniques de spécification et vérification formelles est non-triviale et que ces 

techniques sont très coûteuses en temps de calcul et espace mémoire. 

Si, il y a quelques années seulement, l'utilisation des méthodes formelles dans le 

développement de systèmes temps-réel était encore relativement controversée dans 

Pindustrie, aujourd'hui il est largement accepté que les techniques traditionnelles 

de spécification et vérification ne suffisent plus et que des méthodes formelles sont 

nécessaires. Ce besoin de formalisme se manifeste surtout dans l'industrie du dévelop-

pement de matériel informatique, où la complexité des systèmes croit à une vitesse 

exponentielle et les coûts associés à des "bogues" non-détectés ou détectés trop tard 

dans le processus de développement sont extrêmement importants. 

L'avantage des méthodes formelles consiste en ce qu'elles peuvent garantir la "cor-

rectitude" d'un système, plus précisément elles peuvent garantir que les systèmes 

aient des propriétés précises. De plus, elles peuvent détecter les incohérences dans la 

spécification d'un système très tôt dans le processus de développement, minimisant 

ainsi les coûts associés à la modification et correction d'un système. Pour contourner 

le problème de la complexité on utilise des techniques hiérarchiques et modulaires 

ainsi que l'abstraction de données à différents niveaux. 

Nos travaux s'incrivent dans la lignée de publications [32, 54, 21, 22, 31] qui 

présentent des techniques de spécification d'interfaces matérielles basées sur des chrono-

grammes hiérarchiques annotés ou HAAD (de l'anglais Hierarchical Annotated Ac-

tion Diagrams). Les chronogrammes hiérarchiques sont un formalisme graphique qui 
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permet de représenter des interfaces matérielles par des modules de base, appelés 

chronogrammes de base ou feuilles, qui sont ensuite composés avec des opérateurs de 

composition hiérarchiques. 

Une feuille est définie à partir d'un ensemble d'événements, appelés actions, cer-

taines provenant de l'environnement, appelées actions d'entrée, et d'autres exécutées 

par le module, appelées actions de sortie. De plus, un ensemble de relations tem-

porelles contraignent l'ordre et les temps d'occurrence des actions. On distingue 

deux catégories de contraintes temporelles: des contraintes descriptives, aussi appelées 

suppositions (en anglais assume constraints), et des contraintes réactives, ou des en-

gagements, (en anglais commit constraints). Les contraintes temporelles descriptives 

définissent conjointement l'espace temporel qui correspond aux suppositions que le 

module fait sur le comportement temporel de son environnement. Les contraintes 

réactives définissent le comportement interne du module, ses réactions face aux sti-

muli extérieurs: le module s'engage à respecter toutes les contraintes réactives lorsque 

son environnement satisfait aux contraintes descriptives. 

Différentes variantes de chronogrammes de base sont couramment utilisées dans 

la conception de systèmes numériques: bus, CPU, mémoires etc. Ces techniques 

sont, par contre, essentiellement informelles et les propriétés sémantiques de telles 

spécifications sont souvent ambigiies. 

Pour formaliser les chronogrammes hiérarchiques nous avons défini une algèbre de 

processus temporiseé ACTC. Une algèbre de processus est définie à partir d'un langage 

de spécification avec une syntaxe précise, dont les éléments sont appelés termes. Par 

rapport aux autres méthodes formelles, les algèbres de processus présentent l'avantage 

de combiner une représentation équationnelle avec une représentation opérationnelle. 

Une spécification équationnelle permet de déduire des égalités de termes d'une manière 

purement syntaxique à partir d'un ensemble de règles de déduction et d'un ensem-

ble d'égalités de base, appelées axiomes. Une représentation opérationnelle permet 

d'associer à tout terme du langage de spécification un modèle opérationnel qui est 
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un système de transitions étiquetées ou STE (aussi appelé machine à transitions ou 

machine à états). Les systèmes de transitions sont définis sur un ensemble d'états et 

par une relation de transitions d'états. La notation T 	T est utilisée pour désigner 

le fait qu'un STE transite d'un état T vers un état T' en exécutant une action a au 

temps v. Par abus de langage nous identifions souvent un terme avec le STE qui 

lui est associé. En modélisant les termes par des STE on peut formellement définir 

la sémantique du langage et spécifier des relations d'équivalence opérationnelles de 

termes. Typiquement, ces équivalences sont basées sur la relation d'égalité de traces 

ou sur la relation de bisimulation forte [62]. 

Nous avons essayé d'utiliser les algèbres de processus déjà existantes, telles que 

ATP [66, 83], les extensions temps-réel de ACP [13, 56, 14, 15], les variantes avec 

temps de CCS, TeCCS de [64], et différentes extensions temporisées de LOTOS [23, 

38], mais nous nous sommes heurtés à des limitations sémantiques de ces algèbres. La 

plus importante parmi ces limitations est l'impossibilité d'exprimer le dualisme des 

actions d'entrée et de sortie et des contraintes temporelles du type supposition et/ou 

engagement. Nous avons, donc, développé un langage de spécification algébrique LA, 

qui répond aux besoins spécifiques de la conception d'interfaces matérielles. Nous 

avons formellement défini la sémantique du langage par un ensemble de règles de 

sémantique opérationnelle structurée à la manière de Plotkin [74]. Par la suite nous 

avons défini une relation d'équivalence opérationnelle de termes sur le langage LA, 

basée sur la notion de bisimulation forte de Milner [62], et défini un système partiel 

d'axiomes pour un sous-ensemble de langage LA. Les caractéristiques distinctives du 

langage de spécification algébrique LA sont les suivantes: 

• la temporisation explicite: on associe à toute action a une variable temporelle 

ta  qui désigne le temps d'occurrence de l'action, c'est à dire le temps où l'action 

a été exécutée. Les temps d'occurrence des actions peuvent alors être con-

traints par diverses relations temporelles définies sur les variables temporelles 

respectives; 
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• les contraintes temporelles linéaires de types conjonctif, min, et max; 

• le support du paradigme suppositions/engagements dans la sémantique des con-

traintes temporelles; 

• le support du dualisme entrée/sortie et du principe de causalité (défini dans 

[32]) dans la sémantique des divers opérateurs de composition; 

• la définition d'opérateurs temporisés d'arité arbitraire pour la composition par-

allèle avec communication et le choix retardé; 

• la définition d'un opérateur temporisé d'exception et d'un opérateur récursif 

temporisé. 

L'expressivité du langage de spécification algébrique LA est telle qu'elle permet 

d'envisager le développement d'un outil de traduction automatique d'une spécification 

d'interface matérielle donnée par un HAAD vers un terme de l'algèbre et de vérifier 

formellement des propriétés importantes de cette spécification. 

Les principaux résultats originaux présentés dans ce document sont les suivants: 

• la preuve de la congruence de la relation d'équivalence sémantique de termes 

C LA x LA; une relation d'équivalence est une congruence si elle est 

préservée par la composition de termes. Formellement si T, S G LA sont deux 

termes composés avec un même opérateur de composition f à partir de sous-

termes 7'2 , S, G LA respectivement équivalents, c'est à dire 

T = f[Ti,..., Tm], s 	 f 	. , smi, et Vi E {1, 

alors T 	S. Il existe des résultats théoriques [44] qui permettent de garan- 

tir que la bisimulation forte est une congruence sur un langage de termes, en 

autant que la sémantique du langage est donnée par un ensemble de règles 

de sémantique opérationnelle structurée, ou SOS, [74] qui sont dans un format 
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spécifique appelé format panf [44]. Malheureusement, ce format est trop restric-

tif pour nos besoins. Donc, nous avons été obligés de prouver la congruence à 

partir des définitions seulement; 

• la preuve de la monotonie temporelle des séquences d'actions exécutées par 

un terme (aussi appelées traces); lorsqu'on définit les règles de sémantique 

opérationnelle du langage de termes d'une algèbre temporisée il est important 

d'assurer l'avancement du temps dans des séquences d'exécutions d'actions. 

Formellement, pour toute séquence de transitions: 

a i  (vi  ) 	a2 (v2) 
--> T2 -} T3 

il faut que la relation v1  < v2  soit satisfaite. Nous prouvons la monotonie 

temporelle de tout terme T E L, où L E LA est un sous-langage de termes, dits 

accessibles; 

• la définition d'une axiomatisation A pour le langage LA et la preuve de la 

cohérence de A sur LA. Une axiomatisation est dite cohérente si toute égalité 

de termes T = S déduite à partir des axiomes par des inférences équationnelles, 

notée A I- T = S, correspond à des termes équivalents sémantiquement: 

A I- T = S implique T S. 

L'axiomatisation A n'est pas complète, c'est à dire que l'implication inverse n'est 

pas vraie. Mais la relation est quand même décidable sur un sous-langage de 

termes, noté ro  C 

• la preuve de la décidabilité de la relation gf, sur le sous-ensemble de termes 

du langage 	nous donnons une procédure de type vérification de modèle 

(de l'anglais model-checking) [33] de décision de l'équivalence de deux termes 

quelconques T, S E C;3. 
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Pour prouver que deux termes quelconques sont bisimilaires nous utilisons les 

techniques standard de définition de relations de bisimulation fermées aux transitions 

et l'induction structurelle. Dans les preuves d'égalités de traces nous appliquons la 

méthode de construction de sous-ensembles (de l'anglais subset construction), utilisée 

dans la déterminisation d'un automate non-déterministe. Plus spécifiquement, nous 

définirons les systèmes de transitions étiquetées par parties, ou p—STE, de la manière 

suivante: à un STE M quelconque avec un ensemble d'états S on associe un unique 

p—STE, noté p(M), dont l'ensemble d'états est p(S), c'est à dire l'ensemble sous-

ensembles S. Tout p—STE est déterministe et dans le théorème 4.8 nous prouvons 

que deux états quelconques .91 , s2  e S sont équivalents dans M du point de vue de 

traces si et seulement si les ensembles {si }, {82} C S sont fortement bisimilaires dans 

p(M). Ainsi, pour prouver que s1  et s2  ont les mêmes traces il suffit d'appliquer les 

techniques standard de preuve de bisimulation pour les ensembles Is11 et {s2}. 

Ce document est organisé comme suit. 

• Nous commençons par un survol succinct des méthodes formelles utilisées pour 

spécifier et vérifier des systèmes temps-réel en géneral, dans le chapitre 2, et des 

interfaces matérielles en particulier, dans le chapitre 3. 

• Dans le chapitre 4 nous donnons les définitions formelles de spécifications équa-

tionnelles, des systèmes de transitions étiquetées, et des différentes relations 

d'équivalence de systèmes de transition rencontrées dans la littérature. Ensuite, 

nous présentons la définition des algèbres de processus. Finalement, nous intro-

duisons le concept de système de transitions par parties et prouvons des résultats 

concernant la corrélation qui existe entre les différentes relations d'équivalence 

de systèmes de transitions simples et par parties. 

• Dans le chapitre 5 nous définissons le langage de termes £A pour la spécification 

de chronogrammes hiérarchiques. 

• Dans le chapitre 6 nous donnons l'ensemble de règles de sémantique opérationnelle 
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du langage CA. 

• Dans le chapitre 7 nous définissons le sous-langage de termes accessibles C ,CA 

et ses propriétés sémantiques et syntaxiques. L'algèbre de processus ACTC est 

définie sur le sous-langage 	Ceci ne constitue pas, par contre, une limitation 

sémantique puisque le sous-langage est suffisant pour spécifier tout chrono-

gramme hiérarchique. 

• Dans le chapitre 8 nous définissons la relation d'équivalence de termes. La 

relationgr', est une bisimulation forte avec deux restrictions supplémentaires, 

ajoutées pour assurer la congruence de sur LA. 

• Dans le chapitre 9 nous donnons la définition formelle de l'algèbre de processus 

ACTC; ensuite nous définissons l'axiomatisation A et prouvons la cohérence de 

A. 

• Dans le chapitre 10 nous prouvons la décidabilité de g:: sur le sous-ensemble de 

termes .C7, C 

• Finalement, dans le chapitre 11 nous concluons notre travail et nous décrivons 

des extensions et applications possibles de nos résultats. 

• L'annexe contient les preuves de la majorité des propositions, lemmes, et théo-

rèmes présentés dans ce document. Lorsqu'une preuve n'est pas nécessaire à la 

compréhension d'un résultat, elle sera présentée en annexe. 

• Pour alléger la lecture de cet ouvrage, nous avons ajouté à la fin du document 

un index des notations et de la terminologie utilisées. 



Chapitre 2 

Méthodes formelles 

Dans ce chapitre nous commençons par une présentation de la notion de système 

temps-réel et faisons ensuite un survol succinct des différentes méthodes formelles 

utilisées dans le développement de systèmes temps-réel. Nous classifions les méthodes 

formelles selon leur langage de spécification, leur modèle, et la technique d'analyse 

qu'elles utilisent. Pour des survols plus complets nous référons à [45, 47]. 

2.1 Systèmes temps-réel 

Un système temps-réel est, typiquement, une composition de composants séquentiels 

communicants (processus), dont le comportement doit satisfaire aux contraintes tem-

porelles strictes. Ces systèmes sont de plus en plus utilisés dans la vie quotidienne et 

ils font souvent partie des applications critiques, dont la fiabilité est cruciale. 

Un système temps-réel est correct lorsqu'il est à la fois fonctionnellement et tem-

porellement correct, c'est à dire lorsque l'ordonnancement d'actions est cohérent et 

lorsque les contraintes temporelles, auquelles l'occurrence des actions du système sont 

soumises, sont satisfaites. Pour une discussion plus approfondie du dualisme fonction-

nalité-temps nous référons à [36, 43]. Pour la vérification de propriétés fonctionnelles, 

aussi appelées qualitatives, la notion de temps se résume à une notion d'ordonnance- 

9 
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ment des actions. Dans la vérification temporelle, dite aussi quantitative, le temps 

sert surtout à déterminer les distances limites entre les actions. On doit aussi décider 

d'un modèle précis du temps, tels que le temps discret ou continu. Chacun de ces 

modèles a ses avantages et ses inconvénients: le temps discret est plus facile à ma-

nipuler, mais le temps dense est plus expressif. D'un point de vue algorithmique, 

par contre, les deux modèles sont de complexité comparable [4, 5], sous certaines 

conditions qui permettent la partition du domaine temporel en zones équivalentes. 

Le développement d'applications temps-réel est souvent caractérisé par un manque 

de rigueur, due à l'absence de méthodes formelles. La sémantique des spécifications, 

les modèles choisis et les techniques de vérification utilisées ne sont pas formellement 

définis et portent souvent à confusion. La simulation est la méthode de vérification 

la plus courante. Un modèle d'un système temps-réel répond de diverses façons aux 

stimuli auquels il est soumis. La simulation consiste à observer le comportement du 

modèle lorsque soumis à des stimuli différents. Évidemment, cette approche ne peut 

pas garantir la validation d'un système, à moins de le soumettre exhaustivement à tous 

les stimuli possibles. La simulation exhaustive se heurte en pratique à la complexité 

des systèmes à vérifier qui rend le nombre total de stimuli possibles trop grand. 

Pour éviter les problèmes que pose la simulation, voire la non-fiabilité absolue 

des résultats de cette forme de vérification, des méthodes plus formelles ont été 

développées. 

Les méthodes formelles utilisent des langages de spécification formels, ainsi que 

des techniques de modélisation formelles pour décrire le comportement d'un système 

et des techniques d'analyse formelles pour vérifier si le comportement du système, ou 

d'une spécification du système, a des propriétés critiques. 

Il est essentiel de détecter les problèmes de conception le plus tôt possible pour 

minimiser les coûts élevés associés aux échecs et modifications tardives. La spécifica-

tion et la vérification de propriétés essentielles des spécifications sont donc des phases 

cruciales lors de la conception de systèmes. C'est typiquement lors de ces étapes que 
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des méthodes formelles sont appliquées. 

2.2 Langages de spécification formels 

Selon le formalisme de spécification on peut distinguer des méthodes opérationnelles 

ou bien descriptives. Avec un style opérationnel on décrit les règles de fonction-

nement d'un système. Ces méthodes sont en général basées sur le modèle système 

de transitions étiquetées, ou STE, parfois aussi appelés machines à états, défini par 

les concepts d'état et de transition. Les méthodes descriptives définissent un système 

par ses propriétés; elles spécifient précisément ce qu'un système doit faire, et non 

pas comment cela se réalise. Ces méthodes sont typiquement basées sur des logiques 

temporelles. Les algèbres de processus combinent les deux approches, opérationnelle 

et descriptive. 

Les méthodes de spécification diffèrent aussi par la notation formelle utilisée. 

Ainsi, il y a des notations textuelles, telles que les algèbres de processus ou les 

méthodes axées sur la logique, ou bien des notations graphiques, telles que Modechart 

[51], Timed Transition Model (TTM), [69, 71] ou les différentes versions temporisées 

des réseaux de Petri [72, 73, 61, 85, 86, 27]. 

2.3 Modèles formels temporisés 

Nous allons présenter brièvement les modèles basés sur des logiques temporelles et les 

automates temporisés. Ensuite nous expliquerons plus en détail les modèles basés sur 

des algèbres de processus temporisés. 

2.3.1 Les modèles basés sur des logiques temporelles 

Des méthodes formelles descriptives sont typiquement associées à un modèle basé sur 

la logique et utilisent des techniques d'analyse basées sur des preuves de théorèmes: 
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le système est décrit par un ensemble d'axiomes écrits dans une logique de choix et 

ses propriétés, exprimées par des formules logiques, peuvent être déduites à partir de 

la spécification axiomatique. Nous donnons trois exemples de logiques développées 

pour des analyses temporelles : RTL (de l'anglais Real Time Logic)[50], TRIO [42], et 

ASTRAL [35]. La plupart des logiques temps-réel décrivent les systèmes en fonction 

d'événements, de points dans le temps où quelque chose de significatif se produit. 

Il existe aussi des logiques qui, au contraire, se concentrent sur des conditions dites 

stables, qui sont satisfaites pendant un intervalle de temps non-nul. Pour plus d'in-

formation sur ces logiques, appelées logiques d'intervalle, voir [3, 70]. 

2.3.2 Les automates temporisés 

Les automates constituent le formalisme opérationnel principal basé sur le modèle du 

système de transitions étiquetées, (STE). Un STE est un triplet (A, S, —>) où A = 

{ a, b, ...} est un vocabulaire de symboles aussi appelés actions, S = {s, s,...} un 

ensemble d'états, et une relation de transition --->c SxAxS. Un triplet (s, a, s') E—> 

est noté par s - -a-  -> s' . On dit alors que le STE transite de l'état s  vers l'état s' après 

avoir lu (ou exécuté) l'action a. Un système de transitions étiquetées initialisé, noté 

STEI, est un STE auquel on ajoute un état initial i E S. 

Un automate est un tuplet At = (M, I, F) défini par un STE M = (A, S, ---->), 

dit sous-jacent à At, par un sous-ensemble d'états I C S, appelés états initiaux, et 

F c S un ensemble d'états finaux ou acceptants. On utilise aussi la notation explicite 

At= (A, S, --->, I, F), pour désigner un automate. On peut alors étudier toutes les 

exécutions qui partent d'un état initial et mènent vers des états finaux. 

On note par A* l'ensemble de séquences finies et par A' les séquences infinies sur 

A. Notons par A" = A* U A' et appelons les séquences de A" mots sur l'alphabet A. 

La théorie classique sur les automates se résume aux exécutions finies. Les extensions 

de ces automates aux exécutions infinies ont donné lieu aux w-automates, qui se 

distinguent par leur définition d'un état acceptant. Ainsi, les états finaux peuvent 
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soit être omis complètement de la définition de l'automate, ou bien ils peuvent être 

définis comme des états que toute exécution visite un nombre infini de fois, ou encore 

comme états absorbants (à partir desquels il ne sort aucune transition), etc. Pour un 

résumé plus approfondi sur la théorie des w-automates nous citons [79], et [57] pour 

l'application des w-automates dans la vérification. 

Les automates temporisés sont une extension des automates présentés ci-haut, 

par l'introduction d'un ensemble fini H de variables nommées horloges. Les horloges 

évoluent de manière synchronisée pendant les exécutions de l'automate. Elles peuvent 

être remises à zéro lors de chaque transition. On associe un ensemble de contraintes 

temporelles linéaires sur les horloges à chaque transition; ces contraintes définissent 

les conditions qui doivent être respectées pour que la transition puisse être exécutée. 

Ainsi, un automate temporisé AT est un 8-uplet (A, S, --->,I,F, H, bt, 7), où A, S, -->, 

I, F, et H sont tels que définis plus haut. La fonction p, définit l'ensemble d'horloges 

qui doivent être réinitialisés à zéro pour chaque transition. Ainsi, lors d'une transition 

quelconque s -a--> s les horloges de l'ensemble 

a, s')) = {h1,. - ,h} C H 

sont re-initialisées. La fonction 7 associe à chaque transition les contraintes tem-

porelles sur l'ensemble d'horloges qui doivent être respectées. Des nombreux travaux 

peuvent être cités pour des présentations plus détaillées de la théorie des automates 

temporisés ainsi que des applications des automates temporisés à des problèmes de 

vérification (voir la collection d'articles [63], [6, 8, 7], [9, 46] ). 

L'importance des automates est accentuée par le fait que certains problèmes ex-

primés à l'aide d'autres formalismes, tels que les logiques temporelles ou les algèbres 

de processus, peuvent être réduits à des problèmes sur les automates. De nom-

breux travaux soulignent la corrélation entre les logiques temporelles et les auto-

mates, nous citons [81] qui fait aussi un survol de ces résultats. Pour des tra-

ductions de spécifications algébriques vers des automates temporisés on peut citer 

[68, 22, 38, 37, 39]. 
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2.3.3 Algèbres de processus temporisées 

Une algèbre de processus est en même temps un formalisme descriptif et un formalisme 

opérationnel. Nous présentons ici la notion d'algèbre de processus d'une manière 

plutôt informelle et intuitive. Les définitions formelles des concepts introduits ici se 

trouvent au chapitre 4. Nous faisons ensuite un survol succinct des différentes algèbres 

de processus temporisées existantes. Pour des survols plus complets nous référons à 

[67, 56, 15]. 

Une algèbre, en général, A =< E, F> est définie par un ensemble d'éléments E 

et un ensemble F de fonctions f fermées dans E, c'est à dire f : En 	E, où n > O. 

On dénote par signature un ensemble de symboles de fonctions, noté F, muni 

d'une fonction d'arité ar : F 	IN. L'arité ar(q5) associe à chaque symbole de 

fonction E .F un nombre naturel qui dénote le nombre d'arguments du symbole 

de fonction 0. Une interprétation de F dans F est une fonction i : F ----> F qui 

associe à chaque symbole de fonction q E F une fonction f = i(0) E F. À partir 

de la signature F et des éléments de l'ensemble E on peut définir syntaxiquement 

un langage de spécification T(F). Les éléments de T(.T) sont appelés termes et sont 

notés T,S, .... Le langage T(F) est appelé le langage de termes clos de la signature 

F. 

On dit qu'une algèbre A est axiomatisée lorsqu'on associe à A une spécification 

équationnelle, notée E = (A, R). A est un ensemble d'équations de termes, ap-

pelées axiomes, et R un ensemble de règles d'inférence. À partir de la spécification 

équationnelle on peut faire des dérivations formelles, appelées preuves, d'égalités de 

termes. Si l'égalité S = T peut être dérivée à partir des axiomes de A et en util- 

isant les règles d'inférence de R, alors on écrit E 	S = T. E induit une relation 

d'équivalence équationnelle de termes R. c T(F) x T(F). ne  est la plus petite 

relation qui contient toutes les paires de termes dont l'égalité peut être prouvée dans 

E. 

Lorsqu'on veut modéliser algébriquement des processus via un langage de spéci- 
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fication de termes 'T(F), on commence par donner une sémantique opérationnelle 

aux termes du langage, c'est à dire on associe à chaque terme T G T(F) un graphe 

de processus, noté graphe(T). graphe(T) est un STEI dont les états sont les termes 

de T(.7) accessibles à partir de l'état initial T via une relation de transition d'états 

--->. La relation -->C T(F) x A x T(F) est étiquetée par des actions de l'ensemble 

d'actions A = {a, b, ...} . 

On définit ensuite, selon différents critères sémantiques, une relation d'équivalence 

opérationnelle de termes, notée no  . Deux termes sont considérés comme équivalents 

s'ils ont le même comportement, c'est à dire lorsque pour chaque pas dans l'évolution 

d'un terme il existe un pas similaire dans le deuxième terme et vice-versa. Ces rela-

tions sont typiquement basées soit sur la relation de bisimulation ([62]) ou d'égalité 

de traces. On modélise un processus par une classe d'équivalence modulo la rela-

tion R.0, c'est à dire par l'ensemble de tous les termes équivalents selon la relation 

d'équivalence sémantique 'R.o. 

On dispose alors de deux modalités différentes pour spécifier des processus: l'une 

opérationnelle, par les graphes de processus, et une spécification équationnelle 

(A, R.). On dit que l'axiomatisation A de l'algèbre A est cohérente ou saine par 

rapport à la relation d'équivalence opérationnelle Si R. C Ro, donc si (S, T) G RE  

implique (S, T) G no pour toute paire de termes (S, T) E T(F) x "T(F). Inverse-

ment, si Ro  C R on dit que l'axiomatisation est complète par rapport à la relation 

R.0. 

À l'origine, les algèbres de processus, telles que CCS [62], CSP [49], et ACP [19], 

avaient pour but de spécifier et d'analyser des systèmes non-temporisés. Le temps 

est représenté implicitement par l'ordonnancement d'actions ou, dans un sens plus 

général, par la composition séquentielle de processus. Les propriétés temporelles 

exprimées sont, donc, de nature qualitative seulement. 

Récemment, un nombre d'algèbres ont été développées qui représentent le temps 

de manière explicite et sont ainsi capables d'exprimer et analyser des propriétés 
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temporelles quantitatives des systèmes avec temps. Ces algèbres, appelées tempo-

risées, sont soit des extensions d'algèbres non-temporisées existantes, ou bien ont été 

développées spécifiquement pour aborder des problèmes qualitatifs de temps, telles 

que ATP [66, 83] ou ACTC [22]. Dans la première catégorie nous ne retenons que 

quelques exemples représentatifs: les extensions temps-réel de ACP [13, 56, 14, 15], 

les variantes avec temps de CCS, TeCCS de [64], une variante avec temps de CSP, 

TSP [75], et des extensions temporisées de LOTOS [23, 38]. 

Les algèbres temporisées se distinguent par les différents modèles de temps sous-

jacents et par l'expressivité de leur langage. 

La plupart des formalismes de description de systèmes temporisés adoptent im-

plicitement les conventions suivantes concernant la modélisation du temps: 

• Le système est une composition de processus communicants. Chaque composant 

a une variable d'état, appelée temps du processus, définie sur un domaine tem-

porel D avec une opération binaire +, qui est essentiellement l'addition de 

nombres non-négatifs. 

• Le temps du système évolue de manière synchronisée dans tous les processus, 

c'est à dire le temps est avancé par une quantité d quelconque si et seulement 

si tous les composants le font simultanément. 

Le premier aspect de modélisation temporelle selon lequel on peut classifier les 

différentes algèbres temporisées est la condition de transition d'un état à l'autre. 

Dans certains formalismes, dits à deux phases, un système peut évoluer d'un état à 

l'autre soit en laissant passer le temps, ou bien en exécutant une ou plusieurs actions. 

La séquence d'exécution est bi-phasée: dans la première phase les processus peuvent 

exécuter, indépendamment ou en coopération, un nombre fini d'actions. Dans la 

deuxième tous les processus se synchronisent pour laisser avancer le temps par une 

valeur finie ou infinie. Les deux phases s'alternent. Ce principe de fonctionnement 

a été adopté, par exemple, dans les différentes versions de ATP. L'alternative de ce 
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principe de fonctionnement est d'associer à chaque action une variable temporelle qui 

représente son temps d'occurrence. Les actions sont alors nommées actions tempo-

risées. Cette modélisation est adoptée dans ACPp  [13, 56], dans TCS [64], dans [75] 

pour CSP, et dans l'algèbre ACTC que nous avons développée [22]. Ce modèle per-

met d'exprimer aisément des contraintes temporelles sur les temps d'occurrence des 

actions. Les transitions d'un état à l'autre se font seulement par l'exécution d'actions 

temporisées. 

Le domaine temporel D peut être dense, par exemple R+ comme dans le cas de 

ACTC, ACPp  ou TSP. Une autre option consiste à segmenter le temps et indexer les 

segments par l'ensemble de nombres naturels. Le temps avance segment par segment 

et les actions ne peuvent être exécutées qu'à l'intérieur d'un segment. On dit alors 

que le domaine temporel est discret. Cette discrétisation du temps a été adoptée dans 

ATP, dans TeCCS et dans les versions discrètes de ACP [15]. 

Lorsque le temps des processus exprime la distance temporelle entre des actions 

consécutives, on dit que la temporisation est relative. Cette approche est surtout 

utilisée dans les algèbres avec fonctionnement bi-phasé. Le passage du temps exprime 

alors l'intervalle de temps qui est passé entre la dernière phase d'exécution d'actions 

et la suivante. Si, par contre, le temps mesure la distance par rapport à une référence 

globale, la temporisation est dite absolue. Utilisée par exemple, dans ACPp  et ACTC, 

cette temporisation permet d'exprimer des contraintes temporelles d'une manière 

naturelle par des ensembles d'inéquations linéaires sur les temps d'occurrence des 

actions. 

Une analyse plus détaillée des propriétés des modèles temporels des algèbres de 

processus est présentée dans [67]. 

Dans le langage d'une algèbre de processus temporisée il y a des opérateurs tem-

porels, qui expriment les contraintes temporelles quantitatives concernant les temps 

d'occurrence des actions, et les opérateurs définissant les propriétés qualitatives, ou 

séquentielles des systèmes, aussi appelés des opérateurs non-temporels. 
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En ce qui concerne les opérateurs non-temporels, toutes les algèbres ont un en-

semble assez standard qui contient la composition séquentielle et parallèle (avec ou 

sans communication), un opérateur de récurrence, aussi appelé boucle, et un choix 

non-déterministe. Dans les définitions de ces opérateurs de base dans les différentes 

algèbres considérées il y a quelques variations qui ne sont pas essentielles à notre 

discussion. Pour plus de détails à ce sujet voir [67, 56]. 

L'algèbre ACTC présente deux nouveaux opérateurs qualitatifs temporisés: le 

choix retardé et l'opérateur d'exception. Le choix retardé est la composition de 

plusieurs processus, appelés branches ou alternatives. Cet opérateur, très utile dans 

la description d'interfaces matérielles, permet la composition de processus qui ont un 

comportement initial commun et qui se distinguent plus tard dans leur exécution, soit 

par les stimuli externes qu'ils attendent de leur environnement, ou bien par les actions 

internes qu'ils exécutent. Un choix retardé de plusieurs alternatives a alors une phase 

initiale d'exécution, qui correspond au comportement initial commun de toutes les 

branches, suivie par une phase qui est la suite du comportement d'une alternative 

(ou plusieurs alternatives, éventuellement résolues à une seule alternative) choisie en 

fonction des stimuli de l'environnement ou des actions internes spécifiées. 

L'opérateur d'exception décrit un mécanisme de traitement d'exception, avec un 

comportement régulier, une condition d'exception, représentée par un processus, et 

un comportement exceptionnel qui est exécuté lorsque la condition d'exception est 

satisfaite (c'est à dire lorsque le processus d'exception finit son exécution avant le 

processus régulier). Notons qu'un opérateur de choix retardé binaire non-temporisé 

a été défini aussi dans [16]. 

Du point de vue des opérateurs temporels, les algèbres mentionnées ont des degrés 

de complexité différents. Elles permettent toutes d'exprimer la notion de retard 

ou décalage, soit par une valeur fixe (TCS, TSP, U-LOTOS [24]), par une valeur 

possiblement infinie (TeCCS, ATP), ou par une valeur quelconque choisie à l'intérieur 

d'un intervalle (ACPp, ACTC). 
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Un opérateur plus général, qui permet de contraindre les temps d'occurrence des 

actions par un ensemble d'inéquations linéaires est défini dans [56] et l'ACTC. Dans 

l'algèbre de [56], par contre, le temps d'occurrence d'une action ne peut être contraint 

que par le temps d'occurrence d'actions qui se sont déjà produites dans le passé. Avec 

ACTC cette restriction n'existe pas. 

Le paradigme des contraintes descriptives/réactives (en anglais assume/commit) 

[I], à notre connaissance, n'est supporté que dans ACTC. On dispose de deux opéra-

teurs réactifs: l'opérateur Max exprimant les contraintes de type "au plus tard" et 

l'opérateur Min pour des contraintes de type "au plus tôt" . Ces opérateurs servent à 

déterminer le comportement réactif d'une interface matérielle, c'est à dire les réactions 

internes d'un processus face aux stimuli externes auquels il est soumis. 

2.4 Techniques d'analyse formelle 

Il existe deux classes principales de techniques d'analyse formelle: des raisonnements 

théoriques basés sur un modèle ou bien sur des preuves . 

Avec la première approche on parcourt de manière automatique l'espace d'états du 

graphe de transitions qu'on associe au système pour vérifier si une propriété spécifiée 

est satisfaite. Cette approche est appelée vérification de modèle (de l'anglais model-

checking) [34] et a été proposée pour la première fois par Clarke et Emerson [33]. 

Puisqu'on doit énumérer tous les états possibles, et que l'espace considéré peut être 

très grand, il est important de rendre cette énumération la plus efficace possible. Pour 

atténuer ce problème de l'explosion de l'espace d'états on a proposé la vérification 

symbolique de modèle (de l'anglais symbolic model-checking) [29, 59]. Avec cette ap-

proche on représente les états du modèle par des formules booléennes. Ceci engendre 

un encodage compact des états qui permet de parcourir des espaces d'états plus 

vastes. La procédure qui est utilisée pour évaluer des grandes expressions booléennes 

et qui permet la détection de la redondance dans l'espace d'états encodés par des 
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expressions booléennes est appelée BDD (de l'anglais Binary Decision Diagrams). 

L'application de techniques de type vérification de modèle aux systèmes temporisés 

est encore une question relativement ouverte: l'introduction du temps produit des 

espaces d'états énormes. Plusieurs techniques ont été proposées pour aborder ce 

problème [52, 84, 10, 18, 82, 20, 40]. 

Les approches d'analyse basées sur des preuves sont utilisées par les méthodes 

basées sur des logiques temporelles ou des algèbres de processus. Dans le premier 

cas, l'usager développe une théorie sur le système, basée sur une logique, telle que 

la logique de premier ordre. Une propriété du système est alors exprimée par une 

formule de la logique choisie. On utilise des règles de déduction logique pour prouver 

formellement qu'une spécification implique des propriétés d'intérêt ou bien pour prou-

ver que deux spécifications sont équivalentes. Dans le cas des algèbres de processus, 

on utilise l'ensemble de lois algébriques définies pour faire des manipulations syn-

taxiques de termes désignant des processus de l'algèbre et la relation d'équivalence, 

typiquement une relation de bisimulation [62], pour déterminer si deux processus ont 

le même comportement. Pour l'analyse de propriétés d'évolution de processus, tels 

que l'absence d'un blocage (en anglais deadlock), on utilise le modèle du système de 

transitions induit par la sémantique opérationnelle et on applique les techniques de 

vérification de modèle. 

Le grand avantage des techniques de vérification de modèle est qu'elles sont au-

tomatiques, c'est à dire, elles peuvent être exécutées automatiquement par un outil 

de vérification et ne demandent donc pas de connaissances supplémentaires de la 

part du développeur de système. Les techniques basées sur des preuves, par contre, 

ne sont que partiellement automatiques, dans le meilleur des cas. L'application de 

ces techniques demande des connaissances mathématiques et spécifiques profondes de 

l'utilisateur. Par contre, elles permettent une compréhension approfondie du fonc-

tionnement du système lors de l'élaboration de la preuve [77]. 

Nous avons fait un survol succinct des différentes méthodes formelles utilisés dans 
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la spécification et la vérification de systèmes temps-réel. Dans le chapitre suivant 

nous présenterons la problématique de la spécification et de la vérification d'interfaces 

matérielles. 



Chapitre 3 

Interfaces matérielles 

3.1 Spécification d'interfaces matérielles 

Un système informatique temps réel est généralement modélisé par un ensemble de 

composants, aussi appelés processus, qui interagissent via une interface matérielle 

commune et dont le protocole de fonctionnement doit satisfaire à des contraintes tem-

porelles strictes. La conception d'un tel système se fait d'une manière hiérarchique: 

à partir de modules simples on bâtit des systèmes complexes. Le fonctionnement 

du système est alors déterminé par l'interaction des composants, qui sont définis par 

leur protocoles de communication respectifs. Les différents modules avec lesquels un 

composant interagit forment son environnement. Un composant est, donc, caractérisé 

par le protocole de communication avec son environnement. 

Cette modularisation permet de clarifier et de simplifier la conception et la vérifica-

tion de systèmes informatiques. En plus, elle permet la réutilisation de spécifications 

de composants, dans des contextes différents: les modules peuvent être composés 

de différentes manières pour générer des systèmes complexes variés. Ceci implique 

la nécessité que les composants soient spécifiés et vérifiés indépendamment les uns 

des autres. Par ailleurs, un composant n'est pas conçu pour fonctionner dans un 

environnement quelconque: son interface spécifie un ensemble d'hypothèses sur le 

22 
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comportement de son environnement, qui doivent être satisfaites pour que la com-

munication soit possible. Une interface définit ces suppositions sur les propriétés 

de l'environnement, ainsi que les réactions du composant face aux différents stimuli 

extérieurs reçus. 

Traditionnellement, les techniques de spécification et de vérification d'interfaces 

matérielles s'appliquent surtout dans la conception de systèmes numériques asyn-

chrones: bus, CPU, mémoires, etc. Ces systèmes sont couramment représentés sous 

forme de chronogramme (timing diagram, action diagram, ou timing charts). 

Les chronogrammes sont un outil de spécification graphique qui permet de décrire 

naturellement des interfaces matérielles. Le manque de standard pour cette technique 

de spécification essentiellement informelle a donné lieu à des nombreux travaux qui 

proposent différents formalismes pour les chronogrammes [76, 25, 28, 26, 58, 55, 53, 

31]. 

Nos recherches s'appuient sur la méthodologie de spécification des chronogrammes 

hiérarchiques (Hierarchical Action Diagrams) proposée par Khordoc et Cerny [55, 53, 

31]: l'algèbre temporisée ACTC définit la sémantique et des méthodes de vérification 

formelles pour ces spécifications. La méthode consiste à décrire le comportement 

entrée—sortie d'un système à l'aide de chronogrammes de base, appelées feuilles. Les 

feuilles sont ensuite composées à l'aide d'un ensemble d'opérateurs hiérarchiques, tels 

que la composition séquentielle, la composition parallèle m-aire avec ou sans com-

munication, le choix non-déterministe m-aire, le choix retardé [21, 16], et l'exception 

[21]. 

Un chronogramme feuille est essentiellement un diagramme qui décrit l'évolution 

d' actions dans le temps. Les actions correspondent à des changements de valeurs 

sur les divers ports d'une interface. Les ports modélisent des signaux physiques qui 

établissent la communication avec l'environnement. On distingue deux types d'ac-

tions: les actions de direction sortie (c'est à dire produits par le composant) et les 

actions de direction entrée, (exécutées par l'environnement). 
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Les temps d'occurrence peuvent être contraints par des contraintes temporelles de-

scriptives ou réactives. Les contraintes descriptives sont aussi appelées suppositions 

(en anglais assume constraints) puisqu'elles décrivent les suppositions que le système 

fait sur le comportement de l'environnement. Les contraintes réactives sont appelés 

des engagements (en l'anglais commit constraints): elles spécifient des propriétés tem-

porelles que le système s'engage à respecter. 

Soient a et b deux actions quelconques avec leurs temps d'occurrence respectifs ta  

et tb . Une contrainte temporelle est de la forme m < tb  — ta  < M, où m et M sont 

appelées borne inférieure et borne supérieure, l'action a est la source et l'action b est 

le puits de la contrainte. Les bornes sont telles que m < M et M E R+. En plus, 

selon la valeur de m, on distingue des contraintes de précédence, où m > 0, et des 

contraintes de concurrence, avec une borne inférieure m < O. 

Lorsque plusieurs contraintes temporelles mi  < tb  — tai  < Mi  ont la même ac-

tion puits b, où i est dans un ensemble d'indices I, on doit spécifier une forme de 

composition. On distingue trois types de contraintes temporelles composées: 

• Conj: contrainte conjonctive 

def Conj (mi  < tb  — ta  < Mi ) — max(mi  + tai ) < tb  < min(Mi  + tai) 
iEI 	 ie/ 

• Latest: contrainte—Max 

dg Latest(mi  < tb  — tai 	max(mi  + tai ) < tb  < max(Mi  + tai) _ Je/ 	 — ici 

• Earliest: contrainte—Min 

def . Earliest(mi  < tb  — tai  _( Mi ) — mm(mi  + tai ) < t&< min(Mi  + tai ) 
iEl 	 EI 

• Span: contrainte disjonctive 

Span(mi  < tb — 44 < 
mi)  def mcip(mi  ± tai < tb  < noicalx(mi  ± 44) 
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Les contraintes descriptives définissent conjointement l'espace temporel correspon-

dant au comportement temporel de l'environnement, tel que supposé par le com-

posant. Elles peuvent être de type précédence ou concurrence. Leur composition 

est toujours conjonctive. En fait, les notions de source, cible et composition pour 

cette catégorie de contraintes sont pratiquement non-significatives: elles forment un 

système d'inégalités linéaires, dont l'espace de solutions correspond aux comporte-

ments acceptables de l'environnement. 

Les contraintes réactives (en anglais commit) spécifient les propriétés qu'un com-

posant s'engage à respecter lorsque son environnement satisfait aux contraintes de-

scriptives. Elles sont toujours de type précédence et expriment une relation de 

causalité: l'exécution de l'action source a à un moment ta  = x cause une réaction 

précise de la part du composant: il va produire l'action cible b quelque part à 

l'intérieur de l'intervalle [x + m, x + M]. Implicitement, l'action puits d'une con-

trainte est une action de sortie. Dans différents travaux on permet différents types de 

composition des contraintes réactives: conjonctive seulement dans [32], Max ou Min 

dans [21, 43], et Max, Min ou Span dans [22]. 

Le paradigme des propriétés descriptives/réactives (assume/commit) est couram-

ment utilisé dans les méthodes formelles de conception et de vérification compo-

sitionnelle de systèmes distribués. Ce paradigme permet de mieux distinguer le 

comportement interne d'un agent de celui de son environnement, d'étudier des re-

lations cause—effet entre les événements internes et externes ainsi que de vérifier des 

différentes propriétés de systèmes composés telles que la réalisabilité, la causalité [32], 

la compatibilité [28], et autres. Pour un bon "plaidoyer" en faveur de l'utilisation du 

paradigme assume/commit nous citons [1]. Ce paradigme est utilisé avec des nom-

breux formalismes de spécification. Un survol de ces travaux est fait dans [78]. À 

notre connaissance, ACTC est la seule algèbre temporelle qui supporte ce paradigme. 

Nous présenterons ces propriétés plus en détail dans la section suivante. 

Les chronogrammes hiérarchiques sont composés à partir des chronogrammes feuilles 
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en utilisant des opérateurs de composition parallèle communicante, la composition 

séquentielle, le choix non-déterministe, le choix retardé, la boucle, et l'opérateur de 

traitement d'exception. 

3.2 Vérification d'interfaces matérielles 

Une spécification d'un système quelconque est inutilisable si elle ne peut pas être 

réalisée par une implantation concrète. Il y a des raisons évidentes pour lesquelles 

une spécification pourrait être non-réalisable: elle pourrait être logiquement inconsis-

tante ou bien avoir d'autres problèmes fonctionnels flagrants. Un danger plus subtil 

est de spécifier des propriétés d'une partie de l'univers, appelé environnement, sur 

lequel on n'a aucun contrôle lors de l'implantation du système. Cette source de 

non-réalisabilité affecte surtout les spécifications de systèmes temps réel, réactifs, et 

concurrents, tels que les interfaces matérielles. Dans ce qui suit nous nous concen-

trons sur la question de la réalisabilité temporelle d'une spécification et ignorons les 

autres aspects fonctionnels d'une implantation physique. Pour un survol plus détaillé 

de la vérification d'interfaces matérielles nous référons à [43]. 

Une condition minimale pour qu'une spécification soit réalisable est la consis-

tance [28]: une spécification définie à partir d'un ensemble d'actions dont le temps 

d'occurrence est déterminé par des contraintes temporelles est dite temporellement 

consistante s'il existe au moins une affectation des temps d'occurrence des actions 

qui satisfait à toutes les contraintes temporelles de la spécification. Des algorithmes 

efficaces pour le calcul des séparations temporelles maximales (et minimales) entre 

les temps d'occurrences d'actions sont présentés dans [60, 18, 12]. 

La consistance n'est pas suffisante pour assurer la réalisabilité d'une spécification 

d'un système non-fermé, c'est à dire qui contient la description de propriétés de 

l'environnement, puisqu'elle ne fait pas de distinction entre les contraintes descriptives 

et les contraintes réactives. Dans [32] on donne l'exemple d'une spécification qui 
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est consistante mais qui n'est pas réalisable parce qu'elle n'est pas causale. Dans 

[32] la causalité est définie comme la propriété d'une spécification dont le temps 

d'occurrence de toute action de sortie peut être décidé sans tenir compte des actions 

d'entrée pouvant être exécutées dans le futur par l'environnement. Des méthodes 

de vérification de la causalité pour certaines classes de chronogrammes sont données 

dans [32] et dans [43]. 

Le paradigme des contraintes d'engagement et de supposition est présent aussi 

dans la définition de la réalisabilité donnée dans [2]: une spécification est alors définie 

comme réalisable si et seulement si elle ne contraint pas le comportement de l'envi-

ronnement. 

Lorsqu'un système est spécifié comme une composition de composants communi-

cants, il ne se pose pas seulement la question de la réalisabilité de chaque composant 

mais aussi celle de la compatibilité réciproque des composants. Dans le cas d'interfaces 

matérielles cette question s'exprime comme suit: étant donné les spécifications des in-

terfaces d'au moins deux composants communicants, est-ce que toutes implantations 

des composants, selon leurs spécifications respectives, interagissent correctement? 

La résponse donnée dans [28] à cette question est la suivante: la spécification d'un 

composant est compatible avec son environnement si l'espace de solutions de ses con-

traintes descriptives contient celui déterminé par l'ensemble des contraintes réactives 

de son environnement et vice-versa. Cerny et Khordoc démontrent dans [32] que 

cette condition est trop sévère (elle peut donner des fausses réponses négatives). Ils 

définissent une variation de cette condition que nous notons par compatibilité, et 

qui consiste à vérifier si le système composé de contraintes réactives du composant 

et de son environnement satisfait les systèmes de contraintes descriptives du com-

posant ainsi que le système de contraintes descriptives de l'environnement. Ils mon-

trent ensuite que la compatibilitécK  n'est pas suffisante pour assurer la compatibilité 

puisqu'elle peut donner des fausses réponses positives. Par contre, ils prouvent que 

pour certaines classes de chronogrammes, si les specifications des composants sont 
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causales et qu'elles sont compatibles, alors elles sont compatibles. 

Dans [21, 31] on propose une autre propriété d'une spécification d'interface donnée 

comme un terme ACTC: la réactivité, ainsi qu'une procédure de type model-checking 

pour la vérifier. Selon la sémantique opérationnelle définie pour ACTC toute incon-

sistance ou non-causalité d'un terme est signalée par l'exécution d'une action spéciale, 

appelée action de blocage. Un terme est alors défini comme réactif si aucune de ses 

traces ne contient l'action de blocage. 

Nous avons présenté des techniques de spécification ei de vérification d'interfaces 

matérielles en général, et des méthodes basées sur des chronogrammes hiérarchiques, 

en particulier. Dans le chapitre suivant nous donnons la définition formelle de la 

notion d'algèbre de processus et présentons les concepts théoriques nécessaires pour 

la suite de notre travail. 



Chapitre 4 

Algèbres de processus 

Dans le dictionnaire "Le Petit Robert" un processus est défini comme un "ensemble 

de phénomènes conçu comme actif et organisé dans le temps" . Toute spécification 

ou modèle formel d'un processus doit exprimer les trois concepts centraux de cette 

définition: l'ensemble de phénomènes, le dynamisme, et l'organisation. Dans ce 

chapitre nous présentons les notions et notations nécessaires pour définir une repré-

sentation formelle de processus par des algèbres de processus. 

Premièrement, nous rappelons le concept de système de transitions étiquetées ou 

STE, présenté dans la section 1 et qui est le modèle de base des processus. Les STE 

décrivent un système dynamique qui évolue à l'intérieur d'un ensemble d'états selon 

une relation de transitions donnée. Les transitions sont étiquetées par des actions, 

c'est à dire qu'une transition d'un état à un autre est causée par l'occurrence d'un 

événement spécifique appelé action. Nous rappelons ensuite la définition de trois 

relations d'équivalence de STE, notamment l'isomorphisme, la bisimulation forte [62], 

et l' équivalence de traces. 

Nous définissons par la suite le concept de spécification équationnelle, notée g , qui 

permet de spécifier des processus par des expressions d'un langage de spécification 

avec une syntaxe précise et qui sont appelées termes. Une spécification équationnelle 

associe au langage de spécification un ensemble d'égalités de termes, appelées ax- 
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iomes, et un ensemble de règles d'inférences syntaxiques qui permettent de faire 

des déductions formelles d'égalités de termes quelconques. Ces déductions appelées 

preuves sont faites d'une manière purement syntaxique. 

Ensuite nous présentons une méthode simple, appelée sémantique opérationnelle 

structurée, [74] notation SOS, d'associer à chaque terme d'une spécification équa-

tionnelle un STE. Les états du STE sont les termes du langage de spécification 

équationnelle. La relation de transition est définie par un ensemble de règles d'inférence 

sur la syntaxe du langage, en utilisant l'induction structurelle. 

Les algèbres de processus donnent une interprétation des spécifications équation-

nelles et opérationnelles comme processus. Plus précisément, étant donné un langage 

de spécification quelconque avec une sémantique opérationnelle structurée on peut 

interpréter les termes du langage comme processus. 

L'approche suivie en pratique lorsqu'on définit une algèbre de processus, consiste 

à définir d'abord un langage de spécification comme langage de termes d'une signa-

ture spécifique .T. Selon différents critères sémantiques on établit ensuite une relation 

d'équivalence sémantique de termes du langage. Cette relation d'équivalence parti-

tionne l'ensemble de termes du langage dans des classes d'équivalence sémantique dis-

jointes. Deux termes d'une même classe d'équivalence peuvent, donc, être syntaxique-

ment différents mais sont sémantiquement indistinguables. Deux termes équivalents 

spécifient le même processus et on modélise un processus par une classe d'équivalence 

sémantique. On essaye ensuite de définir une spécification équationnelle E telle que 

la relation d'équivalence syntaxique déterminée par E soit identique à la relation 

d'équivalence sémantique de termes. 

Finalement, nous introduisons deux généralisations de STE, les STE temporisés 

et les STE par parties, notés p—STE. 
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4.1 Systèmes de transitions 

Un système de transitions, noté ST et aussi appelé machine à transitions, est défini 

comme une paire M = (S, —>), où 

• S = {s, s', t, ...} est un ensemble d'états; 

• —>C S x S est une relation de transition; si (s, si) 	on dit que M transite de 

l'état s vers l'état s et on note s 	. 

Le ST évolue dans le temps à l'intérieur de son espace d'états, en suivant les règles 

de transition définies par la relation --->. 

Si on veut modéliser le fait que les transitions d'un état à un autre sont causées par 

des phénomènes spécifiques, appelés actions, alors on définit un ensemble d'actions 

A, appelé alphabet, et on étiquette les transitions par des actions. Rappelons ici les 

définitions de STE présentées dans la section 1. 

La relation de transitions est définie comme suit: 

• —>C S x AxS est la relation de transition étiquetée; une transition (si , a, s2 ) E--> 

est notée par si  °"> 82. Si si --a-> s 2 on dit que M exécute l'action a et transite 

de l'état s1  vers l'état s2. 

La machine ainsi définie est appelée un système de transitions étiquetées, notation 

STE. 

De plus, si le système commence son évolution à partir d'un certain état i E S, 

appelé état initial, alors le STE est dit initialisé et est noté par STEI. Un STEI 

Mi ---- (S, A, 	i) peut être défini comme M = (M, i), où M = (S, A, —>-) est appelé 

le STE (ou la machine) sous-jacent à M. Ainsi, étant donné un STE M quelconque 

on peut associer à chaque état s E S un STEI M5  = (M, .$). Lorsque la définition 

de la machine sous-jacente est sous-entendue, on peut alors identifier l'état s à Ms. 

Donc, par abus de langage, lorsque s 2-> s' est une transition d'un STE M 011 dit que 
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s exécute a et transite vers s', pour dire que le STEI Ms exécute a et transite de s 

vers s'. 

Alternativement, on peut définir les transitions par une fonction de transition 

p:S x A -->p(S), telle que 

P(s, a) = ts s --a-> 

Rappelons que A* désigne l'ensemble de séquences finies, et A' les séquences 

infinies sur A et que les séquences de A" = A*Uka sont appelées mots sur l'alphabet 

A. 

Une trace d'un STE M à partir d'un état 80  est un mot /./ = aoal... de A" tel 

qu'il existe une séquence d'états r = sosi... C S' telle que si  -4 si+i  pour tout i. La 

longueur d'une trace finie IL est le nombre d'actions de la trace et est notée par lp,1 

et 

est aussi appelé une trace de so . L'ensemble de traces de so  est noté par 1'(so). On 

appelle r l'exécution de la trace p, à partir de l'état .90  (en anglais run). L'ensemble 

des exécutions à partir d'un état s est dénoté par E(s). Formellement, 

T(s) 

E(s) 

def 

def 

C Ac° 	3 sosi... C 	: (Vi > 0)(si a41  Si+1) A (s (24 80)1 

E Sc° 	 E 	: (Vi > 0)(S a41 	A s c-4 sol 

La relation de transition --> peut être étendue par transitivité pour permettre des 

transitions étiquetées par des traces finies ,a = 	C A. On dit que l'exécution 

de p d'un état 80  mène vers un état sn+i  et on note 

SO 4" Sn+1 

si et seulement s'il existe une exécution r = so si--sn+1, telle que Si -a4 5i+1 pour tout 

i. O< i < n. 

Nous introduisons les notations suivantes: 
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a 
• s1 74 s2  si et seulement si (s1 , a, 52 ) 	; 

a 
• s1 	 si et seulement si pour tout s2  E A (s1, a, s2) 	; 

a 
• s1 74 si et seulement si s1 74 pour toute action a e A; 

• si 	s2  si et seulement s'il existe une trace ,a G r(si) telle que si 14 sz. 

Les successeurs immédiats d'un état s sont tous les états s vers lesquels s peut 

transiter. L'ensemble de successeurs immédiats de s est noté par succ(s) et est défini 

formellement par: 

succ(s) = 1s' E S s —› si l. 

On peut surcharger la notation succ comme suit, 

succ(s, a) = {s` ES 1s -9-> si}. 

Avec cette notation on arrive à: 

succ(s) = U succ(s, a). 
aEA 

L'ensemble des descendants d'un état s E S, noté ds(s) est défini comme: 

ds(s) = 1s' S s 

Les actions exécutables d'un état s sont toutes les actions que M peut exécuter à 

partir de s. L'ensemble d'actions exécutables de s est noté par exec(s) et est défini 

comme: 

exec(s) = {a E A (as' e S)(s 	s')}. 

Un STEI Mi  = (A, S, --->, i) est connexe si tous ses états sont accessibles à partir 

de l'état initial i via la relation de transition 	c'est à dire 

(Vs e S)(i 	s). 
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Un STEI connexe est appelé un graphe de processus. La partie accessible d'un STEI 

quelconque M i  est appelée graphe de processus de Mi, notée graphe(Mi), et elle est 

définie comme le STEI G = (S' , A, —>)) tel que 

S  = {s E S i s} 

= 	n(S' x A x S'). 

Évidemment, si tous les états d'un STEI sont atteignables alors le STEI et son graphe 

de processus correspondant sont identiques. 

Un STE est déterministe lorsque pour tout état s et toute action a l'image S = 

p(s, a) de la fonction de transition p contient tout au plus un élément. Dans le cas 

contraire le STE est appelé non-déterministe. Dans un STE non-déterministe il existe 

au moins une action a et un état s tels que l'ensemble $ = p(s, a) contient au moins 

deux états différents, S = {si , s2, .}. Dans ce cas on dit que l'exécution de a à partir 

de l'état s mène vers les états si , s2, etc. Un STEI est déterministe si et seulement si 

le STE sous-jacent est déterministe. 

4.2 Relations d'équivalence de STEI 

Pour modéliser un processus on doit définir des critères sémantiques d'identifica-

tion des processus. La relation d'équivalence induite par un ou plusieurs critères 

sémantiques est appelée équivalence sémantique. Une classification des équivalences 

sémantiques selon le critère "faire plus de distinction entre les processus" est donnée 

dans [80]. Nous allons présenter trois relations d'équivalence sémantiques de STEI, 

notamment la bisimulation, l'équivalence de traces, et l'isomorphisme. Une relation 

d'équivalence sémantique induit une partition de l'ensemble de STEI en classes d'é-

quivalence telles que chaque classe correspond à un processus unique. 

Considérons l'exemple suivant, inspiré de [17]. Supposons que nous sommes dans 

un édifice à plusieurs étages et voulons monter du rez-de-chaussée au 5ème étage en 

prenant un ascenseur. Ce processus peut être modélisé par les actions suivantes: 
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Figure 4.1: Le graphe de processus Mi 

• b = appuyer sur le bouton pour appeler l'ascenseur; 

• a = monter dans l'ascenseur; 

• e = sortir de l'ascenseur. 

et les états: 

• i = état initial = être au rez-de-chaussée, 

• Sr  = être au rez-de-chaussée et attendre l'ascenseur, 

• sa  = être dans l'ascenseur, 

• sa  = être à l'étage. 

Nous pouvons alors construire le graphe de processus Mi.  = (S, A, —>, i), où S = 

li, Sr , sa , sel, A = lb, a, el et la relation de transition --> est telle qu'illustrée dans la 

figure 4.1. 

Supposons maintenant que nous avons le choix entre deux ascenseurs différents. 

Pour modéliser cette nouvelle situation nous avons besoin des actions et des états 

suivants: 
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Figure 4.2: L'équivalence de traces — 

• al  = monter dans l'ascenseur 1; 

• a2  = monter dans l'ascenseur 2; 

• sa , = être dans l'ascenseur 1; 

= être dans l'ascenseur 2. 

Nous pouvons ignorer, pour l'instant, l'action e. Avant de pouvoir redéfinir les 

modèles correspondant à ce nouveau processus nous devons répondre à la question 

suivante: "Quand est-ce que nous choisissons l'ascenseur, avant ou après avoir ap-

puyer sur le bouton?" Si nous choisissons avant, par exemple s'il y a un bouton 

différent pour chaque ascenseur, alors le STEI correspondant est M1  de la figure 4.2. 

Si, au contraire, nous disposons d'un seul bouton et les deux ascenseurs arrivent 

simultanément au rez-de-chaussée, nous faisons le choix après avoir appuyé sur le 

bouton. Le STEI correspondant est présenté par M2 dans la figure 4.2. Du point 

de vue d'un observateur extérieur qui ne peut observer que les séquences d'actions 

exécutées, M1  et M2 sont identiques. On dit que M1  et M2 sont équivalents du point 

de vue des traces et on écrit M1 	M2. Par contre, du point de vue de l'utilisateur 

de l'ascenseur, Mi. et M2 ne sont pas du tout identiques. 11 suffit de s'imaginer qu'un 
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Figure 4.3: La bisimulation forte n•-: 

des ascenseurs est défectueux et son usage est très risqué tandis que l'autre est tout à 

fait sécuritaire. Si l'on ne peut distinguer entre l'ascenseur sécure et celui défectueux 

que par un avertissement affiché à l'intérieur de l'ascenseur et si en plus on est obligé 

de prendre l'ascenseur que l'on a choisi, alors il est évident que tout usager sensé 

préférerait le scénario décrit par M2 plutôt que celui de M1 . 

Ignorons maintenant l'action b et considérons les STEI M3 et M4 de la figure 4.3. 

Les ensembles d'actions des deux STEI sont identiques et leurs espaces d'états sont 

respectivement, 

• S3 = {Sr, Sai 7 Sa2, sel? se2}1 

• S4 = {Sr , Sa, Se}, 

• A3 = A4 = {al , a2 , e}, 

où se, =- "être arrivé à l'étage par la porte de l'ascenseur i" , avec i = 1, 2. Du point de 

vue de l'utilisateur de l'ascenseur, dont le seul but est de se rendre du rez-de-chaussée 

à l'étage, il n'y a aucune distinction entre les deux STEI. On dit que M1  et M2 sont 

fortement bisimilaires et on écrit M1 	M2. M1 et M2 ne sont pas identiques, par 

contre, puisque leurs espaces d'états sont différents. Imaginons que nous avons donné 
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Figure 4.4: L'isomorphisme =isc, 

un rendez-vous avec un ami "devant la porte de l'ascenseur". Il serait alors utile de 

pouvoir distinguer entre les deux portes, ce qui est possible avec M3  mais pas avec 

M4 . 

Finalement considérons les STEI M4  et M5  de la figure 4.4. M4  et M5  sont 

identiques, modulo un renommage des états: 

• Sr = (ai + a2).b, 

• sa 	b, 

• se = 

On dit alors que M4  et M5  sont isomorphes et on écrit M4  =iso M5- Notons que 

dans M5  les états sont identifiés par des expressions syntaxiques formées à partir des 

symboles d'actions, d'un ensemble de symboles d'opérations ( + qui signifie le choix 

non-déterministe et . qui est la composition séquentielle) et d'un symbole spécial -V 

qui désigne l'état de terminaison d'un processus. 

Donc, pour modéliser un processus il ne suffit pas de lui associer un STEI. On doit 

aussi définir une relation d'équivalence sémantique ou opérationnelle, notée no, de 
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Figure 4.5: Classes d'équivalence sémantique 

STEI telle que des STEI sont équivalents si et seulement si ils désignent le même pro-

cessus. On peut alors construire des classes d'équivalence modulo 'R.0  sur l'ensemble 

des STEI et désigner un processus réel P, unique pour chaque classe d'équivalence. 

Soit M = {M1 , 	, M5} l'ensemble de STEI de l'exemple précédent. Alors les 

classes d'équivalence sur M correspondant à la relation d'équivalence opérationnelle 

R. o  sont notées par [M]no  ou bien par [JV(]/n0. La correspondance entre les classes 

de [.A4],„ [./14],, [./14]=,s. et des processus P, est illustrée à la figure 4.5. 

Donnons maintenant les définitions formelles des relations d'équivalence de STEI 

mentionnées plus haut. Rappelons que nous identifions un STEI avec son état initial. 

Donc, par abus de langage, les équivalences de STEI peuvent aussi être considérées 

comme des relations d'états. 

Définition 4.1 Soient s1  et s2  deux états d'une machine à états. On dit que s1  et 

s2  sont équivalents du point de vue traces et on note s1 	s2  si et seulement si 

S 1 	s 2 <=> r(81) =r(s2). 

On dénote l'équivalence de traces par —C S x S. 

Une relation de bisimulation forte [62] est définie comme suit : 
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Définition 4.2 Une relation RCSxS est une bisimulation forte si et seulement si 

toute paire d'états (s1 , s2 ) de R. satisfait aux deux conditions suivantes: 

	

I. (Va G A, s1  G S)(81 -(4  sil 	(382 C S) (S2 -(4 st2 A (s'i , .92) E n')), 

2. (Va E A, s'2  e S)(s2 L'› s'2  = (a,'1  E s) (S1 -(1-> S11 A (811) si2) E R.)). 

Autrement dit, R. est fermée à gauche et à droite aux transitions. 

Milner a prouvé [62] que la plus grande bisimulation forte, définie comme l'union 

de toutes les bisimulations fortes, existe et qu'elle est une relation d'équivalence sur 

l'ensemble d'états. On note cette relation par et, par abus de langage, on l'appelle 

bisimulation. Formellement est définie comme suit: 

Tz, telle que R. est une bisimulation forte. 
1ZCSxS 

Finalement, la relation d'isomorphisme est définie comme suit: 

Définition 4.3 Soient M1  et M2 deux STEI et G1  = graphe(M) et G2 = graphe(M2 ) 

les graphes de processus correspondants. Gi  et G2 sont isomorphes si et seulement si 

il existe une relation bijective n entre les états de G1  et les états de G2 telle que 

• (il) i2) e 7Z, 

• si (81,82) e R et (s'i , s'2 ) 	alors s1 	si et seulement si s2  -› s'2 , pour 

toute action a. 

Il est trivialement vrai que que l'équivalence de traces est plus faible que la bisimu-

lation, qui, à son tour, est plus faible que l'isomorphisme. Cette propriété est formulée 

dans le théorème suivant: 

Théorème 4.1 Si s1  et s2  sont des états d'un ST quelconque alors 

SI =iso S2 	SI 	82 = 51 	S2 
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D'autre part, les implications inverses ne sont vraies que dans des conditions 

particulières. Le théorème suivant est un résultat connu [48]. 

Théorème 4.2 Dans tout système à transitions déterministe l'égalité de traces et la 

bisimulation forte sont équivalentes. Formellement, si s1  et s2  sont deux états d'un 

STE déterministe, alors 

si 	s2 <=> si "' S2- 

4.3 Spécifications équationnelles 

La modélisation d'un processus réel par un STEI modulo une relation d'équivalence 

opérationnelle, quoique très suggestive, a l'inconvénient d'être difficile à décrire et à 

analyser: on doit énumérer explicitement les ensembles d'états et les transitions de la 

relation --->. Or, les ensembles d'états sont typiquement très grands et rendent cette 

représentation extrêmement lourde. 

L'alternative consiste à définir une spécification équationnelle E qui modélise 

des processus par des expressions syntaxiques, appelées termes, d'un langage de 

spécification avec une syntaxe précise. Avec une spécification équationnelle on peut 

déduire des égalités de termes à partir d'un ensemble d'équations A, appelées a-

xiomes, et d'un ensemble de règles d'inférence RE  d'une manière purement synta-

xique. 

Avant de formaliser ces concepts, considérons l'exemple suivant: soient M3  et 

M4  les STEI de la figure 4.3. M3  et M4  pourraient être identifiés aux expressions 

suivantes: 

• M3  `-t-f 	+ a2.e, 

• M4  dg (ai  + a2).e. 

Si on définit l'axiome 

x.z + y.z = (x + y).z, 
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où x, y, et z sont des variables désignant des termes, ainsi qu'une règle d'inférence 

permettant de substituer x par al , y par a2, et z par e, alors on peut déduire que M3 

et M4 sont égaux dans E , notation E M3 = M4. 

Nous commençons par la définition des concepts de signature et de terme. 

Une fonction à n arguments ou n-aire est une fonction f : En --- D, où E et D 

sont des ensembles quelconques et n un nombre naturel. L'arité d'une fonction est 

définie comme le nombre n d'arguments de la fonction. Si n = 0, la fonction définit 

une constante de D. Si n = 2 alors f est dite binaire. Une fonction qui est définie 

sur un nombre arbitraire d'arguments est appelée fonction d'arité arbitraire. 

Une signature F est un ensemble dont les éléments sont appelés symboles de 

fonctions ou d'opérateurs, muni d'une application ar : F ---> IN, appelée fonction 

d'arité. La fonction ar associe à chaque symbole de fonction f E F une arité ar(f). 

Si les éléments de F sont groupés en sous-classes selon leur arité, 

e F 1 ar(f) = 72}, 

alors la signature est uniquement déterminée par la famille de classes (.T„, n E IN). 

Par abus de langage nous désignons une signature (T, ar) uniquement par .T. 

Soit X un ensemble d'éléments appelés variables, tel que X n F = Ø. L'ensemble 

T(F, X), nommé langage de termes de F est défini comme suit: 

• X C T(F, X) ; 

• Fo C T(.7-  , X); 

• si f G FT, et t1, ... ,tri  e T(.7, X), alors f (4, . . .,t) G T(F, X). 

Les variables de X sont notées par x,y,x1 , etc. et  les termes de TG F , X) par s, t, r, 

etc. 

Remarquons ici que dans la littérature on rencontre parfois une définition légèrement 

différente de la notion de langage de termes: la signature F contient alors uniquement 

des symboles de fonctions f tels que ar(f) > 1. L'ensemble F0  est remplacé par un 
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ensemble A dit ensemble d'actions. Le langage de termes est alors défini comme un 

triplet T(F, X, A) tel que 

• , X , A) ; 

• X CT(F,X,A); 

• si f G Fn, et t1,. , t e T(F,X, A), alors f(tl , . , 	e T(.7., X, A). 

Soit Var : T(.F, X) 	X l'application qui associe à chaque terme t l'ensemble 

de variables apparaissant dans t. On dit qu'un terme est clos s'il ne contient aucune 

variable. L'ensemble de termes clos d'une signature F.  est noté par T(F) et défini 

comme suit: 

• Fo  C T(F) ; 

• si f e Fn  et t1, 	, tri  e T(F), alors f (ti..- , t ii ) e T(F). 

Une T(F, X)—substitution est une fonction y : X --> T(F, X) qui associe à 

chaque variable x G X un terme y(x) e T(F., X). Une extension homomorphique de 

y sur T(F., X), notée c,o1  , est une application ço : T(F, X) 	T(T, X) telle que 

(t) = t, Vt E T(.7); 

(x) 	= yo(x), V x G X; 

S°11(f(t1,.. . , tri )) = f(g0(t1), . • , v"(tn.)), ef CF ,ti E T (.7 , X), i = 1,. 	, n. 

Par abus de notation, on désigne (,c) par y. Le terme y(t) est obtenu en remplaçant 

chaque occurrence dans t de toute variable x e Var(t) par y(x). Remarquons que 

si la substitution y est telle qu'elle associe à chaque variable x E X un terme clos 

(p(x) E T(F), alors l'extension homomorphique de cp aussi retourne uniquement des 

termes clos. Autrement dit, c,at(t) E T(F), pour tout t E T (X , 

Définissons maintenant la notion de sous-terme. Si s,t G T(J, X) alors on dit 

que s est un sous-terme de t et on écrit t[s] si et seulement si 
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• s=xE X et x E Var(t) ou, 

• s = g(si , 	. , sm ) et t = f (t i ,... , tn) et soit 

— f = g , m = n, et ti = si(1 < i < n), ou bien 

— i:1<i<netti [s]. 

Si t[z], où t E T(.F, X) et x E X et si on remplace chaque occurrence de x dans 

t par un terme s E T(F, X) on obtient un terme t E 	X), noté t[s/x]. On dit 

que la variable x a été liée au terme s, ou bien qu'on lui a assigné le terme s. 

Une spécification équationnelle E = (F, A) est définie par une signature F qui, 

combinée à un ensemble de variables X, détermine un langage de termes T(F, X), et 

un ensemble A d'équations de termes ou axiomes de la forme s = t, où s,t E T(.7, X). 

On associe à S l'ensemble de règles d'inférence RE de la logique équationnelle. 

RE contient les règles suivantes: 

1. les propriétés d' équivalence de = : 

pour tous t, s, r E T(F, X), 

• réflexivité: t = t 

• symétrie: t = s implique s =- t 

• transitivité: t = s et s = r implique t = r 

2. la règle de substitution: 

pour tous t , t2  G T(F, X) et toute substitution cp : T(F, X) --> T(F, X), 

= t2 implique go(t1) = ço(t2); 

3. la règle de contexte: 

pour tout n > 1 et tous t1, • • • 	<911  • • • sn C T(F, X), 

(Vi : 1 < i < n)(ti  = si ), implique f 	, tn ) =- f (si, • • • , sn). 
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On dit qu'une égalité de termes s = t peut être dérivée dans E et on écrit E H s = t 

si et seulement si 

• s=tE.Aoubien 

• l'égalité s = t peut être déduite à partir des axiomes de A en utilisant les règles 

d'inférence de RE. 

Un système de spécification équationnelle e induit une relation d' équivalence 

équationnelle ou syntaxique de termes, notée R,,, telle que 

= {(s,t) E 'T(..F, X) x T(.., X) I eFs= tl. 

4.4 Sémantique opérationnelle structurée 

Une spécification équationnelle a l'avantage d'être compacte, facile à analyser et 

représenter. Mais ce n'est qu'une représentation syntaxique, c'est à dire formée par 

des séquences de symboles abstraites, sans aucune interprétation réelle. Pour pou-

voir utiliser une telle spécification on doit d'abord lui donner une sémantique réelle, 

autrement dit définir une manière d'associer à chaque objet syntaxique un processus. 

Il existe une méthode simple pour donner une sémantique opérationnelle à une 

spécification équationnelle, c'est à dire une application qui associe un STE à chaque 

terme du langage de spécification équationnelle. La méthode s'appelle sémantique 

opérationnelle structurée ou SOS et a été développée par Plotkin [74] pour donner 

une sémantique opérationnelle aux langages de programmation. L'idée principale est 

de définir un système de transitions dont les états sont des éléments du langage de 

spécification et les transitions entre les états sont définies par un ensemble de règles 

d'inférence sur la syntaxe du langage, en utilisant un système de déduction de termes 

ou SDT. 

Un SDT est une structure 0 = (.F, D) avec une signature .F et un ensemble 

de règles de déduction D. On appelle les règles de déduction aussi des règles de 
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sémantique opérationnelle, et qui sont notées par notation SOp. 

L'ensemble D = D(O p, Or ) est paramétrisé par Op C 2r-',x) et 0, C 27(.T,x) ><T(''') , 

qui représentent respectivement, un ensemble de symboles de prédicats et de relations 

de termes du langage T(F, X). 

Soient P E op, R. e 0,, et s,t,u E T(F, X). On appelle les expressions Ps et 

t7Zu des formules. Une règle de déduction deDa la forme suivante: 
H 

où H est un ensemble de formules appelées hypothèses de d et C est une formule, dite 

conclusion de d. 

Souvent, s'il n'y pas de confusion possible, on dénote un axiome simplement par sa 

conclusion. Les notions de "substitution", "Var ", et "clos" s'étendent aux formules 

et règles de déduction comme attendu. 

Soit 0 = (F, D) un SDT. Une preuve d'une formule //) à partir de 0 est un arbre 

à branchement ascendant, dont les noeuds sont étiquetés par des formules tel que: 

• la racine est étiquetée par 0, et 

• si x est l'étiquette d'un noeud q et {xi  i E 1-} est l'ensemble des étiquettes 

des noeuds {qi  i G 1} directement au dessus de q alors il existe une règle de 

déduction 
-pi  i e 

et une substitution cp : X —> T(F, X) telle que (p(e) = X et ( P(0i) = Xi Pour 
E I. 

Si une preuve de e existe dans 0, alors on dit que e est prouvable à partir de 0, 

notation 0 I-- 0. Une preuve est close si elle contient uniquement des formules closes. 

Un système de déduction de termes induit de façon naturelle un système de tran-

sitions. 

Soit 0 = (F, D) un SDT avec D = D(O p, Or ). Le système de transition induit 

par 0, noté ST(0) = (S, —>) est défini comme suit: 
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• l'ensemble d'états est S = T(F), 

• la relation de transition —› est telle que 

--->= {(s, t) E T(F) x T(.7) (37?. E Or ) (0 H sKt)}. 

Pour définir un système de transitions étiquetées par un ensemble d'actions A à 

partir de 0, l'ensemble 07. doit contenir une relation 7?,„ pour chacune des actions 

a E A: 

Or  = {R..a  a E 

Notons ce STE par STE(0). La relation de transition étiquetée est alors définie 

comme: 

- {(s, a, t) E T(F) x A x T(F) 0 I-- 

Donc, pour donner une sémantique opérationnelle aux termes clos de T(F), il 

suffit de définir un SDT 0 = (F, D), qui associe le système de transitions étiquetées 

STE(0) au langage de termes T(F, X). Ensuite, tel que présenté dans la section 4.1, 

on définit pour chaque terme clos t e T(F) le STEI, noté graphe(0, t) ou simplement 

graphe(t), qui est la partie atteignable du système de transitions STE(0) initialisé 

par t. 

Dans la section 4.2 nous avons présenté la notion de relation d'équivalence séman-

tique de STEI, notée 7?.0. Puisqu'à chaque terme clos t E T(F) correspond un STEI 

graphe(t), nous pouvons étendre la relation sémantique à l'ensemble de termes clos 

T(F) comme suit: 

(t, s) E R.0  <=> (graphe(0, t), graphe(0, s)) E 

On appele R,0  la relation d'équivalence sémantique (ou opérationnelle) de termes 

induite par la sémantique opérationnelle de O. 

Nous avons maintenant introduit tous les concepts nécessaires pour pouvoir définir 

formellement la notion d'algèbre de processus dans la section suivante. 
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4.5 Algèbres de processus — Définition 

Une algèbre A = (E, F) est définie par un ensemble d'éléments E et un ensemble 

F de fonctions fermées sur E, c'est à dire tel que toute fonction f E F est définie 

comme f : En 	E, où n G IN est l'arité de f. E est aussi appelé le domaine de A. 

Soit .F une signature, c'est à dire un ensemble de symboles de fonctions munie 

d'une fonction d'arité ar : 	---> 1N (ici IN désigne l'ensemble de nombres naturels 

supérieurs ou égaux à zéro). Étant donné un ensemble quelconque d'éléments E, 

une interprétation dans E d'un symbole de fonction f E F.  est une fonction i(f) : 

Ear(f) 	E de Ear(f)  vers E. Une interprétation de F est une application i qui 

associe à chaque symbole f e F une interprétation dans E. 

Pour une signature F et un ensemble d'éléments E une .F—algèbre Ã est définie 

par une interprétation i de F dans E. Elle est dénotée A = (E, i(F)) ou comme .FA. 

L'interprétation du symbole de fonction f dans E est notée f A  . 

Soit T(F) le langage de termes clos tel que défini dans la section 4.3. Une in-

terprétation i de dans un ensemble quelconque E associe à tout terme t E T(F) 

un élément unique de i(t) E E, tel que: 

• si t = f E Fo, c'est à dire si t est un symbole de fonction d'arité zéro, alors 

i(t) = f A  E E est une constante du domaine E, 

• si t = f (t i , 	, t,), alors i(t) = f A(i(t i ), 	i(tr )), avec n > 1. 

On dit que A donne une sémantique dans E aux termes de T(F). 

Si A = (E, i(F)) est une .F—algèbre, alors une égalité t1  = t2  de termes clos 

t1 , t2  E T(F) est vraie dans A et on note 

si et seulement si i(t1) et i(t2 ) désignent le même élément de E. Si les termes t1,2 

contiennent des variables, alors celles-ci doivent être quantifiées universellement, c'est 
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à dire 

A 	t = t2 noten (vx e Var(t i ))(Vy E Var(t2 ))(A t1  = t2). 

L'algèbre A définit, donc, une relation d'équivalence sémantique sur le langage de 

termes T(F, X), notée R.A: 

-K A  = {(t, s) e T(.7, 	x T(F, X) A t = s}. 

Soit gf,C E x E une relation d'équivalence quelconque sur le domaine E d'une 

algèbre A(E, i(F)). Rappelons que nous notons par [a], C E la classe d'équivalence 

modulo g-, de l'élément a e E: 

[a], 	{a' e E a' 	a}. 

On dit que 	est une congruence par rapport à F si et seulement si pour toute 

fonction f A  E i(F) d'arité n > 0 

(Vi : 0 	i < n)(ai 7=,  di) —> f..4(a1, • • , an ) 	 f 	,a), 

où ai , di  e T(F, X) pour tout i : 1 < i < 

Le résultat suivant est évident: si 	est une congruence pour toutes les fonc- 

tions de i(F), alors A, tf 	i,(F)) est aussi une .F—algèbre de domaine E„, où 

l'interprétation i, de F est définie comme suit: 

not. 	 def (f 	= f A, ([4,, • • • , [an],•-,J)= [L4(ai, • • • , an)],%, 

pour tout f E .F. Alors, la relation d'équivalence sémantique R.A, définie par A, sur 

le domaine E,„ est telle que 

[al ], n. 	[a2] R, de.  A,j= [al], = 	<=> ai 	a2. 

La condition que 	soit une congruence est nécessaire pour la raison suivante: 

supposons que ai  bi, alors ai  et bi  appartiennent à la même classe d'équivalence: 
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Donc, pour qu'une fonction quelconque f A, soit bien définie, il faut que 

[fA(ai, • • • , az, • • • , 	 " • , bz, • • • , 

pour tous al , 	, a, E E. Donc, il faut que 

f A(ai, 	, ai, 	, an) 	fA(ai, • . , bi, 	, an). 

Or, ceci revient à dire que est une congruence pour les fonctions de FA. 

On dit que l'algèbre A est axiomatisée s'il existe une spécification équationnelle 

E = (T, A) pour le langage de termes T(J, X) défini par la signature F. Soit ne. est 

la relation d'équivalence syntaxique induite par E sur T(J, X). Si ne C izA , donc si 

(Vt, s e T (F , X))(E 1- t = s implique A =t = s), 

alors on dit que A est une axiomatisation cohérente de l'algèbre A, ou bien que A 

est cohérente par rapport à RA,  et on écrit 

A A. 

Si RA  C RE , donc si 

(Vt, s e T (F , X)) (A = t = s implique E t = s), 

alors on dit que A est une axiomatisation complète de l'algèbre A, ou bien que A 

est complète par rapport à RA, et on écrit 

A I-  A. 

Supposons maintenant que nous voulons formaliser un langage algébrique T(F) 

d'une signature J pour la modélisation de processus. Pour ce faire nous donnons une 

sémantique opérationnelle aux termes de T(F) en définissant un système de déduction 

de termes 0 = (T, D) pour ce langage. Ainsi nous associons un graphe de processus 

graphe(0, t) à chaque terme clos t d'un langage algébrique T(F, X). 
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Notons par g(o, F) l'ensemble de graphes de processus associés aux termes de 

T(F). Selon des différents critères sémantiques on peut définir une relation d'équivalence 

sémantique gf, sur g (o, F). Les processus sont alors modélisés par des classes d'équivalences 

modulo 

Puisque nous identifions souvent un terme t E (F) au STEI correspondant Mt , 

nous surchageons la notation 	pour désigner également la relation d'équivalence 

sémantique induite ainsi sur l'ensemble de termes clos de T(F): 

t 	e n<ce graphe(0, t) graphe(0, e). 

Nous pouvons alors définir une F—algèbre A = (Ç(0 , F), i(F)) telle que l'in-

terprétation i associe à chaque terme clos t e T(F) le graphe de processus graphe(0, t), 

selon la sémantique opérationnelle de O. De plus, si est une congruence par rapport 

à F, alors on peut définir l'algèbre 

Ag,-([g ( 0  -n]g 

Chaque terme clos t e T(.7") est interprété dans A, comme un modèle de processus 

qui est la classe d'équivalence [graphe(0, t)], telle que, pour tout terme clos t E T(F), 

i(t) = [graphe(0, 

L'algèbre A, ainsi définie est appelée une algèbre de processus, notée AP. 

À toutes fins pratiques, une algèbre de processus peut être caractérisée par les 

trois composantes suivantes: 

1. un langage de termes, noté T (F) , d'une signature F; 

2. l'ensemble de règles de déduction, noté SOp, d'un système de déduction de 

termes 0 = (F, SOp), aussi appelées règles de sémantique opérationnelle; 

3. une relation d'équivalence opérationnelle de termes, notée gs--, définie en fonction 

de critères sémantiques spécifiques et induite par O. 
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Rappelons qu'on associe aussi fréquemment à une algèbre de processus un ensemble 

d'actions 

A = la, b, .1 

qui peuvent être formellement représentées par des symboles de fonctions d'arité zéro. 

On dit que l'algèbre de processus A est axiomatisée lorsqu'une spécification 

équationnelle e = (F, A) est définie pour T(F). Pour vérifier si l'axiomatisation 

A de la spécification équationnelle E est cohérente et complète par rapport à A il 

suffit alors de vérifer que 7Z.A, = 7-ZE . Ceci revient à vérifier que pour tous t, e E T(F) 

t ti  A t t'. 

Dans la section suivante nous présentons deux généralisations de la notion de 

système de transitions étiquetées. Puisque les STE sont le modèle de base des algèbres 

de processus, les généralisations présentées ici s'appliquent naturellement aussi aux 

algèbres de processus. 

4.6 Généralisations 

Nous commençons par la définition de systèmes à transitions temporisés. Ensuite 

nous introduisons le concept de système de transition par parties, noté p—STE. 

4.6.1 Temporisations 

Nous présentons ici les notations et les définitions associées aux machines et aux 

algèbres de processus temporisés. Les implications sur les modèles et la sémantique 

de ces formalismes ont été décrites dans le Chapitre 2. 

On définit un ST temporisé comme une extension de la notion de système de tran-

sitions étiquetées. L'extension consiste à étiqueter chaque transition non seulement 

par une action, mais aussi par un instant temporel. Un STE temporisé, noté MT, est 

un quadruplet MT = (S, A, 	D), où 
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• A et S sont comme dans la définition d'un STE; 

• D est un domaine temporel quelconque(par exemple, 11+ ou IN); et 

• —› C S x A xDxS est la relation de transition étiquetée par des actions 
a(v) temporisées; on écrit s1  —› s2  si (s1 , a, v, s2) e—> et on dit que la machine MT 

exécute l'action a au temps v et transite de l'état s1  vers l'état s2. 

Toutes les notions basées sur des machines non-temporisées s'appliquent naturelle-

ment aux machines temporisées: il suffit de considérer A x D comme ensemble d'ac-

tions — elles sont alors appelées actions temporisées . 

Dans la section 4.1 nous avons défini la fonction exec pour des machines non-

temporisées. Dans le cas des machines temporisées, l'ensemble exec(s) contient les 

actions temporisées qui peuvent être exécutées à partir d'un état s: 

exec(s) = ta(v) (3,9' SGS a-4 stil. 

Lorsqu'aucune confusion ne sera crée, nous surchargerons cette notation comme suit 

exec(s) = {a (as' E S)PV G D)(s a(4) st)}. 

Pour définir des automates, des processus, et des algèbres temporisées il suffit 

de leur associer un STE temporisé. Ceci revient à ajouter le domaine temporel à 

leur définition et à étendre la relation de transition pour permettre des transitions 

étiquetées par des actions temporisées. 

Notons qu'il existe une temporisation plus complexe des automates [6, 8, 7]; outre 

le domaine temporel D, on ajoute à la définition d'un automate non-temporisé un 

ensemble d'horloges H, des variables qui prennent leurs valeurs dans D et qui évoluent 

de manière synchronisée, une fonction it qui associe à chaque transition de --> un 

l'ensemble d'horloges qui doivent être ré-initialisés, et une fonction 7 qui associe à 

chaque transition des contraintes temporelles sur l'ensemble d'horloges qui doivent 

être respectées pour que la transition puisse avoir lieu. 
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4.6.2 Les systèmes de transitions par parties 

Soit M = (S, A, -4) un STE quelconque. Via la relation de transition -->c SxAx S on 

peut analyser l'évolution de la machine, état par état, lors de l'exécution d'une trace 

d'actions. Si un STE est non-déterministe, différentes exécutions peuvent correspon-

dre à une seule trace. Lorsque seules les traces d'une machine nous intéressent, sans 

distinction entre les différentes exécutions qui peuvent leur correspondre, il peut être 

utile d'étudier les transitions d'un ensemble d'états vers un autre ensemble d'états, 

appelées transitions par parties , notée 1—>. Les sous-ensembles d'états sont notés 

par s, S , T, Ti, etc. Rappelons que l'ensemble de parties de S est noté par p(S) ou 

bien par 2s . 

Intuitivement, lorsqu'on exécute une action a à partir d'un ensemble d'états 81  C 

S on transite vers un ensemble d'etats 82  C S qui est l'union de toutes les destinations 

possibles de transitions à partir d'états s1  e 51. 

Soit M = (S, A, —>) un STE. Le STE par parties associé à M et noté p(M) = 

(p(S), A, F-->), est paramétré par: 

• A, qui est le même vocabulaire que celui de M, 

• p(S), qui est l'ensemble d'états de p(M); 

• i--+C p(S) x A x p(S), qui est la relation de transition par parties; pour tout 

51 C S et toute action a G A on définit la transition par parties étiquetée par 

a de 81  comme suit: 

s2 	s2 = U {87 c s I si 	s2}. 
siEsi 

Selon cette définition, s'il n'existe aucun état de S1  à partir duquel on puisse 

exécuter l'action a, alors 82  = O. On dit alors que la transition est triviale. Par 

conséquent, la relation 1—> est complète: pour tout S1  C S et toute action a E A il 

existe un sous-ensemble 82  C S, tel que Si 	>. 82. Plus encore, le sous-ensemble S2 

est unique. 
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On remarque que 82 peut être exprimé comme suit: 

52 
	U P(81, a) 
	

(4.1) 
sieSi 

not. P(51, a). 	 (4.2) 

La fonction o',e transition par parties correspondant à p est notée par 

p(p): 2s x A --> 22s . 

Le théorème suivant est un résultat important, dont la preuve suit directement 

des remarques et définitions précédentes. 

Théorème 4.3 Soit M = (S, A, -4) un STE quelconque et p(M) = (p(S), 

le STE par parties correspondant. Alors p(M) est un STE déterministe. 

Preuve: Nous avons déjà remarqué que pour tout Si  C S et toute action a G A il 

existe un sous-ensemble unique 82 C S tel que Si  c > 82. Alors, selon la définition 

de la fonction de transition correspondante, on a que 

P(P)(Si, a) = {52}. 

Donc, l'image de p(p) appliquée à (Si , a) est l'ensemble qui contient comme unique 

élément le sous-ensemble 82. Alors, par définition, p(M) est déterministe. 	• 
Étant donné qu'un STE par parties est un STE, toutes les définitions et notations 

concernant les traces et exécutions des STE s'appliquent aux p—STE. Ainsi, on note 

par 1(8) E A" les traces et par E(S) les exécutions (des séquences de sous-ensembles 

d'états) d'une machine étendue à partir d'un sous-ensemble d'états S. Pour ce faire 

nous devons quand même faire une distinction minime: la relation 	est complète, 

par opposition à -4 qui ne l'est pas. Par conséquence, lorsqu'on définit les traces d'un 

ensemble d'états, on ne doit pas considérer les transitions triviales: 

r(s) 	A- pst c s)(s' 0 A 

Nous pouvons maintenant énoncer des résultats qui expriment les liens qui existent 

entre les traces d'un M et du STE correspondant p(M). 
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Lemme 4.4 Soit M = (S,A,--->) un STE quelconque et p(M) = (p(S), A,E--->) le 

p—STE correspondant. Alors, pour tout sous-ensemble d'états S C S on a que 

T(S) = U T(s). 
seS 

Preuve: 

IF(S) def 
	

E iej  PSI  C S)(81  0 A S 	St» 

- fp, e 	(as e S)(Es E S)( s 	s')} 

- 	{bt e Aoe  ( 3,9' e S)(i-e e Ir(8))1 

- e A" IP, 	r(8)} 
seS 

= U r(s)-
ses 

Corollaire 4.5 Soit M = (S, A,-->) un STE quelconque et p(M) = (p(S),A,1---+) 

le p—STE associé. Alors M et p(M) ont les mêmes traces, c'est à dire, pour tout état 

s E S 

T(s) =r({8}). 

Lorsqu'aucune confusion ne sera créée, nous allons surcharger la notation --> pour 

désigner en même temps les transitions simples et les transitions par parties 

D'une manière analogue on associe à un STEI Mi  = (M, i) un STEI par parties 

p(Mi) = (p(M), {i}), où {i} est l'ensemble qui ne contient que l'état i et p(M) est le 

p—STE associée à M. 

Les définitions et les notations des relations d'équivalence de traces —, de bisimu-

lation forte et d'isomorphisme =iso  pour les p—STEI sont identiques aux définitions 

correspondantes pour les STEI simples. Lorsqu'aucune confusion ne sera possible 

	

nous surchargeons les notation 	simeq et =iso  pour dSigner à la fois des relations 

d'équivalence de termes ou des relations d'éqiovalence de sous-ensembles de termes, 

lorsqu'elles s'appliquent aux STEI ou, respectivement au p-STEI. 
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Proposition 4.6 Les unions d'ensembles bisimilaires d'états sont bisimilaires. For-

mellement, soient 7:,Si  E 2s, avec i G I. Alors, 

(Vi G I)(7 	si)  Si) implique U7'='USi• 
iEI 	iEI 

Preuve: L'idée principale de la preuve est de définir une relation n c 2s x 2s qui 

contient toutes les paires de sous-ensembles (5 ,T) E p(S)x p(S) qui peuvent être 

écrites comme des unions d'ensembles bisimilaires. 

Puisque 	est définie comme l'union de toutes les bisimulations fortes, alors il 

suffit de prouver que R. est une bisimulation forte pour déduire que S Y. 

Soit R. la relation suivante: 

R. = {(T, S) (37, Si G 2s , i E I)(T = U 7 A S = U Si  A (Vi E /)(7 37 ))} 
iEI 	 iEI 

où I est un ensemble d'indices quelconque. Nous allons montrer que R. est une 

bisimulation forte. Soit (Y, S) E R. une paire quelconque de R.. Alors, 7-  et S sont 

tels que 

T = U 
iEI 

s = u si, 
iEI 

et 7i Si , pour tout i E I. 

Notons par 

J (a , T) not. {j E/IctE exec(Ti)} 

J (a, S) not. 	
EIlae eXeC(Si)}. 

Puisque pour tout i e I on a que 77 Si, on déduit que 

J (a, T) = J (a, S) m=Pt.  J (a). 

De plus, pour toute transition 7: (--> TI il existe une transition Si  (-2---> S telle que 

S. Donc, pour toute transition T 1-4 71  il existe une transition Si û# S telle 
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que 

r = 	u Ti' et 
jEJ(a) 

= U 
jEJ(a) 

et telle que 

(Vj E J(a))(Ti' 

Puisque 7Z est symétrique, on peut alors déduire que (T, S) G 7Z, ce qu'il fallait 

prouver. 	 • 
Nous énonçons quelques propositions, nécessaires à la preuve d'un résultat plus 

important, que nous appellerons théorème fondamentale d'équivalence. 

Lemme 4.7 Soit M = (S, A, -->) une machine à états quelconque et p(M) =- (p(S), 

) le p-STE associé. Alors pour tous S, T E "(S) on a que 

S 

Preuve: Remarquons que, selon la convention de notation de la page 56, les notations 

et 	dénotent ici les relations d'égalité de traces et de bisimulation forte dans 

KM). Selon le théorème 4.3, le p-STE associé à M est déterministe. Alors, il suit 

directement du théorème 4.2 que S et T sont similaires si et seulement si ils sont 

bisimilaires. 	 • 
Nous pouvons maintenant prouver le résultat suivant, que nous avons appelé le 

théorème fondamental de l'équivalence: 

Théorème 4.8 [Théorème fondamental de l'équivalence]: Soit M = (S, A, 	un 

STE et s,t E S deux états quelconques. Alors 

st—t<=› 	{t}. 
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Preuve: 

t 
	 T(s) ,r(t) 

Lerne.  4.4 r({s}) -=- IC({t}) 
ce. 

{s} {t} 
Lerne 4.7 

{s} 	{t} • 

Corollaire 4.9 Soit M = (S, A, —>) une machine à états et s et t deux états quel-

conques de S. Alors 

t = Isl 

Notons que l'implication inverse n'est vraie que si M est déterministe. Sinon, par le 

théorème 4.8 on peut suelment déduire que Isl {t} = s t. 

Ceci termine ce chapitre théorique, dans lequel nous avons donné les définitions 

des concepts liés à la notion d'algèbre de processus. Dans la suite de ce document 

nous définirons l'algèbre de processus temporisée ACTC. Nous commençons, dans 

le prochain chapitre, par la définition du langage de termes pour la spécification de 

chronogrammes, appelé LA. 



Chapitre 5 

Le langage ,CA 

Le but de notre travail est de définir une algèbre de processus ACTC qui formalise 

la méthodologie de spécification et de vérification d'interfaces matérielles avec des 

chronogrammes hiérarchiques proposée par Cerny et Khordoc [55, 53, 31]. La première 

étape de la définition de l'algèbre de processus ACTC est la définition d'un langage de 

termes pour la spécification de chronogrammes, noté .C.A. Les éléments du langage, 

appelés termes, sont des spécifications de chronogrammes. Le langage LA est défini 

à partir d'un ensemble d'opérateurs de composition qui forment la signature Op et 

de plusieurs ensembles d'opérandes qui sont composées selon une syntaxe précise. 

Dans la section 5.1 nous introduisons les notions et les notations nécessaires à la 

définition syntaxique du langage de termes LA. 

Ensuite, dans la section 5.2, nous complétons la définition syntaxique du langage 

LA par l'introduction d'un nombre de restrictions supplémentaires sur la syntaxe des 

termes de £A. 

60 
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5.1 Définitions et notations 

Le langage £.4 est un ensemble de termes, notés T, T, , S, . . .. Chaque terme T E GA 

est la spécification d'un chronogramme. Dans un sens plus large, un terme désigne 

un processus qui exécute des actions temporisées et évolue à l'intérieur d'un espace 

d'états, qui est un sous-ensemble de LA. 

LA est défini à partir des éléments suivants: 

• Op = la signature d'opérateurs de composition 

Op = { • , 	4 11, Max, Min, :, Seq, +, ED, [ ], Loop, Ex}; 

• A = l'ensemble fini d'actions, notées par a, b, . . .. L'ensemble A contient le 

sous-ensemble d'actions d'entrée I = {i l , i2, ...}, qui sont des actions de l'en-

vironnement, le sous-ensemble d'actions de sortie 0 =- {oi , 02, ...}, qui sont 

les actions internes du système, le sous-ensemble d'actions de communication 

C = {c i , c 2 , ...}, qui servent à établir la communication entre des termes exécutés 

en parallèle, et l'action spéciale de blocage (en anglais deadlock), d: 

A=IUOUCU{6}. 

Le sous-ensemble d'actions Ao  = A \ C est nommé l'ensemble d'actions simples. 

• T A  = l'ensemble de variables temporelles ; à toute action a G A\ {.(5} on associe 

une variable temporelle notée ta , qui dénote le temps d'occurrence de l'action 

a et qui prend des valeurs dans D; une paire (a, ta) E A x T A  est appelée une 

action temporisée et est notée par a(ta); 

• D = le domaine temporel = l'ensemble de nombres réels supérieurs ou égaux 

à Vo, où Vo  E le°  est appelé l' origine du domaine temporel D; les constantes 

temporelles de D sont notées par v, v1, ... Plutôt que d'être des valeurs absolues, 
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les constantes temporelles ont une valeur relative à l'origine Vo. Ainsi, par 

convention de notation, une constante v dénote la valeur absolue v + Vo. Cette 

représentation relative facilite l'utilisation de certains outils de vérification sym-

bolique des systèmes temporisés, tels que ceux basés sur des DDD (Difference 

Decision Diagrams) [65]. 

• 0 = l'ensemble de contraintes temporelles descriptives. Une contrainte tem-

porelles 0 G 0 décrit un système d'inégalités linéaires dont les inconnues sont 

des variables temporelles ta , tb, E T A. 

Rappelons que nous avons défini dans la section 4.3 une signature Jr = 	- f.} 
comme un ensemble de symboles de fonctions muni d'une fonction da  rite ar : ,F 

IN qui associe à chaque symbole f E Jr un nombre naturel, appelé arité, et qui 

représente le nombre d'opérandes sur lesquels la fonction f est définie. On dénote par 

Fk l'ensemble de symboles de fonction de Op qui sont d'arité k. Nous avions alors 

défini la notion de langage de termes clos, noté T(Jr, A) associé à une signature F et 

un ensemble fini A de symboles, appelées actions, comme suit: 

• A C T(F , A) ; 

• si f G Jr et 	, ta  E T(F, A), alors f(t i ,... ,t72 ) E T(F , A). 

Selon cette définition, tous les opérandes de tout opérateur f E .F sont des termes et 

tout terme peut être une opérande de tout opérateur f. 

La définition du langage de termes LA est plus complexe. Premièrement, les 

actions de LA sont temporisées 

{a(ta) a E A, ta  E T A } c LA. 

De plus, outre les termes de £A, les opérandes des opérateurs de compositions de Op 

peuvent être: 

• des constantes temporelles v G D (par exemple pour les opérateurs de décalage 

et d), 
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• des contraintes temporelles 0 E 6 (voir l'opérateur :); 

• des actions et ensembles d'actions (voir les opérateurs Min, Max, et [ ]); 

• des intervalles temporels {m, M] avec m, M e D et m < M (voir les opérateurs 

Min, Max). 

Dans les sous-sections suivantes nous définissons d'abord la syntaxe de LA ensuite 

les différents composants du langage LA. 

5.1.1 Syntaxe de .C.A. 

Le langage LA est l'union du sous-langage de termes feuilles £.,40 , défini par la 

grammaire du tableau 5.1, et du sous-langage des termes hiérarchiques LAk , défini 

dans le tabeau 5.2. Ces sous-langages sont construits à partir des sous-signatures 

suivantes: la signature des opérateurs de base Opo  C Op 

Opo  = { . , , <1, II, Max, Min, 0 :}. 

et la signature des opérateurs hiérarchiques 

Op 7.1 = 1Seq, +, ED, [ ], Loop, Ex}. 

On note par oe l'ensemble des opérateurs de base auxquels on rajoute l'opérateur 

de choix non-déterministe +: 

Op-, — Opo  U 1+1. 

£A0  contient deux termes particuliers: t et .,1, appelés respectivement terme 

d'acceptation et de refus. t désigne un terme qui a fini son exécution avec succès 

et 1, un terme qui a fini son exécution avec échec, c'est à dire qui est arrivé dans 

une situation de blocage. Dans la section suivante nous donnerons une explication 

intuitive de la notion de blocage, qui sera ensuite définie formellement dans la section 

6. Lorsque nous n'avons pas besoin de distinguer entre t et 1, nous notons par V un 
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S 
P l  O : S 1Max(o, H,[m, 	S) l  Min(o,H,[rri,11/1], S) 

<v(S) l 4(5) 	S, ...) 

a(ta ) I a(ta ).P 

Tableau 5.1: Définition du langage de termes feuilles .CA0  

= 	S l Seq(T, T) l<v(T) l 4(T) 

+(T, • • • ,T) l [C,E](T, • • • , T) 

e(T, 	, T) l  Ex(T, T, T) l  Loop(T) 

Tableau 5.2: Définition du langage .CA 

des termes t ou quelconque. Les termes élémentaires qui sont à la base de toute 

composition de termes de LA sont les actions temporisées (a, ta ) E A \ 181 x T A , 

notées a(ta ). Les termes P = ai (tai ) ...an (tan ) sont appelés ports et sont définis 

comme une séquence d'actions temporisées. 

Des ports peuvent être composés en parallèle avec l'opérateur l. 
Des contraintes sur les temps d'occurrence des actions ta„ peuvent alors être 

définies par les opérateurs 6,  :, Min, et Max. On note par ROp(-) ou ROp(o, H, [m, 34],.) 

un opérateur réactif quelconque, ROp = Min ou ROp = Max. L'action o G O d'un 

terme 

T = ROp(o, H, [m, 	S) G TZ, 

est appelée l'action puits, H C IU0 est appelé l'ensemble d'actions sources, et [m, 

est tel que m, M E le°  et m < M et est appelé l'intervalle réactif de T. 

Finalement, les exécutions des actions d'un terme T peuvent être décalées par les 

opérateurs de décalage 	et/ou 4, avec v > vo . 

Un terme feuille T peut donc être obtenu à partir des actions de A0 \181 par les 

compositions décrites plus haut, ou bien T peut être le terme d'acceptation t ou de 
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refus 

Le sous-langage de termes hiérarchiques £.47.1  est défini comme 

£A7.1.  def 	£A0.  

Donc, £.47./  est l'ensemble de termes qui contiennent au moins un opérateur hiérarchique. 

£,A.q.i  contient des termes composés séquentiellement avec l'opérateur Seq, des 

termes qui décrivent des comportements alternatifs non-déterministes (composés avec 

l'opérateur +), ou déterministes (composés avec l'opérateur de choix retardé e), de 

comportements parallèles communicants (l'opérateur [ ]), des termes à comportement 

répétitif (composés avec l'opérateur Loop), et des termes composés avec l'opérateur 

d'exception Ex. Dans le cas d'une composition parallèle avec communication T = 

[C, 	 C C C désigne un ensemble d'actions de communication et f est 

une fonction de communication qui associe à chaque action c G C un ensemble e(c) 

d'actions des opérandes Ti. Les actions de c(c) sont appelées instances de c. Toute 

action de communication c doit être exécutée par le terme T simultanément avec 

toutes les instances ai  E e(c) des sous-termes Ti  de T. Si c E C est une action de 

communication de T alors on dit que les sous-termes Ti  qui contiennent une instance 

ai  e e(c) de c communiquent via c. 

On remarque que les opérateurs et d peuvent être considérés en même temps 

comme opérateurs de base et comme opérateurs hiérarchiques. Tous les termes 

hiérarchiques peuvent être décalés avec les opérateurs et d. 

5.1.2 La signature Op 

La signature Op contient l'opérateur de préfixage d'actions ".", les opérateurs de 

décalage et d, l'opérateur de composition parallèle non-communicante 	les con- 

traintes réactives Max et Min, les contraintes descriptives ":" , la composition séquen-

tielle Seq, le choix non-déterministe +, le choix retardé e, la composition parallèle 
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communicante [ ], l'opérateur boucle Loop, et l'opérateur de traitement d'exception 

Ex. 

Notons par T = f ( • ) E LA un terme quelconque de LA composé avec l'opérateur 

f e Op et dont les opérandes ne sont pas spécifiés. Les opérandes de f qui sont des 

termes de LA sont appelés sous-termes de T. On note par 

un terme composé avec un opérateur f G Op et dont les sous-termes sont les termes 

,S. Remarquons que si f n'a pas d'autres opérandes que les sous-termes 

S1, 	, S, alors ce n'est pas nécessaire de faire une distinction entre les notations 

f( • ) et f[ ]. 

On définit alors l'arité d'un opérateur quelconque f E Op par le nombre d'opérandes 

de f qui sont des termes de LA. Remarquons que dans GA tous les opérateurs sont 

d'arité supérieure à O. Nous avons: 

Op].  

OP2 = 

0p3 	=- 

OP>2 = 

Max, Min, Loop}, 

1 • Secil, 

{Ex}, 

111,+,e,[]1, 

: , = { 4 

où nous notons par f e Op>2  un opérateur tel que ar(f) > 2. Ces opérateurs seront 

appelés opérateurs d'arité arbitraire. 

Nous disons qu'un sous-terme S d'un terme T E GA est inactif si et seulement si 

1. T = a(ta ).S, avec a E Ap et ta  E T A ; 

2. T = Seq(Ti , S); 

3. T Ex(T,-„Te , S). 

Par négation, un sous-terme est actif s'il n'est pas dans une des situations énumérées 

ci-haut. 



Act() 

Act (.1.) 

Act(a(ta)) 

Act (a (ta  ). T) 

Act(ll(Ti,• • - Tm)) 
Act(0 : T) 

Act(ROp(o, H, [m, MIT)) 

- 0 

- {a} 

- {a} U Act(T) 

- U i  Act (Ti ) 

Act (T) 

Act (T) 

Act (Seq(Ti T2) 

Actg€1(Ti, • • • ,Tm)) 

Act (Loop (T)) 

Act( Ti ) 

Act( ET) Ti ) 

Act (Ex(Tn , Tc, Te )) 

Act (Ti ) U Act (T2) 

C U Lnj Act (T)\ U e(c) 
i=1 	 cEC 

Act (T) 

Lnj Act (Ti ) 
i=-1 

Act (Ti  ) 

Act (T) U Act (Tc) U Act (Te) 
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Tableau 5.3: La fonction Act appliquée aux termes de .C.,40  

Tableau 5.4: La fonction Act appliquée aux termes de £7./  

5.1.3 Les actions d'un terme 

Dans cette section nous formalisons le concept d'ensemble d'actions d'un terme. Par 

définition, tous les termes de LA sont composés à partir d'un ensemble d'actions 

temporisées. Nous définissons une fonction Act qui, pour chaque terme T E GA, 

retourne un ensemble d'actions Act(T) C A \ {S} appelées actions visibles du terme 

Act : --->  

où p(A \ {d}) dénote l'ensemble de sous-ensembles de A \ {S}. 
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La fonction Act est définie récursivement dans le tableau 5.3 pour des termes 

feuilles et dans le tableau 5.4 pour des termes hiérarchiques. La plupart de ces 

définitions sont simples et intuitives. Nous considérons que seule la définition de Act 

dans le cas d'un terme T = [C, €](T1,.., Tm ) nécessite des explications supplémentaires. 

On a alors que 

Act (T) = CU U Act(Ti ) \ U f(c)- 
i=1 	CEC 

Autrement dit, les instances ai  e E(c) de toute action de communication c E C ne 

sont pas visibles dans T, elles sont remplacées par l'action de communication c qui 

leur correspond. 

5.1.4 Les contraintes temporelles 

L'ensemble T A  contient un nombre fini de variables temporelles 

TA  = {tai f • • • tara 11 

où chaque variable ta, correspond à une action unique ai  E A\ lõl et prend des 

valeurs dans le domaine temporel D. On dit que T A  est interprété dans D. n est 

appelée la dimension de £A. 

En supposant un ordonnancement fixe des variables ta, E T A, on peut définir un 

espace temporel à n dimensions, noté DA  tel que 

DACDTh ,  

et la i-ième dimension de DA  correspond à la variable temporelle ta„ pour tout i, 1 < 

i < n. 

Un vecteur temporel 
def 
= (Vi, 	'Un) C DA , 

est un n — tuplet de valeurs vi  E D, telles que vi  correspond à la variable temporelle 

ta,, pour tout i, 1 < i < n. On utilise aussi les notations suivantes pour désigner le 
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vecteur il: 

def 
il = (v1,...,V) 

not 
,ta i  — v1, • • • 7 tan  — 

not (tai  = vi a c A). 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

Soit 

= fai , ai,. .,ak} C A {S} 

un sous-ensemble quelconque de A, qui préserve l'ordonnancement des actions dans 

A, respectivement dans TA.  Une projection d'un vecteur 

sur A', notée Prj(ii, A'), est définie comme 

Prj (il, A') def (tai  = vi  a E A') 	 (5.4) 
not. 	

(•, vi, •1 vj ') 
	 (5.5) 

où chaque variable temporelle ta  telle que a « A est remplacée par la notation "-" . On 

dit alors que ta  est non-fixée dans if et que le vecteur if est incomplet. On remarque 

qu'un vecteur est complet si et seulement si toutes les variables de T A  sont fixées, 

autrement dit si et seulement si iî c D A. On note l'ensemble de tous les vecteurs, 

complets et incomplets, par DA*  . 

Un vecteur incomplet, où une variable ta, C T A  est non-fixée, décrit un sous-espace 

temporel noté par 

(Va„ . . 	Va _1 , •, Vai+1 , . • . Van. ) n-(  -2_::t.  [17] C DA 

et défini comme suit: 

= EVal 7 • • • 7 Vai_i V1 Vai+i • • • 'Van) v e Dl. 

La fonction Act : LA ---> 2A  qui retourne l'ensemble des actions visibles d'un 

terme a été définie dans la section précédente. Puisqu'aucune confusion n'est possible, 
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nous surchargeons la notation Act pour désigner la fonction Act : DA* ---> 2A  qui 

retourne pour chaque vecteur l'ensemble d'actions fixées dans e. Donc, pour tout 

vecteur complet if E DA  et tout sous-ensemble d'actions A C A on a: 

Act(e) = A et 
	

(5.6) 

Act(Prj(ii, X)) = A. 	 (5.7) 

Si V = 	e2, ...} est un ensemble arbitraire de vecteurs complets 

alors pour tout x E D on note par V-<x C DA  le sous-ensemble de vecteurs de V 

défini comme suit: 

v-̀x ={E V A v x}, 
j=1 

où -‹ peut être une des relations >, >, <, <, =. 

Soit V = 	, en} C D A* un ensemble arbitraire de vecteurs 

17; = (tai,  = v a E Ai) E DA' , 

où nous notons l'ensemble d'actions fixées dans un vecteur quelconque ei E V par Ai: 

Act(4) = Ai  c A. 

Pour tout x E D on note par V>  c DA* l'ensemble de vecteurs f);, e V tels que les 

valeurs temporelles assignées aux actions fixées dans i sont supérieures ou égales à 

x. Formellement, 

(5.8) 

où -‹ peut être une des relations >, >, <, <, =. On remarque que 

Act(V) = Act(V), 

autrement dit les actions non-fixées dans les vecteurs i.); de V demeurent non-fixées 

dans 17-<x. 
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Exemple 5.1 Soit V = { ei  , v-2} C DA* un ensemble de deux vecteurs incomplets, où 

V1 	= (ta, = 3, ta, = 10), 

V-2 	= (t„ = 8, ta, = 15). 

Alors 

V?.2  = V, 1/.5  = {v2}, et V>15  = O. 

Soit v-3  le vecteur suivant 

v-3  = (tai  = 3, t„ = 10, ta, = 0) E [ii] 

avec a4  e  {ai , a2 , a3}. Alors, puisque l'action a4  n'est fixée ni dans V, ni dans V?2, 

7Y3 est tel que 

2r3 E V?2 , 

malgré le fait que ta, = 0 < 2. 

Une contrainte temporelle 0 e e est un système d'inéquations linéaires, dont les 

inconnues sont des variables temporelles de T A. 

L'ensemble de contraintes temporelles 0 G 8 est défini par la grammaire suivante 

0 = Vrai 1 Faux 1 ta  — tb 	y 1 ta  -‹ y 1 0 A 0. 	 (5.9) 

où ta , tb  E TA, VEDU {oo} et --‹ est une des relations suivantes: 

--<E {<,<,>,>}. 

La notation oo désigne un valeur telle que, pour tout v e D, 

v < Do et v > —oo 

et telle que 

v + oo = Do et v — oo = —oo. 
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Une contrainte temporelle 0 E e est une conjonction , notée A , d'inégalités linéaires 

dont les inconnues sont les variables temporelles de T A . Une contrainte 0 décrit, donc, 

un espace temporel convexe multi-dimensionnel tel qu'à chaque variable temporelle ta  

correspond une dimension. La contrainte universelle, notée par Vrai, décrit l'entier 

espace temporel et la contrainte vide ou Faux, l'espace vide. 

On définit l'ensemble de contraintes temporelles étendu, noté 8+, comme suit: 

= Vrai Faux ta  — tb v ta  -‹ v 0 A 0 0 V 0 	(5.10) 

où ta , tb , v et -‹ sont comme dans la définition de e. Donc, e+ contient des conjonc-

tions et disjonctions d'inégalités linéaires sur T A . 

Nous notons par Var(0) les variables temporelles d'une contrainte 0 E 

Var: 0  

Nous surchargeons la notation Act pour désigner la fonction 

Act : e  

telle que Act(0) retourne l'ensemble d'actions dont les variables temporelles sont 

concernées par la contraintes O. Donc, si Act(0) = {ai , 	, an} C A, avec n > 1, 

alors Var(0) = {ta„ 	, tan } C TA.  On définit 

Act(Vrai) 	A et Var(Vrai) = T A  et; 

Act(Faux) d4f  Ø et Var(Faux) = Ø. 

La contrainte 0 dans laquelle la variable t est remplacée par la constante v est 

notée 0[v/t], ou bien par O. 

Soit 0 e e une contrainte quelconque tel que 

Act(0) = A = {ai ,..., an } C A 

est un sous-ensemble quelconque d'actions. Soit 

= (tai  = y, a, G A') G DA* 
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un vecteur quelconque tel que 

Act(0) = Act(e) 

L'évaluation de 0 E e par e E ÐA*, notée 

o[e] ou bien Off , 

est la valeur booléenne vrai ou faux obtenue en remplaçant chaque variable ta, G 

Var(0) par la valeur temporelle correspondante v, E e et en interprétant les opérations 

A et V par les opérations booléennes de conjonctions et disjonctions, respectivement. 

Si 

0[1 = vrai 

on dit que le vecteur if valide la contrainte 0. L'ensemble de vecteurs qui valident la 

formule 0 est noté par Sol(0) C DA*: 

S01(0) def  = {e c DA* Act(v) = Act(0) A O[e] = vrai}. 	(5.11) 

Par définition, on dit que deux contraintes 01, 02  e e sont égales, notation 01  = 02 

si et seulement si elles ont le même espace de solutions. : 

01 = 02 = S01(01) = S01(02). 

Les contraintes vides, c'est à dire qui n'admettent aucune solution de leur système 

d'inégalités, sont notées par Faux . Les contraintes universelles, c'est à dire dont les 

solutions décrivent l'entier domaine temporelle, sont notées par Vrai. Donc 

Sol(Faux) = Ø et Sol(Vrai) =- DA. 

Soit 0 E ê une contrainte telle que Act(0) = Ai  C A. Alors selon l'équation 5.8, 

(Sol(0))?-v C DA* est l'ensemble des vecteurs qui satisfont la contrainte 0 et tels que 

les variables temporelles de toutes les actions de Ai  prennent des valeurs supérieures 

ou égales à v. 



CHAPITRE 5. LE LANGAGE GA. 	 74 

Exemple 5.2 Soit 0 E e la contrainte suivante: 

ta = 10 A tb > 2. 

Alors Act(0) = {a, b} c A et 

Sol(0) = {(ta  =10,tb = v) v > 21. 

Donc, un vecteur if G DA*  est dans Sol(0) si et seulement si 

Prj(d, {a}) = (ta  -= 10) et Prj(ii, -{b1) -= (tb = v) avec v > 2. 

Alors les ensembles de vecteurs Sol?-5(0),Sol?15  (0) C DA* sont déterminés comme 

suit: 

SO1 5  (0) = 	(t a  = 10 tb 	> 51, 

So1 15 (0) = O. 

Remarquons que les variables temporelles non-fixées dans 0, tel que t e D A  \ Var(0) 

peuvent prendre toute valeur temporelle dans Sol?5(0), même inférieure à 5. D'une 

autre part,Sol?15 (0) ne contient aucun vecteur puisque ta  = 10 pour tout vecteur 

C soi(o) et que ta  E Var(0) est fixée. 

Nous énonçons les propriétés suivantes, dont la preuve est triviale: 

Proposition 5.1 	1. Sol(ta  = v) = {(ta  = v)}; 

2. Sol(01  A 02) = sol(O,) n soi(92); 

3. Sol(01  V 02) =- Sol(01) U Sol(02) • 

4. So1(9[v /ta]) = Prj(0 A (ta  = v), Act(0) la1); 

5. si Act(oi) n Act(02) =-- 0 alors Prj(Sol(01  A 02), Act(0i)) = Sol(0i), pour tout 

i = 1, 2. 
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Les opérations A et V sont commutatives: 

01 V 02  = 92 y 01 (5.12) 

(5.13) 01 A 02 

associatives: 

(01  v 02 ) v03  

(01  A 02 ) A 03 

distributives: 

01 v (02 A 03) =-

el  A (02 V 03) = 

= 02  A 01 , 

= 81  V (02 V 03) 

= 01 A (02 A 03), 

(01  v 02 ) A (01  v 83 ) 

(el  A (02 ) v (01  A 03), 

idempotentes: 

OvB --- 0 

0 A 0 =-- 0 

et ont des éléments neutres uniques: 

0 V Faux = 0 

0 A Vrai -- 0, 

pour tous 0, 01 , 02 , 03  E 6. 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

(5.21) 

La négation ---, d'une contrainte est alors définie comme suit: 

—,(ta  — tb < v) 

—i(ta  — tb  > v) 

--i(t a  (v) 

--i(ta  > v) 

—,(0i A 02 ) 

—1(01 V 02 ) 

, ta  — tb > V 

= ta  — tb < V 

=_ ta  > V 

= ta  < V 

= aw û 

= --,01  A —492. 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 
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Pour simplifier, on utilise souvent la notation 

= v 	ta <vAta >v 
not. tc, — tb = V = te, — tb < V A ta  — tb  > v. 

76 

(5.28) 

(5.29) 

Toute formule 0 e 8+ peut alors être écrite en forme normale disjonctive, notée 

fnd(0), où 

fnd(0) = V 

où n > 1 et O e e pour tout i, 1 < i < n. Remarquons que si 0 E 8, alors fnd(0) = O. 

Pour tous 01,02  e 6+ l'égalité suivante est triviale: 

01  = 02  <=> 01  A 02  -= Faux et 	A 02  = Faux. 

Soit 0 e 0+ une contrainte quelconque. Alors pour vérifier si 0 = Faux on suit le 

raisonnement suivant: 

1. si 0 e 8, donc si Sol(0) décrit un sous-espace convexe, on peut résoudre le 

système d'inégalités linéaires et vérifer s'il admet ou non des solutions; 

2. si 0 e 0+ on doit d'abord transformer 0 dans sa forme normale disjonctive 

fnd(0) = 	0i , 

où 0, E e sont les composantes convexes de fnd(0). Alors, 

= Faux <=> (i: 1 < i ( n)(t9i  = Faux). 

Donc, pour chaque composante convexe Bi  on doit vérifier si Oi  = Faux. 

La procédure de décision de l'égalité de deux formules 01 , 02  e 0+ est la suivante: 

1. transformer 01  A -102 et Ai A 02  dans leur forme normale disjonctive; 

2. vérifier si fnd(Oi  A —,02) = Faux et fnd(---,01  A 02) = Faux. 
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5.2 Restrictions syntaxiques 

Rappelons la définition d'un langage de termes clos T(Op) associé à une signature 

quelconque Op que nous avons présenté à la section 4.3 

• 	Fo  c T(F) ; 

• 	si f e Fn  et t1, ... , tn  E 'T(F), alors f(t i ,... ,tn ) E T(F). 

Ici F0  désigne l'ensemble d'opérateurs d'arité 0, qui dans la définition de £,A. corre-

spondent aux actions temporisées a(ta ) E A x TA. On remarque que la syntaxe de 

GA telle que définie dans les tableaux 5.1 et 5.2 est plus restrictive quant à la façon 

de composer des termes. Par exemple, une composition 

a(ta ).(b(tb)11c(tc )) 

n'est pas permise dans £A puisque selon la grammaire 5.1 pour tout terme T E GA 

T =- a(ta ).S 

le sous-terme S doit être un port, c'est à dire une composition 

S = ai (tai ) • • • an (tan ) • 

De plus, nous imposons certaines restrictions supplémentaires sur les ensembles 

d'actions des termes composés. Considérons l'exemple suivant: 

T = TillT2 

T1 	= al (tai) •Ct2 (ta2 ).a3 (ta3) 

T2 	= bl (tbi ) •C12 (ta2) h  . _ 2 (42  )1 

T est la composition parallèle non-communicante des sous-termes T1  et T2. Or, T1  

et T2 ont l'action a2  en commun. Quelle serait alors la sémantique d'une telle com-

position? Est-ce que juste un des sous-termes peut exécuter l'action a2  et l'autre se 
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retrouve ensuite dans une situation de blocage? Est-ce que T1  et T2 doivent exécuter 

l'action a2  simultanément? Ces situations sont typiquement liées à la communication 

des termes et sont abordées par l'opérateur de composition parallèle communicante [ ]. 

Donc, pour éviter de telles situations confuses nous limitons la composition parallèle 

non-communicante 11 aux sous-termes avec des ensembles d'actions disjoints. 

Formalisons ici les restrictions syntaxiques supplémentaires qui sont imposées dans 

la composition des termes de ,CA: 

1. Si T = 	,T,) e ,C,40  alors 

Act(Ti) n Act(Ti) = 0, 

pour tout 1 < i < j < n. Autrement dit seulement des termes avec des 

ensembles d'actions disjoints peuvent être composés en parallèle avec l'opérateur 

2. Si T 0 : S E £,Aa , alors 

Act(0) C Act(S) et Act(0) C I. 

Donc, seulement les temps d'occurrences d'actions de direction entrée peuvent 

être contraints par des contraintes O. De plus, 0 ne concerne que les actions du 

sous-terme S. 

3. Si T = ROp(o, H, [m, MJ, S) c £Aß, alors 

oEO\H etHU{o}CAct(S). 

Donc, l'action puits o E 0 ainsi que toutes les actions sources de H doivent être 

des actions visibles de S; de plus o ne peut pas être une action source. 

4. Si T = [Ce](Ti ,. ,Tm ) alors 

Act(T) n Act(Ti) = 0, 
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pour tout i 	 j; autrement dit les ensembles d'actions des sous-termes sont 

disjoints; de plus 
711 

C n 	Act(Ti) 

Donc, les actions de communication ne comptent pas parmi les actions de sous-

termes de T. 

5. Si T = Ex(T„,T,,T,), alors Act(Tc) C I. On dit que la condition d'exception Tc  

d'un terme est un observateur puisqu'il ne contient que des actions de direction 

entrée. 

Nous avons maintenant défini le langage GA de spécification algébrique de chrono-

grammes. Dans le chapitre suivant nous donnons une sémantique opérationnelle aux 

termes de GA, autrement dit nous présentons une méthode formelle pour associer 

à chaque terme T e GA un graphe de processus graphe(T), qui est un système à 

transitions étiquetées par des actions temporisées. 



Chapitre 6 

Sémantique opérationnelle 

Dans ce chapitre nous définissons l'ensemble SOp des règles de sémantique opération-

nelle du langage de spécification algébrique fA et appliquons la méthode SOS présentée 

dans la section 4.4 pour associer à chaque terme T E LA un graphe de processus, noté 

graphe(T). 

Le chapitre commence par une présentation informelle et intuitive de la sémantique 

de chacun des opérateurs de composition de Op (section 6.1). Dans la section 6.2.1, 

nous introduisons les notations et concepts de base nécessaires à la définition de la 

sémantique opérationnelle de .C.A. 

Dans les sections 6.2.2 et 6.2.3 nous allons définir la sémantique opérationnelle 

du langage .CA. Finalement, dans la section 6.3 nous montrons que la relation de 

transition —› définie par les règles de SOp est fermée dans £A. 

80 
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6.1 Sémantique intuitive de ,CA 

Les règles de sémantique opérationnelle SOp de GA définissent la relation de transition 

d'états 

—>c.C.AxAxDx.GA 

qui est étiquetée par des actions temporisées (a, v) c A x D, notées a(v). lin tuple 

(T, a, v, Ti) E--> est noté par 
a(v) 

T T 

La relation --> est définie comme l'ensemble de tuples (T,a,v,T1 ) E LAxAxDx GA 

tel que la formule T ai>)  T peut être déduite par des inférences syntaxiques à partir 

des règles de SOp. Dans la section 6.3 nous prouverons que cette relation est bien 

définie, c'est-à-dire que pour tout terme T E GA et pour toute transition T -(±1>i  ) T' 

déduite à partir des règles de SOp, le terme T', aussi appelé successeur de T, est un 

terme de LA. 

Par abus de langage nous dirons alors qu'un terme T exécute une action a(v), 

et transite vers le terme T' lorsque le processus spécifié par T exécute l'action a au 

temps v et évolue vers le processus spécifié par le terme T. 

	

Lorsqu'un terme T effectue une transition T 	T' on dit que le terme T' est 

démarré au temps v. Nous définissons dans la section 6.2.1.2 la fonction a 

a 	—> D 

qui retourne, pour chaque terme T G LA\It il son temps de démarrage ce(T) E D. 

La valeur ce(T) doit être déterminée uniquement à partir de la syntaxe de T. Dans le 

chapitre suivant nous prouverons que la fonction a est bien définie, c'est-à-dire que 

pout tout T e LA et toute transition T tt›!  T' déduite à partir des règles SOp, on a 

que: 

T>' ) 	a(T') = v, 
a(v) , T —› T 	v > a(T). 

(6.1) 

(6.2) 



CHAPITRE 6. SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE 	 82 

Si un terme T ne peut exécuter aucune de ses actions, alors il se trouve dans une 

situation de blocage (en anglais deadlock). T va alors exécuter l'action õ et transiter 

vers l'état de refus 	Le blocage est donc signalé explicitement. Ceci permet, d'une 

part, de détecter une situation de blocage le plus tôt possible, c'est-à-dire dès que les 

problèmes qui causent le blocage sont détectés. D'autre part, l'exécution de õ permet 

de distinguer un terme qui bloque d'un terme qui finit son exécution avec succès juste 

en regardant les traces d'actions du terme. La sémantique du langage LA est telle 

que toute situation de blocage est signalée, c'est-à-dire que tout terme différent de t 

ou 	peut exécuter au moins une action, à la limite l'action de blocage. 

Un terme dont aucune trace ne mène vers l'état de refus est appelé réactif. Le 

sous-ensemble de termes réactifs de .CA est noté par .C.Ar et est défini comme suit: 

.CAr 	{T E GAIT 4,1}. 

Quand un terme T exécute une action d'entrée i E I on dit aussi que T lit l'action 

i. Lorsque T exécute une action de sortie o E 0, on dit que T écrit l'action o. Un 

terme dont toutes les actions sont de direction entrée est appelé un observateur. Un 

terme qui ne contient aucune action de direction entrée décrit un système fermé et 

est appelé un terme fermé. 

6.1.1 Sémantique intuitive de £48 

Donnons maintenant la sémantique intuitive détaillée des termes de £,A0. 

Préfixage: Un terme T = a(ta ).S peut exécuter l'action a (et seulement celle-ci) 

à un temps quelconque ta  = v > Vo  et transite ensuite vers le terme S, décalé au 

temps v, c'est-à-dire tel que toute transition du successeur de T se produira au temps 

v ou plus tard. 

Composition parallèle sans communication: Un terme 11(S. ,Sm) exécute 

simultanément et sans synchronisation les actions des sous-termes S1 , 	Sm. Lorsque 

appliqué à deux opérandes seulement, on utilise surtout la notation infixe Si  11S2. 
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Décalage: 4„ est l'opérateur de décalage strict et 1„ le décalage non-strict, où 

v E D est une valeur temporelle quelconque. Un terme T = 4, (S), respectivement 

T = 	,(S), peut exécuter toutes les actions temporisés a(v) et seulement celles 

que S peut exécuter et qui sont telles que v > v, respectivement v' > v. Si aucune 

telle transition n'est possible, le terme T est dans une situation de blocage et exécute 

l'action d au temps v. 

Les contraintes réactives Max et Min: Les contraintes réactives déterminent 

le temps d'occurrence d'une action de sortie o E 0, appelée action puits, en fonction 

du temps d'occurrence d'un ensemble d'actions H, nommées actions sources, et d'un 

intervalle temporel [m, M], dit intervalle réactif. Max(o, H, [m, 	S) définit un 

processus T qui se comporte comme son sous-terme S à une restriction près: T ne 

peut exécuter l'action puits o E 0 que dans un intervalle de temps [m, M} après 

l'occurrence de la dernière action de l'ensemble d'actions sources H. La sémantique 

d'un terme T = Min(o, H, [m, 	S) est similaire: T ne peut exécuter l'action puits 

o E 0 que dans un intervalle de temps [m, M] après l'occurrence de la première action 

de l'ensemble d'actions source H. 

Les contraintes Min et Max sont appelées réactives parce qu'elles déterminent 

la réaction d'un système qui s'engage à exécuter ses actions de sortie dans certains 

délais temporels calculés en fonctions des temps d'occurrence des actions d'entrée de 

l'environnement (et possiblement de d'autres actions de sortie). Les opérateurs Max et 

Min ne contraignent donc pas les temps d'occurrence des actions de l'environnement, 

elles décrivent le comportement interne du système. Si, par contre, S ne peut exécuter 

aucune action sauf l'action puits, alors T se trouve dans une situation de blocage et 

doit exécuter l'action de blocage d(oz(T)), où a(T) est le temps de démarrage du 

terme T. Donc, dès que le terme T est démarré on peut détecter une situation de 

blocage et exécuter l'action d au temps a(T). 

Contrainte descriptive 0: Un terme T = O : S décrit le comportement du 

terme S, dont les temps d'occurrence des actions sont liés par l'ensemble de con- 
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traintes O. Si ces contraintes sont telles qu'elles contredisent l'information temporelle 

de S, le terme 6+ : S se trouve dans une situation de blocage et exécute l'action õ au 

temps de démarrage ce(T) du terme T. 

6.1.2 Sémantique intuitive de rAn 

Présentons la sémantique intuitive des opérateurs de composition hiérarchique de 

termes. 

La composition séquentielle: T = Seq(Ti , T2) dénote un processus qui se 

comporte d'abord comme T1  et ensuite comme T2 . Ainsi, le sous-terme T2  est démarré 

dès que T1  finit son exécution. 

L'opérateur de récurrence: Un terme T = Loop(S) est la composition sé-

quentielle d'un nombre quelconque n > 1 de fois de S avec lui-même. Le nombre n 

est choisi de manière non-déterministe. Dans la littérature on note Loop(S) souvent 

par S+. On dit que T exécute une séquence d'un nombre arbitraire d'instances du 

processus S. 

Le choix non-déterministe: Un terme T = +(T1 ,...,T,n ) décrit le choix non- 

déterministe faible entre les opérandes T1 , 	, Tm , aussi appelés branches. Le choix 

est faible dans le sens que le passage du temps n'élimine pas la possibilité de choisir 

n'importe quel des opérandes. Par exemple, un terme (ta  = 1) : a(ta ).Ti  + (tb  

3) : b(tb ).T2  peut aussi bien exécuter a(1) et transiter vers <11(T1), qu'exécuter b(3) et 

transiter vers 

Nous utilisons souvent les notations suivantes: 
rn 

± (T11 • • • Trn) 
not. 

	

= 	E Ti , ou 
i=1 

+(TL 	Tm) not. E Ti , où I =- {1, ... 
iEr 

Le choix retardé: Un terme T =e(T1 , ,T,) est la composition des pro-

cessus Ti , aussi appelés branches ou alternatives, qui ont un comportement initial 

commun et qui se distinguent plus tard dans leur exécution par les actions d'entrée 
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qu'ils peuvent lire. Le terme T a alors une phase initiale d'exécution, appelée phase 

de sélection, (qui peut être vide) pendant laquelle uniquement des actions d'entrée, 

peuvent être exécutées. On dit alors que l'exécution de la phase de sélection n'a pas 

d'effets secondaires. Lorsque T exécute une action d'entrée i(v) pendant cette phase, 

il sélectionne uniquement les branches qui peuvent également exécuter l'action i(v) 

et il poursuit la phase de sélection avec les successeurs de ces branches seulement. 

La phase de sélection se poursuit jusqu'à ce qu'une branche unique soit sélectionnée. 

Dès que la phase de sélection est finie, la restriction de ne pas produire des effets 

secondaires est levée: la branche sélectionnée peut alors exécuter des actions de di-

rection sortie. Si, par contre, une branche exécute des actions de sortie pendant la 

phase de sélection, le terme T exécute l'action 6 et signale ainsi un blocage. 

Les notations suivantes sont souvent utilisées: 

not. (1 
) , ou e(Ti, • • • 	= 

i=1 

e (ri,, Tm) not. 
lel Ti , où I = {1, ...,m}.  
ier 

L'opérateur d'exception: Ex(Tri , Tc , Te ) est un terme qui, à priori, se comporte 

comme le sous-terme Tn , nommé comportement normal. Lorsque le processus Tc  , dit 

condition d'exception, finit son exécution avant Tn , on interrompt l'exécution de Tn  

et on démarre le processus Te , nommé exception. Te  est un observateur, autrement 

dit il ne contient que des actions d'entrée. 

La composition parallèle avec communication: L'opérateur [] définit une 

composition parallèle avec communication de type "lecture multiple/écriture exclu-

sive" d'un nombre m > 2 quelconque de termes. Le terme 

T = [C , E](T1  , 	, Tin ) 

est la composition parallèle des sous-termes T1 ,...,Tm  qui communiquent via les 

actions de l'ensemble d'actions de communication 

{ci, • • • , en} c 
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À chaque action c G C on associe un ensemble d'actions 
Tfl 

€(c) C U Act(Ti) 

appelées instances de c, telles que tout sous-terme Ti  a tout au plus une instance de 

c parmi ses actions: 

(Vc E C, Ti  sous—terme de T)(1 e(c) n Act(Ti)1 G 1). 

Les sous-termes Ti  tels que 

€(c) n Act(Ti)I = 1 

communiquent via l'action c. Si un sous-terme Ti  communique via une action de 

communication Ti  on utilise la notation 

= e(c, Ti ) E Act(Ti) 

pour désigner l'instance de c dans Ti. 

En exécutant une action de communication c le terme T force l'exécution syn-

chronisée de toutes les instances ai  E e(c) par les sous-termes qui communiquent via 

c. Les actions de c(c) sont aussi dites internes parce qu'elles ne sont pas visibles dans 

T, c'est-à-dire qu'aucune trace de T ne peut les contenir. 

6.2 Sémantique opérationnelle de .CA 

Nous commençons par un rappel des définitions de SDT. Ensuite, nous définirons 

les notations et notions utilisées dans la définition de la sémantique opérationnelle de 

LA. Finalement, nous définirons un ensemble de règles de sémantique opérationnelle, 

noté SOp, pour le langage LA. 

6.2.1 Définitions et notations 

Avant de donner les règles de la sémantique opérationnelle de ACTC nous devons 

introduire un nombre de prédicats et de fonctions définis sur le langage LA. 
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Commençons par un rappel succinct des définitions présentées dans la section 4.4. 

6.2.1.1 SDT — rappel de définitions 

La méthode SOS consiste à définir un système de déduction de termes, notation SDT, 

sur le langage LA. La définition complète d'un SDT a été donnée dans la section 4.4. 

Rappelons ici les définitions les plus importantes de cette section. 

Un SDT clos 0 = (T(.7.), D) est défini sur le langage de termes clos associé à 

une signature F par un ensemble de règles de déduction (aussi appelées règles de 

sémantique opérationnelle) D. 

L'ensemble D = (o p , Or ) est paramétrisé par Op C 21-(7)  et 0, C 27-( Y) x T(F) , qui 

représentent respectivement un ensemble de symboles de prédicats et de relations de 

termes du langage de terme T(.F). 

Soient P E Op un symbole de prédicat et R. E 0, un symbole de relation et soient 

s,t,u e T(.F) des termes quelconques. On appelle les expressions Ps et tnu des 

formules. Une règle de déduction dEDa la forme suivante: 

H 
C 

où H est un ensemble de formules appelées hypothèses de d et C est une formule, dite 

conclusion de d. Informellement, une formule e est prouvable dans 0 et on écrit 

0 H 0 

si 1» peut être déduite à partir des règles de D par induction structurelle. 

Soit 0 = (T(T), SOp) un SDT avec SOp = (O p , Or ). Le système de transition 

induit par 0, noté ST(0) = (S, --) est défini comme suit: 

• l'ensemble d'états est S = T (.T) , 

• la relation de transition ---> est telle que 

--+= {(s, t) e T(F) x T(F) 1 (7Z, E Or ) (0 H sR.t)} . 
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Pour définir à partir de 0 un système de transitions étiqueté par un ensemble 

d'actions temporisées A x D, où D est un domaine temporel quelconque, l'ensemble 

0, doit contenir une relation 'R.„,, pour chacune des actions a E A: 

Or 	tka,v a e A,v E DI. 

Notons ce STE par STE(0). La relation de transition étiquetée est alors définie 

comme: 

{(s, a, v, t) E T(F) x A xD x T(T) 0 I— s„t}. 

Donc, pour donner une sémantique opérationnelle aux termes clos de T(T), il suffit 

de définir un SDT 0 = (71.71D), qui associe le système à transitions étiquetées 

STE(0) aux langage de termes T(F). Ensuite, tel que présenté dans la section 4.1, 

on définit pour chaque terme clos t e (F) le STEI, noté graphe(t), qui est la partie 

atteignable du système à transitions STE(0) initialisé par t. 

6.2.1.2 Fonctions, prédicats et relations dans SOp 

Dans cette section nous définissons les prédicats et fonctions par lesquels l'ensemble 

de règles de sémantique opérationnelle SOp du langage £A est paramétrisé. 

La fonction a 

Rappelons que dans la section 6.1 nous avons présenté d'une manière intuitive la no-

tion de démarrage d'un terme quelconque T e £A. Donnons maintenant la définition 

formelle de la fonction de démarrage a. 

Nous notons par £A0  c J2A le sous-ensemble de termes qui ne contiennent aucun 

opérateur de décalage: 

£.40 d=e-f  A n T(Op \ 	<11). 

£A0  est appelé le sous-langage de termes initiaux. Nous prouverons dans le chapitre 
a(v) 

suivant que selon les règles de SOp il n'existe aucune transition T ----> T telle que 

T E £A0  — d'où la notion de terme initial. 
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Définition 6.1 La fonction de démarrage 

: LA\ It , —4 D 

est définie récursivement pour tout terme T E LA différent de t et 4. comme suit: 

1. si T e .CA0  alors a(T) = Vo ; 

2. si T = 4„(S) alors a(T) = v; 

3. si T = ,(S) alors a(T) = v; 

4. si T = f 	,Trii avec f e Op\ { -(1} et n > 1 alors a(T) = min{Ti  actif} a(Ti)• 

Rappelons que, par définition, un sous-terme S d'un terme quelconque T E LA 

est dit inactif si et seulement si 

1. T = a(ta ).S, avec a E .A.0  et ta  E T A  ou 

2. T = Seq(Ti , S) ou encore 

3. T = Ex(T„, Tc , S). 

Par négation, un sous-terme est actif s'il n'est pas dans une des situations énumérées 

ci-haut. 

La fonction F 

Tout terme de T E LA contient de l'information temporelle, qui est soit réactive 

(spécifiée par les opérateurs réactifs Max et Min), ou bien descriptive. L'information 

descriptive peut être implicite, telle que l'ordonnancement des temps d'occurrence 

d'actions composées séquentiellement, ou spécifiée explicitement par les contraintes 

descriptives O. L'information temporelle O décrit les suppositions que le terme fait 

sur le fonctionnement de son environnement et l'information réactive décrit les pro-

priétés internes du terme: le terme doit respecter les contraintes réactives si son 

environnement satisfait les contraintes descriptives. 



F(t) 

F (a(ta )) 

r(a(ta ) . T) 

Sol(Vrai) = D A  

Sol(Faux) = 

Sol(ta  > vo) 

F(T) n soi(ta  > Vo A ( A 	tb > ta )) 
Act(T) 
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Tableau 6.1: La fonction r appliquée aux termes de £Aß 

Nous définissons la fonction 

F : .C.A. 

qui, pour tout terme T e GA, retourne l'ensemble de vecteurs qui forment l'espace 

temporel défini par les contraintes descriptives d'un terme ainsi que par l'ordonnence-

ment implicite des actions sur les ports d'un terme quelconque. Rappelons que DA*  a 

été défini dans la section 5.1.4 comme l'ensemble de vecteurs, complets ou incomplets, 

de valeurs temporelles correspondant aux variables temporelles de T A. La définition 

inductive de la fonction F pour des termes de T G .C.,40 est donnée dans le tableau 

6.1 et pour des termes hiérarchiques dans le tableau 6.2. 

La notation 1--<' a la signification que nous lui avons donnée dans le chapitre 

précédent, équation 5.8, pour un ensemble quelconque de vecteurs V C DA*.  Donc, 

F(T) = r(T) n Sol( A 	ta  x), 
aeAce(T), 

où -.‹E {<, <, >, >}. 

Le prédicat First 

Le prédicat First(a(v), T) est vrai si et seulement si l'exécution de a(v) comme 
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r(sec(Ti, T2)) 	- F(T1) 

E] (Ti, • • • ,Tm )) 
	

Crlî F(Ti))tc/ta,Vc E C,Va E e(c) 

r(Loop(T)) 
	 F(T) 

( ?2  Ti) 
	

- 	F(T) 

F( Ill  Ti) 
	

- 	r(Ti) 

r(Ex(Tc,Tn, Te)) 
	

- F(Tn)n r(Tc) 

r(ii(f Mi, • • • , Ta) = r?v(f[Ti,...,Tn])), Si f E Op \ {+,e)} 

= 	Ur_11-?v (Ti), si f E {±, el 

l'(4(f [Ti, • • • ,T])) = r>v(f[Ti, 	,T])), si f e Op \ {+, e} 

= 	Ur=i r>v (Ti), si f c {+, ,ED} 

Tableau 6.2: La fonction F appliquée aux termes de .C7_/  

première action de T ne contredit pas l'information temporelle descriptive du terme 

T. 

First(a(v), T) 	 n soi(ta  = v) 	0 

La fonction exec 

La fonction exec est définie pour chaque terme T et désigne toutes les actions tem-

porisées que T peut exécuter: 

exec(T) = ta(v) (37-1' G .,4)(T '14)  TI)} 

Nous utilisons aussi les notations suivantes: 

exec6(T) = { a (v ) G exec(T) a 

exec>v(T) = ta(v1 ) e exec(T) I  v > v} 

exec?-v(T) = {a(v) e exec(T) v > vl 

exec(T) = la(v1) exec(T) v/  < vl 
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<v exec- (T) = {a(v) e exec(T) v < v}. 

Le prédicat Wait 

Le prédicat Wait(v, T) est défini pour tout terme T e £11et tout v > O. Wait(v, T) est 

vrai si et seulement si T peut attendre jusqu'au temps v avant d'exécuter ses actions. 

Formellement, Wait(v, T) est vrai si et seulement s'il existe une action quelconque 

a E A que T peut exécuter au temps v ou plus tard: 

Wait(v, T) de-  (]a(vi ) e exec(T)) (v > v). 

Autrement dit 

Wait(v, T) <=> execy(T) 

Notons ici que dans la section 8.3.1 nous allons prouver que pour tout terme feuille 

T E £43 le prédicat est vrai si et seulement si toute action de exec(T) peut encore 

être exécutée au temps v ou plus tard. 

Le prédicat Urgent 

Finalement, on définit le prédicat Urgent(a(v), T) qui est vrai si et seulement si 

l'exécution de l'action a par le terme T est urgente au temps v, c'est-à-dire si T 

peut exécuter a au plus tard au temps v. Formellement, 

Urgent(a(v), T) 	E GA)T ae-4)  T' A (VI/ > v)T 	 . 

6.2.1.3 Formules dans S Op 

Contrairement aux définitions présentées dans la section 4.4, où les règles de sémantique 

opérationnelles étaient définies sur tout le langage de termes T(Op), l'ensemble de 

règles de sémantique opérationnelle SOp que nous définissons ne concerne que les 

termes du langage GA C T(Op) défini dans le chapitre précédent. On peut alors 

considérer que les termes de T(Op) qui ne satisfont pas aux restrictions syntaxiques 
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du langage LA ne peuvent effectuer aucune transition. Formellement, 

a(v) 
(VT E T(Op) \ LA, a E A, v E D,T e T(Op))(T 74 T') 

Pour que le SDT °(EA., SOp) soit bien défini alors, il va falloir prouver que le 

sous-langage LA est fermé aux transitions, c'est-à-dire que pour tout terme T e 
a(v) 

et toute transition T --> T' le successeur T' est aussi un terme de LA. Cette propriété 

et d'autres propriétés importantes de fermeture seront prouvées dans la section 6.3, 

après avoir introduit toutes les définitions nécessaires. 

Pour le langage algébrique LA les hypothèses H des règles de sémantique opéra-

tionnelle peuvent être de la forme suivante: 

1. des formules concernant la relation de transition 	avec T,S E LA, a E A, et 

v > 0: 

a(v) 
• T ---> S; 

a(v) 
• T 74; 

2. des formules concernant l'ensemble exec pour T E G, v > 0 et o c 0: 

• exec<v(T) = 0; 

• exec>v(T) = 0; 

• exec?-v(T) = 0; 

• exec(T) = fol; 

3. des formules Wait(v, T), pour T E et v > 0; 

4. des formules First(a(v), T), pour T E £Aß, a e Ao\ {(5}, et v > 0; 

5. des formules Urgent(a(v), T), pour T E G, a G A, et v > 0; 

6. de propositions variés telles que v > vi, etc.; 
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7. des quantifications universelles sur des univers finis, par exemple 

(Vi 	 Wait(v,Ti )) 

ou infinis, par exemple 

(Va(v) E exec(T))(v > vo); 

8. des négations, conjonctions, et disjonctions des formules décrites plus haut. 

La conclusion de toute règle de SOp 

H„ 
— G bup, 

est une formule: 
a(v) C = T —› T , 

où T e GA, a E A, et v e D. 
Nous pouvons maintenant définir l'ensemble de règles de sémantique opérationnelle 

du langage GA. Nous présentons les règles concernant les termes feuilles dans la sec-

tion 6.2.2 et celles concernant les termes hiérarchiques dans la section 6.2.3. 

6.2.2 Sémantique opérationnelle de £A3 

Les tableaux 6.3 et 6.4 définissent les règles de sémantique opérationnelle des termes 

feuilles de £A0  dans le style de Plotkin [74]. 

Nous utilisons les conventions de notation suivantes: 

• variables v, vt, vi, . C D 

• par défaut a, b,... e A8 \ {S}; lorsqu'une transition T a4)  r peut être aussi 

considérée comme un blocage, ceci sera signalé explicitement en notant que 

a G A; 

• par défaut T,r,Ti ,Ti E £.48 \ It , 4,1;  si T, T peuvent désigner aussi un terme 

inactif, ceci sera indiqué explicitement en notant T, T' E £.410. 



Par12) (5(v) 
il (T1, • • • ,Tm ) —> 

d(v) 	 < (Vj 	i) (exec-v  (Ti) = 0)  

aE A,TELA  (T)  aLr),/ ) T, 

- Décalage strict 
a(v') 

T —> T' v' > v  Dsi ) exec>v (T)  
DS2) 	Ô(v) 

<le)  
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- Préfixage 

Pi) 	
v > Vo  

a(ta ) . T 
a(v)
—>  4(T) 

P2)  V > VO  

a(ta) 

- Composition parallèle 

Pari) 

 

a(v) 	. 	. 	. 
---> 	, V3 	Wart(v, Ti) 

- 	• Ti, - ,Tm) a
(
v›)  (<vT1,  

 

 

(Ti+i), • • •,(Tm)) 

a(v) 
Par2) 

. 
---> t j 	

. 
Wart(v,  Ti) m > 2 

11(111, • • • , T,... ,Tm)a
(
v) (<v(T1), • • • , 	 (Ti-F1), • • • 	J(Trn)) 

Par3)  
a±t>j)1', Wait(u, T3)  z  E {1, 2} ,z 	I 

a4  4) (T3  ) 

- Décalage 
a(v') 

Di) 	T —> T' , v' > v 
a(vi) 

T 
E A, T' e LA D2) 

exec?v(T) =  

(T) 

- Supposition 
a(v) 

	

, 	T —> T' , First(a(v), 	
a(v) 

: T) 	 T —> t, First(a(v), 0 : T)  

	

suPP1) 	a(v) 	 SUPP2) 	 a(v) 
0 : T --> 0 1 :T  

5(v) 
suPP3) 

T —> 	supP4) Va(v) E exec(T) —,First(a(v). 0 : T)  ,a = a(0 : T) (5(v) 	 5(a) 

Tableau 6.3: Sémantique opérationnelle pour les opérateurs . , 	4, 



- Max 

Maxi) 
a(v) T -> T', IH - 	1  

(v 
Max(o, H, [m, M], T) a)-> Max(o, H - 	[m, m],r) 

a E Aß \{å,o}  

a(v) 

Max2) 	 a(v) 	 7 
Max(o, {a}, [m, 	T) -> m < to  - v M: T' 

a E 110 {6,0} 

a(v) T ->  Max3) a E Aß \ {o} a(v) 
Max(o, H, [m, M], T) 

Max4) exec(T) {o}  	a = a(Max(o, H, [m, 101,T)) 
Max(o, H, [m, M], T) 6->(a)  

- Min 

Min) 	

a(v) T -> T,aeH  , 	a E 	\ {6, ol 
Min(o, H, [m, M],T) aj>v)  Min(o, H, [771, 	T 1 ) 

ci(v) 	, T -> T,aEH  
Min2) a(v) 	

, a E Aß \ {å,o} 
Min(o,.FI, [m, 	T) -> m < to  - v 1 V : T' 

a(v) T->/  Min3) 	 a(v) 	a E A3 \ {O} 
Min(o, H, [m, M],T) -> 

exec(T) = {0} 	a  a(Min(o, H, [m, M],T)) Mino 
Min(o, H, [m, M], T) 
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Tableau 6.4: Sémantique opérationnelle des opérateurs Max et Min 
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Expliquons maintenant les règles de sémantique opérationnelle des tableaux 6.3 

et 6.4. 

Décalage temporel non-strict: Un terme li,(T) décalé par une constante tem-

porelle v ne peut effectuer que les transitions de T qui ont lieu à un temps supérieur 

ou égal à v 	1). Si aucune telle transition n'est possible, 	(T) signalise un blocage 

au temps v 

Décalage temporel strict: L'opérateur d a la même sémantique que le décalage 

à l'exception du fait que les transitions admissibles doivent avoir lieu à un temps 

strictement supérieur à v. 

Préfixage d'actions: Un terme a(ta ).T peut exécuter uniquement l'action a, 

à un temps v > 0 quelconque. Puisque l'exécution d'une action prend un temps 

non-nul, le terme T est ensuite décalé strictement au temps v; 

Composition parallèle sans communication: La règle Pari  stipule que dans 

un terme 11(T1 , 	, Tm ) un sous-terme ne peut exécuter une action quelconque à un 

temps donné v que si tous les l'autres sous-termes peuvent attendre jusqu'au temps 

v. Autrement dit il n'y a aucune autre action dont l'exécution soit plus urgente. La 

règle Par2  correspond à la situation où un des sous-termes Ti  finit son exécution avec 

succès au temps v. La composition parallèle m-aire est alors remplacée par la compo-

sition (m — *aire des sous-termes restants, décalés par l'opérateur 	Remarquons 

que cette règle ne s'applique que si le terme a au moins trois opérandes. Le cas de la 

composition parallèle binaire est explicité par la règle Par3: lorsqu'un des deux sous-

termes T, transite vers l'état t au temps v, la composition parallèle est désactivée et 

remplacée par le sous-terme restant, décalé par l'opérateur 	Dès qu'un des sous- 

termes bloque, selon Par4 , le terme composé bloque aussi. Le successeur d'un terme 

composé avec l'opérateur II est décalé par l'opérateur 	contrairement aux termes 

préfixés, dont les successeurs sont décalés par l'opérateur d. On permet ainsi la con-

currence des actions exécutées en parallèle, tout en assurant la monotonie temporelle 

des séquences d'exécutions d'actions. 
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La contrainte descriptive 0: Soit 0 : T un terme et supposons que T ±-> T. 

Selon suppi , si l'exécution de a au temps v comme première action ne contredit pas 

les suppositions 0, le terme 0 : T peut l'exécuter. On remplace alors toute référence 

à la variable temporelle ta  par le temps d'occurrence v de l'action a. 0 : T finit 

son exécution lorsque T peut exécuter sa dernière action sans violer les contraintes 

temporelles (supp2). Le terme 0 : T bloque si le sous-terme T bloque (supp3), ou 

bien si aucune transition possible de T ne satisfait aux contraintes de 0 (supp4). 

L'opérateur réactif Max: Le terme Max(o, H, [m, M], T) contraint le temps de 

l'action puits o par rapport au temps d'occurrence de l'action source qui sera exécutée 

en dernier parmi les actions source de l'ensemble H. Les deux premières règles don-

nent les conditions dans lesquelles le terme Max(o, H, [m, _M],T) peut évoluer vers un 
a(v) terme actif. Si T 	T' et si. a n'est pas l'action cible o, alors selon la règle Maxi, 

l'opérateur Max est transféré au successeur T de T, avec quelques modifications: l'ac-

tion a est éliminée de l'ensemble d'actions sources. Si a était l'unique action source 

de H et implicitement aussi la dernière action source, alors, selon la règle Max2, le 

terme V sera contraint par la relation temporelle m < ta  — v < M. Ceci implique que 

l'action o devra être exécutée à l'intérieur de l'intervalle réactif. Max(o, H, [m, M], T) 

termine avec succès si et seulement si le sous-terme T termine avec succès (Max3). 

Le terme bloque si son sous-terme T bloque (Max3), ou bien si la seule action que T 

peut exécuter est l'action puits (Max4). 

L'opérateur réactif Min: Le terme Min(o, H, [m, 	T) contraint le temps de 

l'action puits o par rapport au temps d'occurrence de l'action source de H qui sera 

exécutée en premier. La sémantique de l'opérateur Min ne diffère de celle de Max 

que par la règle concernant l'exécution d'une action source. Supposons que T (L4 T', 

où a o. Si a est une action source, selon la règle Min2, implicitement elle doit être 

la première action de H à être exécutée: l'opérateur réactif est alors remplacé par la 

contrainte temporelle m < t, — v < M. Ainsi l'exécution de l'action puits o se fera à 

l'intérieur de l'intervalle réactif. 
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6.2.3 Sémantique opérationnelle de rAn 

Les tableaux 6.5, 6.6, et 6.8 présentent l'ensemble de règles de sémantique opérationnelle 

des opérateurs hiérarchiques dans le style de Plotkin [74]. 

Les conventions de notation suivantes seront utilisées: 

• par défaut a, b, E A \ {d} donc, différentes de 8; le cas contraire sera précisé 

explicitement; 

• par défaut 	 LA\ {1.- , 4.} (sauf indication contraire); 

• 9(1') 

• <i(t) 

• 

• 

• 

• ± T . . . Ti-1, t 	Tn)  

le (lel, • • • Ti-11 t) Ti+17 • • - Tn) n2"-L.  ED(Ti, • • • 	Ti+i, • • • n), 

• • • • , Ti-ht,Ti-H., • • ,n) 
	

[C  E]gl, 	 • • • 'Tri). 

où n > 2. 

Dans les sections suivantes nous donnons des explications détaillées des règles de 

sémantique opérationnelle des termes hiérarchiques. 

La composition séquentielle: La composition séquentielle Seq(Ti, T2) de deux 

termes est un processus qui exécute d'abord toutes les actions de T1  (voir la règle 

Seqi), qui démarre l'exécution du deuxième terme T2 dès que le premier terme a fini 

son exécution avec succès (règle Seq2), et qui bloque lorsque le premier terme T1  

bloque (règle Seq3). 



5(v) 
T › eq3) 	1 —  

å(v) 
Seq(li T2) -+4- 
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- Choix non-déterministe 
a(v) 

T T 

E (Ti) a4u)  Tzt  
i=1 

a(v) 
2) t  

a(v) 

i=1 

å(v) 	 ô(v) 
---> 	A  (Vj 	i)(Ti —› 4. V-iWait(v, Ti))  

3) m 	8(,) 
i=1 

- Composition séquentielle 
a(v) 	 a(v) 
--> 	 —> t  Seqi)  	Seq2) a(v) 	 a(v) 

Seq(Ti , T2 ) —> Seq(T, T2) 	Seq(Ti, T2) --> 4(72) 

- Boucle 

B1) 
T 

 a( v ) T, 	
B2) 	

T 	T, 
a(v) 

Loop(T) —> Seq(r, Loop(T)) 	Loop(T) 

a(v) 	 a(v) 
T --> t 	T 	t  

B 4 B3 ) a(v) 	 a(v) 
Loop(T) —> 4 (Loop(T)) 	Loop(T) —> t 

å(v) 
B5) 	T -->  

å(v) 
Loop(T) —> 

Tableau 6.5: Sémantique opérationnelle des opérateurs de choix non-déterministe, de 

composition séquentielle, et de boucle 



Composition parallèle avec communication 

Notations: 

T 	[C fl(Tl, • • • 'Tm) 

I(a) = ti l  Act(Ti) n e(a) 

J (a) = {1, 	\ I (a) 

= e(a,Ti), i E I (a) 

Ci =tcEClei (c)01 

V c E C , (c) dl c(c) n ( u Act(T) U Act(Ti)), 
ieI(c) 	je.1(c) 

(Vi E I (a))(Ti  ae 271), j E J(a))(Wait(v,r))  
COM1) 	 3  a(v) „ 

T 	[C 	,e]iEi(u.)(T:,v(T3)) 
3E.1(a) 

s(v) 	. 	. 
T- —> 4..,V 3 	z Wart(v,T3 )  

Com2) 	 d(v) 

ie(v) oc(v) 

Com3) —> Ti' , Ti 74 , (Vie i)(Wait(v ,Tk))  

T 5(v) 
—> 

a, (v) 
Urgent(Ti, ic(v)), 	74 , (ek i)(Wait(v,Tk))  

Com4) d(v) T —* 

oc Iic,I E 
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Tableau 6.6: Sémantique opérationnelle de l'opérateur de composition parallèle avec 

communication 
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Choix retardé 

Notations: 

T T 

J 6  dl  ti E {1,...,m}  I 	exec(Ti)}, 
vd def 	 Ti  ò(v) 

I C {1, ... ,m} 

CR1) Hypi  (T)  def (Vi G I)(Ti'cl`>')  T:), (V j E {1,...,m} \/)(Ti  
Cone].  (T) 	 T ic(v)  e) 

iei 

-vp 	Hyp2  (T)  def 	icet, 	
ic(v)  T:, T: 

C""-2/ Conc2  (T) 	 6(v) T—*.  

ic(v) 	 ic(v) 	ic(v) 
CR3) 

Hyp3  (T)  def Tj 	t, (Vi G {1, . . . , m})(Ti —> t V Ti  74 )  

Hyp4 (T)  def conc4(T)  — 
oc(v) , Ti 2., f E  

â(v) 	z 
T—* 

CR5) Hyp5  (T)  def j6  
Conc5(T) 	«vs) 

T 

CR6) HYP6 (T)  def J'5«  = fil , a)  , v > v6  
Conc6  (T) 	 a(v) 	 E a E A 

T 

2 < 1J61 < m,HYPk( ED 
CR7) Hyp7(T)  def 	 jEJ5 	, 1 < k < 6 

Conc7(T) 	 Conck  (T) 

Conc3(T) 	 T icet 

Tableau 6.7: Sémantique opérationnelle de l'opérateur 9 
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- Exception 
ic(v)  

Tn -+ 	Te  
Exi) ( v  Ex(Tn  , , Te ) ic)

-4 Ex(T, Tc  Te ) 

a(v) 	a(v) 

Ex2) Tn  -÷ Tn ,T, 74 Wait (v, Tc )  
a(v) Ex(T„, , Te ) 	Ex(Tn, _ (Tc) Te) 

ic(v) 
T 1-* T  Ex3) n ' ic(v) c' 

Ex(Tn , Tc, Te ) —› Ex(4, (Tn ),T, Te ) 

ic(v). 	 a(v) tWart(v,n) 	 t, Wait (v , Tc )  
Ex4) Ex5 ) 

ic(v) 	 a(v) 
EX(Tn,Tc,Te) 	(Te) 	Ex(Tn , Tc T e) 

c5(v) 	 d(v) 	. 
T 	—> 4. W ait ('? ,T n) 	Ex7) Tn  

Ex6) 	c 	eî(v) 	 6(v) 
Ex(Tn , Tc, e) 	 Ex(Tn  Tc, T e) 

Tableau 6.8: Sémantique opérationnelle de l'opérateur Ex 
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La composition parallèle avec communication: L'opérateur [C, el définit une 

communication de type lecture multiple/écriture unique qui supporte le paradigme 

de causalité. Nous allons expliquer ces concepts avant de présenter les règles de 

sémantique opérationnelle de l'opérateur. 

Rappelons qu'un terme T -= 	c](Ti , . , Tm ) est la composition parallèle des 

sous-termes T1 , 	, Tm  qui doivent se synchroniser via l'ensemble d'actions de com- 

munication C C C: à chaque action c e C correspond un ensemble d'actions 

rn 
E(C) C 	Act(Ti ) 

tel que tout sous-terme a tout au plus une action dans l'ensemble E(c). Formellement, 

le(c) n Act (Ti) < 1, 

pour toute action c E C et tout i : 1 < i < m. Puisque les ensembles d'actions des 

sous-termes Ti  sont disjoints par définition, toutes les actions de e(c) associées à c 

sont différentes les unes des autres. 

On dit que les sous-termes Ti  qui ont une action ai  E Act(T) n €(c) communiquent 

entre eux via c. L'action ai  est alors notée par E(c, Ti) = ai  et est appelée l'action 

interne de Ti  associée à c. 

T exécute une action de communication cECxD si et seulement si tous les sous-

termes Ti  qui communiquent via c exécutent simultanément leur action interne ai  = 

E(c, Ti) correspondante. Remarquons qu'une action ai  E Act(Ti) peut correspondre à 

plus d'une seule action de communication. 

On dit qu'un processus lit une action si elle est spécifiée comme action d'entrée 

dans ce processus; l'action est écrite par le processus si elle est spécifiée comme action 

de sortie dans le processus. L'opérateur hiérarchique de composition parallèle définit 

une communication de type écriture unique/lecture multiple: une même action peut 

être lue simultanément par un nombre arbitraire de processus mais elle ne peut être 

écrite que par un seul processus, tout au plus. Alternativement, elle est une action 
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de l'environnement global (lecture seulement). Concrètement ce principe de commu-

nication se traduit par la restriction suivante: pour chaque action c G C l'ensemble 

e(c) contient tout au plus une action de direction sortie, toutes les autres étant de 

direction entrée. 

Lorsque des termes sont composés en parallèle hiérarchiquement à plusieurs niveaux, 

on doit appliquer ce même principe de communication récursivement. Une action de 

communication c d'un terme hiérarchique T peut devenir interne lorsqu'associée à 

une action de communication c d'un niveau hiérarchique supérieur. Considérons 

l'exemple suivant: 

Exemple 6.1 Soient T1 , T2, T3  G LA/3  les termes feuilles suivants: 

T1  il  (4, )1 i2  (42  ) 

T2  01 (toi ) 

T3  i3  (43  ) .i4 (t) .i5  (45  ). 

Soient S1 , S2  e LA et des termes hiérarchiques tels que 

81 	= 	, 

cl 	= 	{cl}, 

T2),  

€1(c1) fil °1}1 

et 

S2 = [C27 62](S1, T3),  

c2 	= {C2, C3}, 

€2 (c2) =  {Cl i3}1 

€2(c3)= {i2 • 

Dans le terme S1, les actions il  et oi  sont associées à l'action de communication 

cl  et deviennent des actions internes. L'ensemble d'actions visibles de 81  est alors 
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Act(S1 ) = Ic1 ,i21. Dans le terme 82 , 81  est composé avec T3. L'exécution de i2  et 

i4  se synchronise via c3 . On remarque que l'action de communication cl  est l'action 

interne de S1  qui correspond à c2. 

Tout terme T = f 	,Tm,) e GAw, m > 1, où f E Op w  est un opérateur 

hiérarchique, est récursivement composé à partir de termes feuilles. Ainsi toute action 

a e Act(T) est soit une action simple ou bien correspond à un ensemble d'actions 

simples, appelés descendants de a. L'ensemble de descendants d'une action a est noté 

descT(a) et est défini récursivement comme suit: 

• descT(i) = {i}; 

• descT(o) = 

• descT(c) 	U 	descT, (ai), si T = [C,(](Ti , 	m> 2; 
a,=e(c,T2 ) 

• 	descT(c) = U descT,(c), pour tout sous-terme Ti  tel que c E Act(T,). 

En appliquant le principe de communication hiérarchiquement, on déduit qu'un 

terme T ne peut exécuter une action de communication c que si toutes les actions 

simples de desc(c) peuvent être exécutées par les termes feuilles qui sont à la base 

de la composition hiérarchique de T. Par conséquent, selon le principe de l'écriture 

exclusive, pour toute action de communication c E C il ne peut y avoir qu'une seule 

action de sortie tout au plus dans l'ensemble desc(c): 

(Va G A)( Idesc(a) n O < 1). 

Une action de communication dont tous les descendants sont des actions d'entrée est 

notée par ic. Une action de communication dont l'ensemble des descendants contient 

une action de sortie est notée oc. 
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Exemple 6.2 Soit S2  le terme de l'exemple 6.1. La fonction desc appliquée aux 

actions de Act(S2 ) = {c2 ,c3 ,i5 } retourne les ensembles d'actions suivants: 

descs, (c2) = Ii31 U descs, (ci) 

= {i3} U {il , oi} 

01}; 

descs2  (c3) = 	i4 1; 

descs2 (i5) = {i5}. 

La composition parallèle avec communication satisfait au principe de causalité: 

lorsque plusieurs processus partagent une action, dont un processus en mode écriture, 

le processus qui écrit peut choisir le temps d'exécution de l'action à l'intérieur de 

son intervalle réactif. Les autres processus en mode lecture vérifient alors si cette 

exécution satisfait aux suppositions qu'ils ont faites sur l'environnement, sinon le 

processus composé bloque. Donc, lorsqu'une action de sortie o communique avec 

un ensemble d'actions (d'entrée), le temps d'occurrence de l'action de communica-

tion correspondante est déterminé uniquement par l'action de sortie. Pour qu'une 

action ic puisse être exécutée il doit y avoir un instant où tous les sous-termes 

qui communiquent via ic puissent exécuter leur action interne correspondante. Par 

contre, lorsqu'une action de communication oc correspond à une action de sortie 

o E Act(Ti) alors à tout instant où Ti  peut exécuter o, les autres sous-termes com-

municants doivent pouvoir exécuter leur action interne ai (v) correspondante. Cette 

caractéristique est, à notre connaissance, unique parmi les opérateurs de composition 

parallèle avec communication que l'on rencontre dans la littérature. 

Finalement, on peut étendre la fonction e aussi aux actions de T qui ne sont pas 

des actions de communication: on définit e(a) = {a} pour toute action a E Act (T)\C. 

Plus encore, on peut définir e(a) = {a}, pour toute action de A\181. 

On note al  a2  [56] et on dit que deux actions al , a2  E Act(T) communiquent, si 



CHAPITRE 6. SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE 
	 108 

elles correspondent à la même action de communication. Formellement, 

al  I a2  <=> (c E C)(al  E c(c) A a2  E €(c)). 

Remarquons ici que est commutative, transitive, et réflexive. La relation est donc 

une relation d'équivalence sur l'ensemble d'actions d'un terme. Nous pouvons main-

tenant expliquer les règles de sémantique opérationnelle de la composition parallèle 

avec communication. Soit T = [C, €](T1 ,. , Tm ) e C. et a E Act(T) une action 

quelconque de T. Dans le tableau 6.6 nous introduisons les notations suivantes: 

• /(a) = 	E {1, 	,m} Act(Ti) n e(a) 	0} est l'ensemble d'indices des 

sous-termes Ti  qui communiquent via l'action a E Act(T). En particulier, si 

a E Act(T) \ C, alors il existe un unique sous-terme Ti  E I(a), notamment le 

sous-terme tel que a E Act(Ti) (parce que les ensembles d'actions des sous-

termes Ti  sont disjoints par définition); 

• J(a) = 	e {1, ...m} Act(T3 ) n e(a) = 01 est l'ensemble d'indices des sous- 

termes Ti  qui ne communiquent pas via l'action a; 

• ai  = e(a, Ti) est l'action interne du sous-terme Ti  qui correspond à l'action a. 

L'action ai  n'est définie que pour les sous-termes Ti  tels que i e I(a). De plus, 

si a « C et I(a) = fil, alors ai  = a. 

La règle Comi  décrit les conditions d'avancement du terme T, c'est-à-dire les 
a(v) transitions T --> T avec a 6. Pour que T puisse exécuter une action quelconque 

a(v) e Act(T) il faut que tous les sous-termes Ti  qui communiquent via l'action a 

puissent exécuter leur action interne correspondante ai  = e(a, Ti ) au temps v et que 

tous les autres sous-termes Ti  puissent attendre jusqu'au temps v. Formellement, 

(Vi e I(a))(Ti 	In A (Vj E J(a))Wait(v, 

Si ces conditions sont satisfaites T peut exécuter a(v) et transite ensuite vers 

T = [C' , 	(a), (Tt, 	( 1T )) , 
jEJ(a) 
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où T" est le successeur de Ti  après l'exécution de l'action ai (v). Nous appliquons ici 

les conventions de notation 6.2.3, c'est-à-dire aucun terme Ti' =t, n'est considéré dans 

la composition du terme T et la composition parallèle d'un seul sous-terme dénote 

le sous-terme même. 

On distingue alors les situations suivantes: 

1. si T' a au moins deux sous-termes différents de t, alors T' est une vraie compo-

sition parallèle; 

2. si J(a) = 0 et TI =t, pour tout i E I(a), alors T` =t; 

3. si J(a) = 0 et Ti' =t, pour tout i E I(a)\{k}, alors T' = 

4. finalement, si J(a) = {k} et Ti' =t, pour tout i E I (a), alors T' = 

Puisque Act(T) Act(T') nous devons redéfinir l'ensemble d'actions de communica-

tion C' et la fonction de communication e pour le terme T. Supposons, par exemple, 

que T exécute une action de communication c E C. On se pose alors la question si C' 

doit contenir l'action c ou non. 

D'une part, définir C' simplement comme C \ {c} pourrait devenir inadéquat si T 

décrit un comportement répétitif. Considérons l'exemple suivant: 

Exemple 6.3 Soient T1  = Loop(o(t0)) et T2  = Loop(i(ti)) deux termes. T1  écrit 

l'action de sortie o E 0 et T2  répète la lecture d'une action d'entrée i C I un nombre 

indéfini de fois. Supposons que nous voulons spécifier le fait que T2  lit l'action que 

T1  écrit. Une manière naturelle de spécifier ceci serait de définir un terme T = 

[C, f](Ti ,T2 ) tel que C = {c} et c(c) = fo, il. 

Alors Act(T) = {c} et T ne peut exécuter c(v) que s'il existe des transitions 

—> 4(Loop(o(t0))) et T2  --> 4(Loop(i(ti ))). 

Si C' etait défini comme C \{c}, on obtiendrait la transition suivante: 

T 	r = [0, e] 	(Lo op(o(t 0))) , <I,(Loop(i(ti)))) 



CHAPITRE 6. SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE 	 110 

et puisque C = 0, il n'y aurait plus de communication entre les sous-termes de T. 

Donc, on ne peut pas simplement éliminer l'action c de l'ensemble C. . 

D'autre part, si nous décidons de garder l'action c dans C' et de définir simplement 

comme C' C nous préservons dans T' de l'information sur des actions qui ne seront 

jamais exécutées. L'exemple suivant décrit cette situation: 

	

Exemple 6.4 Soit T 	c21, el(TI., T2 ) tel que les sous-termes 

= 	(41 ) .i 2 (42 ) , T1  = oi (t01 ).o2(t 02 ) 

communiquent selon la fonction suivante: 

e(c1 ) = 	E(c2 ) = Ii 2 ,o21. 

Alors T peut exécuter l'action c1(v) pour tout v E D et transite ensuite vers le terme 

T' = [C' , e'](<1,(i2(42 ), 4( 02(42)). 

Si C' = C alors l'action c l  devient redondante puisque les sous-termes de T' ne com-

muniquent pas via c l . 

La solution est la suivante: soit une transition quelconque 

[C, e](Ti, • • • Tn) a(v) [C I , Et ] 1E1(a) (T 	(Tj)) 
3EJ(a) 

telle que tous les termes qui communiquent via l'action a peuvent exécuter leur action 

interne correspondante ai  = 

(Vi E I(a))Ti  a  14'  ) 

et que le prédicat Waitv  (Ti ) est vrai pour tous les sous-termes Ti , j E J(a) qui ne 

communiquent pas avec a. On définit alors C1  comme suit: 

	

C \ 	C e(c) n ( U Act() U Act()) = 0} 
iEl(a) 	jEJ(a) 
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Autrement dit, on soustrait de l'ensemble C les actions de communication c telles 

que leur ensemble d'actions internes c(c) ne contient aucune action interne dans les 

sous-termes de Ti' et v (77j) de T. 

Avec cette définition, dans l'exemple 6.3 on obtient que C = C et dans l'exemple 

6.4 que C' = C \ {c1}. 

Puisque C' C C, la fonction de communication 

: 	U Act(TD U Act(T) 

	

iGI(a) 	jEJ(a) 

est tout simplement la projection de c sur C. 

Exemple 6.5 Soient T1 , T2, T3  E £Aß les termes feuilles suivants: 

T1 	= 	(toi  )•02 (to2 )1 

T2 = 03(43 )•04(t04 ), 

T3 	i1(ti1 ).i2(ti2 ). 

Nous définissons le terme hiérarchique T G LA comme T -= [C,E](Ti  + 172, T3), OU 

C 	= 	{Cl, C2, C3, C4}5 

e(c1) = 101, id, 

c(c2 ) = {02, i2}, 

e(c3 ) --- 103, id, 

E(C4) = {04, i2}' 

Remarquons que l'action interne i l  est associée aux actions de communication c l  et 

c3 . Le sous-terme T1+T2  va choisir de manière non-déterministe de suivre la branche 

T1  ou bien la branche T2 . Les actions d'entrée de T3  vont alors se synchroniser soit 

avec les actions de sortie de T1  ou bien avec celles de T2. Ainsi, si T1  effectue une 
0, (v1) transition T1  —› 41 (o2(t02 )), alors i l  va se synchroniser avec oi  via l'action de 
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communication cl . T va donc effectuer la transition T 4 Ti , où 

T 	, ei](<1„(02(t.2)), 4,(i2(ti2))) 

• = {c2}, 

€'(c2) = c(c2). 
v 

Alternativement, si T2  effectue une transition T2
03(1)

(04(44 )), alors i l  va se syn- 

chroniser avec 03  via l'action de communication c3 . T va donc effectuer la transition 

T 4 Ti , où 

• = 	[Ci 	( 0  4(44 )) <101(i2(ti2))) 

• = {C3}, 

Et  (C3) = e(c3 ). 

Considérons maintenant les situations de blocage décrites par les règles COM21 

COM3, et Com4. 

La règle Com2  stipule que le terme T bloque si un de ses sous-termes Ti  exécute 

une action de blocage d(v) et tous les autres sous-termes Ti  peuvent attendre jusqu'au 

temps v. La condition Wait(v, Ti ) est nécessaire pour préserver la monotonie des 

traces de T. 

Les deux dernières règles reflètent le paradigme des contraintes de supposition/en-

gagement et le principe de causalité. Si la communication entre les sous-termes de 

T est établie lors de l'exécution d'une action interne oc(v) par un des sous-termes 

Ti, c'est ce sous-terme qui a priorité par rapport à tous les autres sous-termes com-

municants. Les actions qui communiquent avec oc doivent pouvoir se synchroniser 

avec toute exécution possible de l'action de sortie oc, sinon le terme composé signale 

un blocage (règle Com3). Cependant, on doit s'assurer que tous les termes peu-

vent attendre jusqu'au temps v pour respecter la monotonie temporelle des traces 

d'actions. 

La synchronisation forcée par l'exécution d'une action de communication ic est 

plus souple: il suffit qu'un instant quelconque existe où toutes les actions internes qui 
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communiquent avec ic peuvent être exécutées. Autrement, supposons que l'évolution 

temporelle du terme T est déjà arrivée au temps v, qui est le dernier temps où ic 

peut être exécutée. S'il existe au moins une action qui communique avec ic et qui 

ne peut pas encore être exécutée, la communication ne peut pas être établie. Le 

terme composé T signale alors un blocage au temps v (règle Com4). Autrement 

dit, une action de sortie doit pouvoir se synchroniser en tout temps avec ses actions 

internes, tandis que pour une action d'entrée il doit y exister au moins un instant où 

la synchronisation soit possible. Ce type de communication supporte le principe de 

causalité. 

L'opérateur Loop: Dès son démarrage un terme Loop(T) choisit de manière 

non-déterministe d'exécuter T et ensuite de redémarrer encore une exécution de 

Loop(T) (règles B1, B3) ou bien d'exécuter une seule fois le terme T (règles B2, 

B4). Loop(T) décrit ainsi la composition séquentielle d'un nombre aléatoire n > 1 

d'instances du terme T. De plus, Loop(T) bloque si et seulement si le sous-terme T 

bloque (règle B5). 
a(v) Lorsque le terme T effectue une transition T --> T', avec a ô et T' e, Loop(T) 

exécute a(v) et transite soit vers T (règle B1), ou bien ou bien vers Seq(T', Loop(T)). 

De façon similaire, lorsque T' =t, alors Loop(T) peut transiter soit vers t (règle B3) 

ou bien vers <[,(Loop(T)) (règle B4). Donc, les règles B1  et B3  décrivent les situations 

d'arrêt du comportement répétitif, tandis que B2  et B4  définissent le comportement 

récurrent de Loop(T). 

Puisque la boucle peut décrire un processus infini il est important d'assurer l'a-

vancement du temps lors de son exécution. Ceci est assuré en utilisant l'opérateur 

de décalage strict d dans la règle B4  et en utilisant la composition séquentielle dans 

la règle B2. Ainsi, on impose qu'une instance du terme T est démarrée à un temps 

strictement supérieur au temps de démarrage de l'instance qui le précède. 

Le choix non-déterministe: Un terme T -= +(Tl , . . . ,Tm ) choisit d'exécuter 

un de ses sous-termes de manière non-déterministe. Le choix est fait indépendamment 
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de l'urgence des actions des sous-termes: si un sous-terme quelconque Ti  peut exécuter 

une action a(v), alors T peut choisir d'exécuter a(v), même si les autres sous-termes 

ne peuvent pas attendre jusqu'au temps v (règles Ei  et E2). Le terme T peut signaler 

un blocage 6(v) si et seulement si au moins un de ses sous-termes Ti  bloque au temps 

v et tous ses autres sous-termes soit bloquent au temps v ou bien ne peuvent pas 

attendre jusqu'au temps v (règle E3). Dans une telle situation il n'existe plus aucune 

branche qui peut encore exécuter des actions (différentes de 6) au temps v et le terme 

composé bloque. 

Le choix retardé: Dans la phase de sélection d'un terme T = (T1,. , Tm ), les 

branches Ti  exécutent, en parallèle, des actions d'entrée communes. Lorsque plusieurs 

branches Ti  peuvent exécuter la même action d'entrée temporisée ic(v) et transitent 

vers des termes Ti' e, on dit que ces branches ont été sélectionnées et la phase 

de sélection se poursuit avec les successeurs Ti (règle CRi). Les branches qui ne 

peuvent pas exécuter l'action d'entrée spécifiée (règle CRi ) ou bien qui bloquent 

(règle CR7), sont éliminées du choix retardé. Si une seule branche Ti  peut exécuter 

une action d'entrée ic(v), et transite ensuite vers un terme Te, on résume la phase 

de sélection et l'on continue avec l'exécution de TI (règle CRi , I = 1). On utilise 

ici les notations 6.2.3, puisque ED(Ti') désigne alors le terme I. 

Nous imposons une restriction supplémentaire durant la phase de sélection: nous 

ne permettons pas qu'une ou plusieurs branches influencent leur environnement. Ceci 

se traduit par deux conditions: 

1. nous ne permettons pas des situations où une ou plusieurs branches finissent 

leur exécution pendant que d'autres branches restent encore actives, et 

2. nous ne permettons pas l'exécution d'actions de direction sortie pendant la 

phase de sélection. 

Lorsqu'une de ces restrictions n'est pas satisfaite, un blocage est signalé. 

Considérons la première condition d'abord. Dans la règle CR1  cette restriction 
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se traduit par l'hypothèse 
ic(v) 

(Vj e {1, 	, ni})(T3 	 t). 

Dans la règle CR2  on impose l'exécution de l'action de blocage lorsqu'au moins deux 

branches T, et Ti  sont sélectionnées, dont une finit son exécution et l'autre non. 

Pour que T ne signale pas un blocage lorsqu'une de ses branches sélectionnées T, 

transite vers t il faut que, soit toutes les branches sélectionnées finissent également 

leur exécution, ou bien que T, soit la seule branche sélectionnée (règle CR3). 

La deuxième restriction, c'est-à-dire l'interdiction d'exécuter des actions de direc-

tion sortie pendant la phase de sélection est reflétée dans les règles CR4  et CR6 . 

Selon la règle CR4  un blocage est signalé dès qu'un sous-terme T, de T exécute une 

action de sortie oc. Si, par contre, toutes les autres branches Ti  bloquent avant que T, 

exécute l'action de sortie oc, alors on considère que T, est la seule branche sélectionnée 

et aucun blocage n'est signalé (règle CR6). 

Considérons maintenant les situations où une ou plusieurs branches de T bloquent. 

Si toutes les branches de T exécutent 6(v), T aussi exécute 8(v) et finit son exécution 

dans l'état de blocage (règle CR5 ). 

Si toutes les branches sauf une, Ti , bloquent (règle CR6), T, devient la seule 
(' 

branche sélectionnée. Alors, pour toute transition T 
av) , —>T avec y > vs, T effectue 

la transition T a(v') 1;1 . Ici, comme dans la règle CR7 , vs  est défini comme le maximum 

de tous les temps d'exécution de 8 par les sous-termes de T qui bloquent: 

def  v = max tv, 	---> iE{1,...,m} 

Remarquons ici que si a = ic est une action d'entrée, alors cette situation est 

également traitée par les règles CRi  et CR3 . 

Si certaines branches bloquent mais qu'au moins deux branches ne bloquent pas, 

la phase de sélection se poursuit avec le choix retardé des branches restantes, décalées 

par l'opérateur 	(règle CR7). D'un point de vue conceptuel alors, c'est comme si T 

effectuait une transition silencieuse ou spontanée (c'est-à-dire, sans exécuter aucune 
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action) vers le terme e ri (T.,), où J 5  est défini comme l'ensemble d'indices de toutes 
je J5 

les branches qui ne bloquent pas: 

J 8  d-4f  { j E {1, 	, in} 8 exec(T)}. 

Puisque notre algèbre ne supporte pas des transitions silencieuses nous devons ex-

primer ce concept différemment. Dans cette situation on veut que 

exec(T) = exec(ED 
jEj 

succ(a(v), T) = succ(a(vi), 
jEJ 

pour toute action a(v) e exec(T). Pour ce faire nous vérifions toutes les hypothèses 

Hypk ( 	(T.j )) des règles de sémantique opérationnelle qui correspondraient au 
E 

terme e „(Ti), avec 1 < k < 6. Lorsqu'une de ces hypothèses Hypk  est satis-
jEJ5 

faite nous pouvons appliquer la règle CRk  et nous dérivons la conclusion Conck (T). 

Autrement dit, nous concluons que T va exécuter l'action ak  et transiter vers le suc- 

cesseur qui correspond au terme e 2,(T.i ) selon la règle de CRk. Comme dans la 
jEJ5  

règle CR6, on remarque que si a = ic, alors cette situation est aussi couverte par les 

règles CRi, CR2, et CR3. 

L'opérateur d'exception: Ex(T„, Tc, Te ) est un terme qui, à priori, se comporte 

comme le sous-terme Tn, nommé processus normal. Lorsque le processus Tc, dit 

condition d'exception finit son exécution avant Tn, on interrompt l'exécution de Tn  et 

on active le processus Te , nommé exception (règle Ex4). Pour assurer la monotonie 

du temps, T, est alors décalé par l'opérateur 	Dans le cas contraire, le terme 

composé est terminé (règle Ex6). Le processus Tc  est un observateur, c'est-à-dire il 

ne doit contenir que des actions d'entrée. Les règles Ex2,3  décrivent l'exécution en 

parallèle des processus Tn  et T. Tri  et T, peuvent donc lire la même action et avancer 

de manière synchronisée (règle Exi). 
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6.3 Fermeture 

Soit L c T(Op) un sous-ensemble quelconque du langage de termes clos T(Op). 

La fermeture de L par rapport à la relation de transition --+, notation Ferm(L), est 

définie comme 

Ferm(L) = L U {T G T(Op) I (37'0  E L)(To :4 T)}. 

La relation —+ est fermée dans L si et seulement si 

Ferm(L) = L. 

On remarque que pour tout L C T(Op) 

Ferm(Ferm(L)) = Ferm(L). 

et que pour tous Li, L2 C T(Op) 

Ferm(Li  n L2) = Ferm(Li ) n Ferm(L2), 	 (6.3) 

Ferm(Li  U L2) = Ferm(Li ) U Ferm(L2)• 	 (6.4) 

Il est trivialement vrai que ---> est fermée dans T(Op). Par contre, pour tout sous-

ensemble strict de L C T(Op) la fermeture est une propriété non triviale. 

Dans cette section nous allons prouver que -4 est fermée dans LA. 

Dans nos preuves nous utiliserons souvent le principe de l'induction structurelle: 

supposons que nous voulons prouver que tous les termes T e L ont une certaine pro-

priété P, où L C T(Op) est un sous-ensemble quelconque fermé de termes. Formelle-

ment ceci s'exprime comme suit: 

(VT e L)p(T). 

On commence alors par prouver la base d'induction qui consiste à montrer que des 

termes élémentaires de L ont la propriété P. Les termes élémentaires sont les termes 

à partir desquels tous les autres termes de L sont composés donc qui n'ont pas de 
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sous-termes dans L. Par exemple pour le sous-langage LA les termes élémentaires 

sont a(ta ) G A x TA. 

On prouve ensuite le pas d'induction, qui consiste à montrer que si tous les sous- 

termes T1 , 	, T., d'un terme quelconque T = f[Ti ,. ,T,.] E L avec n > 1 ont la 

propriété P, alors T a cette propriété également: 

(VT = f 	... 	E LX(Vi E 11, 	, nDP (T,) 	P(T)). 

Finalement, pour prouver le théorème de fermeture 6.2 nous avons encore besoin 

du lemme suivant: 

Lemme 6.1 Soit T E LA un terme quelconque qui effectue une transition quelconque 
a(v) T 	T' , avec a e A et v > Vo . Alors 

1. si a = alors v = ce(T) et T' =1„; 

2. si T E £.4,3  est un terme feuille alors Act(T1) = Act(T) \ lal; 

3. si T E .C.A.7i  est un terme hiérarchique alors Act(T`) C Act(T). 

Preuve: la preuve est faite par induction structurelle et est présentée en annexe 

(section 12.1). 

Théorème 6.2 La relation de transition —› définie par les règles de SOp est fermée 

dans £A, £Aß, et £A'.  Formellement, 

1. pour tout terme T e LA et toute transition T 	T on a quer E LA; 

2. pour tout terme T E £43 et toute transition T (z ‘>))  T' on a que T' E £.40; 

3. pour tout terme T e LArp  et toute transition T 	T' on a que T' E £Aro; 

4. pour tout terme T E LAT et toute transition T 	T on a que T' E £A'. 

Preuve: pour prouver que la première affirmation est vraie nous devons montrer que 
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1. la syntaxe de T est conforme aux tableaux 5.1 et 5.2 et 

2. T' satisfait aux restrictions syntaxiques définies dans la section 5.2. 

La preuve du fait que la condition 1 est satisfaite est évidente: il suffit de considérer 

une par une toutes les règles de SOp et vérifier que le successeur de la transition décrite 

dans la conclusion de la règle satisfait les restrictions syntaxiques imposées par les 

grammaires 5.1 et 5.2. Les restrictions syntaxiques supplémentaires définies dans la 

section 5.2 concernent les ensembles d'actions des opérandes des différents opérateurs 

de Op. Il suffit alors d'appliquer le lemme 6.1 et la définition de la fonction Act pour 

vérifier cette deuxième condition. On déduit alors que ---> est fermée dans LA. 

Pour prouver que —> est fermée dans rAo  il suffit de remarquer que —> est fermée 

dans LA et que, selon les règles SOp, aucun successeur d'un terme feuille ne contient 

des opérateurs hiérarchiques. 

Finalement, par définition, un terme quelconque T G LA est réactif si et seulement 

si aucune de ses traces ne contient l'action de blocage S. Or, les traces de T peuvent 

être exprimées comme suit: 

(T) = fa(v).p 	E £A) (T a4)  r) A µ E r(D)} 

Si T est réactif, forcément tout successeur de T doit aussi être réactif. Puisque nous 

avons déjà prouvé que —> est fermée dans rAo  et LA on peut déduire que —> est 

fermée dans LATs  et LA' aussi. 	 • 
Donc, nous pouvons définir des systèmes de déduction de termes sur tous ces 

sous-langages fermés et associer un graphe de processus 

graphe(T) = (Ferm(T), --->, A, D , T) 

pour tout terme T d'un de ces sous-langages. 
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6.4 Déterminisme dans .CA 

Nous énonçons ici des propriétés de déterminisme des graphes de processus associés 

aux termes de LA par les règles de SOp. Par abus de notation, nous disons qu'un 

langage de spécification algébrique est déterministe si les graphes de processus corre-

spondant aux termes du langage sont déterministes. 

Théorème 6.3 Le sous-langage de termes T E £A qui ne contiennent aucun opérateur 

de choix +, e, ou Loop est déterministe. Notons ce sous-langage par rAdet• 

Preuve: La preuve est triviale: il suffit de remarquer que toutes les règles de 

sémantique opérationnelle des opérateurs différents de + et ED ont des hypothèses 

mutuellement exclusives. Dans le cas des l'opérateurs de composition parallèle l'ex-

clusivité est assurée par le fait que les ensembles d'actions de termes composés en 

parallèle sont, par définition, disjoints. Pour les autres opérateurs, l'exclusivité est 

évidente. 	 • 
Corollaire 6.4 Le langage de termes de feuilles LA0  est déterministe. 

Ceci conclut ce chapitre dans lequel nous avons défini la sémantique opérationnelle 

du langage de termes £A. Dans le chapitre suivant nous définirons le sous-langage de 

termes accessibles G c £A qui est à la base de la définition de l'algèbre de processus 

ACTC. 



Chapitre 7 

Le sous-langage £ 

Dans ce chapitre nous définissons le sous-langage de termes accessibles .0 c LA et 

prouvons des propriétés syntaxiques et sémantiques importantes de ce sous-langage. 

Les résultats théoriques présentés dans ce document concernent le sous-langage £ 

uniquement: l'algèbre ACTC est définie sur L. Ceci ne réduit pas l'expressivité 

sémantique de l'algèbre. En effet, tout chronogramme peut être spécifié par un terme 

de G. 

Nous commençons par prouver que la relation de transition définie par les règles 

SOp est fermée dans £ (théorème 7.1). Ce résultat est essentiel pour qu'on puisse 

définir un SDT et/ou algèbre de processus sur le langage L. 

Ensuite, nous montrons que la fonction a est bien définie sur G (proposition 7.3) 

et nous utilisons ce résultat pour prouver la monotonie temporelle de toute trace de 

tout terme de G (théorème 7.8). 

Finalement, nous prouvons des propriétés sémantiques de la fonction F ainsi que 

des propriétés de termes réactifs de L. Ces résultats sont utilisés dans la preuve de 

la décidabilité de l'équivalence de termes ,c---, qui sera définie dans le chapitre suivant. 

121 
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7.1 Définitions et notations 

Commençons par donner la définition du langage de termes accessibles L C GA: 

Définition 7.1 Un terme T E LA est un terme de L si et seulement si ou bien 

T E G,A0  ou bien il existe un terme initial To  E LA 0 tel que 

T0  -*T. 

contient tous les termes initiaux de LA ainsi que tous les termes T E LA qui 

sont accessibles à partir d'au moins un terme initial par une séquence arbitraire de 

transitions 
def 

A  .0 U {T e 	e rA0 )(T0  T)} 

(la notation -4 est telle que définie dans la section 4.1). 

Nous notons par Lß, Lu, Gr, et L , respectivement, les ensembles de termes 

suivants: 

• £0  def • n £.40;  

• def 

• Lr  def • n .cAr;  

• D/3  def • n ou;  

• £0 	LAO- 

Les résultats théoriques que nous présentons dans ce document concernent unique-

ment le sous-langage L de termes accessibles: l'algèbre de processus ACTC et son 

axiomatisation sont définies sur G. Cette restriction n'a pas d'impact sur l'applica-

bilité pratique de l'algèbre: en fait, les chronogrammes peuvent être spécifiés unique-

ment à partir de L. Nous verrons dans la prochaine section que les seules restrictions 

syntaxiques qui distinguent G de LA sont les suivantes: 
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1. si T = f[T1 ,. . . , Tn] G G alors tous les sous-termes actifs de T ont le même 

temps de démarrage, qui est aussi le temps de démarrage de T; 

2. si T = 	E .0 ou T = <1,,(S) E .0 alors a(S) a(T). 

Ces restrictions correspondent, en fait, au sens que le temps de démarrage a dans 

la sémantique de tout système composé: lorsqu'un système composé démarre son 

exécution c'est naturel de considérer que ses composants aussi sont démarrés. La 

deuxième propriété assure la monotonie temporelle des traces de termes de G. 

Prouvons maintenant que la relation de transition -+ définie par les règles de SOp 

est fermée dans .C. 

Théorème 7.1 La relation de transition de termes 	définie par les règles de SOp 

est fermée dans les sous-langages ,G, Go , et Gr. 

Preuve: Soit T e ,C un terme quelconque de G et T a4)  T une transition quelconque 

telle que définie par les règles de SOp. Alors, par définition, il existe un terme initial 

To E £A0 et une trace ra = ai (vi) 	an (vn) d'actions temporisées a(v) E A xL) tels 

que 

T0  !*T. 

Mais alors la concaténation ra.a(v) est une trace telle que 

To Pe)  r 

Donc, selon la définition de G, I' E G, et on déduit que Ferm(G) = G. 

Selon l'égalité 6.3 et puisque nous avons déjà prouvé que —› est fermée dans £A0  

et GAr (théorème 6.2) on peut déduire que 	est également fermée dans £,3 , D', et 
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7.2 Propriétés sémantiques et syntaxiques de a 

Nous commençons par montrer la corrélation qui existe entre le temps de démarrage 

a(T) d'un terme T = f [Ti  , 	,T,] E r et le temps de démarrage a(T) de ses sous- 

termes. 

Lemme 7.2 Pour toute transition 

T 	= f [Tb ,Tn] 

avec T,T e 	une des quatre situations suivantes s'applique: soit 

1. T' G {t,1,.} ou bien 

2. T = „(S), pour un terme quelconque S E 	{1} ou encore 

3. T = <(S), pour un terme quelconque S E G \ {t,,} ou 

4. T' = 	,Trd avec f G Op \ 	<11 et a(T) 	a(T) = v, pour tout 

sous-terme actif Ti  de T. . 

Preuve: il suffit de considérer toutes les règles de SOp et vérifier que les successeurs 

des transitions décrites ont la propriété énoncée dans le lemme. 

Illustrons cette propriété des termes de L par deux exemples. 

Exemple 7.1 Soit T = a(t a ).T1 llT2  E ,C0  un terme feuille. Le sous-terme a(ta).Ti 

peut effectuer la transition: 

a(t a ).Ti a-(4 du (Ti) 

pour tout v > Vi ). Supposons d'abord que T2  n'a pas d'actions qui doivent être 

exécutées avant le temps v. Le terme T peut alors effectuer la transition 

T a(v) 4(T1)1Su(T2) 



CHAPITRE 7. LE SOUS-LANGAGE G 	 125 

Par définition alors 

a(T) def min(a(<1,(T1)), a(v (T2)) 
	

(7.1) 

min(v, v) 
	

(7.2) 

= v. 	 (7.3) 

Donc, le temps de démarrage de T et de ses deux sous-termes est égale à v. 

Supposons maintenant qu'il existe une action b E Act(T2 ) dont l'exécution est 

urgente avant le temps v. Par exemple, soit v = 5 et 

T2 =tb < 3 A t, > 1 : b(tb)11c(tc)• 

Donc, il existe une transition 

b(v1 ) T2 —Y t > 1 :  

avec y' < 3 < v et T2 ne peut exécuter l'action b à aucun instant supérieur ou égal à 

v. Puisque T1  peut exécuter l'action a au temps v, le prédicat Wait(v' ,T1 ) est vrai et 

T effectue la transition suivante: 

b(W) T 	T = 	(T1 ) t, > 1 :  

Donc, par définition, le temps de démarrage de T' et de ses sous-termes est égal à y'. 

Exemple 7.2 Soit T = al(tai ).a2(ta2 )11S E £0  un terme feuille. Selon les règles de 

sémantique opérationnelle SOp, T peut effectuer la séquence suivante de transitions 

T a 141  T a 242  ) , 

où 

T = 4,(a2(ta2))11,(112), 
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en autant que v2  > v1  et que les sous-termes T2 et „i (T2 ) n'aient pas des actions 

plus urgentes à exécuter lors de leurs transitions respectives. Donc, 

ce(T') def = 	min(ce(<1,1 (a2(ta2))), a(vl (T2)), 	 (7.4) 

__, 	min(vi, vi) 	 (7.5) 

= v1. 	 (7.6) 

et a(T")`.1  — V2. 

La proposition suivante est un corollaire immédiat du lemme 7.2: 

Proposition 7.3 Pour tous T, T e L. \ It, 41, a G A et v G V on a que 

T atj)  r 	ce(T') = v. 

En ce qui concerne les termes initiaux nous pouvons énoncer les propositions 

suivantes: 

Proposition 7.4 Si T E £0  est un terme initial, alors il n'existe aucune transition 
a(v) 
—> T qui mène à T. Formellement, 

a(v) 
T 	Go  c 	(VT0  e G, a e A, v E D)(T0 	 T). 

Preuve: La preuve de l'implication est basée sur la remarque suivante: selon les 

règles de SOp, pour toute transition S a4)  S' avec S, S E L et a(v) E AxD le terme 

successeur S' contient au moins un opérateur 1,„ ou d,. Donc, puisque 

L0 ce {S G LA S ne contient aucun opérateur de décalage}, 

aucun terme qui est le successeur d'un autre terme ne peut être un terme initial. 

Proposition 7.5 Si T = f[Ti , 	,n] e £0  est un terme initial quelconque alors 

a(T) = ce(Ti) = 	= a(Tr') = Vo. 

Preuve: la proposition suit directement du fait que, par définition, tout sous-terme 

d'un terme initial T e Go  est aussi un terme initial de Go  et de la défintion de a. w 
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7.3 Monotonie temporelle 

Dans la définition de tout système de transitions temporisé il est essentiel d'assurer 

la monotonie temporelle de toute trace d'actions. Dans notre cas il s'agit de prouver 

que pour toute séquence de transitions 

al (V1) 	a2 (v2) 
T2 —› 7131 

les temps v1, v2 E D sont tels que 

Vi < V2. 

Assurer et/ou prouver cette propriété est un problème non trivial, particulièrement 

dans le cas d'une algèbre de processus temporisée où la relation de transition —* est 

définie uniquement à partir de considérations syntaxiques par un ensemble de règles 

de sémantique opérationnelle. 

Dans cette section nous prouvons la monotonie de traces de tout terme T E L. 

Avant d'aborder le théorème de la monotonie, nous avons encore besoin du lemme 

7.6 qui affirme que pour tout terme T E G, si T est composé à partir des sous-termes 

quelconques T1 , . , Tn, alors T ne peut exécuter une action quelconque a(v) que si 

un de ses sous-termes exécute une action quelconque b(v) (égale ou différente de a), 

ou bien si a = õ et v = a(T). 

Lemme 7.6 Pour tous T,111 , 	,Tri  E £, f Op, a(v) E A x D, si T = f 	, Tn ] 

et si a(v) E exec(T), alors soit 

1. a = 6 et v = a(T), ou bien 

2. 3b(v) E exec(Ti), où b(v)EAxD et1<i<n. 

Preuve: il suffit de considérer une par une toutes les règles de SOp et vérifier que la 

condition est satisfaite. 	 • 
Basée sur la définition de a et le lemme précédent, la proposition suivante affirme 

qu'un terme ne peut exécuter aucune action avant son temps de démarrage: 



CHAPITRE 7. LE SOUS-LANGAGE G 	 128 

Proposition 7.7 Pour tous T, r G G, a G A et v G D, 

a(v) T —>T -v>a(T). 

Preuve: la proposition sera prouvée par induction structurelle. On remarque d'abord 

que les termes a(ta) satisfont la proposition de manière triviale. Prouvons le pas 

d'induction. Soit 

T=f[T1 ,...,T]EL  

un terme quelconque de G qui effectue une transition quelconque 

T  aLt T. 

Si a = d alors il suit directement du lemme 7.6 que v = a(T). Si a 6 on déduit 

selon le même lemme 7.6 qu'il doit exister une transition 

bLv>) 

d'un des sous-termes actifs de T. On applique alors l'hypohtèse d'induction et on 

déduit que 

a(T,) < v. 

Or, par définition 

a(T) = 
T3  sous—terme actif 

	

min 	a(r) < a(Ti ). 3 — 

Donc, a(T) < v, ce qu'il fallait prouver. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer et prouver le théorème de la mono-

tonie temporelle (aussi appelé théorème de l'avancement du temps): 

Théorème 7.8 [Théorème de la monotonie temporelle] Pour tous T1 , T2, T2 E ab az E 

A et v1 , v2  C D si 

	

al (v1) 	a2 (V2) 
711 —> T2 ---> T3 

alors v1  < 

Preuve: Le théorème est une conséquence directe de la proposition 7.3 et de la 

proposition 7.7. 
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7.4 Propriétés sémantiques de r 
Dans la section 6.2.1.2 nous avons défini la fonction F, qui associe à chaque terme T E 

G une contrainte temporelle F(T) e 0. La description intuitive de la fonction F est 

qu'elle retourne l'information temporelle contenue dans un terme. Dans cette section 

nous allons donner une interprétation sémantique de cette définition, en prouvant un 

nombre de propriétés que la fonction F satisfait. 

Nous commençons par la proposition suivante qui exprime une condition nécessaire 

pour qu'un terme feuille quelconque T E £0 puisse exécuter une action a(v) quel-

conque: 

Proposition 7.9 Pour tous T, T1  E £, a E A \ {6}, et v E D, 

a(v) T --> T = First(a(v), T). 

Preuve: présentée en annexe, section 12.2.1: 

Un corollaire de cette proposition est la propriété suivante de tout terme T E G: 

Proposition 7.10 Soit T E 	un terme quelconque et a(v) e exec(T) une action 

temporisée différente de 6 que T peut exécuter. Alors 

(Va(v) E exec5(T))(Sol(ta  = v) n r(T) 	0). 

Une conséquence immédiate de cette proposition est le fait que si r(T) = O pour 

un terme quelconque T E E,, alors T se trouve dans une situation de blocage, c'est-à-

dire que T ne peut exécuter aucune action de A \ {6}. Dans la proposition suivante 

nous prouvons que la sémantique opérationnelle de ACTC et telle que tout terme 

T 	1, peut exécuter au moins une action. Un corollaire de cette propriété est que 

si un terme T quelconque ne peut exécuter aucune action de A \ {6}, T doit exécuter 

l'action de blocage 6. 

Proposition 7.11 Soit T E 	tt, 4.1 un terme quelconque. Alors exec(T) O. 
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Preuve: La preuve se fait par induction structurelle et sera présentée en annexe, 

section 12.2.2. 

Corollaire 7.12 Soit T G G un terme quelconque. Alors 

exec(T) \ 161 = 0 implique exec(T) = {8}. 

La proposition suivante est une conséquence immédiate du corollaire 7.12 et de la 

proposition 7.10: 

Proposition 7.13 Pour tout ter ,ne te T E £ si r(T) = 0 alors exec(T) = Ô. 

7.5 Propriétés de base de termes réactifs 

Rappelons que, selon le lemme 6.1, lorsqu'un terme feuille T E Go  exécute une action 

a 	â son successeur T contient toutes les actions de T, sauf a. Implicitement, pour 

qu'un terme feuille réactif transite vers l'état inactif t il doit avoir exécuté toutes ses 

actions. Notons que les termes composés avec l'opérateur +, par exemple, n'ont pas 

cette propriété. 

Nous généralisons la propriété énoncée dans la proposition précédente, concernant 

l'exécution d'actions, aux exécutions de traces d'actions. Nous énonçons ainsi une 

propriété importante de tout terme feuille réactif: 

Proposition 7.14 Soit T c Lo  un terme réactif. Alors, il existe une trace de T, 

µ E r(T), qui contient toutes les actions de T. Formellement, 

(VT e £ ß )(T réactif 	(u E r(T))(Act(bt) = Act(T))). 

Preuve: Puisque T est réactif, aucune de ses traces ne mène vers un blocage, 

autrement dit aucune de ses traces ne contient l'action de blocage Ô. Évidemment 

alors, tout successeur d'un terme réactif est un terme réactif. Selon la proposition 

7.11, tout terme qui ne bloque pas et qui est différent de t ou ,I, peut exécuter au 
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moins une action a e Act(T). Donc, puisque tout terme T de ,C,3  a un nombre fini 

d'actions alors il doit exister une trace p = ao (vo) 	an (v7 ) e 11(T) qui mène vers 

l'état d'acceptation t. Formellement, 

ao(vo) 
T 	. 	(vi)-->To-1 • • • a(  v) 	t • 

Or, selon la Proposition 6.1, puisque Act(t) = (6, 

Act(T) = {ao},  U Act(To) = 

{ao, ..., ai} U Act(Ti) = 

= 	{ao, ..., an}, 

ce qu'il fallait prouver. 	 • 
Nous avons maintenant défini un sous-langage de termes C LA c T(Op) avec 

une syntaxe et une sémantique précises. Pour pouvoir définir l'algèbre de processus 

il reste à introduire, dans le chapitre suivant, une relation d'équivalence sémantique 

de termes, notée 	x f qui est aussi une congruence sur .0 . 



Chapitre 8 

La relation de bisimulation ACTC 

Dans les chapitres précédents nous avons défini la syntaxe et la sémantique opération-

nelle du langage termes de pour la spécification de chronogrammes. Pour pouvoir 

définir l'algèbre de processus ACTC à partir du langage algébrique nous devons en-

core définir une relation d'équivalence sémantique de termes qui soit une congruence 

pour l'ensemble d'opérateurs de F. Nous appelons cette relation la bisimulation— 

A CTC et nous la notons par 	Quand aucune confusion n'est possible nous 

simplifions cette notation et désignons la bisimulation—ACTC simplement par 

La relation 	C ,C x ,C est une bisimulation forte avec deux restrictions syntax- 

iques supplémentaires, introduites pour assurer la congruence de par rapport aux 

opérateurs de Op. Nous prouverons que est une relation d'équivalence et expliquons 

le raisonnement général à suivre pour prouver que deux termes quelconques T1 , T2 E 

sont équivalents selon la relation gz-3. Finalement, nous prouverons dans la section 

8.10 que est une congruence par rapport à tous les opérateurs de composition de 

Op. 

132 
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8.1 Définitions et notations 

Rappelons que dans la section 4.2 nous avons donné la définition de la relation 

d'équivalence de termes appelée bisimulation forte ([62]) et notée par 	. La relation 

a été alors présentée comme une relation d'équivalence de STEI = (A, S,—>, i), 

c'est-à-dire de systèmes à transitions dont l'ensemble d'états est S, la relation de 

transition d'états —>C SxAxS est étiquetée par des actions de l'ensemble d'actions 

A, et dont l'état initial est i E S. Rappelons aussi que nous identifions, par abus 

de langage, un état i à son STEI associé, lorsque le système à transitions sous-jacent 

STE = (A, S, —>) est sous-entendu. 

Ensuite, dans la section 4.6.1 nous avons introduit la notion de STEI temporisé 

(A, S, —›, i, D), où D est un domaine temporel et la relation de transition est étiquetée 

par des actions temporisées (a, v) G A x D, notées a(v). Nous avons également re-

marqué qu'un STE temporisé est en même temps un STE simple: il suffit de con-

sidérer que l'ensemble d'actions est le produit cartésien A x D. Toutes les définitions 

concernant les STE et STEI simples s'appliquent alors implicitement aussi aux STE 

et STEI temporisés. Donc, la définition de la bisimulation forte s'applique également 

aux STEI temporisés. 

En donnant une sémantique opérationnelle aux termes du langage LA, nous as- 

socions à tout terme TELC LA un STEI temporisé (A, 	T, D). La relation de 

bisimulation forte de termes de L , notéeD-2 C L x L , est alors définie comme la plus 

grande relation de termes telles que pour toute paire (T, S) E 2-2 

a(v) 	 a(v) 
1. pour toute transition T ---> T 

. existe une transition S ----> S telle que (T', S') E 

D-2 et 

2. pour toute transition S 	SI  il existe une transition T a-(1->' )  T telle que (r, s') c 

Avant de définir la relation rappelons encore la définition de la relation d'équivalence 
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de traces —C G x G donnée dans la section 4.1: 

Tr-SUT(T)=T(S). 

Puisque les graphes de processus associés aux termes de G sont temporisés, l'ensemble 

de traces T(T) pour un terme quelconque T E T est défini comme: 

	

T(T) 	 = ao(vo).al (vi)... G (A x D)°° 

	

(3 	E 	(Vi > 0) (si  az-*+1) 	A (T (1°)°)  So)} 

Donnons maintenant la définition de la notion de bisimulation-ACTC. 

Définition 8.1 Une relation de 1Z C G x ,C est une bisimulation-ACTC si et seule-

ment si 

1. R, est une bisimulation forte, autrement dit R, C 	, 

2. V(Si, S2 ) E 7Z on a que a(Si) = a(S2), et 

3. V(Si, 82 ) E IZ on a que r(si) = r(s2)• 

Autrement dit une bisimulation-ACTC contient des paires de termes qui sont 

fortement bisimilaires, qui démarrent en même temps et qui ont le même espace 

de solutions des contraintes descriptives. Ces deux propriétés supplémentaires sont 

nécessaires pour assurer la congruence de par rapport aux opérateurs de Op. 

	

La relation 	C x L est définie comme la plus grande bisimulation-ACTC: 

Définition 8.2 La relation 	C fxL est l'union de toutes les bisimulations-ACTC: 

7Z=bisimu1ation—ACTC 

L'exemple suivant montre que la condition 2 de la définition 8.1 d'une bisimulation-

ACTC est nécessaire pour que soit une congruence par rapport à l'opérateur 0 : 
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Exemple 8.1 Soient T = 2 (a(5)) et S = 3(a(5)) deux termes de £. Comme dans 

l'exemple 8.3 nous utilisons la notation 

a(v) n.  ta  = v : a(ta ) 

pour sa simplicité, où v > 0 est une constante de D et a E Ap\{6}. Soit 9 = (ta  = 4) 

une contrainte de e. Nous remarquons que (1) T 	S et que (2) a(T) 	a(S). 

Ensuite, puisque F(0 : T) = 	: S) on applique la règle supp4  et on déduit que T 

et S se trouvent dans une situation de blocage. T exécute alors l'action 6 au temps 

a(T) = 2 et S exécute 6 au temps a(S) = 3. Évidemment, alors, 0 : T 	0 : S. 

Montrons maintenant dans l'exemple qui suit que la condition 3 de la définition 

8.1 est nécessaire pour assurer la congruence de par rapport aux opérateurs de Op. 

Exemple 8.2 Soient T,S G .ep les termes suivants: 

T 	= 	Max(b, {a}, [2, 3], a(ta)111)(tb)), 

= 2 < tb — ta  < 3 : a(ta)11b(tb))• 

On remarque que T et S sont fortement bisimilaires, donc T 	S. De plus ce sont 

des termes initiaux, donc a(T) = a(S) = vo. Mais F(T) F(S), puisque 

F(T) = Sol(ta  > Vo A tb > VO), 

F(S) = S01(ta  > Vo A tb > VO  A 2 < tb — ta  < 3). 

Soit 0 E e la contrainte tb  = ta ± 5 Alors, 0 : T peut effectuer la séquence de 

transitions suivante: 

O 	
a(v) 	 6(v) 

: T —+ (2 < tb — v < 3 A tb = v ± 5) : 1„(b(tb)) 

pour tout v > Vo. Le terme 0 : S, par contre, ne peut effectuer que la transition 

suivante: 
6(Va ) 

O: S 	.1. 

Donc, clairement 9 :T 	0 : S. 
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La congruence de sur le langage G sera prouvée dans le théorème 8.10. 

Les inclusions suivantes sont évidentes: 

C 	C 
	

(8.1) 

Autrement dit, pour tous T, S G L: 

(8.2) 

Théorème 8.1 	existe, elle est une bisimulation—ACTC et une relation d'équivalence 

de termes de l'algèbre ACTC. 

Preuve: 	est définie comme une union infinie d'ensembles. Il suffit alors que cette 

union soit bornée supérieurement pour qu'elle existe. Or, 	C 	. Donc, 	est 

bien définie. 

Montrons maintenant que est une bisimulation—ACTC. Soit (T, S) une paire 

quelconque de 	Alors il existe une relation R telle que (T, S) G R. C 	et telle 

que R. soit une bisimulation—ACTC. La paire (T, S) satisfait donc les trois propriétés 

énumérées dans la définition 8.1. On déduit que est une bisimulation—ACTC. 

Il reste à prouver que est une relation d'équivalence. Pour ceci nous devons mon-

trer qu'elle est (1) commutative, (2) transitive, et (3) réflexive. Les deux premières 

propriétés suivent directement de la définition de 	La réflexivité suit du fait que 

est un sous-ensemble de 2-2 , qui est elle-même une relation d'équivalence. 	• 
Dans la sous-section suivante nous présentons le raisonnement général à suivre 

pour montrer que deux termes quelconques sont équivalents selon la relation 	Des 

exemples seront donnés pour faciliter la compréhension du contenu de cette section. 

8.2 Preuves d'équivalence — Exemples 

Pour prouver que deux termes quelconques S, T E .G sont équivalents, il suffit de 

trouver une relation binaire de termes R. C L x f, telle que (S, T) G R. et telle que 
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R. soit une bisimulation-ACTC. Puisque 	est définie comme l'union de toutes les 

bisimulations-ACTC, on peut alors conclure que 

(S,T) E R. C 

donc, que S et T sont équivalents. 

Une fois la relation R. définie, on doit s'assurer que 

1. R. est une bisimulation forte et que 

2. pour toute paire de termes (S, T) G R. 

(a) a(S) = a(T) et 

(b) F(S) = F(T). 

Montrer que R. est une bisimulation forte revient à prouver que S et T peuvent 

exécuter les mêmes actions aux mêmes instants et que 7Z est fermée à gauche est à 

droite aux transitions (définition 4.2). Si la relation 7Z est symétrique par définition, il 

suffit de montrer qu'elle est unilatéralement fermée aux transitions, c'est-à-dire qu'elle 

a une seule des deux propriétés énumérées dans la définition d'une bisimulation (4.2). 

Pour démontrer que S et T peuvent exécuter les mêmes actions temporisées, c'est-

à-dire que exec(S) = exec(T), nous devons considérer, une par une, toutes les règles de 

transitions définies dans la sémantique opérationnelle SOp qui concernent les termes 

S et T. 

En général, pour pouvoir prouver que 7Z est fermée aux transitions, nous définissons 

IZ comme 

7Z — 7Zspec  U -^z•-; • 

7Zsp„ est une relation spécifiquement définie pour contenir la paire (S, T). Nous 

incluons 	dans 7Z pour pouvoir utiliser toutes les propriétés de 	déjà connues, 

telles que le fait que toute paire de termes identiques (T, T) est dans 	donc dans 

7Z. 
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De plus, puisque est une bisimulation-ACTC, toutes les paires (S, T) E C R. 

satisfont trivialement déjà aux conditions (1),(2), et (3) de la définition 8.1. Il suffit 

donc de considérer seulement les paires (S, T) - - 'R. spec • 

Par exemple, pour prouver que est une congruence par rapport à l'opérateur de 

préfixage d'actions (voir annexe, section 12.3.5.2), nous définissons les relations 

7?-spec = {(a(ta ).S,a(t a ).T) a e A, (S,T) e 	} 

R. = RspecU í. 

Pour prouver que R. est une bisimulation-ACTC il suffit alors de considérer une paire 

quelconque 

(a(t a ).T, a(t a ).S) G iZspe, 

et de prouver que 

1. pour toute transition a(t a ).T b±±)->)  T il existe une transition a(ta ).S 	S' telle 

que (T', S') E R.; 

2. pour toute transition a(t a ).S bt)  S' il existe une transition a(t a ).T 	r telle 

que (Ti , S') E '/Z; 

3. ce(a(t a ).T) = a(a(ta ).S et 

4. F(a(t a ).T) =- F(a(a(ta ).S). 

Si, comme dans cet exemple, la relation 7Zspec  est symétrique par définition, il suffit 

de prouver la première implication, la deuxième étant analogue. 

Montrons maintenant pourquoi il est nécessaire d'inclure la relation 	dans R.. 
a(v) 

Dans notre exemple, toute transition de a(t a ).T est telle que a(t a ).T —> lv (T), où 

v E D. De même, a(t a ).S exécute l'action a(v) et transite vers .„(S). Or, par 

définition, T 	S. Nous pouvons alors utiliser la propriété, que nous aurons déjà 

prouvée auparavant, selon laquelle est une congruence par rapport aux opérateurs 
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de décalage, et déduire que 

(<1,(e), 	(r)) e p.-2, c 

Typiquement, comme dans l'exemple présenté ci-haut, 'TZsp„ contient des paires 

de termes avec une syntaxe spécifique. Parfois, par contre, la définition de nsp„ 

peut être plus compliquée. Prenons, par exemple, la relation R.spec  de la preuve de 

congruence de 	par rapport à l'opérateur Loop (annexe, section 12.3.5.7). Nous 

définissons alors d'abord une relation nsynt C f X f dont les termes ont une syntaxe 

spécifique. La relation nspe, est ensuite définie comme suit: 

lZspec = {(S,T) ((S0 ,To ) '1?-synt )(S 	So  A T 	To )} 

Ainsi, nsp„ contient des termes avec une certaine sémantique. 

Dans ce qui suit nous allons montrer que, pour prouver qu'une paire quelconque 

(S, T) E nsp„ a les propriétés (1)—(3) d'une bisimulation—ACTC(8.1), il suffit de 

considérer juste les paires de termes (So, To) e TZsynt . Remarquons que, puisque 

est réflexive, nsynt C nspec• 

Soient S, T, So , To  E L des termes quelconques tels que T 	To  et S 	So  

et tels que (So, Tc)) E R.,p„ et la paire (S0, To) satisfait aux conditions (1)—(3) d'une 

bisimulation ACTC. 

Premièrement, si a(S0) = a(To), alors pour toute paire (S, T) avec S 	So  et 

T 	To  on a que 
def. 8.1 	 def. 8.1 a(S) 	a(S0) = a(To ) = a(T). 

Selon le même raisonnement, si F(S0 ) = F(T0) alors pour toute paire (S, T) avec 

S 	So  et T 	To  on a que F(S) = F(T). De même, si exec(S0) = exec(To ), alors 

exec(S) = exec(T). 

Soit T a4)  r une transition quelconque de T. Alors, puisque T 	To , il existe 

un transition To  a4)  /-1(  telle que r 	T. Donc, il existe une transition So  

avec (si), n)  E R.. De plus, puisque S 	So  il existe une transition S ctj)  S telle 

que S'S. 
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Or, (si) , n)  G R. implique soit que 

1. il existe une paire (g, T(11) E 7Zeynt telle que 5')  g',_,-• S'o' et 71(  g.--, TeÇ' ou bien que 

2. (Sil ,T) E .'----,'. 

Dans le premier cas on déduit, par transitivité de la relation , que S 	et — 

T 	— 	T. Donc, (S, T) G R. 	R.. Dans le deuxième cas, puisque spec C _ 	 `-'-,j est 

transitive, on déduit que (S, T) G r-z:',  C R., ce qu'il fallait prouver. 

8.3 Propriétés de congruence 

Dans cette section nous prouvons que la relation d'équivalence '7.-2. est une congru-

ence sur tout le langage L. (théorème 8.10). Il existe des résultats théoriques [44] 

qui permettent de vérifier la congruence d'une relation de bisimulation sur un lan-

gage algébrique spécifié par une sémantique opérationnelle, en autant que la forme 

des règles de sémantique opérationnelle respecte un format spécifique. Ce format, 

appelé format panf [44], est trop restrictif pour exprimer la sémantique du langage 

de spécification de ACTC. Nous sommes donc obligés de prouver la congruence de 

Pz!, en détail, à partir de la définition de,--_,-. Des résultats préliminaires concernant 

le prédicat Wait, qui sont nécessaires à la preuve de la congruence de g.-.,, seront 

présentés dans la section suivante. Ensuite, dans la section 8.3.2, nous énonçons le 

théorème de congruence de. 

8.3.1 Le prédicat Wait 

Rappelons que pour tout T E £ et tout v > 0, le prédicat Wait(v, T) est vrai si 
(vi 

et seulement s 	
a) 'il existe une transition T —› T avec T' e L, a E A, et v' > v. 

Évidemment, si un terme T peut attendre jusqu'à un temps v, alors il peut attendre 

moins longtemps: 

(V/i < v)(Wait(v, T) = Wait(v', T)) 
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Pour simplifier la vérification de la validité du prédicat Wait nous avons établi un 

nombre de propriétés que ce prédicat satisfait. 

La proposition suivante affirme que lorsque deux termes quelconques T et S ont 

les mêmes traces, les prédicats Wait(v, T) et Wait(v, S) sont équivalents. 

Proposition 8.2 Soient (S, T) Et-,  deux termes quelconques équivalents du point de 

vue des traces. Alors, 

(Vv > 0)(Wait(v, S) <=> Wait(v, T)). 

v1  

Preuve: Wait(v, S) est vrai si et seulement s 	
a() 

'il existe une transition S ---> S', avec 

a E A et vi > v. Puisque S rs,  T, ils ont les mêmes traces. Donc T aussi peut exécuter 

a(v). Donc, le prédicat Wait(v, T) est vrai aussi. L'implication inverse est analogue. 

En tenant compte de l'équation 8.2 on peut alors énoncer le corollaire suivant: 

Corollaire 8.3 Soient (S, T) epz,, deux termes bisimilaires quelconques. Alors, 

(Vv > Vo )(Wait(v, S) <=> Wait(v,T)). 

Des propriétés analogues peuvent être énoncées pour le prédicat Urgent. 

Proposition 8.4 Soient (S, T) e-- deux termes quelconques équivalents du point de 

vue des traces. Alors, 

(Vv > Vo , Va G A)(Urgent(a(v), S) 	Urgent(a(v), T)). 

Preuve: La preuve est triviale: il suffit de remarquer que si S 	T, alors a(v) E 

exec(T) <=> a(v) E exec(S), Va e A, v > Vo . 	 • 

Corollaire 8.5 Soient (S, T) e 	deux termes bisimilaires quelconques. Alors, 

(Vv > Vo , Va E A)(Urgent(a(v), S) <=> Urgent(a(v),T)). 



CHAPITRE 8. LA RELATION DE BISIIVIULATION ACTC 
	 142 

La proposition suivante définit une méthode récursive pour le calcul du prédicat 

Wait(v,.) de certains termes composés, à partir de leurs sous-termes. Notons que dans 

le cas d'un terme T composé avec les opérateurs 0, Max, Min, et Excep on ne peut 

pas établir une équivalence entre le prédicat Wait(v, T) et une formule basée sur le 

prédicat appliqué aux sous-termes de T; nous ne pouvons prouver qu'une implication 

unilatérale. 

Proposition 8.6 Soient T, T, i =1,2,3 des termes quelconques de G1,57. Alors, 

1. Wait(v, a(ta ).T) <=>v. 	> 

2. (a) v > v => Wait(v, 	(T)), 

(b) v' < v = (Wait(v, 4 (T)) <=> Wait(v,T)), 

3. (a) v > v 	Wait(v, 

(b) v< v 	(Wait(v, 	(T)) <=> Wait(v, T)), 

4. Wait(v, 0 : T) 	Wait(v, 

5. Wait(v, Max(o, H, [m, 14T)) = Wait(v, T), 

6. Wait(v, Min(o, H, [m, 14T)) = Wait(v, T), 

rn 
7. Wait(v,11(T1, . . , Tm )) 	A  Wait(v, 

8. Wait(v , +(Ti ,..., Tn )) <=> kni Wait (V, Ti ) , 

9. Wait(v , Seq(Ti , T2)) <=> Wait(v , Ti) 

10. Wait(v, [C, €1(Ti , 	,T,)) <=> A Wait(v,  Ti), 

7T1 

11. Wait(v,ED(Ti, 	Tm )) 	V Wait(v, 
i=i 

12. Wait(v, Ex(T„, Tc, Te)) <=› Wait(v, TT, ) A Wait(v, Tc), 
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13. Wait(v, Loop(T)) <=, Wait(v, T) 

pour tous v > 0, a E A, et v > O. 

Preuve: La première égalité est triviale. Les égalités 2 et 3 sont analogues. Nous 

prouverons ici la seconde égalité concernant l'opérateur d. Les autres preuves se 

trouvent en annexe, section 12.3.1. 

Prouvons l'implication à gauche. Supposons d'abord que v' > v. Le prédicat 

Wait(v, 4,(T)) est alors vrai, puisque 4,(T) peut exécuter au moins une action, à 

la limite l'action de blocage S. Selon la sémantique opérationnelle de l'opérateur d, 

toutes ces transitions ont lieu au temps vi ou plus tard. 

Dans la situation où vi < v, selon la sémantique de l'opérateur de décalage, 

exec?v(T) = exeeu(4,(T)). Donc, les prédicats Wait(v, dv (r) et Wait(T) sont 

équivalents, ce qu'il fallait prouver. 	 • 
Remarquons ici que, si seules les actions différentes de õ sont considérées, alors les 

prédicats Wait(v, 4/ (T)) et Wait(v, T) sont équivalents, indépendamment si v' > v 

ou non. 

La proposition suivante exprime le fait que pour tout terme T, qui détecte une 

situation de blocage à un temps v, l'exécution de l'action de blocage S(v) est urgente 

et T ne peut exécuter aucune autre action après le temps v. T peut, par contre, 

exécuter des actions différentes de 8 au temps v. Dans ce cas, le blocage sera signalé 

après l'exécution de ces actions. Autrement dit, l'exécution de b(v) est impérative: 

6(v) sera forcement exécutée par T ou un de ses successeurs. 

Proposition 8.7 Soit T E £0 un terme feuille quelconque. Si 6(v) E exec(T), alors 

T), pour tout vi > v. De plus, pour toute action a(v) e exec(T), telle que 

a 	ô, toutes les traces it= a(v)... G r(T), doivent finir dans un blocage, autrement 

dit il = a(v)...6(v). 

Preuve: voir l'annexe, section 12.3.2. 
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Considérons maintenant une variante différente du prédicat Wait, que nous notons 

Waito: 

Waits(v ,T) 	(Va E exec(T))(3v > v)(a(vi) E exec(T)). 

Donc, Waito(v,T) est vrai si et seulement si toutes les actions que T peut exécuter 

avant le temps v peuvent encore être exécutées au temps v ou plus tard. En utilisant 

le prédicat Urgent, ceci revient à dire que 

Waito(v, T) de.  (Va e exec(T))(Vv' < v)—,Urgent(a(v'), T). 

C'est trivialement vrai que Waito (v, T) implique Wait(v, T). Si T est un terme 

feuille nous pouvons affirmer encore plus: nous prouvons dans la proposition 8.8 que 

pour tout terme T E ro et tout v > 0 les prédicats Wait(v, T) et Waito (v, T) sont 

équivalents. Intuitivement, l'équivalence se justifie par le fait qu'un terme feuille décrit 

une machine à transitions sans branchement. Avant d'énoncer cette proposition, 

considérons l'exemple suivant qui illustre bien pourquoi l'équivalence entre Wait et 

Waito  ne s'étend pas aux termes hiérarchiques. 

Exemple 8.3 Soit T E f défini comme: 

T = a(2) (b(1) + c(3)). 

La notation a(2) 	ta  = 2 : a(ta ) a été introduite pour sa simplicité. 

Au temps v = 1 le terme b(1) + c(3) choisit d'une manière non-déterministe 

d'exécuter b(1) ou d'attendre jusqu'au temps 3 pour exécuter c(3). Par définition, le 

prédicat Wait(2, b(1) + c(3)) et donc vrai. Selon la sémantique opérationnelle de la 

composition parallèle, T peut alors exécuter a(2) et ensuite c(3), tout comme il peut 

choisir d'une manière non-déterministe d'exécuter la trace b(1).a(2). 

Le prédicat Waito (2, b(1) c(3)), par contre, est faux parce que l'action b ne peut 

être exécutée qu'au temps v =1. Si, dans la sémantique opérationnelle de la compo-

sition parallèle on avait employé le prédicat Waite  plutôt que Wait, alors T n'aurait 

pas pu exécuter la trace a(2).c(3), ce qui ne se justifie pas. 
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Proposition 8.8 Soit T E £0 un terme feuille quelconque. Alors, pour tout v > vo , 

le prédicat Wait(v, T) est vrai si et seulement si toutes les actions de exec(T) peuvent 

encore être exécutées au temps v ou plus tard. Formellement, 

Wait(v, T) <=> Waito(v, T). 

Preuve: L'implication à gauche est triviale. L'implication à droite est prouvée par 

induction structurelle. Les termes préfixés, qui satisfont le théorème trivialement, 

sont à la base du raisonnement inductif. Le pas de l'induction consiste à considérer 

pour chaque opérateur f e OR3  un terme T = 	,Trn ] et de prouver que, si 

tous les opérandes Ti  ont la propriété énoncée dans le théorème, T a cette propriété 

aussi. 

Nous présentons ici la preuve pour l'opérateur de composition parallèle 11. Les 

preuves correspondantes aux opérateurs temporels sont présentées en annexe, section 

12.3.3. 

Soit T = ( 111, 	Tm) un terme dont les sous-termes Ti  ont la propriété énoncée, 

c'est-à-dire pour tout i, < i < m et tout v > 0 

Wait(v, Ti) <=> Waits(v, T). 

Selon la proposition 8.6 nous avons que 
77L 

Wait(v, T) <=> A Wait(v, Trn ). 

Puisque, par l'hypothèse d'induction, Waite(v, Ti) <=> Wait(v, Ti), on déduit que 
771 

Wait(v, T) <=> A wait,(v, Tm ). 
i=1 

Pour prouver le pas d'induction il suffit maintenant de montrer que 
771 

A Waits  (v, Tk ) 	Waito(v, T) 
k=1 

Nous avons déjà prouvé cette propriété pour le prédicat Wait en annexe (section 

12.3.1). La preuve pour le prédicat %ho  est analogue. Donc, nous pouvons conclure 

que T a la propriété énoncée dans la proposition. 
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Une conséquence immédiate de cette équivalence entre Wait et %d-4 est que dans 

tout terme feuille une action a(v) est exécutée si seulement si il n'existe aucune autre 

action qui soit plus urgente. 

On peut utiliser le prédicat Waito  pour exprimer une propriété supplémentaire de 

l'opérateur EÐ: pour tous T1, 	,Tm  E ,C et tout v > 0 

TT1 

Wait(v, e(T1 , 	, Tm )) 	V Waito(v, Ti ). 
j—i 
	 (8.3) 

Preuve: La preuve de cette propriété se trouve dans la section 12.3.4. 

8.3.2 Le théorème de congruence 

La relation d'équivalence sémantique 	C x .0 est à la base de la définition formelle 

de l'algèbre de processus temporisée ACTC. Tel que nous l'avons montré dans la 

section 4.5, il est essentiel que la relation 	soit une congruence pour l'ensemble 

d'opérateurs de Op. Dans la section 8.1 nous avons alors défini la relation comme 

un sous-ensemble de 	par l'ajout des deux restrictions supplémentaires: 

(T 	S) •#>. (T 	S A a(T) = a(S) A F(T) = F(S)). 

Nous avons alors montré par des exemples que ces deux conditions sont nécessaires 

pour que 7-zz: soit une congruence. Dans cette section nous prouverons que ces condi- 

tions sont aussi suffisantes, donc que 	est une congruence pour tous les opérateurs 

de Op. 

Nous commençons par la preuve du lemme suivant: 

Lemme 8.9 Pour tout T = f [Ti, • • • TJ, S = f[Si, • • . , Sn ] E f, si f 	d} et si 

(Vi = 1, n)(Ti 	Si ) 

alors 

a(T) = a(S). 
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Preuve: la preuve suit directement des définitions. 

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le théorème de la congruence de 

Théorème 8.10 La relation de bisimulation—ACTC est une congruence pour tous 

les opérateurs de Op sur le langage £. Plus précisément: 

1. pour tout v > Vo et tous T,S E 

	

T 	S 	 T) 	.„(S) 

T S =<1,(T) di,(S) 

2. pour tout a E A et T, S E ro, 

T S a(ta ).T a(t a ).S 

3. pour tous n, • • • 5 Tm, Si, • • . , STri E £73  , 

(vi = 1 	, m ) ( 	gf, 	) 	(T1 ,. .,Tm ) 	11(Si, 	Sm); 

4. pour tous T1 , S1 e £0 , et tout 9 e 8 tel que Act(0) C Act(Ti) et Act(0) C 

Act (S1), 

S1 =9 :T1 gb' 0 Si; 

5. pour tout opérateur réactif ROp= (o, H, [m, 	•) et tous T, S E £0 , tels que 

U H C Act(T) et { u H C Act(S), 

T S ROp(T) ROp(S) 

6. pour tous n > 2 et T1 , 	Tn, 	, sin E £, 

(Vi=1,...,n)(TjSj)=Tjj2Sj  

7. pour tous Ti , T2 , Si , S2  E 

(Vi = 1, 2) (Ti 	Si) = Seq(n, T2) 	Seq(SI., S2) 
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8. pour tous T, S 

T S Loop(T) Loop(S). 

9. pour tous n > 2 et Ti , 	. , Sv, E ,C, 

	

(Vi = 1, 	n) (Ti 	Si) 	e(Ti, 	, Tn) 	e (si , • , Tn) 

10. pour tous n > 2, tous 	, Tn, S, . • . , Sn, eL, et tout opérateur de composi- 

tion parallèle avec communication [C, e], 

(Vi =1,...,n)(Ti 	si ) = [C,€](T1,...,Tn) 	 , Sn) 

11. pour tous 	Tel, Tn2, 	Te2 E 

	

(Tn i 	Tn2) A (Tel 	Tc2) A (Tel 	Te2 ) 	& 

Ex(Tni ,Tei , Tel) 	Ex (Tn21  Tc21 Te2) 

Preuve: à titre d'exemple nous présentons ici la preuve de la congruence deg•--' par 

rapport à l'opérateur ":". Les autres preuves sont données dans l'annexe, section 

12.3.5. 

Soit TL C ro  x ,Cp la relation suivante: 

	

7-?•={(O:T1,O:Si) 	E 	 Si, 0 e 8}u 	. 

Suivant le raisonnement présenté dans la section 8.2 il suffit de considérer une paire 

(T,S) E R, telle que T = 0 : Ti  et S 	0 : Si , avec (Ti, Si) E 	et 0 E e et de 

prouver que (T, S) satisfait aux conditions énoncées dans la définition 8.1. 

Premièrement, selon la proposition 8.9, 

a(T) = a(S). 

Ensuite, 

F(T) = F (Ti ) n Sol(0), 

F (S) = r(si) n sol(o). 
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Or, puisque Ti 	Si , par définition F(Ti ) = F(Si). On déduit que F(T) = F(S). 

Finalement, puisque la relation R est symétrique par définition, il ne reste qu'à 

prouver que pour toute transition T a- Lt-}1)  T il existe une transition S a4)  S' telle que 

(T', S') 

Supposons d'abord que la transition de T suit la règle suppl . Il existe alors une 

transition Ti  a-(4) T avec a S et Ti  e telle que le prédicat First(a(v),T) est vrai. 

Comme Ti 	Si  on déduit qu'il existe aussi une transition Si  at->')  SI.  telle que 

Prouvons que le prédicat First(a(v), S) est vrai. 

	

First(a(v), 	e (f?.v(S) n sca(ta  = v)) 	O. 

Or, nous avons déjà montré que F(S) = F(T). Donc, 

First(a(v), S) <=> First(a(v), T). 

a(v) On peut alors appliquer la règle suppi  pour déduire qu'il existe une transition S 

S. Finalement, on a que 

T = °vita: Ti, 

= 19,/ ta  : S. 

On conclut alors que (T', S') e R., ce qu'il fallait prouver. 
a(v) Si la transition T ---> T' est définie par la règle supp2  on suit un raisonnement 

analogue à celui présenté pour la règle suppl . La seule remarque supplémentaire qui 

doit être faite est que le seul terme équivalent à t est le terme t même. De plus, 

(t, 	e c R. 

Le cas où la transition de T est définie par la règle supp3  est trivial, il suffit de 

remarquer que (4.,1,) G 	C R. 

Pour la règle supp4  on note que, puisque Ti 	Si , alors exec(n) = exec(S1)• 

Ensuite, puisque nous avons déjà prouvé que pour toute action temporisée a(v) les 
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prédicats First(a(v), T) et First(a(v), S) sont équivalents, on a que 

S 5(`49))1, et T 

Or, nous avons déjà montré que a(T) = a(S) et (4.4) G 	C R.. Ceci résume la 

preuve de la congruence de par rapport à l'opérateur 0 :. 

Les exemples 8.1 et 8.2 montrent que la bisimulation forte 	n'est pas une con- 

gruence par rapport à l'opérateur :. Les mêmes exemples montrent que les relations 

de bisimulation forte 	et la relation d'équivalence de traces ,-- ne sont pas des 

congruences. Nous pouvons, par contre, prouver des résultats plus restreints, dont 

nous aurons besoin dans la section 10.2.4: 

Proposition 8.11 Les affirmations suivantes sont vraies: 

1. (V v > Vo )(VT , S E G)(T S 	 ,,(S)) et (T S 	.„(T)  

2. (Vv > Vo )(VT, S e £) (T S = du(T) <(S)) et (T S = 4(T) 4(S)); 

3. (Vi E i)(Ti ^i Si) 	(Eici 	rsJEici Si). 

Preuve: Les preuves des affirmations 1 et 2 sont analogues. Nous prouvons les 

affirmations 1 et 3 en annexe, section 12.3.6. 

Nous disposons maintenant d'un langage de spécification de chronogrammes .0 

avec une sémantique opérationnelle SOp et d'une relation d'équivalence opérationnelle 

—, qui est une congruence pour tous les opérateurs de composition de L. À partir de 

ces notions nous sommes en mesure de définir l'algèbre de processus ACTC dans le 

chapitre suivant. 



Chapitre 9 

L'algèbre de processus temporisée 

ACTC 

Dans cette section nous suivons la méthodologie présentée dans la section 4.5 pour 

définir l'algèbre de processus ACTC à partir du langage de spécification algébrique 

,C, de la sémantique opérationnelle des termes de SOp, et de la relation d'équivalence 

sémantique de termes Rf,. 

Nous donnons ensuite une axiomatisation A de ACTC et prouvons qu'elle est 

cohérente par rapport à la relation g:-_, pour tous langage de termes L. Les questions 

de la décidabilité de.--z-:, et de la complétude de A seront abordées dans le chapitre 

suivant. 

9.1 Définition de ACTC 

L'algèbre de processus ACTC = (LAcTc, OPAcTc) est définie sur le domaine des 

classes d'équivalence du langage de spécification ,C modulo la relation',----: 

L,, ACTC c-e-f  •C/ ''::-'-' • 

151 
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L'ensemble de fonctions °P ACTC est l'interprétation des symboles de fonction de la 

signature Op du langage _G comme fonctions sur fAcTc: 

opAcTc = {fAcTc £1cTc 	£ACTC f G Op, ar(f) = n, n > 0}, 

où ar(f) est l'arité du symbole de fonction f tel que définie dans le langage .C. Rap-

pelons que les actions temporisées a(ta ) peuvent être considérées comme des fonctions 

d'arité O. L'interprétation fAcTe  d'un symbole de fonction f E F est définie comme 

suit: 

a (ta) ACTC = [graphe(a(ta))] mod 

fACTC (TÂCTC 7 • • • 7 TIICTC) = f [T1 , • • • , Tn]AcTc; 

= 	[graphe( f [T 1 ,.. .,TnI)1 MOd 	. 

Nous avons ainsi formellement défini l'algèbre de processus ACTC à partir du lan-

gage algébrique de spécification de chronogrammes de la sémantique opérationnelle 

SOp associée aux termes de .0 et de la relation d'équivalence sémantique de termes 

définie sur 

9.2 Axiomatisation de ACTC 

9.2.1 Rappel de définitions 

Rappelons que dans la section 4.3 nous avons défini les notions de spécification 

équationnelle E qui associe à un langage de termes T(F, X) de signature _F et vari-

ables X un ensemble d'axiomes A ainsi qu'un ensemble de règles d'inférence RE qui 

permettent de déduire des égalités de termes d'une manière purement syntaxique. Le 

système d'axiomes A, aussi appelé axiomatisation est un ensemble d'égalités de termes 

de T(F, X). L'ensemble des règles d'inférence RE d'une spécification équationnelle 

est typiquement l'ensemble de règles d'inférence de la logique équationnelle. RE con-

tient les règles suivantes: 
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1. les propriétés d'équivalence de = : 

pour tous t, s, r E T(.7, X), 

• réflexivité: t = t 

• symétrie: t = s implique s = t 

• transitivité: t = s et s = r implique t = r 

2. la règle de substitution: 

pour tous t1, t2  e T(.T, X) et toute substitution ço : 	X) --> T(F, X), 

t1  = t2  implique v(t1) = 

3. la règle de contexte: 

pour tout n > 1 et tous t1, 	, t„, si,.., s  n  G T(F, X), 

(di : 1 < i < n)(ti = si), implique f 	,t) = f (si, 	,s,). 

Remarquons que si le langage de termes est clos, c'est à dire T(F) ne contient pas de 

variables, alors RE contient uniquement les règles d'équivalence et de contexte. 

On dit qu'une égalité de termes s = t peut être dérivée dans E et on écrit E s = t, 

ou bien Al—s=t si et seulement si soit 

• s=teAoubien 

• l'égalité s = t peut être déduite à partir des axiomes de A en utilisant les règles 

d'inférence de RE• 

Un système de spécification équationnelle € induit une relation d' équivalence 

équationnelle ou syntaxique de termes, notée R-E , telle que 

= {(s, t) E T (F.  , X) X T(T, X) I El—  s = tl. 

Dans cette section nous donnons une spécification équationnelle au langage de 

termes .CAcTc  en définissant un ensemble d'axiomes A pour £. L'ensemble d'axiomes 
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A contient le sous-ensemble d'axiomes Aß, concernants les opérateurs de Opo, et 

les axiomes hiérarchiques A7L, définis pour les opérateurs de Op. Dans la section 

9.2.3 nous présentons les axiomes Aß  du langage de base et les axiomes du langage 

hiérarchique, Aw, dans la section 9.2.4. 

Dans la section 9.2.5 nous prouvons que l'axiomatisation A est cohérente par 

rapport à la relation de bisimulation forte 	c'est à dire 

(VT, S E £)(A 

Implicitement alors A est cohérente par rapport à la bisimulation forte et la relation 

d'équivalence de traces —. 

Nous commençons par présenter dans la section 9.2.2 l'ensemble de propriétés 

algébriques d'opérateurs binaires communément utilisés pour définir des structures 

algébriques telles que les groupes, les anneaux ou les algèbres [30]. Ces propriétés 

sont ensuite étendues aux opérateurs d'arité arbitraire. 

9.2.2 Propriétés algébriques élémentaires 

Soit A = (i(F), E) une F—algèbre, où F est une signature quelconque et i est une 

interprétation des symboles de fonction de F comme fonctions sur un domaine quel-

conqe E. 

Soient + et x deux opérateurs quelconques de A et notons par a, b, c, . . . les 

éléments de E. Définissons d'abord les propriétés algébriques élémentaires d'opérateurs 

binaires. 

L'opérateur x est commutatif si et seulement si, pour tous a,b E E, axb=bx a. 

L'opérateur x est associatif si et seulement si, pour tous a, b,c E E, a x (b x c) = 

(a x b) x c. 

u E E est un élément identité pour l'opérateur x si et seulement si, pour tout 

aEE,axu=uxa=a. 
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v E E est un élément absorbant pour l'opérateur x si et seulement si, pour tout 

aGE,axv=vxa=v. 

L'opérateur x est idempotent si et seulement si pour tout a e E, a x a = a. 

L'opérateur x est distributif à gauche par rapport à l'opérateur ± si et seulement 

si a x (b + c) = (a x b)+ (a x c), pour tous a,b,c E E. 

L'opérateur x est distributif à droite par rapport à l'opération + si et seulement 

si (I) + c) x a = (I) x a) ± (c x a), pour tous a,b,c e E. 

L 'opérateur x est distributif bilatéralement, ou simplement distributif, par rapport 

à l'opération + si et seulement si x est distributif à gauche et à droite par rapport à 

+. 

L'opérateur x est réductible à gauche si et seulement si, pour tout a, b,c e E, 

cxa=cx bimpliquea= b. 

L'opérateur x est réductible à droite si et seulement si, pour tout a, b,c E E, 

axc=bxcimpliquea= b. 

L'opérateur x est bilatéralement réductible, ou simplement réductible, si et seule-

ment si x réductible à gauche et à droite. 

Les propriétés suivantes sont évidentes: 

Proposition 9.1 Soit X et + deux opérateurs quelconque d'une .F-algèbre A. Alors, 

/. si X est commutatif et unilatéralement distributif par rapport à +, alors x est 

bilatéralement distributif par rapport à +; 

2. si X est unilatéralement réductible et commutatif alors x est bilatéralement 

réductible. 

Preuve: La preuve suit directement des définitions. 	 il 

Nous étendons maintenant les propriétés d'opérateurs binaires aux opérateurs 

d'arité arbitraire. 

Rappelons qu'un opérateur x est d'arité arbitraire, s'il est défini pour un nombre 

m quelconque d'opérandes, où m > 1, notation x : E* —> E. Ainsi x détermine 
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pour tout m > 1, un opérateur m-aire xm : Em --> E. Lorsqu'aucune confusion ne 

sera créée nous surchargeons la notation x pour désigner en même temps l'opérateur 

d'arité arbitraire ainsi que les opérateurs m-aires xm, pour un m > 0 quelconque. 

Le théorème 9.3 montre qu'il suffit qu'un opérateur d'arité arbitraire x soit as-

sociatif pour que ses propriétés algébriques soient déduites à partir des propriétés 

algébriques de l'opérateur binaire correspondant x2 . Ceci nous permet de simplifier 

l'axiomatisation de ACTC: pour les opérateurs d'arité arbitraire 	+, et e, qui 

sont associatifs, il suffit d'énoncer des propriétés binaires. 

Rappelons d'abord quelques définitions élémentaires. 

Une fonction o-  : {1, 	,m} ---> {1, 	, ml est une permutation de l'ensemble 

{1, 2, ... , ml si et seulement si a est une bijection, donc pour tout i G {1, 	, m} il 

existe un unique j E {1,. , m} , tel que o-(j) = i. L'ensemble de permutations de 

{1, 	,m} est noté Pni . Une permutation notée cri ,i  est une inversion si et seulement 

si 

j, 

= 

o-ij (k) = k,Vk 	j}. 

Donnons maintenant les définitions des propriétés algébriques d'opérateurs d'arité 

arbitraire. Soient x, + : E* —> E deux opérateurs d'arité arbitraire quelconques, 

L'opérateur x : E* ---> E est associatif si et seulement si pour tout m > 3 et tous 

ai , 	, an, C E: 

x (ai, • • • am) 
	

x(al x (a2 , 	, am)) 
	

(9.1) 

(9.2) 

Les égalités 9.1 et 9.2 sont aussi appelées associativité à droite et à gauche, respec-

tivement. 

En prouvant l'équivalence suivante, nous donnons une définition alternative de 

l'associativité: 
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Proposition 9.2 L'opérateur x : E* 	E est associatif si et seulement si pour 

tousm> 3, 1<i<j<mettous ai , 	, 	E E: 

x (ai , 	, a2; _1, ai , 	, a3 , a3 [1, 	, am) = x 	,a_1 , x (ai, 	, ai), ai+i, 	,am). 

Preuve: L'implication gauche est évidente. L'implication droite se prouve par in-

duction généralisée sur m. La base de l'induction est le cas m = 3 qui est trivial. 

Supposons que l'implication est vrai pour tout m < k, où k > 3 est un entier quel-

conque (hypothèse d'induction). Prouvons alors qu'elle est vraie pour m = k + 1 

aussi. Soient i et j tels que 1 < i < j < m + 1. Alors 

assoc. 

hyp. dind. 

hyp. 

x 	x (a2 , • • • , ak+i)) 

x (ai , x (a2 , 	, 	x 	..• , ai), ai+i, • • , ak+i)) 

x 	a2, 	, 	x 	,a), a3+1., • • • , ak+i)• 

Le cas 1 = i < j < m est est similaire: on utilise la propriété d'associativité à droite 

au lieu de l'associativité à gauche. Le cas où i = 1 et j = m +1 se prouve directement 

à partir des définitions. 

L'opérateur x : E* ----> E est commutatif si et seulement si 

x 	, am) = x (a,(1) , 	, 

pour tout m > 2, pour tous al , 	, am  E E et toute permutation a e Pm de l'ensemble 

{1,. ..,m}. 

Soient x, + : E* —> E deux opérateurs quelconques d'arité arbitraire. Alors 

x est distributif par rapport à + si et seulement si pour tous m, n > 1, pour tout 

i : 1 < i < m, et tous ai , 	, am, bi , 	, bri  E E: 

x 	. 	, 	+(b1, • - • , bri), a+1, • • • , am) = 

±(x 	, 	ai+t, • • • , am), • • • , x (ai, • • • , 	bn, ai+i, • • • , am)). 



CHAPITRE 9. L'ALGÈBRE DE PROCESSUS TEMPORISÉE ACTC 	158 

Un élément identité pour l'opérateur x : E* —> E est défini comme u e E tel 

que pour tout m > 2 et tous ai , ... , an., E E, 

x (ai, . . . , a„, u) = x (ai, ... , u, am) 

x (u, ai, ... ,am ) 

= 	x (ai, . .. , am), 

et pourtoutaEe,axu=uxa=a. 

Théorème 9.3 Soient x,+ : E* ---> E deux opérateurs d'arité arbitraire quelcon-

ques. Si x et + sont associatifs alors 

• x est commutatif <=> x 2  est commutatif; 

• u est un élément identité pour x <=> u est un élément identité pour x 2 ; 

• v est un élément absorbant pour x <=> v est un élément absorbant pour x 2; 

• x est distributif par rapport à + <=> x 2  est distributif par rapport à +2 ; 

• x est réductible <=> x 2  est réductible; 

• x est idempotent <=> x 2  est idempotent. 

Preuve: voir section 12.4.1 de l'annexe. 

Remarquons ici que les propriétés algébriques décrites dans cette section peu-

vent être généralisées: l'identité --=-- peut être remplacée par une relation d'équivalence 

quelconque 7. C E2. On dit alors que les propriétés sont définies modulo la rela-

tion d'équivalence 7Z. Par exemple, un opérateur quelconque x : E2  --> E est dit 

commutatif modulo R. si pour tous a, b E E 

x (a, b)R. x (b, a). 
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9.2.3 Axiomes du langage de termes feuilles Aß 

Nous énonçons ici le système d'axiomes Aß  du langage de base £0. Le théorème 9.6, 

qui sera prouvé en annexe dans la section 12.4.2, affirme que Aß  est cohérent par 

rapport à la relation 

Dec1) Maximisation: pour tous v, v > Vo  et tout T E £, si v > v alors 

= 

4(4i(T)) = 4(T). 

Dec2) Identité de gauche restreinte: pour tout T G G 

T) (T) = T. 

Dec3) Distributivité des opérateurs de décalage par rapport aux opérateurs de 

	

Op\ {.}: pour tout v > Vo, tout m> 1, 	,Tm  E £, et tout opérateur f G Op\ 1.1 

1. 	<[,( f(Ti ,. . . , Tm)) = f (<1,(Ti), 	, <It(Tm)); 

2. v(f(Ti,...,T.)) 	f (,,(111), - • 

Prefl) Préfixage: pour tout terme préfixé a(t,i ).S G Go, 

a(ta).S = A ta  < tb  : (a(ta )ms). 
bEAct(s)  

Parl) Commutativité: pour tous Ti T2 C 

712) =11(T2, 711)• 

Par2) Associativité: pour tous 	,T C .0O 3  et tout m> 2 

• • Tm) = 11( 271,11(T2, 	• T.)) = 11(11(711, 	Trn-i) Tm) 

cons1) Conjonction: pour tous 01, 02 E 0, tout T E £0, 

:001  2  : T = 01  A 02  : T . 
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cons2) Élément identité: pour tout T e ro , 

Vrai : T = T. 

cons3) Identité partielle: pour tout T E £0 , et tout instant v tel que 0 < v < 

a(T), et toute action a E A(T): 

ta  > v : T = T. 

cons4) Distributivité de 9 par rapport à 	pour tout e e 8, 

T1 , 	£0  tels que Act(0i) C Act(Ti), pour tous m > 2, 1 < i < m, 

A0: 	 11(91 : 	..., On  : n). 
,=1 

cons5) Distributivité de 0 par rapport aux opérateurs réactifs: pour tout 0 c 9, 

tout T G £0, et tout opérateur réactif ROp, 

O: ROp(T) = ROp(0 : T). 

ROpl) Commutativité: pour tous ROpi , R0p2  opérateurs réactifs et tout T e 
£0 , 

ROpi  (R0p2(T)) = R0P2(R0P1 (T)) • 

R0p2) Distributivité des opérateurs réactifs par rapport à 	pour tous T17 	,Trn, E 

Go , où m > 2 et tout opérateur réactif ROp(o, H,[m,M], •) s'il existe un terme T„ 

avec 1 < i < m, tel que H U {o} C Act(Ti), alors 

ROp(o, H, [rn, M], 11 (Ti , • • • , Tm )) = 11(1117 	, ROp(o, 	 ,Tra ). 

9.2.4 Axiomes du langage hiérarchique Au 

Nous définissons ici le système d'axiomes du langage de termes hiérarchiques, noté 

A. La cohérence de Au  par rapport à est énoncée dans le théorème 9.6, qui sera 

prouvé en annexe, section 12.4.2. 
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C1) Commutativité: pour tous T1, T2 E G, 

+(T1, T2) = 1-(T2, Ti). 

C2) Associativité: pour tout m > 2, tous T1, ... ,Tm  E .C., 

+(Ti, — ,Tm) = +(Ti, +(712, • • - ,Tm)) = +(+(n, — ,Tm-i),Tm). 

C3) Idempotence : pour tout T E ,C 

+(T,T) =T. 

Seql) Associativité: pour tous Ti , T2 , T3 E £, 

Seq(Seq(Ti , T2 ), T3 ) = Seq(Ti , Seq(T2 , T3 )). 

Seq2) Distributivité à droite de Seq par rapport à +: pour tous Ti , T2 , T3 E £, 

Seq(+(Ti , T2 ), T3 ) = +(Seq(Ti , T3 ), Seq(T2, T3 )). 

Seq3) Distributivité à gauche de Seq par rapport à ED: pour tous Ti , T2 , T3 E £, 

si T1  est un observateur, alors 

Seci(Ti, e(112, T3)) — e(seq(n, T2), seq(n, T3)). 

Seq4) Distributivité à droite de Seq par rapport à ED: pour tous T1, T2, T3 E G, 

Seq(e)(Ti, T2 ), T3 ) = e(Seq(T1,T3), Seq(T2 , T3 )). 

Seq5) Distributivité restreinte de Seq par rapport à Ex: pour tout T, Tn, Tc, Te E 

£, si T est un observateur, alors 

Seq(T, Ex(Tn , Tc, Te )) -= Ex(Seq(T, n), Seq(T, Te ) , Te ). 

DC1) Commutativité: pour tous Ti , T2 E G, 

ED(Ti, T2 ) = ED(712, Ti)• 
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DC2) Associativité: pour tout m > 3 et tous T1 , .. , T E G, 

e(Ti , e(T2, 	, T„,)) = e(e(n, 	, Trn_i), Tm) = 	... T.). 

DC3) Idempotence restreinte: pour tout T E G, si T est un observateur alors, 

ED(T,T) =T. 

PCom1) Commutativité: pour tout terme [C, f](Ti, T2) G G, 

[C. , €](Ti T2) = [C e](T2 , Ti) - 

P Com2) Associativité: pour tout terme T = [C , 	,Tm ) E G, avec m > 3, 

[C, €](Ti, • • • , Tm.) = [C, E]([0,](Ti, • - • , Tm-1), Tm) = [C, €](Ti, [0, .1(712, • - • , Trn))-

PCom3) Réduction à la composition parallèle sans communication: pour tous 

Ti, T2 e Le, 

[0, .](Ti, T2) = 

Ex1) Idempotence restreinte: pour tout observateur T G G et tout T, E G, 

Ex(T,T, Te) = T. 

Nous pouvons maintenant déduire des propriétés algébriques des opérateurs d'arité 

arbitraire 	E, e, et [ 

Proposition 9.4 Les opérateurs d'arité arbitraire +, ED, [ : L* --> 	ont les pro- 

priétés suivantes: 

1. les opérateurs +, ED , [ : £* 	sont commutatifs; 

2. l'opérateur + : f* 	G est idempotent; 

3. pour tout T G, si T est un observateur alors 
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Preuve: les preuves suivent directement des axiomes de A et de la proposition 9.3. 

De plus, nous pouvons énoncer les propriétés suivantes: 

Proposition 9.5 Pour tout m > 2 et tous T1 ,. , Tm E L,  01,2 

on a que 

1. [0, •](Ti , 	, Tm ) = 11(711 , 

2. 01 :02 :T-02 :01 :T. 

G 0, et tout T E £0 

Preuve: Pour prouver la propriété 1 on utilise les axiomes d'associativité PCom2 

et Par2, l'axiome PCom3, et la règle d'inférence de contexte du système de la 

spécification équationnelle définie par A: 

PAT1,--,Tm) 
	PCom2 	

[0, l(Ti.• [ 0 ,1( 7'2, • • • Tm)) 
PCom2, contexte 

[ 0  • I (T1, [O,  (T2 • • • • • [ø, .] (Tm -1 • Tm)) 

PCom3, contexte [0,  .](T1, [0,1(T2, . • • 11 (Tm-17 T m )) 
PCom3, contexte 	

1(T2, • • • • 11(Tm-1 • Tm))) 
Par3, contexte 	

-,Tm). 

La propriété 2 est une conséquence immédiate de l'axiome consl. 

9.2.5 Cohérence de A par rapport à 

Dans cette section nous présentons le théorème 9.6 qui affirme que le système d'ax-

iomes A est cohérent par rapport à la bisimulation-ACTC 

Notons la relation d'équivalence syntaxique induite par A comme 

{(T,S)Erx.CIAHT=S}. 
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Théorème 9.6 Théorème de cohérence: Le système d'axiomes A est cohérent 

avec la relation d'équivalence de termes 	Formellement, pour toute paire de termes 

T, S E G, 

Preuve: Pour prouver le théorème de cohérence 9.6, nous devons d'abord prouver 

que les règles d'inférence de la logique équationnelle s'appliquent à la relation 

Remarquons d'abord que est un langage clos, donc il suffit de montrer que 	a 

les propriétés d'équivalence et satisfait à la règle du contexte. Formellement, nous 

devons montrer que 

1. pour tous Ti T2 T3 E G, 

• réflexivité: T1 	T1 ; 

• symétrie: T j.  gz-2, T2 implique T2'••• 	; 

• transitivité: T1  T2 et T2 g T3 implique T1  T3; 

2. pour tout n> 1 et tous 	, Tn, 	sn  E r et tout opérateur f E Op 

(Vi : 1 < i < n)(Ti 	Si), implique f[T1, . , Tn] = f [Si, • - Snl. 

Or, selon le théorème 8.1, gz,- est une relation d'équivalence de termes et selon la 

proposition 8.10, P.-, est une congruence pour tous les opérateurs de Op. Donc, --

satisfait aux règles d'inférence de la logique équationnelle. 

Il reste à prouver maintenant que tout axiome de A reste vrai si on remplace = 

par 	Ces preuves seront présentées en annexe, section 12.4.2. 

Puisque T S = T S, on prouve implicitement que A est cohérent avec la 

relation d'équivalence de traces 

Corollaire 9.7 Le système d'axiomes A est cohérent avec la relation d'égalité de 

traces 	G x G. Formellement, pour toute paire de termes T, S e 

T S T S. 
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Nous avons donné une axiomatisation de l'algèbre ACTC qui est cohérente avec 

la relation d'équivalence sémantique ::.•,', mais incomplète. Autrement dit, à partir 

du système de spécification équationnelle défini par l'axiomatisation A et les règles 

d'inférence de la logique équationnelle RE définies dans la section 4.3, nous pouvons 

déduire uniquement des équivalences de termes T --:-..' S, mais nous ne pouvons pas 

toutes les déduire. Dans le chapitre suivant nous donnons une procédure de décision 

de l'équivalence T g--- S de termes quelconques du sous-langage de termes feuilles 

réactifs Co. 



Chapitre 10 

Décidabilité et complétude 

Dans ce chapitre nous prouvons la décidabilité des relations d'équivalence --,, 	et 

sur le sous-langage de termes feuilles réactifs, noté L. 

Nous commençons, dans la section 10.1, par la présentation d'une méthode de 

type model-checking pour vérifier si un terme feuille quelconque est réactif. 

Notons l'ensemble de termes formés à partir des opérateurs de (Op@  U {+}) \ 

{Max, Min} par g3  . Dans la section 10.2.1 nous prouvons la décidabilité de sur le 

sous-langage L. Ensuite, dans la section 10.2.4, nous prouvons que pour tout terme 

T E ri.3  il existe un terme noté .F.Ar(T) e .C3, tel que T 	(T). Finalement, la 

section 10.2.5 résume la procédure de décision de 	sur L. 

Enfin, dans la section 10.3, nous abordons la question de la complétude de Aß. 

Aß n'est pas complet par rapport à 	Par contre, en ajoutant à RE la règle de 

déduction supplémentaire suivante 

S 	Co )(F (FA(' (T)) = F (.F. A r(S)) A c(T)=a(S) A F (T) = F (S) = T = S) 

nous obtenons un nouveau système de déduction équationnelle, noté e+ (£7;3 , A ß, 

qui est alors cohérent et complet par rapport à la relation 

166 
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10.1 Réactivité 

Nous avons défini un terme réactif de .0 comme un terme tel que aucune trace µ E 

IF(T) ne mêne vers l'état de blocage (section 6.1). 

Un terme feuille T e £0  peut se trouver dans une situation de blocage si T est 

incohérent ou bien si T est non-causal. Rappelons les définitions de cohérence et de 

causalité d'une spécification d'interface, en général, données dans la section 3.2: 

• Cohérence: la cohérence (en anglais consistency) [41, 28, 11] est une condition 

minimale pour la réalisabilité d'une spécification. Une spécification est cohérente 

si le système de contraintes temporelles a une solution, autrement dit s'il existe 

une affectation des temps d'occurrence des actions qui satisfait à toutes les 

contraintes de la spécification. 

• Causalité: une spécification d'interface est causale [32] si le temps d'occurrence 

de toute action de sortie peut être décidé sans tenir compte des actions d'entrée 

pouvant être exécutées dans le futur par l'environnement. 

Dans le cas d'une spécification d'interface donnée par un terme feuille T E £0 ces 

définitions se traduisent comme suit: 

1. T est incohérent si F(T) = Ø. 

2. un terme T est causal si pour toute contrainte réactive ROp(o, H, [m, 	.) de 

T, l'action source o(t0 ) peut être exécutée n'importe où à l'intérieur de son 

intervalle réactif 

tsource rn < V < tsource M, 

sans contredire les contraintes descriptives de T pouvant relier l'action o à 

des actions d'entrée de T, qui la précèdent. On note ici par tsource  le temps 

d'exécution de l'action source de ROp, c'est à dire la première, respectivement 

la dernière action de H, si ROp = Min, respectivement ROp = Max. 
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Remarquons que l'incohérence d'un terme peut être détectée dès le démarrage du 

terme. Pour vérifier la causalité d'un terme, par contre, on doit utiliser des techniques 

de model-checking, c'est à dire parcourir tout l'espace d'états du graphe de processus 

associé au terme en vérifiant si des propriétés spécifiques sont vérifiées à chaque état. 

Puisque les termes de ,C décrivent des STEI temporisés avec un domaine temporel 

dense, il est impossible d'énumérer toutes les traces d'un terme. Donc, pour vérifier la 

causalité nous devons compacter le graphe de processus graphe(T) d'un terme T E ,Co 

quelconque en faisant abstraction des temps d'exécution des actions. 

On associe à un terme T E £0  un modèle, appelé graphe de processus compacté, 

noté graphe* (T), qui est un STEI dont la relation de transition est étiquetée par des 

actions (non-temporisées) de A. 

Lorsqu'un terme T e Le  effectue une transition T aJ4)  T' , avec T E rs, a E A, v E 

D, selon les règles de SOp toute référence au temps ta  dans le terme T' est remplacée 

dans le terme T' par la constante v. Le STEI graphe*(T) exécute alors une transition 

notée 

T1`4 1, 

où T' /v  désigne le terme T' dont toute référence au temps d'exécution ta  = v dans 2' t7,  
est remplacée par la variable ta*, qui désigne le temps d' occurrence dans le passé de 

l'action a. La variable temporelle ra  est appelé une variable temporelle de référence. 

Nous notons l'ensemble de variables temporelles de référence par 

TA* not. {e ;1  1 a c  A} 

et notons par .C*0  le langage de termes £0  enrichi par TA*.  Puisque les variables 

de référence désignent le temps d'occurrence d'actions qui se sont produites dans le 

passé, une contrainte temporelle 0 d'un terme 0 : T e Ce  peut contenir des variables 

temporelles qui correspondent aux actions de T: 

Act(Var(0) n T A ) C Act(T) 
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et des variables temporelles de référence pour les actions a « Act(T) exécutées par 

les prédécesseurs de T: 

Act(Var(0) n T A*) n Act(T) = 

Formellement, le graphe de processus compacté graphe* (T) est un STEI 

graphe* (T) = (S, A, H , T), 

où: 

• A est le même ensemble d'actions de ,C0 ; 

• S C £73  est le partie de Ce  atteignable à partir de T; 

• la relation de transition 1—> est telle que 

T 	T* <=>(ve D)(T '14)  T i ) 

et T* =T' dv • 

Considérons l'exemple suivant tiré de [31]. Soit 

def 	Max(o, 	[5, 5], 0 : 11(a, b, c, o)), 

0 def 	 10) A (2 < t, — ta  < 3). 

Alors 

graphe*(T) = 	T12, T21) T22}, 	1—>, /1), 

où: 

def - {T 	TII ,T 	ni )  T11 14' T127 7112 Hc4  T22}; 
def Tm. = Max(o, 	, [5, 5], On  : 11(b, c, o)); 
def 011 =  

< tb) A 	< tc ) A (t*, ( to); 
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T12
def  

1  12 	= 012 : 11(C, 0)); 
def th, 

1/12 =  

(t*, < t') A (ti, < tc) A (ti, < 4) A (5 < to  — -t í5); 
ri, 	def 
i  21 = Max(o, {a}, [5, 5], 021 : 11(a, c, °)) ; 

def 021 =  

(e i, < ta ) A (et; < tc) A (t < to); 

rp def 
i 22 	= 022 : 11(C, 0)) ; 

def 012 =  

(el', < t7,) A (t7, < te ) A (t7, < to) A (5 < to  — t*, í5). 

Cette définition est basée sur le lemme 6.1 et la proposition suivante: 

Proposition 10.1 Un terme quelconque T E .Go est réactif si et seulement si son 

graphe de processus compacté graphe*(S, 	T) est tel que: 

1. S'il existe un état S E S tel que S il), alors S ne contient aucun opérateur 

réactif; 

2. Pour toute transition S 	S', avec S, S G S, le deux conditions suivantes sont 

satisfaites: 

(a) F(S') 	0 et 

(b) Prj(F(S/ ), Var*(S')) = Prj (F(S)*ta  nSol(Abems) t 	tb), Var*(S')u{r}) 

Preuve: La procédure de vérification de réactivité d'un terme T G £0 que nous 

avons présentée est fortement inspirée de [31]. Dans [31] on donne une méthode de 

vérification de la réactivité d'un terme feuille quelconque et on prouve l'exactitude de 

la méthode. L'équivalence des deux méthodes suit du lemme 6.1 et de la remarque 

suivante: pour tout terme T E Go on a que Act(T) -= Act(F(T)). La preuve de 

cette remarque suit directement des définitions des fonctions Act et F par induction 

structurelle. 	 • 
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Dans notre exemple nous avons que 

Prj (Ou  , {t, t}) = —3 < ea  — t7, < 0 et 	(10.1) 

Prj((011  A t& < to).q/tb , {t,t}) = —4 < t — t> < 0. 	(10.2) 

On déduit que la transition T11  112> 1112 ne satisfait pas à la condition (2) et que le 

terme T n'est, donc, pas réactif. Effectivement, si les actions a et b sont telles que 

3 < tb — ta < 3, 

alors il n'existe plus aucun temps d'exécution valide pour l'action o. 

10.2 Décidabilité 

Les étapes de la preuve de décidabilité de g,- sur .q sont les suivantes: 

1. nous prouvons dans la section 10.2.1 que pour tous T, S E 

T 	S <=> F(T) = F(S); 

2. nous prouvons (théorème 10.11) que pour tout terme T E ,Cre  il existe un terme 

appelé forme normale de T et noté par ..FAr(T), tel que 

T .7.1V-(T) A 

3. finalement, dans le théorème 10.12 nous montrons que pour tous termes T, S E 

(a) T S <=> F(TN-(T)) = F(.F.Af(S)); 

(b) T S => (F. (T)) = r(Fiv(s));  

(c) T S <=> P(F/V(T)) = F(.7N(S)) A F(T)=F(S) A a(T) = ol(S); 
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10.2.1 Décidabilité de — sur £0±  

Dans cette section nous prouvons que la relation d'équivalence de traces rs,  est décidable 

sur L. Nous commençons par le lemme suivant, selon lequel l'information temporelle 

de tout successeur de T, noté T', est plus stricte que celle de T. Autrement dit, à 

partir de T on ne peut effectuer aucune transition qui contredit la fonction F(T): 

Lemme 10.2 Pour tous T,T E £0 , a E A \ {S}, v > vo , 

T 	) T 	F(T') n [ta  = v] c F(T). 

Preuve: On utilise la proposition 6.1, selon laquelle 

Act(r) = Act(T) \ lal. 

On peut, donc, appliquer l'égalité 5 de la proposition 5.1 et déduire que 

F(r) n [ta  = v] c 

Prj(F(T), Act(p)) C Prj(F(T), Act(p)) A 

Prj([ta  = v], {a}) C Prj(F(T), {a}). 

Or, la dernière de ces inclusions à déjà été prouvée par la proposition 7.10. Donc, il 

suffit de prouver que pour toute transition T ) T', 

Prj(F(T), Act (r)) C Prj(F(T), Act(r)). 

La preuve sera faite par induction structurelle et est présenté en annexe, section 

12.5.1. 

La proposition suivante étend la propriété énoncée dans le lemme 10.2 à l'exécution 

de traces d'actions: le vecteur des valeurs temporelles de toute trace exécutée par un 

terme feuille T doit satisfaire l'information temporelle F(T): 

Proposition 10.3 Soient T,T E Ge et g = ai  (vi) . . . a,,(v) E r(T) une trace de T 

telle que T ±-> T. . Alors 

F(T') n [A ta, = vi)] C F(T). 
i=i 



CHAPITRE 10. DÉCIDABILITÉ ET COMPLÉTUDE 	 173 

Preuve: La preuve est faite par induction sur n = p. La base de l'induction est le 

cas n = 1 et suit directement du lemme 10.2. 

Prouvons le pas d'induction. Notons par Ti  E £e  les termes intermédiaires, tels 

que 
(vn ) 

T 
(vi 

—> 	-Tri--1 	T 

Alors, selon l'hypothèse d'induction: 
n-1 

r(Tn_i) n soi( A ta, = v,) C F(T). 

On applique le lemme 10.2 à la transition Tn _1 an4n) Ti et on obtient que 

F(r) n soi(tan  = vn) c F(Ta_i). 

On combine les équations 10.3 et 10.4 on déduit la relation voulue: 

F(r) n soi( A tai  = vi) c F(T). 

(10.3) 

(10.4) 

En particulier, si 

p = 	(v,(1) ) . . . an  (va(a) ) E T(T) 

est une trace complète, c'est à dire si T 4-r, alors 

F(t) n soi( A tai  = v,(i)) = [( A tai  = va(i)]. 
i=1 	 i=1 

Donc, selon la proposition 10.3 on obtient que 

[ A tai = Va(i)] e F(T). 
i=1 

Dans la proposition suivante nous prouvons que la réciproque de cette propriété 

est aussi vraie: 

Proposition 10.4 Soit T E ,ep un terme qui ne contient aucun opérateur réactif. 

Soit 

0.= (v1, .,v) E F(T) 
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tel que Act(e) = Act(T) un vecteur d'instants temporels qui satisfait aux contraintes 

temporelles de T. Soit a-  : {1, 	, n} ---> {1, 	,n} une permutation des indices telle 

que les valeurs temporelles permutées de e sont en ordre croissant: 

V 0-(j) 	Vo-(i+1), 

pour tout i : 1 < i < n — 1. Notons l'action correspondante à la valeur temporelle 

V 0-(i)  par aa-(i)  E Act(T). Alors il existe une trace 1.1 E r(T) telle que 

= ao-(1) (vo-(l)) 	a0-(n)(va(n))• 

Preuve: voir section 12.5.2 de l'annexe. 

On remarque que dans la proposition précédente, µ est une trace complète de T, 

c'est à dire qui contient toutes les actions de T. Donc, par la proposition 6.1 on 

déduit que 

4`t . 

Basée sur la proposition 10.4 et le corollaire 10.3, le théorème 10.5 montre qu'une 

trace complète d'un terme feuille T qui ne contient aucun opérateur réactif est 

exécutable par le terme T si et seulement si elle satisfait la contrainte F(T). Re-

marquons que l'implication à droite = est vraie même pour des termes contenant des 

opérateurs réactifs ( proposition 10.3). 

Théorème 10.5 Soit T E £0  un terme feuille qui ne contient aucun opérateur réactif 

et soit e = (v1, 	, vri ) E D A*  un vecteur temporel tel que Act(ii) = Act(T). Soit 

o-  : {1,. , n} --> {1, 	, n} une permutation des indices i telle que les valeurs 

temporelles permutées de e sont en ordre croissant: 

Vo-(i) 	Vo-(i+1), 

pour tout i :1 < i < n —1. Alors 

E F(T) 
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si et seulement si il existe une trace p, ET(T) telle que 

ao-(1)(va(1)) • • • ao-(n) (V cr(n)) • 

Preuve: la preuve suit directement des propositions 10.4 et 10.3. 	 • 
Le théorème suivant est une conséquence du théorème 10.5. On énonce deux 

résultats importants: on montre qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 

deux termes feuilles sans opérateurs réactifs soient équivalents du points de vue de 

leurs traces est que leurs espaces de contraintes temporelles F aient exactement les 

mêmes solutions. Ensuite, on étend cette propriété aux sommations de termes feuilles 

sans opérateurs réactifs, c'est à dire à tous les termes de L. 

Théorème 10.6 Soient T et S des termes quelconques de 4. Alors 

T 	S <=>F(T) = F(S). 

Preuve: Si T, S e £0  sont des termes feuille sans opérateurs réactifs, alors le 

théorème est un corollaire du théorème 10.5. 

Il reste à considérer des paires (T, S) G Licj tels que 

rn 	 in 
T =E(Ti) et S = 

i=1 	i=i 

avec Ti , Si  G 	La preuve se fait par induction structurelle: on suppose que tous les 

sous-termes T„ Si  ont la propriété énoncée et on prouve qu'alors T et S aussi l'ont. 

La base de l'induction est donnée par les termes feuilles qui ne contiennent aucun 

opérateur réactif; le théorème suit alors directement de la proposition 10.5. 

Prouvons le pas d'induction. Premièrement, selon la proposition 4.4, on a que 

T(T) = U r(Ti), 	 (10.5) 
i=1 
rn 

T(S) = u r(si). 	 (10.6) 
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En plus, par définition de la fonction F 

F(T) = 	F(Ti), 

F(S) = 

Supposons d'abord que T 	S et soit if un vecteur quelconque de valeurs tem- 

porelles. Nous prouverons que 

E F (T) <=> e F(S). 

Notons par p(e) la séquence d'actions temporisées correspondante à il. Alors, 

10.7 E 11, 	E F(Ti)) 
h .Ind . 

YP<4> 	1-1(1 e r(Ti) 
1°* 5  1-1(1 e r(T) 
Sie 	p(e) e Ir(S) 

(3j e {1, ..., m})(p(e) e r(si)) 
hyp.Ind. 

4. 7  E F(S). 

Nous avons, donc, prouvé que T S implique que r(T) c F(S). L'implication de 

l'inclusion symétrique est analogue. Donc, 

T 	S 	F(T) F ( S ) 

Prouvons maintenant que si F(T) = F(S), alors toute trace p e r(T) est aussi 

une trace de S et vice-versa. Soit p E r(T) une trace quelconque de T et notons par 

TI le vecteur de valeurs temporelles correspondant à p. Alors, 

p E r(T) 	 {1, 	 eT(Ti)) 
hyp.Ind <=> 	p E F(Ti) 
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10.7 iiieF(T) 

iiZsupn.  E F(S) 

hyp.Ind 
<=> 	ET(S) 

ln 6 
{1 > 	e r(s), 

Nous pouvons alors déduire que 

T S r(T) Tr(s). 

La preuve de l'inclusion inverse est analogue. Ceci conclut la preuve du théorème. w 

Nous avons ainsi prouvé la décidabilité de — sur L. Dans la prochaine section 

nous nous servirons de ce résultat pour prouver la décidabilité de sur le sous-langage 

de termes feuilles réactifs. 

10.2.2 Décidabilité de sur 

Dans cette section nous présentons la procédure de décision de l'équivalence T S de 

termes réactifs, T, S E Co. L'idée principale de cette procédure est la transformation 

d'un terme réactif T E 	quelconque dans un format normalisé F. A r(T) E 	tel que 

T 	FA(T). La première étape de la transformation de T dans une forme normale 

est la transformation dans un format intermédiare, noté FI(T), tel que Tr-sd .FI(T) 

et FI(T) E Co. 

10.2.3 Format intermédiaire 

Définition 10.1 [ Format intermédiaire] Soit T un terme feuille de ro qui contient 

n opérateurs réactifs et dont les actions sont Act(T) = lai , ..., 	T est en format 

intermédiaire s'il est le terme inactif T =t ou bien si T est composé comme suit: 

def 	(ROp(01, H1, [TniMi], Ti)) 
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def 
ROp(on, Hn,[mniVin1,Tn+i) 

def 
= 	9 : Fal, • • • am.), 

où V peut être n'importe lequel des opérateurs de décalage 	ou d et ROp est un 

opérateur réactif quelconque. 

Le sous-terme Tn,„ = 9 11(ai ,.. , am) est appelé le noyau de T. Tout terme 

qui, comme n+1, est une composition parallèle d'actions, contraint par une seule 

contrainte 0 tout au plus, est dit un terme simple. 

Pour montrer que tout terme feuille a un format intermédiaire bisimilaire, nous 

avons besoin d'abord du lemme 10.7. Selon ce lemme on peut remplacer tout port 

ai (ti ).a2 (t2 ) 	am (tm) par la composition parallèle des actions az , contrainte par un 

opérateur B, qui exige qu'une action ai  se produise avant l'action ai±i. 

Lemme 10.7 Soit T = ai(ti).a2 (t2 ) 	am (tm) E Go, où ai E A \ 161, avec i 

1,..,m.   Alors, 
i=m-1 

T 	A ti  < ti+1 : (ai,az, • • • 
i=1 

Preuve: L'axiome Pref1 est cohérent (théorème 9.6). Donc, 

T 	A 	ta  < tb  : a(ta )11s. 
bEAct(n )  

pour tout terme S e Go. On suit ensuite un raisonnement inductif sur m, le nombre 

d'actions de T. Ce raisonnement sera présenté en détail en annexe, section 12.5.3. 

Notons ici qu'il suffit d'appliquer la propriété de distribution de 9 par rapport à la 

composition parallèle (axiome cons4 et le théorème de cohérence 9.6), ainsi que la 

congruence de par rapport aux opérateurs de 0130  (théorème 8.10). 

Théorème 10.8 Théorème de la forme intermédiaire Tout terme feuille T = .00  peut 

être transformé dans une forme intermédiaire FI(T) bisimilaire, c'est à dire telle que 

T 

T+1 
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Preuve: Si T =t alors F/(T) = T, donc la preuve est triviale. Soit T E .00  \ {t}. 

La première étape vers la transformation de T dans une forme intermédiaire con-

siste à obtenir un terme T1  équivalent à T, tel que T1  est une composition parallèle 

de deux ou plusieurs ports, contrainte par plusieurs ou aucun d'opérateur 0, par zéro 

ou plus d'opérateurs réactifs ROp, et décalée par aucun ou plusieurs opérateurs 

P 	0 : 	ROp(n) I 9v(Ti) 

Pi 	11(P, Pi ) 

a(ta ) 	a(ta ).P'. 

On peut faire cette transformation, parce que nous avons déjà prouvé que les opérateurs 

0, 	et des opérateurs réactifs ROp sont distributifs par rapport à la composition 

parallèle 11 (théorème de cohérence 9.6). En plus, selon l'associativité de 11 (théorème 

9.6), on peut écrire P comme un seul port, ou bien comme la composition de plusieurs 

ports: 

P = P' ou bien P 	11(Pi, • • • ,Pm)• 

On procède alors au regroupement de tous les opérateurs de décalage à l'extérieur 

de TI , suivis par les opérateurs réactifs, et finalement suivis par tous les opérateurs O. 

On utilise ici le fait que les opérateurs 0, 	et les opérateurs réactifs sont distributifs 

les uns par rapport aux autres (théorème 9.6, sections 12.4.2.3, 12.4.2.11, et 12.4.2.3). 

On obtient un terme T2 ,-%"T1Pz% T, tel que 

T2 = S ! (T2) 

S = S ROp(S) 

= P 	O: P. 

Si T est un terme initial, alors, par définition il ne contient aucun opérateur de 

décalage. Si T n'est pas un terme initial de £0 , alors, selon la proposition 7.3, il existe 

une trace d'actions 

p= b1(t1 ) . • • b(t) 
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et un terme To  E £0  tels que 

T0  - T. T. 

On a alors que a = tii . Pour chacune des actions b(  t) de la trace un opérateur 

de décalage 	est introduit dans T. Selon le théorème de l'avancement du temps 

(Corollaire 7.8), ti  < ti+1  < tn  = a(T), pour tout opérateur 	de T. Notons 

= a(T). Donc, puisque l'axiome 12.4.2.1 est cohérent, on peut remplacer tous les 

opérateurs de décalage 	par 

T2 	T3 = 	S ) • 

Ensuite, selon la proposition 12.4.2.7, on peut remplacer toutes les contraintes 0 de 

S par leur conjonction, notée °A •  On obtient alors un terme T4 T, tel que 

T4 = 	(ROp (.. • (ROpri  (0A P) • • •)), 

où n > 0. 

La prochaine étape consiste à remplacer le préfixage d'actions par des compositions 

parallèles d'actions, contraints par des opérateurs 0. Plus précisément, selon le Lemme 

10.7, chaque port Pi  peut être remplacé par le terme équivalent suivant: 

3=1 3  

Notons par 0i  la contrainte temporelle et par P: la composition parallèle de ce terme. 

Étant donné que les ensembles d'actions de ports Pi  sont disjoints, que Act(0) C 

Act(T,), on peut appliquer la propriété distributivité restreinte de 0 par rapport à 

l'opérateur 11 (voir preuve dans la section 12.4.2.10) et déduire que 

	

P 	A oi II(PL • • - , P7',)• 
i=1 

Puisque l'opérateur de composition parallèle 11 est associatif ( théorème 9.6, section 

12.4.2.6), on déduit que 

P 	A ei 	11(al, • • , 	• • 	• • , annr,)- 

i=ni —1 
Pi  A 	 : tai < tai  J-1-1 

i=1 
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Finalement, selon la proposition 12.4.2.7, on note 

OF/  = BA  A ei, 

et on obtient que 

T 	.7.1(T) 	 ROpri(OFI 	• • • , aril  „ . . . 	, arin ). 

Remarquons que, dans cette preuve, nous avons pu remplacer un sous-terme par un 

autre terme équivalent, parce que la relation est une congruence par rapport aux 

opérateurs de Op (théorème 8.10). 

10.2.4 Forme normale 

Dans cette section nous montrons comment remplacer un opérateur réactif par une 

sommation de termes contraints linéairement. Nous obtenons la forme normale d'un 

terme réactif T E £5, notée .71/1/«(T) E 	{ROp} et qui est telle que r(T) = 
(T)) 

Définition 10.2 (Forme normale) Un terme de T G ,CH, est en format normal s'il 

est de la forme 

.F.Ar = 	• • ,Tn)), 

où chaque sous-terme est de la forme 

= 6P :11(al,...cerni ) 

et ai  sont des actions de A ß. 3 

La figure 10.1 présente les idées de base de la transformation en forme normale 

d'un terme qui est en format intermédiaire. 

La première étape, la transformation d'un terme T en un format intermédiaire 

.FI(T), tel que T 	.FI(T), a été présentée en détail dans la Section 10.2.3. Le 

Lemme 10.10 montre comment remplacer un opérateur réactif quelconque ROp = 
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Entrée: deux termes-feuille réactifs T1, T2 

Transcrire chaque terme T, dans sa forme normale IV F., comme suit: 

1. Construire la forme intermédiaire FI 

2. Remplacer les opérateurs réactifs par des sommations de termes simples 

3. Éliminer les branches non-viables 

Figure 10.1: Transformation en forme normale 

(o, H, [m, 	•) par une sommation de termes contraints par des opérateurs 0: on 

choisit une action a E H parmi l'ensemble d'actions source et suppose que c'est 

la dernière, respectivement la première action source à être exécutée (si ROp est 

un opérateur Max, respectivement Min). Pour chacun de ces choix d'action source 

a on définit ensuite une contrainte temporelle, notée ORop,a  E e, qui contraint 

toutes les autres actions sources à se produire avant, respectivement après, l'action 

a. L'opérateur ROp est alors remplacé par la sommation sur tous les choix d'actions 

sources possibles, contraints par leur ordonnancement respectif. Parmi ces ordon-

nancements il peut y en avoir certaines dont l'espace de solution est vide, c'est à dire 

qui se contredisent réciproquement ou bien qui contredisent l'information temporelle 

du terme T. Les branches qui correspondent à ses ordonnancements bloquent au 

temps de démarrage du terme T. Puisque T est réactif, l'ensemble de branches qui 

ne bloquent pas (appelées branches viables), est non-vide. La forme normale de T 

est la sommation de toutes ces branches viables. La proposition 10.9 nous permet de 

remplacer la sommation initiale par la sommation des branches viables seulement. 

Soit T = Eier  Ti  un terme de £. Selon la sémantique opérationnelle de l'opérateur 

+, le terme T peut choisir d'exécuter n'importe quel de ses sous-termes, à l'excep-

tion de ceux qui bloquent pendant que d'autres sous-termes peuvent encore exécuter 

des actions. On dit que T peut exécuter tout sous-terme viable. Formellement, une 

branche Ti  de T est dite viable si elle ne bloque pas, ou bien si elle bloque lorsqu'aucune 
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autre branche ne peut encore exécuter des actions. Nous notons par V(T) l'ensemble 

des branches viables de T. Donc, 

V(T) = {Ti  i E I, 	(V j i)(T;  t'>)  V—iWait(v, Ti))}. 

Proposition 10.9 Soit T = 2 €1T un terme de 	Alors, la sommation des 

branches viables de T a les mêmes traces que T. Formellement, 

TrT. 
eV(T) 

Preuve: il suffit de remarquer que, selon les règles de SOp, il existe une transition 

a(v) T —› T 

si et seulement si il existe un sous-terme Ti  e V(T) tel que 

a(v) T, —> T 

Lemme 10.10 Soit ROp(o, H, [m, M],T) E £7;3  un terme feuille réactif quelconque, 

avec ROp E {Max, Min}. Alors, 

ROp(o, H, [m, 14T) E oRop,a  : T, 
aCH 

où nous notons par e(a,Rop) ee la contrainte temporelle suivante: 

def A 	 „, 
6,(a,Max(o,H,[rn,M ],-)) = 	l'a 	1,b 1\ 

bEH 

0  (a,,Min(o,H,[m,M],•)) d-e  - f  A ta < 	A 
bEH 

m < to  — ta  < M, 

m < ta  — ta  < 1VI. 

Preuve: Selon le théorème 4.8, deux termes quelconques T et S sont équivalents 

du point de vue de leurs traces si et seulement si les ensembles {T} et {S} sont 

bisimilaires, notation {T} 	{S}. Rappelons que, par abus de notation, on dit que 

{T} 	{S} si et seulement si les p-STEI associés à T et S sont bisimilaires: 

{T} 	{S} ne p(graphe(T)) p(graphe(S)). 
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Pour prouver que {T} {S} on applique le raisonnement présenté dans la section 

8.2, c'est à dire on définit une relation n C p(r)x p(£) telle qu'elle contient la paire 

({T}, {S}) et telle qu'elle soit une bisimulation forte, c'est à dire telle que R, C 

Dans la section 12.5.4 de l'annexe nous allons faire la preuve pour l'opérateur Min 

seulement, celle pour l'opérateur Max est analogue. 	 • 
Finalement, le théorème suivant résume la méthode de transformation d'un terme 

dans une forme normale équivalente du point de vue des traces. 

Théorème 10.11 [Théorème de la forme normale]: 	Tout terme feuille réactif 

T e ro  a une forme normale .7.Af(T) équivalente du point de vue des traces. 

Preuve: Selon le théorème, tout terme T G Go a une forme intermédiaire .T/(T) 

bisimilaire. Formellement, 

T 	a (ROpi  (R0p2, ROK (0 
	am).. -))), 

où ROpi  = Min/Max(oz, H , [rnz , 	.) sont des opérateurs réactifs. 

Selon le Lemme 10.10, et puisque rs,  est une congruence par rapport à l'opérateur 

(proposition 8.11), on a alors que 

T 	<1,„(  E 0(b,,R0p1) : R0p2 (• • • ROP7, (9 11(a1, • • . ,am))). 

Puisque les opérateurs réactifs et les contraintes 0 sont distributifs (théorème 9.6) et 

étant donné que — est une congruence par rapport à E et à (proposition 8.11), le 

terme T peut être récrit comme suit: 

T 	E R0p2(...Rop,i(0(b1,Rop1) (O : 	am) • • -))) • 
biEHI 

Ensuite, les deux contraintes 0(bi,ROPI)  et 0 peuvent être remplacées par leur conjonc-

tion (cohérence de l'axiom cons1, théorème 9.6, section 12.4.2.7): 

T 	OE ( E R0p2 (... ROp7,(0(b1,Rop1) A O:11(01, • • . , am) ...)). 
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Récursivement, puisque est un congruence par rapport aux l'opérateurs E et 

(proposition 8.11), on déduit l'équivalence suivante: 

T 	E 	A °(bi ,ROpi ) A :11(ai, 	am)), 
bEH i=1 

i=1 	n 

Pour simplifier, on peut alors éliminer toutes le branches non-viables de cette som-

mation, selon la proposition 10.9 et on déduit que T a une forme normale équivalente 

du point de vue des traces. 	 • 

10.2.5 Procédure de décision d'équivalence 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de la décidabilité des relations d'équivalence 

—, et g-2, dans le sous-langage 

Théorème 10.12 Soient T, S e ,q deux termes réactifs et .T.IV -(T) et .F.IV(S) leurs 

formes normales respectives. Alors 

I. T S 4=>F(.7-Ar(T)) = F(FIV(S)); 

2. T S <=> F(TIV(T)) =F(F.Ar(S)); 

3.T',-----S<=>F(F.Ar(T)) =F(F.Ar(S)) AF(T) = F(S) A ce(T) = a(S); 

Preuve: La preuve de l'équivalence 1 suit directement du théorème 10.6, qui affirme 

que des sommations de termes feuilles ne contenant aucun opérateur réactif sont 

équivalentes du point de vue de leurs traces si et seulement si elles ont les mêmes 

solutions de leur espace temporel P. 

Or, le langage .ce  est déterministe (théorème 6.4). Alors, selon la proposition 4.2, 

pour tous T, S G £0, 

T rs- S <=> T S. 

Ceci nous permet de déduire l'équivalence 2. 

Finalement, l'équivalence 3 suit directement de la définition de la bisimulation 

ACTC et de l'équivalence 2. 	 • 
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10.3 Complétude 

Dans le chapitre précédent nous avons défini une axiomatisation A de l'algèbre ACTC 

et prouvé qu'elle définit un système de déduction de termes E = (A, RE) selon les 

règles d'inférence, notées RE, suivantes: 

1. les propriétés d'équivalence de -= : 

pour tous t, s,rT(F, X), 

• réflexivité: t = t 

• symétrie: t = s implique s = t 

• transitivité: t = s et s = r implique t = r 

2. la règle de substitution: 

pour tous t1, t2  E T(.T, X) et toute substitution cp : T(..F, X) 	T (.F , X), 

= t2  implique ço(t1) = 

3. la règle de contexte: 

pour tout n > 1 et toust, , , • • • , 421  sl • • • Sn C T(.7, X), 

(V i: 1 < i < n) (ti  = s i ) , implique f (t11 	tn) = f (si, • • sn). 

La spécification équationnelle E est cohérente avec la relation d'équivalence sémantique 

---, mais elle n'est pas complète. Par contre, dans la section précédente, nous avons 

donné une procédure de décision de la relation sur le sous-ensemble de termes Co. 

Ceci nous amène à définir un nouvel ensemble de règles d'inférence, R qui contient 

toutes les règles de RE plus la règle suivante: 

(F(F.A( (T)) = F(.F.Ar(S)) A a(T) = a(S) A F (T) r(s)) > T = S, 

pour tous T, S G L. Le nouveau système de déduction équationnelle est alors 

cohérent et complet par rapport à la relation 
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Ceci résume la définition de l'algèbre de processus temporisée ACTC et des pro-

priétés syntaxiques et sémantique de cette algèbre. Nous présentons les conclusions 

de notre travail dans le chapitre suivant. 



Chapitre 11 

Conclusion 

Le problème de la spécification et de la vérification d'interfaces matérielles est in-

trinsèquement difficile pour deux raisons: 

• une interface est un système temps-réel, c'est à dire un système qui doit produire 

ses résultats à l'intérieur d'intervalles de temps spécifiés par des contraintes 

temporelles; 

• le rôle d'une interface matérielle est d'assurer la communication entre des mo-

dules séparés qui doivent être interconnectés, sans toutefois disposer d'informa-

tions précises sur le fonctionnement des divers modules; l'interface matérielle 

doit décrire l'ensemble des hypothèses qu'un module fait sur les propriétés de 

son environnement, ainsi que les réactions du module face aux actions de l'en-

vironnement. 

Par conséquent, tout formalisme utilisé pour spécifier des interfaces matérielles doit 

pouvoir exprimer le dualisme des actions de direction entrée et de direction sortie, 

ainsi que le paradigme des contraintes temporelles de type supposition et de type en-

gagement: un module garantit que ses actions (de direction sortie) ont des propriétés 

précises, telles que décrites par les contraintes temporelles de type engagement, en 

autant que les actions de l'environnement (de direction entrée) respectent les con- 

188 



CHAPITRE 11. CONCLUSION 	 189 

traintes temporelles de type supposition. La spécification d'une interface matérielle 

est correcte lorsque l'interconnexion de tous modules qui satisfont aux contraintes 

temporelles spécifées est réalisable. 

Vu la complexité de ce problème, même la définition de propriétés d'une spécifi-

cation d'interface matérielle qui soient suffisantes et/ou néccessaires pour que la 

spécification soit correcte est non-triviale. 

Traditionnellement, dans l'industrie ce problème est contourné par omission:" 	on 

se contente de donner des spécifications incomplètes, donnant lieu à des ambiguïtés, 

et de vérifier l'exactitude par une simulation non-exhaustive. Cerny et al. [32, 54] ont 

proposé une approche modulaire et hiérarchique, les HAAD, (de l'anglais Hierarchical 

Annotated Action Diagrams) pour simplifier ce problème. Les HAAD sont un forma-

lisme graphique qui permet de représenter des interfaces matérielles par des modules 

de base, appelés chronogrammes de base ou feuilles, qui sont ensuite composés avec 

des opérateurs de composition hiérarchiques. 

Les tentatives de formaliser les HAAD en utilisant des méthodes formelles exis-

tantes ([20, 21]) se sont heurtées à l'impossibilité d'exprimer le dualisme entrée/sortie 

et engagement/supposition. Nous avons alors tenté de définir un langage formel de 

spécification algébrique, spécifiquement conçu pour répondre à ces besoins [22, 31]. 

Ces efforts ont finalement abouti à la définition de l'algèbre de processus ACTC. 

Dans ce document nous donnons pour la première fois la définition complète 

de l'algèbre de processus temporisée ACTC pour la spécification et la vérification 

d'interfaces matérielles avec le langage de spécification 	dont la sémantique est 

complètement définie par un ensemble de règles de sémantique opérationnelle et mu-

nie d'une axiomatisation cohérente. 

Les particularités du langage .0 sont les suivantes: 

• contraintes temporelles linéaires de type conjonctif, min, et max de type sup-

position et/ou engagement; 

• support du paradigme supposition/engagements dans la sémantique des divers 
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opérateurs de composition hiérarchiques; 

• la définition d'opérateurs temporisés d'arité arbitraire pour la composition pa-

rallèle avec communication et le choix retardé; 

• la définition d'opérateurs temporisés d'exception et de composition récursive. 

Les principaux résultats présentés dans ce document sont les suivants: 

• la preuve de la congruence de la relation d'équivalence sémantique de termes 

C £x L; 

• la preuve de la monotonie temporelle des séquences d'actions exécutées par un 

terme; 

• la définition d'une axiomatisation A pour le langage G et la preuve de la 

cohérence de A sur G; 

• la preuve de la décidabilité de la relation sur le sous-ensemble de termes du 

langage 

Étant donné la complexité du langage G, nous n'avons pas réussi à définir une axio-

matisation complète de ce langage. L'axiomatisation A permet néanmoins d'établir 

des propriétés importantes des divers opérateurs de composition et permet de décider 

l'équivalence 	sur un sous-langage particulier ,G7,i3  C G. 

Comme travail futur nous proposons d'élaborer davantage l'axiomatisation de 

l'algèbre ACTC pour pouvoir combiner des techniques de vérification de type model-

checking avec des méthodes de vérification de type équationnelle. 

Pour valider l'applicabilité et l'utilité de l'algèbre ACTC il serait intéressant de 

développer un outil de traduction automatique d'un HAAD vers le terme du langage L. 

correspondant et de vérification automatique de diverses propriétés de la spécification, 

telles que la réactivité ou la cohérence. Un tel outil combinerait la méthode de 

spécification intuitive et claire des HAAD avec des techniques de vérification formelle 
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puissantes, propres aux spécifications algébriques. En expérimentant sur des exem-

ples concrets d'interfaces matérielles, on pourrait alors identifier d'éventuelles limita-

tions sémantiques du langage .C. Une extension sémantique intéressante du langage 

de spécification C pourrait être, par exemple, de définir des contraintes temporelles 

hiérarchiques, puisque dans .0 les contraintes temporelles sont définies à l'intérieur 

des feuilles seulement. 

Finalement, on peut envisager la combinaison des méthodes de vérification algé-

briques avec des techniques de simulation d'interfaces matérielles: le modèle pourrait 

être une spécification algébrique, qui peut formellement décrire le comportement du 

système à simuler dans toute situation possible, par la sémantique opérationnelle du 

langage algébrique de spécification. 



Chapitre 12 

Annexe 

Nous présentons dans cette annexe les preuves des propositions, lemmes, et théorèmes 

qui ont été énoncés sans être prouvés dans les chapitres précédents. 

12.1 Preuves du chapitre 6 

Dans cette section nous prouvons le lemme 6.1: 

Soit T E £A un terme quelconque qui effectue une transition quelconque T —> T, 

avec a E A et v > vo . Alors 

1. si a = Ô alors v = a(T) et T' = 4. ; 

2. si T E .Cilp est un terme feuille alors Act(T') = Act(T) \ {a}; 

3. si T E .CA-H. est un terme hiérarchique alors Act(T') C Act(T). 

Preuve: La preuve de la première propriété est triviale: il suffit de remarquer 

que chaque règle de SOp qui décrit un blocage a la propriété énoncée. 

Prouvons les propriétés 2 et 3. La preuve est faite par induction structurelle. La 

base de l'induction consiste à prouver que la proposition est vérifiée par les actions 
a(v) 

temporisées T = a(ta ) E £.4. La seule transition possible de T est T ----> t. Or, par 

192 
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définition Act(T) =- {a} et Act( t) = Ø. Donc, Act(T) = lal U Act( t), ce qu'il 

fallait prouver. 

Prouvons maintenant le pas d'induction: nous montrerons que pour tout terme 

f 	,Tn ] E .CA avec n > 1, si les sous-termes T1 , 	, Tn  ont la propriété énoncée 

dans la proposition, alors T aussi satisfait aux conditions de la proposition. 

Soit T = a(ta ).Ti  e GA un terme préfixé quelconque. Par définition 

Act(T) c1-4f  {a} U Act(Ti). 

Seule la règle P2 s'applique à cette situation. Selon cette règle T peut effectuer 
a(v) seulement la transition T ---> ,(T1 ), pour tout v E D. Or, par définition Act(T) = 

Act(Ti ) U {a} et Act( t,(Ti )) = Act(Ti ), ce qu'il fallait prouver. 

Les preuves pour les deux opérateurs de décalage sont analogues. Supposons alors 

que 

T= du(T1). 
a(v) 

Alors T effectue une transition T —> T', avec a å seulement s'il existe une transition 

t T. On applique alors l'hypothèse d'induction et la définition de A: 

Act(T) = Act(Ti) = lal U Act(T). 

Considérons maintenant le cas où T = 	 T effectue une transition 
a(v) 

T 	T', avec a 8 si et seulement si un de ses sous-termes Ti  effectue une transition 
a(v) 
—› Ti  et les autres sous-termes Ti  peuvent attendre jusqu'au temps v. Supposons, 

sans perte de généralité, que i = 1. Alors, il y a deux cas à considérer 

1. Ti' 	et T = 	1,(T2)  

2.  

Dans le premier cas on déduit les égalités suivantes: 

def Act(T) 	 Act(Ti ) U Act(T3 ) 
j=2 
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hyp. d'ind. {a} U Act(T1) 	Act(Ti ) 
j=2 

def 	{a} U Act(T), 

ce qu'il fallait prouver. 

Dans le cas (2) il suffit de remarquer que Act(Ti) = {a}, puisque, selon l'hypothèse 

d'induction, Act(Ti ) = lal U Act( t) et Act( t) = O. Alors 

Act(T) = {a} U Act() = {a} u Act(T). 
j=2 

a(v) Supposons maintenant que T = 0 : S. Alors pour toute transition T 	T avec 

a 	il existe une transition S a4)  S. . Il y a deux possibilités: soit (1) S' 	t 

et T' = 0,/ta  : S', ou bien (2) S' = T' = t. Dans les deux cas Act(T) = Act(S) 

et Act(T') = Act(S') (par définition). Alors, la proposition suit directement de 

l'hypothèse d'induction. 

Les preuves pour les opérateurs réactifs Max et Min sont analogues. Supposons 

alors que T = Max(o, H, [m, 	S). Si T effectue une transition T a4)  11' avec a 
a(v) il existe une transition S 	S. . Dans chacune de ces transitions (qui correspondent 

aux règles Max1,2,3  de sémantique opérationnelle de Max) on remarque que Act (T) 

Act(S) et Act(T') = Act(S'). La proposition suit alors directement de l'hypothèse 

d'induction. 

Considérons maintenant les termes hiérarchiques. Soit T = +(n, 	, Tri ) c 
un terme hiérarchique quelconque. Alors pour toute transition T a4)  T' il doit exister 

une transition Ti  (LI'>)  TI et T = Ti'. Donc, par hypothèse d'induction 

Act() C Act (Ti). 

Or, par définition 

Act(T) = 	Act(Ti). 

Donc, Act(T') C Act(T), ce qu'il fallait prouver. 
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Considérons le cas où T = Loop(S) E ,C7i. Alors pour toute transition T a4)  TI il 

a(v) existe une transition S —> S et une des cinq situations suivantes sont possibles: 

1. T = t, 

2. T' = , 

3. T =dv (Loop(S)), 

4. T' = Seq(S',Loop(S)), 

5. T= S. 

a(v) 
Le premier cas n'est possible que si S effectue une transition S 	t et que la 

transition de T suit la règle B4. Or, selon l'hypothèse d'induction, lal C Act(S). 

Or, par définition, Act(T) 	Act(S). Donc, la proposition est vérifiée. 

	

b(v) 	 â(v) 

	

Dans le cas 2 on remarque que T —> 	si et seulement si S —> . La propriété 

énoncée suit alors directement de l'hypothèse d'induction. 

Si T' = <,(Loop(S)) , alors Act(T') = Act(4,(Loop(S)) = Act(T), et la propriété 

énoncée est vérifée trivivalement. 

Dans le quatrième cas on applique l'hypothèse d'induction et on déduit que 

Act(r) = Act(e) U Act(Loop(S)) = Act(S) = Act(T), 

ce qu'il fallait montrer. Finalement, si T' = S' la proposition est triviale. 

Supposons maintenant que 

T = [C, e](T., • - • Tm) 

a(v) 
est un terme quelconque de f qui effectue une transition T --> T. Par définition 

Act ([C , 	, Tm )) 	Lj Act (Ti ) \ U EP. 
i=1 	 cEC 

Si T e { t,} la proposition est triviale. Sinon, alors 

T = [C', e'] zE4a) (1;1 ) v(113)), 
JEJ(a) 
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I(a) = {i lAct(Ti ) n c(a) 

J(a) = {1, 	\ I(a) 

= e(a,Ti ),i E I(a). 

Où 

et Vc E C 

e(c) = (c) n ( U Act(T) U Act(T3 )) 
iE/(a) 	jEJ(a) 

et 

C' = {c e C le(c) 	0}. 

Selon l'hypothèse d'induction on a que 

Act(T)  C Act(Ti ),Vi E I(a). 

De plus, par définition 

Act(,(T3)) = ACt(„(T3)),ej E J(a) 

et C' C C. Donc, il suffit maintenant de remarquer que 

U Act(T) U Act(,(T3)) \ U f(C) 
ie/(a) 	 jEJ(a) 

	
ceC' 

(12.1) 

U Act (Ti') U Act (T3 ) \ U €'(c) C 	 (12.2) 
iEI(a) 	 jEJ(a) 

	 cEC 

U Act(Ti) U Act(T3 ) \ U €1(c). 	 (12.3) 
jEJ(a) 	 CEC 

Donc, Act(T) C Act(T), ce qu'il fallait prouver. 

Supposons maintenant que 

T = e(Ti , 	,11,) 

a(v) 
et considérons une transition quelconque T 	Ti. Alors une des situations suivantes 

peut se produire: 
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• T e 1 t, .1,1 et Act(T1) = O C Act(T); 

• T' = Ti' si Ti  est le seul terme qui peut exécuter l'action a(v) et Ti  a4)  T. On 

applique alors l'hypothèse d'induction et on déduit que 

Act(r) = Act(Ti) C Act(Ti) c Act(T); 

• T' = 	 ,où I C {1, 	,n} est l'ensemble d'indices des sous-termes qui 

peuvent effectuer une transition Ti a4i  ) . Alors selon l'hypothèse d'induction 

Act(Tn C Act(Ti) et 

Act(r) = U Act(i) C Act(T). 
E 

Donc, dans toutes ces situations la proposition est vérifiée. 

Finalement, considérons le cas où 

T = Ex(B , C, E LA  

est un terme de LA qui effectue une transition T ) T. . Les situations suivantes sont 

alors possibles: 

• T e { 	où la proposition est trivialement satisfaite; 

• T' = Ex(B' , C, 	B 	) 	, C 	) C' et C', 	t , 	Il suit alors 

directement de l'hypothèse d'induction que Act(T') C Act(T); 

• T' 	; ce cas est trivial, puisque 

Act(r) = Act(E) c Act(T). 

Donc, on peut conclure que le lemme est vrai. 

12.2 Preuves du chapitre 7 

Dans cette section nous prouvons les proposition 7.9 et 7.11. 
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12.2.1 Preuve de la proposition 7.9 

L'énoncé de la proposition est comme suit: 

Pour tous T,T1  E G, a E A\{}, et v > vo, 

T a '>))  T = First(a(v), T). 

Preuve: 

La proposition sera prouvée par induction structurelle. Nous remarquons d'abord 

que la proposition est vraie pour des termes préfixés. Ensuite, pour chaque opérateur 

de composition de Op, nous montrons que si la proposition est vérifiée par les sous-

termes, alors elle est aussi vérifiée par le terme composé. 

La base de l'induction est le cas où T = a(ta ) e 	est une action temporisée 

quelconque. Alors, le prédicat First(a(v), T) est trivialement vrai pour tout v E D et 

selon les règles de SOp, T peut effectuer la transition T a4)  t également pour tout 

v E D. Donc la proposition est satisfaite. 

Supposons alors que 

T = a(ta ).S. 

Le terme T peut exécuter l'action préfixée a à tout instant temporel v > Vo. Par 

définition, 

First(a(v),T) 	F?(  T) n Sol(ta  = v) 	O. 

Selon la syntaxe de L S G L doit être un port, c'est à dire il existe des actions 

al , 	,a E A, avec n > 1, telles que ai 	a3 , pour tous i, j : 1 < i,j < n et telles 

que a ai  pour tout i : 1 < i < n et S = ai(tai ) 	an(tan ). Donc, selon la définition 

de r, 
n-1 

F(T) = ta  < ta, A ta, < tai±i . 

On remarque alors qu'il y a une infinité d'affectations des variables ta , tai , 	, ta  qui 

satisfont cette formule, donc le prédicat First est vrai. 

Considérons maintenant le cas où 

T = ROp(S) E Go 
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est un terme quelconque de G avec où ROp est un opérateur réactif. Lorsque T 

exécute une action a(v), avec a Ô, son sous-terme S aussi doit exécuter la même 

action. Selon l'hypothèse d'induction alors la formule First(a(v), S) est vrai. Or, 

r(ROp(S)) = r(s) et Act(ROp(S)) = Act(T). Donc, 

First(a(v), ROp(S)) = First(a(v), S) = Vrai. 

Soit maintenant T -=- : S E .G un terme quelconque, où 8 E 8 est une contrainte 

temporelle. Pour toute transition T a4)  T avec a 6, deux conditions doivent être 

satisfaites: le sous-terme S doit exécuter a(v) et le prédicat First(a(v), O : T) doit 

être vrai. La proposition est, donc, satisfaite trivialement. 

Considérons les termes 

-= 11(n, .,T) E f • 

a(v) Toute transition T --> T' a lieu si et seulement si un des sous-termes T, effectue 
a(v) une transition T, ---->T et les autres sous-termes peuvent attendre jusqu'au temps v. 

Supposons, sans perte de généralité, que i = 1. Alors, selon l'hypothèse d'induction, 

le prédicat First(a(v), Ti) doit être vrai. En plus, puisque Wait(v, Ti ) est vrai, pour 

tout j > 2, il existe au moins une transition 

T. 
 bi(vi) 

--> 3 

telle que v' > v pour tout j > 2. En appliquant encore une fois l'hypothèse d'in-

duction on déduit que First(b3 (v3), T3 ) est vrai aussi. Selon les règles de composition 

de termes, les ensembles d'actions des sous-termes T, sont disjoints. Donc, puisque 

a G exec(n) on déduit que a « Act(T3), pour tout j > 2. En tenant compte de ceci 

et du fait que y' > v on déduit que 

	

First (bi  (v.3 ), Ti ) = First(a(v), Ti), 	 (12.4) 

pour tout j > 2. De plus, puisque 

r(gi, .,T)) = n  r(Ti) et 

fl 

Actugl, 	= u Act(Ti), 
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on a que 

	

First(a(v), (T1,..11,Tri )) <=> 	n  r ( ) ) v n Sol.(ta  = v) 
i=1 

<=› n  F(T) n Soi(ta  = v) 0 

	

<=› 	A First(*), Ti). 
i=1 

Or le prédicat First(a(v), 	est vrai et puisque First(bi (vi ),Ti ) est vrai aussi et 

selon l'équation 12.4, on déduit que First(a(v),M(T1,... ,Tn) est vrai. 

Il reste à considérer les cas où le terme T est composé à l'aide des opérateurs de 

décalage. Nous allons prouver la proposition pour l'opérateur d seulement; la preuve 

pour est analogue. Soient 

T = <1„/(S) 

et S E £0. À toute transition T aï`.-9 T', où a 6 et v > v', correspond une transition 
a(v) 
--> Si . Selon l'hypothèse d'induction alors, le prédicat First(a(v), S) est vrai. 

Remarquons que 

F(T) = 1-'1 (S) 	 (12.5) 

Donc, 

First(a(v), T) 	F?v(T) n Soi.(ta  = v) 

(r>v'(s))>v n soi(ta  = v) 	0. 

Mais, puisque v > 

(r>v"(S))>v = F>v(S). 

Donc, 

First(a(v), T) <=> First(a(v), S) 

et le prédicat est vrai First(a(v), T) est vrai, ce qu'il fallait prouver. 

Considérons maintenant les termes hiérarchiques. Soit 

T =ETi, 
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où Ti  E r et supposons que a(v) G exec(T). Alors au moins un des sous-termes Ti  

doit être tel que a(v) E exec(T). Selon l'hypothèse d'induction on a que 

First(a(v), Ti ) .?>› F?v  (Ti) n sol(ta  =- v) 	Vrai. 

Or, par définition, 
rl 

I'v(T) = U 	(T3 
j=1 

Donc, 

First(a(v), Ti) = First(a(v), T). 

Selon l'hypothèse d'induction, le prédicat First(a(v), Ti) est vrai. Donc, on peut 

conclure que 

First(a(v), T) = Vrai, 

ce qu'il fallait montrer. 

Considérons maintenant le cas où 

T 	[C, 	, T7,) 

et a(v) G exec(T) avec a S. Par définition on a que 

Act([C, E](111 , 	, Tri )) =C U 	Act(Ti) 	f(c) 
i=1 	CEC 

et 
771 

F([C, 	,Tm)) = (n rgi»,ta, ve E C, Va e e(c). 

Notons par I (a) C {1,.. , ml le sous-ensemble d'indexes des sous-termes qui 

communiquent via l'action a E Act(T): 

1 (a) = fi E {1, . , 	Actgi  n €(a) 0} 

Rappelons que si a E C, alors l'ensemble e(a) contient toutes les projections ai  

E(a, Ti ) de a sur les sous-termes Ti  qui communiquent via a 

e( a) - fe(a, Ti) l  i E /(a)} 
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et si a « C, alors 
def E(a) = 

Supposons d'abord que T a4)  T et a E Act(T) \ C. Alors il existe un (unique) sous-

terme T tel que T a ›.1)  Ti'. Selon l'hypothèse d'induction, le prédicat First(a(v), Ti) 

est vrai. De plus, il faut que le prédicat Wait(v, Ti ) soit vrai pour tous les autres 

sous-termes Ti , avec j E {1, 	,m} \ fil. Par définition, alors 

(Vj e {1,...,m} \ {i})(v3  > vi , ai , TD(Ti  ailtP T;). 

Or ceci implique, par hypothèse d'induction, que pour tout j 	i il existe au moins 

un vecteur 

tel que toutes les valeurs temporelles de ei  sont supérieures ou égales à vi et Vi > v. 

Si on tient compte aussi du fait que 

Act(Tj) n Act(To = 0, 

pour tous j k, alors on peut déduire que le prédicat First(a(v), T) doit être vrai. 

Supposons maintenant que a E C. Le raisonnement est similaire à celui présenté 

plus haut pour a « C. Il suffit de remarquer en plus que lorsque T exécute a(v), 

tous les sous-termes Ti  qui communiquent via l'action a exécutent leur action interne 

respective ai  = c(a, Ti). Selon l'hypothèse d'induction on déduit que 

First(ai (v),T) 

pour tout i tel que Ti  est un sous-terme qui communique via a. 

Considérons maintenant le cas où 

T = Seq(Ti , T2) E L. 

La proposition suit alors directement du fait que exec(T) = exec(Ti ) et que P(T) 

r(Ti). 
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Si 

T = 	, Tm ), 

alors 
771 

exec(T) C 	exec(T,) 

et 
771 

,Tm)) = 	r?z(Ti). 
i=1 

n suffit alors d'appliquer l'hypothèse d'induction pour déduire que l'égalité voulue. 

Le cas où T =- Loop(Ti) est trivial puisque exec(T) = exec(Ti) et F(T) = r(Ti)- 

12.2.2 Preuve de la proposition 7.11 

L'enoncé de la proposition est le suivant: 

Soit T G E. { t, .1..} un terme quelconque. Alors exec(T) O. 

Preuve: 

La preuve sera faite par induction structurelle. Le pas d'induction consiste à 

prouver que si tous les sous-termes S, e G, avec 1 < i < n et Tl > 1, d'un terme 

quelconque T = f[Si , 	,Sn ] E G peuvent exécuter au moins une action, alors ceci 

est vrai pour T aussi. 

La base de l'induction sont des termes a(ta ), avec a e Afi. Un terme a(ta) peut 

exécuter l'action a à tout instant v > Vi), donc la condition est satisfaite trivialement. 

À titre d'exemple nous présentons ici le cas où T = 	• • • ,T,.,), avec T, e 

i = 1,. ,n. Les autres cas sont soit analogues ou bien triviales. 

Selon l'hypothèse d'induction, pour chaque sous-terme T, on a que 

exec(T) O. 

Notons par ao (vo) l'action temporisée telle que 

{1, ...,n})(ao (vo) e exec(T,0)), 
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et telle que 

	

(Vi E 11, 	7/1) (Va(v) E exec(Ti ))(v > vo ). 

Autrement dit, ao(vo ) est la première action temporisée parmi les actions des sous- 

termes T1, 	, T, qui peut être exécutée. Donc, il existe une transition 

To  az Oï>1  .4  0 ) T fi  

et pour tout i io  il existe une transition 

2, 
i_p+0 Tit 

avec vi  > v. Or ceci implique que pour tout i io  le prédicat Wait(via , Ti ) est vrai. 

Il y a deux cas à considérer: soit (1) a() 	ô out bien (2) ai)  = S. 

Dans le premier cas, où a 	d, il suit directement des règles 111-113  que T peut 

exécuter a(  v). 

Si ai  = (5, il suffit de remarquer qu'aucun des sous-termes Ti  avec i io  ne peut 

exécuter aucune action avant le temps vo . Donc, exec<v°(Ti ) = (D, pour tout i io . 

Selon la règle 114  alors, T exécute l'action de blocage b(via ). 

12.3 Preuves du chapitre 8 

12.3.1 Preuve de la proposition 8.6 

L'enoncé de la proposition est le suivant: 

Soient T, T, i = 1, 2, 3 des termes quelconques de .0 . Alors Vv > Vo, Va E A, et 

Vv' > Vo , 

I. Wait(v, a(t a ).T) <=>V > 

2. (a) 	> v 	Wait(v, 	(T)), 

	

(b) vi < v = (Wait(v, 	(T)) <=> Wait(v,T)), 
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3. (a) v > v = Wait(v, 	(T)), 

(b) v' < v = (Wait(v, 	(T)) <=> Wait(v, T)), 

4. Wait(v, 0 : T) = Wait(v, T), 

5. Wait(Max(o, H, [m, 	T)) 	Wait(v, T), 

6. Wait(Min(o, H, [m,111], T)) = Wait(v, T), 

7. Wait(v, 11(T1, • • • ,Tm )) <=> n/\ Wait(v , Ti) 

8. Wait(v, +(Ti, ..,Tm )) <=> 1,r) Wait(v , Ti) 

9. Wait(v, Seq(Ti , T2)) <=> Wait(v, 

10. Wait(v, [C, el(Ti . , Tm )) <=> 	Wait(v, Ti), 

11. Wait(v, ea(771, 	, Tm)) 	7\71/ Wait(V )  Ti); i=1 

12. Wait(v, Ex(Tri  , Tc, T,)) .<=› Wait(v, Ti) A Wait(v, Tc), 

13. Wait(v, Loop(T)) <=> Wait(v, T) 

La première égalité est triviale. Les égalités 2. et 3. sont analogues. L'égalité 2. 

a été prouvée dans le chapitre 8. Nous prouvons ici les points 4 — 13. 

12.3.1.1 Preuve des implications 4, 5, et 6 

Les preuves des trois implications sont analogues: il suffit de remarquer que, exceptant 

les règles supp4, Max4 , et Min4, respectivement, pour toute transition du terme 

composé il y a une transition du sous-terme T. Dans le cas des exception mentionnées 

ci-haut, les contraintes temporelles sont contradictoires et le terme composé bloque 

à son temps de démarrage a. Or, le temps de démarrage du sous-terme T est aussi 

égale à a (proposition 7.2). T peut, donc, trivialement attendre jusqu'au temps a. 
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12.3.1.2 Preuve de l'équivalence 7 

Prouvons l'implication droite d'abord. Si le terme T = 	,Tm ) peut attendre 
(i 

jusqu
ai)  

'au temps v alors il existe une transition T —> T telle que vi > v. Selon la 

sémantique opérationnelle de il, ceci est possible seulement si un des sous-termes Ti  

peut exécuter a(v') et tous les autres sous-termes T3 , avec j 	i, peuvent attendre 

jusqu'au temps vi. Selon la définition de Wait, on a que Wait(v', Ti) est vrai. Or, 

v' > v, donc Wait(v, Ti) et Wait(v, T3 ) sont vrai aussi, ce qu'il fallait prouver. 

Prouvons l'implication gauche maintenant. Supposons que Wait(v, Ti ) est vrai 

pour tous les sous-termes Ti . Alors, chaque sous-terme peut effectuer une transition 
a) Ti, 

avec vi  > v, pour tout i. Soit k l'indice du sous-terme T, qui effectue cette transition 

en premier. Formellement, 

k = argminTà. vi . 

Alors, Tk peut exécuter l'action ak (vk) et pour tout i le prédicat Wait(vk , Ti) est 

vrai, puisque vk  < vz . Selon les règles la sémantique opérationnelle de l'opérateur 

11, le terme T peut alors exécuter l'action ak (vk ). Ceci implique que le prédicat 

Wait(vk , T) est vrai. Mais vk  > v, donc, le prédicat Wait(v, T) est vrai aussi, ce qu'il 

fallait prouver. 	 • 

12.3.1.3 Preuve de l'équivalence 8 

La preuve est triviale: il suffit de remarquer que +(T1,... , Tm) exécute une action 

quelconque a(v) si et seulement si au moins un des sous-termes Ti  exécute a(v). 	• 

12.3.1.4 Preuve de l'équivalence 9 

Il est trivial de montrer que: 

Wait(v, Seq(Ti  , T2)) <=> Wait(v, Ti) 

il suffit de remarquer que exec(Seq(Ti , T2) = exec(Ti)• 	 • 
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12.3.1.5 Preuve de l'équivalence 10 

Notons par T le terme composé [C, E](Ti , 	Tm). L'implication à droite est évidente 

et suit directement des règles de sémantique opérationnelle: si T exécute une action 

quelconque a(v), alors tous les sous-termes T, soit exécutent une action b,(v) ou bien 

sont tels que le prédicat Wait(v, Ti) est vrai. 

Prouvons l'implication à gauche: 

(Vi G {1,. , m})Wait(v, T,) = Wait(v, T). 

Supposons que le prédicat Wait(v, Ti) est vrai pour tous les sous-termes T et un 

instant temporel quelconque v. Alors il existe des transitions T 
a,(v,)i 	avec a, E 

A, C E £, et vi  > v. Soit k l'indice de la première de ces transitions. Formellement, 

k = argmingi  (vi). 

v Alors, Tk (ic Ti fc  et, puisque vk  < vi, le prédicat Wait(vk , Ti) est vrai pour tout 

i 	k. Nous devons considérer les trois cas :(1) ak  est une action interne de T, (2) ak 

est une action non-interne ak  e Act(T), et (3) ak = (5«. 

Supposons d'abord que ak  est une action interne de T, c'est à dire qu'il existe une 

action de communication c E C telle que ak  e e(c). Si la communication des sous-

termes peut s'établir, T va exécuter l'action de communication c(vk ) qui correspond 

à ak(vk). Sinon T exécute 5(vk). Dans les deux situations, le prédicat Wait(vk , T) 

est vrai. Comme vk  > v ceci implique que Wait(v, T) est vrai aussi, ce qu'il fallait 

prouver. 

Dans le deuxième cas T exécute l'action ak(vk) et le prédicat Wait(v, T) est, donc, 

validé. 

Dans le cas (3) T exécute (5(vk ), donc le prédicat Wait(v,T) est vrai. 	• 

12.3.1.6 Preuve de l'implication 11 

L'implication est immédiate: il suffit de remarquer que T = e ( T1  , . . , Tm ) effectue 

une transition quelconque à un temps v seulement si au moins un de ses sous-termes 
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le fait aussi. 	 • 

12.3.1.7 Preuve de l'équivalence 12 

Le prédicat Wait,(Ex(T„, Tc ,Te )) est vrai si et seulement s'il existe une transition 
a(v1 ) EX(T,Tc ,Te ) —› T, où a G A (donc possiblement l'action de blocage) et v > v. On 

distingue alors deux cas possibles: soit (1) n et Tc  peuvent tous les deux exécuter 

a(v) (règle Exi ), ou bien (2) un des sous-termes Tn , Tc  peut exécuter a(v) et l'autre 

sous-terme peut attendre jusqu'au temps v. Dans les deux cas, les prédicats Wait,(Tn ) 

et Waity(Te) sont vrais, ce qui conclut cette preuve. 	 • 

12.3.1.8 Preuve de l'équivalence 13 

La preuve est immédiate: on remarque que, pour toute action a E A et tout v > vo , 

Loop(T) exécute a(v) si et seulement si T exécute a(v). 

12.3.2 Preuve de la proposition 8.7 

Rappelons l'énoncé de la proposition: 

Soit T E 	un terme feuille quelconque. Si d(v) G exec(T), alors --Wait(v', T), 

pour tout vi > v. En plus, pour toute action a(v) E exec(T), telle que a Ô, toutes les 

traces 1.1,= a(v)... e r(T), doivent finir dans un blocage, autrement dit ,u = a(v)...6(v). 

Preuve: 

La preuve sera faite par induction structurelle. La base de l'induction consiste à 

prouver que la proposition est vraie dans des situations de blocage non-hérité de SOp. 

Rappelons qu'une transition quelconque 

= f 	. 	Tn ] a1)  T' 

d'un terme quelconque T e .CA est héritée, si et seulement s'il existe un sous-terme 

Ti  de T et une transition 
a(v) 
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Dans le cas des blocages hérités nous appliquons le pas d'induction: nous prouvons 

que si les sous-termes de T ont la propriété énoncée dans la proposition, alors T aussi 

a cette propriété. 

Prouvons d'abord la base de l'induction: les règles 2 , <12, supp4, Max4, et Min4  

définissent toutes les situations de blocage non-hérité du sous-langage L. 

Soit T = .„(Tc,) et supposons que c'est la règle de sémantique opérationnelle 

qui s'applique. Alors, par définition, T ne peut exécuter aucune action au temps v ou 

plus tard et exécute 6(v). L'énoncé est, donc, satisfait trivialement. Le raisonnement 

pour la règle <12  est analogue. 

Supposons que T = 0 : To  et que T bloque selon la règle supp4. On remarque 

qu'aucune autre règle de transition ne peut s'appliquer à T et, donc, 

exec(T) = 16(a(T))1 

et la proposition est vérifiée. 

Lorsqu'on applique la règle Max4, respectivement et Min4, à un terme 

T -= ROp({a}, o, [m, M1,  T), 

on a que exec(T) = {a} et par conséquent exec(T) = {8(a(T)) et la proposition et 

vérifiée. 

Prouvons le pas d'induction. Il ne reste qu'a considérer les blocages hérités, no-

tamment ceux définis par les règle 114  et supp3  du tableau 6.3, ainsi que par les règle 

Max3  et Min3  du tableau 6.4. 

Si (règle SOp 114  ) T = 11(T1 , 	, Tm ) et un sous-terme Ti  effectue une transition 

—÷ 1. lorsque pour tous les autres sous-termes Ti  le prédicat Wait(v, Ti ) est vrai, 

alors le terme T exécute- 6(v) et transite vers 	. Selon l'hypothèse d'induction, 

Wait (d, Ti), Vv' > v. 

Or, selon le théorème 8.6, 

Wait(v', T) <=> A Wait(vi, Ti ). 
j=i 
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On déduit que —Wait(vi,T),Vv > v. Il reste à prouver que pour toute action a(v) e 

exec(T) avec a 6 toutes les traces it = a(v) . E r(T) finissent éventuellement par 

l'action 6(v). On remarque que les hypothèses de la règle 114  peuvent être satisfaites 

simultanément avec les hypothèses des règle 111., 112/ et 113 , notamment lorsqu'il existe 
a(v) 

un sous-terme Ti  qui peut effectuer une transition Ti  —› T3 , avec a 6. Supposons 

qu'on peut appliquer la loi 111, les autres situations sont analogues. 
a(v) Donc, on a que T —> 7--  et 

= 11(v(Ti, 	• • • ,T.;, • • • , 	(Tm)). 

On remarque que 6(v) G exec(,(Ti) et que les prédicats Wait(v, 	Wait(v, T;) 

sont vrais. Donc, 6(v) E exec(T'). On peut réitérer ce raisonnement tant qu'il existe 

des actions a(v) G exec(T'), respectivement dans un des successeurs de T' , noté T", 

telles que a' 	(5. Donc, à partir de T il existe seulement des traces: 

	

a(v) 	, a' (v) 	a(v) 

Plusieures situations différentes sont possibles: 

• ou bien t T" 	((T.1) .)), 

• ou encore T" 	11(T, 	, 	(. 	 .)), 	, T), et le prédicat Wait(v, Tin 

est vrai pour k i et est tel que 

/a(v) E exec(T"), a 6. 

Or, 6(v) E exec((... 	(Tn .))). Donc, le terme T" doit exécuter 6(v) et transiter 

vers 4... 

Dans le cas où T = 0 : T1  et l'on applique la règle supp3 , il suffit de remarquer 

que r(T) c r(Ti) et on peut appliquer directement l'hypothèse d'induction. 

La même remarque est suffisante pour prouver les cas T = ROp(Ti), où ROp= 

Max ou Min et l'on applique soit la règle Max3  ou la règle Min3. 
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12.3.3 Preuve de la proposition 8.8 

L'énoncé de la proposition est le suivant: 

Soit T e £0 un terme feuille quelconque. Alors, pour tout v > vo, le prédicat 

Wait(v, T) est vrai si et seulement si toutes les actions de exec(T) peuvent encore 

être exécutées au temps v ou plus tard. Formellement, 

Wait(v, T) 	Waits (v , T). 

Preuve: La preuve est faite par induction structurelle. La base, qui consiste des 

termes préfixés, et le pas d'induction pour les termes composés en parallèle ont été 

prouvés dans la section 8.3.1. Ici nous prouvons le pas d'induction pour les opérateurs 

temporels. 

Soit T = 0 : S, où 0 e e est une contrainte descriptive et S E ro est un sous-

terme qui satisfait l'énoncé du théorème. Soit v > Vo  tel que le prédicat Wait(v, T) 
( 

est vrai. Par définition, il existe alors une transition T a)  T, avec a e A et va  > V. 

Si toutes les actions de exec(T) on lieu au temps v ou plus tard, il n'y a rien à prouver. 

Dans le cas contraire, soit b(vb) E exec(T), b a, vb  < v une autre action quelconque 

de exec(T). Nous voulons prouver qu'il existe un instant temporel vil, > v tel que 

b(v) E exec(T). 

Considérons d'abord le cas où a 	S et b 	S. Alors, selon les règles suppi  

et supp2, il faut que les prédicats First(a(va), O : T) et First(b(vb), 0 : T) soient 

vrais et que a(va), b(vb ) E exec(S). Le prédicat Wait(va , S) est, donc, vrai aussi. 

Selon l'hypothèse d'induction appliquée au sous-terme S, il existe alors un temps 

vb  > va  > v tel que b(4,) e exec(S). 

Il reste à prouver que le prédicat First(b(vib, O : T) est vrai pour conclure que 

b(4') E exec(T). Cette preuve est assez lourde dans le cas général, où T a un nombre 

m > 2 arbitraire d'actions. Nous montrons ici que la propriété est vrai si T ne contient 

que les deux actions a et b. 

T est une terme feuille, donc la fonction F(T) décrit un système d'inéquations 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 212 

linéaires de la forme: 

Ma,b < ta — tb < Ma,b A 	 (12.6) 

ma 	< ta  < 	Ma  A 	 (12.7) 

mb 	< tb < 	MbA 	 (12.8) 

Les solutions d'un tel système d'inéquations décrivent un espace convexe. Puisque 

First(a(va ), 0 : T) est vrai, il existe un point A = (va, Yb) E D* tel que 

v < va  < yb. 

De manière similaire, parce que First(a(vb), 0 : T) est vrai, il existe un point B = 

(xa , vb ) E D* tel que 

vb  < v A vb < Xa• 

Alors, puisque F et convexe, F(T) doit nécessairement contenir aussi au moins un 

point C = (v'a , v) tel que 

< vib  G va . 

Puisque a, b E exec(T), alors il ne peut y avoir aucun opérateur réactif contraignant 

les temps d'occurrence des actions a et b. Selon le théorème 10.5, dont la preuve ne 

dépend pas du résultat présent, T peut exécuter la trace bt = b(vib).a(va' ), ce qu'il 

fallait prouver. 

Le raisonnement pour les deux opérateurs réactifs Max et Min est analogue. Nous 

faisons ici la preuve correspondant à un terme composé avec l'opérateur Max seule- 

ment. Soit T = Max(o, H, [m, 	S) e £0  tel que le sous-terme S E ro satisfait la 

propriété énoncée dans ce théorème et tel que le prédicat Wait(v, T) est vrai pour un 

instant temporel v E D quelconque. Supposons que exec(S) {o}. Dans ce cas on a 

que 

exec(T) = exec(S) \ {o}. 

Donc, si l'énoncé est vrai pour S, il l'est trivialement aussi pour T. Si exec(S) = {o} 

(règle Max4), alors 

exec(T) = {6(cy(T))1 
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et les prédicats Wait(v, T) et Waito(v, T) sont équivalents. 

12.3.4 Preuve de la propriété 8.3 

Nour voulons prouver que pour tous T1, , T E ,C et tout v > 0 
771 

Wait(v, ED(Ti , 	, Trn )) 	V Waito(v, Ti). 
i=1 

Preuve: Supposons que pour au moins un des sous-termes Ti  le prédicat Waito(v, Ti) 

est vrai. Il existe, donc, une transition Ti  a(:1-> ) 	avec y > v et a (5. 

Supposons d'abord que a = ic. Dans ce cas T va soit exécuter ic(v)-  ou bien S(v), 

tout dépendant si (i) tous les sous-termes, (ii) certains sous-termes , ou (iii) aucun 

sous-terme ne transitent vers t en exécutant l'action ic(v). Dans les cas (i) et (iii) T 

exécute ic(v) et dans le cas (ii) T exécute 8(v). Donc, le prédicat Wait(v, T) est vrai. 

Sinon, alors a = oc et il suit directement de la règle ED4  que T exécute S(v). 	• 

12.3.5 Preuve du théorème 8.10 

Prouvons ici le théorème de congruence: 

La relation de bisimulation-ACTC 	est une congruence pour tous les opérateurs de 

Op sur le langage L. Plus précisément: 

1. pour tout v > Vo  et tous T, S E 

T S 	 „,(S) 

T S = d.„(T) 4(S) 

2. pour tout a G A et T, S E £0, 

T S a(ta ).T a(ta ).S 

3. pour tous T1 ,. ,Tm , S1 , . . , Sm  G ,CO 3  

(Vi = 1, 	, m)(Ti 	Si) 	11(T1, 	• Tm) 	11 (S1, • 	, Sm); 

(12.9) 
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4. pour tous T1 , S1  E ro, et tout 0 e e tel que Act(0) C Act(n) et Act(B) C 

Act(Si), 
Ti  P.,' Si 	0 : 	0 : Si; 

5. pour tout opérateur réactif ROp= (o, H, [m, 	-) et tous T, S ro, tels que 

tol U H C Act(T) et {o} U H C Act (S), 

T S ROp(T) ROp(S) 

6. pour tous n> 2 et 	 , Sri  E £, 

(Vi = 1, 	n) (Ti 	Si ) 	E 	E (si ) 

7. pour tous Ti, T2, Si, S2 e 

	

(Vi = 1,2)(T 	Si ) 	Seq(n, T2 ) 	Seq(Si , S2 ) 

8. pour tous T,S E £, 

T S Loop(T) Loop(S). 

9. pour tous n> 2 et T1 , . • , 	. ,Sn G ,C, 

	

(ei = 1, • • • ,n)(Ti 	Si) 	e(T1, • • • , T.) 	Ms', • • • , sn) 

10. pour tous n > 2, tous T1 ,. . • , Tn, 	. • . , sn E 	et tout opérateur de composi- 

tion parallèle avec communication [C, €], 

(Vi = 1, 	fl)(Ti gsd Si) =» [C, El(T1, 	Tn) 	[C, f]cs, • • Sn) 

11. pour tous 	 Tn2, 	Te2 E G, 

(Tn1 	Tn2) A (Tc1 	Tc2) A (Tel gf• Te2) 	EX(Tni, 	Tel) 	EX(Tn2, 	Te2) 
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12.3.5.1 Congruence de 	par rapport aux opérateurs et d 

Nous ne considérons que l'opérateur de décalage stricte d, la preuve pour l'opérateur 

est analogue. 

Soit R. Cr xr la relation suivante: 

E 	,v e D} u 	. 

Nous prouverons que R. est une bisimulation-ACTC. 

Selon le raisonnement présenté dans la section 8.2, il suffit de considérer les paires 

(T1, T2 ) G R. telles que T1  = 4(S) et T2 -= <lu (T), pour un certain temps v et telles 

que S 	T. 

La première propriété de R. que nous devons vérifier est que a(Ti) = ce(T2 ). Par 

définition, l'opérateur de décalage met le temps de démarrage a(4(.)) à v. Donc, 

cette condition est satisfaite trivialement. 

Deuxièmement, il faut que F(d,(S)) = F(d,(T)). Or, par définition, 

F(4(S)) = F?1'(S) et r(4(T)) = 11?v (T). 

Puisque S 	T par définition on a que F(S) = F(T). Donc, 

F(4(S)) = 1-1 (4(T)). 

Il reste à vérifier que R. est une bisimulation forte, c'est à dire que 4(T) et 

dv (S) peuvent exécuter les mêmes actions aux mêmes instants temporels, et que leurs 

successeurs respectifs sont dans R.. Il y a deux transition à analyser, qui correspondent 

aux règles de sémantique opérationnelle di  et <12. 
a(r) a(v) 

La première transition 4(8) --> S a lieu lorsque S —> S et v' > v. Puisque 

S 	T, le terme dv (T) aussi peut exécuter a(v) et transite alors vers T', où 

(Si  ,11 ) G 	C R.. 

Selon la deuxième règle, le terme dv (S) exécute S(v) parce que S ne peut exécuter 

aucune action après le temps v. Par conséquent, T non-plus ne peut exécuter aucune 
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action après le temps v et 4(S) signale un blocage au temps v. Or, 

(S' , 	= ( 	, 

Nous pouvons conclure que R. est une bisimulation—ACTC et, donc, que 	est 

une congruence par rapport à 4 	 • 

12.3.5.2 Congruence de 	par rapport à l'opérateur de préfixage 

Soit R. C x ,C la relation définie par 

R. = {(a(ta).51, a(ta).71) (S, T)  e 	 a e 	U 	. 

Nous prouverons que 7Z, est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire nous devons vérifier 

que les termes (a(ta ).S, a(ta ).T) de R. satisfont les conditions 1-3 de la définition d'une 

relation de bisimulation—ACTC. 

D'abord 

a(a(ta ).S) = ce(S) = ce(T) = a(a(ta ).T) = vo, 

parce que les termes préfixés et leurs sous-termes sont des termes initiaux de Co  et 

ont, donc, un temps de démarrage égale à Vo. 

Ensuite, selon la syntaxe de 	T et S doivent être des ports, c'est à dire des 

séquences d'actions composées par préfixage. Donc, si T 	S, forcément ils doivent 

avoir les mêmes actions. Donc, 

F(a(ta ).S) = Sol( A th  > ta)) n F (S) 
bEAct(S) 

= Sol( A tb  > ta )) n F(T) 
beAct(T) 

= 	F (a(ta ).T). 

Il reste à prouver que R. est une bisimulation forte. Il suffit de considérer les paires 

de termes (a(ta ).S, a(ta ).T), avec S 	T. Le terme a(ta).S peut exécuter l'action 

a à tout instant v > ce(S) et transite vers .„(S). Puisque S 	T, par définition, 
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a(S) = a(T) et, étant donné que nous avons déjà prouvé la congruence de 	par 

rapport à l'opérateur 	(section 12.3.5.1), on sait que ,.,(S) 	„,(T). Donc, 7Z est 

une bisimulation et nous pouvons conclure que 	est une congruence par rapport 

au préfixage d'actions. 	 • 

12.3.5.3 Congruence de 	par rapport à la composition parallèle 11 

Soient ni, > 2 un entier quelconque et Ti , 	, T , S1 , 	, S, E Go  des termes tels que 

Act(Ti) n Act(T3 ) = Act(S) n Act(S3) = 0, Vi 

Nous voulons prouver que 

(Vi = 1, ...,m)(Ti 	Si ) 	11(n, • • • ,Tn2) 	11(91, 	Sin ) 

Pour ce faire nous définissons la relation 7Z C .00  x Ge  suivante: 

{(II (Ti, • • , Tm), 11(si, • 	(Ti , s,) e 	, < < 	m > 2} u 	, 

et montrons que 7Z est une bisimulation—ACTC. 

	

Il suffit de considérer des termes S =- (Si ,.. • Sm), et T = 	,Tm )) avec 

Si 	T, pour tout i et prouver que la paire (T, S) satisfait aux conditions énoncées 

dans la définition 8.1 (voir raisonnement de la section 8.2). 

	

Selon le lemme 8.9 on déduit que a(T) = a(S). Comme Si 	Ti , il suit que 

F(Si) = r(T,), pour tout i. Donc, 

Tri 
F(T) def nF(Ti) 

i=1 
rn 

def nr(sz)  
i=1 

def F(S). 

Prouvons maintenant que IZ est une bisimulation forte. On va considérer d'abord 

les règles de sémantique opérationnelle Par1,2,3. On suppose, qu'un des sous-termes 
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de S exécute une transition Si  a-(4) S, avec a d, et que tous les autres sous-termes 

Si  peuvent attendre jusqu'au moment v. Puisque Ti 	Si, il existe une transition 

correspondante Ti  %') I , telle que S 	C. De plus, par le Corollaire 8.3, on a que 

Wait(v, Si) <=> Wait(v, Ti ), pour tout j. 

Donc, pour toute transition de S a4)  S avec a 8 il existe une transition T a (4)  T. . 

On doit montrer maintenant, que lors de chacune de ces transitions (S, T) E R.. 

Si S 	t, et par conséquent Ti' t, alors 

S' 

	

11(„T1, 	 9v(Trn)). 

Puisque nous avons déjà prouvé que 	est une congruence par rapport à l'opérateur 

on déduit que „(71.i ) 	v (S.i ) et que, par conséquent, (T' , S') E 

Sinon, c'est à dire si AS::  = t, alors il y a deux cas à considérer. Premièrement, si 

m = 2 on applique la règle 113  et déduit que S' = 	et T' = 	Or, puisque 

	

Ti , ceci implique que (T', S') e 	C R.. Deuxièmement, si m > 3 on déduit 

selon la règle 112  que 

S' 	= 11(1v ,91, • . • , 	,,(Si+i), • • • Sv(Sn2)), 

= 	11(1vTi., • • • , 	 v(Ti+1.), • • • , 	,v(117n))• 

Donc, puisque 	est une congruence par rapport à l'opérateur 	(T' , S') e 
(5(v) 

Il reste à considérer les situations correspondantes à la règle 114. Si Ti  -4 	alors 

il existe la transition S 	. De plus, on remarque que execv(T3) = exec5y (Si ), 

pour tout j. Donc, le terme S va exécuter 8(v) et transiter vers 4. et (T' , S') = ( 

12.3.5.4 Congruence de 	par rapport aux opérateurs réactifs 

Les preuves correspondantes aux deux opérateurs Min et Max sont analogues. Nous 

n'allons montrer la congruence de g-2, que par rapport à Max. 
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Nous voulons prouver que Max(o, H, [m, M], S) 	Max(o, H, [m, M], T) pour 

toute paire de termes (S, T) 	toute action de sortie o e 0, tout ensemble d'actions 

source H C A, et tout intervalle réactif [m, M]. 

Nous allons prouver que la relation '1?, C.Cx£ est une bisimulation—ACTC, où 

R. = {(Max(o, H, [m, M], S), Max(o, H, [m, 11],T)) (S, T) E ,o c 0,H C A, 

[m, M] intervalle réactif deD1 U 	. 

Il suffit de considérer une paire (S, T) E R. telle que 

S = Max(o, H, [m, M], Si ) c et 

T = Max(o, [m, M],n) C 

et telle que S1  g•-- T1. Les deux premières conditions, a(S) = a(T) et F (T) = F(S) 

sont trivialement satisfaites selon le lemme 8.9 et par la définition de la fonction F. 

n reste à prouver que R. est une bisimulation forte. Il suffit de montrer que le T 

peut exécuter les mêmes actions aux mêmes instants temporels que S et que leurs 

successeurs respectifs, T et S', sont tels que (Si, 	E 

On remarque que les hypothèses des quatre différentes transitions de S, corre-

spondantes aux règle Max1_4 , sont satisfaites pour S si et seulement si elles sont 

satisfaites pour T. Donc les termes S et T peuvent exécuter les mêmes actions en 

même temps. Dans le cas des transitions qui correspondent à la règle Max4  ceci est 

assuré par le fait que a(S) = a(T). 

Notons par S1  et T1  les successeurs des sous-termes S1  et T1  lors des ces transitions. 

Puisque S1 	T1  il il existe des successeurs TI' et SI tels que SI 	Ti'. Les sucesseurs 

S' et T' de S et T sont alors 

Max(o, H \ {a}, [m, M], 

T' 	=- Max(o, H \ {a} , [m, 	, 

pour la règle Maxi, 

S' = m < to  — v < M : 
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pour la Max,, 

pour la règle Max3 , et 

= m < t, — v < M : 

T = , 

T = , 

pour la règle Max4. Or, dans tous ces cas, (S, T) E R.: dans le premier cas selon 

la définition de R., dans le deuxième cas selon la congruence de l'opérateurs 0, déjà 

prouvée dans la section 8.3.2), et dans les autres cas parce que 	est réflexive 

(théorème 8.1). 

On conclut que 	est un congruence par rapport à l'opérateur réactif Max. 

12.3.5.5 Congruence de 	par rapport à l'opérateur ± 

Nous voulons montrer que 

(Vi = 1, . , n)Ti 	Si 	ET,  

Soit R. CGXG la relation de termes suivante: 

R. = {(+(•91, • • • ,sm),+(Tb• • • , T.)) I (si, Ti) G 	,1 < i < m , m > 2} 

et vérifions que R. est une bisimulation—ACTC. 

Il suffit de considérer une paire quelconque (S, T) G R. telle que S = +(Si, • - • , Sm), 

et T = 	. ,T,) avec (Si, Ti) e g-2, pour tout i, et de prouver que (S, T) satisfait 

aux conditions enoncées dans la définition 8.1. 

Premièrement, les termes S et T ont les mêmes temps de démarrage, puisque leurs 

sous-termes ont les mêmes temps de démarrage (lemme 8.9). 

Ensuite, on a que 

F(S) = Ur(S) 

= F(T) 

= Sol(F(T)). 
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Prouvons maintenant que R. est une bisimulation forte, c'est à dire que pour toute 

transition S a41)  S il existe une transition T at  T', telle que (S, T) E 7Z. 

La preuve de cette propriété est triviale: il suffit de remarquer que toute transition 

S 	S' correspond à une transition Si  at  >7  ) 	pour un i quelconque, 1 < i < m. 

Donc, puisque S, g-, Ti , pour tout i, 1 < i < m, il existe une transition Ti  a4)  T' telle 

que (S, T) e 	c 7Z. Pour la règle de sémantique opérationnelle C4, on remarque 

en plus que Wait(v, Ti) <=> Wait(v, Si) (Corollaire 8.3). 	 • 

12.3.5.6 Congruence de 	par rapport à la composition séquentielle 

Montrons que pour tous Ti , T2, S1, 52 E f 

(Vz = 1, 2) (Ti 	Si) = Seq(Ti , T2 ) 	Seq(Si, S2) 

Soit 7Z CGx£ la relation suivante: 

IZ = {(Seq(Si  , S2), Seq(Ti  , T2)) S, 	Ti , i = 1,2} U 	. 

Prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Puisque 7Z est par définition symétrique, 

il suffit de considérer des paires (S, T) E 7Z telles que 

S = Seq(Si , S2) et T = Seq(Ti , T2), 

et telles que Si 	T, avec i = 1, 2 (voir le raisonnement de la section 8.2). 

D'abord, par le lemme 8.9, a(S) = a(T). Ensuite, c'est trivial de vérifier que 

F(T) = F(S), puisque T1 	SI  et que, par définition de la relation R-J, F(Ti) = F(31). 

Or, par définition 

F(Seq(Ti, T2)) = r(Ti) et F(Seq(Si, S2)) = r(si). 

Montrons maintenant que 7Z est une bisimulation forte. On remarque d'abord que, 

selon la sémantique opérationnelle de Seq, exec(S) = exec(Si) et exec(T) = exec(Ti ). 

Or, comme S1 	T1  on a que exec(Si) = exec(n). Donc, S et T peuvent exécuter 
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les mêmes actions temporisées. Il reste à montrer que leurs successeurs respectifs, S' 

et T', lors de l'exécution d'une même action temporisée a(v) quelconque, forment une 

paire (S',71') E 7Z. On a alors que Si. L̀!-->')  SI et Ti  4T. 

Si a = ô, alors S = T' = 	et (S',T') E 	C 7Z (réflexivité de la relation 	— 

théorème 8.1). 

Sinon, puisque Si. 	T1, et par conséquent Si' ,c•-..• TL alors „S'_ = t si et seulement 

si T = t . Donc, si L51 .  = t alors S' = 4(82) et T' = 4(T2). Or, S2 	T2  et 

est une congruence pour l'opérateur de décalage d (théorème 8.10, équation 1). Ceci 

implique que (S, T) E C 

Si SI 	, alors S' = Seq(S'L  S2) et T' = Seq(TL T2). Par définition de 7Z alors 

on obtient que (S, T) e 7Z. On peut conclure que 7Z est une bisimulation—ACTC. 

12.3.5.7 Congruence de 	par rapport à l'opérateur Loop 

On va prouver que pour tous T, S E G, 

T S Loop(T) Loop(S). 

Soient 'Ki , 7Z2, 7?•3 R-synt 	C G x les relations définies comme suit: 

= 	{(Loop(Sk ), Loop(Tic)) (Sk, Tk ) G 

7Z2 	= {(Seq(ek , Loop(Sk )), Seq(T):, Loop(71))) I (Sk, Tk) E 	, (S,T) E 	, v > Vol 

7Z3 = {(4(Loop(Sk)), 4,(Loop(710) 

Sk 	Tk, VO > Vo } 

R-synt 	7Z u 7Z2 u 

= 	1(3(Sb, To) E nsynt)(S r-zzl So A T 	Toll U 	. 

Prouvons que 7Z est une bisimulation—ACTC. Selon le raisonnement présenté dans 

la section 8.2, il suffit de considérer juste des paires quelconques (S, T) e R.synt dans 

notre preuve. On va d'abord supposer que (S, T) e 7Z1, ensuite (S, T) E 7Z2, et 

finalement que (S,T) E 7Z3. 
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Soit (S, T) une paire quelconque de R. Il existe, donc, des termes Sk  et Tk  tels 

que S = Loop(Sk) et T = Loop(Tk) et (Sk ,Tk ) e R-2.. D'abord a(S) = a(Sk ) et 

a(T) = a(Tk ) (selon la syntaxe de ,C). Comme Sk 	Tk , par définition a(Sk) = 

a(Tk ). Donc, a(T) = a(S). 
De manière similaire, on prouve que F(T) = F(S). 

Montrons maintenant que exec(S) = exec(T) et que leurs successeurs respectifs, 

S 	et T', lors de l'exécution d'une même action a(v) sont tels que (S' ,TI) E R.. 

Selon la sémantique opérationnelle de l'opérateur Loop, définie par les règles B1_5, 

on déduit que exec(S) = exec(Sk) et exec(T) = exec(Tk). Puisque Sk 	Tk, 

alors exec(Sk ) 	exec(Tk ). Donc, S peut exécuter une action quelconque a(v) si et 

seulement si T peut l'exécuter. Notons par S', T', S'k , et Tic , respectivement, les 

successeur de S, T, Sk , et respectivement Tk  lors de l'exécution d'une action a(v), 

tels que S'k 	17,. Il faut prouver que (S, T) 

Selon la règle B1, on a que 

T' = Seq(T, Loop(n)), 

= Seq(S, Loop(Sk))- 

Donc, (S, T) e7Z2  C 

Considérons la règle B2: on a que T' = T, et S' = S. Or, puisque Sk 	Tk  ils ont 

des successeurs Sik  et 17, tels que S 	T,. Donc, par transitivité, (S', T') G 	C 

Suivant la règle B3 on obtient que 

T = ‹,(Loop(n)), 

S = 4,(Loop(Sk)). 

Alors (S, T) c 7 3  c R. 

Finalement, selon les règles B4, respectivment B5, SI  = T' = t , respectivement 

(S',T') E 	c R. 

Supposons maintenant que (S, T) R2. Donc, il existe des paires de termes telles 
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(Sk ,Tk ),(S'k ,T) E,-,-, tels que 

S = Seq(ek ,Loop(Sk )) 

T = Seq(Th,LooP(Tk))• 

Alors on remarque que, selon les règles Seq1__3, exec(S) = exec(S) et exec(T) = 

exec(Tic). Or, exec(S) = exec(T), puisque SI .c•-..,' TI,. Donc, S peut exécuter une 

action quelconque a(v) si et seulement si T peut l'exécuter, et si et seulement si S'i, et 

/7, peuvent l'exécuter. Notons leurs successeurs lors de cette exécution par S', T', S', 

et T, respectivement. Notons que S'i: g--- T. Prouvons maintenant que (S, T) E 7?.. 

Selon la règle Seqi, les successeurs de S et T sont 

S 	= Seq(S, Loop(Sk)) 

T 	= 	Seq(71,' ,LooP(Tk))- 

Donc, (S' , T') E R.2 C R.. 

Si S et T suivent la règle Seq2, alors 

S = 4(Loop(sk)) 
	

(12.12) 

T' = du(LooP(Tk)). 	 (12.13) 

Or, (4(Loop(Sk), 4(Loop(Tk)) E R.3. Donc, (S',TI) e R.. 

Enfin, selon la règle Seq3, on a que S' = T' = 1, . Donc, (St , T') E ',:,--, C R,. 

Il reste à considérer une paire quelconque (S, T) E R.3. Soient 

S = 4(Loop(Sk)) et 

T = 4(Loop(Tk)), 

avec Sk ,..... Tk et v > O. D'abord o(S) = a(T) = v. Ensuite, par définition, nous 

avons que 

F(Loop(T)) = F(T) et F(Loop(S)) = F(S), 
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et, puisque Tk  ';'•-' Sie, 

F(Tk) = r(so. 

Donc, 

F(S) def = 	F>v  (Loop(Sk) 

= F>u(Loop(Tk ) 
def = F(T). 

Prouvons maintenant que exec(S) = exec(T). On remarque d'abord que 

exec(Loop(T)) = exec(T), 

pour tout terme T e t. Rappelons que pour un terme quelconque nous notons 

exec>v(T) l'ensemble 

exec>v(T) = { a(v') e exec(T) Iv i  > vl. 

On remarque alors que si exec(T) 	0, alors exec(<I„(T)) = exec>v(T). Sinon, 

exec(d„(T)) = {S(v)}. En plus, étant donné que Sk ,:', Tk , on a que exec(Sk) = 

exec(Tk ). On peut donc déduire que exec(S) = exec(T). 

Supposons que exec>y(Sk) $ O. Alors S exécute une action a(v) avec v > v 

si et seulement si Loop(Sk ) l'exécute, et donc, si et seulement si Loop(Tk) et T 

peuvent l'exécuter. Notons par S',S",r, et T" les successeurs de S, Loop(Sk ),T, 

et Loop(Tk), respectivement, lors d'une telle exécution. Alors, selon la règle <ivi , 

S' =- S" et r = T. Or la paire (Loop(Sk ),Loop(Tk)) est dans ni  et nous avons 

déjà montré que la paire de successeurs qui lui correspond (S, T) est dans K. On 

déduit, donc, que (S, T) c R. 

Si exec>,(sk) = exec>,(To = 0, alors exec(S) = exec(T) = {S(v)} et succ(S) =-

succ(T) = { 1,}. Or, ( , 4. ) e,. —̂,  g_ Tz. 

On peut finalement conclure que R, est une bisimulation—ACTC et, donc, que g•--1 

est une congruence par rapport à l'opérateur Loop. 	 3 
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12.3.5.8 Congruence de 	par rapport à l'opérateur e 

Soit R. c x L la relation suivante: 

{(e)(771, • • , T.),.,Sm)) I Ti, Si e £1Ti 7=,  Si, 1 < i < m} U 	. 

Nous prouverons que R. est une bisimulation—ACTC. Selon le raisonnement présenté 

dans la section 8.2 il suffit de prouver qu'une paire quelconque (T, S) R, telle que 

T = 	,Tm ) et 

S = EB(Si, • • • Sin), 

et telle que Ti 	Si  pour tout i, a les trois propriétés énoncés dans la définition 8.1. 

Il suit directement du lemme 8.9 que 

ce(T) = ck(S). 

La preuve du fait que F(T) = F(S) est identique à celle présentée dans la section 

12.3.5.5 pour l'opérateur +. 

Prouvons maintenant que (S, T) satisfait aux conditions données dans la définition 

de la bisimulation forte. 

On va commencer par montrer que exec(S) = exec(T). Dans le cas des transitions 

suivant les règles CRi , 	, CR6  il suffit de remarquer que, puisque Ti 	Si  pour 

tout i, exec(T) = exec(S). Donc, pour tout j, tel que 1 < j < 5 l'hypothèse 

Hypj(T) est satisfaite si et seulement si Hypi  (S) et satisfaite. Donc, il est évident 

que exec(T) = exec(S). 

Considérons la règle CR7. Remarquons d'abord que 

J 	tj Ti  -7541  

De plus, Ti  (54 si et seulement si Si å. . Donc, 

(5(,,) 	 ô(v) 
v = rnax{v T -->} = 	Si 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 227 

Il reste à prouver que 

Hypk(elvg,»<=>Hypk(ED,(s.,)) 
	

(12.14) 
jeJ 	 jeJ 

pour tout k, 1 < k < 6. Nous avons déjà prouvé que 	est une congruence par 

rapport à l'opérateur de décalage 	Donc, 	(Ti) 	1„(Si ). On peut alors suivre 

le même raisonnement fait pour T et S pour déduire que l'équivalence 12.14 est vraie 

pour tout k, 1 < k < 6. 

Suivant les règles de sémantique opérationnelle de l'opérateur 9 on déduit alors 

que exec(T) = exec(S). Il reste à prouver que R. est fermée aux transitions. 

Notons par T et Si les successeurs de T et S, respectivement, après l'exécution 

d'une action quelconque a(v). Puisque le cas d'un blocage est trivial, nous supposons 

que a 	d. Ces transitions de T et S sont définies par les règle de sémantique 

opérationnelle CRi  CR3 , CR6 , et CR7  

Considérons d'abord la règle CRI . Selon cette règle, a est une action d'entrée ic. 

On a alors que 

= EB T1  et 
ier 
ED 
zEI 

où 

I = fi I (3T)(Ti '>)) Tii)} 

= fi (3S'i)(Si  

et TI 	S. Donc, par définition de la relation 7Z., (T', S') E TL. 

La preuve pour la règle CR3  est triviale: on a que r = S = t , donc (T, S) G 

C R,. 

Dans le cas de la règle CR6 , tous les sous-termes T j  j E 	. 7n} fil sauf un 

sous-termes Ti , bloquent au temps v et Ti  peut exécuter une action a(v), différente 

de S. De même pour les sous-termes de S aussi, puisque Si  g_,-• Ti  et Si 
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pour tout j e {1, 	, ml \ N. Donc, succ(a(v), T) = Ti' et succ(a(v), S) = S. Or, 

puisque Ti 	Si , il existe des termes Ti' = succ(a(v), Ti) et S = succ(a(v), Si) tels 

que S 	Ti'. Donc, (T' , S') e 	C /Z, ce qu'il fallait montrer. 

Finalement, considérons la règle CR7 . Selon cette règle de sémantique opérationnelle, 

au moins un et tout au plus m — 2 sous-termes T de T exécutent l'action de blocage 

8(vi), où vi  E D. Notons par 
â not max{vi} 

le temps du dernier de ces blocages. Puisque Si 	Ti  pour tout i e {1, 	, m}, le 

même raisonnement et les mêmes notations s'appliquent pour S aussi. 

Introduisons les notations suivantes: 

Tõ 

s 

not 

not 

où J6  et le sous-ensemble d'indices des sous-termes Ti  de T, respectivement Si  de S 

qui ne bloquent pas: 

I- n-4 t 	E {1, ... 	« exec(Ti)}. 

Alors, puisque Ti P.,- Si  et que 	est une congruence pour l'opérateur 	on déduit 

que (T6, S8 ) E R. Or, nous avons déjà prouvé que pour toute règle de sémantique 

opérationnelle CRk  avec 1 < k G 6, et pour toute paire de termes (T, S) E 

l'hypothèse Hypk (T) et vraie si et seulement si Hypk (S) est vraie et que les con-

clusions respectives Consk  décrivent des transitions T a4))  T et S a-çlv->)  S' telles que 

(T' , S') E R. Donc, ceci est vrai pour la paire (T8 , 88 ) aussi et nous pouvons conclure 

que (T', S') e 1. et que R. est une bisimulation ACTC. 	 • 
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12.3.5.9 Congruence de 	par rapport à l'opérateur H 

Soit R. Cr xG la relation contenant toutes les paires de termes (S, T) E r x L. et 

uniquement celles telles que: 

S = 	[C, E](S1 , . 	Sm ) 

T = 	[C, €](Ti , . .,Tm ), 

avec m > 2 et 

S j 	Ti ,Vi : 1 < i < m. 

On remarque que S et T ont le même ensemble d'actions de communication C, ainsi 

que la même fonction de communication e. Donc, pour tout c E C, les instances de c 

dans c(c) sont en même temps des actions des sous-termes Ti  et des sous-termes Si. 

Formellement, 
771 	 7n, 

c(c) g U Act(Ti ) et e(c) C 	Act(Si). 

De plus, puisque les ensembles d'actions des sous-termes de toute composition paral-

lèle sont disjoints par définition, pour toute action ai  E E(c) il existe un sous-terme 

unique Ti  tel que ai  E Act(Ti), notation 

ai  = c(c, Ti ) 	c(c) n Act(Ti ). 

Notons par e* (c, T) l'ensemble de sous-termes de T qui communiquent via l'action de 

communication c: 

€*(c, T) = {Ti  e r T = sous — termeT, Act(Ti ) n E(c) 01 

On peut alors appliquer le même raisonnement aux sous-termes de S. Puisque 

Si  nous pouvons déduire que pour toute action c E C et pour tout i, 

e c* ( c, T) <=> Si  E €* ( c, S). 
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Finalement, nous pouvons déduire que les ensembles d'indices I(a) et J(a) définies 

dans le tableau 6.6 sont identiques pour T et pour S: 

I(a) = 	IT e E*(a, T)} = {i Si  E €* (a,T)} 

J(a) ={jI  Ti  « f*(a,T)} 	{j I Si  « €*(a,T)}. 

Soit R. C L. x L. la relation définie comme suit 

= R.0  U 	. 

Nous prouverons que R. est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire il suffit de con-

sidérer une paire quelconque (S, T) E R.0  et de prouver (S, T) satisfait aux trois 

conditions énoncées dans la définition 8.1 (voir le raisonnement présenté dans la sec-

tion 8.2). 

Les termes S et T ont, évidemment, le même temps de démarrage: 

Lemme8.9 a(S) = a(T). 

Le fait que F(T) = F(S) suit directement de la définition de la fonction F et parce 

que, selon la définition de 	F(Ti) = F(S) pour tout i. 

Montrons maintenant que pour toute transition T (14))  T il existe une transition 

S a41)  SI  avec (S',11̀ ) G R.. Ce n'est pas nécessaire de prouver la réciproque de cette 

propriété puisque R. est, par définition, commutative. 

Supposons d'abord que a Ô. Alors, la seule règle de sémantique opérationnelle 

qui s'applique est Com'. Deux conditions doivent être satisfaites pour que T puisse 

exécuter l'action temporisée a(v). Premièrement, tous les sous-termes Ti  avec i E I(a) 

doivent effectuer une transition Ti  a-z--) 	où ai  = €(a, T) est l'action interne de Ti  

qui correspond à a. Deuxièmement, tous les sous-termes Ti  avec j E J(a) doivent 

pouvoir attendre jusqu'au temps v. Puisque Si 	Ti  pour tout i, 1 < i < n, on 

déduit directement à partir du théorème 8.6 et de la définition de la bisimulation 

forte que l'hypothèse de Par i  est vraie pour T si et seulement si elle est vraie pour S. 
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Donc, T exécute a(v), si et seulement si S exécute a(v). De plus, pour tout i E I(a) 

il existe un successeur S, = succ(ai, Si ) tel que 

11 reste à montrer que les successeurs respectifs S et r après l'exécution de a(v) 

sont tels que (Si ,T) G R. Or, selon Pari  Ti et S' sont: 

Ti  = 	JEJ(a) 
Si  = [C, 

On remarque que Si' 	7-1; et .„(Si ) 	 (congruence de 	par rapport à 

Donc, par définition, (S', T') E R.. 

Les cas où a = 6 sont similaires. Nous concluons, donc, que est une congruence 

par rapport à l'opérateur [ ]. 

12.3.6 Preuve du théorème 8.11 

Dans les sous-sections suivantes nous prouverons que: 

1. (Vv > Vo)(VT, S E £) (71 	S 	„(T) 	,,,(S)) et (T 	S 

2. (Vv > Vo)(VT, S E ,C)(T 	S = 4(T) 	4(5)) et (T 	S = 4(T) 

<(S)); 

3- 	iTi rsi Eici 

12.3.6.1 Congruence de ,-- par rapport à 

Soient T,S e £, i c I des termes quelconque. Nous voulons prouver que pour tout 

v E D 

T S 

Selon le Théorème fondamentale d'équivalence 4.8, pour tous termes T,S E 

T 	S <=> {T} 	{S}. 
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Donc, pour prouver le théorème il suffit de définir relation R. C 2' x 2£ , telle que 

7.-- = {({1,(T1)},{,(S1)}) 1 (Ti ,Si ) E rs,  ,v e D} U 

et de prouver que R. est une bisimulation forte. 

Soit ({T}, ISI) e R. une paire quelconque de R. telle qu'il existe une paire de 

termes (Ti, Si) E -, et 

T =--- 	„(Ti ) et 

S=  

D'abord, par définition, 

exec({T}) = exec(T) exec({S}) = exec(S). 

La sémantique de l'opérateur 	et telle que 

exec(T) = exec?-v(Ti ), si execv(Ti ) 	0, et 

exec(T) =- {b(v)}, si exeev(Ti ) — O. 

De même pour S: 

exec(S) = exeev(Si ), si exec?v(Si) 0, et 

exec(S) = {d(v)}, si exec v (iSi) = O. 

Puisque Ti  — Si  c'est évident que 

exec(n) = exec(Si) exec(T) = exec(S). 

Donc, 

exec?v(S) = 0 <=> execv(T) = 0 

exec({S}) = {b(v)} 

<#. exec({7}) = {6(v)}. 
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De plus, lorsque {T} et {S} bloquent, ils transitent vers { 4.}. Puisque la relation 

est réflexive, on déduit que ({ 	{ .1,}) E 	. Donc, les situations de blocage satisfont 

aux conditions données dans la définition d'une bisimulation forte. 

Supposons maintenant que exec?' O. On a alors que 

exec({T}) = exec(T) = exec(Ti ) = exec(Si) = exec(S). = exec({S}). 

De plus, 

execen = exec(T) et exec(Ti ) = exec({Til) 

exec({S}) = exec(S) et exec(Si) = exec({Si}) 

Donc, pour toute transition 

{T} aLt>v)  T 

avec w > v il existe une transition 

{S} a4v)  S 

Il reste à prouver que (T, S) ER. Par définition, pour tout w > v on a que 

T = {T' T a(w) 

S 	{SI  S al/4)  ST 

Or, selon les règles de SOp, pour toute transition 

a(w) T a(w) —> T respectivement S —> S, 

avec w > v il doit exister une transition 

a(u)) 711 
a(w) 

 T ---> I  respectivement S1  —› 

et, de plus, T = Ti et S' 	Donc, 

T 	{T, 	a(±).1)) 1.,/} 
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= 1T' 	a4D)  Tl et 

S = {S' T a-(1>e)  

{S' T1 a(w) 

	

Lorsqu'on considère alors les transitions par parties de 	et IS11 

{Tl} a(w)  TI  et {Si} a(w)  

on remarque alors que T = T1  et que S = Si. Or, T1 — Si . Selon le théorème 4.8, 

on a alors que 

{Ti} '=" 

Par définition d'une bisimulation forte et puisque tout système de transitions par 

parties est déterministe, on déduit que 

Donc, 

(T,S) G C R., 

ce qu'il fallait montrer. 

12.3.6.2 Congruence de — par rapport à E 

Selon le Théorème fondamentale d'équivalence 4.8, pour tous termes T, S G G 

	

T 	S <=> {T} 	{S}. 

Soient Ti , S E ,C, i E I des termes quelconque. Nous voulons prouver que 

(Vi 	I)({Ti } 	{Si }) 	IETilD-2 {E Si }. 
iEI 	iEI 

Pour ce faire nous définissons la relation R. C 2£  x 2e, telle que 

	

= {({E 	{S}) (T, si) 	c 	u 

	

iEI 	iEI 
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et montrons que R. est une bisimulation forte. Considérons d'abord les transitions 

où a 6. Alors 

1E a '>')  
ici 

Ir pi c I)(T2  a
(
4)  r)} 

U TI I Ti `t))  
iE/ 

not. 
U 
iei 

où 'Ti" est le successeur de {Ti} après l'exécution de a(v). 

Or, Ti 	Si  et, donc, {Ti} 	{Si}. Donc, {T} peut exécuter a(v) si et seulement 

si {Si} le peut aussi et leurs successeurs respectifs 'Ti" et Si  sont bisimilaires (ils ont un 

unique successeur, puisque tout système de transitions par parties est déterministe). 

Donc, il existe une transition 

{E si} 	s, 
ier 

où 

= Si- 
ier 

Puisque des unions d'ensembles bisimilaires de termes sont bisimilaires (proposition 

4.6), on déduit que 

({E Ti}, 1E Sin e C R-, 
iei 	iei 

ce qu'il fallait montrer. 

Il reste maintenant à considérer les situations de blocage. {Eie/  Ti} exécute 6.(v) et 

transite ensuite vers { il si et seulement s'il existe au moins un sous-terme T3  bloque 

au temps v et tous les autres sous-termes soit bloquent aussi au temps v, ou bien ne 

peuvent pas attendre jusqu'au temps v. Mais, pour tout i e 1,1 ,-- Si . Donc, si T, 

exécute d(v), alors Si  aussi peut l'exécuter et, selon la proposition 8.2, les prédicats 
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Wait(v,T,) et Wait(v, si) sont équivalents. Par conséquent lEici  Si } aussi exécute 

S(v) et transite ensuite vers {S}. Or, puisque 	est réflexive, ( j. , 	) G 	C TL, ce 

qu'il fallait prouver. 	 M. 

12.4 Preuves du chapitre 9 

Nour prouverons ici la proposition 9.3 et le théorème de cohérence de A. 

12.4.1 Preuve de la propsition 9.3 

Rappelons l'énoncé de la proposition: 

Soient x, + : E* ---> E deux opérateurs d'arité arbitraire quelconques. Si x et + 

sont associatifs alors 

/. x est commutatif <=> x2  est commutatif; 

2. u est un élément identité pour x <=> u est un élément identité pour X 2; 

3. v est un élément absorbant pour x <=> v est un élément absorbant pour x 2; 

4. x est distributif par rapport à + <=> X 2  est distributif par rapport à +2; 

5. x est réductible <=> x2  est réductible; 

6. x est idempotent <=> X 2  est idempotent. 

Preuve de l'égalité 1: 

Pour tout 1 < < m on a que 

x 	. , ai, ai+i, • .. , am) 
	assoc. 	x (ai , 	, X (ai, ai+i), • • . , an,) 

2—comm. x 	, x (ai+i, ai), 	, am) 

assoc. 	x (ai, 	, 	ai, • • • , am)• 
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On utilise ensuite un résultat connu: toute permutation a G Pm  peut être écrite 

comme une composition d'inversions a(i ,i+i)  E Pm. 

Preuve des l'égalités 2 et 3: 

Les preuves des deux égalités sont analogues. Considérons juste l'égalité 2 pour 

l'opérateur x. Pour tout 1 < i < m on a que 

= 
X (ai , 	, a, v, ai+i , 	,a) assoc  

m 	x (ai , ..., x(a,„ 	, am ) 

idem2 
= 	X (ab 	, ai , ai+i , 	,am ). 

Les cas i = m et x (v, ai , 	, am ) sont analogues. 

Preuve de l'égalité 4: 

Prouvons d'abord par induction sur n que 

P (n) : x (a, (bi , 	.,b,)) = +(x (a, bi) , 	x (a, bn)), 

pour tout n > 2. La base d'induction est le cas P(2) et est satisfaite trivialement par 

hypothèse (2-distributivité). Montrons maintenant que P (n) implique P (n 1): 

x (a, +(b1 ,. 	, bn, bn+1)) 
assoc. 	x (a, +(b1 , 	, 	+ (bn, bn+1))) 

P (n) 	 x (a, bn_i), x (a, +(bn, bn+i))) 

	

P(2) 	+(x (a, bi ), 	, x (a, 	+(x (a, bn ), x (a, bn+1.))) 

	

assoc. 	+(x (a, bi ), 	, x (a, bn+1)), 

ce qu'il fallait montrer. On déduit alors directement de la propriété d'associativité de 

l'opérateur x que x est distributif par rapport à +. 

Preuve de l'égalité 5: 

Nous voulons prouver que si x est 2-réductible alors 

x (ai , 	, ai-1, ai, 	 , • • • , am) = x (ai, 	, ai_i, 	ai+i, • • • , am) 	a = bi, 

(12.15) 

pour tout m > 2, tout i : 1 < i < m, et tous ai, 	, am , bi  E E. La preuve se fait 

par induction sur m. Notons l'implication 12.15 par P(m). La base de l'induction 
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est l'implication P(2) qui est trivialement satisfaite par l'énoncé de la proposition. 

L'hypothèse d'induction est que P(m) et vrai pour tout m < k, où k > 2 est un 

entier quelconque. Prouvons alors que P(k + 1) est vrai aussi. 

x 	, 	ai, ai+i, • • • , ak+i) 

x ( x 	, ai_ i , ai, ai+i, • • • , ak), ak+i) 

x (a2,. 	, ai_1, a, ai+i, • • • , ak) 

= bi . 

x(al . • • , 	bi, ai+i, • • • ak+i) 
ac 

hyp. d'ind. 
X (x(ai , 	, ai_i, bi, ai+i, 	,ak),ak+i) 

hyp. d'ind = . . . ai_ i  , bi , 	. 	, ak ) 

Ces équations s'appliquent si i < k ± 1. Dans le cas où i = k +1 on utilise le fait que 

l'opération binaire x est droite-réductible et on suit le même raisonnement. 	• 

Preuve de l'égalité 6: 

La preuve est triviale et suit directement des définitions. 	 • 

12.4.2 Cohérence de A 

Rappelons l'énoncé du théorème: 

Le système d'axiomes A est cohérent avec la relation d'équivalence de termes 

Formellement, pour toute paire de termes T, S E 

A I— T =- S T 	S. 

Dans la section 9.2.5 nous avons prouvé que les règles d'inférence de la logique 

équationnelle s'applique à la relation gf,. Dans les sous-sections suivantes nous mon-

trerons que chaque axiome de A reste vrai si on remplace = par 

12.4.2.1 Cohérence de Dec1 

Nous allons prouver que pour tout terme T E .00  v > vi  des instants temporels, si 

v > v > Vi) , alors 

1. 4(4,(T)) 	4(T); 
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2. 	(T))  

Les preuves des deux équivalences sont analogues. Nous ne présenterons que celle 

concernant l'opérateur d. 

Soit R, cr x r la relation suivante: 

Nous allons prouver que R. est une bisimulation—ACTC. Selon le raisonnement présenté 

dans la section 8.2, il suffit de considérer une paire quelconque (T1, T2) G R. telle que 

= 4(4(  T)) et T2 --- 4(T) 

avec T E £, Vo < v < v et de prouver que (T1, T2) satisfait aux conditions imposées 

dans la définition d'une bisimulation—ACTC. 

Premièrement, par définition c(Ti) = c(T2) = v. Deuxièmement, puisque v' < v 

et que Act(<1(T)) = Act(T), 

F(Ti) = (F>v'(T))>v 

= r>v(T) 

= F(T2 ). 

Il reste à prouver que R. est une bisimulation forte. Nous allons d'abord montrer 

que exec(n) = exec(T2). On remarque alors que, selon les règles de SOp, 

exec(4(T)) = exec>v(T), si exec>v(T) 0, 

{åv)}, sinon. 

Il y a trois cas à considérer: soit (1) exec>1/  (T) = 0, ou bien (2) exec>v(T) 	0 et 

exec>v(T) = 0, ou encore (3) exec>v O. 

Dans le premier cas on a que exec(4,(T)) = {S(v'll, donc exec(n) = {6(v)}. En 

même temps exec(T2) = {b(v)} et succ(Ti) = succ(T2) = { 
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Dans le cas (2) on déduit que exec(4/ (T) = exec>v(T). Donc, puisque exec>v(T) = 

et que v < v, alors exec(Ti) = {(5(v)}. Par définition, alors exec(T2) = {S(v)} et 

succ (Ti) = succ (T2) { . 

Finalement, dans la situation (3) on a que exec(n) -= exec(T2) = exec>v(T). Or, 

à toute transition T1 a) 
	 a) 
T avec v" > v correspond une transition T ---> T, et 

la même chose est donc valide pour T2 aussi. Donc, après l'exécution d'une même 

action temporisée, les termes T1  et T2 transitent vers le même terme. Or toute paire 

(T' , T') E 	C 

12.4.2.2 Cohérence de Dec2 

Le but de cette section est de prouver la cohérence de l'axiome Dec2. Pour ce faire 

nous avons besoin du résultat intermédiaire suivant: 

Lemme 12.1 Pour tout terme T G L on a que 

F?Œ(T) (T) =F(T). 

Preuve: L'idée de base de la preuve est la suivante: on va prouver que pour tout 

vecteur fi E F(T) les variables temporelles des actions de T prennent uniquement des 

valeurs supérieures ou égales à a(T). 

La preuve sera faite par induction structurelle. Tous les termes de sont composés 

à partir d'actions temporisées a(ta ), avec a E A0 . Or, 

r(a(ta )) def  = S01(ta 	V0). 

Donc, toutes les solutions (ta  = v) E F(a(ta)) sont telles que v > a(a(ta)) = Vo . 

Le pas d'induction consiste à prouver que si la proposition est vrai pour tous les 

sous-termes d'un terme T, alors elle est vrai pour T aussi. 

Si 

T = a(ta).S, 
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avec S V, alors a(a(ta ).S) = a(S) = Vo  et 

F(a(ta).S) def — “s) n Sol(ta  > Vo  A tb  > ta ). 
beAct(S) 

Évidemment alors F(a(ta ).S) n'admet que des valeurs supérieures ou égales à Vo. 

Soit 

Alors, par définition, 

et selon la définition de a, 

Vo  < a(T) < a(Si ) 

pour tout i G {1, . . ,m}. Selon l'hypothèse d'induction: toutes les solutions de (r (si) 

sont supérieures ou égales à a(S), donc implicitemenet supérieures ou égales à a(T), 

ce qu'il fallait prouver. 

Si 

T 

alors a(T) = v et F(T) = r(s) ,. Forcement alors, toutes les valeurs temporelles vi  

de toute solution de F(T) sont telles que v, > v = a(T). La preuve pour T = „(S) 

est analogue à celle pour T = dv (T). 

La preuve pour les opérateurs réactifs ROp, où ROp = Max ou ROp = Min, est 

triviale: par définition, F(ROp(S)) = F(S) et exec(ROp(S)) C exec(T). Donc, la 

proposition est une conséquence directe de l'hypothèse d'induction. 

Dans le cas où 

T = 0 : S 

on a que a(T) = a(S) (par définition) et 

F(T) d-4-f  Sol(0) n Sol(S). 

T = 	, Sm ). 

TTE 

F(T) 	n F(S). 
j=1 
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Donc, toute solution de F(0 : S) est aussi une solution de F(S), qui, selon l'hypothèse 

d'induction, n'admet que des valeurs v > a(S) = a(T). 

Considérons les termes hiérarchiques maintenant. Soit 

T = +(Ti , ... ,Tm ). 

Par définition 

F(T) def 
	

r(Ti) et 

r?a(T)(T) def 

Selon l'hypothèse d'induction, pour tout i E {1, 	, m} 

F(T) = F'a(')(T)- 

De plus, par définition, ce(T) < a(Ti ). Donc, 

r. a(T) (Ti ).  

On déduit que 

F?-a(T) = r(T), 

ce qu'il fallait montrer. 

Supposons maintenant que 

Alors, par définition, 

T = Seq(Ti , T2). 

a(T) = a(Ti ) n--9=- .  Œ. 

De plus, par définition, 

r(Seq(711, T2)) = F(T1). 

Mais, selon l'hypothèse d'induction, tout vecteur vi G F(Ti) des valeurs vi  > Œ(Ti ) 

a(T), ce qu'il fallait montrer. 
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Le cas ou 

T = Loop(S) 

est trivial, puisque a(T) = a(S) et, par définition, F(T) = F(S). 

Si 

T = [C,e](Ti , 	,T„,), 

alors 
772 

F(T) = (U r(T))tcita , .c E C, Va E c(c). 
i-1 

Donc, toute solution de F(T) doit satisfaire les systèmes F(Ti) aussi. Or, selon l'hy- 

pothèse d'induction, pour tout sous-terme Ti  et tout fi = (v1, 	, vn ) E r(Ti) et tout 

j vi  > a(Ti ). De plus a(Ti ) > a(T) = a. Donc, 

r?a(T)(T) = F(T). 

La preuve du cas 

T = 	, Tm ) 

est identique au cas T =  

Finalement, soit 

T = Ex(Tr„ Te ,Te ) 

Alors, 

F(Ex(Tn , Tc , Te )) =F(T72 ) n F(T,), 

et 

a(T) = min(a(Tn), a(Tc )). 

Donc, on peut appliquer le même raisonnement qu'à la composition parallèle non- 

communicante 11. 

Nous pouvons prouver maintenant que l'axiome Dec2 est consistent, c'est à dire 

que 



CHAPITRE 12. ANNEXE 
	

244 

Soit R. CGx G la relation suivante: 

1Z = {(T, 	 T E G1 U 	. 

Nous allons prouver que 7Z est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire il suffit de 

considérer une paire quelconque (T, S) E 7Z telle que T E G et S = ,(7-, )(T) et 

prouver que (1) a(T) = a(S), que (2) F(T) = F (S), que (3) exec(T) = exec(S), 

et, finalement, que lorsque T et S exécutent une même action a(v) quelconque, leur 

successeurs respectifs, Ti et Si , forment une paire (Ti , Si) G R. 

La première condition a(T) = a(S) est trivialement satisfaite. La deuxième est 

une conséquence immédiate du lemme 12.1. Nous avons déjà montré (proposition 

7.7) que pour tout T c G 

exec?a(T)  (T) = exec(T). 

Donc, exec(T) = exec(S). Finalement on remarque que pour toute action a(v) G 

exec (T) 

succ(a(v),T) = succ(a(v), S). 

Donc, nous pouvons déduire que 7Z est une bisimulation ACTC, ce qu'il fallait prou-

ver. 

12.4.2.3 Cohérence de Dec3 

Nous devons considérer, un par un, tous les opérateurs f e Op et prouver que 

1. 4(f 	, Tm)) gf ,  f (<1t, (Ti) • • • <iv(Tni)) , et 

2. (f (Ti, • • • ,Tm.)) 	f (,)(Ti.), • • • , 

pour tout v > Vo , tout m> 1, T1 ,. ..,Tm  E G, et tout opérateur f G Op m > 2. 

Nous ferons la preuve pour l'opérateur seulement, car celle pour l'opérateur d 

est analogue. 
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Distributivité de par rapport à l'opérateur 11 

Nous prouvons la proposition seulement pour le cas n = 2. Le cas générale n > 2 est 

analogue. 

Soit R. c 	x £0  la relation suivante: 

{((T, T2)), ((Ti), 	(T2))) 11,2 E £0 , v > 

Nous allons montrer que R. est une bisimulation—ACTC. 

Considérons une paire (T, S) e R., telle que 

T= 

S = 11(v(Ti)S2)(T2)) 

Les égalités a(T) = a(S) et F(T) = 11(S) sont triviales. Montrons que 

a(v) 	 (v) 
1. T 	T 	(a5u)(S

a  —› S A (T , S ) E R.); 

a(v) 	 a(v) 
2. s 	s 	(311')(T ----> T A (T , S ) E 

Nous ne prouverons que la première propriété; la deuxième est analogue. 

Supposons d'abord que T exécute 6(v) parce que 11(T1, T2) ne peut effectuer aucune 

transition au temps v ou plus tard. Ceci n'est possible que si au moins un des sous-

termes Ti  ne peut exécuter aucune action à un temps supérieur ou égale à v. Par 

conséquent, le terme i,(Ti) signale un blocage 8(v). Si l'autre sous-terme Ti  ne peut 

exécuter aucune action a(v) avec vi > v, alors 	aussi bloque au temps v et 

le terme S exécute 6(v). Autrement, si Ti  peut effectuer au moins une transition 

au temps v ou plus tard, le prédicat Waitv (Ti) est vrai. Par conséquent, le prédicat 

Wait(v, .,,(Ti )) est vrai aussi. Donc, le terme S bloque au temps v (règle114)- 

Supposons maintenant qu 	
a(vi) 

'il existe une transition 11(T1, T2) 	T avec v' > v et 

a G A. Le terme T exécute alors a(v1) et transite vers T. Ceci implique qu'un 
(11' 

des sous-termes Ti  effectue une transition T 
a) 

i  --> Ti' et que le prédicat Waitv, (Ti ) est 

vrai, où Ti  est l'autre sous-terme. Supposons, sans perte de généralité, que i = 1 et 
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j = 2. Puisque vi > v, le prédicat Waity,(,(T2)) est vrai aussi. En plus, „(Ti) peut 

exécuter a(v'). Donc, le terme S peut exécuter a(v) et transite ensuite vers un terme 

Sq. 

Il reste à prouver que (Ti , S') E R. Il y a trois situations possibles: soit (1) 

, ou (2) 	= t ou bien (3) 	= 1, . 

Dans le premier cas T = 11(71i, 	(T2)) et T = 	(1,(T2))). Mais, y' > v 

(théorème 7.8), donc selon la Proposition 12.4.2.1, 	(,(T2)) 	(T2). Selon la 

congruence de 	par rapport à 11 on conclut que (T, S') E 	C 

Dans le deuxième cas, 7' = 	(T2 ) et S = 	(,(T2)). Or, comme dans le cas 

précédent, ceci implique que (T` S') e 	c 

La cas (3) est trivial: on a alors que 7-']  = T = T' = , donc (T, T) e 	c R. 

(théorème 8.1). Ceci résume la preuve de la proposition. 	 • 

Distributivité de par rapport aux opérateurs réactifs 

Nous considérons juste l'opérateur 	puisque la preuve pour d est analogue. Soit 

R,C,Cx£ la relation suivante: 

R. = -,(ROp(Ti)),ROp(,(Ti))) 

T1  e f o, ROp = Min/Max(o, H, [m, 	.),v > Vol u 	. 

Nous allons prouver que 7?.. est une bisimulation—ACTC. Soient S,T E £0  des termes 

telles que 

S 	= 	,(ROp(o, H , [m, 	Ti )), 

T = ROP(0, 11,[7n, 	(Ti)). 

où T1  G .00  et v > vo. Selon le raisonnement de la section 8.2, il suffit de montrer que 

la paire (S, T) a les trois propriétés énoncées dans la définition 8.1 d'une bisimulation—

ACTC. 

Premièrement, il suit directement des définitions que 

a(T) = ce(S) = a(Ti) 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 247 

et que 

F (T) -=- F(S). 

Il reste à prouver que la paire (T, S) satisfait aux deux conditions de la définition 4.2 

d'une bisimulation forte. 
(v' 

Considérons une transition quelconque T 
a)

T T. 

Si a 	8, alors v > v, a 	o, et a(v) E exec(n). Mais alors S aussi peut 

exécuter a(v'). Notons par T' et S' les successeurs de T et S, respectivement, lors de 

l'exécution de a(v'). Il suffit alors de remarquer que T' = S' et que, par conséquent, 

(S', T') e 	C R ( 	est réflexive selon le théorème 8.1). 

Si a = 6(v'), avec v' > v, le blocage peut être causé par plusieurs scénarios 

différents. Premièrement, il peut être du au fait que le sous-terme T1  bloque lui 

même au temps v'. Dans ce cas, puisque v' > v, on a que .„(T1) et S aussi bloquent 

au temps v'. 

Deuxièmement, le blocage peut être du au fait que T ne peut exécuter aucune 

action au temps v ou plus tard. Notons par 

exec-?-v(Ti ) = fa(v1) a(v) E exec(n), > vl. 

Si exec?y(Ti ) = 0, alors d'une part 

exec-v (ROp(Ti)) = exec v  (Ti) = 

et, par conséquent, T exécute 6(v). D'autre part, „(T1), et par conséquent S aussi 

exécutent 6(v). 

Troisièmement, supposons que exec(n) = fol. Dans ce cas ROp(o, H, [m, 	T1 ) 

exécute 6(a), où a -= a(ROp(o, H, [m, 	Ti ). Selon le théorème de la monotonie 

temporelle 7.8, a < v, donc S exécute 8(v). Il y a, alors, deux situations à considérer: 

soit (1) T1  ne peut exécuter o au temps v ou plus tard, autrement dit exec?v(n) = 0, 

ou bien (2) il existe des instants y' > v tels que o(v) E exec(n). La situation (1) 

a déjà été traitée. La situation (2) implique que ,„(T1) ne bloque pas, mais que la 
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seule action qu'il peut exécuter est o. Par conséquent S bloque au temps a(S). Or, 

selon la proposition 7.2, a(S) = a((111 )) = v. Donc, S exécute b(v). 

Puisque nous avons couvert toutes les possibilités de blocage de T et S et avons 

prouvé que 

	

(5(v) E exec(T) 	S(v) E exec(S), 

et que lors d'un blocage (S', T') = ( j. , ) E 	C 72. (théorème 8.1), on peut déduire 

que (S, T) satisfait aux conditions d'une bisimulation forte et donc, que I?. est une 

bisimulation—ACTC. 	 • 

Distributivité de par rapport à l'opérateur 0 

Nous considérons juste l'opérateur d car la preuve pour est analogue. Soient T E 

un terme, B E 0 une contrainte, et v > Vo  un instant temporel quelconques. On va 

prouver que 

	

<1„(0 :T) 	0 : <1,(T). 

Nous prouverons ici l'équivalence (1) concernant l'opérateur d seulement; la preuve 

de la deuxième équivalence est analogue. 

Soi 7?, C L x £,3  la relation suivante: 

= 1(4) (0 : T), 0 : <I„(T)) v > V0 ,0 E 0, T E £01. 

On va montrer que 72. est une bisimulation —ACTC. 

Premièrement, 

def ce(<1,(0 : T)) 
def a(9: <1„(T)) - ce(4(T)) 
def 
- y. 

Deuxièmement, 

F(9 : <lv (T)) = soi(8) n in(<1,,(T)) 
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Sol(0) n F>v (T) 

= Sol(8) n [ta > 	n r(T); 
aEAct(T) 

n 	[ta > v] n r(e : T) 
aEAct(O:T) 

n 	[ta > v] n Soi(o) n r(T). 
aEAct(0:7') 

Or, par définition Act(0 : T) = Act(T), donc 

F(4(0 : T)) = F(0 : 4,(T)). 

Il reste à prouver que 72, est une bisimulation. Puisque R. n'est pas symétrique 

par définition, nous devons prouver que toute paire (T1, T2 ) E R. a les deux propriétés 

suivantes: 

(Va(v), T) (Ti 	 PTD(T2  a-eT A (T;, 	E R.) 	(12.16) 

(Va(v/ ), TD (T2 a.e 	 (31n(Ti  ati)-7')  7-i A (T;,TD e R,). 	(12.17) 

Selon le raisonnement présenté dans la section 8.2, il suffit de considérer des paires 

(Ti , T2) E R. telles que 

4(0 :T) et T2 = : <Iv (T), 

où v > Vo, O e e, T e r,3  sont, respectivement, un instant temporel, une contrainte 

descriptive et un terme feuille quelconques. 

Prouvons d'abord que, pour tout y > v et toute action a G As, 

First(a(v), 0 : dv (T)) <=> First(a(v'), 0 : T). 	 (12.18) 

Cette équivalence sera utile dans la preuve des deux propriétés 12.16 et 12.17. On 

remarque que, pour tout terme S G £0, 

F(4 (0 71)) = 

Act(0 : S) = Act(4(S)) -= Act(S), 
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Ensuite 

First(a(vi), 0 : 4(T)) <=> 	(0 : <,(T)) n soi(ta  = v') 	0 

<=> scee  (0) n (F>v(T)) 	n Soi(ta  = v') 

<=> set' (0) n r?v'(T) n Soi(ta  = vi) 0 

<=> 	First(a(il), 0 : T). 

On va montrer maintenant que la paire (T1, T2) satisfait à la condition 12.16. 
(v' Supposons que T1  effectue une transition T1 

 a)
—> T1  avec a 6. Ceci est possible si 

(v' et seulement si T effectue une transition T a)T , que le prédicat First(a(v'), 0 : T) 

soit vrai, et que v > v. Dans ce cas T I' = Ov yta  : T. Mais, puisque v' > v, il existe 

la transition 4(T) 	T. En plus, nous avons déjà prouvé (12.18) que le prédicat 

First(a(e), T2) doit être vrai aussi. Par conséquent il existe une transition T2 (1)  

et lï = T = 0,7ta  : T. Donc, (T,',TD E 	C 7Z, ce qu'il fallait prouver. 

On prouve maintenant que, pour tout y', T1  exécute 6(v') si et seulement si T2 

bloque au temps v'. Seulement une des trois situations suivantes peut causer le 

blocage de T1  ou de T2: 

1. T exécute S(v) et v' > v; 

2. T exécute S(v) et v' < v; 

3. ô e exec(T), mais Va(v) e exec(T) le prédicat First(a(v"), 0 : T) est faux. 

Dans la situation 1, le terme T2 aussi peut exécuter (5.(v`) et transite vers 	, ce qu'l 

fallait montrer. Dans la situation 2, selon la proposition 8.7, T ne peut exécuter 

aucune autre action après le temps y'. Le sous-terme 0 : T et exécute S(v) et ,(T) 

exécute b(v). Donc, selon la règle supp3 , T2 bloque au temps v. D'un autre coté, 

selon la proposition 8.7, 0 : T ne peut exécuter aucune action a(v) avec v" > vi. Or, 

puisque v' < v, ceci implique que T1  exécute S(v), ce qu'il fallait prouver. 

Il reste à prouver l'implication 12.17. Supposons que T2 effectue une transition 
a(v" ) a(v") 

T2 —› T2  avec a 	Ô. Ceci n'est possible que si T 	T, que vll  > v, et que 
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le prédicat First(a(v"), T2) est vrai. Or, nous avons déjà montré que le prédicat 
a(e) 

FirSt(a(V"), 0 : T) est alors vrai aussi. Donc, T1  peut effectuer la transition T1  ---> T1. 

La preuve du fait que (71 T) E R. est identique à celle présentée pour l'implication 

12.16. 

Distributivité de par rapport à l'opérateur Seq 

Nous considérons seulement l'opérateur 	La preuve pour l'opérateur de décalage 

stricte d est analogue. On va prouver que 

v(Secl(Ti, T2)) 	Seci(v(Ti)S/(T2)), 	 (12.19) 

pour tous Ti , T2 E r, et v E D. 

Pour ce faire nous définissons les relations Ri , R. C L X L , telles que 

= 	{Sv(SeCi(T11  72)), SeCIS(Tl), 	(T2))) 	vo, T1,2 e £1, 

{(T,S) (3(T1 , S') E nie 	T A S 	S')} U 	. 

et prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire nous suivons le raison-

nement présenté dans la section 8.2. 

Soit (T, S) G Ri  une paire de termes tels que 

T = 	 (12.20) 

	

S = Seq(7,(T1)Sv(T2))• 	 (12.21) 

Les égalités 

a(T) = a(S) et F(T) = F(S) 

sont triviales. Prouvons maintenant que exec(T) = exec(S). Supposons d'abord que 

exec?v(Ti ) 	Ø. Alors, 

exec (T) = exeev (Seq(n, 712)) 

exec?v (Ti) 

exec(S). 
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Autrement, si exec?v (Ti ) = 0, alors, puisque exec(Seq(Ti , T2)) = exec(n), Sece, 772) 

non plus ne peut exécuter aucune action au temps v ou plus tard. Ceci implique que 

T exécute l'action de blocage au temps a = a(T). De plus, on a alors que .„(T1) 

exécute 6(a). Selon la sémantique opérationnelle de la composition séquentielle, S 

aussi bloque au temps a. Donc, exec(T) = exec(S). Soit a(va ) E exec(T) une action 

quelconque et notons par 

T 	succ(a(va ),T), 

S' suce (a (va  ), S), 

succ(a(va ), 

Nous allons montrer que (T' , S') E R. Il suffit de considérer juste les actions a Ô, 

la situation de blocage est triviale. Si T1  = , alors 

T = s' = 4a  (T2 )• 

Or, puisque 	est une relation d'équivalence (théorème 8.1) elle est réflexive et 

(T' , S') E 	C Ki . Si, par contre, T1 	N/ alors 

T' = Seq(11 ,T2) 

= Seq(n (T2))• 

Or, va  = a(T1) = ce(T'). Donc, selon la cohérence de l'axiome Dec2, prouvée dans 

la section 12.4.2.1, on a que 

T'  

(Tn- 

En plus, puisque va  > v > v' et étant donné que 	est une congruence par rapport 

à l'opérateur de composition séquentielle, on déduit que (T' , S') E R. 	 m 
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Distributivité de par rapport à l'opérateur E 

	

Nous considérons juste l'opérateur 	la preuve pour d est analogue. Soit 7. C t x 

la relation suivante: 

v ?_ VO 7  111,2 E 	U 

Prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Soit (T, S) E 7. une paire de termes 

telle que: 

	

T = 
	 (12.22) 

	

S= 
	 (12.23) 

avec Ti,2  e ,C et v > Vo. 

Les égalités a(T) = ce(S) et F(T) = F(S) sont triviales. 

Prouvons maintenant que la paire (T, S) a les deux propriétés d'une bisimulation 

forte énoncées dans la définition 4.2. 

Montrons d'abord que exec(T) = exec(S). T exécute une action quelconque a(v1), 

avec a 8 si et seulement si au moins un des sous-termes „(Ti) l'exécute, donc, si 

et seulement si un de sous-termes Ti  l'exécute et que v > v. Or, cette condition est 

nécessaire et suffisante pour que S puisse aussi exécuter a(v`). 

Considérons maintenant un blocage å(v). Nous prouverons seulement que si T 

exécute 8(vi) alors S aussi exécute 6(v'); l'implication inverse est analogue. 

T exécute l'action de blocage (5(v') si et seulement si une des deux conditions 

suivantes est satisfaite: 

• (1) les deux sous-termes 	 (T1,2) exécutent 8(v'), 

• (2) un des sous-termes 	(Ti) bloque au temps v' et le prédicat Wait(v', 

est faux, où {i, j} = {1,2}. 

Lorsqu'un terme .„(T,) exécute une action de blocage å(v”), où vu > Vo  est un instant 

temporel quelconque, ceci peut être dû à deux situations: 
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• (i) Ti  exécute 6(v") et v" > v, ou bien 

• (ii) T, ne peut exécuter aucune action au temps v ou plus tard, auquel cas 

Supposons que T bloque le scénario (1) et que la situation (i) s'applique aux 

deux sous-termes T1,2. On déduit alors que -F(T1, T2 ) aussi exécute 6(v'). Or, comme 

v' > v, S aussi bloque au temps y'. 

Considérons ensuite une situation où T bloque selon le scénario (1), T, selon (i), 

et T7  selon (ii). Puisque Ti  ne peut exécuter aucune action au temps v ou plus tard, 

le prédicat Wait(v, Ti ) est faux. Or, T, exécute 6(v). Donc, les termes +(T1, T2) et, 

par conséquent, S aussi exécutent 6(v). 

Finalement, supposons qu'on est dans la situation (1) et que les deux sous-termes 

„(T1,2) bloquent selon (ii). Dans ce cas on a que v' = v. Puisque ni T1, ni T2 ne 

peuvent exécuter aucune action au temps v ou plus tard, le terme +(T1, T2) non plus 

ne peut exécuter aucune action a(v) avec vi > v. Donc, S exécute l'action 6(v). 

Supposons maintenant que T exécute 6(v') parce que 	bloque au temps y' 

et que le prédicat Wait(v', .„(7'.1 )) et faux (scénario (2)). 

Selon la proposition 8.6, puisque Wait(v", „(Ti )) est vrai pour tout v" < v. Il 

faut, donc, que v' > v. En plus, selon la même proposition, on déduit que Wait(v1, TI) 

est faux aussi. Donc, „(T,) ne peut bloquer que selon le scénario (i), c'est à dire, 

parce que T, exécute 6(v'). Or, dans ces conditions, le terme +(T1, T2) bloque aussi 

au temps v'. Comme vi > v ceci implique que S exécute å(v). 	 • 

Distributivité de par rapport à l'opérateur [ 

Nous considérons juste l'opérateur 	car la preuve pour d est analogue. Nous allons 

prouver que pour tout v > vo , 

([C , (Ti  , 	. , Tm )) 	[C , €1( v  (Ti ) , 	. , 	(Tm )) . 
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Soit 7. c r xL les relations suivantes: 

li 	= {(T, S) T = 	€](Ti, 	Tm)), S = [C, €](17(1).), • • , ,v(Trn)), 	Vo} 

R. = {(T, S) I gr, S') e 'MIXT T,  A S S')} 

Montrons que R. est une bisimulation—ACTC, en suivant le raisonnement présenté 

dans la section 8.2. Soit (T, S) une paire quelconque de 7Z, telle que 

T=  

S 	= 	[C, €](,(Ti), • • • , v(Tm)) • 

Les égalités 

a(T) = a(S) et F(T) = F(S) 

sont triviales. Prouvons maintenant que pour toute transition 

T  a(4) T, 

il existe une transition 
a(v) 

telle que (T' , S') e 

Si a = ô, alors le blocage peut être dû au fait que le sous-terme [C, (T1 , 	Tm ) 

exécute 6(v') ou bien au fait que [C, €](Ti , 	, Tm ) ne peut exécuter aucune action au 

temps v ou plus tard, auquel cas v = v = a(T). 

On remarque d'abord que, selon le théorème 8.6, 

712 

Wait(v, [C, 	..., Tm )) <=> A Wait(v, Ti ) . 

Donc, exec?'([C, €](T1,. , Tm )) = 0 si et seulement s'il existe au moins un sous-terme 

Ti  tel que exec?y(Ti) = Ø. 

Supposons que le blocage T est du au blocage de [C, €](T1 , 	Tm ). On distingue 

alors les situations suivantes: 
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1. il y a un sous-terme T, qui exécute 5(v') et le prédicat Wait(v', Ti ) est vrai pour 

tous les autres sous-termes (règle Com2), ou bien 

2. principe de causalité: un sous-terme Ti  effectue une transition Ti  '9c$'1)  T:, où 

oc = e(c,Ti ) est l'action interne correspondante à l'action de communication 

c e C, et la communication ne peut pas être établie parce qu'un moins un sous-

terme T3  qui communique avev Ti  via l'action c ne peut exécuter son action 

interne correspondante ic(v) au temps v; de plus, tous les sous-termes Tk, avec 

k 	j peuvent attendre jusqu'au temps v'; 

3. cette situation est similaire à la précédente et ne diffère de celle-ci que par le 

fait que l'action communicante oc(v) est remplacée par une action ic(v), dont 

l'exécution est urgente au temps v. 

a(v') 
Dans la situation 1, puisque v > v, alors il existe la transition 1(Ti) --> 4. . En 

plus, selon la proposition 8.6, les prédicats Wait(v', .„(T3 ) sont vrais aussi, pour tout 

j 	i. Donc, S exécute 8(vt) et transite vers 4, , ce qu'il fallait montrer. 

Similairement, dans la situation 2 on déduit que „(Ti) exécute oc(v) et les 

prédicats Wait(d, „(T3 ) sont vrais. Donc, on peut appliquer la règle Com3  au 

terme S et déduire qu'il exécute (5(v), ce qu'il fallait prouver. 

Finalement, la situation 3 implique que le prédicat Urgent(,(Ti), ic(v")) est vrai 

et qu'il existe au moins un sous-terme 	qui communique avec Ti  et qui ne peut 

pas exécuter son action interne correspondante à ic. Donc, en appliquant la règle 

Com4  au terme S, on déduit que S bloque au temps v. Ceci conclut les situations 

de blocage du terme T. 

Supposons maintenant que T exécute une action a(v'), avec a 0õ et v' > v. C'est 

trivial de montrer qu'il existe une transition S a(4) S : on applique directement les 

règles de sémantique opérationnelle des opérateurs 	et 0, ainsi que la proposition 

8.6. Il reste à prouver que (r, s') E R.. On remarque d'abord que les ensembles 

d'indices I(a) et J(a) sont les mêmes lorsque définis pour T ou S. Donc, on distingue 
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les situations suivantes: 

1. 1/(a) U J(a)1 > 2. Dans ce cas 

= 	[C' , E]ier(a)JEJ(a)(T" , 	(Ti )), 

	

[C1  , EliEl(a)JEJ(0,)(11,, 	((Ti))), 

où C et e sont définis dans le tableau 6.6. 

Or, selon la cohérence de l'axiome Dec2  (section 12.4.2.1) et puisque 	est 

une congruence par rapport à l'opérateur [], ceci implique que T' 
	

S' , donc 

que (T1  , S') E 	C n; 

2. 1/(a)1 = 1,./.(a)1 = O. Dans ce cas alors T' = S' = t et puisque 	est réflexive 

(théorème 8.1), on a que (T' , S') E 	c 

3. 1/(a) I = 0, 1J(a)1 = 1, alors T' = 	(Ti ) et S' = 	(,(Ti )). On applique 

encore une fois la cohérence de l'axiome Dec2  et déduit que (T' , S') G 	C n; 

4. (a)1 = 1,1J(a)1 = 0, alors T' = S' =- Ti' Donc, (T` , S') E 	C 

(v' 
La preuve de la propriété symétrique, c 	

a) 'est à dire que pour toute transition S --> 
a(v' S' il existe une transition T --> T' avec (T' , S') e n, est analogue. Nous pouvons, 

donc, conclure que R. est une bisimulation—ACTC. 

Distributivité de par rapport à l'opérateur 19 

Nous considérons juste l'opérateur parce que la preuve pour d est analogue. Soient 

les relations rz,R., c x 	définies comme suit: 

= 	{(u(EID'ic/(777:),Epic/(9v(Ti))), I vo 	v, T e G} 

= {(T, 	((T1 , S1) E 	 T A S1 	S)} U 

En suivant le raisonnement présenté dans la section 8.2 on va montrer que R. est une 

bisimulation—ACTC. 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 258 

Soit (T, S) E ni  une paire de termes tels que 

T = 1,(El)ier(Ti) 

S = eici(v(Ti)), 

où I = {1, 	, ml est un ensemble quelconque d'indices avec m > 2 et v > O. 

Il suit directement des définitions des fonctions a et F 

a(S) = a(T) = v et F(T) = F(S). 

(v' La preuve du fait que que pour toute transition T a)T il existe une transition 
a(v') S —> S telle que (T, S) E 	est triviale: il suffit de considérer une par une toutes les 

règles de sémantique opérationnelle des opérateurs ED et 1. La preuve de la propriété 

inverse est analogue. Donc, (S, T) satisfait aux conditions énoncées dans la définition 

d'une bisimulation—ACTC et on peut conclure que 'R, est une bisimulation—ACTC. 

Distributivité de par rapport à l'opérateur Loop 

Nous considérons juste l'opérateur 1, la preuve pour d est analogue. Définissons 

d'abord les relations 72,, R,1,2,3  CGx£ suivantes: 

{Sv(LooP(Ti)), LooP(9v gin) v > O,T1  E £1 

{(Seq(T2, Loop(n)), Seq(T2, Loop((Ti)))) 0 < v < a(T2), /11,2  E 

{Su,  (Loop(n)), 	(LooP(v(Ti.)))) O5_ v < v1 ,111  E 

= f 	\ (3(S', T') E 72,1  U 	u n3)(si 	sy\ T' 	T)} u g-2, . 

Nous prouvons ici que R. est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire il suffit de 

considérer d'abord une paire (T, S) de ni , ensuite de R2, et finalement de 7?..3  et de 

prouver que (S, T) a les trois propriétés énoncées dans la définition 8.1 (voir raison-

nement présenté dans la section 8.2. 

Pour toute paire (S, T) e R. les égalités 

a(T) = a(S) et r(T) = F(S) 
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sont triviales. 

Supposons d'abord que (S,T) 

T = 	 (1,00P(Ti)) 

S = LooP(,)(n))- 

Il suit directement de la définition de la fonction F (tableau 6.2) que r(s) = F(T). 

Par définition, a(T) = a(S) = v. 
(v' 

Montrons maintenant que pour toute transition T 
a) 	. 

T existe une transition 
a(v' ) 
—} Si  avec (T', S') e 'R,. La preuve de la propriété symétrique est analogue. 

On remarque d'abord que 

	

exec(S) 
	exec(lv  (Ti)) 

	

exec(Loop(n)) 
	exec(T). 

Prouvons que pour toute action a(v) e exec(T) = exec(S) et pour tout Ti E 

succ(a(v), T) il existe S E succ(a(v), S) tel que (T', S') E n. Pour chaque règle B1  — 

B5  l'hypothèse HypB,(T) est vraie si et seulement si HypB,(S) est vraie. Donc, les 

successeurs T' et S' peuvent être tels que 

selon B1  : T' = Seq(Tf, LooP(Ti)), 

= 	Seq(n Loop( u  (Ti)) 

selon B2  : T' = S' = 

selon B3  : T = 4(1,00P(T1)) 

= (LooP( (Ti 

selon B4  : T = S t 

selon B5  : T' = = 	. 

Les cas décrits par les règles B2, B4  et B5  sont triviaux puisque (T' , S') e C 

Si T et S effectuent une transition selon la règle B1. On a que v < y' = ct(TD. 
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Donc, (T', S') e R2  c 1Z. Finalement, selon la règle B3, puisque v < v on a que 

(T', S') E 1R3  c R.. 

Considérons maintenant une paire (S, T) E n-2: 

T = Seq(T2,LooP(n)) 

T = Seq(T2,LooP(l(T1)), 

avec v < Œ(T2 ). 

On remarque que exec(S) = exec(T) = exec(T2). Il reste à prouver que les 

successeurs T' et S' de T, respectivement S lors de l'exécution d'une même action 

a(v) forment une paire de R. Si a = 6, la preuve est triviale et suit directement du 

	

fait que 	est réflexive (théorème 8.1). 

	

Si a 	6, alors notons par T le successeur de T2 après l'exécution de a(v'). Si 

, alors 

T 	= Seq(n Loop(n)) 

S 	= Seq(71 Loop(,(Ti))) 

et (T` , S') R,2 C R.. Autrement, si T = t , alors 

1( 1,0013( 111)) 

S' 	(LooP(v (Ti))) 

et (T', S') E 1R3 C 

Finalement, soit (S, T) C R.3, 

T 	,( 1,00P(711)) 

S=  

avec v' > v et T1  e r. Dans ce cas c'est évident que exec(T) = exec(S). Il reste à 

prouver que les successeurs respectifs de S et T lors de l'exécution d'une même action 

a(v), notés S' et T' respectivement, forment une paire (S' ,T') 
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Le cas a = est trivial. Si a (5, alors il suffit de remarquer que T transite vers le 

successeur de Loop(n) et S vers celui de Loop(,(T1))). De plus, pour toute action 

et tout v > v 

succ(a(v),T) = succ(a(v'), Loop(711)) = succ(a(W), .,,(Loop(Ti))• 

Or, (Loop(n), Loop(„(7).))) E 721  et nous avons déjà montré que les paires de 'R.1  

sont fermés dans R. aux transitions. 

Nous pouvons, donc, conclure que R. est une bisimulation—ACTC. 

Distributivité de par rapport à l'opérateur Ex 

Nous considérons juste l'opérateur 	puisque la preuve pour d est analogue. Soient 

R.I ,R. C 	x les relations suivantes: 

= 	Is,(Ex(Tri , Tc, Te ),Ex(,(1), 9o(Tc),Ivo(Te)) 

Vo  < vo  < a(T) < v,T„,T,,Te  E 

R. = {(T, 	((T1 , S1 ) E R-1)(T 	T1  A S 	S1 )} U 	. 

Nous allons prouver que R. est une bisimulation—ACTC, en suivant le raisonnement 

présenté dans la section 8.2. 

Soit (T, S) une paire quelconque de 7, où 

T = 	(Ex(T„, Te , Te )) 

S = 	 „,,(Te )). 

Par définition, 

a(S) = 	= a(„(Tc )) = v. 

Donc, a(T) = a(S). L'egalité 

F(T) = F(S) 

est triviale. 
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Il reste à montrer que R. est une bisimulation forte. Supposons que T effectue une 
' transition quelconque T 

a(v)  
--> T. Nous devons montrer qu'il existe alors une transition 

aZ)  SI , telle que (T' , S') G Z. La preuve de la propriété symétrique, c'est à dire que 
(i 	 a(v') pour toute transition S 

av)  --> S existe une transition T —> T telle que (T` , S') e 

est analogue et ne sera pas présentée en détail. 

Supposons d'abord que exec(T) = exec?-v(Ex(Tn , Tc , Te )) 	O. Si T exécute une 

action a(v'), avec a 	8 et v > v, alors il y a une des cinq règles de sémantique 

opérationnelle Ex1-5  qui s'applique. 

Selon Exi, a = ic et il existe les transitions suivantes: 

a(v') —> Ti, 
a(v') Te  —> Tc  
a(v') T 	—> T Ex(T.'„ Te ) . 

Puisque v' > v il existe aussi les transitions: 

a(v) 
(Tri) --> 

a(v) 
7,(Tc) 

a(v) --> 	= EX(7171,, 

Par la cohérence de l'axiome Dec2 (section 12.4.2.2) on a que 

Ti 	(Ex(T,' 	Te )) , 

?)/ (n • 

Or, 	est une congruence par rapport à l'opérateur Ex (théorème 8.10). Donc, 

S'  

On peut alors déduire que (T' , S') G R,, ce qu'il fallait montrer. 
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Considérons maintenant la règle Ex2. Dans ce cas le prédicat Wait(v`, Tc) doit 

être vrai et il existe les transitions suivantes: 

a(v) 

T  a(±9 T, = Ex(T7,' , 	(T,),Te ). 

Selon la proposition 8.6 on a alors que le prédicat Wait(v', ,(2-',)) est vrai aussi. De 

plus, il existe les transitions: 

att9 

S a(24 ) 	--= Ex(T„ 

On remarque que selon la cohérence de l'axiome Deci (section 12.4.2.1) 

On applique ensuite un raisonnement similaire au cas précédent et on déduit que 

(Ti , S') G 'K. 

La règle de sémantique opérationnelle Ex3  est analogue à la règle Ex2. Con-

sidérons la règle Ex4. L'hypothèse de cette règle exige que le prédicat Wait(v', Tri ) 

soit vrai et que la transition 

existe. Puisque v > v et selon la proposition 8.6 on a que le prédicat Wait(v', 

est vrai aussi et que la transition 

a lieu. Ceci implique que 

a(e) T 	—› T 	(Te ) , 
a(V) 

S = 1,(1,0(71e)). 

Or, selon la cohérence de l'axiome Decl (section 12.4.2.1), 

(T', S') G 	C R,. 
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Les règles Ex5 ,6,7  sont similaires à la règle Ex4: on déduit que 

(T' , S') =( t , t ) E 	Ç. 

Supposons maintenant que exec?v(Ex(T„, Tc , Te )) = 0, ce qui implique que T 

bloque au temps v = a(T). Il suffit alors de remarquer que Ex(T„, Tc, T6) peut 

exécuter une action quelconque a(v) si et seulement si soit Tn  et Te  peuvent exécuter 

a(v1) ou bien si un des sous-termes T, ou Tc  peut exécuter a(v) et l'autre peut 

attendre jusqu'au temps v'. Ceci implique que 

exec-v (Ex(T., Tc, Te)) = O<=> 

exec?-v (Ex(Tn , Tc, Te)) = O v exec?-v (Ex(T, Te, Te)) = O. 

Par conséquent au moins un des sous-termes .,,(Tn.) ou .„(Te) bloque au temps v et 

ou bien l'autre sous-terme peut attendre jusqu'au temps v, ou bien il bloque aussi. 

Donc, S et T exécutent b(v) et transitent vers 1, . Or, ( , j. ) E 	C R, ce qu'il 

fallait montrer. 

La preuve de la propriété symétrique, c 	
a) 

'est à dire que pour toute transition S —+ 
(v' 

S il existe une transition T a)  Ti telle que (Ti , Si) G n est analogue. Nous pouvons, 

donc, résumer la preuve de la distributivité de par rapport à Ex. 	 • 

12.4.2.4 Cohérence de Prefl 

Soit T = a(ta).T1  G £0 , avec a G A et T1  E ro \ {0. Nous prouvons que 

T 	A 	ta  < t, : (a(ta )11T1). 
bEAct(Ti) 

Soit 7. C 	x £0  la relation suivante: 

= {(a(ta)./i, 	A 	ta < tb 11(a(ta), Ti)) laeA\ 161, 	E Lp \ 
beAct(Ti  ) 

Nous allons prouver que R. est une bisimulation—ACTC. Soit (T, S) G n telle que 

T = a(ta).Ti  

S = 	A 	ta  < tb  :11(a(ta), 
beAct(T1) 
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Les égalités 

a(T) = a(S) = a(Ti ). 

et 

F(T) = F(S). 

suivent directement des définitions. Il reste, donc, à prouver que R. est une bisimula-

tion forte. Les seules transitions de a(ta).Ti sont 

a(ta).Ti a(4)  <1,(Ti), 

pour tout v > vo. Similairement, les seules transitions que S peut effectuer sont 

a(v) 
S —> 	A V <tb: (T1) 

bEAct(n) 

avec et v > Vo. Or, puisque v =  

Consist.cons4 A 	v < tb 	(T1) 	 (T1) • 
beAct(n) 

Remarquons que la preuve de la cohérence de l'axiome cons4 (section 12.4.2.9) ne 

dépend pas du présent résultat. Par conséquent, les successeurs respectifs de T et S 

sont équivalents et forment une paire de 

12.4.2.5 Cohérence de Pari_ 

Nous devons prouver que la relation R. C 	x £0  définie comme: 

R. = {(11(2-11,T2), 11(T2, 771)) T1,2 e 419} U  

est une bisimulation-ACTC. Soit (S, T) e R. une paire quelconque telle que 

S =11(Ti,T2) 

T = 11(T2,T1), 

où T1,2  e £0. Il suit directement des définitions que a(T) = ce(S) et que F(S) -=-

F(T). On remarque aussi que exec(S) = exec(T), puisque les règles de sémantique 
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opérationnelle de la composition parallèle sont symétriques. Il reste à montrer que 

pour toute transition T a4j  ) T la transition S aï->1  S est telle que (S' , T') E 7. Si 

a = õ la preuve est triviale et utilise le fait que ^,-2, est réflexive (théorème 8.1). 

Si a õ alors il doit exister une transition Ti  ) TI et le prédicat Wait(v, Ti ) doit 

être vrai, où {i, j} = {1, 2}. Si Ti' = t , alors S' = T = „(T.J ) et, par conséquent, 

(S', T') G 	C R.. Sinon, supposons sans perte de généralité, que i = 1 et j -= 2. 

Alors, 

S' = 1(T, .„(T2 )) et 

T =  

Donc, par définition, (S, T) E 

12.4.2.6 Cohérence de Par2 

Soient R., 7Z, C .Cp x fo, avec m > 3, les relations définies comme suit: 

R.m= {(11(Ti, • '7 4,11(7'1,11(n, • 	Tm)) T  e £} 

R. -= {(S,T) 	> 3)(3(S', 	E Rm )(S 	S' A T 	T')} u 	. 

Nous allons prouver que la relation R. est une bisimulation—ACTC. 

Selon le raisonnement présenté dans la section 8.2 il suffit de considérer une paire 

quelconque de (S, T) E R.,, pour un m quelconque, et prouver que (S, T) a les 

propriétés énoncées dans la définition d'une bisimulation—ACTC(definition 8.1) 

Il est trivial de remarquer que, pour tout m > 3 et pour toute paire (S, T) E 7Z,, 

a(S) = a(T) et que F(S) = F(T). 

Montrons maintenant que exec(S) = exec(T), pour tout m > 3 et toute paire 

(S, T) E 'km, telle que 

S = 21 .,Tm ) 

T 	= 	I(T1,11(712, • • ,Tm)). 
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Considérons d'abord les situations de blocage: S exécute une action 8(v) si et 

seulement si au moins un des sous-termes Ti  bloque au temps v et tous les autres 

sous-termes peuvent attendre jusqu'au temps v. Si i = 1, alors selon la proposition 

8.6, le prédicat Wait(v, 11(T2, 	,Tm)) et vrai, donc S aussi peut exécuter 8(v). Sinon, 

c'est à dire si (5(v) e exec(Ti), alors d'une part le prédicat Wait(v, T1 ) doit être vrai. 

D'une autre part au moins un des sous-termes Ti  bloque au temps v et pour tous les 

autres sous-termes Tk, avec 2 < j, k < m, ou bien le prédicat Wait(v, Tk ) doit être 
6(v) 

vrai, ou bien il existe une transition Tk 	. Par conséquent, 11(T2, 	, Tm ) et T 

aussi exécutent l'action de blocage (5(v). 

Inversement, supposons que T bloque au temps v. Ceci est possible si et seulement 

si soit (1) T1  exécute (5(v) et le prédicat Wait(v, 11(T2, 	, Tm )) est vrai, ou bien si 

(T2, 	, Tm ) bloque au temps v et le prédicat Wait(v, T1) est vrai. Dans les deux 

cas on déduit que T aussi exécute 6(v). 

On suit un raisonnement similaire pour prouver que pour toute action a (5 et 

tout v > vo, a(v) G exec(T) <=> a(v) e exec(S). 

Il reste à prouver la propriété de fermeture, c'est à dire que les successeurs de T 

et S lors de l'exécution d'une même action, notés T et S' respectivement, forment 

une paire de R. 

Soit m > 3 et (T, S) G 'R.,„ tel que 

T 	 ,Tm ) 

S = 	11(T1 , 11(T2 , 	,Tm )). 

Si T a-  4 T' et S 4S , avec a à, alors il existe un sous-terme Ti  qui effectue la 

transition Ti  a  - Tit  et le prédicat Wait(v, Ti ) est vrai pour tout j i. 

Considérons premièrement le cas où i = 1. Si Ti' t , alors 

= 	( 112) • • Stem)), 

S 	= 	1(TL 	 (11(T2, 	, Tin ))) . 
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Puisque a(TI") = v et selon la cohérence de l'axiome Dec2, que nous avons prouvée 

dans la section 12.4.2.2, on a que Ti' 	.„(Tn. En plus, la relation 	est 

une congruence par rapport à l'opérateur de composition parallèle 11 (cohérence de 

l'axiome Parl prouvée dans la section 12.3.5.3). Donc, 

T' 
	

11S7)(Ti) Su(712) • • • Svgm)), 

S' 
	

11( 	 (Tf) 9v(11(Ti, 	, Tm ))) . 

Nous avons déjà prouvé la distributivité des opérateurs de décalage par rapport à la 

composition parallèle 11 dans la section 12.4.2.3. Donc, 

S ' 	11(,(n,11(,(T1),...,„(1;72))). 

Mais, par définition, 

(11Sv(Ti.),9v(T2), 	(Tm)) ,11(v(Ti),11(1,(T2), 	 E 

On déduit que (T', S') G 7?-. 

Si Ti  = t alors 

= 	IlSv(T2), • • • • • • S'zern)) 

Selon la distributivité de par rapport à l'opérateur 11 (cohérence de l'axiome Dec3, 

section 12.4.2.3), on a que (T' , S') E 	C 

Si i > 2, supposons d'abord que Ti t . On a alors que 

= 

= Tit 	• 	L,(777n))). 

On suit ensuite le même raisonnement que dans le cas i = 1 pour prouver que 

(T' , S') 
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Finalement, si i > 2 et Tz  = t , alors 

T` 	= 11(1„(Ti), 	, 	 , • • • , 

	

11(1,( 711),I1Svg2), • • • , 	ii(Ti+i), • • • 	,,(Trn)) 

Donc, (T' , S') G 	C 

12.4.2.7 Cohérence de cons1 

Prouvons que, pour tout T E £0 et 01,2  e 6: 

01  : 02  : T 	01  A 02  : T. 

Soit 7. C Go  x Go la relation définie comme suit: 

= 1(01 : 92  : T, 01  A 02  : T) j T E £0 , 01'2  E el U 	. 

Prouvons que 7-Z est une bisimulation—ACTC. Notons par 

= 01  : 2  : T 

T2 	-= 0 1  A 02  : T. 

C'est trivial de montrer que a(Ti ) = a(T2) et 

F(Ti ) = Sol(01) n F(02  : T) 

= Sol(01 ) n Sol(02 ) n F(T) 

= Sol(01  A 02) n F(T) 

r(el A 02  : T)) 

= 	F (T2 ). 

Prouvons maintenant que 7-Z est une bisimulation forte. Si le terme T exécute 

å(v), alors Tl  et T2 bloquent tous les deux au temps v et transitent vers 	. Or, 
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a(v) 
Considérons maintenant les transitions T --> T avec a Ô. On remarque d'abord 

que 

First(a(v), Ti) <=> First(a(v), T2 ) et 

First(a(v), Ti) 
	

First(a(v), 02  : T). 

On distingue trois cas: (1) le prédicat First(a(v), 02  : T) est faux pour toute action 

a(v) que T peut exécuter; (2) il existe des transitions qui satisfont First(a(v), 02  : T) 

mais aucune qui satisfait First(a(v), Ti ); (3) il existe au moins une action a(v) que T 

peut exécuter et qui satisfait en même temps First(a(v), T1) et First(a(v), 02  : T). 

Dans les deux premiers cas T1  et T2  bloquent tous les deux au temps v = a(T2 ) = 

a(Ti ) = a(T) (par définition). Dans le troisième cas T1  et T2  peuvent exécuter a(v) 

et transitent ensuite vers les terme TI' et T respectivement, où 

T = ovi ita :o„2,ta :r, 

= 	(01  A 02 ),/ta  : 

= 	(evlita  A ev2ita ) : T. 

Donc, (TL T) G 7Z, ce qui conclut la preuve de la proposition. 	 • 

12.4.2.8 Cohérence de cons2 

Soit R. C £0  x £0  la relation suivante: 

"R. = «Vrai : T,T) T E .G1 u 	. 

Nous allons montrer que R. est une bisimulation—ACTC. On remarque d'abord que 

F(Vrai : T) = r(T) et que, par définition, a(Vrai : T) = a(T). 

C'est trivial de vérifier que a(v) E exec(T) <=> a(v) E exec(Vrai : T), pour toute 

action temporisée a(v). En plus, lorsque les termes T et Vrai : T exécutent une même 

action, ils transitent soit vers T et Vrai : T', respectivement, ou bien tous les deux 

vers t. Or, (r, Vrai : Ti) E R. et ( , 
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12.4.2.9 Cohérence de cons3 

Soient T e £0  un terme feuille et v un instant temporel quelconques tels que Vo  < 

v < a(T). Prouvons que, pour toute action a e Act(T) on a que: 

ta  > v : T 	T. 

Soit R. C Go x Go la relation suivante: 

R, = {(T, ta  > v : T) T Go , Vo  < v < a(T), a e Act(T)} U 	. 

Soit a e Act(T) une action quelconque. Notons par S = ta  > v : T. Alors, selon la 

définiton de a, a(T) = a(S). L'egalité F(T) = r(s) suit directement de la proposition 

12.1. 

Il reste à prouver que R. est une bisimulation, c'est à dire que T et S peuvent 

exécuter les mêmes actions en même temps et que (T', S') G 7Z., où nous notons par 

T et S les successeurs respectifs de T et S lors de l'exécution d'une même action 

temporisée. 

Toute transition de T a lieu au temps a(T) ou plus tard (proposition 7.7). En 

plus, pour toute action b(v1 ), que T peut exécuter, le prédicat First(b(v'), T) est vrai 

(Proposition 7.9). Donc, puisque v < a(T) < y', le prédicat First(b(v'), S) est vrai 

aussi. Donc, S exécute b(v'), b e Act si et seulement si T aussi exécute b(v'). 

Il reste à prouver que (T', S') E R,. On remarque d'abord que T' = t <=>S = t . 

Or, des paires de termes identiques sont dans 	donc aussi dans R,. 
v/  T effectue une transition T b()—+ T', avec T 	j. si et seulement si S exécute b(v) 

et transite vers S' = (ta  > ) 104, : T. Si a = b, alors S' = v > v : T = Vrai : T. 

Or, selon la cohérence de l'axiome cons3 (section 12.4.2.8), (S I , Ti) G 	C TL. Sinon, 

S = ta  > v : T' et, puisque v < a(T) < a(T') (proposition 7.7), on déduit que 

(T', S') 	TL. 
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12.4.2.10 Cohérence de cons4 

Nous prouverons que pour tout terme T E £0  tel que 

T = 11(01  : 	• • 'On  Tn), 

où 0, e 8 et Ti  E Ls pour tout i,1 < i < n on a que 

A oi 	...,T) 	11(01 : T1,...,9:T). 
i=1 

Soit R. C Go x Go la relation suivante: 

{(S, T)1 S 	A Oz : 11(Ti  , . .,T )1(01 :T1 ,...,0- : n), 

Act(0i) C Act(Ti) et Act(Ti ) n Act(Ti) = 0 si i j} u 	. 

Nous allons prouver que R. est une bisimulation ACTC. Pour ce faire il suffit de 

considérer une paire (S, T) E 	telle que 

S = A ei : 	,T) et 

T 	= 	11(81  : 	, On : T). 

On remarque d'abord que a(S) = a(T) et que F(T) = F(S) (selon les définitons 

de a et F). 

Il reste à prouver que R. est une bisimulation forte, c'est à dire que les termes 

S et T peuvent exécuter les mêmes actions en même temps et que leurs successeurs 

respectifs lors de ces transitions forment des paires des R. 

On va d'abord considérer les situations où T et S ne bloquent pas et par la suite 

les situations de blocage. 

Prouvons que pour toute action temporisée a(va), a 6, 

First(a(va ), T) <=> First(a(va), S). 	 (12.24) 

Cette équivalence est prouvée par les équations suivantes: 

First(a(va ), S) <=> F?va (S) n Sol(ta  = va ) 
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<=> 	SCeva  ( A e) n r?-ve (II (T1, 	, Tn )) n soi(t. = va) 
i=1 

n  sogy. (6p) n n r?va (Ti) n soi(ta  = va) 
i=1 	 i=1 

n 	Ti) n sol(t. --- va) 

A First(a(va ), 	: 

<=> 	First(a(va ), T). 

Montrons ensuite que 

exec5(T) = exeds(S). 	 (12.25) 

Nous allons prouver seulement l'inclusion 

exec6(S) c exec6(T), 

c'est à, dire que pour toute transition S a(V) 

	

Si  avec a 	il existe une transition 

T 4T . La preuve de l'inclusion inverse est analogue. 

	

Supposons que S exécute une action a(v), avec a 	S. Ceci implique que le 

sous-terme 11(Ti , 	,T2) exécute a(v) et le prédicat First(a(v), S) est vrai. Or, si 

(Ti, • • • , Tn ) exécute a(v) il existe un sous-terme Tk, avec 1 < k < n qui exécute a(v) 

et le prédicat Wait(v, Ti) est vrai pour tout i k. 

Puisque, par l'équation 12.24, les prédicats First(a(v), S) et First(a(v), T) sont 

équivalents, et que 

First(a(v), T) = First(a(v), Ok  : Tk ) 

on déduit que le terme Ok  : Tk peut alors exécuter a(v) et transite vers Ovic/ta  : T,. Il 

reste à vérifier que les prédicats Wait(v, Oi  : Ti) sont vrais, pour tout i k, 2 < i < n. 

Par conséquent il existe une transition 

a(v) 
T T 

ce qu'il fallait prouver. 
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Considérons maintenant les situations de blocage et prouvons que 

(5(v) 	5(v) 	 (12.26) 

S exécute 6(v) si et seulement si une des deux situations suivantes se produit: 

1. il existe un sous-terme Ti , 1 < i < n, qui exécute 8(v) et pour tous les autres 

sous-termes Ti , j i le prédicat Wait,(Ti ) est vrai; ou bien 

2. le prédicat First(a(v'), S) est faux pour toute transition 11(T1 , 	, 	aZ) 5- et 

le blocage de S se produit alors au temps v = a(S). 

5(v) Dans le premier cas (1), puisque Ti  ---> 	, le termes Oi  : Ti  aussi bloque au temps v. 

Or, par la proposition 6.1, puisque 7: est un terme feuille, on a que 

prop.6.1 
V 

def 

def  

a(  T ) i  dl (0' : Ti ) 

a(Ti ) d4f  a(O' : Ti ) 

a(T) = a(S), 

pour tout j, 1 < j < n. 

Selon la proposition 7.11 tout terme T e r peut exécuter au moins une action. 

De plus, selon la proposition 7.7, exec(T) = exec?'(T) (T). On déduit que le prédicat 

Wait(a(T), T) est vrai pour tout terme T. Donc, 

(Vj 	i, 1 < j < n)Waity(O : Ti ) = Vrai. 

Par conséquent, le terme 

11(01  : 	: Ti, 	, 

exécute l'action de blocage 6(v), ce qu'il fallait montrer. 

Dans le cas (2), le prédicat First(a(va ), S) est faux pour toute action a(va ) e 
exec(S). Or, par les équations 12.24 et 12.25 il suit que First(a(va , T) est faux pour 
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toute action a(va ) G exec(T). Donc, T exécute 6(a(T)). De plus, nous avons déjà 

montré que a(T) = alpha(S). Nous pouvons maintenant conclure que 

exec(T) = exec(S). 

Il reste alors à prouver que R. est fermée aux transitions, autrement dit que pour 

toute action a(v) E exec(S) = exec(T) 

• (VS e succ(a(v), S))(3T' E succ(a(v), T))((S', T') G R.); 

• (YT G succ(a(v), T))(3S' e succ(a(v), S))((S' ,r) E 

Nous prouvons la première propriété seulement; la preuve de la propriété symétrique 

est analogue. 

Le cas où a = õ est trivial: on a que S' = 	, donc (si, r) G g C R.. 

Si a ô, alors a(v) E exec(S) seulement s'il existe un sous-terme Tk ,1 < k < n 

tel que Tk  4T. Nous distinguons alors les situations où Ti', -= t et Ti', t . 

Si 7-'1  = t alors 

T  S' 	= A'  t9;',/t. 	Sv (T1), 	 (/'72))  et 
i=1 

T, = Ilsv(01. T1), 	 . 

	

11+1), • • • 	(on  : Tri)). 

Puisque d est distributif par rapport à 6,  (théorème 9.6, section 12.4.2.3), 

T 	(01 (01 	(T1),...,0k_l 
	ok+1 	,(7-1k_ri.), • • • , 	v(Tn)) • 

Étant donné que pour tout j k le prédicat Wait(v, 03  : Ti ) est vrai, il existe des 

transitions que les termes Oi : Ti  peuvent effectuer au temps v ou plus tard, donc les 

termes „(0-i : Ti ) P.,- Oi : 7,(Ti ) ne bloquent pas. Il suffit alors de remarquer que, 

puisque Act(Ti ) n Act(n) = 0 pour tout i et que Acte C Act(Ti), pour tout i k, 

alors 

S' 
	

A Oivita 	(T1), , (Tk_i), v(Tk+i), , (4). 
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Donc, (S1  , T') e n, ce qu'il fallait démontrer. 

Si T 	alors, alors, 

St  = A 	: 	 „(Tk+1 ), 	, „(Tn )) et 
j=1 

vicita 	7., - T' 	= 	: T1 ), • • • , 	 o 71-1), 	 (uk+].  Tk+i), • • • • v(On  : 

Selon la distributivité de par rapport à 0 (théorème 9.6, section 12.4.2.3) et puisque 

et une congruence par rapport à l'opérateur 11 (théorème 8.10), nous avons que 

11(01 	(T1 ) 	.k-1 : 	0,1 e  ita  : 	0k+1  : 	v(711-1.), • . . , On 

Donc, (S', T') G R. 

	

On peut, donc, conclure que R. est une bisimulation. 	 • 

12.4.2.11 Cohérence de cons5 

Montrons que, pour tout 0 e e, tout T E Le, et tout opérateur réactif ROp, 

: ROp(T) 	ROp(0 : T). 

Soit R. c 	x £0  la relation suivante: 

R. = { ( 0 : ROp(o, H, [m, 	T), ROp(o, H, [m, M], 0 : T)) 

T E G0,0 E O, ROp = Max ou Min} U . 

On va prouver que 7?. est une bisimulation-ACTC. Puisque les preuves pour les 

opérateurs Max et Min sont analogues, on ne va montrer que le cas ROp = Max. 

Nous introduisons les notations suivantes: 

= ROp(o, H, [m, 	T) 

S2 = 0 : T 

= 6:S,  

	

T2 	= ROp(o, H , [m, M], S2) • 
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Selon le raisonnement introduit dans la section 8.2, il suffit de considérer les paires 

T2). 

Par définition a(Ti) = a(T2). De plus, c'est trivial de vérifier que F(Ti) = r(T2)- 

I1 reste à prouver que R. est une bisimulation forte. 
a(v) 

Parmi les transitions Ti  —> Ti' de T1  et T2 on distingue les transitions héritées de 

T (où l'action a(v) est aussi exécutée par le sous-terme T) et les blocages sémantiques 

(introduits par la sémantique des opérateurs de composition 0 et Max). 

Considérons d'abord les transitions héritées de T. Le cas où T exécute 6(v) est 

trivial: le termes Sz  et Ti, bloquent au temps v et transitent vers 	Il suffit alors de 

remarquer que ( , ) E 	C R.. 

Dans le cas des transitions qui ne signalent pas un blocage notons que 

First(a(v), T1) <=> First(a(v), S2) <=> First(a(v), T2). 

Donc, si T peut effectuer une transition T 	T', avec a o, õ et telle que le prédicat 

First(a(v), S2) soit vrai, T1  et T2 peuvent tous les deux exécuter a(v). Il suffit alors 

de montrer que (Ti", T) E R.. 

Lorsque T = t , Ti' et T sont aussi égaux à t et la propriété est satisfaite 

trivialement. Autrement, si T' t on doit considérer deux cas: (1) H {a} et (2) 

H =- {a}. Dans le premier cas les termes TI' et T forment une paire de n puisque: 

Tf = Ovita  : ROp(o, H \ {a}, [m, 	r) 
ROp(o, H \ {a}, [m, MJ , Oyita  : r). 

Dans le deuxième cas on a que: 

Tf =°V/ta : m < to  — v < M :T1  

= m < to  — < M : ev/ta  : T 

et, selon la commutativité de l'opérateur 0 (corollaire 2 et théorème 9.6), 

e 	C R- 
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Considérons maintenant les situations de blocage des termes Ti  et T2. Ces blocages 

sont toujours signalés au temps de démarrage de Ti  et T2, respectivement. Dans cette 

discussion nous incluons aussi les blocages des sous-termes 511  et S2 hérités par Ti  et 

T2 respectivement. 

On remarque que, selon la définiton de a, 

a(T) = a(S2) a(T2 ) 

= 	a(Si) = a(Ti) 
not. a. 

Puisque après un blocage Ti  et T2 transitent vers le même état 1, , il suffit alors 

de prouver que Ti  signale un blocage sémantique si et seulement si T2 bloque. 

Nous devons considérer trois cas : (1) aucune transition de T ne satisfait les 

contraintes 0, (2) la seule action que T peut exécuter est l'action puits o, et (3) les 

situations (1) et (2) combinées, c'est à dire que T ne peut exécuter que l'action source 

o et aucune de ces exécutions ne satisfait O. 

Si (1), alors d'une part S2 exécute å(v), et d'une autre part Si  non plus ne peut 

effectuer aucune transition qui satisfait O. Par conséquent Ti  et T2 exécutent 6(a). 

Un raisonnement analogue s'applique aussi dans la situation (2). Finalement, si (3) 

alors Si  et S2 signalent tous les deux un blocage sémantique au temps a et, par 

conséquent, Ti  et T2 exécutent 6(a). 

12.4.2.12 Cohérence de ROp1 

Nous voulons prouver que ROpi  (R0p2 (T)) 	R0p2(R0p1  (T)), pour tous T E 

ROpi  -= Min/Max(oi, Hi , [mi , Mi], -). 

On distingue trois situations différentes: 

1. ROpi  = Max, ROp2  = Max; 
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2. ROpi  = Max, R0p2  = Min; 

3. ROpi  = Min, R0p2  = Min. 

Nous allons considérer seulement la première situation, car les deux autres sont ana-

logues. 

Soit R. C Go x Go la relation suivante: 

{(110 P1(R0 A2(T)),R0P2(R0P1(Ti))) 

e £0 , ROpi  = Max(oi , Hi , [mi , Mi ], .), i= 1,2} U 

On va prouver que R. est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire nous considérons une 

paire quelconque (S, T) E R. telle que 

= Max(oi , Hi, [mi, -Add, Max(02, H2, [m2, M2], (111)) 

T = 	Max(02 , 112, [Tr12, M2], Max(oi , H1 , [mi, Mi], (Ti)). 

et prouvons qu'elle satisfait aux trois conditions énoncées dans la définition 8.1 d'une 

bisimulation—ACTC (voir raisonnement de la section 8.2). 

Les deux premières conditions sont triviales: par définition F(S) = F(T) = F(711 ) 

et a(S) = a(T) = a(Ti ) = a. 

Il reste à montrer que R. est une bisimulation forte. Nous allons commencer par 

prouver que T exécute 8(v) si et seulement si S exécute d(v), pour tout v > Vo. Lors 

d'un blocage les termes transitent vers 1, et ( .4, ,4. ) E 	C 

II est évident que si T1  exécute 8(v), alors T et S bloquent au temps v. Supposons 

maintenant que la seule action que T1  peut exécuter est 02  (si l'unique action que Ti 

peut exécuter est 01, on suit un raisonnement analogue). Dans ce cas le sous-terme 

Max(02 , H2, [M2, M2], T1), ainsi que le terme S exécutent l'action 8(a). Or, puisque 

01 	02, 

exec (Max(oi  , H1 , [m1 , 	T1 )) C exec (Ti). 

Donc, Max(oi , H1 , [mi , M1], T1) ne peut exécuter que l'action 02. Par conséquent T 

exécute 8(a), ce qu'il fallait prouver. 
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Supposons maintenant que T effectue une transition T (14)  T', avec a 8. Im-

plicitement, alors a e loi, 021 et a(v) E exec(n). Par conséquent, S peut effectuer 

la transition S a.-(4 Si. De manière analogue on prouve que si S peut exécuter une 

action a(v), alors T aussi peut l'exécuter. 

Il reste à prouver que (S',T') E n. Si TI = t , alors r = S = t et (S' ,r) c 

C 7?, (théorème 8.1). 

Si H1  = H2 = lal, alors 

= 

= 

Or, nous avons déjà prouvé que l'opérateur 6,  est commutatif (cohérence de l'axiome 

	

consl, section 2). Donc, (S',T') e 	c R. 

Si H1  = {a} et 1H2  {a}1 > 1, alors 

	

-= 7121 <t01  — V < 	: MaX(02, H2 \ {a}, [M2, Mil Tl) 

Max(o2, H2 \ {a}, [m2, M-2], m1  < t01  — v 

Puisque 6,  est distributif par rapport à Max (cohérence de l'axiome cons6, section 

	

12.4.2.11), on déduit que (S', T') E 	C 7Z. 

Finalement, si 1H2  {a}1 > 1,1H2  {a}1 > 1, alors 

S 	= Max(oi , H1  \ {a}, 	Max(o2 , H2 \ {a}, [M2, M2], TD) et 

T 	= Max(o2 , 112  \ 	[m2, M2], Max(oi, 	\ {a}, [mi, Mi], Tn)• 

Par définition, on a alors que (S, T) e 

12.4.2.13 Cohérence de R0p2 

Nous prouvons que pour tous T1 , 	e £,3, où m > 2 et tout opérateur réactif 

ROp(o, H, [m, 	•) s'il existe un sous-terme Ti, avec 1 < i < m, tel que H U {o} C 
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Act(Ti), alors 

ROp(o, H, [m., Mi, 	• • • T.)) '="2' 11(Ti, • • . , ROp(o, H, [m, 	, Tm ). 

Puisque II est associatif et commutatif il suffit de considérer juste les compositions 

en parallèle de deux sous-termes seulement et supposer que i = 2. Nous prouvons 

la proposition avec ROp = Max(o, H, [m, M],.). Si ROp = Min(o, H, [m, 	.) la 

preuve est analogue. 

Nous définissons la relation suivante R, c £0  

R1 = {(ROP(I(Ti,T2)),11(Ti,ROp(T2))) fol U H C Act(T2)} 

R, = {(T, s) T, S E G, gr, si ) E nie 	T A S 	S'il U 

et remarquons que pour toute paire (T, S) e 7Z1  c'est trivial de montrer que a(T) = 

a(S), que F(T) = F(S) et et que (T, S) a les propriétés énoncées dans la définition 

4.2. 	 3. 

12.4.2.14 Cohérence de Cl 

Soit R. CGx G la relation suivante: 

R. = {(4-(T1, 712), +(T2, Ti)) T1,2 E G1 U 	. 

Prouvons que 7-z. est une bisimulation—ACTC. Soit (S, T) e R, une paire quelconque 

de R telle que 

S = ±(111,172) 

T = + (T2, Ti) • 

Premièrement, F(S) = F(T) et a(T) = a(S) = a(Ti ) (proposition 7.2), avec i = 

1,2. Il reste à montrer que (S, T) satisfait aux conditions énoncées dans la définition 

d'une bisimulation forte, c'est à dire que pour toute transition S a  ( 22) S' il existe une 

transition T a-t)  r avec (S' , T') G R. Or, il suffit de remarquer que les règles de 

sémantique opérationnelle de S et T sont identiques et, donc, que exec(S) = exec(T) 

et S' = T'. 	 • 
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12.4.2.15 Cohérence de C2 

Soit R. CGx£ la relation suivante: 

R. ={((Ti,...,Tm),(Ti,(T2,...,Tm))) m > 3, T, £,i = 1, 	, ml u 	. 

Prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Pour ce faire il suffit de prouver qu'une 

paire quelconque (S, T) E R., telle que 

S 	 . , Tm ) 

T 	 E(T2, .,Tm)), 

satisfait aux conditions énoncées dans la définition d'une bisimulation— ACTC. 

Les égalités F(T) = F(S) et a(S) = a(T) = a(Ti ) sont triviales. 

Supposons que S effectue une transition S 12±-v->)  S. Nous voulons montrer qu'il 

existe alors une transition T 	T telle que (S, T) e R.. La preuve de la propriété 

symétrique, c'est à dire que pour toute transition T 	) Ti il existe une transition 

S a4)  S', avec (S, T) E R., est analogue. 

Si a = 6, alors il existe un sous-terme Ti  qui bloque au temps v et le prédicat 

Wait(v, Ti) est faux, pour tout j 	i. Si 2 < i < m il suit directement de la 
b(v) 

sémantique opérationnelle de l'opérateur E que T 	. Si i = 1, alors selon la 

proposition 8.6 le prédicat Wait(v, E(T2, 	, Tm )) est faux. Donc, T exécute 6(v). 

Autrement, si a 	6 alors il existe un sous-terme T, qui effectue une transition 

a4)  T ' et S' = Tt. Si i = 1 alors il suffit d'appliquer le règles de sémantique 

opérationnelle E 12  pour conclure que T a-(2->' )  T' et T' = Ti'. Si 2 < i < m, alors 

premièrement 

E (T2, 	, 7777i) a4)  

et implicitement T a4)  , Donc, (S, T) e C R.. 
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12.4.2.16 Cohérence de C3 

Soit R. C ,C x la relation suivante 

T) 	f} u 

Prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Soient S, T E tels que S = E(T, T). 

Alors, par définition 

a(S) = min(a(T),Œ(T)) 

et 

F(S)=F(T) U F(T) = F(T). 

De plus, c'est trivial de prouver que exec(T) = exec(S) et que pour toute action 

a(v) E exec(T), succ(T, a(v)) = succ(S, a(v)). Or, comme toute paire de termes 

identiques est dans,z-2, (théorème 8.1), on peut déduire que R. est une bisimulation— 

ACTC. 	 à 

12.4.2.17 Cohérence de Seql 

Nous allons prouver que la relation R. C ,C x 	définie comme suit 

{(Seq(Ti , Seq(T2 , T3)), Seq(n, T2), T3)) T1,2,3  G £} U 

est une bisimulation-ACTC. Soient T1,2,3 , T,S E tels que 

T = Seq(Ti , Seq(T2 , T3)) et 

S = Seq(Ti , T2 , T3). 

D'abord, selon la définition de a, 

a(T) - min(a (Ti ), a (Seq(T2, T3)) 

- min(a(Ti), min(a(Seq(T2), a(T3))) 

- min(a(Ti), a(T2), a(T3)) 

a(S). 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 284 

L'égalité 

F(T) F(S) 

est déduite directement à partir de la définiton de la fonction F. Il reste à prouver que 

la paire (T, S) a les propriétés énoncées dans la définition d'une bisimulation forte. 

Premièrement, il est évident que 

exec(S) = exec(Seq(Ti , T2)) 	 (12.27) 

= exec(Ti ) 	 (12.28) 

= exec(T). 	 (12.29) 

Prouvons ensuite que pour toute action a(v) e exec(S) et tous les successeurs 

S = succ(S, a(v)) et T' = succ(T, a(v)) sont tels que (T' , S') E 

	

Si a = õ il n'y a rien à prouver: (Ti, S') = ( , 	) E 	C R. Sinon, alors à 

toute exécution de l'action a(v) par T ou S il correspond une transition T1 	Tf. Si 

-\/ alors 

= Seq(TL Seq(T2 , T3)) 

S' = Seq(Seq(TI, T2), T3)• 

Donc, par définiton (T' , S') e R,. Autrement, si Tf = 1` alors, 

= 	,,(Seq(T2, T3)) 

S' 	= Seq( (T2), T3). 

Or, selon la distributivité des opérateurs de décalage par rapport à l'opérateur de 

composition séquentielle (cohérence de l'axiome Dec3, section 12.4.2.3), on a que 

(T', S') E 	C 

12.4.2.18 Cohérence de Seq2 

Nous voulons montrer que, pour tous T1, T2,T3 C £ : 

Seq(+(Ti , T2 ), T3 )gz.,- ±(Seq(Ti , T3 ), Seq(T2 , T3)). 
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Pour ce faire, nous définissons la relation 7Z C L x L suivante: 

7Z = {(Seq(+(Ti , T2 ), T3 ), +(Seq(711, T3 ), Seq(T2, T3)) E.Cx.ei Ti , T2 , T3  E LIU 

et prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. 

Soit (T, S) e 'R, une paire quelconque de 7Z telle que 

T = Seq(+(Ti , T2 ), T3 ) et 

S = +(Seq(Ti , T3 ), Seq(T2, T3 )), 

avec Ti  , T2  , T3  e f. Alors, selon le lemme 7.2, 

a(T) = a(Ti ) = 

pour tout i E {1, 2, 3}. De plus, par définition de la fonction r 

	

def 	 def F(T) = F(+(Ti , T2 )) = F(Ti ) U r(T2), 

	

F(S) def 	 def r(Seg(Ti, T3 )) U F(Seq(T2 , T3 )) 	F(Ti ) U F(T2 ). 

Donc, a(T) = a(S) et F(T) = F(S). Ensuite, selon les règles de SOp on remarque 

que 

exec (T) = exec(+(Ti , T2 )) = exec(n) U exec(T2), 

exec(S) = exec(Seq(Ti , T3 )) U exec(Seq(T2 , T3 )) = exec (T1) U exec(T2)• 

On déduit que T peut exécuter une action quelconque a(v) si et seulement si S 

peut exeéuter a(v). Il reste à prouver maintenant que la relation R. est fermée aux 

transitions, c'est à dire que pour tout successeur T de T après l'exécution d'une action 

quelconque a(v) il existe un successeur S' de S tel que (r, s') c n et vice-versa. 

Soit T a±->v)  T' une transition quelconque de T. Puisque exec(T) = exec(S) il existe 

donc une transition S 4 s. 

On distingue les situations suivantes: 

1. +(Ti , T2  ) (1 1-->j  t et T = 4(T3), 
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2. +(T1 , T2 ) 54,1, et T =.4., ou bien 

3- +(T1 , T2 ) a4)  T,1 et T` = Seq(TI, T3). 

Dans le premier cas il faut qu'un des sous-termes Ti  de T effectue la transition 
a(v) 

	

---> t. Supposons, sans perte de généralité que i 	1. Alors il existe une tran- 

sition Seq(Ti , T3) —› 4(T3). Donc, S peut effecuter la transition suivante: 

a(v) f 

	

S 	S = <111 ( T3 = T 

Or, puisque 	est reflexive, (T' , S') 

Dans le deuxième cas il y a deux possibilités: 

6(v) 	c5(v) • 2.(a) soit T1 	et T2 —j. ou bien 

• 2.(b) T 544. et --Wait(v, Ti ) avec 	 j} = {1,2}; supposons, sans perte de 

généralité, que i = 1 et que j = 2. 

Dans le cas 2.(a) on déduit que les sous-termes Seq(Ti , T3) et Seq(T2 , T3) bloquent 
(5(v) aussi aux temps v. Donc, S effectue la transition S -4.. Dans la situation 2.(b) on a 

que Seq(Ti , T3 ) &(14 et, puisque exec(Seq(T2 , T3)) = exec(T2), le prédicat Wait(v, Seq(T2 , T3)) 

est faux. Donc, S bloque au temps v. On déduit que T` = S =4. et, par reflexivité 

de la relation 	(T' , S') EC -R.. 

Finalement, dans le troisième cas, il faut qu'un des sous-termes Ti  de T effectue 
a(v) une transition Ti  —›I , avec TI « {t, .1.}. Supposons, sans perte de généralité, que 

i = 1. On déduit alors qu'il existe une transition 

Seq(Ti , T3) a4)  Seq(Tit , T3 ). 

Or, ceci implique qu'il existe une transition 

a(v) S —› S = Seq(n T3). 

Donc, encore une fois, T' = S' et (T', S') 
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L'implication inverse, c'est à dire que pour toute transition S al}))  S il existe une 
a(v) 

transition T 	T' telle que (T' , S') E 7 , est analogue. Donc, on peut conclure que 

la proposition est vraie. 	 m 

12.4.2.19 Cohérence de Seq3 

Soit R, C L x .0 la relation suivante: 

7? = {(Seg(Ti, e(T2, T3)), e(Seci(Ti, T2), Seci(Ti , T3))) 

	

T2 T3 E L , T1  est un observateur} U 	. 

Rappelons qu'un observateur est un terme qui ne contient pas des actions de direction 

sortie. Prouvons que R, est une bisimulation—ACTC. 

Soit (T, S) E R. une paire telle que 

T = Seq(Ti, e(T2, T3)), 

S 	= 	(Seq(Ti , T2 ), Seq(li,T3))• 

Les égalités r(T) = F(S) et a(T) = a(S) suivent directement des définitions de 

F et a, respectivement. 

Il reste à prouver que (T, S) satisfait aux conditions énoncées dans la définiton 

d'une bisimulation forte. 

T1  ne contient pas des actions de sortie et par conséquent la règle CR4  ne s'ap-

plique jamais. On peut alors déduire les équations suivantes: sont évidentes: 

exec (S) = exec(Seq(Ti , T2 )) U exec(Seq(Ti , T3 )) 	(12.30)  

= exec(n) U exec(n) 	 (12.31) 

exec (Ti  ) 	 (12.32) 

=- 	exec (T). 	 (12.33) 

Il reste à prouver que R. est fermée aux transitions. Soit a(v) e exec(T) une 

action quelconque, différente de ô. Notons par T' = succ(a(v),T), S = succ(a(v), S), 

et Ti' = succ(a(v), 
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Si T 	/, alors 

T 	= 	Seq(T, EID(T2, T3)) 

= ED(Seq(n T2), Seq(n T2)• 

Donc, (T' , S') e 
Si Ti' = t , alors 

S' = 	 ,i(T3))• 

Or, l'opérateur 	est distributif par rapport à l'opérateur ED (cohérence de l'axiome 

Dec3). Par conséquent, (T' , S') e 	c 

12.4.2.20 Cohérence de Seq4 

La preuve de la distributivité droite de la composition séquentielle par rapport à 

l'opérateur de choix retardé est similaire à celle présentée pour l'opérateur de choix 

non-déterministe, dans la section 12.4.2.18, et sera omise du présent document. 

12.4.2.21 Cohérence de Seq5 

Soient T , T„, Tc , Te  ELI des termes quelconques. Nous montrerons que si T est un 

observateur, alors 

Seq(T, Ex(T„, Tc , Te )) 	Ex(Seq(T, 	Seq(T, Tc ) , Te ) . 

La preuve est similaire à celle présentée dans la section 12.4.2.19 et ne sera rédigée 

en détail. 	 111 

12.4.2.22 Cohérence de DC1 

Nous voulons prouver que la relation R. C GxG suivante est une bisimulation—ACTC: 

{(ED(Ti, T2), e(T2, 	E LI U RD' . 
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Soit (T, S) e R. une paire quelconque telle que 

T = ED(Ti ,T2 ) 

S=  

Les égalités a(T) = a(S) et F(T) = F(T) suivent directement des définitions des fonc-

tions a et F. Pour montrer que (T, S) a les propriétés énoncés dans la définition d'une 

bisimulation forte, il suffit de remarquer que les règles de sémantique opérationnelle 

de l'opérateur e sont symétriques, ne dépendent pas de l'ordonnancement des sous- 

termes Ti. Nous pouvons, donc, conclure que R. est une bisimulation—ACTC. 	â 

12.4.2.23 Cohérence de DC3 

Montrons que, pour tout T e G, si T est un observateur, c'est à dire qu'il ne contient 

aucune action de direction sortie, alors 

ED (T, T) 	T. 

Soit R. CGxG la relation suivante: 

R. = {(T, (T, T)) 1 T E ,e, T observateur} U :----- 

Nous allons montrer que R. est une bisimulation—ACTC. Soit (T, S) c R, une paire 

telle que T soit un observateur et S = e (T, T). 

Par définition, a(S) = a(T) et et 

F(S) = F(T) U r(T) = r(T). 

Montrons que (T, S) a les propriétés énoncées dans la définition 4.2. 
a(v) 

Supposons que T effectue une transition T —> T. On va montrer qu'il existe une 

transition S ie S telle que (T' , S') E R,. 

Si a = ic et T' t on applique la règle el  et déduit que S i54)  ED(T',T'). Donc, 

par définition, (r, si) c -K. 
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ic(,) 
Si a = ic et T = t alors, selon la règle 93 , S effectue la transition S —› t . Or, 

(T' , S') 	(t, 
8(v) Finalement, si a = 8 alors S --> 4. (règle ED6) et, comme dans le cas précédent, 

(T' , S') E /Z. 

La preuve de la propriété symétrique, c'est à dire que pour toute transition S 	S' 

il existe une transition T al->u)  T' telle que (T' , S') E /Z, est analogue. 

12.4.2.24 Cohérence de PComl 

Nous voulons prouver que pour tout terme [C, €](T1 , T2 ) G G, 

[C , e](T1,T2) 	[C, e] (T2 , Ti ). 

La preuve suit directement des définitions et des règles de sémantique opérationnelle 

de l'opérateur de composition parallèle avec communication. 	 • 

12.4.2.25 Cohérence de PCom2 

Nous voulons prouver que pour tous terme [C, c] (T1 , . , Tm ) E G les équivalences 

suivantes sont vraies: 

[C , €](711 , . . , Tm ) 	[C, el ([0 , • 1(Ti , 	Tm _i ), Tm ) 	(12.34) 

[C, e](Ti , [0, • ](T2 , 	, Tm )) 	 (12.35) 

Nous présentons preuve pour l'équivalence 12.35, celle pour l'équivalence 12.34 étant 

analogue. Pour ce faire on va montrer que la relation 7Z c x définie comme suit: 

{(T, S) 	(([C, e] (T1 , . 	, Tm ), [C, €](T1 , [0, • ] (T2 , . , Tm ))) G ,C x 

(T 	[C , f] (Ti  , 	, Tm ) A S 	1C , El (Ti  , [0,  

est une bisimulation-ACTC. Soit (T, S) E 7Z une paire quelconque de 7Z telle que 

T 	= 	[C , €](Ti , .,Tm ), 

S = 	[C 	[0, •](Ti,• • • ,Tm))- 
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Notons le sous-terme [0, • ](T2, • • . ,Tm) de S par Si.. On remarque alors que, par la 

définition de la fonction Act, 

Act(Si ) = U Act(Ti), 
i=2 

et, par conséquent, 

Act (T) = Act (S). 

Donc, on peut appliquer la définition de la fonction r et déduire que 

F(T) = F(S). 

De plus, par la proposition 7.2 on a que 

(Vi E 	, m})(a(Ti) = a(T) = a(S)). 

Il reste à prouver que R. est une bisimulation forte. Commençons par prouver que 

pour toute action a E A et tout v G D 

a(v) E exec(T) a<=> a(v) E exec(S). 

Remarquons d'abord que, puisque Si. ne contient aucune action de communication, 

a(v) G exec(Si.) <=>(i E {2, ... ,m})(a(v) e exec(T) A (Vj 	i)Wait(v, Ti )). 

Il suffit ensuite de remarquer que les ensembles d'actions Act(T) sont, par définition, 

disjoints, et d'appliquer la proposition 8.6 au termes S1, S, et T pour déduire que 

exec(T) = exec(S). Il reste à prouver que la relation R. est fermée aux transitions, 

c'est à dire que pour toute action a(v) e exec(T) il existe des transitions T a-41)  T et 
a(v) S ---> S' telles que (T' , S') G 7?.. 

Si a -= 6 il n'y a rien à prouver quisque dans ce cas T' = S' 	Or, par la 

reflexivité de la relation 	on déduit que (T' , S') Egb'C R., ce qu'il fallait prouver. 

Supposons alors que a 	6. Dans ce cas seule la règle Comi  puet s'appliquer. 

Introduisons les notations suivantes, qui correspondent aux règles de SOppour le 

terme T: 

IT (a) = ti E {1, 	e(a) n Act(Ti) 	01, 	 (12.36) 
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et pour le terme S1: 

/si  (a) = IT (a)\ 111, 	 (12.37) 

et finalement pour le terme S: 

/s (a) = {1}, Si e(a) n Act(n) 	0 A €(a) n Act(Si) = 0, 	(12.38) 

= {2}, Si e(a) n Act(n) = 0 A e(a) n Act(Si) 0, 	(12.39) 

= 	{1, 2}, Si f(a) n Act(n) = 0 A ((a) n Act(Si ) 	0, 	(12.40) 

Puisque selon la définition syntaxique du langage 	les ensembles d'actions Act(Ti ) 

sont disjoints, et que 

Act(S1) = U Act(Ti), 
i=2 

on déduit que 

et que 

et 

Is (a) = 111 <=> IT (a) {1} <=> Is ,(a) = 0, 

Is (a) = {2} <=> (1 « IT (a)), 

2 E Is(a) 	(a) 	Ø. 

Supposons d'abord que IT (a) = Is(a) = {1}. Dans ce cas a n'est pas une action de 

communication et T exécute a(v) seulement s'il existe une transition T1  --> T. Si 

7-Ï e alors selon la règle Comi  le terme T effectue la transition suivante: 

T a ( v) 
 [C, (T; 	(T2), 	, 	(Tm)) 

et le terme S effectue la transition 

S a(V) [c , E]gf, 

Mais nous avons déjà prouvé que l'opérateur est distributif par rapport à la com-

position parallèle [ ]. Donc, 

	

[O, • ](,,(712), 	, 
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Donc, par définition de la relation R., (T' , S') E 

Considérons maintenant le cas où is(a) = {2}, donc a(v) e exec(T) mais a(v) e 
exec(Ti ). Dans ce cas les termes T, S, et S1  efectuent les transitions suivantes: 

T a4)  [C I , Eil iciT(a) 	(Ti)) jEJT  (a) 

et le terme S effectue la transition: 

S a-(4)  [C, 6] (g, (Ti  ), 

et S1  la transition: 
a(v) rd, 

S1  ---> 	J 1E/T(a) 	(113)), 
3Eisi (a) 

où JT (a) = {1, 	, m}\IT (a), pour tout terme T. On remarque alors que (T' , S') E R., 

par définition, ce qu'il fallait prouver. 

12.4.2.26 Cohérence de PCom3 

Soit 'R. C x la relation suivante: 

R.= {([0,f](T1,T2),11(T1,T2)) T1 ,712 e ro} U 	. 

Prouvons que R. est une bisimulation—ACTC. Soit (T, S) e R. une paire quelconque 

telle que 

= 	[0, e](Ti  , T2 ) , et 

S=  

Selon la définition de oz c'est évident que a(T) = ct(S). On remarque que, puisque 

l'ensemble d'actions de communication de T est vide, 

Act(T) = Act(S) = Act(Ti ) U Act(T2 ) 

et que e(a) = lal, pour toute action a G Act(T). Donc, 

F([0, €](T1, T.)) def F(T]. ) n F(T2) 

def F(S). 
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Il reste à prouver que pour toute transition T - r il existe une transition 

S ft')  S telle que (TI , S') e R. et, inversement, que pour toute transition S 

il existe une transition T 	T' telle que (T' , S') e 'R.. Nous ne prouverons que la 

premère de ces deux implications, la deuxième est similaire. 

Remarquons d'abord que les règles Com2  et 114, qui définissent les transitions de T 

et S lorsqu'un des sous-termes exécute 6(v), sont identiques. De plus, les règles Com3  

et Com4, qui concernent l'exécution d'actions de communication, ne s'appliquent 

jamais à T, dont l'ensemble d'actions de communication est vide. 

Il reste à considérer la règle Comi. Soit a(v)exec(T) une action temporisée quel-

conque que T peut exécuter. Puisque T ne contient pas d'actions de communications, 

on déduit qu'il existe un sous-terme unique Ti  tel que a(v) E exec(Ti) et I (a) = lal. 

Donc, il existe une transition Ti  a4)  ) Ti' et, de plus, Wait(v, Ti ) est vrai pour tout i 

Mais ceci correspond aux conditions ennoncées par la règle Par2. S peut exécuter 

l'action a(v) et on déduit que 

a(v) e Exec(T) <=> a(v) G exec(S). 

Si TI = t , alors T' -= S' = „(7'.1 ) et (T, S') e 	C 7?.. Sinon, supposons sans perte 

de généralité que i = 1 et j = 2. Alors, 

= [0  €](Ti, 	(T3)), 

= 11(n 

Donc, (Ti, S') E R. On peut alors conclure que R. est une bisimulation—ACTC. 

12.4.2.27 Cohérence de Ex1 

L'idempotence restreinte de l'opérateur d'exception est définie comme suit: pour tout 

observateur n E L et tout E E 

Ex(T„,T„, E) Tn. 
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La preuve est similaire que celle de la cohérence de l'axiome d'idempotence du 

choix retardé DC3 (section 12.4.2.23). 	 à 

12.5 Preuves du chapitre 10 

12.5.1 Preuve du lemme 10.2 

Rappelons l'énoncé du lemme: 

Pour tous T, T e Lo, a E A\ {6},v > vo , 

T a4) T 	F(r) n [ta  = y] c F(T). 

Preuve: la preuve du lemme a déjà été présentée en partie dans la section 10.2.1. 

Ici il reste à prouver que pour toute transition T 	T', 

Prj (F (r), Act (D)) C Prj(F (T), Act(r)). 

La base de l'induction sont les termes a(ta ) G Le, avec a Ô, et est triviale. Prouvons 

le pas d'induction. 

Le cas 

T = a(ta ).S e £0. 

est trivial. 

Prouvons le pas d'induction pour un terme 

T =11(77 ]., • • • ,T) E p 

a(v Pour toute transition T ) T', avec a Ô, un des sous-termes effectue Ti, 1 < i < n, 
a(v) une transition Ti  ---> Ti  et pour tous les autres sous-termes Ti  le prédicat Waity(Ti ) 

est vrai. On distingue les deux situations suivantes: 

1. T' = 11(,„(T1 ), 	 , ,(Tn)), lorsque Ti, 	t  ; 

2. T` = 11(v(I1), • • • , 	v(Ti+I.), • • • , ,,(Tri)), lorsque TI, 	t ; 
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Considérons le cas (1). Le cas (2) est analogue. En appliquant l'hypothèse d'induction 

on déduit que 

Prj 	(i), Act()) C Prj (F (Ti) , Act()). 	 (12.41) 

De plus, pour tout j i,1 < j < n on a que 

F?v(Ti) C 
	

(12.42) 

Or, par définition, les ensembles d'actions des sous-termes de T et de T sont disjoints. 

On applique alors la proposition 5.1 pour déduire que 

Prj(F(r), Act(r)) 
	

2fl Prj (r?v (Ti , Act (Ti )) n Prj (F (Ti', Act (Tt)) 

i=7"1  12.41 n 	(pri(r(Ti), Act (Ti )) n Prj(F(Ti), Act(Tn) 
i=i,joi 

def Prj(F(T), Act(T')), 

ce qu'il fallait prouver. 

Soit 

T 	4,(S) E .0 . 

Nous ne traitons que l'opérateur de décalage stricte dy; la preuve pour l'opérateur 

est analogue. T effectue une transition quelconque avec a 

T = 4(T0) a)  T' 

si et seulement si To  exécute a(v'), transite ensuite vers r et vi > v. Selon l'hypothèse 

d'induction 

Prj (F (r) , Act (r)) C Prj (F (T0 ), Act (r)). 

Or, selon la proposition 7.3, ce(r) = vi. De plus, selon la cohérence de l'axiome Decl 

on a que T' 	OE (TI )(T t  . Donc, par la définition de 	on déduit que 

F(T) = r?-v'(T'). 
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De plus, y > v, donc 

F?v(T') = r(r) 

On déduit alors que 

Prj (r(r), Act (T')) = Prj (1-11(T'), Act (T')) 

C 	Prj (I-1?, ' (To) , Act (T')) 

dl Pri(r(T), ACt(r)), 

ce qu'il fallait prouver. 

Soit 

T = O: S E ro, 

avec 0 E 8 et S e £e. T peut exécuter une action a(v) différente de Ô si et seulement 

si S peut effectuer une transition 

et le prédicat First(a(v), T) est vrai. Il y a deux situations possibles: 

1. T' = 0,/tc, : S', lorsque S' 	t . 

2. T' = S' = t , et 

Prouvons la proposition dans la situation (I); la situation (2) est triviale. On a 

que 

F(T) = Sol(Ovita ) n F(S) 

et 

F(T) = sol(o) n F(S). 

Par l'hypothèse d'induction 

Pd (F (S'), Act (S')) C Prj (r (s), Act (S)) . 
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Or, par définition et selon la proposition 6.1 

Act(T) = Act(S) 

Act(T') = Act(S) 

Act(T) = Act(S) U {a}. 

Nous pouvons, donc, déduire que l'inclusion 

Prj (F (T') , Act(T)) C Prj (F (T) , Act(T)), 

ce qu'il fallait prouver. 

Il reste à considérer les opérateurs réactifs Max et Min. Nous allons seulement 

prouver que la proposition est vérifiée par l'opérateur Max; la preuve pour Min est 

analogue. 

Soit 

T= Max(o, H, [m, Ml, S) E £0 

un terme qui effectue une transition T a-4)  T' , avec a d. Ceci implique qu'il existe 
a(v) une transition S —> S et on distingue les trois cas suivants: 

1. 1H \ {a}1 > 1 et alors T' = Max(o, \Ial, [m, M], S', 

2. H = lal et T' = m < ta  — v < M : S' , et 

3. T` = S' = t . 

Dans le premier cas il est évident que r(T) = r(s) et r(T) = F(S). n suffit 

alors d'appliquer l'hypothèse d'induction aux termes S et S' pour conclure que la 

proposition est vérifiée par T et T. 

La suite d'inclusions suivante prouve que la proposition est vérifiée dans le cas (2) 

aussi: 

F(T) n scd(to  = v) 	= 	r(e) n scd(m < to  — v < Ad) n sol(to  = v) 

C 	r(st)sol(to  =-- v) 
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hyp. d'ind. 
C 	SOl(F(S)) 

Sol(F(T)). 

Ceci conclut la preuve de la proposition. 	 • 

12.5.2 Preuve de la proposition 10.4 

Rappelons l'énoncé de la proposition: 

Soit T e,Co un terme qui ne contient aucun opérateur réactif. Soit 

	

'11 -= (v1,. . . , vn ) 	F 

tel que Act(e) = Act(T) un vecteur d'instants temporels qui satisfait aux contraintes 

temporelles de T. Soit o-  : {1, ... ,n} ---> {1, 	, n} une permutation des indices i 

telle que les valeurs temporelles permutées de e sont en ordre croissant: 

Vcr(i) 

pour tout i : 1 < i < n — 1. Notons l'action correspondante à la valeur temporelle 

V (j)  par ai  E Act(T). Alors il existe une trace ,u Er(T) telle que 

= a0.(1) (v0.(1)) 	au(n) (v0-(n))• 

Preuve: 

La preuve sera faite par induction structurelle. La base de l'induction est donnée 

par les termes a(tc,), avec a e A \ {5}, qui satisfont la proposition trivialement. 

Prouvons le pas d'induction. 

Supposons d'abord que 

T = 4(T1 ), 

Ce cas est trivial. Il suffit de remarquer que, selon les règles SOp, 

T(T) = 	= ai(vi)...an(v.) I 11,  Eir(n) A v1  > 
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et que, par définition, 

Supposons maintenant que 

avec a e \ c et T1  G £0 et soit 

F(T) = F>v(Ti). 

T = a(ta).Ti, 

300 

(vo,vi ...,v,i ) 	F(T), 

tel que Act(T) = ii. Notons par 

o-(e)= (v,(0) ,..., vu(n) ) 

la permutation monotone croissante du vecteur fi. Puisque 

F(T) = Sol( A ta  < ta ) n F(Ti), 
bEAct( ) 

alors ce doit affecter une valeur quelconque v0.(0)  > Vo  à la variable temporelle ta  et 

(V 0  (1) , • • • , V (n)) G r(Ti)• 

Donc, il existe une transition 

T a(v4°))  v„(0) ( 111) • 

De plus, selon l'hypothèse d'induction, il existe une trace 

b(v) 	b(v) c r(Ti ), 

avec v0.(1)  > v0.(0) . Ceci implique que 

ìi E 

On déduit alors que 

a(v0-(0))./ii C r(T), 
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ce qu'il fallait montrer. 

Soit 

T = 0 : 

avec 0 E 8 et T1  E 	un terme feuille qui ne contient aucun opérateur réactif. Soit 

un vecteur quelconque tel que 

Act(e) = Act(T) et e E F(T). 

Soit a : {1.....n} 	{1, 	,n} une permutation telle que 

Vi < Vi+1 	E {1, ..   . 

et notons par a,(i)  l'action correspondantes à la valeur vŒ(,) . Notons par 

i•t(a, `t7) — ao-(1) (va-(1)) • • • a 0-(n)(V 0-(n)) 

la trace d'actions correspondante au vecteur it permuté. La preuve du pas d'induction 

structurelle se fait par induction sur n, la longueur du vecteur e. 

On remarque d'abord que 

E F(T) C F(T1)• 

De plus, 

iT E F(T) = First(a,(1)(1),(1)), T). 
	 (12.43) 

Donc, puisque F(T) = Sol(0) A F(Ti ), on déduit que le prédicat First(a,(1)(v0-(1)), Ti) 

est vrai aussi 

iTc F(T) = First(al  (v0-(1)), Ti)• 
	 (12.44) 

Supposons d'abord que n = 1, donc Act(T) = Act(n) = {a7(1)}. Alors, selon 

l'hypothèse d'induction structurelle on déduit que 

/-1 G 1F(T1). 
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Puisque Act(Ti) = {a0.(1)}, ceci implique que 

a,. (1)  ( 	(1) ) 
t 

Donc, en tenant compte de l'équation 12.43 on déduit que 

a,( 1 )(v,(1)) T —> -1, 

ce qu'il fallait prouver. 

Prouvons le pas d'induction Tl 	71 ± 1. Le pas d'induction consiste à prouver que 

si la proposition est vrai pour n = k, où k > 1 est un entier quelconque, alors elle est 

vrai pour ri = k +1. Soit 

= (vi  ...vn ) EF(T) 

un vecteur quelconque tel que Act(e) = Act(T). Si e est une solution de F(T) et 

de F(Ti ) alors, selon l'hypothèse d'induction structurelle, il existe alors une trace 

= ao-(1)(v,-(1)) • • • ct,-(,) (V 0- (n)) , telle que 

a,,(1)(/),(1)) 	a,.(2)  (v,.(2) ) 	ac.(n ) (va(n) 
/ 1 	—+ 	/ 2 	—>" 	/ 3 • • - 	 I 

On va prouver que T aussi peut exécuter la trace p. Puisque le prédicat First(a0.(1) (v0.(1)), T) 

est vrai (12.43) le terme T = 0 : T1  peut effectuer la transition 

a,(1)(v,(1)) „ T 	vv,(1) /ta,(1)  •T2  

où T2 est le successeur de T1  après l'exécution de a0.(1)(v0.(1)). Alors le sous-vecteur 

— (a0.(2) (v0.(2) ) • • • a o-  (n) (V o-  (n))) 

est une solution de la contrainte F(0,,(1)/ta,(1)  : T2). Selon l'hypothèse d'induction sur 

le nombre d'actions n, il existe alors une trace 

cti,(2)(v0.(2)) • • • a ) (v0.(n)) E 11(e„,(,)/ta,(1)  : T1) 

telle que 

Ov • T 4 ,(1) /tacr(i)  • 2 	• 
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Alors la trace concaténée i = ai (vi ).1u est une trace de T, telle que 

ce qui complète la preuve par induction sur n du pas d'induction structurelle pour le 

cas T = O : T1.1  

Finalement, il reste à considérer le cas où 

avec T1 , 	, Tm  des termes feuilles quelconques qui ne contiennent aucun opérateur 

réactif. Pour simplifier, supposons que m = 2; le cas générale où T contient un 

nombre arbitraire m > 2 de sous-termes est analogue. 

Similairement au cas précédent, nous faisons une induction sur le nombre n d'ac-

tions du terme T. La base de l'induction est le cas où T ne contient que deux actions, 

une par sous-terme. Soient 

Act(Ti) = 	et Act(T2) =10/21. 

Soit 

	

= (Vi = ta V2 = ta2 	r(T) 	r(T „ 1) n F(T2) 

un vecteur quelconque qui satisfait la contrainte F(T) et, par conséquent, les con-

traintes F(Ti) et F(T2) aussi. Alors, selon l'hypothèse d'induction structurelle, il 

existe les transitions 

al (V1) 
t 

a2 (v2) 
T2 	---> 	1' • 

Supposons, sans perte de généralité que v1  < v2. Alors, selon les règles SOp, il existe 

les transitions 

(vi.) 
T  

a2 (v2) 

	

--> 	. 
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Donc, la trace /..i = (ai (vi ), a2(v2 )) est une trace de T et est telle que T 4 t , ce qu'il 

fallait montrer. 

Prouvons maintenant le pas d'induction n-1 = n, c'est à dire que si la proposition 

est vrai pour tout terme T = 11(T1 , T2 ) avec k actions, où 2 < k < n — 1, elle est vrai 

aussi pour tout terme T = 11(T1 , T2 ) avec n actions. Supposons que 

Act(Ti ) 

Act(T2 ) 

= 

=  {
2 	2 

a,. ..,a 2 }, 

avec n1, n2  > 1 et n1  + n2  = n. Soit if une solution de la contrainte F(T). Soient el  

et e2  les projections de if sur les variables temporelles de T1 , respectivement de T21 

ei  =_ (vil ,  ...,vnli \‘)) , respectivement 

ii2 = (1)12 , ... , vn22  ). 

Alors, on remarque que pour tout terme feuille T G £0, 

Act(T) = Act(F(T)). 

Donc, puisque F(T) = F(Ti ) A F(T2 ), on déduit que 

fli  E F(Ti ) et e2  E F(T2 ). 

Selon l'hypothèse d'induction structurelle il existe alors des traces 

mi  =  

,a2 	= (a21(v12 ),  , . . , a2n2(vn22))  

(12.45) 

et les transitions 

T1 f4  t 

T2 l-± 	t • 
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Supposons, sans perte de généralité que vl < v?. Alors le prédicat Wait(v1, T2) est 

vrai et T peut effectuer la transition 

al (u1) T 	T . 

On distingue deux cas: soit (1) ni  = 1, ou bien (2) ni  > 2. 

Dans le premier cas on a que 

T = 

Donc, e2  E F(T) et selon l'hypothèse d'induction structurelle, il existe la transition 

t . Donc, T peut effectuer la transition 

(al (v1 )./i2) T 

ce qu'il fallait montrer. 

Si ni  > 2 on a que 

r = 11(n (T2), 

où TI est le successeur de Ti  après l'exécution de al (v1). On déduit que (Proposition 

6.1) 

Act(T) = Act(T) \ {al} et lAct(T) = n — 1. 

En plus, selon le lemme 10.2 

rgn n [tai  = 	F(Ti). 

Or, selon la proposition 7.3, ce(Tf) = vi . De plus, selon la cohérence du l'axiome 

Decl on a que iï 	c,(71) (TD. Donc, par la définition de 	on déduit que 

F(T) 

On remarque alors que 

= (V21, 	V1  ) E ni 
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De plus, 

V2 E  

parce que vl < v,?, pour tout 1 < i < n2. Étant donné que les ensembles d'actions de 

et 	„(T2) sont disjoints, on peut déduire que la concaténation (en ordre croissant 

des valeurs vi) de 	et v2, noté 751, est une solution de F(T'). Or, Ti a n — 1 actions 

(Proposition 6.1). Donc, selon l'hypothèse d'induction sur le nombre d'actions de T, 

on conclut qu'il existe une trace fi', telle que 

T` t 

et telle que les temps d'occurrence des actions des u correspondent aux valeurs tem-

porelles de ff. Finalement, ceci implique que 

al(vi).12 
T -4 t , 

ce qu'il fallait prouver. 	 • 

12.5.3 Preuve du lemme 10.7 

On va prouver que pour tout m> 2 et tous a1 ,. , am E A 

i=m-1 
ai (tai ) • • • am(tan ) — 	A ti < ti+1 	a2,  

i=1 

La preuve sera faite par induction sur m. Comme base d'induction on va prouver que 

a1.a2 	(tai ( ta2 ) : 	a2). 

Le pas d'induction consiste à prouver que si la proposition est vraie pour m = k-1, 

où k > 2, alors elle est vrai aussi pour m = k. Soit 7-Lk C Go x Go la relation suivante: 

i=k-1 
R-k = 	( al .a2 	ak , A ta, < tai+i :(ai,a2, •-• ,ak) 
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Nous allons prouver que Rk est une bisimulation ACTC. Étant données les actions 

a(1), 	, a(k) nous introduisons les notations suivantes pour j = 1, 2: 

-= avai±i • • ak• t 
i=k-1 

03 	A ta, < tao-1 
i=i 

Pi 	=II( a „ 	, _a i+1 , . . . , ak ) 

Si 	0i : Pi . 

Les seules transitions que Ti  peut effectuer sont Ti 	T' où T' = i,(T 2 ), pour 

tout v > vo. Similairement, les seules transitions possibles pour S1  sont S1al.S.j)  St, 

où v > Vo  et 

= 0?i 	: 11(,(a2), 	, 

Selon la distributivité de 	par rapport à 11 (Proposition 12.4.2.3) et étant donnée 

que 	est une congruence par rapport à l'opérateur O (Théorème 8.10), 

: 

Or, 

01 	= 02  A ta2  > ‘1, vital  

= 02  A tai  > V. 
i=2 

Alors, 

S' 
	

02  : A tai  > V 
i=2 

Cons5,th.9.6 02  

Dec3.th.9.6 	(92 : P2 ) 

(S2). 

Selon l'hypothèse d'induction, R2 	S2. Donc, puisque 	est une congruence par 

rapport à 

T' =  
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Donc, (T, S) e c 

12.5.4 Preuve du lemme 10.10 

Rappelons l'énoncé du lemme: 

Soit ROp(o, H, [m, 	T) un terme réactif de £0 , où ROp E {Max, Min}, o E 0, 

T E £0, et [m,114] est l'intervalle réactif de ROp. Alors, 

	

ROp(o, H, [m, 114],T) 	E e(a,R0p) T, 
aEH 

où nous notons par 0(a,Rop) la contrainte temporelle suivante: 

0(a,Max) clef  A ta  > tb A 77/ 	to  — ta  < 
bEH 

(9(a,Min) 	A ta < tb A m < to — ta < M. 
bEH 

Preuve: Considérons juste le cas où ROp = Min. Le cas ROp = Max est analogue. 

Nous prouverons que 

	

Min(o, H,[m,M,T) 	E o(a,„,,,„)  : T, 
aEH 

pour tout terme réactif Min(o, H,[m,M,T) E ,Cro. Pour ce faire nous appliquons le 

théroème 4.8, selon lequel 

Min(o, H, [m, M], T) 	E 0(a,min) : T <=> 
aEH 

	

{Min(o, H, [m, 	T)} 	{ E o(a,m,„)  : T} 
aCH 

Soit R. C 2£ x 2 la relation suivante: 

	

R. ={({T},{S}) 1 T 
	

Min(o, H , [m, 	To) 

	

{S} 
	{ E 0(a,T) T0}, T0 C £01 U 2'2  

aEH 

Nous montrerons que R. est une bisimulation forte, donc que 

{Min(o, H, [m, 	T)} 	{ E 0(a,min) : T}, 
aEH 
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pour tout Min(o, H, [m, 	T) e L. 

Selon le raisonnement présenté dans la section 8.2, il suffit de considérer les paires 

({T}, {S}) E R. telles que 

	

T = Min(o, H, [m, M],n), S = E 	: T0  
cte H 

et de prouver que 

1. pour toute transition {T} a°4°)  T il existe une transition {S} a())(1)  S telle que 

(T, S) G R.; 

( 	 ( 
2. pour toute transition {S} ao vo ) 	 ao vo) 

—› S il existe une transition ITI —›y telle que 

(T, S) E R.. 

Prouvons l'implication 1 d'abord. 

La relation de transition --> est fermée dans Go  (proposition 7.1). Donc, puisque 

T E .e0, tout terme accessible à partir de T est un terme feuille. Selon le théorème 

6.4, ACTCo est déterministe. Donc, pour tout terme T e L0 et toute action ao (vo ) E 

exec(T) il existe un terme unique T tel que 

ao  (vo ) 	, T —› T 

Donc, dans les système à transitions par parties associé à T, ceci implique que tous les 

sous-ensembles de termes accessibles à partir de {T} contiennent une unique terme 

T' E £0. Donc, pour toute trace µ on a que 

T 	<=> 	{T}. 

Puisque T est réactif, selon le théorème 7.14, aucune trace de T ne mène vers un 

blocage et il existe au moins une trace 

bt = ao  (vo).ai  (vi) . . . 	(v7,) E r(T) 

telle que {ao, ..• , an} = Act(p) = Act(T). Il existe alors une séquence de transitions 

ao  (vo ) 	ai (vi ) 	ar,(an) T 	 • • •Tn-1 	t • 
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Selon la sémantique opérationnelle des opérateurs Min on a que 

T(T) C T(To), 

parce que T et, par conséquent To  aussi, sont réactifs. De plus, puisque Act(T) = 

Act(T0), on déduit que 

E r(To) et To  ac4j°  Tf 	 an4n)  t . 

Soit a3  G H la première action source de la trace iL  et notons les sous-traces de il, 

qui précèdent, respectivement suivent, l'action a3  par po  et pi , respectivement: 

it = /10.a.7(vj)./ti 

Donc, 

T P4 Ti_i aj4i)  

Notons par 

'te = (v3+1, 	, Vn). 

Alors, selon la proposition 10.4, 

ri 

Sol( A tai  = vi) 

r(m < ta  — ( m : Ti) 
def F(T) n soi(m < ta  — vi  < M). 

Mais, selon la même proposition, 

i=3  
F(T) C F(T0 ) n soi( A tai  =v) 

i=0 
def. ri 

F(T0 ) n soi( A tao < tai). 

Donc, 

E r(To) n soi(m < ta  — vi  < M) =F(S). 



CHAPITRE 12. ANNEXE 	 311 

De plus i est une validation pour le prédicat First(a0 (v0), 	: T0). Donc, il existe 

une transition du sous-terme de S 

aa(val 0(0,i,T) : 	---> s . 

Selon la sémantique de l'opérateur ±, S aussi peut effectuer la transition 

ao(vo ) S --> S 

et, par conséquent, une transition 

{s} ci°4°) s 

avec S G S. Pour prouver la propriété 1, alors, il reste à montrer que T = {T} et S 

sont tels que (T, S) G 7?-. 

Notons par H0  C H le sous-ensemble d'actions sources a E H telles que la con-

trainte 0( a,T) ne contredit pas l'exécution de a0 : 

H0  = 	G H First(a0 (v0), 0(a,T) To)}. 

ao(vo) Alors la transition {S} --> S, est telle que 

S = {0(a,T),(voitao ) 	a E Hol. 

Il y a trois situations à considérer: 

1. j = 0 ( donc a0  G H) et t 

2. j > 0 (donc a0  « H) et Ì T', et 

3. Ì= T. 

Dans le premier cas 

= Min(o, H,[m,111],p1 ). 

Par conséquent, nous devons prouver que 

S 	E O(a ,r)  : T. 
aEH 
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Or, 

0(a,T),(a0/ta0) = 0(a,r) A vo < ta. 

Donc, 

S = {0( a ,p) A vo  < ta  : 	laeHo} 

Selon la proposition 10.9, 

S 	E (0(a,r)  A vo < ta  : Tn. 
aeHo 

Étant donné que a(T1) = vo  on a que vo  < ta  : T1 	T1. Donc, parce que 	est 

une congruence par rapport aux opérateurs O et E (théorème 8.10), 

E (o(a,,,)  A vo < ta 	E (0(a,r )  : 4). 
aElla 	 aElio 

Mais, par définition, 	C n•-' et 	est transitive. Donc, 

S 	E (0(a,r )  Tn. 
aEH0 

Pour montrer que 

s 	E (e(a,r)  : T1) 
aEH 

il reste alors à prouver que tous les sous-termes 

[Source(r) = :111 avec a E H \ Ho  

sont non-viables, c'est à dire qu'ils exécutent l'action de blocage «vo). Or, pour toute 

a' E H \ Ho  le prédicat First(ao (v0), 0( „,,T)  : To ) est faux. Donc, par définition, 

(r(o(a,,,)  : To) n 	 tao  < tb)vo/tao ) 

= S01(0(a,,T),(voitao )) n r(T)vo/tao  n  sol(,AbEAct(T) V0-5- tb) 

So1(0(a,,r)) n F(T)voitac, n S01(AbEAct(T) v0 	tb) 

=O. 
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Mais F(T) = F(To), Act(T) = Act(To) et selon le lemme 10.2, 

F(T) n Sol(tac, = vo) c Sol(r(To))• 

De plus, puisque c(T) = vo  (proposition 7.3) 

F(T)_—F(T)n soi( A Vo < tb). 
beAct(T) 

Donc, 

S01(0 (cci ,r) A vo < tai : /I) 

r(0(a,,,r)) n F(T) n Sol(AbEAct(To) vo 5_ tb)) 

C r(19(a,,r)) n r(T) 0  n sen ,beAct(To) VO 	tb)) 

=O. 

Nous pouvons, donc, conclure que (T, S) G R. Nous avons fini la preuve du cas (1). 

Les cas (2) et (3) sont triviaux: dans le cas (2) on a que 

T = S = {m < to  — vo  < /V/ : 

Donc, (T, S) E c 7. 

Dans le cas (3), puisque r = t , alors 

Nous avons maintenant fini la preuve de la propriété 1. La preuve de la propriété 

2 est similaire. Nous concluons que (T, S) E R. c 	, ce qui conclut la preuve de la 

proposition. 	 à 
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