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SOMMAIRE

Ce mémoire est constitué de résultats originaux tirés de [6, 5| (deux ma-
nuscrits soumis pour publication au cours de la derniére année) et de résultats
connus nécessaires & leur compréhension ou intimement reliés & ceux-ci.

Le lecteur pourra trouver au chapitre 1 les définitions des concepts de base
utilisés par la suite ainsi que la notation adoptée. Les notions particuliéres au
sujet sont définies dans les chapitres subséquents.

Le second chapitre couvre le contenu de [25, 26, 27| (Mader et Watkins),
dans lesquels est décrite la structure des graphes sommet-transitifs hypoconnexes.
On y introduit de ce fait des outils (atomes, fragments, etc.) et techniques de
preuves que 1’on utilisera & maintes reprises par la suite.

Le matériel original présenté au chapitre 3 provient de [6]. On donne notam-
ment une caractérisation des graphes de Cayley hypoconnexes et une description
des groupes sur lesquels on peut définir de tels graphes. On y présente aussi
une preuve originale, courte et relativement simple d’un résultat concernant la
connectivité des graphes de Cayley hiérarchiques pour lequel on ne trouve dans
la littérature que des preuves inductives plutdt lourdes [2, 12].

Au chapitre 4, on étudie, dans un premier temps, la structure des graphes
sommet-transitifs X ayant un séparateur minimum S tel que X — S ait plus de
deux composantes (X — .S a toujours au moins deux composantes). On y montre,
entre autres, que ces graphes ont une structure trés semblable & celle des graphes
sommet-transitifs hypoconnexes, et ’on donne une borne inférieure étonnament
grande pour la cardinalité d'une composante de X — S dont la cardinalité n’est
pas minimale. Tous les résultats de la section 4.1 sont originaux et proviennent
de [5]. On verra, & la section 4.2, une application des résultats de la section
précédente & I’étude des graphes de Cayley dits vospériens et superconnexes. On



v

trace ensuite une esquisse du probléme de la classification des graphes sommet-
transitifs en fonction de certaines propriétés de connectivité, sujet & propos duquel
’état des connaissances ne semble pas avoir progressé depuis Jung [15, 14]. Il
est & noter que nous ne rendons pas justice a I’envergure des travaux de Jung, en
ne présentant que quelques résultats pouvant s’exprimer sans I'usage de la lourde

«machinerie» qui semble nécessaire au traitement de ce sujet.
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INTRODUCTION

Les graphes dont l'action du groupe d’automorphismes sur leur ensemble de
sommets est transitive sont dits sommet-transitifs. Cette propriété leur confére
une grande symétrie et nous permet d’utiliser des techniques algébriques pour les
étudier.

La connectivité d’un graphe est, essentiellement, le nombre minimum de som-
mets qu’il faut lui enlever pour le rendre non connexe.

En 1970 parraissent deux articles majeurs aux contenus trés semblables; Ma-
der [26] et Watkins [27] y décrivent en détail la structure des graphes sommet-
transitifs hypoconnexes (c.-a-d. dont la connectivité est strictement inférieure
au degré de régularité). Les techniques de preuves mises & l'oeuvre dans ces
articles sont radicalement différentes de celles habituellement utilisées, ot 'on
dénombre et étudie le comportement de nombreux chemins (on n’a qu’a penser
aux multiples versions du théoréme de Menger). Watkins et Mader analysent plu-
tot certains sous-ensembles de sommets (fragments, atomes) dont les voisinages
sont des séparateurs minimums. Halin avait déja adopté une facon de faire trés
similaire [8].

Jung, dans deux textes denses et techniques [15, 14], s’engage ensuite dans
une investigation détaillée des fragments et séparateurs minimums de plusieurs
familles de graphes, dont les graphes sommet-transitifs. Il vient prés d’établir
ce qu’on pourrait qualifier de classification compléte (avec caractérisation) des
graphes sommet-transitifs en regard de leurs propriétés de connectivité. Malheu-
reusement, ses travaux ont trouvé peu d’échos par la suite.

Mader [22, 23, 24], Watkins et Jung [21, 19] ont continué & s’intéresser aux
questions de connectivité, notamment dans les graphes infinis, et ont ponctuel-

lement obtenus des résultats s’appliquant spécifiquement aux graphes sommet-
transitifs [20, 16].



En 1981, Godsil, qui ne s’est pas autrement penché sur le sujet, publie une
note [7] dans laquelle il montre que les graphes de Cayley dont I’ensemble généra-
teur est minimal ont une connectivité maximale, répondant ainsi & une question
que lui avait posée Watkins. Depuis, plusieurs auteurs ont investi le créneau fer-
tile de I’étude de la connectivité de classes particuliéres de graphes de Cayley:
abéliens (Hamidoune [9], Hamidoune, Llad6 et Serra [13]), hiérarchiques (Als-
pach [2], Baumslag [3], Hamidoune, Llad6 et Serra [12, 11]), circulants (Boesch
et Tindell [4]), engendrés par des transpositions (Akers et Krishnamurthy [1]),
etc.



Chapitre 1

DEFINITIONS ET NOTATION

Dans ce qui suit, le terme graphe signifie graphe simple (c.-a-d. sans boucles
ni arétes multiples et non orienté) fini. L’ensemble de sommets et 1’ensemble
d’arétes du graphe X sont respectivement notés V(X) et E(X). L’ordre de X est
le nombre de sommets de X.

Deux sommets u, v de X sont dits adjacents si aréte [u, v] est présente dans
X. Le voisinage de u, noté Nx(u) ou N(u) est 'ensemble des sommets de X
adjacents & u. Le degré de u est le nombre de voisins de u, et sera noté dx(u) ou
d(u). Un graphe dont tous les sommets sont de méme degré d est dit d-régulier
ou régulier de degré d. Le degré de régularité d’un graphe X sera noté dx.

Un wv-chemin (de longueur !) dans X est une suite de sommets différents
Zg, - .. , 2y telle que zy = u, 1 = v, et [T;-1,7;] € B(X), pour ¢ = 1,...,0. Sl
existe un uv-chemin dans X pour toute paire de sommets u,v € V(X), alors X
est connerze. Clairement, un graphe non connexe est une union de sous-graphes
connexes; les sous-graphes connexes maximaux d'un graphe non connexe sont
appelés composantes connezes, ou simplement composantes de celui-ci.

La distance entre deux sommets u,v € V(X), notée dx (u,v) ou d(u, v) est la
longueur d’un uv-chemin de longueur minimum dans X. Le diamétre d’un graphe
connexe X, noté diamX est max{d(u,w) : u,w € V(X)}.

Nous utiliserons fréquemment les graphes suivants.

1. K,, le graphe complet d’ordre n. Chaque sommet de K, est adjacent & tous
les autres.

2. K,, le graphe discret d’ordre n. C’est le complémentaire du graphe complet;
EE) =9.



3. C,, le cycle de longueur n. On peut voir C,, comme étant le graphe dont les
sommets sont les entiers modulo n, et dans lequel le sommet 7 est adjacent
aux sommets ¢ = 1 (mod n).

4. Qn, le n-cube. Les sommets du n-cube sont les mots binaires (constitués de
«0» et de «1») de longueur n, et deux sommets du n-cube sont adjacents
s'ils ne différent qu’en une seule position.

5. K n, le graphe biparti complet. 11 existe une partition de V(Kmn) en deux
ensembles A, B tels que |A| = m, |B| = n, qu’'aucune aréte ne joint deux
sommets de A ni deux sommets de B, et que chaque sommet de A est

adjacent a chaque sommet de B.

Ke Ks Cs Q3 K34
Fic. 1.0.1.

Etant donné un sous-ensemble S de sommets de X, le graphe X — S est le
sous-graphe induit par V(X)\ S. Si X — S est non connexe, on dit que S est un
séparateur de X.

Si un sommet u n’est pas adjacent & tous les autres sommets de X, son
voisinage est clairement un séparateur de X. Ainsi, les graphes complets sont les
seuls & ne pas avoir de séparateurs.

Un séparateur de cardinalité minimum est un séparateur minimum. Si X
n’est pas un graphe complet, sa connectivité, notée kx ou simplement x, est la
cardinalité d’'un séparateur minimum de X. La connectivité du graphe complet
d’ordre n est, par définition, n — 1.

On définit, pour tout sous-ensemble A C V' (X),

Nx[A] = N[A] := {v € V(X) s u € A et [u,v] € E(X)}
Nx(A) = N(4) := N[A]\A



Les ensembles de sommets N[A] et N(A) sont appelés, respectivement, voi-
sinage et voisinage ouvert de A.

Soient X et Y deux graphes. Un isomorphisme ¢ entre X et ¥ est une
bijection entre V(X) et V(YY) telle que [¢(u), p(v)] € E(Y) si et seulement si
[u,v] € E(X). S'il existe un isomorphisme entre X et Y, ils sont dits isomorphes
et 'on note X =Y.

Un isomorphisme de X vers lui-méme est un automorphisme de X. L’en-
semble des automorphismes de X, muni de la composition, forme un groupe
noté Aut(X). Si Aut(X) agit transitivement sur V(X), alors X est dit sommet-
transitif. Un graphe sommet-transitif est nécessairement régulier.

Si Aut(X) agit transitivement sur E(X) (c.-a-d. si pour toute paire d’arétes
[u,v], [z,y] de X, il existe un automorphisme ¢ tel que p(u) = z et p(v) = y ou
encore p(u) =y et w(v) = z), alors X est dit aréte-transitif.

Si X est aréte-transitif et que pour toute aréte [u,v] de X, il existe un auto-
morphisme ¢ tel que p(u) = v, alors X est dit arc-transitif.

Le line-graph L(X) d’un graphe X est le graphe dont ’ensemble de sommets
est E(X) et dans lequel les sommets [u,v] et [z,y] sont adjacents si, en tant
qu'arétes de X, elles sont adjacentes (c.-a-d. si [u, v] # [z, y] et {u,v}N{z, y} # 0).



Chapitre 2

GRAPHES SOMMET-TRANSITIFS
HYPOCONNEXES

Soit X un graphe connexe quelconque. Le voisinage d’un sommet de X est un
séparateur de X, & moins que ce sommet ne soit adjacent & tous les autres. 5i X
n’est pas un graphe complet, sa connectivité xx est donc bornée supérieurement
par dx, son degré minimum. Comme la connectivité du graphe complet K, est

par définition n — 1, I'inégalité
kx < 0x

est vérifiée, quel que soit le graphe connexe X.

Définition 2.0.1. Un graphe connexe X est dit hypoconneze [28] si kx < dx.
Autrement, c.-a-d. si kKx = 0x, on dit que X est mazimalement conneze.

Les graphes sommet-transitifs étant réguliers, le présent chapitre est consa-
cré a 1'étude des graphes sommet-transitifs dont la connectivité est strictement

inférieure au degré de régularité.

2.1. FRAGMENTS ET ATOMES

Un graphe X est maximalement connexe si et seulement si le voisinage d'un
de ses sommets est un séparateur minimum. Autrement dit, X est maximalement
connexe si et seulement si il posséde un séparateur minimum S tel que le graphe

X — S ait un sommet isolé.



De maniére équivalente, X est hypoconnexe si et seulement si

min{|A| : A est une composante de X — S; S est un sép. min. de X} > 2.

Ce constat rend les définitions suivantes naturelles.

Définition 2.1.1. Soit X un graphe connexe et soit S un séparateur minimum
de X. Un ensemble non vide A de sommets de X est appelé fragment relatif & S
si
1. N(4) =S
2. AUN(A) # V(X).
Un atome est un fragment de cardinalité minimum, le minimum étant pris

sur tous les fragments relatifs & tous les séparateurs minimums de X.

Remarque 2.1.2. On déduit aisément de ces définitions que tout graphe non
complet contient au moins un atome et qu’un atome induit un sous-graphe

connexe.

Nous utiliserons trés fréquemment ces termes; aussi méritent-ils d’étre illus-

trés a 'aide de I’exemple suivant.

Exemple 2.1.3. Le graphe X de la figure 2.1.1 est 1-connexe; {u} et {cy} sont
les séparateurs minimums de X. Les ensembles de sommets AUB, AUC, BUC,
A, B et C sont les fragments relatifs & {u}. Parmi ceux-ci, A est le seul atome.

Le graphe X posséde deux autres atomes, {c1,cs} et {cs,ca}.

Convenons de la notation suivante. Pour tout ensemble de sommets A du

graphe X,
A = V(X)\ (N(4) U 4).

Pour chaque fragment D considéré dans I’exemple précédent, D est aussi
un fragment. C’est évidemment une propriété générale des fragments. Le lemme



Fic. 2.1.1.

suivant, dont la preuve est omise, rassemble plusieurs autres faits élémentaires

auxquels nous ferons appel sans mention explicite.

Lemme 2.1.4. Soit X un graphe conneze et soient A, B des ensembles non vides
de sommets de X.
1. Si A#0, alors N(A) est un séparateur de X. En particulier, kx < |[N(A)|;
2. N(ANB) C (ANN(B))U(N(A)NN(B))U (N(4)n B);
3. si A est un fragment, alors A est un fragment et A=A

La table est mise en vue d’obtenir le principal résultat présenté dans ce cha-
pitre, & savoir que les atomes d’un graphe sont disjoints (théoréme 2.1.9). Les trois
lemmes suivants sont, en quelque sorte, concus pour obtenir le théoréme 2.1.9 en
corollaire. Cette présentation, empruntée & Watkins ([29], pp 168-169), est plus
simple que les preuves originales de Mader [26] et de Watkins [27].

Lemme 2.1.5. Soit X un graphe de connectivité s et soient A, A’ deuz fragments
de X relatifs auz séparateurs minimums S et S', respectivement. Si AN A’ # §,
alors [ANS'| > |SNA| et |SNA| > AN S,



A & i A"

S| AnS |SNS'| ANnS’

A SNnA

eS|

A S

Fig. 2.1.2.

DEMONSTRATION. Rappelons d’abord que S = N(A) et §' = N(4’). Comme
B # AcC AN A, 'ensemble de sommets N(A N A') est un séparateur de X, ce
qui implique que |[N(AN A")| > k. Comme

NANA)Cc(AnSYu(SnSHYu(SnA4),
on a (voir la figure 2.1.2)
[ANS' |+ SN S|+ [SNA| > |[N(AnA')]
K
5]
ISNA|+]|SNS'|+|Sn A

Vv

I

Ainsi, |[AN S| > |S N A|. L'autre inégalité vient par symétrie. E

Lemme 2.1.6. Soient A et A’ deuz fragments du graphe X tels que AN A’ # (.
Si |A] < [AY, alors (AN A") est un fragment de X et |[AN S| = |S N A,
ISNA|=[AnY|.

1. Dans la proposition D2 de [28], 'équivalent de notre lemme 2.1.6, on utilise une inégalité
stricte (réitérée en D9); c’est une erreur. Le corollaire D6 (notre lemme 2.1.7) ne peut découler de la
proposition D2 telle que formulée.
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DEMONSTRATION. Posons S = N(A) et ' = N(A’). Posons aussi r = [AN 5|
et t = |SNA|.
Par le lemme 2.1.5,

t<r. (2.1.1)
Nous affirmons que AN A’ (. En effet, si tel n’était pas le cas, on aurait

A

[ANA|+|SNA|+ [AnA|
JANA|+t+0

AN A +r
|ANA|+|AN S|

|4l — AN 4|

|Al,

| VAN

et ceci contredit I’hypothése selon laquelle |4| < [A/].

Comme A et A’ sont des fragments qui s’intersectent, le lemme 2.1.5 s’ap-
plique et I'on conclut que ¢ > r. Comme ¢ < r (2.1.1), on obtient 7 = ¢, c.-a-d.
|AN S| = |5 N A. Symétriquement, |S N 4’| = |A N S’|. De plus,

Kk < IN(ANA)

< |ISNA+|1SNS|+]4ANn S
ISNA|+|SNS|+|SnA|
S|

= K.

L’ensemble de sommets N(A N A’) est donc un séparateur minimum de X et
AN A est un fragment. [
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Lemme 2.1.7. Soit A un atome d’un graphe conneze X et soit B un fragment
quelconque de X. Alors

ANB+#0 = ACB.

DEMONSTRATION. Comme B est un fragment, B en est aussi un. Un atome étant
un fragment de cardinalité minimale, |A| < | B|. Par le lemme précédent, ANB est

donc un fragment, mais AN B ne peut étre autre que A, encore par la minimalité
de |A]. |

Remarque 2.1.8. Ce dernier résultat dit aussi implicitement que pour tout
atome A et tout séparateur minimum S de X,

ANS#0 == ACS.

Le résultat suivant a été démontré indépendemment par Mader [25] et Wat-
kins [27] au début des années 70.

Théoréme 2.1.9. Les atomes d’un graphe sont disjoints.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence immeédiate du lemme 2.1.7. )

Toute simple qu’elle soit, cette condition que satisfont les atomes d’un graphe
a de profondes implications sur la forme trés particuliére qu’ont les graphes
sommet-transitifs hypoconnexes.

2.2. STRUCTURE DES GRAPHES SOMMET-TRANSITIFS HYPOCON-
NEXES

D’une maniére informelle, un graphe sommet-transitif est un graphe dont
aucun sommet n'est différentiable des autres. Comme tout graphe contient au
moins un atome, chague sommet d’un graphe sommet-transitif appartient a un
atome. On a vu que les atomes d’un graphe sont disjoints; ceux d’un graphe
sommet-transitif forment donc une partition de son ensemble de sommets.
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Exemple 2.2.1. Le graphe de la figure 2.2.1 est le plus petit graphe sommet-
transitif hypoconnexe. Les ensembles de sommets entourés sont ses atomes. Le
voisinage de chaque atome est un séparateur minimum, et ceux-ci sont constitués
de deux atomes.

La substance du théoréme suivant et de la proposition 2.2.5 se trouve dans [28,
Lemma 4] et [27, Theorem 2.

Théoréme 2.2.2. Soit X un graphe sommet-transitif. Alors
1. A={ACV(X): A est un atome de X} est une partition de V(X);
2. les sous-graphes induits par les atomes de X sont des graphes sommet-
transitifs isomorphes;
3. Tout séparateur minimum de X (en particulier, le voisinage de chaque

atome de X ) est une union disjointe d’atomes.

DEMONSTRATION. D’abord, si X est maximalement connexe, 1’énoncé devient
trivial, chaque sommet de X étant un atome.

Supposons donc que X est hypoconnexe, et soit A un atome. Soit u € A
et v un sommet quelconque de X. Par la sommet-transitivité de X, il existe un
automorphisme ¢ de X qui envoie u sur v. Comme @(A) est aussi un atome et
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qu’il contient v, chaque sommet de X est contenu dans un atome (le choix de v
étant arbitraire). Ainsi, par le théoréme 2.1.9, A est une partition de V(X). Ceci
démontre aussi que tous les atomes de X sont isomorphes.

Si w est un sommet quelconque dans A, il existe un automorphisme 2 de X
tel que ¢ (u) = w. Comme Y(A)NA # B, on a (A) = A. Ainsi, la restriction de 9
sur A est un automorphisme du sous-graphe induit par A. Le choix des sommets
u,w € A étant arbitraire, le sous graphe induit par A (et par tout autre atome
de X) est sommet-transitif.

Soit S un séparateur minimum X. Par le lemme 2.1.7, chaque atome de X est
soit inclus dans S, soit disjoint de S. Puisque A partitionne V' (X), tout séparateur
minimum de X est une union disjointe d’atomes. |

Le théoréme 2.2.2 ne suffit pas a décrire toute la symétrie inhérente aux
graphes sommet-transitifs hypoconnexes. Comme on peut s’y attendre (et comme
le suggére 'exemple 2.2.1), ’agencement des atomes au sein d’un tel graphe n’est
pas du tout désordonné. Pour bien décrire la situation, il est nécessaire d’utiliser
le concept de graphe quotient.

Définition 2.2.3. Soit X un graphe et P = {A4;,...,Ax} une partition de
V(X). Le quotient X/P de X par P est le graphe ayant P comme ensemble
de sommets et pour lequel [4;, A;] € E(X/P) si et seulement si il existe a; € 4;
et a; € A; (A; # Aj) tels que [a;,a;] est une aréte de X.

On définit ’application

v:V(X) —P

u€e A, — A

que nous appellerons application canonigue de X sur X/P.

Exemple 2.2.4. Le graphe X de la figure 2.2.2 est sommet-transitif et hypocon-
nexe (kx = 9 et dx = 11). Posons A = {A C V(X) : A est un atome de X}.
Les atomes de X sont les huit triangles distingués. Le quotient de X par A, aussi
appelé graphe des atormes de X, est le 3-cube.
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X/A

Fic. 2.2.2.

Le 3-cube est sommet-transitif (tout comme Cy, le cycle de longueur 4, qui
est le graphe des atomes du graphe de Pexemple 2.2.1). Ce n’est pas un hasard.

Proposition 2.2.5. Soit X un graphe sommet-transitif hypoconnere et soit
A={ACV(X): A est un atome de X}. Alors le graphe quotient Y = X/ A est

sommet-transitif, mazimalement conneze et son degré est supérieur ou égal & 2.

DEMONSTRATION. Comme la partition A est préservée sous tout automorphisme
de X, chaque automorphisme ¢ de X induit une permutation ¢’ des sommets
de Y, car ceux-ci sont précisément les atomes de X. On veut montrer que ces ¢’
sont des automorphismes de Y.

Disons que deux atomes A; et A; de X «partagent» des arétes s’il existe une
aréte de X joignant un sommet de A; & un sommet de A;. Clairement, pour tout
automorphisme ¢ € Aut(X), A; et A; partagent des arétes si et seulement si (A4;)
et o(A;) partagent des arétes. Ceci démontre que ¢’ est bien un automorphisme
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de Y, si I'on remarque que les atomes qui partagent des arétes sont exactement
ceux qui, en tant que sommets de Y, sont adjacents.

Pour voir que Y est sommet-transitif, choisissons deux sommets quelconques
A; et A;j de Y ainsi que a; € A; et a; € A;. Par la sommet-transitivité de
X, il existe ¢ € Aut(X) tel que p(a;) = a;. Alors, p(A4;) = Aj, et ¢’ est un
automorphisme de Y qui envoie A; sur A;. Le graphe Y est donc sommet-transitif.

Soit v : V(X) — A l'application canonique de X sur Y et soit a la cardi-
nalité des atomes de X. Clairement, 'image par v d’un séparateur de X est un
séparateur de Y. Conséquemment, ¥ n’est pas un graphe complet et I’on peut
choisir un séparateur minimum 7' de Y. Il n’est pas difficile de voir que v~*(T)
est un séparateur de X. Ainsi,

Ky < IV~1(T)I = (J,ITI

Or, le voisinage Nx(A) d’un atome quelconque A de X est un séparateur
minimum de X et le nombre d’atomes contenus dans Nx(A) est, par construction
de Y, dy. On a donc que

ady = |Nx(A)] = kx < [v7H(T)| = o|T] < ady,

ce qui implique que |T'| = dy, c.-a-d. que ¥ est maximalement connexe.

Il reste & montrer que dy > 2. On a déja vu que Y n’est pas un graphe
complet. Or, si le degré de Y était 1, Y serait isomorphe & K, le graphe complet
sur 2 sommets, car c’est le seul graphe sommet-transitif 1-régulier connexe. M

2.3. QUELQUES CONSEQUENCES

Les graphes sommet-transitifs hypoconnexes ont une structure trés particu-
liére (décrite dans la précédente section); ceci facilite I’étude de certaines de leur
propriétés. Les résultats présentés dans la présente section sont des conséquences
du théoréme 2.2.2 et de la proposition 2.2.5 et se retrouvent dans [27] et [26].

Théoréme 2.3.1. Tout graphe aréte-transitif est mazimalement conneze.

DEMONSTRATION. Nous montrons la contraposée. Soit X un graphe hypocon-
nexe et soit A un atome de X (|A| > 2). Comme un atome induit un sous-graphe
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connexe, on peut choisir une aréte [a;, as] de X joignant deux sommets de A ainsi
qu’une arréte [as, b] joignant le sommet a3 de A au sommet b appartenant & un
atome B différent de A.

Ces deux arétes ne peuvent &tre sur la méme orbite de ’action de Aut(X)
sur E(X). En effet, si un automorphisme ¢ était tel que ¢([a1, az]) = [as, b], alors
Patome ((A) intersecterait les atomes A et B, ce qui est impossible. Le graphe
X n’est donc pas aréte-transitif. |

Théoréme 2.3.2. Soit p un nombre premier et soit X un graphe sommet-transitif

de connectivité p. Alors X est mazimalement conneze.

DEMONSTRATION. Supposons que X est hypoconnexe et soit A un atome de X.
Alors, N(A) est est un séparateur minimum de X et il est constitué d’au moins

deux atomes (théoréme 2.2.2 et proposition 2.2.5). Si k est le nombre d’atomes
dans N(A), on a

p = kx = k|A|

Comme k > 2 et |A| > 2, cette égalité contredit le fait que p est premier. W

Le prochain théoréme fournit une borne inférieure (la meilleure) pour la
connectivité d’un graphe sommet-transitif en fonction de son degré. Pour le dé-
montrer, nous utilisons une opération sur les graphes appelée produit lexicogra-
phique.

Définition 2.3.3. Le produit lexicographique des graphes X et Y, noté X oY,
est le graphe ayant V(X) x V(Y) comme ensemble de sommets et tel que

z1 =128t [y1,712) € E(Y), ou

[(z1,11), (22, ¥2)] E E(X oY) <=
[z1, z0] € B(X).

Le graphe X oY est constitué de | X| copies isomorphes du graphe Y, chacune
étant associée & un certain sommet de X, et tout sommet dans la copie de Y
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associée au sommet u de X est adjacent & tous les sommets des copies de Y
associées aux voisins de u dans X.

Exemple 2.3.4. Le graphe de la figure 2.2.1 est isomorphe & Cy0 K et le graphe
X de la figure 2.2.2 est isomorphe & @3 o Cs, ou Q3 désigne le 3-cube.

Proposition 2.3.5. Si X n’est pas un graphe complet et s1Y n’a pas de sommets
isolés, alors X oY est hypoconneze.

DEMONSTRATION. Soit (z,y) un sommet de X oY Le voisinage de (z,y) est
{z} x N(y) U N(z)x V().

Le degré de (z,v) est donc d(y) + d(z)|Y|. Ainsi, le degré minimum de X oY est
Sxoy = 0y +0x|Y|.

Soit u € V(X) un sommet de degré minimum dx. L’ensemble de sommets
N(u) x V(Y) est un séparateur de X oY, car X n’est pas un graphe complet.
Ainsi,

kxoy < 0x|Y| < Sy +x|Y] = dxov,
c.-a-d. que X oY est hypoconnexe. [ |

Théoréme 2.3.6.
inf{kx/dx : X est un graphe sommet-transitif } = 2

et cette valeur n'est atteinte pour aucun graphe.

DEMONSTRATION. Pour un graphe maximalement connexe X, le rapport xx /dx
vaut 1; considérons donc un graphe X sommet-transitif et hypoconnexe. Soit A
un atome de X et u € A. Soit k le nombre d’atomes dans N(A) (rappelons que
k > 2). Comme le voisinage de u est inclus dans N(A) U A et que u n’est pas
adjacent & lui-méme, |N(u)| <(k + 1)]A[, et

BAL kAl 2
IN(w)| = (k+1)|A] — 3

kx/dx =
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Pour tout m € N, posons X,, := Cj o K,,,. Clairement, xx, = 2m et
dx, = 3m — 1, pour tout m € N. Ainsi,
s Kx.. 2
lim —2 = —
mM—>00 X 3
Ceci compléte la preuve. ]

Corollaire 2.3.7. Tout graphe sommet-transitif de degré 2,3,4 ou 6 est mazima-
lement conneze.

DEMONSTRATION. Soit X un graphe sommet-transitif de connectivité k et de
degré d € {2,3,4,6}. Par les théorémes 2.3.2 et 2.3.6, si X était hypoconnexe, x

serait un nombre composé (c.-4-d. non premier) satisfaisant

2
§d</~c<d.

On vérifie facilement que c’est impossible. |



Chapitre 3

GRAPHES DE CAYLEY HYPOCONNEXES

Les graphes de Cayley constituent la plus importante classe de graphes
sommet-transitifs. De ce fait, tous les résultats donnés précédemment & propos
des graphes sommet-transitifs hypoconnexes s’appliquent aux graphes de Cayley
hypoconnexes. Cependant, on peut tirer avantage du fait qu’un graphe de Cayley
est défini & partir d’'un groupe pour obtenir des résultats plus rafinés concernant
les questions de connectivité relatives a ceux-ci.

Dans un article [7] publié en 1981, Godsil souléve la question de la carac-
térisation des graphes de Cayley hypoconnexes en ces termes: « The problem of
characterizing the Cayley graphs [having maximal connectivity| remains open, in-
teresting and difficult.». Nous donnons une telle caractérisation (théoréme 3.2.2)
a la section 2 du présent chapitre.

Il est démontré, dans D’article susmentionné, que les graphes de Cayley dont
I’ensemble générateur est minimal ont une connectivité maximale. Nous donnons
une preuve originale trés simple de ce résultat (théoréme 3.3.2). Une généralisation
de ce théoréme a été obtenue, en 1992, par Alspach [2] et Hamidoune, Lladé et
Serra [12], indépendamment. Nous en présentons (théoréme 3.3.5) une preuve
originale beaucoup plus simple que les preuves de [2] et [12].

Le matériel original présenté dans ce chapitre (le théoréme 3.2.2, les preuves
des théorémes 3.3.2 et 3.3.5 et la proposition 3.2.4) sont principalement tirés
de [6], dans lequel on traite aussi de problémes concernant les graphes de Cayley

orientés hypoconnexes, sujet que nous n’abordons pas ici.
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3.1. GRAPHES DE CAYLEY

Définition 3.1.1. Soit G un groupe et § = S~ un sous-ensemble de G. Le
graphe de Cayley (noté Cay(G, S)) associé & G et S est le graphe ayant G comme
ensemble de sommets et dont ensemble d’arétes est {[g,gs]: g € G,s € S}.

Remarque 3.1.2. Dans cette définition, ’hypothése S = S~ aurait pu étre
ignorée sans que cela ne pose de problémes majeurs. Si l’on ne demande pas que
I’ensemble S soit fermé sous linversion, alors Cay(G, S) = Cay(G,SUS™'). En
effet, si s~ € S~1\ S, alors les arétes créées par s—* sont du type [g, gs~'], mais
elles sont déja présentes dans le graphe Cay(G, S) car [g,gs™*] = [gs™", g5 "s].
L’usage montre qu'il est souvent plus simple d’utiliser un ensemble S fermé sous
I’inversion, ne serait-ce que parce que dans ce cas, le voisinage d’un sommet g est

simplement gS = {gs: s € S}.

Selon la définition que nous avons adoptée, un graphe de Cayley peut étre
infini, non connexe ou encore avoir des boucles. Comme nous désirons éviter ces
trois cas de figure, des restrictions supplémentaires doivent étre imposées & G et
S.

Clairement, Cay(G, S) est un graphe fini si et seulement si G est un groupe
fini. Aussi, il est aisé de montrer que (S), le sous-groupe de G engendré par S,
induit une composante connexe de Cay(G,S). Si 'on veut que Cay(G, S) soit
connexe, S doit donc engendrer G. L’ensemble S est d’ailleurs habituellement
appelé ensemble générateur du graphe de Cayley Cay(G,S). Finalement, une
boucle étant une aréte du type [g, ], la condition 1 ¢ S est nécessaire et suffisante
pour que Cay(G, S) n’en ait pas.

Ainsi, lorsque nous ferons mention d’un graphe de Cayley Cay(G,S) , il sera
désormais entendu que

- G est un groupe fini;

-1¢Set S=371

- (8)=G.
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Proposition 3.1.3. Soit X =Cay(G, S) et soit A un ensemble non vide de som-
mets de X. Alors
1. X est régulier et dx = |S|;
2. N[A] = AS et N(A) = AS\ A;
3. les translations & gauche par les éléments de G sont des automorphismes de
X
4. X est sommet-transitif.

DEMONSTRATION. 1. Quel que soit le sommet z de X, N(z) = zS; chaque
sommet a donc |S| voisins.

2. N[A] = U,ea N(a) = UpesaS = AS, et N(A) := N[A]\ A = AS\ A.

3. La translation & gauche par un élément g € G est 'application v, : z — gx.
Cette application est évidemment une bijection de V(X) (v, est un automor-
phisme de G). L'image d’une aréte quelconque [z,zs] de X par 7, est l'aréte
[gz, g7s], qui est aussi une aréte de X. Comme X a un nombre fini d’arétes,
7, induit une bijection sur E(X), et v, est un automorphisme de X. En fait,
{7, : g € G} est un sous-groupe de Aut(X) isomorphe a G.

4. Quels que soient les sommets z, y de X, la translation 7,;-1 est un automor-
phisme de X tel que 7,,-1(z) = y. Le graphe X est donc sommet-transitif. W

3.2. UNE CARACTERISATION

Un graphe de Cayley étant entiérement déterminé par la donnée d’un groupe
et d’un sous-ensemble générateur, il est naturel de vouloir traduire ses propriétés
(celles du graphe) en langage algébrique, de maniére & obtenir des conditions
nécessaires et/ou suffisantes sur G et S pour que Cay(G, S) ait certaines propriétés
«graphe-théoritiques».

La caractérisation que nous donnons des graphes de Cayley hypoconnexes
(théoréme 3.2.2) repose sur un résultat de Hamidoune [10] qui dit que les atomes
du graphe Cay(G, S) sont les translatés a gauche d’un sous-groupe non trivial
de G. Le théoréme original concerne les graphes de Cayley orientés; la version
présentée ici en est une spécialisation au cas non orienté. Il est & noter que ce
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résultat est implicite dans la preuve du théoréme 3.1 de [7], qui est antérieur &

I’article de Hamidoune.

Théoréme 3.2.1. Soit X =Cay(G, S) et soit A U'atome de X contenant 1 (I’élé-
ment neutre de G). Alors A est un sous-groupe de G, les atomes de X sont les
translatés & gauche de A, et A= (ANS).

DEMONSTRATION. Si X est maximalement connexe, chacun de ses sommets
constitue un atome. L'atome A est donc {1}. Si 'on admet que (§) = {1}, la
conclusion vient trivialement.

Supposons donc que X est hypoconnexe. Dans ce cas, |A| > 2 et I'on peut
choisir z € A\{1}. La translation a gauche par z étant un automorphisme de
X, lensemble A est un atome. On a vu (théoréme 2.1.9) que les atomes d’un
graphe sont disjoints. Comme z € AN xA, on doit donc avoir A = zA. Le choix
de z € A\ {1} étant arbitraire, on conclut que A est un sous-ensemble de G fermé
sous la multiplication 4 gauche. Comme A est fini, cette condition est suffisante
pour que A soit un sous-groupe de G. Vu que zA est un atome pour tout z € G,
chaque atome de X est un translaté a gauche de A.

Comme (S N A) est 'ensemble des éléments de G' pouvant étre écrits sous
forme d’un mot en les éléments de SNA, Pensemble (SNA) induit une composante
connexe du sous-graphe induit par A. Comme A est un atome, il induit un sous-
graphe connexe, et A= (SN A). ]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.2. Un graphe de Cayley X = Cay(G,S) est hypoconneze si et
seulement si il existe un sous-groupe non trivial A de G tel que ANS #( et

1AS| < |A]+1S] < |GI. (3.2.1)

DEMONSTRATION. Si X est hypoconnexe, on sait, par le théoréme 3.2.1, que
’'atome de X contenant 1 est un sous-groupe non trivial A de G tel que A =
(ANS). Ainsi, ANS # 0, ce qui implique que A C AS. Comme N(A4) = AS\ A4,
on obtient |N(4)| = |AS| — |A|. Le voisinage ouvert de A étant un séparateur
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minimum, sa cardinalité est k, et Kk < dx, car X est hypoconnexe. On a donc
(voir la figure 3.2.1, ot la superficie de la région grise se veut une indication pour
la cardinalité de S)

[AS| - |A] = [N(4)| = k < dx = [S5],

et la premiére inégalité de I’équation 3.2.1 est démontrée. Pour obtenir la seconde

Fi1G. 3.2.1. Représentation schématigue de ['atome A et de son voisinage.

inégalité, considérons G comme étant P'union disjointe de AS et de A (4 =
G \ AS). Comme S est strictement inclus dans AS (car 1 € AS, mais 1 ¢
S), |S| < |AS|. D’autre part, A est un fragment de X; sa cardinalité est donc
inférieurement bornée par |Al, car A est un atome. Ainsi,

[Al+18] < [A]+]AS| = |G|.

Réciproquement, s’il existe un sous-groupe A de G satisfaisant I’énoncé du
théoréme, alors A C AS et A = G\ AS. Par I'inéquation 3.2.1, |G| > |AS],
donc A # (. Ainsi, N(A) est un séparateur de X, ce qui implique que x < -
|IN(A)|. Comme A C AS, on a que [N(A)| = |AS| — |A|. Par I'inéquation 3.2.1,
k < |N(A)| = |AS]| — |A| < |S|. Le graphe X est donc hypoconnexe. |

Il n’est pas dit, dans cette preuve, qu'un sous-groupe A de G satisfaisant les
hypothéses du théoréme est nécessairement un atome de X. Il se peut qu’un autre
sous-groupe de G satisfasse ces conditions. Cette situation survient, par exemple,
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Fic. 3.2.2. Le graphe X = Cay(Zs x Z4,{(0,2), (£1,0), (£1, £1), (£1,2)}).

dans les graphes

Xy = Cay(Zy x Zs, S1),
ot Sy = {(0,41), (0,2), (1,0, (<1, +1), (+£1,2)}
et Xy = Cay(Zy X Zy,Ss),
ot S = {(0,2), (£1,0), (£1,£1), (£1,2)} = 5, \ {(0,£1)}.

Les graphes X; et X, sont isomorphes & Cy o K et Cy o (K + K»), respec-
tivement. Le sous-groupe 4; = {(0,0), (0,£1),(0,2)} est un atome de X; mais
Ay = {(0,0), (0,2)} satisfait aussi les hypothéses du théoréme 3.2.2. Dans X, les
roles de A; et de A, sont inversés; A, et ses translatés sont les atomes de X.

Bien que 1’on dispose de la caractérisation donnée par le théoréme 3.2.2, il
est possible de décrire plus précisément les groupes GG et ensembles générateurs
S tels que Cay(G, S) est hypoconnexe.

Proposition 3.2.3. Soit X = Cay(G, S) et soit A Uatome de X contenant 1.
Alors, AS = SA.

DEMONSTRATION. Si X est maximalement connexe, A = {1} et la conclusion
est triviale. Supposons donc que X est hypoconnexe.



25

Comme AS est une union d’atomes et que les atomes de X sont les translatés a
gauche de A (c.-a-d. qu’ils sont de la forme zA), AS est stable sous multiplication
4 droite par A. Autrement dit, ASA = AS. Ainsi, SA C ASA = AS.

Il reste & montrer que AS C SA. Comme SA est la réunion de tous les atomes
contenant un élément de S, on doit montrer que chaque atome inclus dans AS
contient un élément de S. Soit k le nombre d’atomes dans N(A) = AS\ A.
Comme X est hypoconnexe, |S| > k|4|. Or, S C AS, et |AS| = (k +1)|A|. Par
un raisonnement semblable au principe des tiroirs de Dirichlet, S doit intersecter
tous les sous-ensembles de AS de cardinalité |A| et donc, tous les atomes inclus
dans AS. On en conclut que AS C SA. [ |

En conséquence de cette proposition, si A est ’atome d’un graphe de Cayley
hypoconnexe contenant 1, alors AS est stable sous multiplication & gauche et &
droite par A4, c.-a-d. que AS (et, par conséquent, AS\ A) est une union de doubles
translatés de A.

Proposition 3.2.4. Il existe un graphe de Cayley hypoconneze associé au groupe
G si et seulement si il existe un sous-groupe non-trivial A de G et des doubles
translatés At A,... Aty A (t; € A) de A dont Punion T est fermée sous l'in-
version, engendre G et est telle gque AUT # G.

DEMONSTRATION. Si X = Cay(G, S) est hypoconnexe et que A est ’atome de
X contenant 1, on prend T = AS \ A. On vérifie que 77! = (4A5)™1\ A =
STLAI\A=SA\A=AS\A=T. Vuque A C (T),que SC AUT et que S
engendre GG, T doit nécessairement engendrer GG. Finalement, T étant le voisinage
ouvert de 'atome A, on a que AUT # G.

Réciproqument, si A et T sont tels que décrits, n’'importe quel sous-ensemble
Sde AUT tel que 1 ¢ S =571 et |S| > |T| fera laffaire.

En effet, il est aisé de montrer qu’il existe un translaté tA C AU T tel que
tAN S| > £|Al. Donc, A C (S). L’ensemble S intersecte aussi tous les doubles
translatés At; A formant T; il engendre donc T' et conséquemment, G. On vérifie
aussi que Cay(G, S) est hypoconnexe (|N(A4)| = |T| < |S]). |
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Malgré son apparence, cette condition que doit satisfaire un groupe G pour
garantir 'existence d’un graphe de Cayley hypoconnexe sur G n’est pas du tout
restrictive. L’inverse d’un double translaté AtA d’un groupe A étant At~ 1A, il est
facile de choisir un ensemble de doubles translatés dont l'union 7' sera fermée sous
I’inversion. Il suffit alors d’en choisir suffisamment pour que T engendre G. Si le
seul ensemble T satisfaisant ces conditions (pour tout sous-groupe non trivial A)
est G\ A, ce qui est plutot rare, alors G' ne peut étre le groupe sous-jacent d’un
graphe de Cayley hypoconnexe.

3.3. CONDITIONS DE MINIMALITE SUR S

Dans un contexte général, un ensemble générateur S d’un groupe G est dit mi-
nimal (par rapport & I'inclusion) si aucun sous-ensemble propre de S n’engendre
G, c-a-d. si (S\ {s}) # G, quel que soit s € S. On doit modifier légérement
cette définition pour traduire le concept de minimalité d’un ensemble générateur
S pour un graphe de Cayley, car dans ce cas, S doit étre fermé sous I'inversion.
On dit alors que S est un ensemble générateur minimal si (S \ {s,s7'}) # G,
pour tout s € S.

Proposition 3.3.1. Soit X = Cay(G, S), S étant un ensemble générateur mini-
mal. Les éventuels triangles de X sont engendrés par les éléments d’ordre 3 de S
et ils sont tous aréte-disjoints.

DEMONSTRATION. Supposons que les sommets z,y et z de X soient mutuelle-
ment adjacents. Alors, y = 281, 2 = ysg et z = xs3, pour certains si, S2,83 € S
(voir la figure 3.3.1). Ainsi, 253 = z = ysg = 25159, d’ol1 53 = §153. Comme S est
minimal et que s; # 83 # 89, on doit avoir s3 = 31”1 ou s3 = s;°. En étudiant
I'un ou Pautre de ces cas (et en utilisant la minimalité de S), on conclut que
S3 = 51_1 =38y L

Chaque triangle de X est donc engendré par une paire de générateurs {s, s~'}
d’ordre 3. Evidemment, cela implique qu’ils sont tous aréte-disjoints. i}

Chaque sommet d'un atome A d’un graphe sommet-transitif hypoconnexe
est adjacent & plus des deux tiers des sommets de A et des atomes voisins. Par
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T S3 2
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Yy
Fic. 3.3.1.

contre, les voisins d’un sommet d’un graphe de Cayley dont I’ensemble générateur
est minimal sont, en quelque sorte, trés «dispersés». Ceux-ci ont donc une tres
faible propension 4 ’hypoconnexité. En fait, ils sont tous maximalement connexes,
comme I’a montré Godsil [7]. La preuve donnée ici est sensiblement plus simple

que la preuve originale.

Théoréme 3.3.2. §i S est un ensemble générateur minimal, alors X = Cay(G, S)
est mazimalement conneze.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire et soit A 'atome de X contenant 1.
Soit k > 2 le nombre d’atomes dans N(A) = AS \ A. Comme S C AS et que
|S| > |N(A)| = k|A, la proportion de sommets dans AS qui appartiennent & S
est strictement supérieure a

kAl kA = 2

|AS]| (k+1)4] — 3

Soit z € AN S, c.-a-d. un sommet adjacent & 1 dans A. On a alors

N(1) = ScCAS, |S| > 2|AS| et
N(z) = 2S5 CAS, |zS| > 2|AS|.
Ainsi, |[N(1) N N(z)| > 1|AS|. Comme |A| > 2 et que AS contient au moins

trois atomes, |[N(1) N N(z)| > 2. Il y a donc au moins deux triangles dans X qui
partagent ’aréte [1, z], ce qui contredit la proposition 3.3.1. |

Définition 3.3.3. Soit S = {s1,...,8} C G\ {1} un ensemble générateur or-
donné fermé sous l'inversion, et posons S; = {s1,...,8}. Alors S est dit quasi-
minimal si, pour i =1,...,1—1, (S;) # (Siy1) ou 8; = S5
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Un graphe de Cayley dont ’ensemble générateur est quasi-minimal est dit
hiérarchique.

Evidemment, un ensemble générateur minimal est quasi-minimal, quel que
soit I'ordre qui lui est donné (& condition que chaque élément d’ordre supérieur & 2
précéde ou suive son inverse), mais I’inverse est faux. L’ensemble S = {2,1, -1} C
Z, par exemple, est quasi-minimal mais non minimal. On remarque que {1,2, —1}
n’est pas quasi-minimal.

Bien que cela semble improbable?, il existe des graphes de Cayley hiérar-
chiques hypoconnexes.

Exemple 3.3.4. Soit S = {(Id,2), (0,£1),(7,£1)} C S3 X Z4, ol ¢ et T sont
des transpositions (S, désigne le groupe symétrique sur n éléments). Clairement,
S est quasi-minimal. S n’engendre pas S3 X Z4 mais un sous-groupe H d’ordre
12. Le graphe Cay(H, S) est hypoconnexe, comme le montre la figure 3.3.2.

Le graphe Cay(Z4 x Zs,{(2,0), (£1,1),(£1,0)} est aussi hiérarchique et hy-
poconnexe (il est isomorphe & C4 o K5, le graphe de la figure 2.2.1). Dans ces
deux cas, le premier élément de ’ensemble générateur quasi-minimal est d’ordre
2, tous les autres sont d’ordre 4 et leur carré est le premier élément en question.
Ce type d’ensemble générateur quasi-minimal est d’ailleurs le seul & produire un
graphe de Cayley hypoconnexe; c’est ce que dit le théoréme 3.3.5, un résultat
obtenu indépendemment par Alspach [2] (cas non orienté) et Hamidoune, Lladé
et Serra [12] (cas orienté) en 1992. La preuve que nous en donnons est originale

et considérablement plus simple et plus courte que les preuves données dans [2]
et [12].

Théoréme 3.3.5. Si S = {s1,...,s} est quasi-minimal et que Cay(G,S) est
hypoconneze, alors 2 =1 et s? = sy, pouri = 2,...,1.

2. En fajt, Marc Baumslag [3] a «démontré» que tous les graphes de Cayley hiérar-
chiques finis sont maximalement connexes, oubliant sans doute quelque cas particulier dans I’hypothése
d’induction.
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Fic. 3.3.2.

DEMONSTRATION. Supposons que X = Cay(G, S) est hypoconnexe et soit A
'atome de X contenant 1. Posons S; = {s1,...,8} (S¢ = 0). Pour chaque
s; € S, au moins I'un des cas suivants survient:

L AN(S;) # AN (Si_1);

2. (S;) intersecte un atome inclus dans N(A) et disjoint de (S;_1);

3. 8= 8y

Pour s’en convaincre, supposons qu'il existe un élément s; € S tel qu’aucun

des cas énumérés ne survienne. Si s; € A, alors s; € AN{(S;) = AN(S;—1). Comme
S; # 84—1, cela contredit la quasi-minimalité de S. Si s; ¢ A, alors s; € AS\ A =
N(A). L’atome qui contient s; intersecte (S;_1), car le cas 2 ne survient pas. Les
atomes de X étant des translatés & gauche de A, on a que s; € tA, pour un
certain ¢ € (S;_1), donc, s; = ta pour un certain a € A. Cet élément a appartient
a (S;_1), car le cas 1 ne surviens pas. Par conséquent, s; € (Si_1) et s; 7 s;_1, en
contradiction avec la quasi-minimalité de S.



30

En donnant une borne supérieure pour le nombre d’occurrences de chacun
des cas énumérés plus haut, nous serons en mesure de borner supérieurement |.S|.
D’abord, comme A N (S;) est un sous-groupe de A et que 1 ¢ 5,

2" < |A|,

ol r est le nombre d’éléments s; tels que AN(S;) = AN(S;_1). Ainsi, r < |logs|A] |.
Maintenant, soit k£ le nombre d’atomes dans N(A). Clairement, k est une borne
supérieure pour le nombre d’occurrences du cas 2. Finalement, le cas 3 survient
au plus |S|/2 fois (lorsque chaque élément de S est d’ordre supérieur & 2). Ainsi,

5] < 2 (Lioga| Al | + ).
Comme X est hypoconnexe, |S| > |N(A)| = k|A|. On doit donc avoir
k|A| < 2 (|logs) A | + k). (3.3.1)

Etant donné que k£ > 2 et que |4| > 2, la solution 4 I’équation 3.3.1 est
|A| = 2, sans restriction sur k. Comme |AS| — |4]| < |S] < |AS|, on doit avoir
|S] = |AS| -1, c-a-d. que S = AS\ {1}.

Soit a I’élément d’ordre 2 de A (c.-a-d. que A = {1,a}), et soit s un élément
quelconque de S\ {a}. On remarque que as € AS\ {1} = S.

L’ordre donné sur S induit évidemment un ordre sur {a, s, as}. Nous préten-
dons que les seuls ordres possibles sont {a, s,as} et {a,as, s}, et que s7* = as.

En effet, comme chacun de ces trois éléments est engendré par les deux
autres, le troisiéme doit nécessairement étre I'inverse du second, afin que la quasi-
minimalité de S ne soit pas baffouée. Comme a est d’ordre 2, il est son propre
inverse, et doit apparaitre en premier (parmi a, s et as). Ainsi, s et as sont 'in-
verse 1'un de I’autre et sont consécutifs dans S. De plus, a(s?) = (as)s = 1 = a?,
d'ol 8% =a.

Comme le choix de s € S\ {a} était arbitraire, a doit &tre le premier élément
de l’ensemble ordonné S (c.-a-d. que a = s;1) et s2 = s; pour s = 2,... ,[. B

L’ensemble générateur d’un graphe de Cayley hiérarchique hypoconnexe ne
peut donc pas &tre minimal. Ainsi, le théoréme précédent est bel et bien une
généralisation du théoréme 3.3.2.



Chapitre 4

LIENS ENTRE X ET X — S

Soit S un séparateur minimum d’un graphe sommet-transitif X. Comme
X — S est non connexe, il posséde au moins deux composantes. Que X — S soit
constitué de plus de deux composantes semble alors une condition plutot banale.
Il n’en est rien. On verra, & la premiére section de ce chapitre, les implications
étonnamment profondes qu’elle a sur la structure du graphe X.

A la section suivante, on traite du probléme de la caractérisation des graphes
sommet-transitifs selon leurs propriétés de connectivité. Jung [15, 14] semble étre
le dernier & s'étre intéressé au sujet dans toute sa généralité (et non & certaines
classes de graphes de Cayley) et achéve presque de classifier et de caractériser
chaque classe de graphes sommet-transitifs en fonction de leur type de fragments
et de séparateurs minimums [14]. Nous ne présentons ici que certains de ses
résultats, adaptés pour la plupart, qui ne nécessitent pas I'utilisation de toute la
machinerie qu'il a utilisée pour étudier ces questions.

Tous les résultats de la section 4.1 ainsi que les propositions 4.2.2 et 4.2.4

sont originaux et sont tirés de [5].

4.1. INFLUENCE DU NOMBRE DE COMPOSANTES DE X — S

Soit X un graphe sommet-transitif maximalement connexe et u un sommet
de X. Se peut-il que X — N(u) ait plus d’une composante de taille relativement
grande, deux composantes se partageant & peu prés également presque tous les
sommets de X — N(u), par exemple? Cela semble peu probable, surtout lorsque
I’on remarque que tous les chemins dans X joignant deux sommets de différentes
composantes de X — N(u) passent par N(u); si plusieurs composantes ont une
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grande cardinalité, cela fait de 4 un sommet occupant une position apparemment
«centrale», une propriété qui le rendrait différentiable des autres sommets (et les
sommets d'un graphe sommet-transitif sont indifférentiables).

Théoréme 4.1.1. Soit X un graphe sommet-transitif mazimalement conneze et
soit u € V(X). Alors, au plus une composante de X — N(u) n’est pas un sommet

1s80lé.

DEMONSTRATION. Si X est complet, ’énoncé est trivialement vérifié. Supposons
donc que X n’est pas complet. Dans ce cas, diamX > 2. Etant donné que X
est sommet-transitif, © posséde (au moins) une antipode, c.-a-d. un sommet 3
distance diam X de u. Soit C une composante de X —N(u) de cardinalité maximale
parmi celles qui contiennent une antipode de u, et soit y € V(C) une antipode
de wu.

Fic. 4.1.1. Représentation schématique de X — N(u).

Soit » un sommet d’une composante autre que C' ou {u} (si une telle com-
posante n’existe pas, la conclusion vient trivialement). Comme tout yv-chemin
dans X doit intersecter N(u) (voir la figure 4.1.1), d(y,v) > d(y, u) = diamX, et
la distance entre les sommets y et v dans X est nécessairement diam.X.

Analysons maintenant le graphe X — N(v), qui est évidemment isomorphe &
X — N(u). Le sommet y appartient & une composante C’ de X — N(v) contenant
une antipode de v dans X (nommément, y). Ainsi, |C’| < |C|, par le choix de C.
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Or, il est clair que V(C) C V(C"), ce qui implique que V(C) = V(C"). Ainsi,
N(u) = Nx(V(C)) = Nx(V(C")) = N(v),
et v est un sommet isolé de X — N(u). |

On dit que deux sommets (ou plus) sont des jumeauz s'ils ont le méme voi-

sinage.

Remarque 4.1.2. A la lumiére du théoréme précédent, si X est maximalement
connexe et que X — N(u) a plus de deux composantes, alors X a des jumeaux.
Le principal résultat présenté dans ce chapitre, le théoréme 4.1.7 est une généra-

lisation de ce dernier énoncé.

Dans les preuves du théoréme 4.1.7 et du lemme 4.1.6, on utilisera une ter-

minologie non standard.

Définition 4.1.3. Soit X un graphe connexe et soit S un séparateur minimum

de X. Une composante connexe de X — S sera appelée S-composante, et ce terme

désignera aussi bien la composante elle-méme que son ensemble de sommets.
Une S-composante de cardinalité minimum sera dite petite; autrement, on

dira que la S-composante est grande.

Ainsi, tout fragment relatif au séparateur minimum S est une union de S-
composantes et le voisinage ouvert d’une S-composante est S.

Remarque 4.1.4. Soit A une S-composante d’un graphe X. Alors A est 'union
de toutes les autres S-composantes. Conséquemment, une seule S-composante B
peut étre telle que |B| > |B|. Comme X — S a au moins deux composantes, il
existe sirement une S-composante C telle que |C| < |C|. En particulier, toutes

les petites S-composantes satisfont cette condition.

Exemple 4.1.5. Le graphe illustré 4 la figure 4.1.2 est de connectivité 2 et S en
est un séparateur minimum. Les ensembles de sommets A; et A, sont les petites
S-composantes alors que B et C sont les grandes S-composantes. Il est & noter
que les petites S-composantes ne sont pas nécessairement des atomes; les atomes

de ce graphe sont les sommets de degré deux.
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Fi1c. 4.1.2.

Le lemme suivant étant plutdt technique, il peut étre éclairant, avant d’en
lire la preuve, de ’appliquer au graphe de la figure 4.1.2, qui a été congu a cette
fin.

Dans les preuves qui suivent, 'image par un automorphisme ¢ d’un ensemble

de sommets A sera noté @A, au lieu de p(A), afin d’alléger le texte.

Lemme 4.1.6. Soit S un séparateur minimum d’un graphe quelconque X tel
qu’il y ait plus de deuz S-composantes. Soient A et B deuz S-composantes et
supposons que |A| < |A|.

Si AN B # 0 pour un automorphisme ¢ de X, alors soit que A = ¢B, ou
que toutes les S-composantes sauf B sont incluses dans ¢B et |B| >|B|.

DEMONSTRATION. Si X est non connexe, S = 0 et les S-composantes sont les
composantes de X. L’automorphisme ¢ induit donc une permutation des compo-
santes; nécessairement, A = ¢B.

Supposons donc que X est connexe.

Si A = B, alors |[A| < |A| = |B|, et sinon, A C B; dans les deux cas,
|A| < |B|. Comme ¢ est un automorphisme,

|A| < |eB|.
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Par le lemme 2.1.6 appliqué 3 A et 4 B, AN @B # 0, et
AN @S| = [SNeB, (4.1.1)
[AnpS| = |SNeB|. (4.1.2)

Trois cas se présentent.

Cas1: ANpS #0.
A est constitué des S-composantes différentes de A. Comme ANgB # B, il existe
une S-composante A’ qui intersecte pB. En appliquant le lemme 2.1.6 & A’ et
©B, on obtient [A’' N S| > |S N @B|. En combinant cette inégalité & (4.1.2), on
a que |A' N S| > [AN ©S|. Comme A’ C 4, on conclut que ANeS =A"Neps,
c.-a-d. que A’ est la seule S-composante différente de A qui intersecte ¢S. Comme
le choix de A’ parmi toutes les S-composantes dans A qui intersectent @B était
arbitraire, A’ est aussi la seule S-composante intersectant ¢B. Donc,

(ANpB)U (AN eS) C A,

c.-a-d. que
A\pBC A
¢B. 0 0
| | | AL
pS 0 . £0
¢B 70 >jﬂl

A S A

Fia. 4.1.3.
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Cela signifie que toute S-composante différente de A et A’ est incluse dans
©B. Soit A” Pune d’elles (par hypothése, il existe plus de deux S-composantes).
Un sommet de A” ne peut avoir un voisin dans pB, car A" C @B. Comme
N(A") = S, cela implique que SN @B = §. Par (4.1.1), AN S = §. Comme A
induit un sous-graphe connexe (c’est une S-composante), A ne peut intersecter
@B et B sans intersecter pS. Ainsi, ANpB =0, car AN@B # 0, par hypothése.
Ainsi, A C B, c.-a-d. que toutes les S-composantes sont incluses dans ¢B, a
’exception de A’ (voir la figure 4.1.3). B étant elle-méme une S-composante, on
doit avoir A’ = B, et

|B| = |pB| > [pBN S|+ [A'] > |A"] = |B],
d’ou
|B| > |B].

Cas 2: SN B # .
Cette condition et celle du cas 1 sont symétriques par rapport & A et ¢ B. Comme
I’hypothése |A| < |A] n’a jamais été utilisée dans la preuve du cas 1, on peut re-
prendre celle-ci en inversant les réles de A et @B pour conclure, entre autres, que
|A] > |A], une contradiction. Le cas 2 ne survient donc pas.

Cas 3: ANpS =0 = SN ypB.
En la combinant & (4.1.1) et (4.1.2), cette condition implique que A N @S =
ANeS=8SNeB=8NpB =0, c-ad. que S =9NS5 =5 Ainsi, ¢ stabilise
S et doit donc permuter les S-composantes. Comme AN @B # @, on conclut que
A=¢pB. |

Théoréme 4.1.7. Soit S un séparateur minimum d’un graphe sommet-transitif
X tel qu’il y ait plus de deuz S-composantes, et soit D l'union des ensembles de
sommets des petites S-composantes. Alors

1. les petites S-composantes sont des sous-graphes isomorphes;

2. D ={pD :p € Aut(X)} est une partition de V(X);

3. D est une grande S-composante, & moins que D = {;



37

4. D est soit inclus dans S, soit disjoint de S, quel que soit l'automorphisme
p de X.

Le lecteur est invité & consulter les figures 4.1.4 et 4.1.5, deux exemples de

graphes satisfaisant les hypothéses du théoréme.

DEMONSTRATION. 1. Soient Aj,..., Ay les petites S-composantes. En considé-
rant les A; comme des ensembles de sommets, on a D = (Ji_, 4;. Par la re-
marque 4.1.4, |A;| < |4, pour i = 1,..., k. Ainsi, pour tout automorphisme ¢

tel que A; NpA; # 0, on a que A; = pA; (lemme 4.1.6). L’énoncé 1 vient, par la
sommet-transitivité de X.

2. Soit ¢ un automorphisme de X tel que @D N D # (. Nécessairement,
il existe A; et A; tels que 4; N pA; # 0, et donc, A; = pA; (lemme 4.1.6).
Conséquemment, S = @S, car

S = N(A;) = N(p4;) = ¢N(4;) = ¢S.

Comme ¢ stabilise S, il doit permuter les S-composantes. Cette permuta-
tion doit respecter les cardinalités de celles-ci; ¢ stabilise donc aussi D. On
montre aisément que @D = 1) D pour toute paire d’automorphismes ¢, 9 tels que
@D NyD # (. Comme X est sommet-transitif, D = {¢D : ¢ € Aut(X)} est une
partition de V(X).

3. Supposons que D # 0, c.-a-d. qu’il existe une grande S-composante B C D
(par la définition de D). On doit montrer que B = D. Par la sommet-transitivité
de X, il existe un automorphisme ¢ tel que A; N @B # 0. Si |B| < |B], alors
A; = ¢B (lemme 4.1.6), et B est une petite S-composante, en contradiction
avec le choix de B. Donc, |B| > |B|, et comme il ne peut exister qu’une seule
S-composante satisfaisant cette condition, B = D. L’énoncé 3 est démontré.

4. 8i D = 0, alors V(X) = DU S, et ’énoncé 4 découle de I’énoncé 2.
Supposons que D # @, c.-4-d. que D est une grande S-composante. S'il existe un
automorphisme ¢ tel que pDND # 0, alors DN ™D # () et, par le lemme 4.1.6,
toutes les S-composantes sont incluses dans ¢~'D, exceptée D. Ceci revient a
dire que D C ¢ 'D, ou encore wD C D. Ainsi, pour tout automorphisme ¢, ¢.D
est inclus soit dans D, soit dans D, soit dans S. Ceci termine la preuve. m
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Fic. 4.1.4.

Le théoréme 4.1.1 est un corollaire direct du précédent théoréme (énoncé 1).

Proposition 4.1.8. Soit X un graphe sommet-transitif et soit S un séparateur
minimum tel qu’il y ait plus de deux S-composantes. Soient D et D tels que définis
dans ’énoncé du théoréme 4.1.7. Alors, le graphe Y = X /D est sommet-transitif,
mazimalement conneze et sans jumeaur.

De plus, Y est complet si et seulement si D = {).

DEMONSTRATION. Les arguments utilisés dans la preuve de la proposition 2.2.5
(qui concerne la partition atomique des graphes sommet-transitifs), peuvent &tre
repris ici pour montrer que Y est sommet-transitif et maximalement connexe. Y’
est sans jumeaux par construction. Finalement, le voisinage du sommet D dans
Y est {¢D : 9D C S}. Ainsi, D est adjacent & tous les autres sommets de Y si
et seulement si V(X) = DU S, c.-a-d. si D = @ (voir la figure 4.1.5. Le graphe
quotient, dans ce cas, est Kj). |
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Le théoréme suivant dit, grosso modo, que lorsque X — S a plus de deux
composantes, celles qui sont petites sont trés petites et celle qui est grande (s’il

en existe une) est trés grande.

Théoréme 4.1.9. Soit X un graphe sommet-transitif sur n sommets, de connec-
tivité K, et ayant un séparateur minimum S tel qu’il y ait plus de deuzr S-
composantes. Alors, l'un des deuz cas suivants survient:

1. il existe une seule grande S-composante B et
|B| > n — 3k;

2. toutes les S-composantes ont la méme cardinalité et k > n/2.

DEMONSTRATION. Soit Y le graphe quotient défini dans la proposition précé-
dente. Clairement, x = |S| = dy|D|, ou dy est le degré de Y. Donc, |D| = £/dy.

Par le théoréme 4.1.7, Punique (possible) grande S-composante de X est D.
Si D # 0, alors |D| = |[V(X)|—|S|—|D| = n— & — k/dy. Par la proposition 4.1.8,
Y n’est pas complet, et donc dy > 2. Ainsi,

|D| = n—(dZ—:'l)m > n— ik
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Si D = 0, toutes les S-composantes sont petites, et V(X) = DU S. Par les
énoncés 2 et 4 du théoréme 4.1.7, |S| = k|D|, pour un certain entier positif .
Ainsi, & = |S| > n/2. [

Le résultat suivant est un autre corollaire du théoréme 4.1.7.

Corollaire 4.1.10. Soit X graphe sommet-transitif ayant un séparateur mini-
mum S tel qu’il y ait plus de deuz S-composantes. Alors, |S| n'est pas un nombre
premier, & moins que X soit un graphe biparti complet K,, pour un certain

nombre premier p.

DEMONSTRATION. Soit p un nombre premier et supposons que |S| = p. Soient
D, D et Y = X/D tels que définis précédemment. Comme p = |S| = dy|D|, on
doit avoir dy = 1 ou |D| = 1. Par définition, |D| > 2, d’ott dy = 1. Comme
Y est connexe, Y = K,. Comme D est une union de S-composantes de méme
cardinalité et que |D| = p, les petites S-composantes sont nécessairement des
sommets isolés. Clairement, X = K, , (voir la figure 4.1.6).

Fic. 4.1.6.

4.2. VERS UNE CLASSIFICATION

Les graphes qu'on a étudiés jusqu’ici ont chacun une structure trés parti-
culiére, presqu’artificielle. Le graphe X de la figure 4.2.1 convient mieux & I'idée
qu’on se fait du graphe sommet-transitif «typique», en regard de ses propriétés de
connectivité. Les seuls séparateurs minimums de X sont les voisinages de chacun
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Fic. 4.2.1. X = Cay(Z10, £{1,3}).

de ses sommets, et pour tout sommet u € V(X), le graphe X — N(u) a exac-
tement deux composantes, le minimum possible. L’étude des graphes ayant de
semblables propriétés «désirables» a mené certains auteurs & introduire plusieurs

définitions, chacun y allant des siennes, souvent pour décrire les mémes concepts.

Définition 4.2.1. Soit X un graphe maximalement connexe. Si les seuls sépara-
teurs minimums de X sont les voisinages des sommets de degré minimum, alors X
est dit superconneze [4]. Si X est superconnexe et que X — S a exactement deux
composantes pour tout séparateur minimum S, alors X est dit vospérien [13].

Hamidoune, Lladé et Serra [13, 11] et Hamidoune [9] ont étudié les graphes
de Cayley superconnexes et vospériens. Ils ont obtenu une caractérisation algé-
brique dans le cas particulier des graphes de Cayley dont le groupe sous-jacent
est abélien [13]. Dans ces articles, les graphes superconnexes et les graphes vos-
périens y sont toujours traités séparément, avec un égal souci de lourdeur dans la
notation. Nous encourageons le lecteur & constater lui-méme & quel point il aurait
été utile & ces auteurs de connaitre le fait suivant, une conséquence immédiate
du théoréme 4.1.1.

Proposition 4.2.2. Soit X un graphe sommet-transitif superconneze. Alors X
est vospérien si et seulement si X est sans jumeauz ou isomorphe ¢ Kop \ Mo,

00 My, est un couplage parfait3.

3. M3, est un sous-graphe 1-régulier contenant tous les sommets de Kan.
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DEMONSTRATION. Suffisance. Si X est superconnexe, ses séparateurs minimums
sont {N(u):u € V(X)}. Si X — N(u) a plus de deux composantes, alors X a des
jumeaux, par la remarque 4.1.2. Ainsi, X est vospérien s’il n’a pas de jumeaux.

D’autre part, si X & Ky, \ Ma,, alors un sommet quelconque u de X est
adjacent & tous les autres sommets sauf un. Ainsi, X — N(u) a forcément deux
composantes; deux sommets isolés, en fait. X est donc vospérien.

Nécessité. Il faut montrer que les seuls graphes sommet-transitifs vospériens
ayant des jumeaux sont du type Ko, \ Ma,. Si u et v sont jumeaux dans X,
alors {u} et {v} sont clairement des composantes de X — N(u). Donc, si X est
vospérien, X — N(u) est uniquement constitué des sommets isolés u et v, ce qui
implique que dx = d(u) = |V (X)|— 2. On vérifie facilement que les seuls graphes
connexes satisfaisant cette condition sont Ko, \ Ma,, n € N. |

La famille de graphes Ko, \ My, est trés restreinte et inintéressante; on peut
essentiellement considérer les graphes sommet-transitifs vospériens comme étant
les graphes sommet-transitifs superconnexes sans jumeaux, et ainsi attaquer de
front le probléme de leur caractérisation. En effet, la question des jumeaux est
facilement balayée sous le tapis par la proposition suivante, qui nous permet
de restreindre notre attention aux graphes sans jumeaux, pour presque tous les
problémes concernant la connectivité des graphes sommet-transitifs.

Proposition 4.2.3. Soit X un graphe sommet-transitif avec jumeauz. Alors, il
eziste un graphe sommet-transitif X,eq sans jumeaus tel que X = X, qq o K}, pour
un certain k, ot Ky est le graphe discret sur k sommets. De plus, dx = kdx_,,,
et les séparateurs minimums de X sont en bijection avec ceuz de

Kx = k’l‘ﬁxred,

Xred par Uapplication canonique v : X — X,eq.

DEMONSTRATION. Soit u € V(X)) et soit k le nombre de jumeaux de u, incluant
lui-méme. Par hypothése, & > 2. Soit J la relation sur V(X)) définie par

uJv  siet seulement si  N(u) = N(v).

Clairement, J est une relation d’équivalence dont les classes sont préservées
sous tout automorphisme de X. Aussi, chacune est de cardinalité k et induit un
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sous-graphe de X isomorphe & K. Si A est la partition induite par les classes
d’équivalence de J, alors X,.s : = X/A est clairement sommet-transitif, sans
jumeaux, et X & X, .4 0 K. Les autres énoncés sont facilement vérifiables. W

On montre, & la figure 4.2.2, un graphe sommet-transitif X et son graphe

réduit X4 (dans ce cas-ci, le graphe de Petersen).

X X red

Fia. 4.2.2.

Corollaire 4.2.4. Soit X un graphe sommet-transitif. Alors, X est superconneze

s et seulement st X,eq est vospérien.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de la proposition 4.2.2. |

Deux voies s’offrent & qui entreprend de caractériser les graphes sommet-
transitifs superconnexes: I’étude des graphes superconnexes et celles des graphes
non superconnexes. Le choix du chercheur avisé s’aréte habituellement sur le
probléme qui lui offre le plus de «poigne». C’est ce qu’a fait Jung [15, 14] en
étudiant les graphes non superconnexes. Ceux-ci ont, par définition, des sépara-

teurs minimums autres que les voisinages des sommets. Les fragments relatifs a
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ces séparateurs ont nécessairement une structure plus riche que celle des sommets

isolés.

Définition 4.2.5. Soit X un graphe connexe. Un sous-ensemble A C V(X)) est
un k-fragment [15] si |A| > k, |A| > k, et si N(A) est un séparateur minimum
de X. Ainsi, un 1-fragment est tout simplement un fragment.

Un k-atome est un k-fragment de cardinalité minimum.

Remarque 4.2.6. Les k-atomes les plus intéressants sont les 2-atomes car ce
sont essentiellement les plus petits fragments de cardinalité plus grande que 1.
Ils sont aussi appelés superatomes [9]. Il est & noter que la cardinalité d’un 2-
atome peut étre supérieure a 2 (voir le graphe X de la figure 4.2.3. Ce graphe est

6-régulier, maximalement connexe, et ses 2-atomes ont cardinalité 3).

Fic. 4.2.3.

On connait les graphes sommet-transitifs hypoconnexes et on peut les quo-
tienter de maniére 4 ce que le graphe quotient soit maximalement connexe et
conserve une grande partie de la structure du graphe original (théoréme 2.2.2 et
proposition 2.2.5). De méme, on sait comment traduire tout résultat concernant
la connectivité des graphes sans jumeaux en résultats s’appliquant tout aussi bien
aux graphes avec jumeaux.
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Ainsi, la famille F de graphes & laquelle on s’intéresse est celle des graphes
sommet-transitifs maximalement connexes, non superconnexes et sans jumeaux.
Les graphes de la famille F ont nécessairement des 2-atomes.

On peut vérifier que le graphe Y de la figure 4.2.3 appartient & la famille F.

Les 2-atomes de ce graphe sont les paires de sommets entourés de pointillés.
On ne peut s’empécher de remarquer la ressemblance entre ce graphe et celui de
la figure 2.2.1, qui est, lui, hypoconnexe. Ce n’est pas surprenant, car les 2-atomes
de ce graphe forment une partition de son ensemble de sommets. En fait, ce sera
le cas dés qu'un sommet (et, par sommet-transitivité, dés que chaque sommet)
n’appartient qu’a un seul 2-atome. On ne dispose pas de caractérisation de ce
type de graphes, bien que Jung [14] ait décrit plusieurs de leurs propriétés dont
nous ne parlerons pas ici.

Soit X un graphe sommet-transitif. Notons A¢(X) le nombre de k-atomes
auxquels un sommet quelconque de X appartient (ce nombre ne dépend pas
du sommet, par sommet-transitivité). Le résultat suivant est une conséquence
immédiate de [15, Satz 4]. Le résultat original est beaucoup plus général. La

preuve est omise.

Théoréme 4.2.7. Soit X un graphe de la famille F tel que Ao(X) > 2. Si la
cardinalité des 2-atomes de X est supérieure 4 2, alors \o(X) = 2 et |A] = [4]

pour tout 2-atome A de X.

Autrement dit, dés que les 2-atomes d’un graphe X de la famille F ne sont
pas des arétes, chaque sommet est contenu dans deux 2-atomes au plus, ce qui est
trés soulageant. De plus, comme X est maximalement connexe, N (A) = kx =dx
pour tout 2-atome A. Comme |A| = |A], on a que |V(X)| = 2|A| + dx, c.-a-d.
que les 2-atomes de X sont obligatoirement de cardinalité z(|V(X) — dx).

Exemple 4.2.8. Le line-graph du cube, L(Qs), est I'unique exemple donné dans
la littérature de graphe sommet-transitif maximalement connexe dont les 2-atomes
s’intersectent et sont de cardinalité strictement supérieure & 2 . Les six cyles de

longueur 4 de L(Q)3) sont ses 2-atomes.
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Fic. 4.2.4. L(Q3)

Le seul autre exemple que nous avons trouvé est le line-graph de 'octaédre.
Ses 2-atomes sont les triangles créés par les faces de l'octaédre.

Les seuls graphes X de la famille F pour lesquels A2(X) > 2 ont donc des
2-atomes de cardinalité 2, c.-a-d. que ce sont des arétes. Le théoréme suivant est
une adaptation de [15, Satz 5.

Théoréme 4.2.9. Soit X € F et supposons que les 2-atomes de X soient de
cardinalité 2. Soit Y le graphe ayant V(X) comme ensemble de sommets et dont
les arétes sont celles joignant deux sommets d’un méme 2-atome dans X. Alors
Y est soit une union disjointe de cycles (possiblement un seul) ou de graphes
complets.

En particulier, si chaque aréte de X est un 2-atome, alors X =Y et X est

un cycle.

Outre les cycles de longueur n > 6, on trouve, parmi les graphes de la
famille F ayant des 2-atomes de cardinalité 2, les graphes de Cayley
Cay(Zy,+{1,... ,k}), k < % — 1, dont les 2-atomes sont les arétes du cycle
induit par le générateur 1 (voir la figure 4.2.5).
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Fia. 4.2.5. Cay(Z12,£{1,2,3})

11 existe une autre classe de graphes dans F ayant des 2-atomes de cardinalité
2. Pour les décrire, I’opération sur les graphes suivante est nécessaire.

Définition 4.2.10. Soit X un graphe. Le graphe T(X) (la troncature de X) est
le graphe dont les sommets sont les couples (u,e) ot u est un sommet de X
incident & I’aréte e, et pour lequel (u,e) et (v, e’) sont adjacents si et seulement
siu=u oue=c¢€ ((u,e)# (u,€)).

Lorsque le graphe X est est d-régulier, chaque sommet de X crée un sous-
graphe complet K; dans T'(X), et ceux-ci échangent une seule aréte s’ils corres-
pondent & deux sommets adjacents dans X. On peut vérifier que X doit étre
arc-transitif pour que 7'(X) soit sommet-transitif.

Le graphe T'(Q3), est illustré & la figure 4.2.6. Les arétes formant les triangles
de ce graphe sont ses 2-atomes. Ce sera aussi le cas pour tout graphe T(X), ou
X est arc-transitif.

Dans [15, 14], Jung utilise plusieurs graphes auxiliaires (graphes d’intersec-
tion des 2-atomes, graphes induits par les 2-atomes de cardinalité 2, etc.) pour
étudier les graphes de la famille F, entre autres. Nous présentons ici le résultat le
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F1G. 4.2.6.

plus accessible [15, Satz 8| qu’on puisse y trouver, une caractérisation des graphes
de la famille F sans Ky, une classe relativement imposante de graphes.

Théoréme 4.2.11. Soit X € F. Si aucun sous-graphe de X n’est isomorphe a
K, alors X est isomorphe & l'un des graphes suivant:

L Cuyn > 6;

2. Cay(Zy,+{1,2}), n > 8, (antiprismes);

3. L(Q3), le line-graph du cube;

4. T(X), ot X est arc-transitif et de degré 3.

Corollaire 4.2.12. Soit X € F. Si X n’a pas de triangles, alors X est un cycle.
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