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Sommaire

L'étude des phénomeénes critiques en deux dimensions a connu un souffle nouveau
lorsque la théorie des champs conformes est apparue. L’identification entre ces théories
et certains modeles statistiques n'est pas encore rigoureusement prouvée mais des
résultats surprenants ont été obtenus a 1’aide de ces théories. Un de ces résultats est
la formule de Cardy pour la probabilité de traversée pour la percolation.

Dans ce mémoire, nous proposons une prédiction théorique des probabilités de
traversée sur des rectangles pour le modele d’Ising en deux dimensions qui est définie
par

1
T = E Z e—,BE{conf.}

conf.

olt 3..¢ est la somme sur toutes les configurations qui contiennent une traversée sur
les spins positifs.

Nous nous inspirons du raisonnement de Cardy et déduisons une équation diffé-
rentielle que satisfait la probabilité de traversée 7. Nous avons fait des simulations
sur ordinateur pour calculer ces différentes probabilités avec une grande précision.
Ces calculs reposent sur I’hypothése d’un comportement en loi de puissance pour
7, obtenu sur des réseaux de taille finie. Nous concluons, dans la limite de cette
hypothese et des erreurs statistiques, que I'équation différentielle contient une solution
qui correspond aux probabilités de traversées horizontale et verticale (7, et m,) mais
ne contient pas de solution qui s’approche de la probabilité d’avoir simultanément
une traversée horizontale et verticale (7).

MOTS CLES: modéle d’Ising, modéle d’Ising en deux dimensions, invariance con-
forme, phénomenes critiques, percolation, théorie des champs conformes.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Phénomenes critiques

Dans un systéme statistique, les transitions de phase sont caractérisées par un
changement brutal des propriétés macroscopiques alors que les parametres externes
ne changent qu’infinitésimalement. Les propriétés macroscopiques sont des quantités
physiques globales telles que la densité de masse, la densité d’énergie, 'aimantation.
Les paramétres externes décrivent les conditions imposées au systeme, par exemple,
la pression, la température et le champ magnétique externe.

Les points critiques sont les valeurs des paramétres externes pour lesquelles cer-
taines propriétés macroscopiques connaissent des changements brutaux. Un exemple
simple est la transition ferromagnétique. Le fer posséde un point critique ferro-
magnétique & m = 0 et T, = 1044 K o m est le champ magnétique externe et
T, est appelé température de Curie.

Le comportement microscopique est le suivant. Les électrons des couches ato-
miques externes d’un métal comme le fer donnent & ces atomes un moment magnéti-
que total. A de trés basses températures, une grande partie des atomes auront leurs
spins alignés donnant une magnétisation non-nulle alors qu’a de hautes températu-
res chacun des électrons aura assez d’énergie pour ignorer ses voisins donnant une
magnétisation totale nulle. Il existe une température, la température de Curie T,
telle que si T < Ty, le vecteur magnétisation d’un bloc de fer est non-nul alors que
pour T' > T,, ce vecteur est nul.

On peut étudier ce phénomene en faisant quelques simplifications. Les interac-
tions les plus importantes sont les interactions & courte distance. En supposant que
les atomes n’interagissent qu’avec leurs plus proches voisins, on pourra faire abstrac-
tion des autres structures et se concentrer sur 'interaction spin-spin entre les atomes.
De plus, on supposera que les spins n'ont que deux orientations possibles. Ce sont
ces simplifications qui ménent au modele d’Ising. Ce modele est un modéle de fer-
romagnétisme sur réseau. A chaque intersection, on place un spin et l'interaction ne
se fait qu’avec les plus proches voisins. Ce modéle est décrit plus précisément a la
section 1.3.



Pour étudier la corrélation des spins entre eux, on définit la fonction de corrélation:

P(Z) = (SiS()) = Z S$i8p e—ﬁE{conf}

conf

oll Z est la fonction de partition du systéme et § = = T Cette quantité mesure la
corrélation entre le spin 7 et un autre, 0, que ’on choisit comme origine. Pour T' >> Is,
les spins se comportent de facon aléatoire et donc ['(z) sera de trés courte portée:

I'(i) o exp{— distance(0,7)/¢(T)}

avec distance(0,5) 3> 1. La fonction £(T) est une quantité trés importante qu’on
appelle longueur de corrélation. Elle donne une mesure de la dimension des plages ou
les spins sont alignés. Par contre, si T' < T, pratiquement tous les spins sont orientés
dans la méme direction. La fonction de corrélation sera proche de 1. Mais ¢’est autour
de T, que les phénomenes de longue portée deviennent intéressants. Ainsi, aT =T,
la fonction de corrélation refldte ce caractére et est une fonction de l'inverse de la
distance. Donc,

(i) « | distance(0,)|~@~**" & T =T,

d étant la dimension de I’espace physique et 7 est appelé exposant critique. Pour
faire le passage entre la décroissance exponentielle et la loi de puissance, la longueur
de corrélation £(T') doit diverger lorsque T' — T;" et un autre exposant critique, v,
indique le comportement de cette divergence:

T x (T—-T,)" pour T —TF.

Fic. 1.1 — Configuration du modéle d’Ising d’un réseau carré 200 x 400 d la
température critique. Les points noirs représentent les sites ayant des spins positifs.

On peut interpréter ce résultat de la fagon suivante. AT = T, on verra des grandes
plages ol les spins sont alignés et & l'intérieur de ces plages, des plages plus petites de
spins inversés. Lorsque £(T') — 00, le systéme contiendra des plages microscopiques et
macroscopiques 3 ’intérieur desquelles les spins sont orientés dans la méme direction.



FiG. 1.2 - Ezemple d’un réseau 6 x 5. Deuz sites sont reliés s’ils sont adjacents hori-
zontalement ou verticalement. Par exzemple, le site #13 a pour voisins les sites #8,

#12, #14 et #18.

Un bon exemple est donné dans la figure 1.1. Elle montre une configuration de
spins d’un réseau carré & la température critique. On voit de grandes plages de spins
positifs contenant de plus petites plages de spins négatifs qui a leur tour contiennent
des plages de spins positifs. Le systéme semble le méme & toutes les échelles. Cette
observation suggére que le systéme est invariant sous les transformations d’échelle de
méme que sous les translations et les rotations.

1l existe un groupe qui contient les translations, rotations et dilatations: le groupe
conforme. Il est constitué des transformations préservant les angles. Polyakov a pro-
posé que les systémes statistiques & la température critique sont invariants sous le
groupe conforme. Or, en deux dimensions, le groupe conforme est de dimension infi-
nie. Ainsi, I'invariance conforme impose d’énormes restrictions sur le comportement
des quantités physiques dans les systémes statistiques en deux dimensions au point
critique. Dans ce mémoire, nous présenterons une application de cette invariance.
Une présentation de la théorie des champs conformes, nécessaire pour I’application
de linvariance conforme aux phénomeénes critiques, est donnée au chapitre 2.

1.2 Percolation

La percolation est un modele simple possédant un point critique. Il fut introduit
par Broadbent et Hammersley en 1957. Il est défini sur un réseau. Un réseau est
simplement un ensemble de sites et de liens, les liens reliant certains des sites entre
eux. Par exemple sur un réseau carré, comme dans la figure 1.2, chaque site (chacun
des cercles) est relié aux autres sites qui sont au dessus, en-dessous, & droite et a
gauche de celui-ci. La percolation par site consiste & choisir avec une probabilité p
donnée si un site est ouvert. S’il ne ’est pas, on dit qu’il est fermé. En faisant un
tel choix pour chacun des sites, on fixe une configuration. Pour chaque configuration
ainsi obtenue, il est possible de se demander si une traversée horizontale existe, c’est-



Fic. 1.3 — Ezemple d’un réseau ot il eziste une traversée horizontale sur les sites
ouverts (o) mais qui ne contient pas de traversée verticale.

A-dire, si on peut passer de la frontiére gauche & la frontiere droite en ne visitant que
les sites ouverts et en passant d’un site & 'autre que s’ils sont voisins. On présente
un exemple d’un tel réseau dans la figure 1.3.

D’une fagon plus générale, considérons un réseau carré de dimensions LV x LH
avec probabilité p qu’un site soit ouvert. On peut alors se demander quelle est la proba-
bilité 7, (LV,LH; p) qu’il existe une traversée horizontale? Pour un réseau fini, 7, sera
une fonction strictement croissante de p avec 7, (LV,LH;0) = 0 et m,(LV,LH;1) = 1.
De la méme facon, on peut définir la probabilité de traversée verticale m, qui est
’analogue de 7, mais verticalement alors que 7, est la probabilité qu’il existe a la
fois une traversée horizontale et verticale.

Nous avons donné I’exemple de la percolation sur un réseau carré mais la des-
cription est également valable pour un réseau triangulaire ou hexagonal. Chaque site
du réseau triangulaire aura 6 voisins alors que pour le réseau hexagonal, chaque site
aura 3 voisins (voir les figures 1.4 et 1.5). On peut aussi définir la percolation sur des
réseaux aléatoires. Une telle construction a été étudiée dans [5].

Fic. 1.4 — Ezemple d’un réseau triangulaire 5 X 5.

La percolation est intéressante a cause du théoréme suivant dit & Kesten [4]. Dé-

finissons le rapport d’un rectangle par r = % avec LH la longueur du réseau et LV
sa hauteur. Le théoreme dit que si LH,LV — oo avec r = % constant, il existe un



Fic. 1.5 — Ezemple d’un réseau hexagonal.

pe € (0,1) tel que

. 0 si 0<p<yp,
mp(r;p) = lim oo71',,(LV,LH;p)={ - pc—<pp <p1 .

LV,LH-
La percolation est, dans la limite ol le nombre de sites est infini, un modéle possédant
un point critique.

Il existe un autre modéle de percolation: la percolation par lien. Elle différe de la
percolation par site parce que ce ne sont pas les sites que I’on ouvre ou ferme mais les
liens entre les sites. Le probleme des traversées est le méme que pour la percolation
par site sauf que 1’on se promeéne sur les liens qui sont ouverts. Nous avons parlé
plus longuement de la percolation par site puisqu’a tout modeéle de percolation par
lien correspond un modéle de percolation par site. Le théoreme de Kesten tient donc
toujours pour ces modeles. A partir de maintenant, nous ne nous préoccuperons que
de la percolation par site.

On peut se convaincre que pour le réseau triangulaire, ’existence d’une traversée
horizontale sur les sites ouverts implique qu’il n’y a pas de traversée verticale sur les
sites fermés. Cette relation s’exprime par

mn(LV,LH;p) + m,(LV,LH;1 — p) = 1.

Pour la percolation par site sur un réseau triangulaire, la probabilité critique est
P == % Ainsi, la derniére relation est

7w(LV,LH;p,) + 7,(LV,LH;p.) = 1.

Quoique la relation ne tienne pas pour les réseaux finis carrés et hexagonaux, Lan-
glands et ses collaborateurs, dans [10], ont remarqué que cette relation est satisfaite,
dans les limites des erreurs statistiques, pour de grands domaines lorsque p = p..
Ainsi,

Wh("';pc) + 7Tv(7';pc) =1 (1.2.1)



est universelle. Cette propriété est appelée dualité. De méme, on remarque que 7, sur
un réseau de rapport r est le méme que 7, sur un réseau de rapport %

(1) = wh(%).

On peut réécrire la relation de dualité (1.2.1) comme

1
(T3 De) + Wh(;;pc) =1 (1.2.2)

Le théoréme de Kesten ne donne pas la valeur de 7,(r;p;) ni méme ne dit si
mh(7;pe) existe. Dans [9, 10], Langlands et ses collaborateurs ont constaté, & l'aide
de simulations sur ordinateur, que mj(r;p.) existe. De plus, ils ont remarqué que
cette valeur était la méme pour plusieurs types de réseau. Ils 'ont fait pour le réseau
carré, triangulaire et hexagonal pour la percolation par sites et par liens. Suite a
une discussion avec Michael Aizenman de ’Université de Princeton, Langlands et ses
collaborateurs ont émis ’hypothese que la quantité 7 (r; p.) est un invariant conforme
et est universel. Ils ont demandé 1’avis de John L. Cardy de 1'Université d’Oxford et
celui-ci a proposé une expression analytique pour 7 (r;p.) en utilisant la théorie des
champs conformes. Il affirme que (voir [1])

3r(2) 124
(T3 Pc) = I‘(l§2 235 Fy (gag;g;z) .
3

La variable z est donnée & partir de r de la fagon suivante. Pour un r fixé, on

trouve d’abord k& qui est défini implicitement par r = %i—(‘k’%l et z est donné par
2= %—;%)Lz K (u) est I'intégrale elliptique de premiére espéce et o F; est la fonction hy-

pergéométrique. Cette fonction épouse parfaitement les données numériques calculées
par Langlands et ses collaborateurs. Nous expliquons les travaux de Cardy dans la
section 3.1.

Cardy n’a pas donné de prédiction pour m,. La condition de symétrie que s,
doit satisfaire est:

The(T) = Whu(%).

En utilisant un raisonnement semblable 3 celui de Cardy, Watts [14] a donné une
expression pour Tp,:

30(2) 1/s 1 2.4 z 4 5
U ; C = TH7iNo F _7_; _; T T7INT 2N ) 7—; 7_; *
mirind = st (5:555%) - ey o (1151257)

1.3 Modele d’Ising

Dans le cas de la percolation, chaque site est ouvert ou fermé indépendamment de
ses voisins. On peut se demander ce qu’il se passerait si on introduisait une interaction



entre les sites. Un tel modele a été introduit par Ising en 1926. (Il est intéressant de
remarquer que ce modele a été inventé bien avant la percolation). C’est un modele
simple de ferromagnétisme. Sur un réseau, chaque site est doté d’un spin. L’interaction
se fera & partir de ce spin, un spin interagissant avec ses plus proches voisins. L’énergie
du systéme est définie par

E=JZS,'8]'

(i5)

ol la somme est prise sur toutes les paires (ij) telles que ¢ et j sont des plus proches
voisins. J est la constante de couplage et s;, le spin du site i. En 1944, Onsager a
calculé la fonction de partition pour le modéle d’Ising sur le réseau carré en deux
dimensions et il a ainsi démontré qu’il existait une transition de phase non-triviale a
la température T, on T, vérifie 'équation suivante (voir [13] pour un développement

précis du modele d’Ising):
2
sinh (kB!';c) =1

kp étant la constante de Boltzmann. Pour le réseau triangulaire, la relation est

h ( 2 ) ~
sin T To =5

Ayant choisi une configuration, on peut vérifier s’il existe une traversée horizontale
sur les spins +. Une traversée est définie de la méme facon que pour la percolation
ol on identifie un site ouvert & un spin positif et un site fermé 4 un spin négatif.

Dans [8], Langlands, Lewis et Saint-Aubin ont calculé numériquement, a ’aide
de simulations sur ordinateur, la probabilité de traversée horizontale pour plusieurs
types de réseau i la température critique et se sont convaincus que 7, est un invariant
conforme universel. Le but de ce mémoire est de donner une prédiction analytique
pour la probabilité de traversée horizontale (ou verticale) sur les plages de spins +.
Puisque Cardy a proposé une expression pour 7, dans le modele de la percolation
(ceci est expliqué & la section 3.1), on suivra les étapes de son calcul pour le reproduire
dans le cas du modele d’Ising.




Chapitre 2

Théorie des champs conformes

2.1 Le groupe conforme

Un exposé complet de la théorie des champs conformes se trouve dans plusieurs
trés bonnes sources, par exemple [6, 11]. Nous nous contenterons ici de ne faire qu'un
résumé des notions qui nous seront nécessaires pour comprendre les calculs faits dans
ce mémoire. On suit les étapes présentées dans [6].

2.1.1 Les transformations conformes en d dimensions

Soit g,, le tenseur métrique dans un espace en d dimensions. Une transforma-
tion conforme est une transformation qui laisse la métrique invariante & un facteur
multiplicatif prés. Sous une application conforme z — 2/, la métrique devient:

g:w(x’) = A(-’E)guu(x) (211)

Le mot «conforme» vient du fait que ces transformations préservent les angles entre
deux courbes se croisant en un point.

Analysons les conséquences de cette définition sur les transformations infinitési-
males. Soit z# — z* + €#(z) une transformation infinitésimale; la métrique devient
sous cette transformation

Guv = Guw — (Oue + Ouey). (2.1.2)
De (2.1.1),
Ouey + Byey = f(2) g, (2.1.3)
et en prenant la trace de chaque c6té, la fonction f est
flz)= %ap€p7 (2.1.4)

ou ’on somme sur les indices répétés.



Pour simplifier la discussion, nous allons nous restreindre au cas ot la métrique

guv est euclidienne, g,, = n,, = diag(1,1,...,1). En agissant avec , sur (2.1.3) et en
sommant les trois permutations cycliques, on arrive &
28,0,€p = NupOy f + MpOuf — MO, f- (2.1.5)

Si on contracte (2.1.5) avec 7*¥, on obtient
20%, = (2 — d)O,f (2.1.6)
(6% = 8,0" = n**8,8,). En applicant 0, sur cette expression et 0?2 sur (2.1.3), alors
2 - 1),0,f =m0, (2.0.7)
de sorte qu’en contractant encore avec 7, on arrive a
(d—-1)8*f =0. (2.1.8)

On voit qu'en d = 1, la symétrie conforme n’impose aucune contrainte ce qui est
logique puisqu’en une dimension la notion d’angle n’existe pas. Nous réservons le cas
bidimensionnel pour la prochaine section. Si d > 2, on a

Ff=1,

donc, avec (2.1.7), f(z) = A+ B,z#, A et B, constants.
En substituant f(z) dans (2.1.5), on voit que 8,0,¢, est constant et donc

. v v,.p =
€y = Op + b’ + Cuypz’T avec  Cuup = Cupy- (2.1.9)

La relation (2.1.4) permet d’écrire f en termes des constantes ay, buy, €t Cup:
2
fx) = E(bu” + 2¢* ). (2.1.10)
Si on pose c,,, = 0 et on met (2.1.9) dans (2.1.3), on a

2
bMV + b,,” = Eb)‘,\n,,u

et donc by, est la somme d’une partie antisymétrique m,, et d’un multiple de 7,,
buu = QNyy + Myy, My = —Myy-

Le facteur o précédent 7, représente les dilatations alors que m,, correspond aux
rotations.

Pour analyser c,,,, substituons les termes quadratiques de (2.1.9) et la fonction
f(z) de (2.1.10) dans (2.1.5). Un petit calcul donne

Couv = MupPv + MvpPu — NMuvPp ol De = _CA/\U
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donc
€, = 2(p - T)T, — TPy

C’est la transformation conforme spéciale (TCS).
Ayant les transformations conformes infinitésimales, on revient aux transforma-
tions finies par exponentiation, on a ainsi

(translations) z'* = g# + a*
(dilatations) ™ = azt
(rotations) " = MK, z¥ (2.1.11)
—p 2
(TCS) g = 1_m;p.m_:;2,,,2

La TCS finie peut étre réécrite sous la forme

et peut étre vue comme une inversion suivie d’une rotation et encore suivie d’une
inversion.

On distingue deux types de transformations conformes: globales et locales. Les
transformations globales sont définies partout alors que les transformations locales
pourraient contenir des singularités dans un certain domaine.

2.1.2 Invariants conformes

Dans ce mémoire, nous nous intéresserons particuliérement aux invariants confor-
mes, c¢’est-a-dire, aux fonctions I'(z;) de N points z; qui sont invariantes sous les trans-
formations globales (2.1.11). Les invariants seront, ici, les fonctions de corrélation.
L’invariance par les translations et les rotations implique que I' ne peut dépendre
que des distances |z; — z;| entre des points distincts. Les dilatations nous donnent la
contrainte que seuls les rapports de telles distances apparaitront dans I'. Finalement,
les distances séparant deux points z; et z; se transforment sous la TCS comme

|z: — =]
(1 —2b- z; + b222)1/2(1 — 2b- z; + b22F)1/?

7}~ 75| =

Il est donc impossible de construire des invariants conformes avec 2 ou 3 points. Pour
4 points, I’invariant le plus simple est

- |iE1 = $2||1E3 5 $4|

L=
|-’171 - 373||-732 - $4|

et est appelé rapport biharmonique. Les autres rapports, par exemple %ﬁ—:ﬂ%,
peuvent tous étre exprimés en fonction de z.
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2.2 Le groupe conforme en deux dimensions

Le groupe conforme, rappelons-le, est I’ensemble des transformations qui laissent la
métrique invariante 4 un facteur prés. Soit g, le tenseur métrique en deux dimensions,
sous une transformation z# — w*(2%,2'), la métrique se transforme comme

owt Jw”
o (7;“_) (.5“’7) . (2.2.1)

Cette transformation est un élément du groupe conforme si g (z’) « ¢"(z). On
peut montrer que cette condition n’est vérifiée que si 'on a
ow'  Ow! Ow! ouw®
i ek A et (2.2.2a)
020 971 020 02!
ou

o __owt . ow_ow
820 9z £ 020 0zl

On remarque que les équations (2.2.2a) sont les équations de Cauchy-Riemann
pour les fonctions holomorphes et (2.2.2b) leur analogue pour les fonctions antiholo-
morphes. Ce sont les solutions de 'équation (2.1.8): 8f = 0. Ainsi, en deux dimen-
sions, le groupe conforme est constitué des fonctions holomorphes et antiholomorphes
du plan complexe. Ce groupe est de dimension infinie. On peut prendre comme en-
semble de paramétres les coefficients de la série de Laurent associée & chaque fonction.
C’est ce caractére infini qui rend les théories conformes en deux dimensions si puis-
santes. Le groupe étant infini, I'invariance conforme impose de grandes restrictions
sur la physique des systémes statistiques au point critique.

La correspondance entre le groupe conforme en deux dimensions et les fonctions
analytiques du plan complexe suggere I’emploi des coordonnées complexes. Posons

(2.2.2b)

z =20+ 42t Z=20—1i2!

0, = L(Bp — i) 8 = 1(D.0 +i0,1). (2.2.3)

En termes de ces variables, les équations de Cauchy-Riemann (2.2.2a) et (2.2.2b)
deviennent

ow(z,z)=0 et Jw(z2)=0.

Dans cette théorie, nous considérons z° et z! comme des variables complexes. Ainsi,
dans les calculs, z et Z sont des variables indépendantes. Par contre, il faudra se
restreindre & la surface Z = z* lorsque nous parlerons de I’espace physique.

2.2.1 Transformations conformes globales

Les transformations (2.2.2a) sont locales, ¢’est-a-dire que nous n’avons pas imposé
que les transformations conformes soient définies partout. Nous appelons globales, les
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transformations inversibles de la sphére de Riemann sur elle-méme’. Les transfor-
mations conformes locales, elles, pourront ne pas étre définies partout. L’ensemble
des transformations conformes globales forme le groupe conforme spécial. On peut
démontrer que ce groupe est composé des fonctions

az+b

avec ad —bc=1,
cz+d

f(z) =

a,b,c,d € C. A chaque élément du groupe conforme spécial, on peut associer la matrice

A=<Z Z)

La composition de deux fonctions correspond & la multiplication des matrices as-
sociées. Ainsi, le groupe conforme spécial en deux dimensions est isomorphe au quo-
tient du groupe des matrices complexes 2 X 2 de déterminant 1 par le sous-groupe Zj:

SL(2,C)/Zs.

2.2.2 Spin et dimension conforme d’un champ

Le spin et la dimension d’échelle d’un champ ¢ indique de quelle maniére un
champ se transforme sous une rotation et une dilation. Dans le plan, une rotation est
paramétrisée par I’angle de rotation 6. Si ¢ est un champ de spin s alors

d(e?2) = e70p(2) (2.2.4)

Sous une dilatation z — Az, un champ de dimension d’échelle A se transforme
comme

¢'(Az) = A7%¢(2).
De plus, on définit la dimension conforme holomorphe h et antiholomorphe h par

A+s - A-s
== et h = 5

Ces quantités seront trés importantes lorsqu’on définira les champs primaires a la
section 2.3.3.

h

(2.2.5)

2.3 Identité de Ward et le tenseur
d’énergie-impulsion

2.3.1 Identité de Ward pour les translations, rotations
et dilatations

Dans une théorie des champs classiques, ’existence d’un groupe de symétrie & un
parametre qui laisse invariant la théorie assure celle d’un courant conservé. C’est le

1. La sphere de Riemann est le plan complexe auquel on a adjoint le point co.
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théoréme de Neether. Les identités de Ward réfletent cette symétrie dans les fonc-
tions de corrélation de plusieurs champs quantiques lorsque ceux-ci sont affectés par
le générateur infinitésimal de la transformation de symétrie. Soit G le générateur in-
finitésimal de la transformation de symétrie et j# le courant associé. L’identité de
Ward pour cette symétrie est:

2 (@) gnlan)) ——zzax—xz )1(o0) -+ Gilas) - bn(za))

Ecrivons explicitement les identités de Ward pour la symétrie conforme (2.1.11).

Pour les translations, les générateurs sont za—,,— et les courants conservés forment un

tenseur de rang 2 qu’on appelle tenseur d’énergie-impulsion T#”. L’ identité de Ward
pour T* s’écrit:

8, (T*,( Za < ) (2.3.1)

ol X = ¢1(z1) - dn(zn).
Pour les rotations, le courant conservé est

AP = THgP — THPgY

et les génerateurs sont i(x? 8¢ —zf87) +5;” ou S;” est le générateur du spin du champ
#;. On peut voir le courant conservé de la fagon suivante. En mécanique classique,
si le systéme physique est invariant sous les rotations, alors le moment angulaire

(zip; — z;p;) est conservé. T étant une densité d’impulsion, ’analogie avec notre
cas nous donne le courant j#*?. L’identité de Ward pour cette symétrie est

Ou((T™ (z)zf — T (z)z")X) = 25(33 — ;) [(z¥ 8 — 2LV )(X) — 15,7 (X)].

Puisque S;” agit sur (X) en donnant s;e””(X) oll s; est le spin du champ ¢, cette
derniére équation se réduit par (2.3.1) &

eup(T"(2)X) = —i Z s:i6(z — z;)(X) (2.3.2)

ol " est défini par

= (1,0) (2.3.3)
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Pour les dilatations, le générateur est D = —iz”d, — tA oit A est la dimension
d’échelle du champ et le courant associé est T%,z”. L’identité de Ward est donc

8 {T", 2" X) = — Z(S(m —z;) [w;-’aiy
i=1

1

(X)+ 8:3) s
en utilisant encore la premiére identité de Ward, on simplifie et on arrive &
(TH.X) == 8z — z:)Ai(X). (2.3.4)
i=1

En deux dimensions, on peut toujours rendre T#" sans trace (T#, = 0). Ainsi, il
n’y a que deux composantes indépendantes. Soit T' = —27T, et T = —27T}; les deux
composantes indépendantes. Alors on peut réécrire les 3 identités de Ward (2.3.1),
(2.3.2) et (2.3.4) en deux autres identités découplées. La premiére est

ol «rég.» signifie une fonction holomorphe réguliere & z = z; et h; = é—"—;—si est la

dimension holomorphe conforme du champ ¢;(2;) (voir la section 2.2.2). La deuxiéme
identité est de la méme forme que (2.3.5); on doit simplement remplacer z par z, h;
par h; = 2i=% et T(z) par T(z). Cest I'équation pour le secteur antiholomorphe.

2.3.2 Identité de Ward conforme

On peut remanier 1’équation (2.3.5) pour donner l'identité de Ward conforme. Soit
¢(z) une transformation infinitésimale conforme des coordonnées alors

1 1
Ou(€, T*) = ¢,0,T" + 5(8,‘6,, + 3,€,)TH + 5(64161/ — O,€,)TH
1 1
= L 58,,6”77“,,71”” & Esaﬂ On€pEp T

ol l'on a utilisé les équations (2.1.3) et (2.1.4) et la définition de g, (2.3.3). En
intégrant de chaque c6té (52 (e,T#)X) sur un domaine M contenant toutes les po-
sitions des champs dans la chaine X alors on a

5(X) = /M 2z =2 (e, ()T (z) X)

oxH

ot1 §.(X) est le changement du corrélateur (X) sous la transformation conforme e. En
utilisant le théoréme de Gauss sur le coté droit de la derniére équation, on arrive a

1 -
(X) = i / {—dz (T"6,X) + dz (T, X))}
c
ot C est le contour de M. Si on remplace 7% = —LT et T?* = — LT, on a

belX) =~ ][C dz ()T (DX) + 5 ]i d7E(Z)(T(3)X).

Cette derniére équation est appelée I’identité de Ward conforme.
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2.3.3 Fonctions de corrélation de champs primaires

Un champ primaire est un champ qui se transforme sous une transformation
conforme z — w comme

# (w,) = (%"—’) " (C;—g)—ﬁdb(z,i)-

Une conséquence importante de I'invariance conforme est qu’on peut trouver des
formes simplifiées pour les fonctions de corrélation de champs primaires. Une fonction
de corrélation de n champs primaires se transforme comme

(61(01,01) - o 1)) = [ﬁ (d)™ (42) ] (61 ) - gnlem )

=1

Le cas n = 2 est particuliérement simple. On demande que la fonction de corréla-
tion

(h1(21,21) 2(22,22))

soit invariante sous les translations ce qui implique que
($1(21,21) p2(22,22)) = f(21 — 22,21 — Ba).-

L'invariance sous les dilatations impose que f(Az,Az) = A~m—h2}-P-h2f(5 7). Un
) = € correspond & une rotation d’un angle 6. La seule fonction possible satisfaisant
cette contrainte est

Cl2

flzr — 2,50 — ) = (21 — zp)the(z) — 52)1'11+Ez

ot Cy5 est une constante qui dépend de la normalisation des champs ¢; et ¢2. L'in-
variance sous la transformation conforme spéciale implique que (@1¢2) = 0 si hy # hy
ou hy # hy [6, sect. 4.1 et 5.1.5]. Donc

012

(Zl = Z2)2h1 (21 = 22)

(h1(21,21) B2(22,22)) =

251 5h1h2 6/7.2712 @

On peut faire le méme travail pour la fonction de corrélation a 3 points et on trouve:

o _ _ 1
<¢1(Zl,21)¢2(22,22)¢3(Z3,Z3)> = 0123 hitha—hs haths—h1 hs+hi—ha
a0 %23 213

» 1
—h1+ha—hg sho+ha—hy Sha+hi—ha
212 293 213

avec z;; = z; — Zj.
La fonction de corrélation & quatre points est celle qui servira plus tard dans ce
mémoire. Ici, les choses se compliquent puisqu’il est possible (voir la section 2.1.2) de
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construire des invariants conformes & 4 points. En effet, ils peuvent tous étre construits
a partir de

212234 _ Z12%34
= —— g Z —m——
213294 213224

Ainsi, la fonction de corrélation peut dépendre d’une fagon arbitraire de z et Z. On
peut démontrer que la fonction de corrélation & quatre points est de la forme

(Sr(20,70) -+ balzarza)) = F(2,5) Hz;‘h g

i<

ou h= Z?:l hz et ’—Z = Z?:l B,;.

2.4 Développement de produit d’opérateurs

Dans les fonctions de corrélation, il est fréquent de rencontrer des singularités
lorsque 2 ou plusieurs champs sont évalués au méme point. Le développement de
produit d’opérateurs (DPO) (ou OPE pour operator product expansion, en anglais)
est la représentation d’un produit d’opérateurs, aux positions z et w, comme une
somme de termes dont chacun est formé d’un opérateur bien défini en z = w et
une fonction complexe qui peut diverger lorsque z — w. L’équation (2.3.5) nous
donne Pexpression de la fonction de corrélation de T'(z) avec les champs primaires
#i(2;,2:;) lorsque z approche les z;. Le DPO du tenseur énergie-impulsion avec un
champ primaire est obtenu en enlevant les (...) de I’expression (2.3.5). Il faut donc
voir le DPO toujours & l'intérieur des {...). Pour un champ primaire ¢ de dimensions
conformes h et h, on a

T(2)d(w,m) ~ —°

(z — w)?

T@ow) ~ oy

ol ~ signifie “égal & 'addition d’une fonction réguliére en z = w pres.”

On peut relier les DPO aux commutateurs de deux opérateurs. A la section 6.1.2
de [6], on explique que si A = §a(z)dz et B = §b(z)dz sont deux opérateurs
conformes alors

b (w,) + Z_Lwam(w,w) (2.4.1a)

$(w, ) + z—_l—aaﬁ,qs(w,m) (2.4.1b)

[4,B] = ?g au 7{ ol 3blow)- (2.4.2)

2.4.1 La charge centrale et I’algebre de Virasoro

Un DPO trés important est celui du tenseur énergie-impulsion (qui n’est pas
primaire) avec lui-méme:

TETw) ~ ‘1/1)4 i _2w)2T(w) + ;:lzawfr(w) (2.4.3)
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ol ¢ est appelé la charge centrale et est un paramétre que l'on ne peut fixer par
Iinvariance conforme. Il dépend du modéle étudié. Par exemple, la percolation est
associée & une théorie conforme de charge centrale nulle et le modele d’Ising & ¢ = 1.
On a une relation semblable pour T'.

On peut exprimer le tenseur énergie-impulsion par son développement en mode:

1
_ —n—2 _ n+1
T(z) = E L L, = py de " T{z)
neZ
= = = 1 =
=\ Z—n—2 L s sn+1 >
FlE) = nEEZz Ly, L= 5] dz Z"'T(Z).

On trouve I'algébre des modes en utilisant le DPO (2.4.3). Un calcul direct donne:
1
Ly Lnl = —— ot j[ At T
[Lpn,Lm) Gni)? ﬁdw w 2 dz 2" T (2)T(w)

1
= d m+1
(2m‘)2]€ o

fdz gl [ cf2 + . ST (w) + - 0T (w) +rég.]

(z—w)* (z—w) z—w

1
= — ¢ dwuw™
2w Jo

+1
[—llac(n + Dn(n — Dw™ 2%+ 2(n + 1)w"T(w) + w"+18wT(w)]

= ilacn(n2 -1) jgdw w4 —2%;2 ‘7€dw w™ T (w)
- % f;dw (n +m + 2)w™ ™ T (w)

E I%cn(n‘z )00+ 201+ 1) Lnsm — (1 + 17+ 2) L

= (n—m)Lnptm + Il-z—cn(n2 — 1)dntm,0- (2.4.4)
Un calcul semblable donne

[Ln,Lm] = (n = m)Lnym + 11—2cn(n2 — 1)bn4m0-
Puisque T'(z)T(w) ~ 0, on a
[Ln,Lm) = 0.

Donc 'algebre des modes est donnée par

[LTL){’m] = (n — m)L,H.m -+ leC'nz(n2 - 1)6n+m,0
[Lny L]
Ln,Lm] = (n—m)Lpym + 35en(n? — 1)dn1m.0

(2.4.5)
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Les L, forment ainsi une algebre de Lie de dimension infinie qui est appelée algebre
de Virasoro et I'algebre de symétrie compléte d’une théorie des champs conformes est
la somme directe de deux copies de 1’algébre de Virasoro.

Désormais, nous n’écrirons que les expressions pour le secteur holomorphe puisque
le secteur antiholomorphe se traite de facon similaire.

On a mis en évidence la structure algébrique de la théorie conforme. Il nous faudra
trouver les représentations irréductibles de l’algébre de Virasoro. Dans la prochaine
section, nous allons introduire les représentations de 1’algébre de Virasoro qui seront
traitées a la section 2.5.1.

2.4.2 Champs conformes et descendants

En théorie des champs conformes, le vide |0) doit étre invariant sous les trans-
formations conformes globales. Celles-ci sont engendrées par {L_1,Lo,L;} et donc ces
opérateurs doivent annihiler le vide |0). De plus, en exigeant que

T(2)[0) = > 27" 2L,[0)

neZ

soit régulier en z — 0, seuls les termes avec n < —2 sont admis. On doit donc imposer
L,|0)=0, n>-1

On peut calculer le commutateur de L, avec un champ primaire ¢(w) de dimension
holomorphe conforme h,

Lad@)] = 5 § d2 T((w)

= w) | Gudlw)
- 27rzy{d [(z— w)? ey +reg.]
= h(n+ Duw"d(w) + w1 8d(w), n>-L

Si on définit 1’état |h) = $(0)|0), alors on peut calculer Ly|h) par
[Ln;¢(0)]|0) = Ln¢(0)|0> = ¢(O)Ln|0> = Ln|h’>
et par I'expression du commutateur ci-dessus

[Lr,6(0)]10) = h(n + 1)6n,08(0)[0) + -1 (Bud(w))y=o |0)
qui donne
Ln|h) = h(n + 1), 0lh) + 6p,—1 (Owd(w)),,—o|0)  pourn > —1.
Donc

Lhy=0 si n2>1 (2.4.6)
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et
L0|h) = hlh).

Ainsi, on peut construire une représentation de ’algébre de Virasoro & partir de I’état
|h) = $(0)|0) et de toutes les combinaisons linéaires de termes de la forme

L—le—kz o 'L—Icnlh), k; > 0.
On définit le produit intérieur 7 & ’aide du conjugué hermitique EL =L gnt
i(L—llL—lz tre L—ln|h>’L—k1L—k2 o 'L—km|h>) =
(h|LiyLi,_ - Ly Logy Ly =+ + L, |P)

Nous appelerons les états L_g, L_g, - - - L_g, |h), les descendants de |h). Puisque |h) =
¢(0)|0), on appelera un champ descendant, un champ qui est obtenu en appliquant
les L_g, sur ¢:

Ptkv—ke—kn) (1)) = (L_g, L_g, - L, ¢)(w).

On peut calculer explicitement ce champ en intégrant sur un parcours fermé contenant
w. Par exemple,

S (W) = (Lnd)(w) = —— j[ dz(—z_—L)T_TT(z)¢(w). (2.4.7)

271

Certaines propriétés physiques des champs descendants peuvent étre calculées a
partir des champs primaires. Considérons la fonction de corrélation de ¢ (w) avec
une chaine X = ¢, (w;)d2(ws) - - - ¢n(wn) de champs primaires de dimension conforme
hil

(3™ (w)X) = ((L_nd)(w)X).

Cette fonction de corrélation peut étre calculée en utilisant la définition (2.4.7) du
champ descendant et en intégrant sur un parcours fermé contenant w mais qui exclut
les points w; des champs primaires de X,

1 1
WX = 5 § ds e (T X).
On peut inverser le sens de I'intégration pour intégrer autour des points w;. En utili-
sant le théoréme des résidus et le DPO (2.4.1a), on a

1 1
— z2
2mi Jy,  (z—w)nt

> (s2gimsex+ )

Z
i=1

(¢ (w)X) = —

Z( C aw,<¢(w>x>+(( )’<¢(> >)
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pour n > 1. On peut définir 'opérateur différentiel

Ry 1 hi(n — 1)
Lig=Y" ( o w)n_law,. e w)“) (2.4.8)

et écrire
(T (w)X) = Lop(p(w)X), n=1

On a donc réduit la fonction de corrélation d’un champ descendant & un opérateur
différentiel appliqué a la fonction de corrélation du champ primaire associé. On re-
marque que L£_; est égal & 3, puisque

Ow—L_1=0u+ ) Ou, (2.4.9)

appliqué & (¢(w)X) est nul parce que (2.4.9) est le générateur des translations et que
toute fonction de corrélation est invariante sous les translations.
Un champ descendant plus compliqué

glkrRaramkn) () = (L_g, Lo, -+ Lo, ) (w) (2.4.10)
s’obtient en appliquant chacun des opérateurs £_j, successivement
(pF et (W) X) = Ly Logy -+ Lop ($(w) X).

Cette réalisation des opérateurs L_, nous permettra de déduire des équations diffé-
rentielles pour les fonctions de corrélation & 1’aide de la théorie de la représentation
de 'algebre de Virasoro.

2.5 Algebre de Virasoro

2.5.1 Théorie de la représentation de I’algébre de Virasoro

Dans la section 2.4.2, nous avons construit une représentation de 1'algébre de
Virasoro & l'aide des champs conformes primaires et de leurs descendants. Cet espace
est stable sous ’action de ’algébre de Virasoro. Il forme le module de Verma V(c,h).
Le but de cette section est d’expliquer comment on construit les représentations
unitaires irréductibles de I’algébre de Virasoro & partir des modules de Verma?.

Nous commencerons par identifier le vecteur de plus haut poids. Tout d’abord, a
cause des relations de commutation de I’algebre de Virasoro:

&
12
2. Cette présentation suit de prés le chapitre 4 de [11].

[Ln,Lm] = (n = m)Lyym + —=n(n® — 1)dp1mo, (2.5.1)
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un seul opérateur (en plus de ’élément central) pourra étre diagonalisé sur 1’espace
vectoriel des représentations. On choisira Lo. Le vecteur de plus haut poids sera noté
|R) et h sera sa valeur propre sous I'action de Ly:

Lo|h) = hlh). (2.5.2)

Puisque {L_y,Lo,L1} engendre s[(2,C), on utilisera les mémes conventions, c’est-
a-dire,

On imposera cette propriété pour les générateurs L;, j > 0 de I'algebre de Virasoro:
Lylh) =0,

ce qui est compatible avec la condition de régularité (2.4.6). Encore guidé par I’analo-
gie avec 51(2,C), 'espace vectoriel de la représentation sera engendré parles L_;, 7 > 0:

L—le-—kz s L—knlh) 76 0 avec kl,kg, ¢ gl

En utilisant la régle de commutation, il sera toujours possible de réarranger les
opérateurs pour que les L_y, soit ordonnés par ordre croissant de ;. Ainsi, les vecteurs

L—le—kz S 'L—kn|h> avec 1< k< kz <..- < kn

forment une base de P’espace vectoriel de la représentation. Chacun des vecteurs de
cette base est un vecteur propre de Ly car

LoL_pL_gy- L g |h) = kiL_gL gy Logy|h) + (LoyLo) Lk, =+ LialP0)

= (h+ kl -+ k2 +--+ kn)L—le—kz o .L—kn|h>‘

Par ce calcul, on définit le niveau d’un vecteur par:
niveau(L_g, L_g, -+ L_g,|h)) = Z ki.
i=1

La dimension de I’espace vectoriel des vecteurs de niveau N est p(NV), le nombre de
partitions de l'entier N. Le n-tuplet (ki ks, ...,kn) est une partition du nombre N si
ky,ko, ... kn € Net ky+ky+---+k, = N avec la contrainte k; < ky < --- < k. On
peut voir dans le tableau 2.1 les partitions des nombres 3, 4 et 5.

On définit le produit intérieur & 1’aide du conjugué hermitien: LI = L_,, et en
posant (h|h) = 1. Ainsi, le produit intérieur de

L gL gy Logalh) et LoyLp---Lyh)
est

(PlLin Lty + -+ Ly Loty Lty - Lty [ )
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L 3 4 [ 5 |
(3) (4) (5)
(12) | (1,3) (1,4)
1,11 ] (22 (2,3)
L) | (,13)
QLLD | (1,22
(1,1,1,2)
L1,L11)

TAB. 2.1 — Partitions des nombres 3, 4 et 5

ol le vecteur dual (h| est annihilé par L_;,j > 0. Pour que ce produit intérieur soit
hermitien, il faut que A soit réel car

L_1|m)||? = (h|L1L_1|h) = (h|L_1Ly + 2Lo|h) = 2h.

On remarque que le produit intérieur de deux vecteurs de niveau différent est nul. Si
) = Ly, L_sp+++ Ly, |h) et |x) = Lok, Lk, - - - Lk, |h), deux vecteurs de niveau N
et N’ respectivement tel que N # N, alors

<¢|X> = (h'ILlnLln—l R LllL—le—kz = L_kmlh'>‘

On réarrange tous les opérateurs de fagon & ce que les opérateurs L;, j > 0 sont a
droite et L_j,j > 0 & gauche. Si N’ > N alors il restera des termes avec desL_;,j7>0
4 gauche et comme ceux-ci annulent (h| alors (1|x) = 0. Par contre, si N > N', il
restera des L;,j > 0 & droite et, puisque ceux-ci annulent |}, on a (¥]x) = 0. Cette
propriété nous permettra d’étudier chacun des niveaux séparément.

2.5.2 Le théoréme de Friedan, Qiu et Shenker

Dans cette section, nous énoncerons le théoréme de non-unitarité de Friedan, Qiu
et Shenker [15]. Une représentation (c,h) est non-unitaire si elle contient des vecteurs
de norme négative ou nulle. Le théoréme identifie les paires (c,h) pour lesquelles le
module de Verma V' (c,h) contient des vecteurs de norme non-positives.

Définissons la matrice de Gram M qui est formée par les produits intérieurs des
éléments de la base. Puisque deux vecteurs de niveaux différents sont orthogonaux, on
peut se restreindre & 1’étude des sous-matrices M (M) qui sont formées par les produits
intérieurs des vecteurs de base de niveau N. Construisons explicitement ces matrices
pour N =0, 1 et 2. Pour N = 0, le seul vecteur de la base est |h):

MO = (h|h) = 1.
Pour N =1, le seul élément de la base de niveau 1 est le vecteur L_;|h), donc
MO = (h|LyL_i|h) = (h|L_1 Ly + 2Lo|h) = 2h.

Ainsi le module de Verma V' (c,h) sera non-unitaire si A < 0.
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Le cas N = 2 est moins trivial. Les éléments de la base sont L% ,|h) et L_s|h).
Donc

[M®], | = (RILIL,|R)
(h|Ly(L_1Ly + 2Lo)L_]h)
= (h{(L_1Ly + 2Lo)(L-1Ly + 2Lo)|h)
+(h|2Ly(L_1Lo + L_1)|h)
4h? 4+ 2(h + 1){h|(L-1L, + 2Lo)|h)
4h? 4+ 4h(h + 1) = 4h(2h + 1)

[M(Z)]1,2 = [M(2)] = <h|L2L-2—1|h> = (h|(L_1Ly + 3Ly)L_1|h)
= 3(h|L_1L, + 2Lolh) = 6h

[M®],, = (hlLLolh) = (hlL_sLs +4Lo + 252(4 — DIR)
= 4h+ %c.

4h(2h+1)  6h
@ —
M™ = ( 6h  4h+ -;-c) '

Regardons de plus prés ces matrices. Si det M (N) < 0, il existe certainement une
valeur propre négative et comme M) est symétrique, on peut la diagonaliser par
une matrice unitaire U: M = UTAU. Si b = Uta, alors

(alayar = o' Ma = bTUMU's = A;|bif.

Ainsi, det M™) < 0 implique qu’il existe des vecteurs de norme négative et la
représentation sera non-unitaire.

Une meilleure connaissance du déterminant de M) nous donnerait une condition
suffisante pour la non-unitarité de la représentation (c,h). Heureusement, il existe une
formule générale pour le déterminant de la matrice de Gram, elle est due & Kac:

det M™ = ay [] (B = hra(c))?V = (2.5.3)

r,8>1
rs<N

ol p(k) est le nombre de partitions du nombre entier k. Le facteur an est donné par

aN = H ((27.)Ssl)p(N—Ts)—p(N—T(s—I-l)).

r,s>1
rs<N
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Les fonctions k. ,(c) peuvent étre écrites de différentes facons. Nous choisirons une
forme paramétrique

6
c = 1- P Y (2.5.4a)
_ ((m+1)r—ms)®-1
h = T 1) (2.5.4b)

ol m est un entier plus grand que 1. Le théoréme de non-unitarité s’énonce comme
suit, il est dii & Friedan, Qiu et Shenker [15].

Théoréme. L’espace vectoriel associé & la représentation (c,h) contiendra des vec-
teurs de norme négative si (c,h) ne respecte pas une des deur condilions suwantes:

—e21,h20
— il eziste m =2,34,... et r,s =1,23,... avecr+ s < m tels que:
6
m e Z
i m(m + 1)
((m+1)r —ms)? —1
hey = :
’ dm(m +1)

La preuve de ce théoréme est expliquée dans [11].

Il a été démontré que, pour ¢ < 1, les seules représentations unitaires possibles
sont celles données par la série discrete (2.5.4a) et (2.5.4b) en ajoutant la condition
1<r<metl<s<r.

2.5.3 Vecteurs singuliers

Soit V (c,h), le module de Verma sur lequel est définie la représentation (c,h). Le
vecteur de plus haut poids |k) a la propriété suivante:

Lolhy=0 si n>1.

Il se peut qu’il existe un vecteur |} € V(c,h) non-nul de niveau plus grand que 0
possédant la méme propriété:

Lnlp) =0 si R
On appelle |+) un vecteur singulier. On remarque que |+) est de norme nulle puisque
(WILiLoky Do) = (BlLa Ly -+~ L [9))" = 0
et ainsi

(Ylep) = 0.

Le vecteur singulier |1) engendre un sous-module Vj, de plus haut poids |4} inclus
dans V(c,h). Ainsi le module V (c,h) n’est pas irréductible. On peut construire une
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représentation irréductible en prenant le quotient de V(c,h) par tous les sous-modules
Vy, |¢) étant un vecteur singulier. On obtient donc une représentation irréductible
en identifiant deux vecteurs ne différant que par un vecteur singulier.

L’importance des vecteurs singuliers est qu’ayant choisi une représentation V(c,h)
et & Paide de la transformation des L_, en opérateurs différentiels (2.4.8), on peut
déduire des équations différentielles que satisferont les fonctions de corrélation.

Dans la théorie conforme, un état |h) est créé a partir du vide |0) par un champ
primaire ¢(z) de dimension conforme h:

) = ¢(0)]0).

Si, dans cette représentation, il existe un vecteur singulier |4) de niveau N, alors il
peut s’exprimer sous la forme

) = 2y (ks ko) Lty Doy - Lk | ) (2.5.5)
(k1,k2ye-rin)EP(N)

ott P(N) est ’ensemble des partitions du nombre entier V. Rappelons que le champ
1 est défini & 1'aide de (2.4.10) et (2.5.5):

"/)('w) = Z a’(k1,k2,---,kn)(L—'k1L—k2 sy L—kn¢) (w)

(k]-)kZl"')kﬂ)EP(N)

Le vecteur |1)) étant de norme mulle et puisque nous avons choisi une représentation
irréductible, on doit identifier |+) & 0 et donc toute fonction de corrélation contenant
le champ v sera nulle:

(¢(z)¢1 (21)¢2 (22)¢3 (23)) = {.

Par lidentification (2.4.8), cette derniére relation sera transformée en équation diffé-
rentielle:

Z ks foayoskin) E—kr Loty * = Lobn (B(2)d1(21) P2(22) $3(25)) = 0.

(kl,kz,...,kn)EP(N)
La connaissance des vecteurs singuliers dans un module de Verma est donc fon-

damentale pour calculer les fonctions de corrélation de champs primaires.

2.5.4 Détermination des vecteurs singuliers

_ Par définition, un vecteur singulier |4} est annulé par tous les opérateurs Ly, n > 0.
A cause de la relation de commutation définissant 1’algebre de Virasoro

[LmLm] = (n - m)Ln+m7 n,m >0,

il suffit de vérifier que L, et L, annulent le vecteur singulier puisque L, et L, en-
gendrent les L,,n > 0.
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On cherche un vecteur singulier de niveau N. Il sera une combinaison linéaire des
éléments de la base:

W)) = Z a(k1,k2,--—,kn)L—k1L——k2 4% L_kn|h>.
(klykzi‘--,kﬂ)EP(N)

On applique 'opérateur L, sur ce vecteur. L|1) sera un vecteur de niveau N — 1. On
exprime Ly|t) dans la base des vecteurs de niveau N — 1 décrite au paragraphe 2.5.1.
Ce vecteur doit &tre nul et donc chaque coefficient de ce vecteur sera nul. On répete
la méme procédure pour Ly|¢). Ainsi, on aura un systéme d’équations linéaires pour
les ax, ko,...k,) €t ON pourra résoudre ce systéme qui nous donnera le vecteur singulier
recherché.

Voici un exemple pour la théorie conforme en ¢ = 0 qui correspond au modele
utilisé par Cardy pour sa prédiction théorique de 7, en percolation. On cherche le
premier vecteur singulier non-trivial dans le secteur de I'identité (h = 0).

La paire (r,s) = (1,2) meéne & une valeur de h(12) qui annule le déterminant de
Kac pour un certain N. La formule de Kac (2.5.3) pour le niveau 2 est (h = 0):

det M® = azhq,1y()ha(c)hen(c) =0

Donc dans le module V/(0,0), il existe un vecteur singulier de niveau 2. Le niveau
1, det M® = 2k = 0, correspond au vecteur L_;|0) qui est commun & toutes les
représentations avec h = 0. Ce vecteur est dit trivial®. Ainsi, le premier vecteur
singulier non-trivial sera de niveau 2. En général, le vecteur singulier associé a la
paire (r,s) est de niveau rs.

La base du niveau 2 est {L_»|0),L%,|0)}. Ainsi, on écrit

[¥) = (a'L-2 +aL2,)]0).

On remarque que o' # 0 puisque, si @’ = 0, on aurait |¢)) = aL?,|0). Mais la norme
de L_;|0) est nulle:

<0|L1L_1|0) = <O|L_1L1+2L0|0>
= 0.

L_1|0) est donc un vecteur singulier et L?,|0) est un descendant de L_,|0) mais on
cherche le vecteur qui engendrera un sous-module différent de celui engendré par
état L_;|0) qui est le vecteur trivial. On peut donc poser a' # 0. Puisqu’un vecteur
singulier est défini & un facteur prés (si [4) est un vecteur singulier alors a|t), (a # 0)
est aussi un vecteur singulier), on peut poser ¢’ = 1.

Partons avec le vecteur

) = (L_a +aL?,)[0).

3. On dit trivial parce que L_1]h) est un vecteur singulier qui meéne & une équation différentielle
triviale. Elle exprime simplement I'invariance par translation.
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On applique L, sur ce vecteur et on exprime celui-ci dans la base des vecteurs de
niveau 1. Il faut donc exprimer chaque terme comme un multiple de L_,]|0):

LlL_z = L_2L1 == 3L_1
L1L2_1 = LlL__lL_l

=L_[1L_1+2LL_,
= L?_lL] +4L_1Lg+ 2L

puisque Ly|0) = 0, alors
Li(L_g +aL?,)|0) = (3 + 2a)L_,|0).

Méme travail avec Lo:

LoL_g = L_oLy+ 4Ly

LyL?, = L LyL_y +3L1L 4
=L_3(L_1Ly +3L1) + 3(L_1Ly + 2Lo)

donc

Ly(L_y + aL?,)|0) = 0.

L’équation L,|0) = 0 est donc triviale alors que L;|0) = 0 donne:

34+2a=0 = a = —g-
Alors, le vecteur singulier est
3.2
[9) = (Lo = SI2,)(0)

Cardy a réussi & exprimer 7, comme une fonction de corrélation de quatre champs
primaires de dimension holomorphe & = 0 (un argument plus détailé est présenté au
paragraphe 3.1). Puisque la percolation est un modéle associé & une théorie conforme
avec charge centrale nulle, nous imposons que la fonction de corrélation soit an-
nulée par le premier vecteur singulier non-trivial du module V(¢ = 0,h = 0) 4, Ayant
déja le vecteur singulier ci-dessus, on peut déduire ’équation différentielle pour la
fonction de corrélation. A 'opérateur L_j, on associe I'opérateur différentiel (voir
I’équation (2.4.8))

By = = 24: [ L. o B (2.5.6)

=z (- )]

4. Le choix du premier vecteur non-trivial peut sembler arbitraire, mais c’est le choix le plus
simple.
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Dans notre cas, on choisit les champs ¢; tels que h; = 0. A cause de Iinvariance
par translation, on peut remplacer £L_; = — 21_2 0,, par 9,,. Cette réalisation des
opérateurs L_; permet de remplacer la fonction

<¢(21)¢(Z2)¢(23)¢(Z4)>
qui est nulle par

(C-2 = 202,) (9le) (=) (a5)8(a0)) = (£-2 = L) () =

ol z est le rapport biharmonique défini par

_ (51— 2)(z — )
(21— 23) (22 — 24)

On a remplacé (¢(21)p(22)¢(23)$#(24)) par f(z) ol z est le rapport biharmonique parce
que nous voulons que la fonction de corrélation soit invariante sous le groupe conforme
global, c’est-a-dire celui engendré par I’algébre {L_ 1,Lo,L1}. Or une fonction de quatre
points invariante sous ce groupe ne peut dépendre que du rapport biharmonique (voir
la section 2.3.3).

Un calcul direct donne

f"(z) (212»:;2) +2f( ) 212232

1434 #1974 (2.5.7)

2. 212214 234241 234223 -0
+§f (z) 2 + 3 57 2 -
234224213 213294 214224273

oll z;; = z; — 2;. 11 est maintenant possible d’utiliser les transformations globales

az+b
_>
cz+d

pour fixer trois des points. En effet, une telle transformation peut amener n’importe
quel triplet (27,23,24) de points en n’importe quel autre. On peut donc choisir trois
points de facon arbitraire. En posant z; = 2, 2o =0, 23 = 00, 24 = 1, (2.5.7) devient
une équation différentielle ordinaire

ZQfII(z) +27Jf'(z) +§ (2:11 + 1

) £ =0

z—1

ou bien

21— f"(2) + 3(1 = 22)1(2) =0

qui est ’équation différentielle donnée par Cardy pour trouver 7, en percolation.
L’obtention de 1’équation différentielle ordinaire pour 7, procéde donc en deux
étapes:
(i) calcul de 'expression algébrique du vecteur singulier dans le module de 'identité
de la théorie et
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(ii) sa transformation en équation différentielle ordinaire & l'aide de la réalisa-
tion (2.5.6) de la théorie des champs conformes.
Ces deux étapes peuvent étre automatisées a 1’aide de programmes de manipulations
symboliques.

Ce chapitre résumait le bagage théorique nécessaire pour comprendre les cal-
culs faits dans ce mémoire. Dans le prochain chapitre, on explique comment expri-
mer les probabilités de traversée pour la percolation et pour le modele d’Ising en
termes des fonctions de corrélation de champs primaires et ainsi déduire une équation
différentielle venant d’un vecteur singulier d’un certain module de Verma que doit
satisfaire 7.



Chapitre 3

Probabilités de traversée

3.1 La formule de Cardy

En 1992, Cardy a proposé une expression analytique pour la probabilité de tra-
versée horizontale en percolation. Ce résultat, fondamental pour ce mémoire, a été
publié en 1992 dans [1]. Le but de cette section est d’expliquer son article.

La percolation peut étre vue comme un cas particulier (Q = 1) du modéle de
Potts & Q états. Le modele de Potts est semblable au modéle d’Ising sauf qu’au lieu
d’avoir seulement deux états (+ ou —), chaque site peut prendre () états de spin.
Pour une configuration donnée, ’énergie est définie par

E=J) (1-b54,) (3.1.1)

{3,5)

... étant la somme sur toutes les paires de plus proches voisins. La fonction de
(i.3)
partition est donc

Zy=Yy PPl = ST E + 1 —e)bs)

{o} {o} (i)

ol E est la somme sur les configurations de spin. L’indice { indique qu’on calcule
la fonctlon de partition avec des conditions aux limites libres. Nous verrons plus tard
I'importance des conditions aux limites.

On peut obtenir une forme simplifiée pour Z; en faisant une décomposition en
sous-graphes du réseau. Choisissons deux sites voisins, a et b, et soit K le lien reliant
ces deux sites. Si E+ est la somme sur les configurations telles que les spins a et b
sont paralleles et >~ la somme sur les configurations telles que les spins a et b ne
sont pas paralléles, alors on peut réécrire Z; de la facon suivante:

Zl = Z+ H (e—ﬁJ —ﬂj)a‘“”J + Z H 1 = e—BJ)d"t‘TJ) :

{e} () {s} (d)
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Donc, si []' est un produit sur tous les liens sauf K

2= (7 + (1 — e )on;) +
@ (i)

e—ﬂJZ_H, (e_ﬁl +i{l = e—ﬁj)‘sam)

{g} (i.d)

puisque si les spins de a et b sont paralléles alors la contribution de ce facteur est 1,
sinon sa contribution est e™?7.

Posons Zx la fonction de partition du graphe ol 'on a identifié le site a au site b
et Z4 la fonction de partition du graphe dans lequel on a enlevé le lien K. Alors,

Ze =Y I (€% + 1 - e#)800;)

{o} )
et

Zy = Z+H’ (e +(1—e)b50;) + Z_H’ (€ + (1 - €)540,) -

{o} () {e} G

En posant p=1—e~#’, on arrive &
Zy=pZg+(1— p)Z}{ (3.1.2)

En répétant ces étapes sur tous les liens du réseau, on aura a la fin une collection
de réseaux qui ne contiennent aucun lien. La fonction de partition de chacun de ces
réseaux sera QY ott N est le nombre de plages. Z; sera un polynéme en @ avec des
coefficients de la forme p™(1 — p)™.

Soit B ’ensemble des liens d’un réseau; la fonction de partition Z; pourra donc
s’écrire comme une somme sur tous les sous-ensembles R de liens de B. Si N(R) est
le nombre de plages distinctes de R, B le nombre de liens dans B et B(R) le nombre
de liens dans R alors

Z =7 p"®(1-p) P ERQN®. (3-1.3)
RCB

On remarque que dans le cas de la percolation, @ = 1, ’équation (3.1.3) donne Z; = 1.

Pour expliquer cette formule, prenons un exemple simple avec le modéle de Potts
sur un réseau carré 2 x 2. Comme l'indique la relation (3.1.2), le processus consiste &
décomposer le réseau en sous-graphes en décidant pour chaque lien, si

— les deux sites en ses sommets seront identifiés ou

— si le lien sera détruit.
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On peut voir tout 1’arbre des sous-graphes dans la figure 3.1. Chaque colonne de cet
arbre correspond 3 une étape; celle de gauche est le début du calcul alors que celle
de droite est le résultat. Les liens rouges sont des liens qui seront analysés aux étapes
subséquentes et un lien vert signifie que ce lien sera traité a ’étape suivante. Dans
’exemple qui nous occupe, nous commengons avec un graphe ou tous les liens sont
rouges puisqu’aucun n’a été analysé. Ensuite, on prend un lien (qui devient vert); il
sera détruit, ou les deux sites correspondants seront identifiés (on met un lien noir).
A la seconde étape, on choisit un autre lien et on applique le méme procéde sur les
deux sous-graphes qui résultent de la premiére opération. On refait ces étapes sur
chaque sous-graphe jusqu’a ce que tous les liens soient analysés.

Pour avoir la fonction de partition, on fait la somme sur tous les sous-graphes
résultants. Pour calculer la contribution de chaque sous-graphe, on calcule le nombre
de fois que l’on a enlevé un lien, ce qui donne le nombre de p et les fois qu’on a
détruit un lien nous donne le nombre de ¢ = 1 — p. Ensuite, il suffit de calculer la
fonction de partition de chacun des sous-graphes résultants qui est simplement QN
oit N est le nombre de plages du sous-graphe. On voit dans la figure 3.1, chacune
des contributions des sous-graphes. La fonction de partition du réseau carré 2 x 2 est
donc

7P = Qp* +4Qpq + 6 Q*p’¢" +4Q%pg® + Q™.
En remplacant g =1 —pet p=1—e™?/, on arrive a

ZP? = Q+6Q(Q - e +4Q(Q - 1)(Q - 2)e™
+Q(Q - 1)(Q* - 3Q +3)e™

qui est la méme expression que si on avait fait le calcul avec la définition formelle de
la fonction de partition, c’est-a-dire, en regardant les @* configurations possibles du
réseau et en calculant leur énergie & partir de (3.1.1).

Nous allons maintenant imposer des conditions aux limites et voir comment on
peut trouver une expression qui nous donnera 7, dans la limite Q — 1. Fixons les
spins de la frontitre gauche & la valeur o et ceux de la frontitre droite & § (a # f)
en laissant les autres spins de la frontiére libres. Soit Z, g la fonction de partition
de ce systéme; Z, g ne contiendra que des sous-graphes pour lesquels il est possible
d’imposer ces conditions aux limites, c’est-a-dire, les configurations qui ne contiennent
pas un sous-graphe ayant des sites & gauche et & droite. Par contre, Z, ., la fonction
de partition des configurations qui ont des spins « sur la frontiere gauche et droite,
contiendra toutes les configurations puisque sur n’importe quelle configuration, il
est possible d’imposer ces conditions aux limites. Deux exemples de sous-graphes
sont donnés dans la figure 3.2 pour bien montrer quelles sont les configurations qui
contribuent a Z,, et Z,g.

On peut alors écrire

/
Zaa— Zap =Y  pPR(1—p)B-BRIQN: (3.1.4)
R
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F1G. 3.1 — Arbre de décomposition en sous-graphes d’un réseau carré 2 x 2. Les liens
qui n'ont pas été traités sont rouges et les liens verts seront traités a l'étape suivante.
Deuz sites reliés par un lien noir sont identifiés. La contribution de chaque sous-
graphe & la fonction de partition est donnée d la fin de chaque branche de larbre.
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FiG. 3.2 — Le sous-graphe a gauche ne contribuera pas d Zq g puisqu’il contient une
plage qui a un site d la frontiére gauche et un autre d la frontiére droite. Par contre,
le sous-graphe & droite contribuera auz deuz fonctions de partition car il n’y a pas
de plages qui contiennent d la fois des sites & la frontiére gauche et des sites d la
frontiére droite.

oll Z’n est la somme sur toutes les configurations qui contiennent une plage intersec-
tant les frontiéres droite et gauche. Puisque la fonction de partition Z; est 1 lorsque
Q =1, alors dans la limite @ — 1, Za o — Z4,p sera précisément la probabilité qu’il
existe une traversée horizontale avec p la probabilité qu’un lien soit ouvert. On peut
alors écrire

mp=lm Zyq — Zag-
h Gl a,o a,B

On peut faire ’exemple du réseau carré 2x 2 pour illustrer la derniére formule. ngff
contient tous les sous-graphes puisqu’il est toujours possible d’imposer ces conditions
aux limites.

ZP2 = Qp* + 4Qp°q + 6Q%*p*¢* + 4Q°pg* + Q*¢*

et Zﬁ}z contient les sous-graphes qui peuvent avoir les conditions aux frontieres pres-
crites:

Z2¢ = Q' +2Q°pg® + Q'¢".
Donc
mh = lim 255 — 20 = p' + 400 + 5p°¢" + 2pg°

qui est bien l'expression que l'on obtient pour la probabilité de traversée dans la
percolation par lien avec la probabilité p qu’un lien soit ouvert.

Nous avons donc réduit le probléme & simplement trouver les fonctions de partition
Zuoo €t Zyp. En théorie conforme, on peut associer un opérateur de changement
de frontiére a chaque point ol il y a un changement de condition aux limites. Les
situations ot il y a plusieurs changements de conditions aux limites correspondent &
des fonctions de corrélation de ces opérateurs. Soit @(;j;)(x), 'opérateur de changement
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x4‘ g Tﬂ?s
f f
xl‘ (87 4'332

F1G. 3.3 — Les conditions auz limites du rectangle pour la fonction de partition Zg.

de frontitre au point z qui change la condition aux limites de i & j. Si le réseau est
le rectangle formé par les points (z1,72,%3,24) alors les fonctions de partition Zgq et
Zap sont données, & une constante multiplicative commune preés, par

(D(f10) (@1) Dlalr) (B2) B(rla) (23) Dl ) (Z2))
(8(710) (1) D(atr) (T2)D(s18) (T3) Do) 1) (T4))

respectivement. Dans la figure 3.3, on montre les conditions aux limites et les points
ou la condition change.

Le modele de Potts & Q états est associé 3 la théorie conforme avec charge centrale
¢ =1—6/m(m+ 1) avec m donné par Q = 4cos®*(w/(m + 1)). Donc la percolation
(Q = 1) a ¢ = 0. Dans cette théorie, les seuls opérateurs auxquels on peut associer les
d(sla) sont les ¢ 2y de poids conforme h;p =0 tel que prescrit dans le théoréme de
non-unitarité des représentations de I’algébre de Virasoro. Ils sont donc invariants sous
les dilatations. Puisque toute fonction de corrélation contenant des champs primaires
de type (r,s) vérifie une équation différentielle ordinaire d’ordre rs alors on doit tout
d’abord trouver le premier vecteur singulier non-trivial de la représentation de plus
haut poids h = 0 de I’algébre de Virasoro. Ceci a été fait & la section 2.5.4 et on a
trouvé

Lo— ng 5
Pour transformer le vecteur singulier en équation différentielle, une transformation
de Schwarz-Christoffel permet de transformer tout le demi-plan complexe supérieur
en un polygone tel que la droite réelle est appliquée sur le périmeétre du rectangle. En
choisissant convenablement la transformation (ceci est expliqué dans le paragraphe
suivant), on trouve I’équation différentielle (section 2.5.4)

(1= 2)f"(z) + §(1 —22)f'(z) = 0. (3.15)
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QO =

1l existe deux solutions lindairement indépendantes & cette équation: f(z) = 1
et f(z) = 23,1 (1,2;4;2). On peut montrer, & I'aide d’identités sur les fonctions
hypergéométriques, que si

3r (3) 2 4

f(z) = ——3221/32F1( ,—;—;z>

r(3) 38
alors f satisfait la condition de dualité (1.2.2) qui s’exprime en la variable z par

f@)+fl-—2)=1
C’est la prédiction de Cardy pour 7. On peut voir dans son article ainsi que celui de
Langlands et collaborateurs que la théorie et 1'expérience concordent parfaitement.
Toutes les expériences auxquelles nous faisons allusion dans ce mémoire sont des
simulations numériques faites sur ordinateur.

Le paramétre z est relié au rapport des cotés du rectangle par la transformation
de Schwartz-Christoffel: 7 = Kz—g(l—(%k%z et z = 84__—:)1; ol K(u) est l'intégrale elliptique
de la premieére espéce.

Cardy n’a pas donné une expression semblable pour m,. Watts [14] I’a fait en
utilisant un raisonnement semblable & celui de Cardy. Il a réussi a écrire 7y, comme
une fonction de partition du modéle de Potts. Il a pu en déduire que my, serait une
fonction de corrélation de quatre points. Il faut donc que 7, soit annulée par un
opérateur différentiel venant d’un vecteur singulier du module de Verma V'(0,0). Ce-
pendant, I’équation (3.1.5) n’admet pas de solution non-triviale possédant la symétrie
f(z) = f(1 — 2) que doit satisfaire 7p,. Par contre, I'analyse de la structure des
sous-modules propres de V(0,0) nous dit qu’il existe un vecteur singulier de niveau
5 (voir [6, sect. 8.1]). L’équation différentielle venant de ce vecteur singulier a per-
mis & Watts de trouver une solution qui a les bonnes propriétés de symétrie et de
comportement asymptotique:

3T(2
ﬂ'}w(Z) = ¥21/32F1 (

L'(3)

2 4 z 4 5
3T o) S F 1:17—;2’_; .
33") r(%)r(%)”( 3 32)

Il s’avére que cette fonction épouse parfaitement les données expérimentales faites
dans [10].

(e e

La transformation de Schwarz-Christoffel [7] La transformation de Schwarz-
Christoffel applique le demi-plan complexe supérieur sur l'intérieur d’un polygone
de N cotés et ’axe réel sur sa frontiére. Si les sommets sont associés aux points
zi€Ri=1,...,N, alors la transformation est définie par

dA(z)

il Gl 2) Nz — )%t (2 - ay) T

ou les a; sont les angles aux sommets mesurés en multiple de 7.
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Puisque nous pouvons choisir 3 des 4 points z; comme on veut, il sera utile de
poser

1 1
zZ1 = —E, 29 = —1, 23 = 1, 24 = 7. (316)
La transformation est donc
= 1
A= / T (3.1.7)

On intégre & partir d’un point fixe commun. Dans notre cas, on veut appliquer I’axe
réel sur un rectangle de rapport r. En intégrant & partir de z; = —%, A(z) applique
les z; sur chacun des sommets du rectangle (voir la figure 3.4). Ainsi la longueur L'
du rectangle est donnée par

L' = 23 — x5 = 2kK (K?)

ou

. di
K(k)‘/o VA =21 - k)

qui est I'intégrale elliptique compléte de premiére espéce. La hauteur L est donnée
par

L=$3_,$4=k/% dt
i 1 V(@ = 1)(1 - k2?)

Ainsi, on peut trouver le rapport r

= EkK(1 - k?).

L KQ1-k)
=== ——0". 3.1.8
"TT T 2K (18
Avec les points choisis comme en (3.1.6), le rapport biharmonique devient

_la—z)m—a) (l_k)z. (3.1.9)

(21 — 23) (22 — 24) 1+k

Avec (3.1.8) et (3.1.9), on a la relation entre r et 2. On peut montrer que si r est
associé a z, alors % est associé a 1 — 2.

3.2 Simulations

Le probléme Il faut calculer la probabilité de traversée pour le modele d’Ising a la
température critique sur plusieurs rectangles. Comme toutes les configurations n’ont
pas la méme probabilité d’apparaitre, il faut respecter la distribution de Boltzmann:

—BE
Z

ou Z est la fonction de partition du systéme et § = ﬁf

P{conf. avec énergie £} = 2
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FI1G. 3.4 — Application de la transformation de Schwarz-Christoffel sur le demi-plan
compleze supérieur pour donner un parallélogramme dans le plan complege.

L’algorithme Swendsen et Wang [2] ont proposé un algorithme efficace qui génére
des configurations tout en respectant la distribution de Boltzmann. Il fonctionne en
deux étapes:

(i) Partant d’une configuration donnée, créer des liens entre les sites voisins de
méme spin avec probabilité p = 1 — e7?/. Il n’y a pas de liens entre des sites
de spin différent. A la fin de cette étape, il ne restera que des plages de spins
identiques.

(ii) Choisir une valeur aléatoire de spin & chaque plage et la méme valeur pour
chaque site dans la plage.

La nouvelle configuration peut étre trés différente de ’ancienne puisque de grandes
plages de spins peuvent changer en une seule étape.

Lors des simulations que nous avons faites, nous commencions la simulation avec
une configuration aléatoire. Cette configuration est donc & température infinie puisque
tous les spins sont indépendants. L’algorithme de Swendsen et Wang permet d’abais-
ser la température jusqu'a la température T" spécifiée par la constante § = Elff" Clest
la thermalisation; nous avons choisi le nombre d’itérations initiales égal & 4000. Par
exemple, la configuration de la figure 1.1 a été obtenu apres 4000 itérations. Ensuite,
on fait une mesure de traversée a toutes les deux itérations subséquentes. Pour s’as-
surer de l'indépendance des mesures de traversée entre elles, nous avons calculé les
coefficients de corrélation définis par

. th\;jﬂ(yt ~ p)(Ye-j — D)
’ ¥ (- p)?

olt yx = 1 s'il existe une traversée a la configuration k sinon y; = 0, p la probabilité
que yx = 1 et N le nombre de mesures effectuées. Dans le cas présent, p est égal a mp,.
Le nombre 7; € [—1,1] est un indice de I'indépendance entre la mesure de yi et Yr;-
S’ils sont indépendants, alors r; = 0. Les calculs menés, pour un cas particulier (avec
N = 50000), ont donné les valeurs #; = 0.025 et 7, = 0.001. Ces valeurs ne sont pas
en contradiction avec I’hypothése que ro = 0. Ainsi, aprés deux thermalisations, les
configurations seront, & toute fin pratique, indépendantes.
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Les expériences Les simulations effectuées dans [8] nous ont convaincus qu’a la
température critique 7., qui est donnée par

sinh( J ) = i
kBTc \/3-

pour le réseau triangulaire, 7, est un invariant conforme!. Il nous suffit donc de
calculer 7, sur un seul type de réseau. Nous avons choisi de le faire sur le réseau
triangulaire puisque la relation de dualité (1.2.1) est vérifiée exactement méme pour
les réseaux finis. (Nous espérions que l'utilisation de ce réseau permette de réduire les
effets de taille finie. Nous n’avons pas vérifié cette affirmation.) On doit faire attention
4 la définition du rapport du réseau triangulaire. En effet, si LH est le nombre de
sites sur la longueur et LV sur la hauteur, alors

_Lve
~ LH 2

r (3.2.1)

puisque la hauteur d’un triangle du réseau est de v/3/2. Les directions horizontale et
verticale du réseau sont celles de la figure 1.4. D’autres conventions pourraient étre
utilisées. Elles sont discutées ci-dessous.

11 faut calculer

A partir de maintenant, on écrira m,(LV,LH) = mj(r,L) puisque les dimensions du
réseau sont données par les deux constantes r et L = LH. Il existe au moins deux
facons de le faire: 7, (LV,LH) peut étre calculée pour LV et LH trés grands ce qui
donnera une approximation directe de 75° ou bien supposer que la limite suit une loi
d’échelle, c’est-a-dire dans la limite ou L est grand:

|7en (r, L) — w2 (r)| = a, L P

(pour alléger la notation, nous omettrons 'indice 7). Il suffit donc de calculer « et 3.
La construction d’une suite 7,(L;) avec L; < L;;1 permet d’obtenir les valeurs de «

et £
(L) — mn(Lis1) = a(L;? — L),

en supposant que 7 (L;) > mp(Lit1). Le choix L; = 2L, est satisfaisant puisque nous
voulons calculer une loi de puissance, donc

Th(2°Lo) — ma (21 Lo) = aLyP27#(1 — 27F)

1. Dans l'introduction, la valeur de la température critique semble différente mais en fait, c’est la
valeur de la constante J qui differe par un facteur 2 de celle de ’hamiltonien du modele de Potts.



40

et
log(mh(2'Lo) — mh(2+1Lo)) = —iflog(2) +log(aLy” (1 —277))
= {B+ A. (3.2.2)

Par régression linéaire, on peut déterminer les coefficients A et B. Par la suite, on
estime 75° par le calcul suivant:

Th(Li) = Th(Lny1) =  (ma(Ls) — 7a(Lis1)) + (Tn(Liv1) — 7 (Lite))
+ o+ (Ta(Ln) = T (Lntr))

= aLy?27%(1 - 277) + aLyP2 (FDA(1 — 27F)
SRR ol e T

n
= aL?(1-27%)> 27%.
k=t

Si n — oo, alors

o0
mn(Li) =7 = alg?(1-277)) 27

k=i
" i
— ~B(1 _ 9B
= aL,"(1-2 )1_2_ﬁ
= alyf2%. (3.2.3)
En fonction des coefficients A et B de (3.2.2), (3.2.3) devient
2=
N —® = ~B(1 _9-P
mn(L;) — 7y, aly (1 -2 )1 ==
B ¢iB
T T 1—eB’
donc
o o (1) e (3.2.4)
. =mh(L;) —e — 2.

On peut faire des calculs semblables pour 7, et mp,.

Les résultats Nous avons calculé 7, pour un choix de 40 rapports r différents.
Pour estimer 7§° & chaque r, nous avons choisi 3 réseaux de dimensions LV x LH,
2LV x 2LH et 4LV x 4LH. Les résultats pour 7, 7, et 7, se trouvent dans les
tableaux 3.5, 3.6 et 3.7 4 la fin de ce chapitre. Toutes les mesures ont été cal-
culées & partir d’échantillons plus grands que 10%. Dans chacun des tableaux, m =
(271 LV, 2L LH).

Pour s’assurer de la validité de 1'hypothése que les 7% suivent une loi de puis-
sance, nous avons fait quelques mesures sur de plus grands réseaux. Les résultats
apparaissent dans le tableau 3.1 pour les rapports r = 0.1443, 0.9897, 6.928.
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r| LV | LH Tp ga s T T
0.1443 | 4 | 24 | 0.0292686 | 0.0255779 | 0.0238014 | 0.022961 | 0.0225557
0.9897 | 16 | 14 0.502761 | 0.499753 | 0.498281 | 0.497591 | 0.497302

6928 | 32 | 4 0.978255 | 0.977938 | 0.977870 | 0.977868 | 0.977821

TaB. 3.1 — Résultats des simulations pour de grands réseaut.

Le but de cette expérience est de justifier que le 7° calculé avec les trois premiers
points est & une bonne approximation celui qu’on aurait calculé avec un autre sous-
ensemble de points. Dans le tableau 3.2, on résume les résultats de ces calculs (n—m
signifie que I’on a calculé 7$° & 'aide des données #%,...,@}'). On voit que tous les
#5° coincident jusqu’a 'ordre 10~* et I’écart sur la décimale 10~* est au plus de deux
unités, un écart plus petit que 'analyse statistique faite ci-dessus. Nous verrons que
Iidentité de la dualité permet également de fixer & environ 2 x 10~* l'intervalle de
confiance des mesures 75°.

On en conclut que V'utilisation des trois premiers #}, donne une bonne estimation
du vrai 7°.

T 1-3 1-4 1-5 2-4 2-5 3-3
0.1443 || 0.02215 | 0.02219 | 0.02218 | 0.02221 | 0.02219 | 0.02218
0.9897 | 0.4969 | 0.4969 | 0.4970 | 0.4970 | 0.4971 | 0.4971

6.928 | 0.9779 | 0.9778 | 0.9780 | 0.9779 | 0.9778 | 0.9779

TAB. 3.2 — Résultats des calculs pour lestimation de mp°.

Les comportements asymptotiques sont

1
log 75°(r) —» —0.16647— + constante (3.2.5a)
r—0 T
et
log(1 — 7p°(r)) = —0.16667r + constante . (3.2.5b)
r—0o0

Les nombres 0.1664 et 0.1666 ont été obtenus avec les 10 mesures comprises dans
l'intervalle 0.1443 < r < 0.3464 pour le comportement lorsque r — 0 et 2.887 <
r < 6.928 lorsque r — oo. On peut voir les comportements asymptotiques de
sur la figure 3.5. Ces nombres sont raisonnablement prés de 1/6. Nous verrons & la
section 3.4 que ces comportements sont prédits par ’équation différentielle.

Les erreurs statistiques Il faut estimer 'erreur faite sur 77° lors des calculs.
L’erreur sur 7y, si on a un échantillon de N mesures, est donnée par:

mh(1 — )
— N

C’est l'intervalle de confiance de 95% pour un phénoméne de Bernoulli. Les valeurs
de A et B apparaissant dans (3.2.2) ont été obtenues par régression linéaire des

A7Th=2
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-3

-4

F1c. 3.5 — Comportements asymptotiques de my. Le graphique & gauche montre log 7y,
en fonction de r et celui de droite montre log(1 — 7).

logarithmes des différences. La valeur numérique de 75° a alors été déduite de (3.2.4).
Puisque la régression (3.2.2) se réduit, dans notre cas, & tracer une ligne droite entre
deux points, nous pouvons calculer simplement ’erreur sur la pente. La pente est
donnée par:

B = log(m;, — ;) — log(m, — m3)
et ’erreur sur la pente est donc

Amy —m3) | A(rg — )

1 2 2 3

AB ~

Lerreur sur 7} — 72 est calculée & partir de Ami et Azj. Par un calcul basé sur
I'hypothése que 7} et w2 sont des variables aléatoires gaussiennes, on peut montrer
que

1
A} — 2) ~ —=(Ampy + Ax?).

V2

Pour trouver 'ordonnée & I’origine, on fait simplement le calcul suivant
A ~log(n} — 72) — B = log(n? — 73).

Ainsi Verreur sur A est

A(m — 74)

T
5 =W

AA~

Pour calculer 7{°, on a utilisé la loi d’échelle et cette hypothese donne une expres-
sion pour 7p°:
a_€°

o] 1
T ~ T, — € i——eﬁ

L’erreur sur ce chiffre est

00 1 4 8 a B
Aﬂ'h NA’ITh+C r_?AA‘i‘e (]_——eB)—zAB
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Le calcul fait, on peut voir les résultats dans la figure 3.6. La grandeur de l’erreur
sur 7$° varie 3 cause de deux facteurs. Si mf° est lui-méme petit (< 0.1) alors 'erreur
sera plus petite. Si le nombre N; d’échantillons est trés grand alors D'erreur sur 7},
sera petite et donc ce sera de méme pour lerreur sur 7;°. Par exemple, les 16° et 18°
points ont été calculés avec des échantillons plus grands que 109,

Cette analyse rapide surévalue probablement I’erreur sur les m;°. Nous verrons
plus bas une autre fagon d’évaluer ’erreur.

0.0025 .
0.002 '. .
0.0015¢} ' '.
0.001} F
) 10 -20 30 ..4.5

F1G. 3.6 — Erreurs statistiques sur #2°. On énumeére les quarante valeurs de Amp®
pour les quarante rapports de réseau utilisés.

Les erreurs de convention La définition (3.2.1) que nous avons donnée pour le
rapport r d’un réseau triangulaire est arbitraire. On aurait pu tout aussi bien choisir:

LV + Av+/3

VR = e T

En effet, plutét que de prendre le plus petit rectangle contenant les LV x LH sites
du domaine, il aurait été possible de prendre le plus grand ou toute autre convention
intermédiaire. Nous avons mesuré 7, (LV,LH) pour avoir un estimé de m3°(r); or

. . alV+AvV3 LV V3
g r(eLVelH) = JTH+ AR 2 " IHZ

Ainsi notre choix de rapport r au début était bon puisque toute autre convention
ramene a ce choix lorsque la limite des grands réseaux est prise.

La dualité Une vérification de la dualité dans les résultats expérimentaux donnerait
une indication des erreurs faites lors des calculs. Dans le choix des rapports, il y a 9
paires (r,r2) tel que r; = 1/ry exactement. Elles sont énumérées dans le tableau 3.3.
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! T2
0.1443 | 6.9282
0.2165 | 4.6188
0.2665 | 3.7528
0.2887 | 3.4641
0.3464 | 2.8868
0.3849 | 2.5981
0.4330 | 2.3094
0.8660 | 1.1547
0.9897 | 1.0104

TAB. 3.3 — Les paires de rapports (r1,r2) telles que ry = 1/75.

Il y a trois égalités que nous pouvons vérifier:

mh(r1) = mu(re),
7Th(7“2) = 7Tu(T1),
Tho(r1) = Tho(ra)-

Les résultats de ces comparaisons apparaissent dans la figure 3.7.

x10™
8

v BRI
+ BT
oll_o mlf-myte) *
al
"
2 + [}
L [»]
o} o g
* s} .
[ * * +
-2 o +
+
-4
3 , . . . . ; .
1 2 3 4 5 [ 7 8 9

F1G. 3.7 — Comparaison entre les différentes égalités découlant de la dualité.

Cette figure révéle que le plus grand écart est environ 4 x 10™* et qu’environ
95% de ces 27 écarts, en valeur absolue, sont inférieurs 4 2 x 10~%. Ainsi 'intervalle
de confiance sur ces différences est de l'ordre de 2 x 10~* et celui sur chacune des
quantités my, m, et Thy, prises individuellement, est du méme ordre de grandeur.
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3.3 Equation différentielle

Ayant 3 l'esprit les étapes du calcul de Cardy, on peut tenter de faire la méme
chose pour les probabilités de traversée dans le modele d’Ising.

Cependant, I’argument de Cardy pour la percolation ne peut s’appliquer au modele
d’Ising car 'expression donnant 7!

= 1 . — T ' B(R)(1 _ ~\B—B(R)Ne
Th = Clv)l—n):ll Za,a Za,ﬂ = CIQI—I?iER:p (1 p) Q

n’est pas valide lorsque @ = 2 puisque les contributions de chaque sous-graphe dans
la décomposition n’est pas la bonne. En effet, les poids de chaque plage sont différents
A cause du facteur Q™ qui devient 1 dans la limite @ — 1.

Les simulations numériques faites dans [8] mettent en évidence I'invariance confor-
me de 7;,. Mais, contrairement 4 la percolation, il n’est pas justifié d’affirmer que
est donné par une fonction de corrélation de champs primaires de dimension conforme
nulle puisque les opérateurs de changements de frontiére, pour le modele d’Ising, ne
sont pas de poids conformes h = 0.

Les deux derniers paragraphes ne sont pas trés encourageants si on veut appliquer
le raisonnement de Cardy au modeéle d’Ising. Par contre, nous avons ignoré l’ab-
sence de justification et supposé, tout de méme, que 7, est solution d’une équation
différentielle venant d’un vecteur singulier d’un module de Verma V(c,h). Pour fixer
la représentation, il faut choisir la charge centrale ¢ et le poids conforme A. Le modele
d’Ising est associé & la théorie conforme avec ¢ = 1 [6, sect. 7.4.2]. Pour choisir le
poids conforme, il faut remarquer, que 75 étant un invariant conforme, on doit avoir
h = 0. Sinon, la fonction de corrélation ne serait pas invariante sous les dilatations car
les champs primaires se transforment comme ¢(w) = (%)_h #(z). La représentation
fixée, il faut choisir un vecteur singulier. Un choix simple est de prendre le premier
vecteur singulier non-trivial dans le module (¢,h) = (3,0) et de regarder si on peut
trouver une solution qui correspond a .

Pour les théories minimales unitaires, la charge centrale et les poids conformes
sont donnés par

6
e 3.
¢ m(m+1)’ (3:3.1)
1)r — ms)? —
pmtDroms -1 o 1<e<r (3.3.2)

4m(m +1)

Puisque la théorie conforme associée au modele d’Ising a une charge centrale ¢ = %,

le nombre m est 3. Puisque h = 0, les solutions entiéres menant a des vecteurs
singuliers du module (c,h) = (3,0) sont (r,s) = (1,1),(2,3),(4,5),(5,7),... La paire
(1,1) est de niveau 1 et méne au vecteur singulier L_;|0). Nous avons déja vu que
I'équation différentielle issue de ce vecteur est simplement 1’exigence de l'invariance
sous translation de la fonction de corrélation. La paire (2,3), qui est de niveau 6,
correspond au premier vecteur singulier non-trivial. C’est le vecteur cherché.
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Par le calcul expliqué & la section 2.5.4, le vecteur singulier d’ordre 6 dans le
module V(3,0) peut étre calculé. C'est

43 100 97
(L_lﬁ —10 L_14L_2 -+ -3— L_12L_.22 = -—27 L_23 -+ -? L__13L_3
337 3185 381 1265
gier= L_L_yL_3+ Tad L—32 -5 L %04+ BT L_oL_4
19309 9005 1
+—?F L_1L_5 - —1—2— L_s) c= E,h = 0> .

Comme il a été discuté dans le chapitre sur la théorie des champs conformes,
un opérateur de Virasoro L_ & lintérieur d’une fonction de corrélation de quatre
champs primaires ((L_gd)(21)¢(22)¢(23)¢(z4)) peut étre remplacé par (dans notre
cas h; =0,1=1,2,34)

4
1
Loa==3 ——b..
k iy (Zi _ zl)k—l

La fonction de corrélation dépend de quatre points (21,22,23,24), Mais pour que 7y
soit invariant sous le groupe conforme global, la fonction de corrélation ne doit étre
une fonction que du rapport biharmonique (voir a la section 2.3.3).

En posant z; = 2, 29 = 0, z3 = 00 et 24 = 1, on arrive & I’équation différentielle
suivante pour 7, = f(2):

% (1-22) (686z2 (1—z)2—|—73z(1—z)+25) Edgf(z)

+144z(1 — 2) (25141 2% (1 — 2)* — 2986 z (1 — z) — 171) - (2)
1, 3 d3

o 3 . (3.3.3)
+5 28 (1= 2)" (137 = 7372 (1 - 2)) 75/(2)

5
+10 (1-22)2* (1 —2)* % (2)
d6
5

+2° (1 - 2) e (z) =0.

3.4 Etude théorique de I’équation différentielle

Cette bréve section présente les principales propriétés de ’équation différentiel-
le (3.3.3). Tout d’abord cette équation est invariante sous les transformations z — 1—2
et z — ;1- L’ensemble des transformations engendrées par elles forme un groupe
d’ordre 6. Ce groupe correspond au groupe de permutation des trois points 0, 1 et
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oo. Les éléments de ce groupe sont:

1
zZ—=2z z—1-2 z—);
1 s z
2 ’
1—-=2 z—1

1
2 —%k=—— z—
z

Cette équation posséde trois points singuliers réguliers®: z = 0, 1 et oo. Les
exposants associés 3 la singularité en z = 0 sont: 0, 1/6, 1/6, 1/2, 5/2, 5/3. Par le
groupe décrit ci-dessus, les exposants en z = 1 et z = oo coincident avec ceux-ci. Les
6 solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle peuvent étre écrites
sous la forme de la fonction P de Riemann [3, p. 372)

(0 1 oo )
0 0 0

1/6 1/6 1/6

P 1/6 1/6 1/6 ;2.
1/2 1/2 1/2
5/2 5/2 5/2
| 5/3 5/3 5/3

Bien que cette fonction soit connue formellement, nous n’avons pas pu déduire de
solution explicite. Pour un ordre aussi élevé, nous n’avons pas extrait de propriétés
générales par cette analyse.

11 est intéressant de remarquer que la solution se comportant comme 2'/8 quand
z — 0 correspond bien au comportement asymptotique de m lorsque r — 0. La
transformation de Schwarz-Christoffel définie en (3.1.8) se comporte comme

z—0 alors T~ log7r(z)
_log(1 -
z—1 alors T~ og( )
T
Donc
zroe™ ™" lorsque r—0
1—2~e ™  lorsque 7 — o0.
Si f(2) ~ 2'/5 en z — 0 alors

fr) ~ve®
ce qui correspond au comportement (3.2.5a) de 7, quand r — 0. De plus, si f(2) ~
(1—2)/%si z — 1 alors

fr) ~ e F"

qui est bien le comportement (3.2.5b) de m, lorsque r — oo. L’équation différentiel-
le (3.3.3) contient les bons comportements asymptotiques. Cet accord est encoura-
geant.

2. Un point singulier régulier 2o d’une équation différentielle est un point autour duquel il existe
une solution de la forme f(z) = (2 — 20)* Yo @n(z — 20)™.



48

3.5 Etude numérique de I’équation différentielle

La complexité de 1'équation différentielle ne nous a pas permis de trouver une
solution analytique correspondant & 7. Nous nous sommes donc rabattus sur l'in-
tégration numérique de I’équation différentielle. Mais pour résoudre numériquement
une équation différentielle, il faut déterminer les conditions initiales.

La dualité donne une contrainte sur la solution:

fz)=1-f(1-2).

Cette contrainte permet de fixer trois conditions initiales

N1 i) @1y =

i5)-3 @)= ()0

mais comme P’équation différentielle est d’ordre 6, il reste f' (1), f® (1) et f® (3) &
déterminer. Or, il n’y a rien dans le probléme physique qui permette de spécifier ces
trois valeurs.

La méthode utilisée pour déterminer les trois inconnues est empirique. En ayant
des données expérimentales, la solution doit approximer de la meilleure facon les
données. Nous avons fait une régression linéaire pour déterminer les valeurs de f’ (%),
f® (1) et f® (1) qui minimisent 'écart quadratique

40 3
[Z(ﬂ'h(ri) ~ f(ﬁ'))ﬂ
t=1
ol les r; sont les valeurs des rapports auxquelles nous avons des résultats expéri-
mentaux, 7,(r;) est la valeur mesurée de m, et f(r;) est la valeur de la solution de
I’équation différentielle en ce point. Pour trouver les conditions initiales qui mini-
misent 1’écart quadratique, on résoud numériquement 1’équation différentielle avec 4
conditions initiales différentes (toutes les conditions sont évaluées au point z = ):
1 :
fO = _2'v (SZ) =y 1= 132’35475

fl = 0’ f{ = ]-1 fZ) = 0, 1= 2)31475

f3 == O’ 3?3) o ]-a f3(1l) = 05 1= 1721475

fi=0, f7=1, =0, i=1234

Ainsi la solution cherchée sera une combinaison linéaire de fo, f1, f3 et fs:

f(2) = fo(2) + afi(z) + bfs(z) + cfs(2)

ol a, b et ¢ sont des coefficients & déterminer et sont précisément les valeurs de f’ (%),

£ (%) et f® (%) cherchées. Le coefficient de fy(z) est déja déterminé puisque par
les arguments de dualité: m,(r = 1) = } et donc f (3) = 1.



Tolérance Résultats
Relative | Absolue a b c Ecart global
1073 103 | 0.2664540 | 1.849201 | 81.51603 | 1.06712x10~°
104 10~% || 0.2663080 | 1.850929 | 81.59017 | 1.09910x10°
1075 10~° || 0.2665201 | 1.848453 | 81.47553 | 1.05925%x10~°
10°° 10~% || 0.2665380 | 1.848249 | 81.46618 | 1.05894x 1073
1077 10-7 || 0.2665395 | 1.848231 | 81.46535 | 1.05893x10~*
1078 10~% || 0.2665397 | 1.848229 | 81.46527 | 1.05894x 1073
107° 10~° || 0.2665397 | 1.848229 | 81.46526 | 1.05894x 1073
10~ 10- [ 0.2665397 | 1.848229 | 81.46527 | 1.05894x 1073
10~ 10 | 0.2665397 | 1.848229 | 81.46527 | 1.05893x1073
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TAB. 3.4 — Résultats de lintégration numérique de ’équation différentielle. Les
nombres de a, b et ¢ sont les valeurs des conditions initiales minimisant ’écart global.

Lors de la résolution d’une équation différentielle numériquement, il faut spécifier
deux paramétres: les tolérances relative et absolue. La tolérance relative est I'erreur
que 'on peut permettre sur la valeur calculée globalement. La tolérance absolue est
I’erreur numérique admissible & chaque itération de l'algorithme. L’utilisation du lo-
giciel MATLAB permet de fixer facilement ces paramétres.

Nous avons résolu Péquation différentielle & différentes précisions® pour voir com-
ment la solution se comporte lorsqu’on augmente la précision. Les résultats des calculs
sont résumés dans le tableau 3.4. La tolérance relative et absolue utilisée pour calcu-
ler numériquement les fonctions fi, f3 et fs sont indiquées dans la premiére colonne.
Dans les autres colonnes, ce sont les coefficients de ces fonctions calculés en minimi-
sant 1’écart quadratique global avec les 40 données 73°. La derniére colonne indique
I’écart quadratique global obtenu avec ces coefficients a, b, et c.

On remarque qu’a partir d’une erreur relative et une erreur absolue de 1078, les
six premiers chiffres significatifs ne changent plus lorsqu’on augmente la précision. On
en conclut que, dans la limite ot les données expérimentales sont correctes jusqu’au
quatriéme chiffre significatif, la solution numérique ne pourra pas étre plus précise.
Sur la figure 3.8, on voit que la solution de I’équation différentielle épouse trés bien
les données.

On peut déduire la solution pour 7, de la solution qui correspond a 7. Puisque
’équation différentielle est linéaire et 7(z) en est une solution, alors my(2) = 1 —
7, (z) sera aussi solution. On peut voir sur la figure 3.9 que cette solution épouse
parfaitement les données expérimentales. L’écart quadratique global est de 9.8 x 1674,

Sur la figure 3.8, on voit que les données et la solution de ’équation différentielle
concordent trés bien. Par contre, suivant une suggestion de Marc-André Lewis, nous
avons pu trouver une fonction hypergéométrique satisfaisant a la condition de dualité
et ayant les bons comportements asymptotiques. Elle copie la solution de Cardy en

3. Nous remercions Anne Bourlioux, professeure au département de mathématiques et de statis-
tique, pour ses nombreux conseils.
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F1G. 3.8 — Comparaison entre les 40 valeurs mesurées de m, et la solution de ’équation
différentielle. Le graphique monire log T’{ﬁ en fonction de logr.

-4 i I i I L i i
-2 -1.5 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2

F1G. 3.9 - Comparaison entre les 40 valeurs mesurées de m, et la solution de I’équation
différentielle. Le graphique montre log ;7% en fonction de logr.
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exigeant que la fonction recherchée soit une hypergéométrique de comportement Z1/8

en z = 0 et impaire autour de z = %:

() e (L31,2).

)’ \eEE

Elle ne vérifie cependant pas 1'équation différentielle (3.3.3). Cette fonction épouse
trés bien les données expérimentales. En fait, les deux courbes sont pratiquement
indiscernables & ’ceil. On peut voir les différences entre les écarts avec les données sur
la figure 3.10. Ce graphique permet de rejeter la fonction hypergéométrique ci-dessus.

Nous pouvons faire la méme chose pour calculer 7p,. La condition de symétrie est

différente puisque 7, doit étre pair autour de z = %:

Thw(2) = The(l — 2).

Cette condition permet de fixer f', f©) et f® & zéro en z = % En faisant une
régression linéraire pour trouver les valeurs de f, f @) et f@® qui minimisent 1’écart
quadratique, on arrive &

f=0.4001058,  f® = —0.3930438, f® = -9.719017

en z = L. Un graphique de logm,, en fonction de logr se trouve a la figure 3.11.
L’accord n’est pas tellement bon. L’écart quadratique moyen est de 2.73 X 10~ =28
qui n’est pas comparable 3 1’écart obtenu pour la fonction m,. De plus, la solution de
’équation différentielle ainsi trouvée tombe & ’extérieur des intervalles de confiances
des simulations pour 0.1443 < r < 0.6662 et 2.598 < r < 6.928. On conclut qu’il
n’existe pas de solutions de ’équation différentielle (3.3.3) qui corresponde & 7y,. Pour
la percolation, Watts [14] y était arrivé en considérant le second vecteur singulier non-
trivial du module de Verma V' (0,0). Pour le modéle d’Ising, le second vecteur singulier
de V(3,0) est de niveau 11. Le calcul de I’équation différentielle est tres difficile et
calculer ses solutions n’aurait pas été intéressant puisqu’il y a aurait eu 4 conditions
initiales libres & fixer & partir des données 77y,
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Fi1G. 3.10 — Ecarts entre les données et les deuz fonctions. La ligne poz‘ntiilée corres-
] sol F . oo yper
pond a log I—E'T? - 10g1_j?r_;f’ et la ligne pleine représente log o= = — log lj’;r =2

1 4

-2} R
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Fi1G. 3.11 — Comparaison entre la solution de I’équation différentielle et les mesures
expérimentales pour mh,. On trace logmy, en fonction de logr.



T LV | LH i T2 i o
1443 | 4 24 .02925 | .02556 | .02380 | .02221
1624 | 6 32 03927 | .03611 | .03459 | .03321
1732 6 30 04752 | .04396 | .04223 | .04057
1999 | 6 26 06965 | .06501 | .06281 | .06082
2165 | 6 24 .08428 | .07917 | .07661 | .07400
2362 | 6 22 1020 | .09627 | .09342 | .09062
2665 | 8 26 1263 1214 1190 | .1166
2887 | 6 18 .1493 1425 1391 | .1359
3248 | 6 16 .1809 1733 .1696 | .1662
3464 | 8 20 .1951 .1893 1863 | .1834
3849 | 8 18 .2256 .2196 2165 | .2133
4330 | 8 16 .2608 .2545 2514 | 2483
4949 | 8 14 3016 2952 2920 | .2891
b413 | 10 | 16 .3265 3214 3188 | .3163
6186 | 10 | 14 3674 .3623 3597 | 3572
6662 | 10 | 13 3898 3847 3822 | 3797
7423 1 12 | 14 4205 4163 4143 | 4124
.8660 | 10 | 10 4676 .4626 4602 | .4580
93261 14 | 13 .4864 .4829 4812 | 4797
9897 | 16 | 14 .5028 4998 4983 | .4969
1.010 | 14 | 12 .5097 0062 .5045 | .5029
1.066 | 16 | 13 .5244 5215 5199 | .5183
1.155 | 16 | 12 5478 .5448 5434 | .5419
1.299 | 12 8 .5846 .5805 .5786 | .5767
1.540 | 16 9 .6336 .6306 6291 | .6277
1.732 | 16 8 .6695 .6664 .6650 | .6639
1.949 | 18 8 .7048 7021 .7009 | .6999
2.165 | 20 8 7363 7340 7329 | 7318
2.309 | 16 6 7569 7540 7527 | 7516
2.598 | 18 6 .7909 7883 7873 | .7865
2.887 | 20 6 .8201 .8180 8170 | .8163
31758 | 22 6 8451 .8435 8426 | .8418
3.464 | 24 6 .8668 .8653 .8647 | .8643
3.793 | 26 6 .8853 .8841 8837 | .8834
4.330 | 30 6 9151 .9143 9139 | 9137
4.619 | 32 6 9270 9263 9260 | .9259
5196 | 24 | 4 .9466 .9456 9453 | .9452
5.629 | 26 4 9573 .9566 9564 | .9563
6.062 | 28 4 .9660 .9654 9652 | .9651
6.928 | 32 4 |0.97826 | 0.97794 | 0.97787 | .9779

TAB. 3.5 — Résultats des expériences pour 7. Les wi sont définis a la page 40.
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T LV | LH T, 2 o e
1443 24 9707 | 9744 | 9762 | .9778
1624 32 9607 | .9639 | .9654 | .9668
1732 30 9524 | .9561 | .9578 | .9594
.1999 26 | .9304 | .9350 | .9372| .9392
2165 24 9157 | .9209 | .9234 | .9257
2362 22 .8981 | .9037 | .9065 | .9093
.2665 26 8737 | .8786 | .8809 | .8830
.2887 18 .8505 | .8574 | .8610 | .8647

.3248 16 8191 | .8266 | .8303 | .8341
.3464 20 .8049 | .8107 | .8136| .8164
.3849 18 7744 | 7805 | .7836 | .7865

4330

—_
(=]

7391 | .7454 | 7486 | .7518

e ey ey o e e e e et R o e

ol | i to| > | | & =l S| o] o o| o 9| 0j 00| 0o 3| | 00| G| | 3| O3 O
[u—ry
1

4949 14 | .6983 | .7047 | .7080 | .7111
5413 16 | .6734 | .6786 | .6811 | .6833
.6186 14 | .6326 | .6377 | .6403 | .6429
.6662 13 | .6102 | .6153 | .6178 | .6202
7423 5795 | .5837 | .5857 | .5878
.8660 10 | .5324 | .5374 | .5398 | .5421
.9326 13 | .5136 | .5172 | .5188 | .5203
9897 14 | .4971 | .5002 | .5017 | .5029
1.010 12 | .4903 | .4938 | .4955 | .4973
1.066 13 | .4756 | .4787 | .4801 | .4812
1.155 12 | .4522 | 4553 | .4567 | .4578
1.299 8 4153 | 4195 | 4214 | .4232
1.540 9 .3663 | .3695 | .3708 | .3717
1.732 8 3305 1 .3336 | .3350 | .3364
1.949 8 2952 | 2979 | .2991 | .3001
2165 | 20 | 8 2637 | .2661 | .2671 | .2679
2309 16 | 6 2431 | .2460 | .2473 | .2484
26598 | 18 | 6 2092 | 2116 | .2127 | .2135
2887120 | 6 1800 | .1821 | .1829 | .1835
3.175 | 22 | 6 .1548 | 1566 | .1574 | .1580
3464 | 24 | 6 1332 | 1347 1353 | 1357
3.753 | 26 | 6 1146 | 1159 | .1163 | .1166
4330 | 30 | 6 |.08488 |.08573 | .08604 | .08623
4619 | 32 | 6 |.07302|.07377 | .07403 | .07416
5.196 | 24 | 4 | .05343 | .05435 | .05469 | .05489
5.629 | 26 | 4 | .04266 | .04337 | .04359 | .04370
6.062 | 28 | 4 | .03408 | .03460 | .03479 | .03489
6.928 | 32 | 4 |.02175 | .02206 | .02215 | .02218

TAB. 3.6 — Résultats des expériences pour m,. Les w sont définis de la méme maniére
que les 7} .
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r LV | LH Thy i T, 22
1443 | 4 | 24 |.02925 | .02556 | .02380 | .02221
1624 | 6 32 |.03927 | .03611 | .03459 | .03321
17321 6 30 | .04752 | .04396 | .04223 | .04057
1999 | 6 26 | .06965 | .06501 | .06281 | .06082
2165 | 6 24 | .08428 | .07917 | .07660 | .07400
2362 | 6 22 .1020 | .09626 | .09342 | .09061
.2665 | 8 26 1262 | .1214 | .1190 | .1166
2887 | 6 18 1493 | 1424 | .1391 | .1359
32481 6 16 .1806 | .1731 | .1695 | .1661
3464 | 8 20 1947 | 1890 | .1860 | .1831
3849 | 8 18 2247 | .2188 | .2158 | .2127
4330 | 8 16 2588 | .2527 | .2497 | .2468
4949 | 8 14 22067 | 2908 | .2879 | .2852
5413 | 10 | 16 3186 | .3141 | .3119| .3096
.6186 | 10 | 14 3513 | 3474 | .3455 | .3436
6662 | 10 | 13 3670 | .3635 | .3617 | .3600
7423 | 12 | 14 .3849 | .3826 | .3814 | .3804
.8660 | 10 | 10 4025 | .4010 | .4003 | .3997
9326 | 14 | 13 4053 | .4048 | .4046 | .4042
9897 | 16 | 14 4058 | .4058 | .4057 | .4058
1.010 | 14 | 12 40567 | .4057 | .4057 | .4057
1.066 | 16 | 13 4039 | .4043 | .4043 | .4043
1.155 | 16 | 12 3982 | .3990 | .3993 | .3996
1.299 | 12 8 3824 | .3843 | .3852 | .3860
1.540 | 16 9 3506 | .3528 | .3537 | .3544
1.732 | 16 8 3221 | .3245 | 3257 | .3269
1.949 | 18 8 2909 | .2933 | .2943 | .2952
2.165 | 20 8 2616 | .2637 | .2647 | .2655
2.309 | 16 6 2418 | 2446 | .2458 | .2469
2.598 | 18 6 2087 | .2110 | .2120| .2128
2.887 | 20 6 1798 | 1818 | .1827 | .1833
3.175 | 22 6 1547 | 1565 | 1573 | .1579
3464 | 24 | 6 1332 | 1346 | 13583 | .1357
3.753 | 26 6 Jd146 | 1159 | 1163 | .1166
4.330 | 30 6 |.08488 | .08572 | .08604 | .08623
4.619 | 32 6 |.07302 | .07377 | .07403 | .07416
5.196 | 24 | 4 |.05343 | .05435 | .05469 | .05489
5.629 | 26 | 4 |.04266 | .04337 | .04359 | .04370
6.062 | 28 | 4 |.03408 | .03460 | .03479 | .03489
6.928 | 32 | 4 |.02175 ] .02206 | .02215 | .02218

TAB. 3.7 — Résultats des expériences pour Tp,. Les wi, sont définis de la méme
maniére que les 7j,.



Conclusion

Le but de ce mémoire était d’obtenir une expression analytique pour les proba-
bilités de traversée sur les plages de spins identiques pour le modele d’Ising. Tout
d’abord, nous avons fait des simulations sur ordinateur pour avoir des résultats
expérimentaux pour Ty, T, et 7, avec une précision de I'ordre 10~3 (et probable-
ment plus petite) en supposant que 7, (LV,LH) suit une loi de puissance lorsque LH,
LV — 0o et que cette loi tient lorsque LH ou LV sont aussi petits que 4.

En suivant le raisonnement de Cardy, nous avons obtenu une équation différentielle
venant du premier vecteur singulier non-trivial du module de Verma V'(3,0). Nous
n’avons pas pu résoudre cette équation analytiquement mais numériquement, nous
avons trouvé une solution qui approxime 7, et 7, avec un écart quadratique global
de 1072 ce qui est en dessous des erreurs expérimentales.

Par contre, nous n’avons pas pu faire de méme avec 7,. La méthode de Watts
utilise le second vecteur singulier non-trivial du module de Verma V'(0,0); pour le
modgle d’Ising, le second vecteur singulier non-trivial du module de Verma V(3,0)
est cependant de niveau 11. Calculer I'équation différentielle présente alors un défi
calculatoire et la solution de I’équation différentielle fera intervenir beaucoup plus de
parametres & fixer, rendant moins convaincant le résultat.

Par faute de temps, nous n’avons pu étudier d’autres modeles, par exemple, les
traversées sur les plages de Fortuin-Kasteleyn du modele d’Ising, discutée dans [8].
Les comportements asymptotiques sont contenus dans I’équation différentielle mais
la détermination des conditions initiales ne nous a pas permis de bien épouser les
données expérimentales.

Cardy ayant calculé 7, pour la percolation, nous pour le modeéle d’Ising, il serait
intéressant d’étudier le modele de Potts & @ > 2 états. Aucune simulation n’a été
faite pour calculer 7, sur ces modeles. Par contre le calcul des équations différentielles
pose un probléme car pour @ = 3, la charge centrale de la théorie conforme associée
est ¢ = §. Le premier vecteur singulier non-trivial dans le module de Verma V(%,O)
est de niveau 20. Le calcul de son équation différentielle et sa résolution seraient tres
difficiles. Pour les modéles de Potts & ) > 4 états, les charges centrales associées sont
plus grandes ou égales & 1 et la théorie de la représentation de l’algebre de Virasoro
est différente des cas ¢ < 1 unitaires.
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