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Résumé

Le sens du nombre est un des piliers des apprentissages en arithmétique. Son acquisition permet,
entre autres, de comprendre notre systéme de numération. Dans les années 1980, des chercheures
se sont intéressées aux difficultés associées a I’apprentissage de la numération et ont énoncé une
série de recommandations pour favoriser la compréhension de ce concept. Ces recherches sont
encore aujourd’hui des recherches phares et plusieurs études s’en sont inspirées. Des études plus
récentes montrent cependant que les difficultés liées a I’apprentissage de la numération demeurent
les mémes pour les éléves d’aujourd’hui. L’objectif général de la présente recherche est de mieux
comprendre comment se développe le sens du nombre et de la numération, de la petite enfance

jusqu’a I’age de 7-8 ans et de faire ressortir les conditions qui favorisent ce développement.

Des recherches montrent que le développement du sens du nombre s’appuie sur la construction de
représentations mentales dynamiques et imagées. Pour favoriser cette construction, les éléves
doivent avoir acces a des représentations concretes et imagées aussi variées que fécondes. Des
taches de résolution de problémes dans lesquelles les éléves s’engagent doivent aussi étre prévues
pour favoriser les apprentissages. Des recherches montrent enfin que le sens du nombre peut étre
décrit sous forme de continuum qui se développe du préscolaire a 1’age adulte. Or, aucune étude
connue ne s’est intéressée a ce type de progression et n’a tenté¢ d’identifier les conditions qui

favorisent ce développement en tenant compte des éléments ci-haut mentionnés.

Dans la présente recherche, une proposition de continuum du sens du nombre et de la numération
de la petite enfance a 8 ans, s’appuyant sur ces recherches, a été établie. Ce continuum identifie les
¢léments clés du développement de la compréhension des éléves. Un outil d’évaluation a été
construit. Il permet de situer 1’éléve sur ce continuum. Une séquence didactique a été¢ mise en place.
Elle donne I'occasion a 1’¢leve de développer sa compréhension selon ce continuum. Ces
instruments s’adressent aux éléves de la fin de la 2° année et du début de la 3° année, soit des
enfants de 7-8 ans. La construction de ces instruments constitue un des objectifs spécifiques de
cette recherche. Un deuxiéme objectif est de vérifier la viabilité en contexte de ces instruments

aupres de professionnels de I’éducation.



Les objectifs de I’étude ont été atteints : les instruments ont été créés, puis leur viabilité en contexte
a ¢été évaluée par des professionnels du milieu de 1’éducation. Selon I’analyse qualitative des
commentaires des participants, [’outil d’évaluation permettrait d’évaluer le niveau de
développement du sens du nombre des €leves et de dépister ceux qui ont des difficultés a apprendre
ces concepts. Il donnerait aussi I’occasion aux éléves de développer leur sens du nombre, selon

leur niveau de compréhension, a travers une séquence d’activités.

Une analyse fine des commentaires fait clairement ressortir que le sens du nombre, de méme que
les conditions a mettre en place pour favoriser son développement, n’occupent pas une assez grande
place dans I’enseignement actuel de I’arithmétique au primaire ni dans le Programme de formation
de I’école québécoise. Il demeure cependant un prédicteur important de réussite scolaire. C’est
pour cette raison que d’autres travaux doivent porter sur les concepts ciblés dans la présente étude

afin de mieux accompagner les éléves et leurs enseignants vers la réussite.

Mots-clés : didactique, mathématiques, difficulté d’apprentissage, sens du nombre, numération,

subitisation, groupitisation, outil d’évaluation, séquence didactique, représentation mentale.



Abstract

Number sense is one of the pillars of learning arithmetic. Its acquisition allows, among other things,
to understand our decimal and positional numeral system. In the 1980s, researchers became
interested in the difficulties associated with learning numeration by elementary school children.
They proposed a framework and a series of recommendation to promote the understanding of this
concept. Their research is still a reference today and several studies have been inspired by it. More
recent studies, however, show that the difficulties associated with learning numeration remain the
same for today’s students. The general objective of this research is to better understand how number
sense develops from infancy up to the age of 7-8 years and to highlight the conditions that increase

this development.

Research shows that the development of number sense and the understanding of mathematical
concepts is based on the construction of dynamic and image-based mental representations. To
promote this construction, students must be given access to concrete and image-based
representations that are as varied as they are fruitful. Problem-solving tasks in which students are
called upon to engage must also be included in the planning of mathematical activities to promote
student learning. Finally, research shows that number sense can be described as a continuum that
develops from preschool to adult life. However, no known study has been focusing on in this type
of progression leading to the understanding of numeration and has attempted to identify the
conditions to promote the development of number sense by taking into account the above-

mentioned elements.

In the present study, a proposal for a number sense continuum, from infancy to age 8, has been
established. This continuum identifies key elements in the development of student understanding.
An evaluation tool has been built. It helps situate the student on this continuum. A didactic
sequence has also been built. It gives students the opportunity to develop their understanding along
this continuum. These tools were intended for students at the end of Grade 2 and the beginning of
Grade 3, i.e. children aged 7-8. The construction of these tools was one of the specific objectives
of this research. A second objective was to verify viability in context of these tools with education

professionals.



The objectives of the study were achieved: the device was created and then the viability in context
was evaluated by professionals in the education community. According to the qualitative analysis
of participants' comments, the device could make it possible to assess the level of development of
the number sense of the students and to identify those who have difficulty in learning this concept.
It also could give students the opportunity to develop their number sense, to their level of

understanding, through a sequence of activities.

A detailed analysis of the comments clearly shows that number sense, as well as the conditions that
need to be put in place to promote its development, do not occupy a sufficiently large place in the
current teaching of arithmetic at the elementary school level or in the Quebec Education Program.
However, it remains an important predictor of academic success. For this reason, further work must
be done on the concepts targeted in this study in order to better guide students and their teachers

towards success.

Keywords: didactics, mathematics, learning difficulty, number sense, numeration, subitizing,

groupitizing, assessment tool, didactic sequence, mental representation.
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Introduction

La réussite en mathématiques contribue au succes scolaire et professionnel (Dionne, 2007). En
effet, les « habiletés mathématiques ont une influence sur I’employabilité, la productivité et les
salaires dans I’industrialisation et le développement des nations, au-dela de I’influence de la
littératie, du nombre d’années d’études et de I’intelligence » (Geary, 2000). La réussite en
arithmétique, branche des mathématiques qui étudie les propriétés et les régles de calcul entre les
nombres (Mathieu, de Champlain et Tessier, 1990), est importante puisqu’elle se trouve au coeur
de la majorité des activités mathématiques du primaire et du secondaire. Le développement du sens
du nombre est un élément clé de cette réussite. Le sens du nombre se définit essentiellement comme
ce qui permet a une personne de comprendre les nombres et leurs relations et de porter des
jugements mathématiques (Bobis, 2007, Northcore et McIntosh, 1999; Reys et Yang, 1998). Le

sens du nombre est au cceur de la présente étude.

Ce texte comporte cinq chapitres. Le premier chapitre, la problématique, a pour objectif de cerner
le contexte scolaire dans lequel les éléves québécois du primaire apprennent les mathématiques et
développent leur sens du nombre. Ensuite, afin de mieux comprendre les enjeux de la réussite en
mathématiques, certains prédicteurs de la réussite en mathématiques seront présentés. Enfin, un
portrait de la compréhension qu’ont les éléves du systéme de numération est proposé. Ce premier
chapitre nous amene a nous questionner sur le développement du sens du nombre et de la
numération et sur les conditions a mettre en place afin de favoriser ce développement. Ce

questionnement a guidé les choix de contenus rapportés au deuxiéme chapitre.

Dans le deuxi¢me chapitre, les caractéristiques du systéme de numération sont explicitées. Cette
description menera a la présentation du bilan actuel des connaissances associées a I’apprentissage
de chacune de ces caractéristiques. La présentation d’études s’intéressant au développement du
sens du nombre et de la numération permet de bien cerner les enjeux de ces apprentissages. La
description d’études empiriques sur 1’enseignement du sens du nombre et de la numération conduit

a I’¢laboration d’objectifs spécifiques de recherches.
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Le troisiéme chapitre expose les choix méthodologiques qui permettent de répondre aux objectifs
spécifiques. Dans un premier temps, le type de recherche dans lequel cette démarche s’inscrit, la
recherche-développement, sera présenté. Dans un deuxieéme temps, I’outil d’évaluation et la
séquence didactique, les deux instruments qui ont été créés dans cette étude seront détaillés. Dans
un troisieéme temps, le portrait des participants sera peint. Dans un quatriéme temps, les instruments
qui ont été utilisés pour collecter les données seront décrits. Enfin, les choix pour le traitement et

I’analyse des données seront exposés.

Le quatriéme chapitre présente les résultats. Une analyse qualitative des commentaires que les
participants ont formulés par rapport aux deux instruments a été réalisée. Les commentaires ont été
analysés en fonction de I’outil d’évaluation d’abord et de la séquence didactique et de ses activités

ensuite.

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre, le chapitre de discussion, un retour sur les résultats

saillants ainsi que sur I’ensemble de cette these est réalisé.
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1. Problématique

Ce chapitre présente la problématique a la source de cette thése. Les mathématiques jouent un role
important de classement dans le parcours scolaire des éleves. Au primaire, la réussite en
mathématiques est essentielle pour poursuivre le cheminement régulier. Au secondaire, les éleéves
ont acces a des parcours scolaires différents selon leurs résultats en mathématiques. Pour pouvoir
faire des études collégiales en sciences ou en gestion par exemple, ils auront besoin de réussir en
mathématiques. De plus, certaines habiletés mathématiques, dont le sens du nombre, seraient
d’importants prédicteurs de la réussite en mathématiques et dans d’autres matiéres comme la
lecture (Case et Okomato, 1996; Claessens et coll., 2009; Duncan et coll., 2007; Pagani et coll.
2011). Le développement du sens du nombre concerne autant les concepts, les procédures et les
stratégies de résolution de problémes qui permettent d’affronter les taches les plus complexes en
mathématiques. Ainsi, les lecons tirées de 1’analyse de cette recherche pourraient aider & mettre en
place des taches qui auront un impact sur la réussite des éléves, notamment chez les éleves

éprouvant des difficultés.

La premicre partie de ce chapitre présente le contexte scolaire québécois et expose les grandes
lignes du Programme de formation de [’école québécoise en faisant ressortir les composantes des
compétences a développer en mathématiques (Gouvernement du Québec, 2001). La deuxiéme
partie présente certaines des variables qui prédisent la réussite en mathématiques, dont le sens du
nombre et la compréhension du systeme de numération. La troisiéme partie présente des recherches
récentes qui permettent de dresser un portrait des performances des éléves de troisieme année, a
I’age ou les éleves ont normalement développé leur compréhension de la numération et de ses
composantes (Koudogbo, 2013; Koudogbo et coll., 2017). Ce bilan montre que les résultats des
¢leves d’aujourd’hui ne semblent pas réellement se différencier de ceux des ¢leéves des années 1980
(Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986, 1988), malgré les efforts des milieux éducatifs
pour accroitre la réussite scolaire. Dans la derniére partie, une synthése de ce premier chapitre est
présentée afin d’identifier la question générale de recherche qui orientera le contenu du deuxieme

chapitre, soit le cadre conceptuel.
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1.1. Contexte scolaire québécois

Le Programme de formation de 1'école québécoise (PFEQ) de I’école primaire est en vigueur
depuis 2001. Il vise la réussite pour tous, autant sur le plan scolaire que social. Il aspire a préparer
les éleves a la poursuite de leur cheminement scolaire et professionnel. Ce programme est axé sur
le développement de compétences, des « savoir-agir fondés sur la mobilisation et 1’utilisation
efficaces d’un ensemble de ressources » (Gouvernement du Québec, 2001, p. 4). Les compétences
sont des outils intellectuels complexes et flexibles qui permettent aux individus de mieux
comprendre le monde afin d’agir sur ce dernier. Elles sont en interaction avec les connaissances;
sans les connaissances, les compétences ne peuvent pas s’actualiser et sans les compétences, les

connaissances ne servent a rien (Perrenoud, 1995).

La maitrise des mathématiques est un atout dans notre société (Gouvernement du Québec, 2001).
Selon I’Organisation de coopération et de développement économiques (OCDE), « tous les adultes

n

doivent posséder une " culture " mathématique, scientifique et technologique pour pouvoir
s’épanouir, travailler et participer pleinement a la vie de la société¢ » (OCDE, 2007, p. 347). Pour
mener les éléves vers cette cible, le PFEQ propose le développement de trois compétences :
résoudre des situations problémes, raisonner a I’aide des concepts et des processus mathématiques
et communiquer a I’aide du langage mathématique. Ces trois compétences disciplinaires sont en

constante interaction.

La premiére compétence « Résoudre des situations problémes » se traduit par I’engagement de
I’¢leve dans un processus a travers lequel il déploie plusieurs stratégies et utilise plusieurs de ses
connaissances. Cette démarche intellectuelle permet a 1’¢léve de développer un « outil intellectuel
puissant au service du raisonnement et de 1’intuition créatrice » (Gouvernement du Québec, 2001,
p. 125). Cette démarche est exploitée dans une multitude de situations. La résolution d’une situation
probléme pousse I’¢éleve a mettre en place différentes stratégies de compréhension, d’organisation,
de résolution, de validation et de communication (Gouvernement du Québec, 2001; Poirier, 2001;

Polya, 1957; Roegiers, 1998).

La seconde compétence « Raisonner a 1’aide des concepts et des processus mathématiques » est

présente lorsque 1’¢éléve organise de fagon structurée et logique ses idées face a une tache, ce qui
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lui permet de la résoudre. C’est 1’occasion, pour I’¢éléve, de percevoir la situation et d’établir un
enchainement logique de concepts pour trouver la réponse (Baruk, 1992; Gouvernement du

Québec, 2001).

La derniere compétence « Communiquer a l’aide du langage mathématique » concerne la
connaissance et 1’utilisation appropriées du langage ou du symbolisme mathématique. Elle permet
aux ¢leéves de soutenir leurs apprentissages en nommant correctement les concepts qu’ils abordent.
Cette compétence amene aussi les éléves a produire ou a interpréter des messages utilisant le

langage mathématique (Gouvernement du Québec, 2001; Lemoyne, 2004).

Le PFEQ inclut également un document intitulé Progression des apprentissages (Gouvernement
du Québec, 2009), une liste des concepts et des procédures a maitriser selon les niveaux scolaires;
ces savoirs dits essentiels, rappelons-le, sont en constante interaction avec les trois compétences
disciplinaires. La présente recherche concerne uniquement la section « Arithmétique » du
programme. L’arithmétique, branche des mathématiques qui ¢étudie les propriétés et les régles de
calcul entre les nombres (Mathieu, de Champlain et Tessier, 1990), se trouve au cceur de la majorité
des activités mathématiques du primaire. Elle est « constituée des éléments de base en
mathématiques puisqu’ils sont réinvestis dans tous les autres champs de la discipline »
(Gouvernement du Québec, 2009, p. 4). La majorité des « savoirs essentiels » en mathématiques

au primaire relévent de I’arithmétique.

La section « Arithmétique » de la Progression des apprentissages est divisée en trois parties : le
sens et 1’écriture des nombres, le sens des opérations sur des nombres et les opérations sur des
nombres. Le sens du nombre se développe des le jeune age et continue a se développer tout au long
de la vie d’un individu (Giroux, 2010; Gouvernement du Québec, 2009, p. 5). Le sens du nombre
sera défini plus en détail a la section 1.2.1. Il est en étroite interaction avec le sens des opérations.
C’est le développement du sens des opérations qui permettrait a I’éleve d’identifier I’opération a
effectuer selon la tache qui lui est proposée. Il pourrait ensuite effectuer cette opération de fagon
adéquate. La progression des apprentissages (Gouvernement du Québec, 2009) tente de faire
ressortir tous les savoirs essentiels a la réussite des éleves quant au déploiement du sens du nombre,

du sens des opérations et de la réalisation des opérations.
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Toujours dans le but de mettre en place le plus de conditions permettant de mener les éléves vers
la réussite, le Québec s’est doté d’une Politique de la réussite éducative (Gouvernement du Québec,
2017). Le premier objectif de cette politique est de porter a 85 %, d’ici 2030, le nombre d’¢éleves
de moins de 20 ans qui obtiennent un premier diplome d’études secondaires ou d’études
professionnelles. La réussite aux épreuves ministérielles en mathématiques est un des critéres

conduisant a I’obtention du diplome.

Cette politique propose des orientations pour améliorer la réussite des éléves aux épreuves
ministérielles et, par le fait méme, le taux de diplomation. L’axe 1 de cette politique cible 1’atteinte
du plein potentiel des éleves en s’appuyant, entre autres, sur la constitution de bases solides. Un
des ¢léments identifiés pour mettre en place ces fondations est le développement des compétences
en littératie et en numératie des la petite enfance et tout au long de la vie (Gouvernement du Québec,
2017). La recherche de Garcia Coll et coll. (2007) montre, par exemple, que la réussite en

mathématiques au préscolaire prédit les résultats dans cette discipline tout au long de la scolarité.

D’autres études précisent, parmi les éléments mathématiques travaillés au préscolaire, ceux qui
sont de bons prédicteurs de la réussite en mathématiques. Ils seront présentés dans la prochaine

section.

1.2. Prédicteurs de réussite en mathématiques

La littérature scientifique reconnait différents prédicteurs de la réussite des ¢éléves en
mathématiques. Les habiletés visuo-spatiales, les fonctions exécutives, plus particulierement
I’inhibition, et le sens du nombre sont les prédicteurs les plus souvent identifiés (Deshaies et coll.,
2020; Hawes et coll., 2009; Moss et coll., 2016). Hawes et coll. (2009) proposent une métaphore
intéressante pour décrire le role que ces prédicteurs entretiennent entre eux. Ils comparent
I’apprentissage des mathématiques a la construction d’une maison. Pour eux, le sens du nombre
représente les briques d’une maison, les « fundamental building blocks ». Les habiletés visuo-
spatiales sont des outils pour manipuler et assembler les briques et les fonctions exécutives sont les

régles et les contraintes de construction.
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Les habiletés visuo-spatiales sont liées, selon Hawes et coll. (2009) a la capacité qu’ont les
individus a générer, retirer, garder ou manipuler de I’information visuo-spatiale. Ces habiletés

permettraient éventuellement aux ¢éléves de manipuler mentalement les nombres.

Les fonctions exécutives sont des fonctions du cerveau qui permettent de prendre des décisions
stratégiques selon les situations rencontrées (Houdé 2004). L’inhibition référe plus
particulierement a la capacité qu’ont les individus de freiner une réponse, de « résister » (Deshaies
et al., 2020; Houdé¢, 2004)_a la mauvaise réponse. Les €éléves auraient besoin de 1’inhibition pour
bloquer la mauvaise stratégie et permettre le recours a la bonne, ce qui est essentiel pour bien

réussir en mathématiques (Houdé, 2004).

Le sens du nombre, dont il sera question dans la section qui suit, est un autre important prédicteur
de la réussite en mathématiques et dans d’autres matieres (Mazzocco et Thompson, 2005; Pagani

et coll., 2011). Il est au centre du présent travail.

1.2.1. Le sens du nombre

Dans cette section, les composantes et les caractéristiques du sens du nombre seront présentées. Ce
concept demeure complexe a définir puisqu’il présente plusieurs facettes. Son importance sera ainsi

précisée.

Selon Jordan (2010), le sens du nombre est le fondement qui soutient 1’apprentissage de notions
mathématiques complexes associées au calcul mental ainsi qu’a la résolution de problémes. Van
Luit et Schopman (2000) précisent aussi que les difficultés précoces par rapport au sens du nombre

ont un impact sur les apprentissages mathématiques ultérieurs.

Le sens du nombre est un concept important en didactique des mathématiques. Pour Devlin (2017),
un mathématicien britannique, il s’agit méme du concept mathématique le plus important du 21¢
siécle. Gersten et Chard (1999) le comparent a la conscience phonologique, un prédicteur puissant
de la réussite en lecture, puisque le sens du nombre est un des piliers de la réussite en
mathématiques. De leur co6té Witzel, Ferguson et Brown (2007) associent le sens du nombre a la

compréhension en lecture. Pour eux, comprendre les mathématiques n’est pas seulement
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reconnaitre des symboles mathématiques et effectuer les bonnes techniques, tout comme
comprendre un texte en lecture ne consiste pas seulement a reconnaitre les lettres pour leur associer

les bons sons.

Pour définir le sens du nombre, il est d’abord important de le distinguer du nombre. « Le nombre
est une entité abstraite qui permet de rendre compte des quantités discrétes finies, manipulables,
figurées, ou évoquées, c’est-a-dire qui permet de résoudre certains problémes de comparaison et
d’évaluation a I’aide, si besoin est, d’opérations élémentaires » (Mounier, 2010, p. 21). Le sens du
nombre concerne tous les nombres, mais, pour la présente recherche, il s’agit du sens du nombre
naturel, soit le nombre qui « sert a compter ou a dénombrer les objets d’un ensemble » (Patnaude
et Mathieu, 2019). Il ne s’agit pas non plus du « concept de nombre » tel que Piaget en parle dans
la Genése du nombre (Piaget et Szeminska, 1941), soit comme étant une synthése des opérations

de classification et de sériation.

Deux courants de pensée définissent le sens du nombre. Ces deux points de vue se complétent,
mais relévent de théories différentes. Pour certains auteurs, le sens du nombre se manifeste avant
I’age de 4 ans. Ce serait alors une aptitude a percevoir, de fagon précise, les petites numérosités (de
0 a 4 ¢éléments) ou, de fagon approximative (sans compter chacun des éléments), des quantités
lorsqu’elles sont de I’ordre du simple au double, par exemple 4 et 8 ou 10 et 20 (Dehaene, 2001;
Jordan et Levine, 2009). Cette aptitude serait présente des les premiers mois de la vie (Starkey et
Cooper, 1980; Wynn, 1992a ; Wynn, 1992b). Cette vision a donné naissance a une conception

désignée par I’expression sens des petites numérosités (Dehaene, 2003).

D’autres attribuent une portée plus large au sens du nombre en considérant le sens des petites
numérosités comme ses premicres manifestations (Greeno, 1991; Howden, 1989; Mclntosh et
Dole, 2000; Reys et Yang, 1998; Van de Walle et Lovin, 2007). Pour ces auteurs, le sens du nombre
se développe tout au long de la vie. Il ne s’agirait pas d’une connaissance finie, mais plutét d’ un
bagage intellectuel qui évolue dans le temps, en fonction des expériences que 1’on vit (Reys, 1994).
Van de Walle et Lovin (2007) parlent d’abord d’un « sens initial du nombre » qui s’apparenterait
a une bonne intuition sur les nombres et leur relation (Howden, 1989). IIs précisent ensuite que les

enfants continuent de développer leur sens du nombre a travers la compréhension de la valeur de

21



position et des opérations sur les nombres, ce qui contribue a la construction de représentations
mentales. Selon eux, les programmes traditionnels d’enseignement délaissent trop rapidement le
développement de cette pensée flexible au profit d’un enseignement des gestes et des techniques
de calcul plus stricts. Ainsi, plus d’attention devrait étre accordée a la construction du sens du

nombre au préscolaire et au primaire (Van de Walle et Lovin, 2007).

Selon Reys et Yang (1998), le sens du nombre se rapporte a la compréhension générale qu’un
individu a du nombre et des opérations arithmétiques. Il ne s’agit pas de la simple application
d’algorithmes ou de procédés techniques, ni de la mémorisation de définitions (Greeno, 1991;
Howden, 1989; McIntosh et Dole, 2000). C’est plutot une forme de raisonnement, une capacité de
réflexion sur les nombres qui se manifeste par une flexibilit¢ dans le traitement et la manipulation
des nombres et dans le choix des stratégies opératoires. Cette flexibilité se manifeste par le fait que
I’¢leve soit capable de jouer avec les nombres et les opérations. Il est capable de réfléchir sur ces
derniers et de choisir, parmi toutes les possibilités qu’il connait, celle qui convient le mieux pour
une tache donnée. L’¢léve est capable de s’adapter a la tache qu’il doit résoudre (Gagné et coll.,
2009; Gouvernement du Québec, 2019; Houdé¢ 2004). Le développement du sens du nombre se
caractérise avant tout par la capacité de comprendre des situations numériques et les effets des

manipulations sur les nombres. C’est une maniére de penser (Reys, 1994).

Le sens du nombre est un concept complexe, difficile a cerner, car il y a plusieurs variables en jeu.
Etant donné cette complexité, Reys (1994), en s’appuyant sur ses observations des éléves, a tenté
d’établir une liste de comportements associés au sens du nombre, leur présence pouvant varier
selon les situations qui sont proposées aux ¢€leves :

- faire des liens entre les mathématiques et le monde réel;

- étre capable de juger de la justesse d’une réponse;

- inventer ses propres procédures de calcul;

- se représenter un nombre de plusieurs fagons selon le contexte en jeu,

- reconnaitre des régularités dans le systéeme de numération;

- obtenir facilement la réponse a des calculs élémentaires;

- étre capable d’utiliser ses connaissances sur les nombres pour en déduire de nouvelles;

- faire régulierement appel a I’estimation;
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- jouer avec les nombres en les composant ou en les décomposant;

- reconnaitre la grandeur, la quantité derricre les chiffres.

Ces composantes ne sont pas exclusives au sens du nombre, particulierement les deux premieres.
Cependant, elles expriment toutes cette idée de flexibilité, de compréhension des nombres, de leurs
relations et de la capacité a les manipuler selon les taches a résoudre liées au sens du nombre. Elles
vont aussi de pair avec le développement des compétences visées dans le programme de formation.
Selon le PFEQ (2001), réussir en arithmétique ne signifie pas seulement étre capable de bien
reproduire des séquences de calcul ou apprendre des définitions. Réussir implique surtout de
développer sa compétence mathématique, qui pourrait se traduire notamment par le développement
du sens du nombre. A la lumiére des travaux rapportés plus haut, le sens du nombre permet de
comprendre les nombres et leurs relations, de faire preuve de jugement et de créativité en résolution
de problemes mathématiques, au-dela des automatismes ou des simples applications, et qui conduit

au calcul mental (Bobis, 2007; McIntosh et Dole, 2000; Tsao, 2004; Reys, 1994; Rodriguez, 2009).

Le nombre permet de décrire et de nommer des quantités; il s’agit d’un objet culturel (Dehaene,
2003). A D’inverse, « une quantité est susceptible d’étre évaluée, c’est-a-dire associée a un
nombre » (Baruk, 1997, p. 980). Le sens du nombre, lui, est quelque chose qui se développe et qui
permet, entre autres, de comprendre les nombres et leurs relations. Une des premicres clés du
développement du sens du nombre est la subitisation. La subitisation est la capacité de percevoir
instantanément la quantité (Clements, 1999; Dehaene, 2003; Mandler et Shebo, 1982; Starkey et
Cooper, 1980; Wynn, 1992a, 1992b). Elle est présente avant que I’enfant utilise le nombre et elle
permet, éventuellement, d’identifier le nombre. Elle sera davantage détaillée dans la section
2.2.4.2. Le sens du nombre étant quelque chose qui évolue, une autre des clés permettant son
développement est la compréhension du systeme de numération. Nous en parlons dans la section

suivante.

1.2.2. La compréhension du systéeme de numération

La numération est un « systéme comprenant des symboles et des regles d’utilisation de ces

symboles permettant d’écrire et de nommer les divers nombres » (Patnaude et Mathieu, 2019). Un
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systeme de numération permet donc de représenter des nombres. Sa compréhension est la base de
I’arithmétique (Koudogbo, 2013). Notre systéme de numération existe parce qu’il permet de traiter
rapidement de grandes quantités. Nous reviendrons en détail sur ses composantes dans le cadre

théorique a la section 2.2.

Comprendre la numération sous-entend la flexibilit¢ dans la manipulation des quantités, tout
comme il en a été précédemment question dans les caractéristiques générales du sens du nombre.
Un exemple de cette flexibilité est 1’éléve qui est capable de représenter la quantité 456 de
différentes fagons, par exemple 4 centaines + 5 dizaines + 6 unités, mais aussi, en adoptant une
notation abrégée, 3¢ + 15d + 6u ou encore 3c + 14d + 16u. Il pourra aussi choisir la meilleure
décomposition selon I’opération demandée. Par exemple, si1’on veut enlever 163 de 456, il choisira
3¢ + 15d + 6u. Il pourrait aussi jouer avec les nombres en faisant 20 + 15 — 1 pour effectuer le

calcul 19 + 15.

Cette souplesse dans la manipulation des nombres et cette facilité a jouer avec les différents
groupements de dix facilitera aussi la compréhension des conversions entre unités de mesure. Nous
utilisons le Systéme international d’unités (SI) qui s’appuie sur le principe de multiplication par
dix, un fonctionnement décimal. Enfin, cette flexibilité¢ soutiendra la compréhension des fractions

et des nombres décimaux (DeBlois, 1995; Tempier, 2013).

La maitrise du concept de numération est difficile pour plusieurs éleves (Koudogbo, 2013). Au
cours des trente derni¢res années, plusieurs chercheurs se sont intéressés a la numération et aux
difficultés que posent son enseignement et son apprentissage (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a,
1984b, 1986; Clark et Kamii, 1996; DeBlois, 1995 ; Jones et coll., 1994, 1996; Koudogbo, Giroux
et René de Cotret, 2017; Poirier, 2001).

Selon Witzel et ses collaborateurs (2007), une des difficultés observées chez des éléves qui ont un
pauvre sens du nombre est celle de percevoir la pertinence et le role du groupement dans notre
systtme de numération. Derriére 1’écriture des nombres avec des chiffres se cachent des
groupements de dix, de cent, etc. Dans une recherche phare, Bednarz et Janvier-Dufour (1984a,
1984b, 1986) avaient déja fait ressortir les difficultés des éléves a voir et comprendre les

groupements sous-entendus par 1’écriture positionnelle, autrement dit a les conceptualiser. Ces
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chercheuses ont aussi fait des recommandations par rapport a 1’enseignement de la numération.
Nous y reviendrons dans notre cadre théorique a la section 2.4.1. Dans la prochaine section, les
travaux relativement récents de chercheurs qui se sont questionnés sur la compréhension qu’ont les
¢leéves d’aujourd’hui des principes soutenant notre systéme de numération seront présentés. Ils
seront comparés aux ¢tudes menées par Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) au début

des années ‘80.

1.3. Etat des lieux sur la compréhension des éleves du systéeme de numération

Pour les adultes instruits, lire des nombres et faire des opérations avec ces derniers semblent des
performances élémentaires, surtout pour les nombres naturels. Notre systeme de numération ne
semble pas si énigmatique. Pourtant, plusieurs éléves manifestent des difficultés a apprendre cette

branche de I’arithmétique (Mounier, 2010).

Dans les années 1980, deux chercheuses québécoises ont étudi¢ les difficultés éprouvées par les
¢éleves a comprendre la numération et ses principes (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b,
1986). Leurs travaux sont depuis une référence incontournable lorsqu’il est question de
I’apprentissage de la numération (Koudogbo et coll., 2017). Elles ont remarqué qu’un grand
nombre d’¢éléves ne percevaient pas les groupements sous-entendus par 1’écriture positionnelle des
nombres ni le role des groupements dans le traitement de la quantité. Notre systéeme de numération
est un systéme dit positionnel. Les chiffres ont une valeur différente selon la place qu’ils occupent
dans le nombre. Par exemple, dans le nombre 456, le 4 signifie qu’il y a quatre centaines, elles-
mémes formées de dix groupes de dix. Comme cela a été mentionné plus tot, étre compétent en
arithmétique ne signifie pas seulement étre capable d’effectuer des calculs avec les nombres. Il faut
aussi comprendre les relations entre les nombres et, pour y arriver, il faut entre autres pouvoir
identifier le réle du groupement de dix dans notre systeme de numération et étre capable de

manipuler ces groupements pour arriver a solutionner divers problémes.

Trente ans plus tard, Koudogbo et ses collegues (2013, 2017) ont évalué 18 éleéves de 3¢ année (8-
9 ans) en utilisant les mémes taches que celles utilisées par Bednarz et Janvier-Dufour (1984a,
1984b). Ces taches faisaient appel a la numération. Elles ont ensuite comparé les résultats de leurs

¢léves a ceux ciblés dans les études des années 1980. Il semblerait que les performances de ces
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¢leves ne se soient pas différentes de celles des ¢léves ciblés dans les études réalisées dans les
années 1980 (Koudogbo, 2013). Pour effectuer cet exercice, elles ont considéré quatre groupes
d’¢éleves. Les trois premiers (cohortes A, B1 et B2) sont les éléves ayant vécu les expérimentations
des années 1980. Les ¢leves de la cohorte C sont les ¢éléves rencontrés lors des recherches de
Koudogbo et ses collaborateurs (Koudogbo, 2013; Koudogbo et coll., 2017) :
- cohorte A : 75 ¢éleves de 3° année ayant recu un enseignement normalement attendu;
- cohorte B1 : 23 ¢leves de 3° année ayant regu un enseignement par Bednarz et Janvier-
Dufour;
- cohorte B2 : 26 ¢leves de 3¢ année provenant de la méme commission scolaire que le
Groupe B1, mais ayant suivi un enseignement normalement attendu;
- cohorte C : 18 ¢éleéves de 3¢ année (8-9 ans), issus d’une méme commission scolaire, 6 éléves
jugés forts, 6 éleves jugés moyens et 6 jugés faibles par les enseignantes titulaires, faisant
I’objet de D’expérimentation de Koudogbo (2013) et ayant recu un enseignement

normalement attendu.

Koudogbo et ses collégues (2013, 2017) ont utilisé deux taches issues des travaux de Bednarz et
Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) pour évaluer les éléves. La premicre vérifie si les éléves
« groupent des traits » (Koudogbo et coll., 2017). Une image dans laquelle il y a 144 traits est
montrée a ’enfant. La consigne qui lui est donnée est « Peux-tu me dire combien il y a de traits sur
la feuille ? » (Koudogbo et coll., 2017, p. 206). Les réponses des ¢éléves sont classées en quatre
catégories :

1) coder la collection a partir de groupes de dix, en faisant d’abord des groupes de dix et en
faisant ensuite une centaine avec dix groupes de dix, soit en comptant les groupes de dix -
ici quatorze - et en les multipliant directement par dix pour obtenir 140. Les ¢léves font des
groupes de groupes;

2) coder la collection a partir de groupes de dix, en faisant une addition des groupes de dix (ou
d’autres groupes réguliers) et ensuite additionner les unités non groupées (10, 20, 30...140,
141, 142, 143, 144);

3) dénombrer, compter un a un, en ayant recours a la bijection et en utilisant une chaine
numérique stable. La non-pertinence de 1’ordre et la cardinalité sont aussi présentes;

4) faire une description qualitative de la quantité : « Il y en a beaucoup! ».
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La premicre conduite démontre un raisonnement multiplicatif, qui permet aux éleéves de recourir a
des stratégies démontrant qu’ils percoivent la pertinence du groupement et qu’ils lient le code
symbolique aux groupements (Bednarz et Janvier-Dufour, 1988). La deuxiéme conduite fait aussi
appel aux groupements. Ces raisonnements sont donc adéquats pour cette tache, tandis que les deux
autres se caractérisent plutot par un raisonnement additif et ne sont pas considérées comme des
stratégies efficaces pour réussir la tache (Bednarz et Janvier-Dufour, 1988). Les résultats des ¢leves
a la premicre tiche de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) et de Koudogbo et coll.
(2017) sont synthétisés au tableau 1.1.

Tableau 1.1 Résultats des éléves a la 1™ tache de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) et de
Koudogbo et coll. (2017)

Cohortes 1 Réponses (%) (;es éléves en fonction3 des catégories ]
A (n=75) 0% 26 % 33,3% 41 %
Bl (n=26) 29,5 % 62,5 % 4 % 4%
B2 (n=23) 0% 27 % 35,5% 38,5 %
C(n=18) 5,5% 39 % 33,3% 22,2 %

Bednarz et Janvier-Dufour (cohortes A, B1 et B2); Koudogbo et coll. (cohorte C)

Les ¢leves de la cohorte B1, groupe expérimental des années 1980, se démarquent par rapport aux
trois autres groupes d’¢éleves a cette tache. Ils réussissent a 92 % a faire des groupes de dix. Parmi

ces ¢éleves, 29,5 % groupent de facon récurrente dix groupes de dix, pour obtenir la centaine.

La deuxie¢me tache de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) utilisée par Koudogbo et
ses collégues (2017) évalue I’habileté a manipuler les nombres. Il est demandé a 1’¢éleve de résoudre
un probléme comportant une soustraction avec emprunt : 234 — 178. Pour trouver la réponse, ce
dernier doit décomposer 234, puisqu’il ne peut enlever directement les sept dizaines et les huit
unités. Les quantités sont organisées. Le tout est présenté de facon imagée (figure 1.1). Il y a des
groupes de 10 (rouleaux de dix bonbons) et des groupes de 100 (sacs de dix rouleaux de bonbons),

mais cette information n’est pas fournie a 1’¢leve, il doit la découvrir ou I’induire par lui-méme.

L’enfant doit répondre en dessinant ce qu’il restera de la collection. Quatre catégories de réponses
ont été définies pour ce probléme :
1) pas de recherche de la régle du groupement, c’est-a-dire que 1’éléve ne se questionne pas

par rapport au nombre de bonbons dans les rouleaux et par rapport au nombre de rouleaux
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dans un sac. L’¢éléve n’arrivera pas a résoudre le probléme. L’ ¢éleve dira par exemple qu’il

n’a pas assez de bonbons pour en enlever huit;

2) recherche de la régle du groupement. L’¢léve défait au moins un sac et un rouleau, en ayant

recours a un mode de représentation imagé. Il maitrise le travail a faire sur les groupements,

ce qui lui permet d’identifier le nombre. I opére

ensuite sur les nombres en ayant recours a un

algorithme de calcul;

3) recherche de la régle du groupement. L’¢leve défait

au moins un sac et un rouleau, et travaille sur les

groupements a partir du matériel;

4) recherche de la régle du groupement sans parvenir

a controler ses actions sur les groupements. L’¢éléve

est confus entre les deux groupes.

Figure 1.1.

Tache de résolution de problémes des
bonbons, Koudogbo, Giroux et René de

Cotret, 2017, p. 208

Les résultats des ¢éleves a cette tache réalisée par de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b,

1986) et Koudogbo et coll. (2017) sont synthétisés au tableau 1.2.

Tableau 1.2

Résultats des éléves a la 2° tiche de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986)

et de Koudogbo et coll. (2017)

Réponses (%) des éléves en fonction des catégories
Cohortes 1 5 3 7
A (=75 60 % 17 % 13 % 10 %
Bl (n=26) 4 % 0 % 92 % 4%
B2 (n=23) 30,5 % 15% 39 % 15,5%
C(n=18) 44 % 22 % 0% 333%

Bednarz et Janvier-Dufour (cohortes A, B1 et B2); Koudogbo et coll. (cohorte C)

Encore une fois, les ¢léves de la cohorte B1 se démarquent des autres cohortes en défaisant les

groupes beaucoup plus souvent que les éléves des autres cohortes. En effet, 92 % de leurs réponses

relevent des catégories 2 et 3 qui sont celles associées a la réussite de la tache, alors que c’est le

cas pour 30 % des réponses des ¢€leves de la cohorte A, de 54 % des réponses des ¢éleves de la

cohorte B2 et de 22 % des réponses des éléves de la cohorte C. Les éléves qui ne réussissent pas la

tache emploient des stratégies de non-groupement, soit des stratégies ne prenant pas en compte les
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quantités qui sont regroupées, mais seulement celles qui sont directement accessibles (Koudogbo

et coll., 2017). Les ¢éleves de la cohorte C affichent le plus bas taux de réussite.

Malgré le petit échantillon d’éléves rencontrés dans les I’expérimentation de Koudogbo (2013), les
résultats obtenus permettent de penser que la situation des ¢léves ne se soit pas améliorée depuis
les années ‘80 en ce qui a trait & leur compréhension du systéme de numération et du sens du
nombre. Les travaux de Bednarz et Janvier-Dufour permettent cependant de constater qu’il est
possible d’accompagner les éléves afin qu’ils développent et manifestent une véritable
compréhension du systtme de numération. Cet accompagnement pourrait aussi favoriser le
développement du sens du nombre, permettant a 1’éleve de faire preuve de flexibilité et d’étre plus
confiant lorsqu’il résout des tdches et des problemes. Il connaitrait plusieurs stratégies lui
permettant de trouver la réponse. Il serait aussi capable de choisir la meilleure représentation d’un
nombre selon le contexte en jeu ou encore d’utiliser ses connaissances sur les nombres pour en

déduire des nouvelles (Reys, 1994).

La séquence didactique que Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) ont mise en place et
documentée pendant trois ans a permis aux ¢léves de réfléchir et de développer progressivement
leur compréhension du sens du nombre. Les résultats de leurs travaux ont permis a ces chercheuses
d’énoncer un certain nombre de recommandations pour I’enseignement de la numération. Ces
recommandations seront décrites dans le cadre conceptuel. Ce qui doit étre retenu pour le moment
concerne premicrement le fait qu’il est possible d’accompagner les éleves dans le développement
du sens du nombre et que ce développement est nécessaire aux apprentissages subséquents en
mathématiques et deuxiémement le besoin, bien réel et actuel, de poursuivre la recherche
concernant le développement des concepts de numération et du sens du nombre chez les éléves.

C’est pour cette raison que la présente étude a été¢ mise en place.

Si les besoins en recherche peuvent facilement étre identifiés, la réflexion sur le développement du
sens du nombre et de la numératie pourrait aussi s’inspirer de travaux menés dans une perspective
professionnelle. En 2011, Lyons et Bisaillon ont publi¢é un ouvrage professionnel issu
d’observations de situations réelles en classe et intitulé les Incontournables du nombre. Cet ouvrage
qui n’a pas été validé par la recherche est, malgré tout, d’intérét puisqu’il puise ses propositions

dans D’observation d’¢leves et d’enseignants et dans une réflexion pratique entourant
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I’enseignement des concepts ciblés dans cette thése. Développé pour les enseignants et les
orthopédagogues du primaire, cet ouvrage a guidé plusieurs professionnels dans la mise en place
de pratiques de classe jugées efficaces par les utilisateurs du matériel. Cette réflexion
professionnelle a inspiré la présente étude qui tentera d’aller plus loin en proposant un cadre basé
sur la recherche qui prend en considération la réalit¢ du terrain. La relation circulaire entre la
pratique et la recherche est au cceur des travaux en didactique (Dorier, 2021). Ainsi, la présente
¢tude s’inscrit dans une perspective écologique dont les retombées seront assurées par la
participation de professionnels de I’enseignement qui pourront en récolter les fruits afin

d’améliorer les pratiques. A terme, c’est la réussite de tous les éléves qui est visée.

1.4. Synthése de la problématique et question générale de recherche

Depuis 2001, le Québec s’est doté¢ d’un programme de formation basé sur le développement de
compétences. Ce programme met de I’avant la compréhension des éléves plutot que 1’acquisition
de connaissances factuelles. Par exemple, comme il est mentionné dans la Progression des
apprentissages (Gouvernement du Québec, 2009), il est souhaité que les éleéves saisissent le sens

des opérations plutot qu’ils appliquent simplement une technique de fagon automatisée.

Cette orientation du programme vise ainsi, en contexte d’apprentissage des mathématiques, le
développement du sens du nombre, lequel permet de comprendre les nombres et leurs relations. Le
sens du nombre évolue tout au long de la vie et se manifeste d’abord par la prise en compte du sens
des petites numérosités, ce qui permet éventuellement aux éléves de développer un sens de la

numération, autre ¢lément clé de la réussite en mathématiques.

Selon la recherche de Koudogbo (2013, 2017), il apparait que les principes sous-jacents du systeme
de numération posent des difficultés de compréhension chez les éleves de 3° année, difficultés
semblables a celles identifiées dans des recherches ayant eu lieu dans les années 1980. Cependant,
les résultats de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986, 1988) montrent que les éléves qui
bénéficient d’un enseignement plus systématique de certains concepts de base du sens du nombre,
notamment la perception de la pertinence du groupement, ont de meilleures performances dans des
taches mathématiques en lien avec la numération. Les études de Jordan et coll. (1994, 1996) portant

sur le sens du nombre vont dans le méme sens a savoir qu’un travail sur les concepts de base du
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sens du nombre, dont la subitisation, pourrait faciliter la compréhension de la numération. D’autres
¢tudes doivent étre menées pour confirmer ces résultats et pour mieux documenter la place a donner
aux concepts de base du sens du nombre, soit les concepts sur lesquels s’appuie I’apprentissage de
la numération. Il importe aussi de préciser ces concepts et de déterminer leur rdle dans le
développement du sens du nombre. Enfin, il nous apparait essentiel de définir les taches et les

situations a privilégier pour faciliter son développement.

Par ailleurs, les recherches qui s’intéressent aux conditions favorisant I’apprentissage de la
numération considérent peu le role que pourraient jouer les habiletés arithmétiques normalement
développées au cours de la petite enfance dans cet apprentissage (Bednarz et Janvier-Dufour,
1984a, 1984b, 1986, 1988; Clark et Kamii, 1996; Jones et coll., 1994). De plus, plusieurs (Greeno,
1991; Howden, 1989; Mclntosh et Dole, 2000; Reys, 1994) s’entendent pour dire que le sens du
nombre est quelque chose qui se développe tout au long de la vie. La présente étude s’intéresse a
ce développement jusqu’a la compréhension de la numération. Or, certaines études s’intéressent a
ce développement chez les jeunes enfants et d’autres s’intéressent au développement lié¢ a
I’apprentissage de la numération. Il semble donc que la réflexion doive se poursuivre afin
d’identifier, grace aux travaux disponibles dans la littérature scientifique, un continuum qui rendrait
compte du développement du sens du nombre et afin de mieux comprendre comment et dans

quel(s) contexte(s) il se développe.

C’est en ayant a I’esprit ce bilan que la question générale de recherche suivante a été formulée.

Comment se développe le sens du nombre et de la numération, de la petite enfance jusqu’a ’age

de 7-8 ans et quelles conditions favorisent ce développement?

La réalisation de cette étude apparait pertinente puisqu’elle est susceptible d’avoir des retombées
tant d’un point de vue scientifique que d’un point de vue pratique et social. La présente recherche
est susceptible de permettre, entre autres, de documenter les relations entre les aptitudes
arithmétiques précoces et le développement de la compréhension du systéme de numération. Elle
pourra aussi préciser les conditions favorisant le développement du sens du nombre et de la

numération.
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Ensuite, d’un point de vue pratique, les résultats de la présente étude sont susceptibles de fournir
aux intervenants du milieu scolaire des pistes de réflexion pour mieux comprendre les difficultés
que certains éléves rencontrent lorsqu’ils apprennent la numération. Ils seront ainsi plus outillés
pour intervenir rapidement auprés des éléves et, peut-&tre, contrer I’apparition de certaines
difficultés que les éléves pourraient avoir. Les résultats de cette recherche pourront apporter des
précisions par rapport aux conditions favorisant le développement du sens du nombre et de la

numération.

Enfin, cette étude s’intéresse aux éléves de la classe ordinaire. Or, au Québec, la classe ordinaire
inclut des ¢léves ayant des profils fort variés et certains sont considérés en difficulté. Méme si cette
¢tude ne cible pas spécifiquement les éléves en difficulté, les résultats obtenus permettront
certainement de nourrir la réflexion entourant la réussite de ces éléves sur le plan des apprentissages
en mathématiques, mais aussi, plus généralement sur la réussite scolaire qui, elle, est li¢e a la

réussite personnelle et sociale (CSE - Conseil supérieur de 1’éducation, 2008; OCDE, 2010).

Afin de répondre a la question générale de recherche, les principaux concepts théoriques et les liens

que ces concepts peuvent entretenir entre eux seront définis dans le prochain chapitre.
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2. Cadre conceptuel

Le but de ce chapitre est de fournir des pistes permettant de répondre a la question générale de
recherche présentée au chapitre précédent. Pour y arriver, les principaux concepts rattachés a cette
question générale seront définis afin de faire ressortir les liens qu’ils entretiennent entre eux.
Lorsque des outils pédagogiques sont développés, comme ce sera le cas ici, une épistémologie
sous-jacente vient guider et justifier les choix. Cette étude s’inspire a la fois des courants de la
pensée socioconstructiviste et de la pensée cognitiviste. Elle s’appuie notamment sur les balises du
socioconstructivisme relevées par Poirier (2001), et de certains ¢léments du cognitivisme rapportés
dans Legendre (2004) et dans Rocheleau (2009). Dans ce contexte, 1’éléve doit jouer un role actif
dans ses apprentissages (Legendre, 2004; Poirier, 2001; Rocheleau, 2009; Van de Walle et Lovin,
2007). 11 est appelé a se construire des représentations et des conceptions a partir de ses
connaissances antérieures et en fonction des taches ou situations auxquelles il est confronté
(Legendre, 2004; Poirier , 2001; Rocheleau, 2009; Van de Walle et Lovin, 2007). L apprentissage
passe aussi par un état de déséquilibre, déséquilibre déclenché par les taches ou les situations. C’est
la recherche pour retrouver 1’état d’équilibre qui conduira a un apprentissage. De plus,
I’apprentissage impliquerait la formation d’associations mentales grace a un processus
d’établissement de relations (Rocheleau, 2009). La présente étude vise a prendre en compte des
contenus mathématiques en considérant le fonctionnement cognitif de 1’éléve. Les conduites de
I’¢leve sont interprétées selon des situations mathématiques et la culture de la classe, mais aussi

selon la capacité de I’¢éléve a faire face aux défis associés a ces situations (Sierpinska, 1999).

Cette étude s’inscrit aussi dans une perspective didactique. La théorie didactique, selon Giroux
(2013), se penche sur la spécificit¢ des processus d’enseignement et d’apprentissage, des
mathématiques dans le cas qui nous intéresse, dans le but de produire une tache spécifiquement
destinée a faire apprendre la connaissance visée. Dans cette étude, I’apprentissage d’un concept est
donc per¢u comme quelque chose qui se construit & travers des taches impliquant d’abord un
probléme a résoudre. La réalisation de ces taches donne 1’occasion a I’¢léve de se questionner, de
réfléchir et de discuter avec les autres de ses stratégies et de ses conceptions (Braconne-Michoux
et Marchand, 2021; Legendre, 2004; Poirier, 2001; Rocheleau, 2009; Van de Walle et Lovin, 2007).

Il ne peut y avoir de réel apprentissage, selon Noirefalise et Matheron (2005) sans qu’il existe des
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moments donnant 1’occasion de mettre a 1I’épreuve ce qui a été appris, c’est-a-dire des moments de

I’entrainer a utiliser les connaissances nouvelles.

Dans ce contexte, I’enseignant transfére a I’éléve la responsabilité de I’apprentissage (ou une partie
de celle-ci) en lui proposant des situations lui permettant de solliciter ses connaissances et ses
stratégies afin qu’il puisse construire ou poursuivre la construction de nouvelles connaissances
(Brousseau, 1983; Giroux, 2013). Il importe donc de miser sur le potentiel mathématique de 1’¢éleve
et sur ses forces (Mary et Squalli, 2021), en tenant compte du niveau de développement de son sens
du nombre. Ce niveau peut varier selon le développement respectif de chacun des éleves. C’est
donc dans ce cadre que cette thése s’intéresse au développement du sens du nombre et aux

conditions, plus spécifiquement aux taches, susceptibles de favoriser ce développement.

Ce chapitre se divise en quatre parties. La premiére partie présente les caractéristiques du systéme
moderne de numération afin de mieux saisir son fonctionnement puisque cette theése s’intéresse a
son apprentissage. Il est question de la position (le réle de la place occupée par chaque chiffre dans
I’écriture d’un nombre), de 1’équivalence (trente et une unités peuvent étre représentées avec 3
dizaines et 1 unité), du groupement (pour faciliter la représentation de grandes quantités, les
¢léments sont groupés de fagon récurrente, selon la base choisie) et de 1’aspect multiplicatif et
additif du systeme (31 signifie 3 x 10 + 1). La deuxiéme partie s’intéresse au développement de la
compréhension du sens du nombre et de la numération. Les travaux associés a certains modeles de
développement ou a des phases du développement y sont rapportés. La troisiéme partie de ce
chapitre présente des modeles d’enseignement ayant pour but d’amener les éléves a développer le
sens du nombre et de la numération et se penche aussi sur les caractéristiques des taches permettant
ce développement. La quatrieme partie de ce chapitre présente les objectifs spécifiques de

recherche élaborés a partir du bilan des écrits scientifiques rapportés.

Dans la prochaine section, les caractéristiques du systeme de numération seront d’abord présentées

pour mieux comprendre ce que les éléves doivent apprendre.
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2.1 Caractéristiques du systéme de numération

Les premiéres sociétés organisées ont des systémes de numération dans le but de représenter les
nombres de fagon économique pour décharger la mémoire et permettre d’effectuer facilement des
opérations (Koudogbo, 2017). Les systemes de numération n’ayant pas rempli ces conditions se
sont vus remplacés par d’autres, plus appropriés (Koudogbo, 2017). Il y a plusieurs systéemes de

numération qui ont vu le jour a travers I’histoire et dans pratiquement toutes les régions du monde.

Le systéme de numération indo-arabe, utilisé notamment au Québec, est un systéme positionnel de
base dix. Dans la prochaine section, les caractéristiques de ce systéme seront décrites : la position,

I’équivalence, le groupement ainsi que ses aspects multiplicatif et additif.
2.1.1 Position

Le systeme de numération indo-arabe est positionnel, ce qui signifie qu’un symbole prend une
valeur différente selon la place qu’il occupe dans I’écriture d’un nombre. C’est la position du
chiffre qui lui donne une valeur, elle constitue donc un élément multiplicatif associé¢ au systeme
récurrent de groupement, ce qui sera détaillé dans les prochaines sections. Par exemple, dans le
nombre 345, le 3 vaut 3 centaines, puisqu’il est placé a la troisieme position, a partir de la droite.
Dans le nombre 453, le 3 vaut maintenant 3 unités, puisqu’il est placé a la premiere position. Cette
caractéristique permet d’écrire tous les nombres naturels avec seulement dix chiffres. L.’invention
du zéro joue un role fondamental dans ce systéme; ce symbole permet de représenter I’absence

d’unités dans une position et donc de distinguer 24 de 204 (Ifrah, 1985).

Le recours a un systeme positionnel offre un potentiel économique indéniable. Prenons, par
exemple, la quantité huit cent quatre-vingt-dix-sept. Nous n’avons besoin que de trois symboles
pour la représenter soit : 897. La figure 2.1 montre comment représenter le méme nombre au moyen
de la numération non positionnelle et hiéroglyphique, de I’Egypte ancienne, tel qu’ils le faisaient
a partir du XXVII® siecle avant J.-C.. Les chiffres étaient placés sur deux ou trois lignes

superposées, en petits groupes.
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de deux, trois ou quatre signes identiques pour éviter la cohue sur une méme ligne et aussi pour
« faciliter a I’ceil du lecteur 1’addition des valeurs correspondantes »
(Ifrah, 1985, p. 156). La numération égyptienne requiert un symbole
différent pour représenter chaque groupe décimal (unité, dizaine,

Figure 2.1

centaine, etc.), jusqu’a un maximum de neuf occurrences pour chaque ~ Représentation de 897 avec les
hiéroglyphes égyptiens.

valeur. Dans un tel systéme, 1’écriture des nombres nécessite un nombre illimité de symboles, ce

qui n’est pas économique. Bien que permettant de faire des calculs, ces derniers étaient lourds et

laborieux.
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Des systemes de notations hybrides, comme le systeme de 7 CIWLNe P 5 W 9
numération chinois, ont vu le jour entre les systtmes de  Exemple de ngtlagtlilgiiyzbride chinoise
, Ifrah, 1994, p. 433
numération « additive » comme celui des Egyptiens et la
numeération telle qu’on la connait aujourd’hui au Québec. Dans ces systemes de numération, un
signe particulier était donné a la dizaine, a la centaine, a 1’unité de mille, etc. et la notation des
dizaines, centaines, unités de mille, etc. se faisait en suivant la régle multiplicative (Guitel, 1975 ;
Ifrah, 1994). Un exemple de numération hybride ou « mixte » (Guitel, 1975) est la numération
chinoise. La figure 2.2 présente le nombre 7659, qui se lit 7 milles 6 cents 5 dix 9 (7 x 1000 + 6 x
100 +5x 10+ 9). Ce type de systeme de numération a conduit a I’invention du principe de position

(Ifrah, 1994).

Méme si elles ne sont pas positionnelles, ces numérations reposent sur deux principes communs
avec notre systéme de numération, soient le groupement et I’équivalence. Ils sont présentés dans

les prochaines sections.

2.1.2 Equivalence

Le principe d’équivalence est présent dans tous les systémes de numération. Par souci d’économie,
des formes ou des signes faisant I’objet d’une convention sont utilisés pour représenter des groupes
d’¢éléments. Des lors, tous les éléments a dénombrer ne sont plus directement accessibles. Les

Egyptiens, par exemple, disposaient d’un symbole pour représenter un paquet de dix éléments.
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Ainsi, pour indiquer dix jarres d’huile, ils écrivaient « N ». Dans le systéme moderne de numération,

dix s’écrit « 10 », soit un paquet de dix éléments et aucun élément restant.

Les régles d’équivalence permettent de faire des opérations sur les nombres. Par exemple, pour les
unités, au moment d’effectuer 247 + 329, il faut établir que 7 + 9 font 16, qu’il y a donc un paquet
de dix et six unités non groupées. Aucun autre échange n’étant requis, le résultat sera :
240 + 320 + 16, soit 576. Cette souplesse dans la représentation des nombres permet aussi de
résoudre les soustractions dites « difficiles » par les éléves comme 405 - 132. 1l faut savoir que
dans quatre cents, il y a assez de dizaines pour enlever les 3 qui sont affichées a la position des
dizaines du nombre 132. Ainsi, 405 peut étre représenté par 3c + 10d + 5Su et soustraire
« facilement » 1c + 3d + 2u pour obtenir 273. Cette flexibilit¢ de représentation des nombres

constitue 1’une des manifestations attendues d’un bon sens du nombre.

Les regles d’équivalence nécessitent de jouer avec les groupes d’unités d’ordre supérieur qui
permettent de représenter les nombres. Cette caractéristique de notre systéme de numération, soit

le concept de groupement, est présentée dans la prochaine section.

2.1.3 Groupement

Le groupement représente la base du systéme de numération soit I’'unité de groupement régulier
(Guedj, 1996). 11 permet de compter par groupes en utilisant un nombre limité d’éléments pour
représenter un nombre ou pour opérer sur les nombres (Koudogbo, 2017). Le systeme de
numération indo-arabe repose sur un groupement régulier, un groupement récurrent décimal. En
d’autres mots, les unités sont organisées en groupes de dix qui deviennent une dizaine. Les dizaines
peuvent elles aussi étre groupées par dix, pour obtenir des centaines et ainsi de suite. En
numération, le groupement est donc le principe par lequel les collections sont organisées en formant

des groupes et des groupes de groupes.
Le recours au groupement existe dans tous les systemes de numération, méme ceux qui ne sont pas

positionnels; grouper permet de dénombrer plus ais€ément une grande quantité d’¢léments (Kayler,

2003). On groupe pour mieux voir les quantités. La base du groupement la plus fréquente est la
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base décimale, mais il y a aussi, par exemple, la base sexagésimale (60) encore utile aujourd’hui

pour lire I’heure ou encore la base vingt, jadis utilisée par les Mayas.

Il y a donc eu progressivement un passage des unités aux groupes, et des groupes au groupement

pour donner éventuellement naissance aux divers |[A]

systtmes de numération. Ainsi, nos Ancétres || s

| -
pouvaient représenter des numérosités de plus en plus [l vy AN

grandes sans avoir besoin d’en recompter tous les <

L ) . . o U IYI Y
¢léments. Les entailles sur les antiques batons de T TR | :
¥ 1639 I J
bergers montrent les traces de ce changement
. R . . , Figure 2.3
progressif. D’abord de simples entailles représentent Exemples d’entailles de différentes
. , ., . . formes et de différentes valeurs,
chaque objet énuméré. Les groupes de cing et de dix Tfrah, 1994, p. 465

jouent un role de plus en plus important. La figure 2.3 permet de constater les marques différentes
permettant de percevoir rapidement les groupes de 5, 10, 15, etc. Par simplification, ce type de
représentation trés répandu chez les bergers de la préhistoire (Ifrah, 1994) a donné naissance au

systéme romain de numération (par exemple, X VIII pour le cas C).

Les derniers ¢éléments a considérer dans les caractéristiques de notre systeme de numération sont

ses aspects multiplicatif et additif. Ils sont présentés dans la prochaine section.

2.1.4 Aspects multiplicatif et additif

La position est un élément multiplicatif qui est associé au principe de groupement récurrent. Ainsi,
dans I’écriture d’un nombre, chaque chiffre affiché représente un produit a effectuer par la valeur
associée a la position qu’il occupe. Par exemple, dans le nombre 300, le chiffre 3 représente la
valeur 3 x 100 (aspect multiplicatif). De plus, tous les produits qui sont juxtaposés aux diverses
positions affichées doivent étre additionnés (aspect additif) pour obtenir le nombre représenté. Par
exemple, pour le nombre 324, le 3 vaut 3 x 100, le 2 vaut 2 x 10 et le 4 vaut 4 x 1 (aspect
multiplicatif). 1[I faut ensuite faire la somme de ces produits pour obtenir:

324 =3 x 100+ 2 x 10 + 4 x 1 (aspect additif).

La prochaine section présente une courte synthése des caractéristiques du systéeme de numération.
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2.1.5 Synthése des caractéristiques du systéme de numération

Le sens du nombre requiert la perception des aspects additif et multiplicatif constituant les
fondements de notre systéme de numération. De plus, pour comprendre le systéme de numération,
I’¢leve doit préalablement saisir la pertinence du groupement. Il lui faudra ensuite maitriser les
régles d’équivalences pour enfin saisir le fonctionnement du systéme de numération positionnelle.
L’utilisation d’une notation « mixte » a facilité dans 1’histoire, cette transition vers la notation

positionnelle.

La prochaine partie est consacrée au développement, d’un point de vue cognitif, de la
compréhension du sens du nombre attendu lorsque les éléves entament leur 3¢ année du primaire,
en procédant a rebours, soit de la compréhension de la numération jusqu’aux manifestations
présentes chez les tout-petits. Ce choix est justifié par le fait que les représentations de ces éléves,
la population ciblée dans cette étude, se construisent sur la base de représentations antérieures qui

peuvent étre observées chez les enfants du préscolaire.

2.2 Le développement du sens du nombre et de la numération

Comme nous I’avons soulevé dans la problématique, plusieurs éléves peuvent éprouver des
difficultés a comprendre les rouages de notre systéme de numération, a apprendre le concept de
valeur de position et a développer leur flexibilité dans 1’utilisation des nombres a plusieurs chiffres
(Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986; Clark et Kamii, 1996; Fuson, 1990; Jones et coll.,
1994). Le passage a la numération est le « grand défi de I’enseignement de I’arithmétique au

primaire » (Poirier, 2001, p. 26).

Comprendre chacune des caractéristiques du systéme de numération se fait de fagon progressive,
le but ultime étant que 1’éléve développe une souplesse dans la manipulation des nombres entiers
au moment d’opérer sur ces derniers lorsqu’ils sont présentés sous leur forme positionnelle
décimale. Cette compréhension leur permettra éventuellement de manipuler plus facilement les
nombres rationnels. Comme il en a été question dans la problématique, ces manifestations de la
compréhension de la numération sont des indicateurs d’un bon sens du nombre tel qu’entendu par

Reys (1994).
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Afin de répondre a la premicre partie de la question générale de recherche et de pouvoir mieux
comprendre le développement du sens du nombre de la petite enfance jusqu’a 7-8 ans, il importe
d’abord de préciser ce que signifie « comprendre le systéme de numération ». Ensuite, des
recherches s’étant intéressées a certaines parties du développement cognitif de 1’éléve par rapport

au sens du nombre seront présentées.

2.2.1 Compréhension et flexibilité dans les représentations des nombres

Pour Duval (1996), la compréhension est la capacité de reconnaitre, dans des représentations
différentes, les représentations d’un méme objet. Selon lui, une fois cette compréhension acquise
« elle constitue un seuil dont le franchissement change radicalement 1’attitude vis-a-vis d’un type
d’activité ou d’une discipline. Le sujet a conscience de franchir un seuil, d’acquérir un pouvoir
d’initiative et de controle dans le déroulement des démarches» (Duval, 1996, p. 365). La
compréhension est le fruit de la construction de connexions entre les différentes représentations

d’un méme concept mathématique (Duval, 1996; Hiebert et Wearne, 1992).

Les représentations externes, celles qui sont pergues par les éléves par leur sens, peuvent étre, selon
ces auteurs, concretes, imagées, symboliques ou verbales (Hierbert et Wearne, 1992). Deux de ces
quatre modes de représentation sont régis par des symboles et des régles que 1’éleve doit
apprendre : les représentations symboliques et verbales (les mots, les chiffres, les fagons de les
écrire et de les nommer) alors que les deux autres ne suivent pas de régles formelles. Les
représentations concretes et imagées sont généralement plus intuitives pour les éléves, puisqu’elles
sont associées a du matériel ou des illustrations. Par exemple, pour écrire 14, toutes les
caractéristiques du systéme de numération positionnel entrent en jeu. Pour nommer ce nombre,
I’¢leve doit aussi mémoriser cette exception (il s’agit d’une exception parce que le nom de ce
nombre ne suit pas la régularité, soit de dire un mot représentant le nombre de dizaines suivi du
nombre d’unités comme « trente » « deux »). Cependant, il peut utiliser 14 jetons (représentation
concréte) ou encore dessiner 14 ronds (représentation imagée) pour représenter les 14 bonbons
qu’il avait a compter. Ces représentations externes sont des outils qui permettent de prendre en
compte les quantités et les relations entre les quantités. Elles jouent un rdle important dans

I’apprentissage et la construction de représentations mentales solides et cohérentes (Bednarz et
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Dufour-Janvier, 1984b, 1986; Thomas et Mulligan, 1995; Thomas et coll., 2002). Nous reviendrons
sur les caractéristiques des représentations externes dans la prochaine section portant sur les études

s’intéressant a 1’enseignement de la numération.

Les représentations internes, quant a elles, sont celles que la personne évoque mentalement. Il est
impossible d’y avoir directement acces, la personne doit expliquer ce qu’elle se représente dans sa
téte ou encore essayer d’en faire un dessin. Elles sont essentielles pour qu’il y ait apprentissage
(Racicot, 2008), que ce soit en mathématiques ou dans d’autres matiéres. L’éléve se construit un
modele mental qui refléte la structure d’un concept. Les éléves ont besoin d’utiliser des images
mentales des nombres et des relations que les nombres ont entre eux pour éventuellement trouver
leur propre fagon de résoudre des taches mathématiques (Sullivan, 2018). Enfin, selon Clements et
Battista (1992) la construction de représentations mentales imagées joue un role important dans la

pensée mathématique, au primaire, mais aussi dans les mathématiques avancées.

Pour Bednarz et Janvier-Dufour (1988), il est important que les enfants construisent
progressivement des représentations mentales significatives et utiles des nombres. Hiebert et
Wearne (1992) décrivent la compréhension de la numération qu’ont les éléves comme « la
construction de connexions entre des concepts clés tels que la valeur de position, la quantification
d’un nombre d’objets, le groupement par dix, le traitement des groupes de dix comme une nouvelle
unité et la capacité de percevoir tous ces concepts derriére 1’écriture positionnelle » (traduction
libre, Hiebert et Wearne, 1992, p. 99). Comprendre le systéme de numération serait donc la capacité
de reconnaitre les relations entre les différentes représentations externes et les traiter afin de s’en
faire une représentation interne (Hiebert et Wearne, 1992). Pour le systéme de numération, il
pourrait s’agir de la représentation concréte avec du matériel tel que les blocs de base dix ou les
tableaux de numération. La représentation imagée est une illustration schématisée de ce matériel.
La représentation symbolique, quant a elle, permet de représenter le nombre au moyen des chiffres
et est exprimée a 1’oral ou a I’écrit (Lyons, 1982; Jones et coll., 1996). L’¢léve comprend mieux
lorsque les taches lui permettent d’abord d’appréhender les concepts a travers leurs représentations
concrétes, ensuite leurs représentations imagées et finalement leurs représentations symboliques

(Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986; Lyons, 1982).
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Thomas, Mulligan et Goldin (2002) ont mené une recherche sur les représentations internes que
les ¢leves de la 3¢ a la 6° année se font des nombres. Ils ont constaté que les éléves qui avaient une
solide compréhension de la numération manifestaient des signes de représentations internes
imagées et dynamiques. Ces €léves étaient capables de se représenter notre systeme de numération
en base dix et pouvaient manipuler mentalement les ¢léments, indépendamment du contexte ou du
mode de représentation initial (concret, imagé ou symbolique). Dans leur conclusion, ils soulignent
I’importance de présenter aux ¢léves les nombres de fagon concréte et imagée pour permettre aux
¢leves de se construire des représentations mentales efficaces et dynamiques des concepts
mathématiques. Ils proposent aussi de recourir a 1’image virtuelle afin d’aider les éleves a
construire ces représentations mentales imagées. L’image virtuelle apparait a 1’écran (TNI,
ordinateur, tablette intelligente, etc.) et permet une manipulation virtuelle. Elle devient donc une
représentation externe imagée et dynamique, qui peut parfois offrir plus de flexibilité dans le choix
des contraintes ou dans les stratégies des éléves que les représentations externes concretes

(Clements et Battista, 1992; Giroux et Ste-Marie, 2007).

La construction de représentations mentales imagées et dynamiques, dans lesquelles les éléments
qui les constituent peuvent bouger, changer ou se transformer (Thomas et Mulligan, 1995), est
donc un élément clé menant & la compréhension du systetme de numération. Pour arriver a
construire ces représentations internes, il faut vivre des activités mathématiques diversifiées et
riches (Mary et Squalli, 2021) qui exposent les concepts a apprendre a partir de représentations
externes concretes ou imagées et qui conduisent I’éléve a associer ces représentations a leur mode
de représentation symbolique. Une représentation mentale flexible permet de se représenter une
quantit¢ de différentes facons et de manipuler cette représentation dans sa téte. Plus la

représentation mentale est flexible, plus le sens du nombre est performant (Thomas et coll. 2002).

Cette représentation mentale imagée et dynamique évoluerait au fur et a mesure du développement
du sens du nombre (Thomas et coll. 2002). Il semble y avoir un développement cognitif menant a
la compréhension de notre systéeme de numération. Dans la prochaine section, des recherches ayant
pour but d’explorer ce développement seront présentées. Le sens du nombre étant quelque chose
qui se développe et qui se construit (Reys, 1994), la présentation de ces recherches a pour objectif

d’en dégager les ¢éléments communs et les éléments distinctifs afin d’identifier un continuum
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possible de développement du sens du nombre. L’établissement de cet itinéraire cognitif pourrait
permettre la création de mesures d’évaluation pouvant servir a I’identification des forces de I’¢leve,
de son niveau de développement du sens du nombre. Il pourrait aussi lui permettre d’actualiser son
potentiel mathématique (Mary et Squalli, 2021) a travers des taches présentant un défi adapté a ce

niveau de développement.

2.2.2 Compréhension du systeme de numération

Les caractéristiques du systéme de numération indo-arabe, qui se rapportent aux principes de
position, d’équivalence, de groupement et aux aspects multiplicatif et additif ont préalablement été
définies. Avoir un bon sens du nombre et de la numération signifie comprendre chacune de ces
caractéristiques et les liens qu’elles ont entre elles. Cela revient a étre capable de se faire une
représentation interne imagée et dynamique des nombres a plusieurs chiffres ce qui permet d’avoir
une flexibilité lors de la résolution de problémes. Cependant, il faut du temps pour y arriver; la
compréhension du systéme de numération touche un ensemble de connaissances qui se développent
progressivement. Dans cette section, les travaux de Jones et ses collaborateurs (1994, 1996) seront
d’abord présentés. Ils proposent un modele de développement du sens du nombre « a plusieurs
chiffres » (traduction libre de « multi-digit number »). Ils se sont intéressés a 1’évolution de la
pensée des enfants par rapport a la numération. Cette étude servira de point de départ a la
compréhension du développement du sens du nombre. En effet, les auteurs identifient les
principaux niveaux de ce développement. Ils s’intéressent cependant davantage aux niveaux
supérieurs de leur modele, soit les niveaux dans lesquels les éléves démontrent un début de
compréhension de certaines caractéristiques du systéme de numération et fournissent peu de détails

sur les premiers niveaux.

Ils ont travaillé avec douze éléves de premicre et de deuxieéme année. A la suite d’une recension
des écrits et d’une expérience d’enseignement de deux ans, les auteurs ont développé un cadre de
référence présentant la progression des éléves en numération. Ils ont identifié¢ cinq niveaux de

conceptualisation.
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Tableau 2.1
Description de I’évolution de la pensée arithmétique de I’enfant
selon les travaux de Jones et coll. (1994)

Niveaux Description de la pensée

e Réflexion en termes d’unités seulement:
1 e Difficulté a décomposer et a comparer des nombres a plusieurs

Pré-valeur de position chiffres;
e  Pas d’utilisation du groupement.
e Début d’une coordination dans le comptage en termes d’unités et

de dizaines;
e  Début de compréhension du groupement.
e Coordination dans le comptage en termes d unités et de dizaines:
e  Comptage par bonds de dix;
Flexibilité dans la représentation des nombres a deux chiffres
(comparaison. décomposition, opérations).
Compréhension des centaines comme nouvelle unité;
Coordination dans le comptage des unités, dizaines et centaines;
Comptage par bonds de cent;
Flexibilité dans la représentation des nombres a trois chiffres
(comparaison, décomposition, opérations).

2
Début du comptage groupé

3
Utilisation de la dizaine
comme unité abstraite

4
Passage a la centaine

5
Compréhension de la valeur
de position

e  Flexibilité dans toutes les composantes pour les nombres a trois
chiffres.

Afin de valider leur modele, ils ont réalisé une étude de cas aupres de 6 éléves de 1™ année et de
12 éléves de 1™ et 2¢ année, choisis au hasard. Pour leur recherche, ils ont divisé chacun des niveaux
présentés dans le tableau 2.1 en quatre éléments clés dans le développement du sens du nombre
a plusieurs chiffres : compter, décomposer, grouper et établir des relations entre les nombres. Pour
eux, compter correspond a la capacité d’associer un mot-nombre a chacun des éléments d’une
collection, puis d’étre capable de compter par bonds de dix, de cent, et de faire des allers-retours.
Décomposer des nombres signifie étre capable de représenter un nombre de différentes fagons. Par
exemple, 36 peut étre représenté par 3 dizaines + 6 unités, mais pourrait aussi étre représenté par
2 dizaines + 16 unités. Pour ces auteurs, grouper fait référence a la capacité de percevoir la
pertinence du groupement dans le systéme de numération. Enfin, établir des relations entre les
nombres signifie étre capable de comparer les nombres entre eux. Ils ont créé des problémes

mathématiques en s’appuyant sur cette catégorisation et ont présenté ces problémes aux éleves.
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Figure 2.4
Résultats des expérimentations de Jones et coll. 1994

Les résultats de leur étude sont présentés dans la figure 2.4. Il est possible de constater une
différence de performance entre les éléves de 1™ année et les éléves de 2° année. En premiére année,
a la fin de I’année, un éléve n’atteint pas le niveau 2, deux éléves sont au niveau 2, un éléve est au
niveau 3, avec un début de niveau 4, un €léve est principalement au niveau 4 et un dernier
principalement au niveau 5. En deuxiéme année, a la fin de I’année, un éléve est situé
principalement au niveau 2, avec un élément lié au niveau 1, deux €éléves sont principalement au

niveau 3 et trois éléves sont principalement au niveau 5.

La majorité des éléves de 1™ année, a la fin de ’année, sont au moins au niveau 2. La moitié des
éléves de 2° année, a la fin de I’année sont au niveau 3 ou inférieur, soit a la compréhension du
concept de I’équivalence que 1’on pourrait associer a cette utilisation de la dizaine comme unité
abstraite. L’autre moitié des éléves étant redue au niveau 5. Le niveau 5 de ce modéle semble

demeurer un défi pour la moitié des éléves de fin 2° année.

Selon ces auteurs, une bonne compréhension de la valeur de position dans le systéme de numération
(niveau 5) est synonyme de flexibilité, comme il a été mentionné dans notre problématique.
L’enfant doit étre capable de composer et décomposer les nombres, soit de les représenter de
différentes fagons afin de pouvoir effectuer ’opération demandée en choisissant la décomposition

la plus appropriée pour son calcul (Fuson, 1990).
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Pour parvenir a cette flexibilité, la conception des nombres doit étre multiunitaire, ce qui veut dire
que 1’¢leve doit étre capable de considérer qu’un nombre est constitué¢ d’unités de différents ordres,
soit des unités, des dizaines, des centaines, etc. Quand des unités d’ordre supérieur sont utilisées
pour représenter des groupes d’unités ainsi que des groupes de groupes, on parle alors d’unitisation
(Twomey et Dolk, 2011). I1 faut donc recourir au concept d’équivalence présent dans notre systeme
de numération qui a été décrit précédemment, ce qui permet de décomposer un nombre de plusieurs
facons (niveaux 3 et 4) pour éventuellement choisir celle qui sera la meilleure selon 1’opération
que I’on voudra effectuer (niveau 5). Au niveau supérieur, les éléves deviennent capables de traiter

simultanément les unités et les dizaines (Twomey et Dolk, 2011).

Pour comprendre un nouveau concept, ici la numération, il faut en avoir une représentation mentale
et pouvoir associer cette représentation au mot-nombre ou a son écriture symbolique (Jones et coll.,
1994) et vice versa. Le niveau 5 correspond donc a la capacité de I’éléve a manipuler les nombres
et a choisir la meilleure représentation selon 1’opération a réaliser. Cette capacité repose sur le
niveau 4, soit la capacité de manipuler des centaines et ce niveau s’appuie sur la capacité de I’¢éléve
de manipuler des dizaines (niveau 3), soit de constater 1’intérét et le role des paquets de 10. Il s’agit
aussi du passage a I’équivalence; 1’éléve est capable d’attribuer une valeur a un objet ou a la
position d’un chiffre dans un nombre. Pour atteindre le niveau 3, il faut avoir compris que cette
numération repose sur des groupes et des groupes de groupes (niveau 2). Comme il en a été question
dans la problématique, ’'une des difficultés fréquemment rencontrées par les éleves est en effet de
comprendre la pertinence du principe de groupement présent dans le systéeme de numération. Pour
la présente étude, il semble donc important de mieux comprendre les niveaux inférieurs identifi¢s
par Jones et ses collaborateurs (1994), soit le premier et le deuxieéme niveau. Les prochaines
sections feront donc état des recherches s’intéressant a ces niveaux. Il sera question d’abord du
concept de groupement qui mene éventuellement a 1’utilisation de la dizaine et de la centaine.
Ensuite, les recherches ayant eu comme intérét le développement de la pensée multiplicative, qui
est incontournable pour accéder au concept de groupement, seront présentées (niveau 2 de leur
modele). Nous finirons avec les études permettant de mieux comprendre le premier niveau identifié
par Jones et ses collaborateurs (1994), soit la perception additive des nombres (niveau 1 de leur

mode¢le).
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2.2.3 Pertinence du groupement

Le groupement est le concept sur lequel s’appuie la numération (Fuson, 1990; Poirier, 2001). C’est
le niveau 2 du cadre de référence établi par Jones et ses collaborateurs (1994). Comprendre notre
systtme de numération requiert d’étre capable de faire et défaire des groupes, de grouper des
groupes ou encore d’échanger un groupe d’un certain ordre contre une unité¢ d’ordre supérieur ou
inversement (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986). Avant de comprendre le concept
d’équivalence, il faut comprendre le rdle des paquets et plus particulicrement des paquets de dix

dans notre systéme de numération.

La stratégie de grouper se provoque par une tiche présentant une quantité importante d’objets a
dénombrer. La figure 2.5 en est un bon exemple. Pour pouvoir dénombrer d’un seul coup d’ceil une

grande quantité, il est nécessaire de former des groupes (4 dizaines') et des groupes de groupes (

centaines). Il est ainsi plus facile d’accéder au cardinal (ou au nombre d’¢éléments) de cette

collection ainsi organisée.

le comptage un a un la collection organisée

Figure 2.5
Exemple d’organisation visuelle et globale de 324 éléments

Malgré son importance capitale, peu d’¢éleéves percoivent la pertinence de recourir au groupement
et peu d’¢leves sont capables d’expliquer comment le groupement permet d’organiser une
collection, comme il a été mentionné dans notre problématique (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a,

1984b, 1996).

L’¢leve comprend le sens du groupement lorsqu’il peut grouper ou dégrouper les diverses unités

utilisées dans le systéme de numération, lorsqu’il peut composer et décomposer les nombres et

! Notre systéme étant toutefois en base 10, il est pertinent d utiliser des paquets de 10.
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lorsqu’il peut les manipuler (Brissiaud, 2005). Le recours au groupement dans la représentation des
nombres rappelle ainsi la nature complexe de la multiplication. La prochaine partie fait état de
recherches s’intéressant au développement de la pensée multiplicative et de son rdle dans la

compréhension de la numération.

2.2.3.1. Sens de la multiplication (pensée multiplicative)

Comme il a été vu préalablement, le processus de groupement récurrent de notre systeme de
numération s’appuie sur des ¢léments multiplicatifs et simultanés. Pour maitriser le systéme de
numeération, les éleves doivent développer leur compréhension de la multiplication. Il ne s’agit pas
de la simple capacité d’effectuer des multiplications, mais plutdt de la possibilité de considérer la
relation particuliére qui s’établit entre des valeurs a multiplier, d’utiliser en quelque sorte une
pensée multiplicative. Cela pourrait correspondre au niveau 2 du cadre de référence établi par Jones
et ses collaborateurs (1994). Etant donné I’importance de cette pensée multiplicative par rapport a
la compréhension de la numération, des travaux supplémentaires & ceux de Jones et ses
collaborateurs (1994) sont présentés. En effet, Clark et Kamii (1996) ont détaillé ce niveau ainsi
que le niveau 1 du modele de Jones et ses collaborateurs (1994). Leurs études permettent de mieux

comprendre les premiers niveaux du développement du sens du nombre.

Pour plusieurs, la multiplication est une fagon plus rapide de faire de 1’addition. Il est alors question
de I’addition répétée, un des sens qui peuvent étre attribués a la multiplication (Clark et Kamii,
1996). Pour Clark et Kamii (1996), qui s’appuient sur les travaux de Piaget (1947), la multiplication
est une opération plus complexe que simplement cette addition répétée. Elle est construite a un
niveau d'abstraction plus évolué¢ que celui requis par 1’addition. Elle comporte aussi un nombre de
relations d’inclusion a établir de facon simultanée. En multiplication, il faut traiter plusieurs

relations qui sont inclusives et faire le tout simultanément.
La figure 2.6, une illustration utilisée par Clark et Kamii (1996), est reprise ici pour démontrer ce

propos. La partie du haut représente ce qui se passe dans notre téte lorsque la multiplication se

manifeste sous forme d’addition répétée. Chacun des paquets est fait d unités de un. Chaque paquet
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est constitué de trois unités. Les groupes sont combinés de
group @ -

fagon consécutive les uns apres les autres. La partie du bas (a) Adanve

représente la multiplication et le traitement inclusif et

7

1

simultané présent lorsque 1’on développe une pensée

:

multiplicative. En regardant la figure de bas en haut, J 1M I\\
a3 aH T B
chacune des trois unités du premier ensemble devient un ) Mgmcane
nouvel ensemble de trois unités qui s’imbriquent pour
devenir le tout. Le fait de transformer trois unités en une Figure 2.6
) ) ) ) Représentation de la simultanéité de la
nouvelle unité supérieure demande un niveau d’abstraction multiplication, Clark et Kamii, 1996, p. 42

plus élevé que de ne penser qu’a des unités du méme ordre qui sont consécutives. Les fleches

pointent dans les deux sens pour illustrer que toutes ces relations doivent étre faites simultanément.

Lorsque les enfants acquiérent une pensée multiplicative, ils deviennent capables de traiter de fagon
simultanée les unités élémentaires et celles des ordres supérieurs (dizaine, centaine, etc.) (Clark et
Kamii, 1996). L’arrangement rectangulaire est une autre fagon d’illustrer la simultanéité. Par
exemple, la grille de la figure 2.7 présente 4 rangées et 5 colonnes. Pour chaque case de la grille, 11
y a deux dimensions a considérer de fagon simultanée, la colonne et la rangée. Ce sens de la
multiplication permet de visualiser la majorité des situations multiplicatives. Il est en effet possible
de représenter une situation d’addition répétée dans un arrangement rectangulaire ou encore une
situation de produit cartésien. Ce sens est aussi derriére le matériel de base dix proposé aux éléves
pour les aider a se représenter et a comprendre le systéme de numération. Il joue un donc réle

important dans I’acquisition de la pensée multiplicative.

Les travaux de Battista et coll. (1998), sans étre liés a la numération,

traitent de la compréhension de la disposition rectangulaire et la décrivent ; ol

comme une « structuration spatiale » (Twomey et Dolk, 2011). Pour 3

Battista et coll. (1998), la structuration spatiale est I’opération mentale 4

associée a la construction de I’organisation d’un ensemble d’objets. Figure 2.7
Alrangemexj ;‘)eacrte;ngulah'e

Battista et coll. (1998) ont fait passer des entrevues a des enfants de 7-8 ans quatre fois durant une

année scolaire. Leur but était de comprendre comment les enfants traitaient la quantité lorsqu’elle
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est présentée dans un arrangement rectangulaire. Ils ont proposé une tache dans laquelle les éléves
devaient compléter, avec des tuiles (unités carrées), des arrangements rectangulaires. Certains
rectangles étaient complétement vides, d’autres étaient partiellement remplis. Les éléves devaient
d’abord faire une prédiction du nombre de tuiles nécessaires, en faire le dessin et finalement vérifier
leurs réponses avec de vraies tuiles placées dans 1’arrangement rectangulaire. Les chercheurs en
sont venus a établir quatre niveaux de structuration spatiale. Au premier niveau, les éléves ne font
aucune utilisation des colonnes ou des rangées; ils considérent les quantités de facon
unidimensionnelle. Au deuxiéme niveau, les éléves sont capables de considérer le nombre
d’éléments dans les colonnes ou les rangées sous forme d’addition répétée. Au troisiéme niveau,
les éleves comprennent que les unités carrées (tuiles) sont des indicateurs du nombre de colonnes
et de rangées, mais ne comprennent pas encore comment une unité carrée peut se retrouver a la fois
dans une colonne et une rangée. Au quatriéme niveau, ils sont en mesure de le faire. Le

développement de cette compréhension est un concept-clé selon Twomey et Dolk (2011).

Clark et Kamii (1996) ont également étudié le développement de cette pensée et simultanée. Les
objectifs de leur recherche étaient multiples. En utilisant les travaux de Piaget (1947) en trame de
fond, elles désiraient mieux comprendre les différences entre les enfants qui ont une pensée
multiplicative et ceux qui ont une pensée additive. Elles ont voulu identifier des niveaux de
développement de cette pensée et identifier a quelle année scolaire la majorité des éléves

développent cette pensée multiplicative.

Pour ce faire, elles ont présenté une tache faisant appel a la

multiplication a 336 éléves de la premiére a la cinquiéme année

du primaire dans des classes hétérogénes de la région de

Figure 2.8
Les poissons
Clark et Kamii, p. 44 , 1996

Birmingham en Alabama aux Etats-Unis. En entrevues
individuelles, elles ont montré aux enfants trois poissons en contre-plaqué mesurant respectivement
5,10 et 15 cm, soit les poissons A, B et C de la figure 2.8. Des jetons qui représentaient la nourriture
a donner aux poissons étaient placés devant les enfants. Les explications et les consignes étaient
les suivantes :

- En pointant le poisson B : « Ce poisson mange deux fois ce que le poisson A mange. Le

gros poisson (en pointant le C) mange trois fois ce que mange le petit (en pointant le A).
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Ce poisson (B) mange deux fois ce que ce poisson (A) mange parce qu’il est deux fois plus
gros que lui (A) ». Simultanément, 1’interviewer fait la démonstration devant ’enfant en
reportant le poisson A deux fois sur le poisson B et en reportant le poisson A trois fois sur

le poisson C.

La question alors posée aux enfants était : « Si ce poisson (A) regoit un jeton de nourriture, combien
de jetons devra-t-on donner aux deux autres poissons? » (Clark et Kamii, 1996, p. 45). Elles ont
également posé une variété de questions comportant différentes quantités de nourriture, par
exemple s1 C regoit 9 jetons que recevront les autres? Ou encore si A regoit 4 jetons, que donnera-

t-ona B et C?

Les chercheures ont choisi cette tache parce qu’elle permettait aux enfants de faire la démonstration
de leur pensée multiplicative en manipulant les jetons, sans obligation de donner des réponses

numeériques.

Cette recherche a permis d’identifier quatre niveaux de développement de la pensée additive a la
pensée multiplicative, ce qui pourrait correspondre aux deux premiers niveaux de Jones et ses
collaborateurs (1994). Le tableau 2.2 présente le modéle de développement résultant de leur

expérimentation.

Tableau 2.2 Modele de développement de Clark et Kamii (1996)

Niveaux Développement de la pensée Manifestations

Considération uniquement de la longueur des poissons
pour décider de la quantité de nourriture. Il faut que B
en recoive plus que A et que C en ait plus que B.

Ce niveau de pensée pourrait étre qualifié de non
numérique; il s’agit plutét d’une comparaison visuelle
basée sur la grandeur des poissons.

NiveauI | Jugement qualitatif seulement

Plus un jeton, si le poisson est un peu plus grand (A vs

Niveau II | Pensée additive en utilisant +1 ou +2 B ou B vs C) ou plus deux jetons, s’il est beaucoup plus
grand (A vs C).
Niveau IIT Pensée additive tenant compte de +2 Utilisation de I’information donnée pour la
pour B et +3 pour C par rapport a A multiplication, mais en faisant seulement une addition.
Niveau . , . T Réussite uniquement suite a un questionnement de la
Début d’une pensée multiplicative ) S
IVA personne qui mene I’entrevue.
Niveau . T .. )
IVB Pensée multiplicative Réussite spontanée.
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Au terme de cette recherche, elles ont pu constater des différences entre la pensée additive et la
pensée multiplicative, comme le montre le tableau 2.2. Selon leurs résultats, c’est en deuxieme
année que la pensée multiplicative commence a étre présente de facon significative, par 45 % des
¢leves. Cependant, seulement 49 % des éleves de 5¢ année ont une pensée multiplicative que 1’on
pourrait qualifier de « solide ». Les auteurs n’expliquent pas pourquoi les éléves font si peu de

progres.

Les résultats de Clark et Kamii (1996) vont dans le méme sens que ceux de Jones et coll. (1994).
En effet, pour ces derniers, le défi principal des éléves de 1™ année était le comptage par groupes.
La pensée multiplicative permet de compter par groupes et par groupes de groupes, ce que la pensée
additive ne permet pas de faire. Elle permet en effet de considérer de fagon simultanée deux
informations, soit le nombre d’éléments dans un groupe et le nombre de groupe. Cette pensée
multiplicative conduit a une meilleure compréhension du systéme de numération. Ainsi, il semble
normal, selon les résultats de Clark et Kamii (1996), que ce type de comptage soit encore difficile
al’age de 6 ou 7 ans puisque cette pensée est présente pour seulement 45 % des éleéves de 2° année
et 49 % des ¢éleves de 5¢ année. Ces résultats permettent de mieux comprendre les résultats de Jones
et ses collaborateurs (1994). En effet, selon eux, le défi des éléves de 2e année est le début de la

compréhension du systéme de numération avec 1’utilisation des dizaines et des centaines.

Avant d’acquérir une pensée multiplicative, les enfants développent une pensée additive comme le
font ressortir Clark et Kamii (1996); ils ont une conception unitaire du nombre. Cette pensée
pourrait aussi étre associée aux trois premiers niveaux identifiés par Battista et coll. (1998). La

prochaine partie fera état de recherches s’intéressant au développement de la pensée additive.

2.2.4 Sens de I’addition (pensée additive)

La pensée additive est décrite aux niveaux 1, 2 et 3 du cadre de référence de Clark et Kamii (1996)
et elle correspond globalement au niveau 1 du cadre de référence établi par Jones et ses
collaborateurs (1994, 1996). L’¢leéve est capable de considérer une quantité en termes d’unités
seulement. Il ne peut traiter simultanément deux informations qui interagissent simultanément. 11

ne peut donc pas manipuler des groupes ni manipuler des nombres a plusieurs chiffres. Avant de
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compter par dix, 1’éléve doit donc perfectionner ses stratégies de comptage a I’unité (Jones et coll.,
1994). Dans les prochaines sections, les différentes stratégies de comptage qui peuvent étre

utilisées ainsi que les bases cognitives sur lesquelles elles s’appuient seront présentées.

2.2.4.1 Le comptage

Selon Brissiaud (2005), I’enfant doit utiliser deux modes de traitement de 1’information pour
progresser : un comptage séquentiel, ¢’est-a-dire I’énumération, et une perception visuelle globale,
qui est trés rapide. Le mode séquentiel se caractérise par 1’utilisation de la chaine numérique
verbale. Il repose sur la stratégie de correspondance terme a terme, ¢’est-a-dire toucher a chacun
des objets en disant un mot de la suite des nombres et en s’assurant de considérer chacun des objets
une et une seule fois. L’autre mode de traitement de I’information proposé par Brissiaud (2005) est
associ¢ a la reconnaissance globale des quantités, soit la capacité de traiter rapidement une quantité
visuellement bien structurée. Ce mode de traitement s’appuie sur des aptitudes primitives de

comptage, soit la subitisation perceptuelle.

Les deux modes distincts, permettant de traiter 1’information numérique, semblent
complémentaires. Nous tenterons d’abord de mieux comprendre comment se développent les

habiletés séquentielles pour ensuite nous pencher sur celles qui sont globales.

2.2.4.1.1 Le mode séquentiel de traitement de la quantité (énumération)

L’enfant d’age préscolaire développe sa connaissance de la chaine numérique (Fuson, 1991) en
I’utilisant des objets pour compter. Il développe aussi sa capacité de recourir a la correspondance
terme a terme (un mot-nombre pour chacun des objets qui est touché une et une seule fois) (Gelman
et Gallistel, 1978); il apprend a considérer chaque objet une seule fois et a y associer un seul mot-

nombre.

Vers 6 ans, 1’¢éleve pergoit différemment le nombre qui devient abstrait. Le nombre n’est plus
seulement une sorte d’étiquette, il signifie aussi la valeur d’un ensemble (Bideaud, 2004). L enfant
accede alors a la cardinalité et sait que le dernier mot-nombre qu’il prononce est la réponse attendue

a la question « Combien ?», ce qui montre que I’enfant sait dénombrer une collection. Le
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dénombrement est donc un mode évolué de comptage un a un qui met en application le principe de
cardinalité. Les recherches de Gelman et Gallistel (1978) ont permis d’établir cing principes du
dénombrement, les deux plus élémentaires étant I’ordre stable (mémoriser la suite de mots de la
chaine numérique) et la correspondance terme a terme (associer chaque mot de la chaine numérique
a un et un seul ¢lément de ’ensemble a énumérer). Viennent ensuite les principes de cardinalité
(savoir que le dernier mot-nombre prononcé représente tous les objets comptés), d’abstraction
(compter 1’objet une seule fois méme s’il y en a de différentes natures ou grandeurs) et de non-
pertinence de I’ordre (reconnaitre que 1’ordre dans lequel les objets sont comptés n’a aucune
importance). Quand tous ces principes sont intégrés, la chaine numérique est utilisée de fagon
bidirectionnelle, c’est-a-dire que 1’enfant peut également compter a rebours de fagon fluide (Fuson,
1991). Il est alors a la porte du comptage par bonds, qui est associé au début du développement de

la pensée multiplicative.

Une autre facette du comptage est la possibilité de compter des objets de facon plus globale, sans
faire un comptage un par un. Il s’agit de la reconnaissance globale ou de la « groupitisation » dont

il sera question dans la prochaine section.

2.2.4.1.2 La reconnaissance globale ou la « groupitisation »

La reconnaissance globale est cette capacité de reconnaitre les quantités
sans avoir besoin de pointer chacun des éléments a compter (Brissiaud,
1995). Clements (1999) la nomme subitisation conceptuelle. La
quantité est organisée et structurée, en respectant la limite sensorielle

Figure 2.9
de nos perceptions qui est de trois ou quatre éléments. Cette habilet¢ ~ Exemple de décomposition

visuelle
aide a développer I’abstraction du nombre et les stratégies
arithmétiques (Clements, 1999). Par exemple, dans la figure 2.9, il est possible de voir sur la carte
de gauche que 3 + 2 = 5. On voit aussi sur la carte de droite que 2 + 2 =4 et 4 + 1 = 5. Cette
reconnaissance globale s’appuie sur les aptitudes de subitisation perceptuelle (Clements, 1999),
soit la capacité de reconnaitre instantanément des numérosités inférieures a quatre; il en sera
question dans la prochaine section. Il s’agit aussi d’un comptage global qui permet de percevoir en

bloc les figures, sans passer par un comptage séquentiel. Il s’agit de trouver la quantité d’une

collection a partir de la composition ou de la décomposition d’une constellation (Clements, 1999).
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Dans les années 2000, des chercheurs en sciences cognitives se sont questionnés sur 1’impact de
I’organisation de la quantité sur les habiletés de comptage. Wender et Rothkegel (2000) ont mesuré
le temps que des adultes prennent pour compter des petites quantités. Ils se sont rendu compte que
ce temps est plus court lorsque les éléments sont organisés en petits groupes subitisables, qu’il
s’agisse de configurations classiques, comme les points sur le dé, ou autres sous-ensembles faciles
a compter d’un seul coup d’ceil. Leur conclusion est que le fait de structurer la quantité a un impact
majeur sur les performances de comptage. Ils ont proposé le terme « groupitizing » pour désigner
cette stratégie de reconnaissance globale. Ces auteurs concluent que 1’idée de « groupitisation »
soutiendrait le développement de la flexibilité souhaitée en addition et pourrait aussi permettre de
mieux comprendre que les plus grands nombres sont formés par I’emboitement de nombres plus
petits. Autrement dit, compter au moyen de petits groupes faciliterait plus tard la perception du rdle

du groupement dans notre systeme de numération.

Un peu plus récemment, Starkey et McCandliss (2014) se sont intéressés a 1’impact de
I’organisation en petits groupes, qui respectent les limites de la subitisation perceptuelle sur
I’efficacité du comptage chez des éléves, du préscolaire a la troisieme année, ce qui les a menés a
la stratégie de « groupitisation » (traduction libre de « groupitizing ») proposée par Wender et
Rothkegel (2000). Ils ont constaté que la vitesse de comptage est augmentée lorsqu’il y a des petits

groupes, surtout lorsque ces derniers respectent les limites de la subitisation perceptuelle.

Figure 2.10
Exemple de cartes présentées aux éléves dans la recherche de Starkey et McCandliss, 2014, p. 126

Des images affichant 5, 6 ou 7 points, de méme grosseur, étaient montrées aux ¢léves. Les points
pouvaient avoir 3 ou 6 mm de diamétre et I’espace qu’ils occupaient variait entre 5 cm par 5 cm et

10 cm par 10 cm. La figure 2.10 montre quelques exemples d’images de points exposés aux enfants.
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Les résultats de Starkey et McCandliss (2014) montrent que la vitesse de comptage est influencée
par le fait que la quantité soit organisée? en petits groupes ou non. En effet, les éléves de 2° année
qui ont participé a leur recherche prennent 3500 millisecondes (ms) pour compter lorsque les
quantités ne sont pas organisées en petits groupes contre 3000 ms lorsqu’elles se présentent en
petits groupes subitisables. Pour les éléves de 3¢ année, ils ont besoin de 3000 ms pour compter les
¢léments un a un contre 2500 ms lorsqu’elles sont organisées en petits groupes. Les quantités qui
ne sont pas organisées en petits groupes sont donc comptées nettement moins rapidement. De plus,
il est possible de constater que les €leves plus avancés comptent plus vite, et ce, particuliérement
lorsque les quantités sont organisées. Dans leur recherche, ce sont les éléves de 2°¢ et de 3¢ année
qui ont davantage tiré profit du fait que la quantité était organisée en petits groupes. Ils ont aussi
comparé les résultats des éleves aux épreuves de groupitisation a des épreuves standards en
arithmétique et ils ont constaté que les ¢léves qui avaient de meilleures performances en
groupitisation avaient é¢galement de meilleures performances en arithmétique. Ils en concluent que
la groupitisation contribue a la compréhension de notre systéme de numération symbolique. Ainsi,
la perception du role du groupement dans notre systéme de numération serait liée a notre capacité

de groupitiser.

Prendre conscience des différentes représentations d’un nombre est important, mais jouer avec ces
représentations 1’est encore plus. En effet, I’habileté a composer et décomposer une quantité qui se
développe a partir de 4 ans et demi (Brissiaud, 2005), et qui se fait d’abord a partir de
représentations de la quantité en petits groupes, servira par exemple de support aux premicres
opérations additives. Il s’agit aussi d’une habileté essentielle a la perception plus abstraite de la
quantité qui deviendra un nombre. Plus I’enfant est habile a composer et décomposer une quantité,
plus il est flexible dans cette activité et plus il sera en mesure d’acquérir une bonne « image

mentale » des quantités, une bonne « photographie mentale » (Bergeron, 2003, p. 15).

Comme nous 1’avons mentionné dans la problématique, avant 4 ans, I’enfant a une certaine

capacité a reconnaitre les quantités, il est capable de recourir a la subitisation perceptuelle. La

2 Le mot « organiser », selon Antidote, signifie « pourvoir quelque chose d’une structure afin d’en assurer le bon
fonctionnement ». Donc, selon cette étude, il serait possible de dire que la vitesse de comptage est augmentée lorsque la quantité
est organisée en petits groupes.
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groupitisation s’appuie sur ces aptitudes, de méme que le reste du développement du sens du
nombre. La subitisation perceptuelle est la toute premicre manifestation cognitive de ce

développement. Elle est détaillée dans la prochaine section.

2.2.4.2 La subitisation perceptuelle

Nous savons depuis longtemps que les animaux posseédent des capacités numériques rudimentaires.
Dehaene (2003) rapporte des études datant du début du XIX¢ siecle a ce propos. Par exemple, les
rats peuvent étre conditionnés pour toujours choisir le troisieme tunnel, peu importe la distance
entre les tunnels, ou encore un canari arrive a choisir la quatrieme pastille disposée dans une série
de pastilles alignées ’'une a coté de I'autre. Le lien entre les capacités des animaux et celles des

enfants ou des adultes n’était toutefois pas 1’objet d’¢tudes, a 1’époque.

Depuis une vingtaine d’années, surtout avec 1’arrivée massive de la technologie, les outils de
cueillette de données se sont perfectionnés rendant possibles les études avec de tres jeunes enfants.
Ces recherches permettent de constater qu’eux aussi possédent des capacités numériques
rudimentaires. Deux méthodologies ont davantage été utilisées : la réaction a I’erreur et I’imagerie
cérébrale. La premicre, appelée aussi la méthode de la transgression des attentes, mesure le temps
d’attention d’un individu par rapport a un événement qui se produit (Baillargeon, 2002;
Baillargeon, Spelke et Wasserman, 1985). Le plus souvent, une caméra capte le mouvement des
yeux. Lorsqu’un phénomeéne transgressant les attentes du sujet se produit, le temps d’attention est
pratiquement deux fois plus grand que si la situation avait été¢ celle normalement attendue. Par
exemple, prenons un livre déposé sur une table. Si la table est brusquement retirée, le livre devrait
tomber par terre. S’il ne tombe pas, cela correspond a un événement inattendu, qui transgresse notre
attente. Nous serions donc plus attentifs a cet événement et la caméra I’aurait capté. Cette
méthodologie est aujourd’hui une procédure standard pour évaluer un nombre important de
particularités cognitives chez ’enfant tel que la mémoire ou la reconnaissance de propriétés
abstraites, par exemple les expressions faciales (Oakes, 2010). Elle permet aussi de mesurer le
temps d’habituation de I’enfant, ¢’est-a-dire le temps qu’il prend pour se désintéresser de ce qui lui

est présenté. L imagerie cérébrale, quant a elle, permet « d’observer 'activité électrique et les flux
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sanguins du cerveau, dont les variations permettent de déterminer les zones cérébrales sollicitées® »

lorsqu’une personne exécute une tache cognitive.

L’intérét des chercheurs par rapport au développement cognitif de I’enfant et a ses aptitudes
précoces s’est ainsi beaucoup développé depuis les recherches sur les animaux (Houdé¢ et coll.,
2011). Plusieurs chercheurs (Dehaene, 2003; Houd¢, 2004; Wynn, 1992a; Wynn, 1992b) se sont
penchés sur les performances arithmétiques précoces, surtout en lien avec le sens des petites
numeérosités. Par sens des petites numérosités, nous entendons la capacité¢ de traiter
mathématiquement des quantités jusqu’a 4, c’est-a-dire la capacité de les reconnaitre, les

différencier ou encore les décomposer, donc savoir que 2 et 1 font 3 par exemple.

Le tres jeune enfant est capable de recourir a la subitisation pour des quantités de 1 a 3. On entend
par subitisation la capacité de reconnaitre un nombre sans autre processus de comptage, ce que
Clements (1999) appelle la subitisation perceptuelle. On constate que I’enfant peut reconnaitre des

réponses incorrectes a des ajouts ou retraits dont les valeurs sont de petites numérosités.

En 1980, Starkey et Cooper ont démontré que les bébés agés entre 16 et 30 semaines arrivent a
distinguer des petites numérosités (1, 2 et 3 ¢léments) et a constater la différence entre deux
collections qui ont un ¢élément de différence. Pour ce faire, ils présentaient deux images ayant
chacune des points sur une ligne. Le bébé devait regarder les deux images et les chercheurs notaient
ses réactions en mesurant le temps de fixation sur chaque ensemble. Ils ont utilisé la méthode de la
transgression des attentes (Baillargeon, 2002; Baillargeon, Spelke et Wasserman, 1985), c’est-a-
dire, la méthode qui habitue d’abord un individu a un certain stimulus. Ensuite, des images tests
lui sont montrées. Le temps d’attention porté a chacune des images est mesuré. Les images que
I’individu n’associe pas au stimulus de départ lui demandant plus d’attention, ses attentes sont alors
transgressées et le temps d’attention est plus grand. Ainsi, plusieurs images avec une rangée de
points (figure 2.11) ont été montrées a 1’enfant, une ligne a la fois. Une méme ligne contenait deux
cases. Dans chacune des cases, il y avait 2 et 3 points respectivement. Pour le familiariser a la
représentation des lignes contenant 2 et de 3 points par exemple, des images avec des points placés

a des distances différentes, mais contenant toujours le méme nombre d’éléments, la quantité 2 a

3 https://fr.wikipedia.org/wiki/Imagerie ¢%C3%A91r%C3%A9brale
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gauche et la quantité 3 a droite, étaient proposées a I’enfant. Ensuite, des images tests lui étaient
montrées, soit des images ayant différentes quantités de points que ce a quoi on 1’avait habitué¢ ou

encore des images qui avaient le méme nombre de points.

Les bébés de I’expérimentation de (Starkey et Cooper, 1980) réagissaient de moins en moins
longuement lorsqu’on leur montrait 2 points a gauche et 3 points a droite par rapport a 3 points a
gauche et 2 points a droite, ils n’étaient donc pas surpris par les images qui leur étaient présentées,
démontrant qu’ils percevaient la numérosité de ces items. Pour les images montrant 4 points a
gauche et 6 points a droite par rapport a 6 points a gauche et 4 points a droite, ils demeuraient
attentifs plus longtemps, ils étaient toujours surpris par ces images, ils ne les discriminaient pas,
manifestant ainsi qu’il s’agissait toujours de quelque chose de nouveau. En d’autres mots, lorsque
les lignes avaient 2 et 3 éléments, 1’enfant était capable de discriminer le 2 du 3 et n’avait donc pas
de réaction. Cependant, lorsque les lignes avaient 4 et 6 éléments, I’enfant ne pouvait pas
discriminer le 4 du 6 et était donc plus attentif. Il est a noter que les chercheurs ont éliminé la
possibilité que la réaction de 1’enfant soit due a I’espace
occupé par les points dans I’image. En effet, le bébé
discriminait des lignes de points qui avaient la méme
longueur, mais non la méme quantité de points lorsqu’on lui
présentait 2 et 3 points, mais n’arrivait pas a le faire pour 4
et 6 points. D’autres chercheurs (Dehaene, 2003; Dehaene et
coll. 2004; Wynn, 1992a, 1992b) sont venus expliquer ces

résultats en parlant du nombre flou. Au-dela de 3 (parfois 4)

¢léments, le bébé ne fait plus de discrimination précise de la . Fgure2.1l :
Images utilisées dans I’expérimentation de
quantité. Ainsi, pour lui, qu’il y ait 4 ou 6 éléments, c’est du Starkey et Cooper, 1980, p. 1034

pareil au méme.

Lorsqu’il est question de mieux comprendre les capacités de discrimination exacte des petites
numeérosités chez les poupons, les études de Wynn (1992a, 1992b) sont maintes fois citées. Elles
permettent de mieux comprendre 1’aptitude des nourrissons a distinguer les petits numérosités (1 a
3) et a faire des équivalences numériques de facon perceptuelle, quand des objets défilent sous

leurs yeux. En d’autres mots, ces travaux fondateurs mettent en lumicre la capacité de bébé a
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« compter » le résultat précis pour des additions et des soustractions de petites numérosités (Noél,
2005). Pour le démontrer, Wynn (1992a, 1992b) a mené ses travaux sur des bébés de 4 a 5 mois.
Elle a utilisé un théatre avec des marionnettes de Mickey Mouse dans lequel les personnages
entraient ou sortaient. Par exemple, un premier Mickey Mouse était placé dans le théatre et le rideau
se fermait. Devant bébé, quelqu’un venait en placer un autre derri¢re le rideau toujours fermé.
Ensuite, I’expérimentateur ouvrait le rideau permettant a bébé de voir ce que le rideau cachait. Des
situations possibles (dans ce cas-ci il y aurait eu deux Mickey Mouse) et des éveénements
impossibles (on aurait montré aucun, un ou trois Mickey Mouse) étaient ainsi présentés aux
poupons. Wynn (1992a, 1992b) a aussi utilisé la méthode de transgression des attentes en mesurant
le temps d’attention a I’aide d’une caméra et d’un chronomeétre. Dans ce cas-ci, une erreur, quelque
chose d’invraisemblable, est présentée au bébé. Par exemple il y a deux Mickey Mouse sur la scéne,
I’un sort lorsque le rideau est fermé et il n’en reste aucun lorsqu’on ouvre le rideau. Le temps de
fixation de béb¢ était ici significativement plus long que si un seul Mickey Mouse restait sur la
scéne. Ces résultats lui ont permis de conclure que bébé peut distinguer « un seul » de « plusieurs »,
tout comme deux de trois. Dehaene (2003) précise que pour percevoir 3 ¢léments ou moins, il ne
faut pas beaucoup plus qu’une demi-seconde (650 ms pour 3 éléments) et le taux d’exactitude est
pratiquement de 100 %. Lorsque les quantités augmentent, le temps requis augmente également et

le degré de précision diminue. Par exemple, pour 4 éléments, il faut 850 ms et le taux d’erreur est

de 10 %.

Avant de présenter les études s’intéressant aux conditions a mettre en place pour favoriser le
développement du sens du nombre et de la numération, une synthése des travaux présentés jusqu’ici
pour mieux comprendre le développement cognitif du sens du nombre est proposée dans la

prochaine section.

2.2.5 Synthése des recherches présentées par rapport au développement du sens du nombre
et de la numération

A la lumiére des recherches qui ont été présentées, il semble qu’un bon sens du nombre soit associé
a la compréhension du nombre et du systéme de numération. Cette compréhension s’appuie sur
une représentation interne imagée et dynamique des quantités. Il a aussi été possible d’identifier

des ¢léments clés menant a la compréhension de la numération.
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Les recherches de Jones et ses collaborateurs (1994, 1996) ont permis d’identifier des niveaux de
développement de la pensée arithmétique chez des éléves de 1™ et 2° année. Leur regard porte
cependant seulement sur I’apprentissage des principes liés au systéme de numération, soit la valeur
de position, I’équivalence et le groupement. Ainsi, pour les €léves qui se situent au niveau 1 de leur
modele, ils mentionnent ce qu’ils ne sont pas capables de comprendre par rapport au systéme de

numeération et non ce qu’ils pourraient comprendre du sens du nombre.

Les recherches de Clark et de Kamii (1996) ont permis de mieux comprendre un ¢élément clé
menant a la compréhension de la numération soit le groupement. Elles ont permis de préciser que
pour comprendre la pertinence et le role du groupement dans notre systéme de numération, les
¢leves ont besoin d’avoir développé une pensée multiplicative. La pensée multiplicative permet de
traiter de fagon simultanée les unités élémentaires et les unités d’ordre supérieur comme les unités
par rapport aux dizaines. Tout comme Jones et ses collaborateurs (1994, 1996), elles ont identifi¢
des niveaux de développement de cette pensée multiplicative. Les deux recherches permettent de
dire que le développement de la pensée multiplicative est central au développement du sens du

nombre et de la numération.

Cependant, Clark et Kamii (1996) proposent des niveaux de développement en lien avec seulement
un principe du systéme de numération, soit le groupement associé a la pensée multiplicative. Les
travaux de Battista et coll. (1998) permettent de mieux comprendre cette pensée multiplicative en
’associant a la structuration spatiale. La pensée multiplicative serait associée au quatriéme niveau
proposé par ces auteurs, soit la capacité de considérer qu’un carré est inclus a la fois dans une
colonne et une rangée. Selon eux, les manifestations d’un éléve qui n’a pas acquis cette pensée et
ces manifestations pourraient étre attribuées a une pensée additive. Cependant, tout comme Clark
et Kamii (1996), ils ne font pas de liens avec les autres principes constituant les bases du systeme
de numération. Pour les éléves qui n’ont pas développé leur pensée multiplicative, Clark et Kamii
(1996) qualifient leur pensée d’additive et pour les €léves encore plus faibles, elles parlent d’un

jugement qualitatif ou non numérique.
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Pour mieux comprendre cette pensée additive et ce jugement non numérique qui sont préalables a
la compréhension du systéme de numération, les recherches s’intéressant au comptage ont été
présentées. Grace aux travaux de Fuson (1991) et de Gelman et Gallistel (1978), les principes du
dénombrement qui meénent a un comptage par bond ont été décrits. Ce dernier type de comptage se
situe a la porte de la pensée multiplicative. Une autre stratégie de comptage consiste a utiliser la
reconnaissance globale. Les recherches de Starkey et McCandiss (2014) ont permis de mieux
comprendre cette stratégie puisqu’ils ont constaté que les éléments organisés en petits groupes de
2 ou 3 étaient comptés plus vite que les ¢léments désorganisés. Ils ont nommé groupitisation cette
capacité a mieux compter lorsque les éléments sont placés en petits groupes. Enfin, dans le but de
mieux cerner la groupitisation, les recherches portant sur la subitisation, la perception instantanée

des petites quantités (0 a 3) présente chez les nourrissons, ont été abordées.

La présente ¢tude s’intéresse au sens du nombre et de la numération, c’est pourquoi ces recherches
ont été retenues. Cependant, aucune recherche qui relie tous ces éléments entre eux n’a été
identifiée. Certaines ¢tudes, comme celles de Jones et coll. (1994) ou de Clark et Kamii (1996)
présentent des niveaux de développement, mais seulement pour une partie du sens du nombre. La
définition d’un continuum permettrait d’intégrer toutes ces recherches dans un méme modele
cohérent. Ce continuum pourrait servir de cadre de référence pour batir des épreuves visant
I’identification des niveaux de développement des éleves et pour créer et organiser des séquences
didactiques selon ces niveaux de développement. La prochaine section présente ce que pourrait

étre ce continuum de développement.

2.2.5.6 Un continuum du développement du sens du nombre et de la numération

Un continuum du développement du sens du nombre et de la numération menant a la
compréhension du systéeme de numération a été construit a partir du bilan des écrits scientifiques
présentés dans ce chapitre. Ce continuum fait ressortir les liens entre les aptitudes primitives des
enfants en arithmétique et la compréhension de la numération. Il est présenté au tableau 2.3. Cing
niveaux de développement du sens du nombre et de la numération ont été établis. Un age possible
de développement a été associé a chacun des niveaux. Une étape du développement du sens du

nombre et de la pensée arithmétique de 1’enfant a aussi été associée a chacun des niveaux. Une liste
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des principaux comportements observables est proposée. Il s’agit d’une synthése de tous les écrits
scientifiques présentés dans le chapitre et plusieurs auteurs interviennent a plusieurs niveaux.
Cependant, seuls les auteurs ayant spécifiquement traité des niveaux de développement et de 1’age

possible des apprentissages concernés ont été soulignés dans le tableau.

Ce continuum constitue une hypothése qui permettra d’étudier le développement du sens du
nombre et donc, en quelque sorte, une hypothése du développement cognitif de I’éléve. Ce
continuum comporte un but, soit la compréhension de la numération a travers la construction de
représentations mentales et il propose le développement de cette compréhension. Des procédures
employées par les éléeves qui pourraient étre associées a I’utilisation de ces représentations mentales
par les éleves lors de la réalisation de taches mathématiques sont suggérées. La flexibilité, élément
important du sens du nombre, est présente a tous les niveaux. Les ages possibles de développement
sont proposés comme un guide général puisque ’age d’acquisition dépend beaucoup des

opportunités d’apprendre.

Tableau 2.3

Tableau synthése du continuum du développement cognitif du sens du nombre et de la numération

Niv. Age el Procédures observables Principaux auteurs
développement nombre
Perception de Clements (1999)
1 Avant 4 ans petites L>¢éléve utilise la subitisation perceptuelle. Starkey et Cooper (1980)
numérosités Wynn (1992a, 1992b)
L’éléve effectue un comptage séquentiel. Clark et Kamii (1996)
, ... | L’éléve recourt a la groupitisation: il fait un Fuson (1990)
2 il Pensée additive comptage global. Gelman et Gallistel (1978)
11 fait preuve de flexibilité additive. Starkey et McCandliss (2014)
s Battista et coll. (1998)Bednarz et
Pensée L’ellc‘:w . €0 mptage par o Dufour-Janvier (1984a, 1986)
S L’éléve reconnait la pertinence du groupement. -
multiplicative s atae. Sy , gy Clark et Kamii (1996)
3 6-7 ans . L’éléve considére simultanément les quantités
Pré-valeur de . Jones et coll. (1994)
position dans une colonne et une rangée. Koudgobo (2013, 2017)
11 fait preuve de flexibilité multiplicative. Thomas et Mulligan (1995)
L’éléve reconnait I’intérét de faire des groupes de
Passage a la dix pour faciliter le dénombrement.
dizaine L’éleve comprend le role de la centaine; il est
4 7-8 ans capable de manipuler ce groupe de groupes. Jones et coll. (1994)
Passage a la L’éléve comprend le concept d’équivalence.
centaine L’éléve fait un comptage mixte.
11 fait preuve de flexibilité de représentation.
Compréhension L’éléve manipule les nombres et leurs multiples
de la valeur de . .
5 8 ans . représentations. Jones et coll. (1994)
position dans la . i e
. 11 fait preuve de flexibilité opératoire.
numeration
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Au premier niveau, il est question des aptitudes présentent chez les nourrissons, soit les aptitudes
de subitisation. Les jeunes enfants sont capables de reconnaitre de fagon instantanée trois ou quatre
¢léments ou moins (Wynn, 1992a, 1992b) et de constater la différence entre deux collections
lorsque les quantités de ces collections sont au moins du simple au double (Starkey et Cooper,
1980). Méme certains animaux ont ces aptitudes. Autour de 1’age de 4 ans, ces aptitudes se

développent et permettent, entre autres, de compter de plus grandes collections.

Au deuxi¢me niveau, il s’agit du développement de la pensée additive, tel que proposé par Clark
et Kamii (1996). Cette pensée se développerait autour de 5-6 ans. Elle peut étre caractérisée par la
capacité de tirer profit des habiletés de groupitisation (Brissiaud, 2005; Clements, 1999; Starkey et
McCandliss, 2014). Selon ces auteurs, les éléves sont capables de reconnaitre des constellations ou
d’en utiliser de nouvelles pour compter des quantités allant jusqu’a 20 et de se les représenter
mentalement. Organiser les quantités en petits groupes permet de compter plus vite. C’est aussi a
cette ¢étape que les éleves développent leurs habiletés de comptage séquentiel les menant au
dénombrement et & une perception abstraite du nombre entier (Fuson, 1991; Gelman et Gallistel,
1978). Ils seront capables de se représenter des quantités organisées en petits groupes dans leur

téte. Ils développent une flexibilité additive.

Le niveau trois du continuum correspond a la pensée multiplicative Clark et Kamii (1996) et la pré-
valeur de position (Jones et coll. ,1994). Il semble se développer autour de 6-7 ans. A ce niveau,
selon ces auteures, les ¢léves développent leur pensée multiplicative, leur capacité a considérer de
facon simultanée deux informations sur le méme objet, comme dans la tache de ’inclusion des
classes de Piaget ou dans les taches associées a la disposition rectangulaire proposées par Battista
et coll. (1998). Cette pensée tire profit de la pensée additive et des habiletés de groupitisation et de
la prise de conscience du fait qu’organiser les quantités en petits groupes permet de compter plus
vite. Il s’agit maintenant de faire des groupes organisés, soit des paquets de méme quantité et
éventuellement des groupes de groupes. Cette pensée leur permettra donc de comprendre le réle
des groupements dans le systéme de numération et de compter par bonds (Bednarz et Dufour-
Janvier, 1984a, 1984, 1986; Koudogbo et coll., 2017). Ils seront capables de se représenter des
quantités groupées (organisées en groupes de groupes) dans leur téte. I1s développent une flexibilité

multiplicative.
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Le quatri¢éme niveau est le passage a la dizaine et le passage a la centaine (Jones et coll., 1994). 11
semble se développer autour de 7-8 ans. Il s’agit du passage entre I’énumération et la numération.
Les ¢éleves doivent comprendre les régles d’équivalence du systéeme de numération. Selon ces
auteurs, ils sont capables d’utiliser du matériel représentant les groupes de dix et de cent et de se
représenter les nombres dans leur téte en utilisant ce matériel comme référence. Ils peuvent utiliser
un comptage mixte, soit compter par bonds de un, de dix et de cent. En tirant profit des acquis liés
a la pensée multiplicative, les €éléves sont capables de se représenter les quantités groupées en
paquets de dix et de cent (il s’agit souvent d’une représentation imagée des blocs de base dix). Ils
développent une flexibilité de représentation. La notation mixte, comme la notation des Chinois,

apparait a ce niveau.

Le niveau cinq est la compréhension de la valeur de position du systéme de numération (Jones et
coll., 1994). 1l se développerait autour de 8 ans. Selon ces auteurs, c’est a ce niveau que les éléves
manceuvrent facilement les différentes quantités, que ce soit avec du matériel concret ou avec des
représentations symboliques. Ils manipulent les représentations des nombres aussi bien avec des
représentations externes que dans leur téte. Ils sont capables de se représenter mentalement,
concrétement ou symboliquement un nombre de différentes facons (Bednarz et Janvier-Dufour,
1984a, 1984b, 1986; Hiebert et Wearne, 1992; Lyons, 1982; Thomas et coll. (2002); Reys, 1994).
Ils peuvent le composer et le décomposer facilement selon la tiche qu’ils ont a accomplir. Ils sont
capables d’utiliser leur flexibilité de représentation et de faire des choix selon les taches qui leur

sont proposeées.

La section 2.2 qui se termine avec la présentation d’une hypothéese de continuum du développement
du sens du nombre émergeant des études consultées et des observations réalisées aupres d’éleéves
du primaire visait a fournir des pistes pour répondre a la premiere partie de la question générale de
recherche en rapportant les travaux portant sur le développement du sens du nombre et de la
numération. Ce développement n’est évidemment pas indépendant de 1’enseignement. En effet,
I’enseignement favorise ce développement. La partie qui suit vise a décrire 1’état de la recherche
liée a cette question et, plus particulicrement, a préciser les conditions qui favorisent le

développement du sens du nombre et de la numération.
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2.3 L’enseignement du sens du nombre et de la numération

Comme il a été¢ mentionné dans la problématique, malgré les efforts des milieux éducatifs, certains
¢leves d’aujourd’hui ont encore des difficultés a comprendre les rouages du systeme de
numération; ils sont par exemple capables d’effectuer des calculs correctement, mais sans en
comprendre le sens (Koudogbo, 2013). Une explication possible serait 1’introduction rapide de la
représentation symbolique des nombres, sans considérer la valeur de ces symboles, donc
I’équivalence (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986; Hierbert et Wearne, 1992;
Koudogbo et coll.,, 2017). Une autre explication serait I’escamotage de la compréhension du
groupement et de I’aspect multiplicatif du systéme de numération (Bednarz et Janvier-Dufour,

1984a, 1984b, 1986; Koudogbo et coll., 2017).

Cette partie permettra de répondre a la deuxiéme partie de la question générale de recherche, soit
d’identifier les conditions qui favorisent le développement du sens du nombre et de la numération.
Pour ce faire, des recherches portant sur 1’enseignement de la numération seront d’abord
présentées. Ces recherches s’intéressent aux développements des niveaux 3 a 5 de notre continuum.
Ensuite, des recherches portant sur I’enseignement du sens du nombre seront explorées. Ces
recherches se penchent sur les niveaux 2 et 3 de notre continuum. Finalement, les conditions
favorisant le développement de la reconnaissance globale ou groupitisation seront étudiées, soit le
niveau 2 de notre continuum. La mise en évidence de recommandations par rapport a
I’enseignement de la numération terminera cette section, permettant ainsi d’identifier les
caractéristiques des tiches permettant aux éleves de surmonter de nouveaux défis mathématiques

et de poursuivre le développement de leur sens du nombre.

2.3.1 L’enseignement de la numération

En arithmétique, de nombreuses tiches présentées a 1’éléve impliquent la représentation de la
quantité. Comme nous I’avons mentionné préalablement, ces représentations externes proposées
par les taches auront un impact sur les représentations internes que 1’éleéve se fera de la quantité.
Une des facons de décrire les représentations externes est celle proposée par Bruner (1966) et

reprise par (Lyons, 1982). Selon ces auteurs, il y a quatre modes de représentations externes : le
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mode concret, le mode imagé, le mode symbolique et le mode verbal (Bruner, 1966; Bednarz et

Dufour-Janvier, 1984b, 1986; Lyons, 1982).

Le mode concret renvoie a 1’utilisation de matériel. Généralement, il sera question de matériel
concret de substitution puisque les vrais objets sont souvent difficilement manipulables. Des jetons
pourront représenter des moutons ou des voitures par exemple. Les blocs de base dix, la monnaie
ou encore les bouliers sont associés au mode concret. Le mode imagé, de son coté, propose une
représentation sous forme de graphique, de schéma ou de diagramme. Le mode symbolique est le
systéme de code reconnu en mathématiques, a 1’écrit. C’est celui qui pose le plus de difficulté aux
¢leves (Bednarz et Dufour-Janvier, 1984b, 1986; Lyons, 1982). Le mode verbal est li¢ aux regles

qui permettent de nommer les nombres.

Selon Bruner (1996) et Lyons (1982), I’apprentissage d’un concept mathématique aurait avantage
a passer progressivement du mode concret, puis au mode imagé et finalement au mode symbolique.
De plus, Thomas et coll. (2002) font ressortir I’idée que les ¢éléves pourraient tirer profit de la
variété des représentations qui leur sont proposées, en particulier a travers des taches proposant des
représentations qui permettent de développer leur flexibilité, soit les représentations externes
concrétes et imagées. Ils parlent de représentations « imagées dynamiques », représentations
rendues possibles aujourd’hui grace a la technologie. Elles permettent en effet aux éleves
d’interagir facilement avec des représentations externes. Clements et Battista (1992) ajoutent qu’il
est important que les éléves puissent explorer et manipuler les objets. Cette manipulation pourrait
étre celle des représentations concretes ou imagées des quantités permettant a I’éleve de s’en faire

une représentation mentale.

Les approches d’enseignement dont il sera question ci-aprés respectent la séquence
développementale décrite plus haut (représentations concretes, imagées, symboliques) et mettent
de ’avant des taches dans lesquelles la manipulation ne suffira plus, obligeant 1’¢léve a trouver une
facon de ne plus y avoir recours. Dans cette perspective, le mode symbolique ne correspond pas a
la représentation initiale sur laquelle se construisent ensuite les apprentissages, mais correspond a
la cible d’apprentissage. Il s’agit aussi d’approches amenant I’¢léve a développer certains éléments

liés au développement du sens du nombre, tel que présentés par Reys (1994). Ces approches
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devraient donc permettre a 1’¢éléve de faire des liens entre les mathématiques et le monde réel, d’étre
capable de juger de la justesse d’une réponse, d’inventer ses propres procédures de calcul, de
représenter un nombre de plusieurs fagons selon le contexte en jeu, de reconnaitre des régularités
dans le systéme de numération, d’obtenir facilement la réponse a des calculs ¢lémentaires, d’utiliser
ses connaissances sur les nombres pour en déduire de nouvelles, de faire réguliérement appel a
I’estimation, de jouer avec les nombres en les composant ou en les décomposant et reconnaitre la

grandeur, la quantité, derriére les chiffres.

Pour illustrer cette vision du développement de la numération, deux recherches dans lesquelles des
interventions pour aider les éléves a apprendre la numération ont été mises en place sont présentées.
La premicere est la recherche phare lorsqu’il est question de 1’enseignement et de I’apprentissage
de la numération, soit celle de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) dont il a bricvement
¢été question dans la problématique de la présente étude. La seconde, un peu plus récente, menée
par Hiebert et Wearne (1992) a pour objectif de faire ressortir les caractéristiques d’un
enseignement du concept de la valeur de position basé sur la construction de sens en le comparant

avec un enseignement traditionnel.

Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) ont, durant cinq ans, mené des études aupres de
200 enfants du primaire, agés de 6-7 ans a 9-10 ans. Dans le cadre d’une premicre étude, elles ont
observé les €léves pour constater leur peu de compréhension de notre systéme de numération et
elles ont identifi¢ les caractéristiques de 1’enseignement des mathématiques pouvant influencer ces
difficultés. Elles ont ainsi établi un cadre de référence pour 1’apprentissage et 1’évaluation de la
numération. Dans une seconde étude, elles ont mis a 1’essai des activités basées sur ce cadre de
référence aupres d’un groupe d’éléves qu’elles ont pris en charge de la premicre année (6-7 ans) a

la troisiéme année (8-9 ans).

Au cours des deux premieres années de la recherche, elles ont identifi¢ des caractéristiques de
I’enseignement de la numération qui entrainent le développement de conceptions inadéquates par
rapport a ce concept chez les éléves. Dans 1’enseignement de la numération, dans les années 1980,
une grande insistance était mise sur le passage a 1’écriture symbolique des nombres. De plus, les

représentations imagées de nombres fournies aux éléves apparaissaient toujours alignées et
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respectant I’ordre de 1’écriture conventionnelle du nombre (les centaines a gauche, les dizaines au

centre et les unités a droite). Le matériel, qu’il soit imagé ou concret était toujours utilisé pour le

passage a I’écriture conventionnelle et non pour la compréhension du rouage du systeme de

numération. Enfin, I’enseignement de la numération était souvent détaché de celui des opérations.

En France, Mounier (2010) a lui aussi fait une analyse de 1I’enseignement en étudiant les manuels

avec lesquels les éléves travaillaient et a constaté que ce qui était proposé aux €léves n’était pas

différent de ce qu’avaient constaté Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986).

Dans leurs observations des deux premicres années, Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b,

1986) en sont venues a décrire les difficultés qu’avaient les éléves a comprendre le systeme de

numération :

« difficulté a voir les groupes et leur role dans I’écriture conventionnelle;

difficulté a voir la pertinence du groupement;

difficulté a opérer avec ces groupes;

difficulté a travailler simultanément avec deux groupes d’ordres différents;

difficulté a interpréter les procédures de calcul relatives aux opérations en termes de

groupement (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, p. 30) ».

A la suite de ces observations, elles ont énoncé des recommandations pour I’enseignement de la

numération qu’elles ont mises en application durant les trois autres années de leur expérimentation.

Voici les recommandations qu’elles ont énoncées :

« étre beaucoup moins axé sur I’écriture, le symbolisme et le vocabulaire;

¢viter de dicter des régles ou des procédures superflues, artificielles, inutiles, mais plutot
inciter I’enfant a en formuler lui-méme;

davantage mener 1’apprentissage en fonction des difficultés des éléves;

reconsidérer la conception de la manipulation pour que le matériel joue réellement un rdle
de support mutuel auquel I’enfant pourra avoir naturellement recours;

s’inspirer davantage de 1’évolution historique des systémes de numération puisqu’elle
révele combien le passage du recours a la correspondance un a un, a un recours au

groupement est important (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, p. 31). »
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Pour leur expérimentation (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984b), les auteures ont mis en place des
situations d’enseignement originales, des environnements contextuels d’apprentissage qui
permettaient aux éléves de construire une symbolisation du nombre « ayant un sens et utilisable au
niveau des opérations » (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984b, p. 5). Les situations proposées aux
¢éleves sont des résolutions de problemes. L’enfant se questionne et en vient a modifier ses
conceptions (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984b). Les situations étaient élaborées a partir d’un
méme matériel. Il devait étre assez familier pour les éléves et permettre, des le départ, la présence
d’au moins deux niveaux de groupement (un groupe et un groupe de groupes). Trois critéres étaient
utilisés pour le choix du matériel afin de respecter I’objectif établi. Il s’agissait de pouvoir identifier
plus ou moins rapidement le nombre de groupes ainsi que la présence de groupes de groupes, de
déduire plus ou moins facilement la relation entre les groupes (par exemple, il y a dix unités dans
une dizaine) et permettre d’opérer plus ou moins directement sur les groupes (par exemple, avec
les blocs de base dix, il est impossible d’enlever directement une dizaine d’une centaine forgant les

¢changes).

Tout au long de leur expérimentation, les auteures ont veillé a ce que 1’évolution des situations
fasse en sorte que les représentations concrétes ou imagées proposées aux ¢éléves soient
progressivement moins descriptives et donc, plus efficaces et plus symboliques; méme si le
matériel est initialement nécessaire a la compréhension, il devient rapidement encombrant. Un
méme environnement était exploité longtemps, mais les situations choisies étaient de plus en plus
complexes et les besoins de communication et d’opérations étaient plus exigeants. Les contraintes
des taches poussaient les éléves a progressivement utiliser des représentations de nombres plus

efficaces, soit des représentations de plus en plus symboliques.

La figure 2.12 présente un exemple d’environnement qu’elles ont
utilisé : les « boites de céréales ». Les contraintes proposées dans les

taches seront ensuite exposées.

Figure 2.12
Exemple du matériel « boites de
céréales » utilisé par Bednarz
et Janvier-Dufour, 1984a, p. 8

Ce matériel est familier et accessible. Il permet d’identifier rapidement
deux niveaux de groupement et la régle de groupement est apparente.

De plus, il est possible de manipuler directement les boites dans les

70



caisses et les caisses dans les paniers. Les enfants peuvent opérer facilement sur les groupes. Une
activité proposée avec ce matériel était la « chaine de montage ». Les éleves jouent des roles
différents. Un premier regoit les boites de céréales, une a une. Lorsqu’il en a assez pour former une
caisse, il les passe a son voisin qui les accumule jusqu’a ce qu’il en ait assez pour former un panier.
Il les passe alors a un troisiéme éléve qui accumule les paniers. Les autres éléves observent cette
chaine de montage. L’enseignant choisit, a tour de role un éleve qui est appelé a commenter, a
décrire ce qui se passe. L’enseignant arréte les éléves et pose des questions au commentateur sur
I’action qui vient d’étre exécutée ou sur 1’état de la collection a un moment précis. Différentes
contraintes peuvent étre ajoutées pour pousser plus loin la compréhension des éléves. Par exemple,
il était demand¢ aux éléves qui accumulent les boites ou les caisses, de le faire le dos tourné, ainsi
les autres ¢éléves ne voient pas combien ils en donnent a leur voisin. Cette contrainte poussait les
¢léves a se trouver un systéme pour garder des traces de 1’état de la collection. Souvent, ils
utilisaient leurs doigts ou des objets. Plusieurs en sont venus a se faire des codes. Des comparaisons
de collections de boites de céréales peuvent étre faites, une commande écrite peut étre donnée aux
¢leves et ces derniers doivent préparer la commande. Ainsi, « I’évolution des systémes de
numeération s’est faite a travers plusieurs représentations, dans la recherche d’une représentation du
nombre de plus en plus efficace pour répondre a des besoins de communication et de traitement
(opération) de plus en plus exigeants » (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984b, p. 16) et donc pour

répondre aux besoins de la tache.

Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986, 1988) ont émis des recommandations pour un

enseignement permettant la construction du sens du nombre. Les conclusions de leur recherche

renforcent les recommandations qu’elles avaient mises de I’avant dans la premiére partie de leurs

expérimentations. Elles suggerent donc, pour un enseignement optimal de la numération, que :
I’accent soit mis sur 'utilisation des groupes a partir de représentations ou la régle de
groupement est plus accessible;

- des situations faisant appel a un travail sur des collections et des collections groupées soient
d’abord mises en place pour permettre 1’évolution de la représentation des éleéves vers une
représentation de plus en plus conventionnelle;

- des environnements dans lesquels les enfants doivent constamment communiquer leurs

réponses et opérer soient utilisés;
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- Denfant soit continuellement en situation de résolution de problémes et qu’il ait

naturellement recourt au matériel.

D’autres auteurs, dont Hiebert et Wearne (1992) se sont aussi intéressés a ce type d’enseignement
de la numération en tentant d’en identifier les principales caractéristiques. Ils ont donc fait la
comparaison entre un enseignement traditionnel a partir d’'un manuel et un enseignement basé sur
la construction des concepts (« conceptually based instruction »), particulierement sur la valeur de
position et sur I’addition et la soustraction de nombres a deux chiffres. Ils ont tenté de faire ressortir

le lien entre I’enseignement, la compréhension et la performance.
9

Pour eux, la compréhension d’un concept est une construction de connexions entre ses différentes
représentations. Faire des liens entre des représentations externes permet de batir des liens entre
les représentations internes et méne a la compréhension des concepts. Les représentations externes
qu’ils utilisent sont des représentations concretes, imagées, verbales ou symboliques (Bruner, 1966,
Lyons, 1982). Toutes les représentations sont des outils pour traiter 1I’information, elles ont des

roles différents.

Pour leur expérimentation, Hiebert et Wearne (1992) ont travaillé avec 153 ¢€léves de premicre
année provenant d’une école de banlieue au Delaware. Les éléves ont été placés de manicre
aléatoire dans les six classes de premiére année de I’école. Quatre classes ont implanté la méthode
d’enseignement conceptuel pour l’apprentissage de la valeur de position (103 éléves), un
enseignant a utilisé sa propre méthode d’enseignement (enseignante ¢lite selon la direction) et un
autre a utilisé ’enseignement et le manuel habituels (50 éléves composaient les deux autres
groupes). Un observateur externe a assisté a 20 rencontres et un enregistrement audio a été fait.

Une analyse de verbatim et un accord inter juge ont ét¢é faits.

Les représentations externes ont été utilisées comme étant des outils permettant de montrer, de
manipuler et de communiquer de I’information par rapport aux quantités traitées, selon différentes
situations et différentes contraintes. Les principes suivants ont guidé le déroulement de leur
expérimentation :

- les représentations externes étaient utilisées comme des outils pour montrer et enregistrer

les quantités ou les opérations sur les quantités lors de la résolution de problémes;
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- une fois qu’une représentation externe était introduite, elle était utilisée par les éléves de
facon consistante dans la résolution de leurs problémes. Cela leur permettait de se
familiariser avec cette représentation et de s’entrainer a 1’utiliser;

- les représentations étaient aussi analysées par rapport a leurs propres caractéristiques. Par
exemple, les représentations imagées de quantités ne sont pas manipulables, ce qui oblige
les éleves a ajouter des traces lors de leurs calculs;

- les discussions autour des représentations avaient pour but d’identifier comment elles
pouvaient étre utilisées et comment elles étaient similaires ou différentes les unes par

rapport aux autres.

Le but de ces principes était de rendre les €léves confortables avec les différentes représentations

pour qu’ils fassent des liens entre elles.

Une représentation concrete accompagnée d’un probléme était d’abord utilisée. Ensuite, un dessin
du matériel était présenté. Finalement, I’écriture symbolique était introduite. Une fois une
représentation introduite, des allers-retours dans les autres modes de représentations déja introduits

étaient faits.

Hierbert et Wearne (1992) ont ciblé deux concepts mathématiques pour leur expérimentation : la
valeur de position et I’addition et la soustraction de deux nombres a deux chiffres dans lesquelles

il n’y avait aucune retenue ou aucun emprunt.

Pour travailler, avec les groupes expérimentaux, la valeur de position, par exemple, ils ont d’abord
posé un probléme aux ¢léves en leur demandant de trouver combien il y avait d’éléments (entre 50
et 100) en utilisant des cubes emboitables de 1cm?. IIs ont accordé de I’importance aux discussions
stratégiques entre les éléves. Certains comptaient par un, d’autres par groupes ou par groupes de
groupes. A la suite de ces échanges, les chercheurs montraient aux éléves comment écrire avec les
symboles la quantité dont ils venaient de parler (notation positionnelle). Par la suite, les ¢éleves
utilisaient leur cahier. Pour travailler sur le concept de valeur de position, il y avait dans le cahier
une image montrant des paquets de 10 batons et des batons libres et les éleves devaient trouver
combien il y avait de « dix » et combien de « un » pour ensuite 1’écrire. D’autres exercices étaient

présentés aux ¢éléves pour les amener a comparer des quantités ou a dire s’il s’agissait de nombres

73



pairs. A la fin de la séquence, de nouvelles images de matériel étaient proposées aux ¢éleéves pour
leur permettre, par exemple, d’associer des images de boites de crayons avec de la monnaie (une

boite de 10 crayons cofite dix cents).

Pour I’addition et la soustraction, les chercheurs ont eu recours a la méme structure. Le travail fait
avec les groupes expérimentaux commencait par un probléme posé aux éléves au moyen d’un
matériel concret. Il y avait ensuite un échange de stratégies utilisées pour résoudre le probléme et
pour arriver a la notation symbolique de la solution. Dans le cahier, pour les groupes contrdles,
c’était aussi sensiblement la méme démarche que lors du travail fait par rapport a la valeur de
position. Des images montrant du matériel demandaient a 1’éléve d’écrire symboliquement ce qu’il

trouve et plusieurs autres exercices.

Ils ont comparé la performance des éléves ayant vécu les différents types d’enseignement. Ils ont
donc fait un prétest et trois posttests (fin de I’automne, hiver et printemps). Ils ont aussi rencontré
douze éleves en entrevues, deux €léves en provenance de chaque groupe. Les questions du prétest
portaient sur I’écriture des nombres, le comptage par bons de un et de dix, le groupement des objets,
I’addition et la soustraction de nombres a un et deux chiffres. Dans les posttests 1 et 2, les questions
portaient sur les mémes concepts, a la différence du test 3 qui lui avait des questions sur les

additions et les soustractions impliquant des retenues ou des emprunts.

En entrevue, des tiches de comptage un a un et avec des paquets de dix ont été proposées aux
¢leves. IIs ont été questionnés sur I’écriture symbolique et sur la résolution de problémes d’addition
et de soustraction. Les éléves ne pouvaient pas manipuler de matériel et il leur était demandé
d’expliquer pourquoi ils effectuaient leurs opérations de telles maniéres et comment ils avaient

obtenu la réponse.

Beaucoup d’information a été obtenue a partir des tests; les auteurs mentionnent qu’il était difficile
de comparer les résultats parce que beaucoup de variables sont en jeu, dont les caractéristiques des
¢leves (il y a des ¢€léves forts dans les groupes qui n’ont pas vécu I’expérimentation). Ils ont tout
de méme pu observer que les démarches de résolution du groupe expérimental étaient plus avancées

que celles du groupe contrdle. Ils ont pu tirer cette conclusion parce qu’ils ont d’abord constaté que
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les ¢éleves des groupes expérimentaux arrivaient, en plus grande proportion, a résoudre des
problémes demandant un haut niveau de compréhension de la valeur de position. Par exemple, pour
additionner 26 a 37, la stratégie la plus commune utilisée par les éléves des groupes expérimentaux
¢tait d’additionner d’abord les dizaines et ensuite les unités pour faire 20 + 30 et ensuite 6 + 7 pour
arriver a 53. IlIs arrivaient donc a traiter les dizaines et les unités comme des parties d’un nombre

qu’on peut ensuite combiner.

De plus, ils ont constaté qu’il y a une différence marquée entre les deux groupes pour les questions
portant sur I’addition et la soustraction impliquant des retenues et des emprunts, concept qui n’avait
été enseigné dans aucun groupe. Il s’agissait donc d’une nouvelle sorte de question. Les auteurs
émettent I’hypotheése qu’un enseignement basé sur la construction des concepts pourrait permettre
le développement d’une pensée mathématique plus flexible. Les €éléves ont été capables d’utiliser
leurs connaissances sur la valeur de position et sur 1’addition et la soustraction et de transférer le
tout pour comprendre une nouvelle situation. Pour leur part, les ¢éléves des groupes contrdles
manifestaient plutét une pensée rigide. Les réponses aux questions des éléves rencontrés en
entrevue renforcent ce constat. Les ¢éleves des groupes expérimentaux trouvaient plus d’une
stratégie tandis que les éléves des groupes controles n’avaient qu’une fagon de trouver la solution.
Enfin, selon Hiebert et Wearne (1992), il est possible de faire un enseignement basé sur la
construction de concept, ce dernier facilite la compréhension et le développement d’une pensée
flexible en mathématique. Enfin, moins de temps pass¢ aux exercices répétitifs ne semble pas avoir

eu d’impact sur la performance des éléves.

Cette étude leur a permis de réaliser trois constats. Premi¢rement, le matériel n’est pas utilisé de la
méme fagon dans les deux approches d’enseignement étudiées par Hiebert et Wearne (1992). Dans
la premicre, il est présent au départ et accompagne I’¢léve dans la construction de sa représentation
interne tandis que dans la deuxiéme, il sert de support a I’image lorsque I’éléve n’a pas compris au
départ. Deuxiémement, le temps passé a discuter sur les problémes n’est pas le méme. Dans la
premicre, beaucoup de temps est accordé a cette étape, tandis qu’il n’y en a pratiquement pas dans
I’enseignement plus traditionnel qui a eu lieu pendant leur expérimentation. Enfin, ils en sont venus
a questionner la cohérence entre les lecons présentées dans le manuel. En effet, les chercheurs ont

choisi, lors de leur expérimentation, de suivre la progression du contenu du cahier, mais ils auraient
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aimé avoir plus de temps pour certains apprentissages comme le passage a la dizaine. Ils en sont
venus a conclure que le changement d’une activité a 1’autre proposé dans le manuel représentait

une coupure artificielle, qui ne favorisait pas le développement de la compréhension.

De ces recherches s’intéressant a 1’enseignement de la numération nous retenons 1’importance du
recours aux modes de représentations externes concrets et imagés, a travers des taches riches et
variées, pour développer le sens du nombre. Ces études ont permis de constater qu’une trop grande
insistance sur le mode de représentation externe symbolique nuit a la compréhension (Bednarz et
Dufour-Janvier, 1984b, 1986; Bruner,1966; Lyons 1982, Hierbert et Wearne, 1992). De plus, il est
recommandé d’utiliser du matériel concret et imagé pour aider les éléves a mieux comprendre les
concepts mathématiques et de le faire a travers des situations problémes permettant les
manipulations de matériel. Ces manipulations, a travers la résolution d’un probléme qui demande
a I’¢éleve de réfléchir et a travers le questionnement que fait I’enseignant sur cette action, le
conduisent a se créer des images mentales des quantités. Le matériel, grace a la tache proposée,
accompagne ainsi I’éléve dans la construction de sa représentation interne (Hiebert et Wearne,
1992). Thomas et coll. (2002) soulignent que les éléves qui performent le mieux dans leurs
expérimentations sont les éléves qui se construisent des représentations mentales imagées et
dynamiques. Le lien avec le mode symbolique, une fois ces images construites, est beaucoup plus
accessible aux €léves (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984a, 1984b, 1986, Hiebert et Wearne, 1992).
Le matériel de manipulation et les représentations imagées sont donc importants pour la
compréhension de la numération de méme que des contextes et des taches d’apprentissage riches.
Par les exigences de la tache, le matériel doit devenir encombrant pour inciter le passage vers un
autre type de représentation (symbolique). L importance des discussions par rapport aux choix de
stratégies de résolution des €leves et par rapport au matériel utilisé et a la fagon d’utiliser ce matériel
pour résoudre les problémes est aussi a retenir. Ces discussions permettent en effet aux éleves
d’apprendre d’autres stratégies ou confronter les leurs; elles permettent de consolider les

apprentissages (Bednarz et Janvier-Dufour, 1984b; Hiebert et Wearne, 1992).
La présente section permet d’identifier certaines conditions a mettre en place en enseignement pour

favoriser la compréhension de la numération. Cependant, les recherches présentées ne s’intéressent

pas a ce qui pourrait étre réalisé¢ en amont avec les éléves pour les préparer a aborder les notions
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de groupement. Dans la problématique, il a ét¢ mentionné que Bednarz et Dufour-Janvier (1984a,
1984b, 1986) avaient travaillé sur le sens du nombre avec les éléves, mais qu’elles n’avaient pas
documenté leurs actions. Des recherches s’intéressant a 1’enseignement du sens du nombre
pourraient permettre d’identifier les conditions a mettre en place en enseignement pour favoriser
le développement du sens du nombre avant d’aborder les notions de groupement et pourraient

combler ce manque. Nous en présentons une dans la prochaine section.

2.3.2 L’enseignement du sens du nombre

Cette section, comme la précédente, tente d’apporter des éléments de réflexion visant a répondre a
la question générale de recherche. En effet, elle vise a documenter 1’état de question liée aux
conditions a mettre en place pour favoriser le développement du sens du nombre et de la
numération. Nous avons retenu 1’étude de Jordan et Dyson (2016) parce qu’elle inclut un travail
sur les aptitudes de subitisation des éléves dans leur démarche menant a une meilleure

compréhension de la numération.

Jordan et Dyson (2016) ont mené une étude ayant pour objectif de tester des interventions visant
le développement du sens du nombre qu’elles associent a trois axes : le nombre, les relations entre
les nombres et les opérations sur les nombres. Elles reconnaissent le role des aptitudes de
subitisation dans le développement du sens du nombre chez les enfants de 3 a 6 ans comme tremplin
pour une meilleure compréhension des relations entre les nombres et une meilleure compréhension

des opérations sur les nombres.

La recherche a duré quatre ans. Pour les deux premiéres années, les participants de cette étude
¢taient 128 éleves du préscolaire provenant de cinq écoles situées dans des quartiers défavorisés.
Pour les deux années suivantes, elles ont sélectionné 121 nouveaux éléves. Cette fois, les
chercheures ont choisi des ¢léves qui avaient obtenu un faible résultat a un test portant sur le sens

du nombre. Ces ¢éleves étaient de niveau préscolaire et 1™ année.
Les interventions ont eu lieu avec des petits groupes de quatre ¢léves. Les intervenants étaient des

¢tudiants gradués. Les éléves ont eu vingt-quatre rencontres, soit trois par semaine, durant huit

semaines. Chaque lecon durait trente minutes. Les intervenants participant a la recherche avaient
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une rencontre chaque semaine avec les chercheures pour répondre a leurs questions et pour

apprendre les contenus de la semaine suivante.

Des groupes contrdles ont été constitués. Durant la premiere année, les éléves du groupe controle
¢taient des éléves qui recevaient un enseignement normal. Les auteurs qualifient ce groupe de
« buisiness as usual ». Durant la deuxiéme année, un groupe controle d’¢éléves participant a la
lecture d’une histoire en petits groupes a été¢ formé afin de contrdler la variable « travail en petits
groupes ». Durant la troisieme année, ce type de groupe contrdle a été maintenu, mais 1’histoire
racontée était en lien avec le sens du nombre. Durant la quatrieme année, les auteurs ont comparé
les résultats de deux groupes expérimentaux mettant en place différentes taches pour les 5 dernicres
minutes de la rencontre (jeu de société sur la droite numérique et jeux a 1’aide des constellations
pour apprendre la droite numérique). Les résultats de ces deux groupes étaient comparés a un

groupe contrdle qui recevait I’enseignement régulier.

Le contenu des rencontres entre les intervenants et les ¢léves était planifié¢ selon quatre axes : 1)
rendre explicite les liens entre les différentes représentations d’un nombre (le nom, la fagon de
I’écrire et une représentation visuelle); 2) faire constater les relations d’ordre entre les nombres
(plus grand, plus petit, un de plus, un de moins, etc.); 3) présenter le tout sous forme de jeu pour
maintenir I’attention et la motivation des éléves et 4) encourager les ¢léves a répondre rapidement
aux questions. Les concepts abordés a travers ces rencontres €taient le nombre, les relations entre
les nombres, les opérations sur les nombres, I’apprentissage de la chaine numérique. Pour travailler
sur les nombres, les éléves ont travaillé a partir de la boite de 10 et des doigts. Il leur était demandé
combien de points il y avait dans la boite de 10 ou combien de doigts il était possible de voir sur
une image. Pour travailler les relations entre les
nombres, les éléves utilisaient des cartes comme celle
de gauche de la figure 2.13. Ils pouvaient alors
comparer les nombres entre eux. Des questions

comme « lequel est le plus grand » leur étaient

posées. Pour travailler sur les opérations, les éléves B Figure 2.13
Cartes utilisées pour démontrer les relations un de plus et
devaient représenter une phrase mathématique a un de moins entre les nombres

Jordan et Dyson, 2016, p. 71
I’aide de cercles. Par exemple, pour faire 4 + 1, ils
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devaient faire 4 cercles et un autre a coté. Finalement, pour travailler la chaine numérique, ils ont
joué a un jeu de tables avec un dé et ils devaient compter le nombre de déplacements du pion en
ajoutant toujours les résultats du dé. Par exemple, au premier tour, ils avaient un 3 et au deuxiéme

tour un 4. Au moment de déplacer le pion au deuxiéme tour, ils devaient dire 4, 5, 6, 7.

Afin de mesurer les effets de ces interventions, deux outils de mesure différents ont été utilisés.
Les chercheures ont eu recours a une tiche qu’elles ont créée qui évalue le sens du nombre des
¢leves. Cette tache porte sur les habiletés de comptage séquentiel, 1’écriture des nombres, 1’ordre
des nombres et les petites additions. Elle a été utilisée en prétest et en posttest immédiat. Elles ont
aussi évalué les connaissances générales des ¢léves en mathématiques a 1’aide d’outils utilisés en

classe. Finalement, elles ont mesur¢ la capacité d’attention des éléves.

Les résultats des deux premiéres années d’expérimentation au posttest ont démontré que les éléves
ayant participé au projet avaient une meilleure compréhension du nombre et des mathématiques en
général que ceux des groupes controles. En effet, les scores des éléves des groupes contrdles au
test portant sur le sens du nombre étaient de 50 % au prétest et de 68 % au posttest immédiat contre
45 % a 74 % pour les groupes expérimentaux. L’analyse des caractéristiques des éleves qui ne se
sont pas beaucoup améliorés leur a permis de constater que ces derniers ne possédaient pas les
connaissances numériques de base. Par exemple, ils n’arrivaient pas a reconnaitre et nommer les

quantités deux ou trois.

Les chercheures ont donc adapté leurs interventions et la sélection des ¢éléves pour les deux
derniéres années d’expérimentation en ciblant les ¢léves des groupes expérimentaux qui n’avaient
pas assez développé les connaissances de base. Elles ont utilis¢ la méme méthodologie de
recherche, soit la méme séquence pour les activités. Elles ont aussi utilis¢ les mémes outils
d’évaluation, soit le prétest et le posttest immédiat. Elles ont ajouté un posttest différé. Elles ont
utilisé cependant deux types de groupes expérimentaux afin de mieux comprendre les interventions
a favoriser pour amener les éleves a développer leur sens du nombre. Dans le premier, les éléves
ont joué¢ a un jeu de société leur donnant 1’occasion de travailler avec la droite numérique. Des

activités papier-crayon visant I’apprentissage de la droite numérique ont aussi eu lieu.
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Dans le deuxiéme groupe expérimental, les éléves ont d’abord eu I’occasion de reconnaitre la
quantité d’objets dans de petits arrangements (1 a 4 éléments) et d’y associer le mot-nombre
(subitisation perceptuelle). Les chercheures ont aussi renforcé 1’utilisation de la représentation des
nombres sur une ligne numérique avec des points en dessous comme sur 1’image de la figure 2.13.
Elles ont travaillé la groupitisation* avec les cartes a points et les boites de dix, mais les utilisaient
surtout pour soutenir le comptage un a un pour les collections plus grandes que cing. Elles voulaient
renforcer le comptage terme a terme et éventuellement I’acquisition du principe de cardinalité. Les
constellations étaient donc utilisées pour apprendre la chaine numérique. Voici un exemple de
séquence d’enseignement qui était proposé :

1) subitiser zéro, un et deux;

2) construire une collection de deux ¢léments;

3) constater que deux est « un de plus » que un;

4) compter deux doigts;

5) montrer un ou deux doigts sans compter;

6) constater que un et un font deux;

7) écrire la phrase mathématique associée a ce constat;

8) compléter des phrases mathématiques associées a ce constat.

A la suite des deux années d’intervention, elles ont constaté que les éléves des groupes
expérimentaux avaient de meilleures performances que les €léves des groupes controles sous tous
les aspects évalués dans le pré/posttest. Elles ont aussi constaté que les éléves qui avaient seulement
travaillé¢ sur la droite numérique avaient des résultats inférieurs a ceux des éléves qui avaient
travaillé a partir des représentations imagées des petites quantités. Les auteures en concluent que
certains €léves ont besoin de travailler sur les petites quantités avec des activités de subitisation et
de groupitisation. Elles ont aussi constaté I’importance du mode de représentation externe imagé
dans la réussite des éleves. Elles se sont rendu compte de I’'importance du « sous-sol » dans leur
modele. Cependant, les activités de subitisation et de groupitisation qu’elles ont utilisées visaient
le développement des habiletés de comptage séquentiel et ne visaient pas le développement d’une

représentation mentale imagée et dynamique. Il a été établi dans le présent chapitre que la

* Nous privilégierons le mot « groupitisation » a I’expression « reconnaissance globale ». Cependant, les deux mots
sont interchangeables.
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compréhension de la numération passait par la création de telles représentations mentales. Les
activités proposées dans cette séquence d’enseignement favorisaient donc moins le développement

de la compréhension de la numération.

Dans la prochaine section, une exploration de conditions d’enseignement et d’outils didactiques a
utiliser pour développer les habiletés de groupitisation et permettre le développement de
représentations dynamiques et imagées appuyées sur ces habiletés seront explorées. [l n’y a, a notre
connaissance, aucune ¢tude s’étant intéressée aux conditions a mettre en place pour favoriser
I’enseignement et le développement des habiletés de groupitisation et leur flexibilité. Il n’y a que
des études, comme celle de Jordan et Dyson (2016) qui les utilisent pour soutenir le comptage
séquentiel ou des articles qui décrivent ce qu’est la reconnaissance globale. Cependant une étude
s’est intéressée a la relation entre les habiletés spatiales et le sens du nombre pour permettre aux
¢leves de se construire une représentation mentale de la droite numérique. Elle est présentée dans

cette section.

2.3.3 L’enseignement de la groupitisation

Dans la section précédente, une recherche de Starkey et McCandliss

(2014) a été présentée. Ces chercheurs démontrent que lorsque la

quantité est représentée en petits groupes, il est possible de la compter Figure 2.14
Exemple de constellations
plus rapidement et plus efficacement. Cependant, 1’idée d’organiser les stéréotypées

collections de différentes fagons existe depuis longtemps dans 1’enseignement des mathématiques
(Bergeron, 2003; Brissiaud, 2005). Les activités de groupitisation peuvent présenter des quantités
organisées selon des constellations stéréotypées comme celles que 1’on retrouve sur le dé, sur les
cartes a jouer ou sur les dominos (figure 2.14), qui sont facilement reconnues. D’autres
constellations, moins stéréotypées existent et elles peuvent soutenir le développement de la

flexibilité nécessaire a un bon sens du nombre (Bergeron, 2003).

La boite de dix est une constellation de plus en plus

populaire. Les points y sont placés sur deux colonnes. La

figure 2.15 présente deux exemples de constellations. Il Figure 2.15
. . ) Exemple de boites de 10
est possible de reconnaitre les quantités sans avoir a les Bergeron, 2003, p.15
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compter ou les recompter un a un chaque fois (Losq, 2005). Cette facon de traiter les quantités
permet donc de rendre visuelle une addition (par exemple ici 4 + 4 = 8), de mettre en évidence
certaines propriétés des nombres (la parité, les complémentaires de dix, etc.), d’aider la
mémorisation (récupération rapide, sans effort). Cela constitue un levier pour la construction de la
numération (une boite de dix est une dizaine) (Losq, 2005). Le cadre de la boite de dix ajoute une
souplesse aux constellations classiques en permettant une manipulation des points selon les
opérations demandées (Bergeron, 2003). Par exemple, dans une boite de dix, le recours a la
compensation peut étre intéressant. En effet, il est facilement possible de voir que pour représenter
9, il manque un point dans la boite. Ainsi, pour faire 9 + 6, il sera possible de déplacer un point de
la boite qui en contient 6 pour le placer dans la boite qui en contient 9. Il y a maintenant une boite

de 10 pleine et une boite avec 5 points.

Les ¢leves peuvent aussi s’appuyer sur des objets ou des formes connues

Figure 2.16
Exemple de constellation
non conventionnelle

(une image globale) pour construire leur représentation mentale de la
constellation, particuliecrement lorsqu’il s’agit d’une constellation non
prototypique (Braconne-Michoux et Marchand, 2021). Par exemple, pour la constellation présentée
a la figure 2.16, certains pourraient dire qu’ils voient un escalier a I’envers. Il est aussi possible
d’amener les éleves a décrire ce qu’il voit de maniere opératoire. Par exemple, dans la constellation
de la figure 2.16, ils pourraient dire qu’il y a un, avec deux, avec trois ou apres un déplacement
mental, dire qu’il y a deux rangées de trois. Clements (1999) parle alors d’un comptage « global »,

par opposition au comptage séquentiel dans lequel tous les éléments sont énumérés un a un.

Cette souplesse de représentation favorise le développement de la flexibilité qui enrichit le sens du
nombre (Brissiaud, 2005). Il ne s’agit donc pas simplement de reconnaitre une constellation, mais
bien de jouer avec différentes dispositions, les différentes structurations spatiales (Braconne-
Michoux et Marchand, 2021). C’est ce qui soutiendra éventuellement les habiletés de calcul
(Brissiaud, 2005). Cette flexibilité palliera certaines difficultés fréquemment rencontrées par les
¢leves (Brissiaud, 2005; Fayol, 2012), comme le rappel de faits numériques en addition et en
multiplication. En effet, I’éléve disposera d’une image mentale de la quantité avec laquelle il pourra

opérer mentalement, une représentation imagée et dynamique.
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Les habiletés de groupitisation semblent aussi liées avec les habiletés spatiales (Braconne-Michoux
et Marchand, 2021; Clements et Battista, 1992). En effet, pour arriver a se représenter mentalement
les points de la figure 2.16, il semble falloir étre capable de les placer dans sa téte en respectant
leur position dans I’espace (Clements et Battista, 1992). La pensée spatiale ou le raisonnement
spatial considérent la position et le déplacement d’objets et de soi, soit mentalement ou
physiquement, dans ’espace. Il ne s’agit pas d’une procédure ni d’une habileté, mais d’un nombre
important de concepts, d’outils et de procédures (Gouvernement de 1’Ontario, 2014). Le champ de
recherches s’intéressant au role des habiletés spatiales ou a la pensée spatiale dans le
développement du potentiel mathématique des éleéves est actuellement en essor (Braconne-
Michoux et Marchand, 2021; Marchand, 2020). Les liens entre les habiletés spatiales et
I’apprentissage des mathématiques, dont I’arithmétique, commencent a peine a étre compris
(Gouvernement de 1’Ontario, 2014). Toutefois, plusieurs s’entendent pour dire que les habiletés
des ¢leves a utiliser des représentations non verbales des quantités, sous-entendant qu’elles sont
imagées, sont associées a la réussite en mathématiques (Hawes et coll., 2009 ; Jordan et coll. 2003 ;
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), 2006; Newcombe, 2010). Il n’existe
cependant pas, a notre connaissance, de recherche s’étant intéressée aux liens entre les habiletés
spatiales des éléves et leur capacité de se représenter mentalement des constellations ni entre le
role des habiletés de groupitisation et le développement du sens du nombre et de la numération.
Cependant, les recherches de Gunderson et coll. (2012) s’en approchent, en ce sens qu’ils se sont
intéressés au role des habiletés spatiales dans la réussite en mathématiques, plus particuliérement

dans la capacité de se représenter la droite numérique mentalement.

Gunderson et coll. (2012) ont men¢ deux études longitudinales. Dans la premicre, 152 ¢léves de 2¢
et 3¢ année provenant de cing écoles publiques ont été rencontrés en début et en fin d’année. Le but
¢tait de mesurer les progres en mathématiques chez les éléves aprés deux ans d’enseignement
régulier. Les évaluations ont eu lieu sous forme d’entrevues individuelles. Une premiére tache
portait sur la connaissance de la droite numérique, de 0 a 1000. Une droite numérique non graduée
¢tait présentée aux €leves et ces derniers devaient placer les nombres qui leur étaient donnés au
bon endroit sur la droite. La deuxiéme tache évaluait les habiletés spatiales. Un carré était montré
aux ¢léves. Une forme ressemblant & un morceau de casse-téte y avait été enlevée. Les ¢éléves

devaient choisir parmi les morceaux de casse-téte qui leur était montré celui qui venait compléter
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la forme. Le tout était présenté dans le mode de représentation imagé. Pour y arriver, les éleves
devaient manipuler la forme dans leur téte puisqu’elle n’était pas présentée dans la bonne position
sur la feuille et qu’ils ne pouvaient pas la manipuler (épreuve de rotation de figure). Les habiletés
de lecture et les compétences mathématiques en général étaient aussi évaluées avec des épreuves

standardisées.

A la suite de la deuxiéme entrevue, en fin d’année, les chercheures ont pu constater que la
performance des €leves a la tiche de la droite numérique en début d’année était un prédicteur de
leur performance a la fin de I’année. Elles ont aussi constaté que les habiletés spatiales, mesurées
dans I’épreuve de rotation de figure, sont un important prédicteur du niveau des habiletés
numériques reliées a la droite numérique. De plus, en comparant les résultats des éléves ayant la
méme performance par rapport a la droite numérique en début d’année, elles ont été capables de
voir que ceux qui avaient le plus amélioré leurs performances dans 1’utilisation de la droite
numérique étaient les éléves qui avaient le mieux réussi 1I’épreuve des habiletés spatiales en début
d’année. Ces résultats leur font dire que les habiletés spatiales jouent un rdle important dans la
réussite en mathématiques, et plus particuliecrement par rapport a [’utilisation de la droite

numérique.

Dans leur deuxiéme étude, Gunderson et coll. (2012) ont travaillé avec 42 él¢ves, de la maternelle
a la 2¢ année. L’étude s’est déroulée sur trois ans. Elles ont réalis¢ des entrevues au domicile des
¢léves a raison de trois ou quatre rencontres par ¢éleéves. Elles ont rencontré les €éléves lorsqu’ils
étaient au préscolaire, en premicre année et en deuxieme année. Elles ont utilisé des taches
semblables a celles utilisées lors de la premiére étude, sauf qu’elles ont ajouté deux taches de calcul,
une dans laquelle les nombres sont présentés avec des symboles et I’autre dans laquelle les nombres
sont présentés avec des nuages de points. Elles ont aussi ajouté une tache portant sur le vocabulaire.
Les résultats obtenus ont montré une grande variabilité dans les performances des éleéves. Elles ont
donc décidé de comparer les résultats des éléves en prenant leur performance dans la tache portant
sur le vocabulaire comme point de référence puisque ce type de résultat est souvent utilis€ comme
point de repere dans les tdches évaluant les habiletés cognitives en général. Elles en sont ainsi
venues a constater que les habiletés spatiales et les connaissances du vocabulaire jouent un role

important dans la réussite des calculs impliquant des représentations symboliques alors que
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seulement les habiletés spatiales étaient d’importants prédicteurs des habiletés de calcul non

symbolique, comme le comptage avec du matériel ou des dessins.

Les habiletés spatiales semblent donc liées a la construction de représentations mentales. Yackel
et Wheatley (1990) ont travaillé sur la construction de représentations mentales chez les éleves,
mais a partir des pieces du tangram. Ils ont proposé deux taches dans lesquelles ils demandaient
aux ¢leves de reproduire I’image des pieces de tangram qui leur était montrée (dessin). Dans la
premicre tache, les ¢éléves manipulaient les piéces du tangram et dans la deuxiéme tache, ils
reproduisaient le dessin seulement. L image de départ était montrée durant 3 secondes. Les éleves
avaient ensuite une minute pour manipuler leurs pieces (tdche 1) ou pour faire leur dessin (tache 2)
et ’image était remontrée une deuxieme fois durant 3 secondes pour permettre aux ¢léves d’ajuster
leurs réponses. Des discussions sur les stratégies élaborées par les éléves ont aussi eu lieu. Ce
travail, de méme que les discussions, ont permis aux éléves, selon les auteurs, de développer un
meilleur vocabulaire associé aux dispositions spatiales et d’améliorer la construction de leurs
images mentales. IIs n’ont pas fait de mesures statistiques, mais ils ont pu observer que les éleves
avaient fait des progres importants sur ces deux ¢léments (les dessins étaient plus structurés et les
descriptions des ¢léves étaient plus précises). Il serait donc possible de penser que le fait de
demander aux éléves de reproduire un arrangement en absence de la représentation externe en
limitant le temps d’observation aide a la construction de représentation mentale imagée (Marchand,
2020; Yackel et Wheatley, 1990). Les discussions entre les éléves sont un autre élément important

menant a cette construction.

Compter, lorsque les éléments sont organisés en petits groupes (Starkey et McCandilss, 2014), est
plus rapide. L’idée de placer les points pour mieux les compter existe depuis longtemps et les
recherches disent que les habiletés des éléves a utiliser des représentations non verbales des
quantités sont associées a la réussite en mathématiques. Jordan et coll. (2003) et Gunderson et coll.
(2012) ont en effet constaté que les habiletés spatiales jouaient un role important dans cette réussite.
Avoir une limite de temps aide a la construction de ces représentations mentales puisqu’elle les
rend nécessaires a la résolution de la tache. Les échanges et les discussions sur les stratégies

utilisées lors de la réalisation des activités semblent aussi faciliter cette construction.
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La prochaine section présente une synthese des travaux qui ont permis de mieux comprendre les

conditions favorisant le développement cognitif du sens du nombre.

2.3.4 Synthése des conditions favorisant le développement cognitif du sens du nombre

La compréhension du systéme de numération s’appuie sur la construction de représentations
mentales dynamiques et imagées, a travers des taches riches et variées qui permettent a 1’¢léve de
se questionner et d’ajuster ses représentations (Braconne-Michoux et Marchand, 2021). Les études
présentées dans cette partie ont permis aux ¢léves de développer des composantes du sens du
nombre rejoignant celles présentées par Reys (1994) et donc de développer une flexibilité dans la

représentation externe et interne des nombres de méme que dans les opérations.

Les ¢études de Bednarz et Janvier-Dufour (1984a, 1984b, 1986) montrent que pour permettre aux
¢leves de se construire ces représentations mentales, il importe de leur présenter des problémes
impliquant le recours au matériel concret ou imagé. Il est aussi important de se servir du matériel
comme levier a la compréhension et non comme outil pour simplement introduire les

représentations symboliques.

Les études de Hiebert et Wearne (1992) sont venues préciser ces constats en démontrant que
lorsque les éléves ont une représentation mentale flexible, ils sont capables de réussir des taches
pour lesquelles ils n’ont jamais recu d’enseignement en s’appuyant sur leurs connaissances du
systeme de numération. Cependant, ces auteurs ne se sont pas positionnés sur ce qui pouvait étre

travaillé en amont pour aider les éléves a mieux comprendre le systéme de numération.

Jordan et Dyson (2016) se sont penchées sur les conditions a mettre en place pour favoriser le
développement du sens du nombre chez les éleves du préscolaire et du début du primaire. Leurs
¢tudes leur ont permis de constater I’importance des capacités de subitisation et de groupitisation
dans le développement du sens du nombre, mais elles ont seulement étudié 1’importance de la
subitisation et de la groupitisation dans la connaissance de la chaine numérique. Elles n’ont pas
mesuré I’impact de ces capacités sur la réussite des €léves par rapport au systéme de numération.

Enfin, constatant le rdle des aptitudes de subitisation dans la réussite des ¢léves dans
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I’apprentissage de la chaine numérique ou dans la comparaison des nombres, nous nous sommes
penchées sur I’enseignement de la groupitisation, qui tire profit des aptitudes de subitisation. Nous
n’avons trouvé aucune recherche s’intéressant a ce sujet de facon précise, mais les travaux de
Gunderson et coll. (2012) qui s’intéressent au role des habiletés spatiales dans la construction d’une

représentation mentale de la droite numérique s’en approche.

Bien que I’on sache que les habiletés spatiales jouent un role important dans la réussite en
mathématique et dans la création de représentations mentales, et que 1’on sache que les
représentations mentales sont essentielles a la compréhension, il ne semble pas y avoir d’étude qui
fasse de lien entre les aptitudes liées au tout début du sens du nombre et la compréhension du
systéeme de numération positionnel, en termes de développement cognitif. Plus spécifiquement, il
ne semble pas y avoir de recherche qui s’intéresse au role des habiletés de groupitisation dans la
création de représentations mentales dynamiques et imagées menant a la compréhension du
systeme de numération. Enfin, il ne semble pas y avoir d’étude s’intéressant aux conditions a mettre
en place pour favoriser le développement de ces représentations mentales. L’exploration d’activités
de Yackel et Wheatley (1990) permet cependant d’identifier que le fait de limiter le temps que les
¢léves ont pour observer une figure les conduit a la construction de représentations mentales

imagées plus structurées. Les discussions entre les éléves facilitent aussi cette construction.

La synthese présentée dans la prochaine section permettra de présenter tous les éléments abordés
dans le cadre théorique afin de pouvoir dégager les éléments fondateurs de la méthodologie a mettre
en place pour cette étude. A la fin de la synthése, les objectifs spécifiques qui en découlent seront

présentés.

2.4 Synthése du cadre conceptuel et objectifs spécifiques de recherche

Le sens du nombre est un ¢lément clé¢ de I'apprentissage de 1’arithmétique au primaire. Il se
caractérise non pas par I’apprentissage de techniques ou de routines, mais plutot par une flexibilité
dans la manipulation des nombres qui traduit une véritable compréhension du concept de
numération. Une bonne compréhension du sens du nombre est nécessaire pour manipuler les
nombres selon les opérations demandées, pour estimer une réponse ou encore pour inventer des

procédures de calcul (Reys, 1994). Or, certains éléves de 3¢ année semblent toujours éprouver des
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difficultés & comprendre ce concept de numération. En regardant les résultats de la recherche de
Koudogbo (2017), il semblerait que les éléves ayant recu un enseignement de Bednarz et Janvier-
Dufour (1984a, 1984b, 1986, 1988) sont en mesure de faire des progres et de démontrer avec clarté
I’état de leurs habiletés. Les auteures n’ont pas transmis d’information par rapport a ce qui est

travaillé, mais il est connu qu’elles ont travaillé en amont de la numération.
9

Le sens du nombre est quelque chose qui se développe deés un trés jeune age (Clements, 1999;
Dehaene, 2003; Starkey et Cooper, 1980; Wynn, 1992 a, 1992b). Il semble donc important de
documenter ce développement pour pouvoir situer les éléves par rapport a leur compréhension du

nombre et de la numération et ensuite mettre en place les interventions adéquates.

Ce deuxieme chapitre a d’abord permis de présenter ce qu’est la numération. Il s’agit d’un systéme
organisé qui permet de représenter et de manipuler de grandes quantités. La numération se
caractérise par quatre principales caractéristiques : la position, 1’équivalence, le groupement et son
aspect multiplicatif et additif. L’idée d’une notation mixte, qui a existée dans [’histoire des
numérations et qui existe encore chez les Chinois par exemple, et qui facilite le passage vers une
notation positionnelle a aussi été abordée. Ce que signifie comprendre un concept mathématique
tel que la numération a été précisé. Il s’agit, entre autres, de se faire des représentations mentales
justes de ce systéme de numération (Duval, 1996; Hiebert et Wearne, 1992). Les représentations

mentales les plus efficaces semblent Etre les représentations imagées et dynamiques.

Ensuite, dans la deuxiéme partie de ce chapitre, des recherches s’étant intéressées a certaines étapes
du développement cognitif li¢ a cette compréhension ont été explorées. La présentation de ses
recherches et leur mise en commun a permis 1’¢élaboration d’une hypothéese d’un continuum du sens

du nombre et de la numération.
Au-dela de ce continuum, nous retenons de cette deuxiéme partie que :

- le sens du nombre est présent chez les nourrissons et se caractérise, entre autres, par la

capacité de subitiser jusqu’a 4 éléments;
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lorsque les quantités augmentent, un besoin d’organisation s’impose pour compter. Deux
options sont possibles : un comptage un a un ou séquentiel et un comptage plus global, par
la groupitisation;

ces habiletés se développent autour du préscolaire et du début de la 1™ année (Clements,
1999; Fuson, 1990);

la reconnaissance de la pertinence du groupement est un élément clé de la compréhension
du systeme de numération qui se développe autour de la fin de la 1™ année et du début de
la 2° année;

il semble y avoir un lien entre les habiletés de groupitisation et le groupement, mais ce lien

n’est exploité, a notre connaissance, par aucune recherche.

De la troisiéme section du chapitre portant sur les conditions a mettre en place pour I’enseignement

du sens du nombre, nous retenons que :

un bon sens du nombre est soutenu par une représentation interne imagée et dynamique des
quantités;

le passage au groupement étant quelque chose de difficile, il est important de travailler
d’abord avec du matériel au groupement apparent et accessible, a partir de taches qui
mettent 1’éléve en action cognitivement;

les activités doivent d’abord mettre de I’avant la manipulation de la quantité dans un mode
concret ou imagé, dynamique, pour ensuite étre associées au symbolisme ;

les représentations externes doivent permettre une construction de sens et doivent donc se
dérouler dans un environnement de résolution de problémes ce qui permet de placer 1’éleve
en situation de déséquilibre, I’amenant a modifier ses procédures et a raffiner ses
connaissances. Pour reprendre I’expression de Conne (1999), il s’agit de lui « faire faire
des mathématiques », a travers une tache lui permettant d’abord d’explorer les quantités par
du matériel concret puis de faire en sorte que le matériel devienne encombrant ou
inutilisable. Les contraintes de la tiche le ménent ainsi vers la représentation symbolique
de ces mémes quantités;

les ¢éleéves doivent étre appelés a composer et a décomposer les nombres selon différentes

contraintes (Brissiaud, 2005);
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- il est aussi important de travailler de fagon dynamique et simultanée le développement des
habiletés de calcul et le développement de la compréhension du systeme de numération;

- pour maximiser les retombées des interventions aupres des €léves qui ont de la difficulté
avec la numération, il est aidant de travailler leurs aptitudes de subitisation perceptuelle et
de groupitisation (Jordan et Dyson, 2016);

- développer des habiletés spatiales, telles que la subitisation et la groupitisation, faciliterait
la création d’une représentation mentale (Gunderson et coll., 2012);

- limiter le temps d’exposition aux différentes représentations externes facilite la création de
représentations mentales (Marchand 2020, Yackel et Wheatley, 1990);

- les discussions entre les éléves a propos des stratégies employées pour réaliser la tache
favorisent le développement de leur compréhension de la numération;

- les éleves doivent avoir des occasions de s’entrainer a utiliser les nouvelles connaissances.

Sachant que le sens du nombre et de la numération est quelque chose qui se développe, sachant que
ce développement s’appuie sur la construction de représentations mentales dynamiques et imagées,
sachant que ces représentations peuvent s’appuyer, elles, sur les habiletés de groupitisation des
¢leves et sachant que les tiches mathématiques doivent d’abord se dérouler dans un environnement
de résolution de problémes menant a un déséquilibre pour mener ensuite a la compréhension et
finalement permettre a I’¢léve de s’exercer a les utiliser, cette synthése du chapitre du cadre
conceptuel nous permet de poser nos objectifs spécifiques de recherche. Ils sont présentés dans la

prochaine section.

2.4.1. Objectifs spécifiques de recherche

La présente recherche se veut une recherche-développement. Elle s’appuie sur le modéle proposé
par Harvey et Loiselle (2009). Ainsi, les origines de la recherche ont été établies a partir de la
problématique présentée dans la premicre section. Cette problématique a conduit a des questions
spécifiques de recherche. Par la suite, le référentiel théorique a été construit en faisant la recension
des écrits. Cette recension a permis 1’établissement d’un continuum du développement cognitif du
sens du nombre et de la numération qui lie les aptitudes arithmétiques des tout-petits a la
compréhension de la valeur de position de la numération, a travers la construction des

représentations dynamiques et imagées des quantités.
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Elle a aussi permis d’identifier les conditions favorisant le développement du sens du nombre.
L’objet qui sera élaboré s’appuie sur ce continuum et sur les conditions en favorisant le

développement.

Ainsi, les objectifs spécifiques de cette recherche sont de :

1. concevoir un outil d’évaluation du développement du sens du nombre et de la numération
ainsi qu’une séquence didactique, appuyés sur un continuum du développement cognitif du
sens du nombre. Ces instruments s’adressent a des ¢leves de 7-8 ans. C’est en effet a cet
age que les ¢éleves sont amenés a comprendre la numération. Ces instruments ont pour but
de :

e dépister les €leves susceptibles d’étre a risque au moment d’entamer leur 3e année
primaire sur le plan des apprentissages en arithmétique;

e permettre aux ¢léves de développer une meilleure compréhension du sens du
nombre et de la numération en leur donnant I’occasion de développer des
représentations mentales dynamiques et imagées tirant profit de leurs habiletés de
groupitisation et touchant a différentes facettes de la numération, en leur donnant
I’occasion de vivre des activités liées a leur niveau de développement du sens du
nombre;

2. vérifier la viabilité en contexte de I'outil d'évaluation et de la séquence didactique grace aux
commentaires, critiques et suggestions de professionnels de 1'éducation dans la perspective
de pouvoir utiliser cet outil et cette séquence en contexte réel de classe®;

3. améliorer ces deux instruments a la suite de la vérification de la viabilité¢ en contexte

effectuée par les professionnels de 1’éducation.

Dans le prochain chapitre, la méthodologie retenue sera présentée.

5> Cet objectif a été ajouté en raison de I’impossibilité d’aller en classe pour expérimenter la séquence aupres des éléves. 11 s’inspire
des travaux de Desgagné et coll. (2001) par rapport a la recherche collaborative. Il ne s’agit donc pas seulement de développer des
situations d’enseignement riches, mais aussi des situations qui soient « viables en contexte », ¢’est-a-dire, facilement reproductibles
par les enseignants selon les caractéristiques et les contraintes de leur milieu (le déroulement de 1’activité, soit avant I’activité,
pendant I’activité et apres 1’activité (Daigle et Berthiaume, 2021), la clarté des consignes, le temps alloué, la facilité a réaliser cette
activité, le matériel, le travail en grand groupe ou en équipes).
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3. Méthodologie

Dans ce chapitre, nous présentons la méthodologie retenue pour atteindre les objectifs spécifiques
de la recherche qui ont été présentés a la fin du chapitre précédent. Cette méthodologie tire profit
de la synthese des travaux présentés dans le cadre théorique. Cette synthése a permis de déterminer
des caractéristiques clés a considérer lors de la mise en place d’interventions ciblant le
développement du sens du nombre et la construction d’une représentation interne imagée et

dynamique de la quantité chez les éléves.

Puisque cette these s’inscrit dans une perspective de recherche-développement, la premiére partie
de ce chapitre est consacrée a la description de ce courant de recherche. La deuxiéme est destinée
a la description des instruments didactiques qui ont été construits. Il est plus particuliérement
question des fondements qui ont permis la conception de ces instruments, soit un outil d’évaluation
et d’une séquence d’activités. La validation interne du dispositif tire profit d’une analyse a priori
(Artigue, 1990) qui s’inspire de I’ingénierie didactique. La troisiéme partie concerne les
participants qui ont été ciblés pour cette recherche. Dans la quatriéme partie, il est question de la
démarche retenue pour la collecte de données. Enfin, la derniére partie est consacrée au traitement

et a I’analyse des données qui a été effectuée.

3.1. La recherche-développement

Cette recherche s’inscrit dans le courant de la recherche-développement puisqu’elle vise
I’¢élaboration de deux instruments, un outil d’évaluation et une séquence didactique. Ce type de
recherche est essentiel pour développer un systeme d’enseignement et d’apprentissage qui soit
rigoureux et économique, en temps et en frais divers (Van Der Maren, 1996). La recherche-
développement crée des liens entre les théories de 1’enseignement et les pratiques (Loiselle et
Harvey, 2007). En contexte d’enseignement, ce type de recherche vise la conception d’un objet
pédagogique en décrivant chacune des étapes menant a 1’objet, de sa conceptualisation a sa
validation externe. L’objet qui a été¢ développé est constitué de deux instruments, soit, un outil

d’évaluation et une séquence d’activités mathématiques.
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La méthodologie retenue pour concevoir le prototype est celle de Harvey et Loiselle, (2009) et de
Paillé (2007). La figure 3.1 présente ces deux modéles mis ensemble. Nous avons intégré les étapes
de Paillé (2007) a la phase d’opérationnalisation de Harvey et Loiselle (2009); ce sont les cases

gris foncé. Enfin, au haut de la figure 3.1, le chapitre dans lequel a été abordée chacune des étapes

de la présente étude est précisé.

chapitre 3

(" Orginedela )
probleme 3 ( des écrits ’ et outlls
résoudre

—

Figure 3.1 Modéle de recherche-développement de Harvey et Loiselle (2009)
croisé avec les étapes de Paillé (2007)

Reprenons chacune des étapes du modeéle de Harvey et Loiselle (2009) pour les lier a chacune des
étapes de la réalisation de la présente étude. La premiére étape de ce modéle, I’origine de la
recherche, a été élaborée dans le premier chapitre du présent document, soit la problématique
(chapitre 1). Le probléme a résoudre y a été présenté et la question de recherche a été formulée.
Elle concerne le développement du sens du nombre et de la numération, de la petite enfance jusqu’a

I’age de 7-8 ans et les conditions qui favorisent ce développement.

La deuxiéme étape, le référentiel, constitue le cadre théorique de la recherche dans lequel les
concepts permettant de répondre a cette question de recherche ont été déployés. Il s’agit du chapitre
2 du présent document. La recension des écrits a été présentée. Ce chapitre se termine avec la

présentation des objectifs spécifiques de recherche. Il s’agit de concevoir un outil d’évaluation
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permettant de dépister les éléves susceptibles d’étre a risque au moment d’entamer leur 3¢ année
primaire sur le plan des apprentissages en arithmétique et de construire une séquence didactique
permettant a ces mémes ¢€léves de développer une meilleure compréhension du sens du nombre et
de la numération. Une analyse de la viabilité en contexte de ces instruments sera effectuée. Ils

seront améliorés a la suite de cette vérification de la viabilité en contexte.

La troisieme étape, la méthodologie, est I’objet du présent chapitre. Les méthodes de recherche

retenues ainsi que les outils de collecte de données y sont décrits.

La quatriéme étape, la phase d’opérationnalisation, sera ¢galement présentée dans le présent
chapitre. Pour cette phase, étant donné que ’objectif est de produire et de vérifier la viabilité en
contexte d’un outil pédagogique, le devis de recherche de type « production de matériel
pédagogique » de Paill¢ (2007) servira de cadre de référence pour atteindre les objectifs, comme

mentionné préalablement.

La premiere sous-étape de Harvey et Loiselle (2009) est la conception de 1’objet. Pour Paillé
(2007), cette sous-étape est elle aussi divisée en deux parties : I’explication du cadre conceptuel et
le choix du format et du support du matériel. Pour I’explication du cadre conceptuel du matériel,
un résumé du cadre conceptuel établi dans la présente recherche a été rédigé et se trouve au début
du guide d’accompagnement des instruments destinés a I’enseignant (annexe 1). Pour le choix du
support matériel et du format du matériel, ces choix ont été réalisés a partir des écrits présentés
dans le cadre théorique. Pour le format du matériel, il a été établi, a la section 2.4, que les activités
de résolution de problémes allaient étre privilégiées pour permettre le développement de la
compréhension et que des activités permettant aux ¢léves de s’entrainer a utiliser ces connaissances
allaient ensuite étre exploitées. Toutes les activités de la séquence s’appuient sur le continuum
établi. Pour le support du matériel, il a ét¢ mentionné, a la section 2.4, que le matériel a privilégier
était du matériel offrant d’abord des représentations concrétes et imagées. L’utilisation de I’image

virtuelle a été mise de ’avant.

La deuxiéme sous-étape de Loiselle et Harvey (2007) est la réalisation de 1’objet. Pour Paillé

(2007), il s’agit de la mise en forme des activités pédagogiques et de la vérification de la
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correspondance entre le matériel pédagogique et le cadre conceptuel. Cette phase a été réalisée a
travers I’analyse a priori de chacune des activités de la séquence didactique. Elle est présentée a la

section 3.3 du présent chapitre, dans laquelle les instruments congus sont présentés.

La troisieme sous-étape de Loiselle et Harvey (2007) est la mise a 1’essai. Ces auteurs distinguent
trois types de mise a l’essai: fonctionnelle, empirique et systématique. La mise a 1’essai
fonctionnelle a été réalisée a travers I’analyse a priori de chacune des activités. Cette analyse est
présentée dans la section 3.2.3.2. Une mise a ’essai empirique a été réalisée aupres des
professionnels de I’éducation, ce que Paillé (2007) définit comme la validation par les pairs. Le
déroulement de cette évaluation est présenté dans le présent chapitre. Le troisiéme type de mise a
’essai, soit 1’essai systématique, ou la mise a I’essai selon Paillé¢ (2007), a été réalisé en partie
seulement. En effet, I’outil d’évaluation a été expérimenté aupres d’éleves de trois groupes classes
(N=67), mais la fermeture exceptionnelle des écoles durant plusieurs mois a cause de la pandémie
de la COVID-19 a rendu impossible la mise a 1’essai de la séquence didactique aupres d’éleéves.
L’outil d’évaluation et la séquence didactique ont donc été soumis a deux des trois étapes de la

mise a I’essai menant a la validation.

La quatriéme sous-étape de Loiselle et Harvey (2007) est la validation. Etant donné le contexte de
la COVID-19, cette étape n’a pas pu se réaliser. Cependant, Paillé (2007) propose de terminer cette
phase de conceptualisation par une réflexion sur la production de matériel pédagogique. Cette

derniere est réalisée dans le dernier chapitre de ce travail, soit le chapitre de la discussion.

La quatriéme grande étape du modele de Loiselle et Harvey (2007) est ’analyse des résultats. Cette

étape est présentée dans le chapitre 4.

Le cadre méthodologique sur lequel s’appuie cette recherche pour atteindre les objectifs spécifiques
de recherche, soit la conception et 1’évaluation d’une séquence didactique, a été établi. Les
prochaines sections de ce chapitre présentent les mises a ’essai présentées dans la phase
d’opérationnalisation, soit la mise a 1’essai fonctionnelle et la mise a I’essai empirique.
Habituellement, les participants sont présentés avant le dispositif, mais I’ordre a été modifié pour

respecter les différentes phases de mises a 1’essai.
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Les aspects liés a la conception des instruments, plus particuli¢rement leur réalisation et leur

analyse a priori seront abordés dans la prochaine section.

3.2. Les instruments créés (outil d’évaluation et séquence didactique)

Deux instruments ont été créés pour ce travail et soumis a des professionnels pour qu’ils en vérifient
la viabilité en contexte. Ils sont constitués de deux composantes, une mesure évaluative nommée
« outil d’évaluation » permettant 1’évaluation des acquis ou le dépistage d’éleves pouvant éprouver
des difficultés en mathématiques et une séquence didactique pouvant étre mise en place pour
intervenir auprés des ¢€léves. Les instruments complets sont disponibles a 1’adresse :

https://videos.defimath.ca/these/, le mot de passe est: UdeMS. L’outil d’évaluation peut étre

administré en deuxiéme année ou au début de la troisiéme année pour dépister les éléves qui
n’auraient pas acquis les concepts ciblés se rapportant au traitement du sens du nombre et de la
numération. L’administration de 1’outil d’évaluation nécessite environ 30 minutes de temps de

classe.

La séquence didactique vise a permettre aux ¢éléves de mieux comprendre le sens du nombre en se
construisant une représentation mentale imagée et dynamique de la quantité. Comme énoncé a la
section 2.4, cette représentation s’appuie sur les aptitudes de subitisation et de groupitisation
présentes chez les tout-petits (Jordan et Dyson, 2016; de Gunderson et coll., 2012). L’hypothese
étant que ce travail sur les capacités de subitisation et de groupitisation aide a mieux saisir, par la
suite, la pertinence du groupement. Il meéne donc au développement de la pensée multiplicative et
a la compréhension du systeme de numération. Le déroulement de la séquence didactique nécessite

dix périodes de 60 minutes chacune, a raison de deux ou trois périodes par semaine.

3.2.1. Outil d’évaluation

Le but de cette épreuve est d’établir un portrait de la classe, c¢’est-a-dire de situer les éléves par
rapport au continuum établi a la section 2.4.1. Ce portrait permet de planifier I’enseignement et

donne I’occasion d’identifier des éléves qui auraient besoin d’interventions supplémentaires.

® Les instruments qui se trouvent en ligne sont les versions améliorées a la suite de la prise en considération des
commentaires des participants (version 2). Pour une raison hors de notre contréle, la version initiale (version 1) et la
version finale des instruments (version 3) ne peuvent étre disponible sur le site.
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Cette épreuve s’inspire des travaux de Lyons et Bisaillon (2020) qui ont proposé¢ un outil permettant
d’établir un portrait de classe, s’adressant a tous les niveaux scolaires. Dans la présente recherche
nous nous sommes concentrées sur les questions s’adressant a des éléves de fin 2¢ année ou du
début 3¢ année. Dans le cadre de la présente these, des adaptations ont été réalisées selon le cadre
conceptuel établi et une nouvelle question a été créée. Les détails sont précisés en notes en bas de

page dans les sections suivantes.

Le but de cet outil n’est pas d’évaluer tous les €léments associés a chacun des niveaux du continuum
présenté, mais d’orienter 1’évaluation vers ce qui est au cceur de la présente étude, soit le
développement des représentations mentales dynamiques et imagées a partir des habiletés de
groupitisation. Ainsi, quatre taches sont proposées aux éléves et chaque tache implique une ou
plusieurs questions associées aux différents niveaux du continuum. Ces taches mettent I’accent sur
le role des habiletés de groupitisation dans le développement du sens du nombre, permettant de
faire ressortir I’importance de ces éléments dans la construction des représentations mentales et le
développement du sens du nombre. Les autres éléments abordés dans le cadre théorique et associés
a chacun des niveaux du continuum ne sont pas considérés dans 1’outil d’évaluation. Ils le seront
dans la séquence didactique qui sera présentée par la suite. L’épreuve a une durée de 30 minutes.
Un temps prédéterminé a été alloué a chacune des questions. Selon la nature et la qualité de la

réponse de 1’¢leve, 1’évaluateur (ou I’enseignant) peut situer I’¢léve sur le continuum en question.

La tache se déroule en grand groupe. Il est important que 1’enseignant détende 1’atmosphere et
rappelle aux éléves que le but de I’épreuve est de déterminer ce qui sera travaillé dans les
prochaines semaines et non d’évaluer les performances des éléves. Il peut étre nécessaire, par
exemple, de dire a certains éléves que les résultats de cette évaluation ne seront pas pris en

considération dans le bulletin.
Les taches de cette épreuve sont présentées au cours de la méme période, les unes apres les autres.

Toute I’épreuve est présentée a I’écran, le mode de représentation externe est donc ’'image

virtuelle. Les éléves notent leur réponse sur la feuille-réponse, présentée a I’annexe 2.
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3.2.1.1 Tache pour I’évaluation du niveau 2 (pensée additive)”

I1 a été décidé de ne pas évaluer le niveau 1 du continuum étant donné qu’il s’agit d’une aptitude
élémentaire, tel que mentionné a la section 2.2.4.1.2. De plus, le taux de réussite pour la subitisation

de 3 éléments ou moins est pratiquement de 100 % (Dehaene, 2003).

Pour évaluer le niveau 2 du continuum, une tache sollicitant les habiletés de groupitisation des
éléves, soit leur perception rapide des petites quantités organisées, dont il a été question a la section
2.2.4.1.2 est proposée. Il s’agit d’évaluer la flexibilité de I’éléve dans sa construction de
représentations mentales des quantités organisées en constellations. Il a été choisi d’évaluer les
capacités de groupitisation pour faire ressortir leur role et leur importance dans le reste du
développement du sens du nombre. Les habiletés de comptage séquentiel n’ont donc pas été
évaluées et ne sont pas incluses dans la séquence didactique, puisque 1’emphase a été mise sur les
capacités de comptage « global », soit la capacité de traiter la quantité d’une collection a partir de
la disposition des éléments (Clements 1999), sans passer par un comptage séquentiel (sans
énumeérer ni dénombrer). Il est possible, par exemple, pour le troisiéme cas (voir tableau 3.1.) de
dire : « j’ai vu 2, 5 et 4 ». Eventuellement, I’éléve sera capable de regrouper ces éléments pour dire
que ca fait 11 en tout, ce qui n’est pas exigé dans la présente tache. Ce type de comptage s’oppose

a un comptage séquentiel qui passe par une énumération des éléments.

Des images montrant différentes quantités de ballons disposés selon des configurations non
familiéres sont présentées aux éléves. Le troisiéme cas présente trois constellations familiéres, mais
qui ne sont habituellement pas placées ensemble, ce qui en fait une configuration originale. Ils
doivent dessiner le méme nombre de ballons sur leur feuille dans la méme disposition que celle

proposée a I’écran. Le tableau 3.1 montre les différents cas.

Tableau 3.1 Items de la question 1 pour 1’évaluation du niveau 2

Niveau Cas
[ —— R o
@ @ ng 8 gg
2 ce ¥
@ @ 808 Q‘Q

7 Cette tiche est une adaptation d’une des questions incluses dans le portrait de classe (Lyons et Bisaillon, 2020). Des items ont été
retirés afin de garder seulement ceux dont les performances des éléves sont représentatives de leurs capacités liées au niveau 2 du
continuum.
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Les images sont présentées aux ¢éléves durant 0,7 seconde. Selon Mandler et Shebo (1982), il faut
0,65 seconde pour subitiser 3 ¢léments. Selon Starkey et McCandliss (2014), il faut 0,6 seconde
aux éleves pour trouver le nombre total d’¢léments d’une collection lorsque ces éléments sont

répartis en sous-ensembles de 2 ou 3, soit 0,05 seconde de moins.

Les cas présentés aux ¢léves dans cette tiche proposent des groupes structurés de fagon a faciliter
leur capture visuelle. Il n’y a pas plus de 4 éléments sur une méme ligne et les ¢léments sont alignés,
en colonne, en rangée ou en diagonale. En nous appuyant sur ces recherches, 0,7 seconde a été
accordée pour cette tache parce que les constellations respectent les limites de la subitisation, soit
de 3 éléments ou moins sur la méme ligne, la méme colonne ou la méme diagonale et se présentent
en petits groupes. Un peu plus de temps que s’il s’agissait d’une simple subitisation (0,5 seconde)
est alloué. La limite de temps a aussi pour but d’empécher les éléves d’utiliser un comptage un a
un. Trois cas en lien avec le niveau 2 sont proposés. Les quantités proposées aux ¢éléves respectent

le domaine numérique associé au niveau 2, soit moins de 20 éléments.

Cette tache prend aussi en considération les habiletés spatiales et la capacité de se faire une
représentation mentale d’une image proposant différentes dispositions d’objets. En effet, pour
réussir cette tache, les ¢léves doivent percevoir rapidement et se représenter mentalement des
petites quantités organisées. Méme si le total de ballons ne leur est pas demandé, ils doivent tout
de méme compter globalement les différents éléments de la constellation pour arriver a la
reproduire correctement, c’est-a-dire de reproduire 1’image a partir de la décomposition et de la
recomposition de la constellation. En effet, les deux premiers cas ne sont pas des configurations
classiques et le dernier cas, méme s’il reprend des configurations classiques demande d’en traiter

3 en méme temps, ce qui rend plus difficile la simple reproduction d’un patron.

Différentes réponses sont possibles :
- bonne quantité de ballons et bonne configuration;
- bonne quantité de ballons, mais mauvaise configuration;

- mauvaise quantité de ballons et mauvaise configuration.
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Seule la premiére réponse correspond a la réponse attendue pour que la tache soit réussie; elle
permet de dire que 1’éléve a une bonne capacité de groupitisation et probablement aussi de bonnes
habiletés spatiales. Pour étre en mesure de placer le bon nombre de ballons dans la bonne
disposition, I’¢leve doit se fier au nombre d’éléments dans chaque « morceau » de I’image et a leur
disposition. Les autres manifestations pourraient indiquer que le développement du sens du nombre
se situe plutdt au niveau 1 du continuum puisque 1’éléve n’est pas capable de considérer, de fagon
précise, des quantités plus grandes que 4. Elles pourraient aussi indiquer des difficultés sur le plan

des habiletés visuo-spatiales.

La tache suivante permet d’évaluer le niveau 3 du continuum.

3.2.1.2. Tache pour évaluer le niveau 3 (Pensée multiplicative)®

Pour évaluer le niveau 3 du continuum, une tache de nature multiplicative impliquant un
arrangement rectangulaire, un des sens de la multiplication présentés a la section 2.2.3.1, est
proposée aux éléves. Il s’agit d’évaluer la flexibilité multiplicative de I’¢éléve, soit sa capacité de
se représenter mentalement une quantité¢ en traitant simultanément deux informations, soit le
nombre d’éléments dans une colonne et dans une rangée et a reproduire cet arrangement. Il a été
choisi d’évaluer la capacité de I’¢leve a se représenter la quantité dans un arrangement rectangulaire
parce que ce type de tache s’appuie sur les habiletés de groupitisation; il faut visualiser le nombre
d’¢léments dans une colonne et dans une rangée. Il s’agit aussi d’un sens important de la
multiplication puisqu’il permet de représenter la majorité des situations multiplicatives (Battista et

coll., 1998; Twomey et Dolk, 2011).

La consigne qui est donnée aux ¢leves est : « Au marché de fruits, différents lots d’oranges sont
placés sur les comptoirs. Voici un exemple, observe comment elles sont disposées. » (Lyons et
Bisaillon, 2020). Quelques oranges vont étre achetées durant la journée. La question qui est posée
aux ¢leves est : « Ou se trouvaient les oranges qui ont été achetées? Fais un X pour indiquer les

oranges qui ont été achetées. » (Lyons et Bisaillon, 2020). Chaque arrangement rectangulaire est

8 Cette tAche est une adaptation d’une des questions incluses dans le portrait de classe (Lyons et Bisaillon, 2020). Un des items a
été retiré afin de garder seulement ceux dont les performances des ¢éleves semblaient représentatives de leurs capacités liées au
niveau 3 du continuum.

100



montré durant 10 secondes avant de montrer les oranges restantes apres achat. La limite de temps
a pour but d’empécher les éléves d’utiliser un comptage un a un afin d’évaluer si I’¢éléve a recours
a son sens de la multiplication et a la représentation mentale qui lui sert de référence. Le tableau
3.2 montre les réponses attendues aux deux cas qui sont présentés aux éléves. Les X représentent
les oranges qui ont été achetées durant la journée. Dans les cas ou une colonne compléte est
manquante, le fait de 1’ajouter a gauche ou a droit est accepté. Il en est de méme s’il s’agit d’une

rangée en haut ou en bas.

Tableau 3.2 Items de la question 2 pour I’évaluation du niveau 3

Avant Apres Réponse

Cas 1

Cas?2

Comme mentionné dans le cadre théorique, selon Starkey et McCandliss (2014), les éleves de 2¢
année ont besoin de 3,5 secondes pour dénombrer 7 éléments non groupés et les éleves de 3° année
ont besoin de 3 secondes. Puisque les éléves doivent énumérer les €léments d’une colonne et d’une
rangée pour réussir cette épreuve (plus de 7 éléments) et qu’ils doivent s’en faire une représentation

mentale associée a la multiplication, nous leur avons accordé 10 secondes pour réussir cette tache.

Pour réussir a reproduire les arrangements rectangulaires, il ne suffit pas de savoir combien il y
avait d’oranges en tout et savoir combien il en manque. Il faut étre capable de traiter simultanément
deux informations, soit considérer le nombre de colonnes et de rangées et retenir cette information.
Ils doivent associer deux informations a chacune des oranges : sa place dans la colonne et dans la
rangée. Cette capacité de traiter deux informations de fagon simultanée est au cceur de la pensée

multiplicative.

Les représentations choisies montrent des quantités organisées dans un arrangement rectangulaire.
Dans les deux cas, il manque au moins une colonne et une rangée. L’¢léve qui fait un comptage
additif, un élément a la fois, n’arrivera pas a reproduire ce rectangle. Méme si le total des oranges
au départ ou encore le total des oranges manquantes ne leur est pas demand¢, pour arriver a

reproduire correctement ces arrangements rectangulaires, les éléves doivent avoir compté le
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nombre de colonnes et de rangées parce que le nombre d’oranges dans la colonne et dans la rangée

est plus grand que 4 et donc difficile a reconnaitre globalement.

Différentes réponses sont possibles :
- bonne quantité d’oranges et bonne configuration;
- bonne quantité¢ d’oranges, mais mauvaise configuration (les oranges manquantes ont été
ajoutées une a une, sans reproduire I’arrangement rectangulaire, par exemple);

- mauvaise quantité d’oranges et mauvaise configuration.

Seule la premiere réponse correspond a la manifestation attendue pour réussir cette tache; elle
permet de dire que 1’éléve a une pensée simultanée puisqu’il traite les informations en tenant
compte des deux dimensions. Pour compléter ces arrangements rectangulaires dont les quantités
d’oranges par colonne et par rangée sont plus grandes que 4, 1’éléve doit avoir compté le nombre
de colonnes et le nombre de rangées et s’en étre fait une représentation mentale qu’il est capable
de reproduire. Connaitre le nombre total d’oranges au départ ou le nombre d’oranges manquantes
ne suffit pas et n’est pas nécessaire pour réussir la tiche. En effet, la deuxiéme manifestation montre
un début de pensée multiplicative puisque ’¢léve peut faire une multiplication. Il a obtenu le bon
nombre d’oranges, mais il n’avait pas le temps de les compter une a une, il a donc probablement
eu recours a la multiplication. Par contre, il ne parvient pas a les replacer, il n’arrive probablement
pas a se faire une représentation mentale de cette multiplication, dans un arrangement avec les
colonnes et les rangées. La derniere manifestation est probablement associée au niveau 2 du
continuum. En effet, I’éléve n’est pas capable de considérer les quantités de fagcon multiplicative,

mais seulement de facon additive, un ¢lément a la fois.
La tache suivante permet d’évaluer le niveau 4 du continuum.

3.2.1.3. Téiche pour évaluer le niveau 4 (Passage a la dizaine et a la centaine)’

Pour évaluer le niveau 4 du continuum, une tache faisant appel au concept d’équivalence, un des

principes de notre systéme de numération que nous avons exposé a la section 2.1.2 est présenté aux

% Cette tAche est une adaptation d’une des questions incluses dans le portrait de classe (Lyons et Bisaillon, 2020). Un des items a
été retiré, afin de garder seulement ceux dont les performances des ¢léves semblaient représentatives de leurs capacités liées au
niveau 4 du continuum.
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éléves. Il s’agit d’évaluer la flexibilité de 1’éleve a utiliser les dizaines et les centaines et a
manipuler les billets dans sa téte afin d’effectuer le calcul dans les temps prescrits. Ces
comportements sont des manifestations associées au niveau 3, soit lorsque le passage a la dizaine
est réalisé et que 1’éléve apprend a utiliser la centaine. Ce choix a été fait pour que la tache soit la
plus représentative possible de ce niveau. Ici, les quantités ne sont pas placées dans un arrangement

facilitant leur perception. L’éléve doit les manipuler mentalement.

La consigne qui est donnée aux éleéves est : « Des billets d’argent-jouet vont s’afficher a 1’écran
pendant environ 20 secondes. Prépare-toi a calculer le montant d’argent affiché » (Lyons et
Bisaillon, 2020). La contrainte des 20 secondes force 1’éléve a faire un NS o ropesocrii
calcul mental, en plus du fait qu’il ne soit pas autorisé a procéder a un m

calcul écrit. Plus de temps que pour la tache wvisant la pensée (D)

(5] pyy =

Cuelm =tamt @'3g O a5t afhoks *

multiplicative a été alloué parce que la présente tache fait appel a

I’équivalence, soit la connaissance, par 1’éléve, de la valeur d’une dizaine Figure 3.2
s . - , T Cas de ’outil d’évaluation qui
et d’une centaine, en plus de recourir a la pensée multiplicative. value le niveau 4

Pour réussir cette tiche, ces derniers doivent accorder de la valeur aux dizaines et aux centaines et
comprendre qu’il faut classer les billets selon leur valeur, pour mieux compter. L’ajout de billets
de 5 $ et de 508 ajoute un défi a ce classement. Ils peuvent compter d’abord les centaines, ensuite
aller du c6té des dizaines en additionnant le billet de 50 $ et les trois billets de 10 $. Il reste enfin
a considérer les unités en prenant le billet de 5 $ et le billet de 1 $ (voir figure 3.2). Il s’agit donc

d’un comptage mixte, c’est-a-dire compter par bonds de 100, de 50, de 10, de 5 et de 1.

Différentes réponses sont possibles :
- 1’éléve a la réponse juste et 1l n’y a pas de traces de calculs écrits sur sa feuille;
- 1’éleve a la réponse juste et il y a des traces de calcul sur sa feuille;
- D’éléve n’a pas la bonne réponse et il n’y a pas de traces de calcul sur sa feuille;

- 1’éleve n’a pas la bonne réponse et il y a des traces de calcul sur la feuille.

Seule la premiére réponse correspond a la manifestation attendue pour réussir cette tache; elle
permet de dire que 1’éléve a réussi a classer les billets et les a additionnés dans sa téte en utilisant

probablement un comptage mixte tel que : 100, 200, 300, 350, 360, 370, 380, 385, 386. La
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deuxiéme réponse, méme si elle est exacte, n’est pas la manifestation attendue puisqu’elle montre
que 1’éléve a eu recours au papier-crayon. Si1’éléve n’a pas la bonne réponse, cela pourrait vouloir
dire qu’il n’a pas eu le temps de calculer, donc qu’il manque un peu de flexibilité par rapport a la
représentation des nombres dans le systéme de numération. Cela pourrait aussi vouloir dire qu’il

ne comprend pas la valeur des billets de banque, il serait alors au niveau 3 du continuum.

La tache suivante permet d’évaluer le niveau 5 du continuum.

3.2.1.4 Tache pour évaluer le niveau 5 (compréhension de la valeur de position)'’

Pour évaluer le niveau 5 du continuum, une tache faisant appel a la flexibilité de représentation
nécessaire pour manipuler les nombres de facon efficace, tel qu’il en a été question a la section
2.1.2 est présentée aux €leves. Il s’agit d’évaluer la capacité de 1’éléve de traiter la représentation
mentale imagée des quantités de fagon dynamique. Ils doivent effectuer des échanges mentalement;
des dizaines deviennent des centaines et des unités, des dizaines. L’éléve doit recomposer les
quantités qui lui sont présentées a 1’écran a partir de la représentation mentale qu’il s’en fait

puisqu’il a un temps limité pour les observer.

Le tableau 3.3 présente les trois items de la tache :

Tableau 3.3 Items de la question 4 de I’outil d’évaluation

Cas Exemples de calcul Réponse | Intervalle de réponses acceptées

EEN
Ty 300+100+30+10+5 | 445 Entre 440 et 450

4 14 B 400 +250 + 22 672 Entre 670 et 680

.

VR 500 + 100 + 60 + 24 684 Entre 680 et 690

10 Cette question a été entiérement construite dans le cadre de la présente étude.
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Puisque cette question fait appel aux habiletés de calcul mental des éléves, une bonne réponse peut
se situer dans un intervalle. En effet, lorsque 1’on fait un calcul mental, une réponse approchée du
résultat sera bonne (Rodriguez, 2009). Le calcul mental est souvent utilisé au quotidien, ainsi, une

estimation donnant 1’ordre de grandeur de ce qui doit étre calculé est suffisante.

Pour réussir cette tache, les éleves doivent étre capables de recomposer une dizaine ou une centaine,
selon les items. Cette tache fait ainsi appel a I’échange (dix dizaines échangées pour une centaine
ou dix unités échangées pour une dizaine). Les unités, les dizaines et les centaines ont été disposées
de facon a ce qu’il soit facile de les compter par petits groupes. Cette disposition leur est présentée
dans I’exemple. Cette disposition est subitisable!!. L’¢éléve doit aussi le faire rapidement, les blocs
de base dix s’affichent durant 8 secondes. Plus de temps que pour la tache ciblant le niveau 2 a été
alloué¢, mais moins que celle pour les niveaux 3 et 4 parce qu’ici, les ¢léves doivent faire appel a
leur compréhension de la valeur de position du systéme de numération et a leur efficacité en calcul.
Ils doivent additionner rapidement les blocs de base dix en utilisant un comptage mixte. Une fois

qu’ils ont trouvé leur réponse, ils 1’écrivent sur la feuille réponse.

Différentes réponses sont possibles :
- I’éleve écrit la réponse précise;
- D’éleve écrit une réponse dans I’intervalle de réponse accepté;

- D’éleve n’écrit par la bonne réponse.

Seules les deux premiéres réponses correspondent aux réponses attendues pour réussir cette tache;
elles permettent de dire que 1’¢leéve est capable de traiter rapidement des représentations de nombres
dans sa téte, qu’il fait des échanges et qu’il utilise un comptage mixte. Une mauvaise réponse peut
étre expliquée de différentes facons. L’éleve pourrait ne pas accorder les valeurs respectives aux
blocs de base dix qu’il voit a 1’écran. Il pourrait ne pas avoir eu le temps, mais accorder quand
méme la bonne valeur aux blocs de base dix, ce qui signifierait qu’il manque de flexibilité. Il serait
alors au niveau 4 du continuum. Il pourrait aussi ne pas accorder les valeurs respectives aux blocs

de base dix ou ne pas comprendre le principe des échanges; il serait alors au niveau 3 du continuum.

11 1 "utilisation de I’expression « disposition subitisable » renvoie au fait que la disposition des éléments ou des groupes
d’¢éléments respectent les limites de la subitisation, ce qui la rend « facile a voir ». Une exception peut étre apportée a la boite de
dix qui présente deux rangées de 5, 5 dépassants la limite subitisable de 4 ¢léments. Le cadre permet de jouer avec cette limite.
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Un outil d’évaluation contenant quatre questions, associées a quatre niveaux du continuum établi
dans la présente recherche a été construit. La prochaine section présente la validation de 1’outil

d’évaluation que nous avons eu 1’occasion de faire avant la fermeture des écoles.

3.2.1.5 Validation initiale de ’outil d’évaluation

Cet outil d’évaluation a été mis a 1’essai aupres de 23 ¢€léves de 2° année, de 21 ¢éléves de 3¢ année
et de 23 ¢leves de 4° année d’une méme école primaire. Les éléves de 2¢ et de 3° année ont été
sélectionnés parce que les instruments s’adressent a des éleves de fin 2¢ année et début 3° année.
Les ¢éléves de 4° année ont été ajoutés pour voir s’il y avait une progression au niveau des
performances des éléves. La validation a eu lieu au printemps 2020. Le tableau 3.4 présente la

moyenne d’éléves ayant donné la bonne réponse a chacune des questions, selon le niveau scolaire.

Tableau 3.4
Résultats de la mise a I’essai de 1’outil d’évaluation
2°(N=23) 3¢ (N=21) 4° (N=23)
Q1 33 % 68 % 67 %
Q2 10 % 30 % 79 %
Q3 11 % 23 % 48 %
Q4 11 % 20 % 38 %

Il est possible de constater que les performances des éleves de 2¢ année, au printemps, sont treés peu
¢levées, méme pour la question 1 qui fait appel aux habiletés de groupitisation, normalement
développée au préscolaire. Les résultats des éléves de 3° année et de 4° année a cette méme question
sont plus élevés, mais demeurent tout de méme bas, considérant qu’il s’agit d’habiletés pouvant
étre travaillées des 1’age de 5 ans. Il semble que les éléves n’aient pas pu développer ces habiletés
¢lémentaires, en classe ou a la maison. Ces résultats ajoutent de la pertinence a la séquence
didactique qui a été établie puisque les premiéres activités ciblent la groupitisation et la création de
représentations mentales imagées qui évoluent a travers le développement du sens du nombre a

partir de ces habiletés.
Il est aussi possible de constater une légere diminution des taux de réussite des éleves de 3¢ et de

4¢ année, d’une question a I’autre, ce qui pourrait laisser croire que la progression des niveaux de

conceptualisation des questions de notre outil d’évaluation est adéquate.
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Enfin, les taux de réussite pour chacune des questions augmentent légérement selon le niveau
scolaire. Cette différence pourrait permettre de dire que le niveau de difficulté des questions est

approprié puisque les éléves plus expérimentés les réussissent mieux!'2.

Cependant, en nous appuyant sur la recension des écrits, les résultats auraient da étre plus élevés.
En effet, pour la question 1, 100 % des éléves auraient di avoir la bonne réponse, qu’importe leur
niveau scolaire étant donné qu’elle cible la groupitisation, habileté¢ développée autour de 5 ans,
comme il a été présenté a la section 2.2.1.5.2. A la question 2, le taux de réussite aurait di
s’approcher du 45 % pour les éleves de 2¢ année et du 50 % pour les éléves de 3¢ année selon les
résultats des études de Clark et Kamii (1996) s’intéressant a la pensée multiplicative présenté a la
section 2.2.3.1. Les résultats aux questions 3 et 4 sont un peu moins surprenants puisque Jones et
ses collaborateurs (1994) rapportent que la compréhension de la valeur de position du systéme de
numération et, par la méme occasion, la création d’une représentation imagée et dynamique
demeure un défi pour les €léves de fin 2¢ année. Il faut cependant préciser que dans les études
citées, les éleves n’avaient pas de limite de temps pour démontrer leur niveau de compréhension.

On pourrait méme dire que ces questions demeurent des défis pour les ¢léves de 3¢ et de 4° année.

Malgré les faibles taux de réussite a 1’outil d’évaluation, nous avons maintenu son contenu parce
qu’il est possible de constater une progression a la fois dans une année scolaire et d’une année
scolaire a I’autre. De plus, le choix des questions respecte le continuum établi qui lui s’appuie sur
la recension des écrits. Ainsi, la séquence didactique décrite dans la prochaine section cible chacun
des niveaux du continuum et donne la possibilité¢ aux éleves de développer des habiletés qu’ils
n’auraient pas eu 1’occasion de développer, comme les habiletés de groupitisation, par exemple. 11
sera donc intéressant d’utiliser cet outil a la fin de la séquence pour déterminer les progres des
¢leves, mais aussi pour énoncer des recommandations par rapport aux conditions a mettre en place,
dont la nature des taches, pour favoriser le développement du sens du nombre et de la numération.
La prochaine section présente la séquence didactique qui tient compte du continuum établi et qui
vise le développement du sens du nombre et la création de représentations mentales imagées et

dynamiques des quantités afin d’assurer une meilleure compréhension du systeme de numération.

12 Une mise a ’essai avec un plus grand échantillon pourrait permettre de préciser ces résultats.
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3.2.2 Séquence didactique

Les concepts mathématiques abordés dans la s€quence didactique de méme que leur enchainement
ont ¢été¢ établis a partir du continuum établi a la section 2.4.1. Cette séquence a pour but de
développer le sens du nombre et visera donc a donner ’occasion a I’¢éleve de développer des
composantes de ce sens du nombre identifiées par Reys (1994) qui ont été présentées dans la

problématique.

Le déroulement des activités s’inspire de la synthése des résultats des études empiriques ayant
abordées le développement du sens du nombre et 1’enseignement de la numération présentée dans
le cadre conceptuel. Les activités proposées permettent aux éléves de travailler d’abord dans un
mode de représentation externe concret ou imagé et dynamique, pour ensuite établir les liens avec
la représentation externe symbolique. L’image virtuelle est beaucoup utilisée pour faciliter la
construction de la représentation interne imagée et dynamique (Thomas et coll., 2002) et pour
permettre aux éléves d’étre plus engagés dans la tache (Giroux et Ste-Marie, 2007). Du matériel
concret aux groupements apparents et accessibles est utilisé lors du passage a la numération. Les
¢leves ont le temps de manipuler le matériel pour trouver leur réponse. La notation mixte est utilisée
pour faciliter le passage vers la représentation symbolique. Les représentations symboliques sont

présentées a la fin des activités afin d’institutionnaliser les concepts abordés.

Les ¢€leves travaillent aussi dans un environnement de résolution de problémes. Les problémes qui
leur sont proposés sont des problémes qui permettent aux éléves de découvrir les concepts pour les
comprendre et non d’appliquer une technique. Ils permettent aussi aux ¢éléves de travailler sur des
collections et des collections groupées pour permettre I’évolution vers une représentation de plus
en plus conventionnelle. Les activités donnent 1’occasion aux éléves de travailler de fagon
dynamique et simultanée les habiletés de calcul et le développement de la compréhension du
systétme de numération. Les environnements de résolution de problémes conduisent les éleéves a
communiquer leur réponse, et donc facilitent la pertinence d’un passage au mode symbolique. Les
taches donneront I’occasion a I’¢léve de composer et de décomposer les nombres. Des discussions
seront aussi déclenchées pour permettre aux éléves d’échanger sur leurs stratégies de résolution et

sur leurs conceptions.
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Des activités permettant aux éléves d’utiliser les connaissances acquises dans les tiches de
résolution de problémes leur sont aussi proposées. Elles ont pour but de les amener a automatiser

certaines stratégies.

Finalement, comme il a ét¢ mentionné dans la synthése de notre cadre théorique, pour maximiser
les retombées des interventions aupres des éléves qui ont de la difficulté avec la numération, il est
aidant de travailler leurs capacités de subitisation perceptuelle et de groupitisation. De plus,
représenter les petites quantités en constellations, classiques ou non, permet de développer la
flexibilité cognitive nécessaire a la construction d’un bon sens du nombre. Les ¢éléves ont donc
I’occasion, a plusieurs reprises de reconnaitre 1’utilité des connaissances de la subitisation et de la

groupitisation et de s’en servir dans 1’action (Conne, 1999).

La prochaine section présente la séquence didactique, son déroulement ainsi que chacune des
activités. Une analyse a priori de chacune des activités a été réalisée. Cette analyse présente le
déroulement de la tache, son but par rapport a notre continuum, les variables didactiques de

I’activité et les conduites attendues des éleves (Artigue, 1990).

3.2.3.1. Déroulement de la séquence didactique

Dix rencontres d’une heure ont été planifiées pour cette séquence didactique. Au cours de chacune
des activités, les ¢éléves sont placés en équipe de deux afin de maximiser le développement de
stratégies. Des discussions en grand groupe ont aussi lieu pour alimenter les réflexions des éléves

et pour faire la synthése de I’activité.

Les deux premicres activités de la premicre rencontre de la séquence ciblent les deux premiers
niveaux du continuum; ce sont des activités généralement facilement accessibles pour des éléves
de deuxiéme année. Méme si le niveau 1 du continuum est acquis (ou devrait I’étre) pour les éleves
de fin 2¢ année et de début 3¢ année, le concept de subitisation est abordé¢ lors de la premiere
rencontre. Leurs aptitudes de subitisation sont mises de 1’avant comme levier pour le reste de la
séquence. L’ objectif est qu’ils réalisent le role de la subitisation, soit que lorsque les éléments sont

bien placés, il est possible de compter plus vite. Le concept de groupitisation est par la suite exploité
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par les éleves. Travailler ces deux premiers niveaux du continuum permet aussi aux éléves de se

familiariser avec I’environnement didactique qui est utilisé.

A partir de la deuxiéme période, les rencontres se déroulent de la méme fagon. Pour chaque période,
45 minutes sont accordées a une activité de résolution de problémes ciblant les niveaux 3 a 5 du
continuum, de fagon progressive. Chacune des périodes inclut aussi une courte activité de quinze
minutes liées au niveau 2. Cet entrainement cible progressivement les habiletés de calcul visuel des
niveaux 4 et 5, appuyées sur la groupitisation et le reste des apprentissages réalisés aux niveaux 3
et 4, pour les trois dernieres périodes de la séquence. Il y a donc deux progressions en parallele,
une pour ’activité centrale de la séquence, qui a lieu au début de la période, et une autre pour
’activité d’entrainement, qui termine la période. Tel que démontré dans notre cadre théorique, il
semble y avoir un lien entre les habiletés de groupitisation et le groupement et il est aidant de
travailler ces capacités pour maximiser les retombées des interventions aupres des €léves qui ont
de la difficulté avec la numération. Les faibles performances des ¢éléves par rapport aux habiletés
du niveau 2 a la suite de la mise a 1’essai de ’outil d’évaluation permettent aussi de penser qu’une

consolidation des acquis est requise.

La séquence didactique est constituée d’activités développées en partie en collaboration avec
Michel Lyons, conseiller pédagogique, auteur de collections mathématiques et concepteur de jeux
et d’activités mathématiques depuis plus de 30 ans. Ces outils sont centralisés dans une ressource
accessible en ligne, gratuite, Les incontournables du nombre au primaire (Lyons et Bisaillon,
2011). Cependant, la majorité des activités ont été adaptées par rapport au cadre théorique de la
présente étude. Des précisions par rapport aux modifications réalis€ées aux activités seront
apportées pour chacune d’entre elles. De plus, le fait de placer ces activités dans une séquence
ayant pour objectif de développer des représentations mentales dynamiques et imagées a partir des
habiletés de groupitisation est directement li¢ au cadre théorique de la présente étude et n’est pas
proposé dans Les Incontournables du nombre au primaire (Lyons et Bisaillon, 2011). Une synthese
de ces activités est présentée dans le tableau 3.5. Elles seront décrites en détail plus loin dans la

section 3.2.3.2.
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Tableau 3.5

Séquence didactique

Objectifs/Caractéristiques Activité Durée & Lo R
animation
) Introduction a la pertinence et a I'utilité Oisillons 45 Q‘apd groupe et Nids vides
2 de la groupitisation (N1) équipes de deux Jetons
e
ol
- 3 Touer
Utilisation de la groupitisation pour Magie du 5 15 Grand groupe et Cane§ ajouet
compter (N1 et N2) etdu 10 équipes de deux vides
Jetons
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
N Pertinence du groupement (N3) Joyaux (Intro) 45 Grand groupe et Jetons
?_, Utilisation des groupes pour compter ¥ équipes de 2
‘Q“‘? Ancrage du 10 ) Jeux de cartes
Introduction de la disposition triangulaire | Pyramide du 10 15 Equipes de 2 ordinaires
pour faire 10 (N2)
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
o
3 Utilisation des groupes pour compter Joyaux 45 Grand groupe et Jetons
q E (N3) (Activités) équipes de 2
[ .
Tomathina/
o) -
Ancrage du 10 (N2) Boites de 10 15 Grand groupe
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
-+ e . Matériel base
3 Flexibilité 1‘nult11.311c.at1\ ev(N 3) Bergére 1 45 Equipes de 2 dix
2 Passage a la dizaine (N4) = . .
5 triangulaire
= Bataille avec les
Utilisation de la groupitisation pour - . Jeux de cartes
8 cartes de boites 15 Equipes de 2 . .
compter (N2) de 10 boites de dix
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
v . -
3 ) Matériel base
2 Passage a la centaine (N4) Bergére 2 45 Equipes de 2 dix
e . .
o triangulaire
Utilisation de la groupitisation pour Tomathina/ )
compter (N2) Meémoire de 10 15 Grand groupe
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
O d’animation
ﬁ Flexibilité multiplicative (N3) Stationnement 45 Equipes de 2
5 . T Bataille boites
o Utilisation de la groupitisation pour de 10. addition 15 Equipes de 2 Jeug( de cartes
compter (N2) boites de dix
de deux cartes
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
~ Passage a la centaine )
3 Flexibilité de représentation et Tohubohus 1 40 Equipes de 2 Blocs base dix
:E d’équivalence (N4)
Utilisation de la groupitisation pour Toxﬁ:tl}ma. d Grand ioup ©
compter (N2) Super boites de 15 Mo e
10, 2 boites compétition
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Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
o0 ) Blocs de base
-§ Flexibilité d’équivalence (N4) Tohubohus 2 40 Equipes de 2 dix
5 Compteur
= Photos de ) Blocs de base
Flexibilité d’équivalence (N4) 15 Equipes de 2 dix
nombres
Compteur
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
A Flexibilité d’équivalence (représentations NOllllbI‘CS . . <.ie base
2} multiples) (N5) magiques 40 Equipes de deux dix
E ] Additions Compteur
ol
= Flexibilité d’équivalence (représentations Photos de )
multiples) (N4) et compréhension de la 15 Equipes de 2 Compteur
i . nombres
valeur de position (N5)
Objectifs/Caractéristiques Activité Durée Type Matériel
d’animation
& Flexibilité d’équivalence (représentations Non'lbres 0 Eauines de 2 Blocs de base
~ multiples) (N5) magiques 4 quipes de 2 dix
2 (tet-)
2 Flexibilité d’équivalence (représentations Photos d ]
multiples) (N4) et compréhension de la 10708 de 15 Equipes de 2 Compteur
- . nombres
valeur de position (N5)

Chacune de ces activités est détaillée dans la prochaine section. Une analyse a priori de chacune
d’elles a été effectuée. Cette analyse est réalisée dans le but de planifier les activités en fonction du
continuum établi et en fonction des orientations didactiques qui ont été établies dans la synthese
du cadre théorique. Il s’agit aussi d’anticiper les conduites des éléves pour s’assurer que les taches

sollicitent bien les connaissances visées.
3.2.3.2. Analyse a priori des activités

Dans cette section, I’analyse a priori de chacune des activités réalisées avec les éléves pour ce
projet de recherche est présentée. Pour ce faire, le but de la tache présentée aux éléves est d’abord
briévement décrit, en précisant le niveau du continuum ciblé par 1’activité. Ensuite, I’activité est
décrite. Cette description présente le théme qui sera exploité et le probléme qui sera pris en charge
par les éléves. Le déroulement de la tache qui est soumise aux éléves est par la suite détaillé, en
précisant ce qui sera réalisé avant ’activité, pendant et aprés. La présentation des notions
mathématiques en jeu dans ’activité fait suite a la description de ’activité. En plus de faire des
liens avec les connaissances et habiletés des différents niveaux du continuum, elles permettent de

souligner certaines manifestations du sens du nombre qui sont travaillées dans ’activité. Les
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variables didactiques de 1’activité, les contraintes, sont aussi détaillées. Elles apportent des
précisions par rapport aux choix qui ont été effectués par rapport a certains ¢léments mathématiques
de I’activité. Ces choix s’appuient sur les conditions favorisant le développement du sens du
nombre et de la numération identifiés dans la synthése du cadre théorique. Les connaissances et
habiletés sollicitées par I’activité sont présentées, a la fois celles nécessaires pour démarrer
I’activité et celles que nous anticipons (Artigue, 1990). Elles s’appuient sur les niveaux de
développement du continuum. Elles ménent ensuite a la description des conduites des éléves : les
conduites visées, les conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par
I’activité et les conduites menant a une erreur que les éléves adoptent lors de chacune des activités

sont ensuite détaillées'3.

Les activités sont présentées dans I’ordre de leur apparition dans la séquence didactique. Les
activités qui seront d’abord détaillées sont donc celles de la période 1 de la séquence. Il s’agit de
deux activités ciblant le niveau 2 du continuum, soit le développement des habiletés de

groupitisation.

Période 1

Oisillons™

But de I’activité
Le but de cette activité est d’amener les éléves a voir la pertinence de grouper pour reproduire une

quantité.

Description de [’activité
Cette activité est une activité de résolution de probléme. Le contexte de cette activité est le suivant :
« Une pie pleure sur le sort de ses petits : " A chaque repas, ¢ est la méme crise! S’il m’arrive de

ne pas déposer exactement la méme quantité de nourriture a chacun de mes oisillons, ils se

13 Afin d’éviter d’alourdir cette analyse a priori, ce qui pourrait étre fait pour aider les éléves qui ne réussissaient par les activités,
proposées a l'une ou l'autres des périodes, n’a pas été précisé€. Il s’agit, dans tous les cas, d’activités permettant de développer
davantage le niveau ciblé par 1’activité ou d’aller retravailler un niveau inférieur. Le développement des habiletés visuo-spatiales
pourrait aussi étre envisagg.

14 Les neufs premiers cas sélectionnés pour créer la présente tche sont issus de quatre séries d’activités Oisillons disponibles sur le
sur site des Incontournables du sens du nombre. Les deux derniers cas ont été créés spécialement pour la séquence didactique.
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chamaillent, ils se bousculent. Un jour, certains vont finir par tomber du nid... Je ne sais quoi faire
pour éviter ¢a. " » (Lyons et Bisaillon, 2011, p. 36). La consigne est la suivante : « Aide maman
Pie et ses petits qu’il faut nourrir. Observe le nid avec attention. Mets ¢a dans ta téte, pour t’en
souvenir. Puis, place tes fruits dans la méme position». Des images représentant des oisillons dans
un nid sont présentées sur le TNI durant deux secondes. La figure 3.3 présente les cas proposés aux

éléves.

Figure 3.3
Cas de l’activité Oisillons

Les ¢leves doivent placer les jetons sur la reproduction du nid (voir figure
3.4) qu’ils ont devant eux, en respectant la disposition des oisillons vue a
I’écran. Ils ont ’occasion d’explorer et de manipuler le matériel. Ils ont aussi
Figure 3.4
I’occasion d’échanger avec leurs collégues par rapport aux stratégies Reproduction de nid

utilisées.

Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Une petite vidéo présente la mise en situation aux éleéves (sur le TNI). Une reproduction du nid et
une vingtaine de jetons leur sont donnés. Ils n’ont pas de papier ni de crayon. Les éléves sont placés
en équipe de deux afin de favoriser I’échange de stratégies. Le temps prévu pour cette activité est

de 45 minutes.

Pendant ’activité :

Apres la présentation du premier nid, les éléves se mettent en action et placent des jetons dans le
nid. Ils doivent s’entendre a deux sur le nombre et la position des oisillons. Aprés chacun des cas,

une discussion en grand groupe est amorcée par rapport a la confiance qu’ils ont dans leur réponse
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et par rapport aux stratégies qu’ils ont employées. Il est souhaité qu’éventuellement, lors des
discussions, les ¢éléves en viennent a décrire comment ils ont été capables de se faire une
représentation mentale des oisillons pour reproduire leur disposition. Si les éleves éprouvent des
difficultés, différentes stratégies sont proposées, par exemple, pour le cas 5 de la figure 3.3 ci-
dessus, ou il y a six oisillons, I’enseignant pourrait suggérer la formulation suivante : « j’ai vu trois,
deux et un oisillons placés en escalier a 1’envers ». Ensuite, la vérification de la disposition des

jetons est faite a partir de I’image de départ présentée de nouveau sur le TNI.

Apreés activité :

Lors d’un retour en grand groupe, a la fin de Pactivité, tous les nids sont montrés a 1’écran et

I’enseignant anime une discussion sur les cas plus faciles, ou plus difficiles.

Notions mathématiques”

Un but de cette activité est de développer le niveau 2 du continuum en amenant les éléves a se
forger plusieurs représentations mentales imagées d’une quantité organisée en petites
constellations. Ils réfléchissent sur les quantités et sont aussi appelés a composer et décomposer les
représentations de ces quantités. Ils développent une flexibilité dans le traitement et la manipulation
des quantités. Ils réfléchissent aussi sur la justesse de leurs réponses puisqu’ils sont appelés a
vérifier comment ils ont disposé leurs jetons apres chacun des cas. Un autre but est de les amener
a constater I’importance de la groupitisation lorsque vient le temps de considérer des quantités de
plus en plus grandes. Les cas 10 et 11 de la figure 3.3 mettent les ¢léves dans un état de déséquilibre
provoquant une réflexion chez ces derniers quant a la pertinence de placer les ¢éléments dans une
position subitisable; ils mettent les éléves dans un état de déséquilibre. En effet, les oisillons sont
volontairement placés de manicre aléatoire, ce qui provoque une réaction chez les éléves. Ils

acquierent des connaissances utiles pour les activités du niveau 3.

Variables didactiques
Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :
- le temps d’exposition aux différentes représentations des oisillons;

- le nombre d’oisillons;

15 Toutes les activités de la séquence favorisent le développement des habiletés visuo-spatiales, sans en faire un objectif spécifique.
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- la disposition des oisillons;

- le mode de représentation externe.

Le temps d’exposition aux différentes représentations des oisillons

Le temps d’exposition est limité. Les différentes représentations des nids défilent sur le TNI les
unes aprés les autres. Chaque nid est présenté durant 2 secondes. Etant donné qu’il s’agit d’une
activité d’apprentissage, il a été décidé d’accorder 1,3 seconde de plus que ce qui est accordé dans
la tache qui cible ce niveau dans I’outil d’évaluation. Nous voulons laisser du temps aux éleves
pour qu’ils apprennent a se faire une représentation mentale de la quantité tout en les empéchant

de compter un a un les oisillons a I’écran, le temps d’exposition de 2 secondes étant trop court.

Le nombre d’oisillons

La figure 3.3 présente les cas qui sont proposés aux ¢éléves. Pour chacun des items, les limites de
la subitisation perceptuelle sont respectées, c’est-a-dire qu’il n’y a jamais plus de 4 éléments
alignés ou placés dans un groupe, sauf pour les deux derniers cas. En effet, ces derniers cas servent

de conclusion a I’activité.

La disposition des oisillons

Diverses constellations ont été choisies, permettant de partir des aptitudes primitives de subitisation
pour traiter des quantités de plus en plus grandes. Les constellations choisies ne sont pas
prototypiques puisque le but est que les éléves constatent I’importance de bien placer les jetons
pour mieux les compter et non qu’ils se réferent a des constellations connues. Pour les deux derniers
cas, les oisillons sont placés dans une représentation qui n’est pas subitisable, c’est-a-dire qui n’est
pas organisée en petits groupes perceptibles de 4 ¢léments ou moins. Le but est de provoquer une
réaction chez les éleéves et les amener a constater que lorsque les éléments a compter sont bien
placés, il est plus facile de s’en faire une représentation mentale. Ce constat sera réinvesti dans les
activités (Joyaux Intro et Joyaux Activités) en lien avec le niveau 3 du continuum (pensée

multiplicative).

Les modes de représentation externe

L’activité propose les quantités dans des représentations externes imagées et concrétes : le mode

imagé, puisque les éléves voient des images des différentes constellations, et le mode concret
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puisque les ¢éléves placent les jetons sur leur nid selon la méme configuration que celle qu’ils ont
vue a I’écran. Ils ont donc 1’occasion de manipuler les jetons. Le mode verbal entre aussi en jeu

lorsqu’il est question de décrire la constellation.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les éleves ont besoin d’utiliser leurs aptitudes du niveau 1 du
continuum soit leur capacité de percevoir des petites numérosités pour réussir le premier cas, qui
présente 4 oisillons. Pour les autres cas, ils ont besoin de leurs habiletés du niveau 2 soit leur
capacité a recourir a la groupitisation. Etant donné que les dispositions ne sont pas prototypiques
et que le temps est restreint, ils doivent parvenir a se faire une représentation mentale de la quantité
et reproduire cette représentation mentale. IlIs doivent aussi décomposer 1’image en petits groupes
subitisables d’¢éléments. Les éleves pourraient par exemple dire, pour le cas 6, : «j’ai vu le dessin

du 6 sur le dé avec un oisillon de chaque c6té ».

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les ¢leves lors de cette activité :
e conduites visées :

- pourlescas1a9:leséleves déterminent la quantité d’oisillons en ayant recours a leurs
capacités de subitisation et de groupitisation et reproduisent la disposition des oisillons
dans le nid. II est possible de penser qu’ils se sont fait une représentation mentale de la
quantité en la décomposant en petits groupes subitisables. Pour le cas 7, par exemple,
ils pourraient dire qu’ils ont vu une premicre pyramide avec un, deux et trois et une
deuxieme pyramide, inversée, avec 2 et 1 »;

- pourlescas 10 et 11 : les éléves réagissent parce que la disposition des oisillons rend la
reproduction de la quantité tres difficile. Certains éléves pourraient dire que ces deux
cas sont plus difficiles, d’autres qu’ils sont moins bien placés ou moins bien organisés.

e conduites qui meénent a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par I’activité :
- les ¢éleves tentent d’établir la quantité d’oisillons en recourant au comptage un a un,
stratégie qui pourrait étre utilisable pour le premier cas. Pour les plus grandes quantités,
elle a ses limites étant donné le temps limité¢ d’exposition. Il est possible de penser

qu’ils n’arrivent pas a se faire une représentation mentale de la disposition des oisillons.
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e conduites qui meénent & une erreur :

les éleves font un mauvais comptage séquentiel;

- ils font un mauvais comptage global, leur représentation mentale de la constellation
n’est pas compléte. Par exemple, ils font des liens avec des objets ou des formes
connues, mais n’arrivent pas a les reproduire (ils pourraient dire qu’ils ont vu un « V »
pour le cas 2 et pour le cas 3, un escalier;

- ils ne disposent pas les oisillons tel que demandg;

- ils donnent une réponse au hasard'®;

- ils n’ont pas été attentifs.

Les ¢léves peuvent €tre surpris par ce type de tache. En effet, les éléves sont habitués a des taches
de comptage ou de dénombrement dans lesquelles ils ont tout le temps nécessaire. Il se peut que
les conduites qui menent a une erreur soient attribuables a cette explication : « ¢a va trop vite ». Le
contrat didactique dans lequel ils ont tout le temps nécessaire pour compter se trouve ici brisé. Dans
tous les cas, une description de plus en plus précise soutenant la représentation imagée / concrete

est demandée. Elle est sollicitée par le fait de vouloir bien nourrir les oisillons.

De plus, pour les deux derniers cas (oisillons disposés dans une représentation non subitisable), la
réponse attendue est cette fois-ci le refus des éleves a réaliser la tdche ou encore le constat de
I’impossibilité de I’effectuer : « ¢’était trop difficile, ils étaient mal placés », « je n’ai pas réussi a
les mettre dans ma téte ». Si les éléves n’ont pas ce genre de réaction et qu’ils tentent, pour répondre
a la consigne, de placer les oisillons malgré la mauvaise disposition des oisillons, ce pourrait étre
un indice qu’ils n’ont pas saisi le role d’une disposition subitisable pour compter rapidement des

collections.

La prochaine activité est une activité qui cible le niveau 2 du continuum qui vise 1’entrainement du

recours aux habiletés de groupitisation pour se faire une représentation mentale des quantités.

16 Ces deux derniéres conduites, soit « ils donnent une réponse au hasard » et « ils n’ont pas été attentifs » sont possibles lors de la
réalisation de chacune des activités de la séquence. Elles ne seront pas répétées dans les autres activités afin d’éviter d’alourdir le
texte.
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Magie'”

But de I’activité
Cette activité a pour but de développer, chez les éleves, une flexibilité par rapport a la

représentation de 5 et de 10 quantités (par exemple, 10 =5+ 5 ou 6 + 4).

Description de I’activité

Cette activité est une activité d’entrainement. Sur une vidéo, on voit d’abord une carte a jouer
ordinaire. Puis, la main d’un magicien voile la carte et fait disparaitre quelques symboles. L image
de la figure 3.5 montre un cas ou 5 carreaux ont été effacés sur une carte en contenant 10 au départ.
Les consignes sont : « Ou étaient placés les carreaux qui sont disparus? Il manque donc combien
de carreaux? » (Lyons et Bisaillon, 2018). Les éléves doivent indiquer ot se trouvaient les carreaux
disparus et dire combien de carreaux ont été effacés. Ils montrent leur réponse, sur leur bureau,
avec des jetons. Ils doivent donc non seulement trouver la quantité manquante, mais aussi refaire
le modele de la carte a jouer. Les activités Magie du 5 et du 10 sont proposées puisque ce sont des

nombres importants dans notre systéme de numeération en base dix.

Déroulement de [’activité

Avant Pactivité :

Cette activité est présentée sur le TNI. Les éléves sont placés en équipe de deux, cela permet la
discussion entre les éléves qui doivent se mettre
d’accord. Ils doivent trouver le nombre manquant
ensemble et placer les jetons en conséquence. Des jetons

leur sont fournis. Des cartes a jouer « vides », assez

grandes pour mettre les 10 jetons, pourraient aussi leur

étre données pour faciliter leur travail en leur fournissant Figure3.5
Exemple du jeu Magie

un cadre dans lequel placer leurs jetons. Lyons et Bisaillon, 2011

17 Cette tache a été élaborée a partir d’une sélection de cas issus des activités Magie des Incontournables du sens du
nombre.
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Pendant ’activité :

I1 est demandé aux éléves de trouver le nombre de carreaux manquants et d’en retenir la disposition.

I1s doivent expliquer a leur collégue comment ils ont fait pour y arriver.

Apreés Pactivité :
A la fin de ’activité, I’enseignant anime une discussion pour connaitre les cas que les éléves ont

Jugés plus faciles ou plus difficiles et pour leur permettre

Cas1 Cas2 Cas3 Cas4 CasS

2 e [2e o |20

oL

de partager les stratégies qu’ils ont employées. *® @

L’activité est prévue durer une quinzaine de minutes.

Ne

Notions mathématiques 0.8 dkkd v oe|Ve Y e®

L 2 2 AR & ¢
Cette activité a pour but de développer, chez les éléves, ' OAD &d ¢ |

0'[ ’ O‘I ‘ 0‘l ‘ 0.1 ’
une flexibilité par rapport a la représentation de 5 et de
Figure 3.6
10 quantités en présentant un autre type de constellation Cas pour la ﬁ;‘;e du5etdu 10
Lyons et Bisaillon, 2011

aux é€léves, celui du jeu de cartes ordinaire. Il s’agit de

les amener a développer leurs habiletés de groupitisation en recomposant des constellations. Cette
activité donne aux éleves I’opportunité de reconnaitre 1’intérét des constellations pour compter et
pour se faire une représentation mentale des quantités manquantes. Elle développe leur flexibilité
dans le traitement et la manipulation des quantités. Elle donne donc I’occasion aux éléves de

réfléchir sur les quantités. Enfin, les éléves vont travailler les complémentaires de 5 et de 10.

Variables didactiques
Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :
- les constellations;

- les modes de représentation externe.

Les constellations

Les constellations sont celles habituellement utilisées sur les cartes a jouer. Le but est de développer
la flexibilité additive a partir d’une variété de dix décompositions de 5 et de dix décompositions de
10, comme le montre la figure 3.6. Certaines constellations de « ce qui reste » peuvent étre plus

difficiles que d’autres parce qu’elles ne se présentent pas dans la forme prototypique de cette
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quantité. Par exemple, le cas 2 de la Magie du 5 présente 3 carreaux restants qui ne sont pas placés
comme le sont les 3 carreaux sur une carte de jeu classique. Ce cas peut étre plus difficile que le
cas 1 de la Magie du 5 qui lui présente 4 carreaux restants, placés de la facon classique pour le 4
sur un jeu de cartes ordinaire. Différentes stratégies seront ainsi sollicitées lors de cette activité
permettant de développer de la flexibilité par rapport aux représentations des quantités, en

s’appuyant sur une représentation imagée.

Les modes de représentation externe

Cette activité propose les quantités dans des représentations externes en mode imagé et concret. Le
mode imagé est présent puisque les éléves verront des images des constellations de 5 et de dix sur
le TNI. Le mode concret entre aussi en jeu puisque les éléves construiront les constellations avec
des jetons. Ils pourront manipuler les jetons. Le mode verbal entrera aussi en jeu lorsque 1’éléve va

décrire comment il est arrivé a la réponse.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les éléves ont besoin d’utiliser leurs aptitudes du niveau 1 du
continuum, soit leur capacité de percevoir des petites numérosités. Ils ont aussi besoin d’utiliser
leurs habiletés du niveau 2 du continuum, soit leur pensée additive et leurs habiletés de
groupitisation pour recomposer les quantités qui leur sont présentées. Les connaissances des

complémentaires de 10 pourraient aussi étre utilisées dans cette activité.

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de cette activité:
e conduite visée :

- les éleves déterminent la quantité de carreaux manquants en ayant recours a leurs capacités
de subitisation et de groupitisation. Il est possible de penser qu’ils se sont fait une
représentation mentale imagée et dynamique de la quantité initiale de la constellation,
puisqu’ils doivent jouer avec la représentation des carreaux dans leur téte (en ajouter). Pour
la figure 3.6, par exemple, un ¢éléve pourrait dire pour le cas 2 de la magie du 10 : « il en
manque 3, parce que c’est la diagonale ici qui manque (en parlant de la diagonale du 3

manquante) »;

121



- les éléves déterminent la quantité de carreaux manquants, aprés avoir déterminé le nombre
de carreaux qui restent a partir de leurs habiletés de groupitisation, en utilisant leur
connaissance des faits numériques (ce qui fait 5 et ce qui fait 10).

- ils déterminent la quantité de carreaux manquants, aprés avoir déterminé le nombre de
carreaux qui restent a partir de leurs habiletés de groupitisation, en faisant un surcomptage,
c’est-a-dire en comptant a partir du nombre de carreaux restants jusqu’au nombre Visé.

- les éleves déterminent les carreaux manquant en utilisant leurs connaissances des faits
numériques (ce qui fait 10).

¢ conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par ’activité :

- les ¢éleves déterminent les complémentaires en comptant sur leurs doigts. 1 est possible de

penser que leur représentation mentale de la constellation n’est pas compléte.
e conduites qui meénent & une erreur :

- les ¢éleves font un mauvais comptage séquentiel;

- ils font un mauvais comptage global en regroupant les mauvaises constellations, par
exemple, en disant qu’il en manque 8 au cas 3, sans avoir compté les carreaux un a un. Il
est possible de penser que leur représentation mentale de la constellation n’est pas compléte.

- ils font un mauvais comptage global du nombre de carreaux restant.

Les deux prochaines activités sont les activités proposées pour la deuxiéme période. L’activité
principale, Joyaux (Intro), vise le niveau 3 et l’activité d’entralnement, Pyramide, permet de

continuer de développer les habiletés de groupitisation du niveau 2.

Période 2

Joyaux (Intro)'®

But de I’activité
Le but de cette activité est d’amener les €léves a prendre conscience de la pertinence du groupement

pour compter des grandes quantités. Il s’agit aussi de les amener a tirer profit du développement

18 Le scénario d’introduction est tiré de ’activité présente sur le site des Incontournables du sens du nombre. Le
jeu de role est un ajout. 11 favorise I’échange de stratégies entre les éléves.
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de leurs habiletés de groupitisation dans les activités de niveau 2 pour constater I’utilité¢ de placer

les groupements dans une disposition subitisable.

Description de [’activité

Cette activité se déroule en deux parties. Cette premicre partie permet de présenter le contexte de
I’activité et d’amorcer une discussion avec les éléves par rapport a leurs stratégies liées au niveau
3 (pensée multiplicative). La deuxiéme partie, travaillée lors de la troisiéme période, permet aux

¢léves de poursuivre la construction de représentations mentales de quantités.

La premicre partie est une activité de résolution de problémes. Le contexte de I’activité est le
suivant : « Gardevert et Gardebleu sont chargés de surveiller les joyaux du Royaume. Gardevert
somnole souvent et quelque chose lui dit que son collégue en profite... Mais comment le prouver?
Gardevert ne sait pas compter, mais il a bon ceil... Il redispose les diamants : " Si ¢a bouge, je le
saurai! " » (Lyons et Bisaillon, 2018). La figure 3.7 présente les deux dispositions de joyaux qui

sont proposées aux ¢éléves.

Figure 3.7
Les deux scénarios d’introduction du jeu Joyaux
Lyons et Bisaillon, 2018

Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Cette activité est présentée sur le TNI. Les éléves sont invités a aider Gardevert en lui proposant
une autre stratégie, plus efficace et plus visuelle. Les ¢léves sont placés en équipe de deux. Une
premicére discussion est animée, par 1’enseignant, a propos des deux premicres stratégies employées
par Gardevert, soient de placer les jetons en lignes. Les €éléves se placent ensuite en équipe de deux.

Une quarantaine de jetons leur sont distribués.
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Pendant ’activité :

Un jeu de role est proposé aux ¢éleves. Ils sont a tour de role Gardebleu ou Gardevert. La consigne
est : comment pourrais-tu aider Gardevert a placer ses jetons pour qu’il puisse voir du premier coup

d’ceil si Gardebleu a pris des joyaux? »

Apreés activité :

L’enseignant anime une discussion apres le travail des éleéves. Le but de cette discussion est de
faire constater qu’un simple alignement des joyaux n’est pas une stratégie efficace (peu visuel et
peu rapide). Il devient impossible de prouver que Gardebleu a volé des joyaux ; il s’agit d’une
stratégie de nature additive (niveau 2), unidimensionnelle, qui ne permettra pas a Gardevert de
contrdler sa collection. Ainsi, lorsqu’il y a de plus en plus d’¢léments dans une collection, une
disposition stratégique facilite la mémorisation de la quantité et permet de déterminer la quantité

manquante plus rapidement. Une durée de 45 minutes est prévue pour cette activité.

Notions mathématiques

Cette activité conduit les éleves a réfléchir et constater le role du groupement en réinvestissant le
constat fait dans les activités de groupitisation (niveau 2) : lorsque les quantités a compter sont bien
placées, il est plus facile de s’en faire une représentation mentale. C’est utile pour comparer de
grandes quantités et éventuellement les compter (méme si le total n’est pas demand¢ ici). Cette

activité introduit le niveau 3 du continuum, soit la reconnaissance de la pertinence du groupement.

Variables didactiques
Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :
- lareprésentation des groupes et les constellations a I’intérieur des groupes;

- les modes de représentation externe.

La représentation des groupes et constellations a ’intérieur des groupes

La disposition des joyaux, dans les deux cas, n’est pas subitisable, ceci dans le but d’amener les
¢leves a constater les limites des stratégies employées par Gardervert et d’engager une discussion

a propos de meilleures stratégies.
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Les modes de représentation externe

L’activité propose les quantités dans des modes de représentations externes imagés et concrets. Le
mode imagé entre en jeu puisque les éleves voient des images des joyaux sur le TNI. Le mode
concret est utilisé puisque les éleéves disposent les jetons sur leur bureau. Ils peuvent les manipuler.
Elle permet aussi aux éléves de réaliser un travail sur des collections dont le groupement est

accessible.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs habiletés du niveau 2 du
continuum, soit leurs habiletés de groupitisation. Ils doivent en effet y recourir pour organiser la
collection de jetons en petits groupes subitisables. Ils auront I’occasion de développer des habiletés
du niveau 3 du continuum, liées a leur pensée multiplicative, en s’appuyant sur leurs habiletés de

groupitisation pour former des groupes et des groupes de groupes placés de fagon subitisable.

Conduites des éleves
Voici les conduites que peuvent avoir les éleves lors de la premiére partie de cette activité:
e conduites visées :

- les éléves placent les jetons en formant des constellations et mettent la méme quantité
de jetons dans chaque groupe. Il est possible de penser qu’ils utilisent leurs habiletés de
groupitisation pour placer les jetons;

- ils placent les groupes créés dans une constellation de deuxi¢éme niveau (groupes de
groupes). Il est possible de penser qu’ils utilisent leur pensée multiplicative en
s’appuyant sur leurs habiletés de groupitisation.

e conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par ’activité :

- les ¢éleves placent les jetons en formant des paquets « non subitisables ». Il est possible
de penser qu’ils utilisent un comptage séquentiel pour les former et que leur pensée
n’est pas encore multiplicative.

e conduites menant a une erreur :
- les ¢éleves placent les joyaux en ligne;
- ils ne placent pas le méme nombre de jetons dans les paquets;

ils placent les joyaux sans aucun ordre.
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La prochaine activité est une activité d’entrainement du niveau 2 du continuum qui conduit a la

construction de représentations mentales dynamiques et imagées des petites quantités.

Pyramide®

But de [’activité

Cette activité est une activité d’entrainement visant a travailler les complémentaires de 10.

Description de I’activité

Cette activité est une activité d’entrainement. Elle propose un solitaire. Le but du jeu est de retirer
toutes les cartes de la pyramide, deux a la fois, dans la mesure ou elles sont « libres » et que leur
somme est 10 (complémentaires). Une carte est libre s1 aucune autre carte a part son complément

n’est placée par-dessus elle.

Déroulement de [’activité

Avant activité :

Les éléves sont placés en équipe de deux. Pour
jouer a la Pyramide du 10, on a besoin d’un
paquet de cartes a jouer dont on a retiré les

figures, pour garder 1’as au 9 dans toutes les

sortes, soit 36 cartes au total. Les éléves doivent Figure 3.8
Démonstration du jeu Pyramide
ensuite méler les cartes et les disposer comme Lyons et Bisaillon, 2011

le montre la figure 3.8.

Pendant ’activité :

Un éléve joue en choisissant deux cartes a la fois et un autre I’observe, le but étant de retirer toutes
les cartes de la pyramide. L’observateur peut aider dans la disposition des cartes ou dans le choix

de cartes par exemple.

19 Ce solitaire est issu des Incontournables du sens du nombre.
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Apreés activité :

Il a été choisi de ne pas faire de discussion apres cette activité puisqu’il s’agit d’une activité

d’entrainement. La durée prévue pour I’activité est de 15 minutes.

Notions mathématiques

Le but de cette activité est de poursuivre le travail de réflexion par rapport a la reconnaissance de
’utilité des constellations. Cette activité permet aux éléves de réfléchir sur les nombres et de
reconnaitre la grandeur derricre les chiffres. I s’agit d’une activit¢ d’entrainement des
complémentaires de 10 grace au support imagé des constellations classiques du jeu de cartes. Cette
mémorisation facilite la création de représentations mentales imagées des quantités. Ces
représentations mentales seront utiles dans les activités des niveaux 3 et supérieurs qui demandent
aux ¢léves de composer et décomposer des nombres organiser en groupes de 10 et en groupes de
groupes de 10. Enfin, ils réfléchissent aux cartes a choisir en premier pour gagner, certains choix

de cartes pourraient étre plus intéressants que d’autres.

Cette activité permet aussi d’introduire la disposition triangulaire (la fagon de disposer les cartes
dans le solitaire). Certains éléves pourraient aussi mettre en ceuvre des stratégies d’anticipations
dans leur choix de cartes. Cette disposition sera réinvestie dans des activités du niveau 3 du

continuum (Joyaux) et du niveau 4 du continuum (Bergere 1 et 2).

Variables didactiques
- les constellations;

- le mode de représentation externe.

Les constellations

Les constellations qui entrent en jeu dans cette activité sont les constellations classiques du jeu de
cartes. Le fait d’avoir travaillé ces constellations préalablement dans 1’activité Magie facilite

I’entrée dans la présente activité.
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Le mode de représentation externe

L’activité propose les quantités dans un mode de représentation externe imagé puisque les éleves

travaillent a partir des constellations présentent sur le jeu de cartes ordinaires.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs habiletés du niveau 2 du

continuum, soit leur pensée additive et leur capacité de groupitisation. Les connaissances acquises

dans I’activité Magie par rapport a la constellation de 10 du jeu de cartes ordinaires leur permettront

de jouer plus efficacement. Ils pourraient aussi faire un comptage séquentiel puisqu’il n’y a pas de

contrainte de temps.

Conduites des éleves

Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de cette activité:

conduite visée :

- les ¢leves déterminent les complémentaires de 10. Il est possible de penser qu’ils se sont
fait une représentation mentale dynamique et imagée de la constellation de 10 des cartes
a jouer. Par exemple, si on leur demandait pourquoi ils ont pris un 7 et un 3 pour faire
10, ils seraient capables de monter ou, sur la carte du 7, ils iraient placer les 3 ¢léments
de la deuxiéme carte;

- les éléves déterminent les complémentaires en utilisant leurs connaissances des faits
numériques (ce qui fait 10).

conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par 1’activité :

- les éleves déterminent les complémentaires en comptant sur leurs doigts, en comptant
les deux cartes ou en ayant recours au surcomptage. Il est possible de penser que leur
représentation mentale de la constellation n’est pas compléte.

conduites menant a une erreur :
- les ¢éleves font un mauvais comptage séquentiel;
- ils font un mauvais comptage « global » en regroupant les mauvaises constellations,
par exemple, en choisissant un 4 et le 7 pour faire 10, sans compter les éléments un a

un.
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Les prochaines activités sont celles qui sont proposées a la troisieme période de la séquence. La
premiére activité, Joyaux (Activités), poursuit le travail entamé avec ’activité Joyaux (Intro) par
rapport a la perception de la pertinence du groupement du niveau 3. La deuxiéme activité, la

Tomathina (Boites), est une activité d’entrainement des habiletés de groupitisation du niveau 2.

Période 3

Joyaux (Activités)?’

But de I'activité
Cette activité a pour but d’amener les éléves a utiliser les connaissances acquises dans 1’activité
Joyaux (Intro). Elle permet de développer le niveau 3 du continuum, soit la pensée multiplicative

et plus particuliérement le sens de I’addition répétée.

Description de l’activité

Cette activité est la suite de D’activité Joyaux

(Intro). Il s’agit d’une activité d’entrainement. Elle m % % %
iz 33 BARLA R, mm

permet d’utiliser des connaissances apprises dans

cette activité. En effet, les éléves ont maintenant % m % %
N = == 27 £ o =

SR =< &

’occasion de travailler avec des représentations de

joyaux placés en petits groupes. Tous les groupes

contiennent le méme nombre de joyaux et la < REEw

représentation des joyaux est subitisable. La

. . . .\ Figure 3.9
disposition des groupes est elle aussi subitisable. Cas de la deuxiéme partic de Joyaux
i . e Lyons et Bisaillon, 2018
La figure 3.9 présente les cas qui sont utilisés avec

les éléves.

Déroulement de I’activité

Avant Pactivité :

Les éléves sont placés en équipes de deux. Ils ont une cinquantaine de jetons.

20 Cette tache a été élaborée a partir d’une sélection de cas issus des activités Joyaux des Incontournables du sens du
nombre.
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Pendant ’activité :

Des représentations de joyaux sont présentées aux éleves sur le TNI durant 1,5 seconde (voir figure
3.9). Les ovales blancs sont les joyaux qui ont disparu et les ovales noirs les joyaux qui restent. La
consigne est la suivante : « Pouvez-vous placer les joyaux manquants sur vos bureaux avec des
jetons? Combien de joyaux sont manquants? » A partir du sixiéme cas, une feuille de notation est
distribuée aux éléves. La quantité de joyaux augmentent, la feuille de notation vient les aider a
garder des traces de la collection de départ. Il est demandé aux éleves de noter la quantité de joyaux

au départ en tenant compte de leurs constellations et la quantité de joyaux manquants. Par exemple,
pour le cas 6, ils écriraient qu’il y a « 7 = I »?!, ce qui signifie qu’il y a 7 paquets de 4 (voir
I’annexe 3). Ils écriraient ensuite le nombre de joyaux manquants. Par exemple, pour le cas 6 ce
serait « 4 2 = 2. » ce qui signifie qu’il manque 4 paquets de 4 et 2 joyaux. Les éleéves cherchent

les réponses et discutent entre eux pour trouver le nombre de joyaux manquants. Ils ont I’occasion
d’échanger sur les stratégies utilisées pour arriver a trouver la réponse. Méme si le total des joyaux
de départ n’est pas demandé, les éleves doivent tout de méme retenir le nombre de paquets et le
nombre de joyaux par paquets. La stratégie visée est le recours a la disposition des groupes et des

joyaux dans les groupes.

Apreés activité :

En grand groupe, I’enseignant anime une discussion sur les cas qu’ils ont trouvé faciles ou difficiles
et sur les stratégies qu’ils ont employées pour réaliser la tache. Cette discussion permet de mettre
en lumiére ’importance de la disposition des ¢léments pour compter plus vite. Une durée de 45

minutes est prévue pour cette activité.

Notions mathématiques

Cette activité vise le développement de la flexibilité multiplicative en présentant des quantités
groupées et en conduisant les éléves a se faire une représentation mentale des quantités groupées.
Elle leur permet de réutiliser les connaissances acquises lors des activités précédentes, soit que le
fait de placer les quantités en petits groupes subitisables permet de s’en faire une représentation

mentale plus facilement. Cela permet d’appréhender le nombre d’éléments de la collection plus

2! Les petits carrés représentent les joyaux.

130



rapidement. Au lieu d’énumérer le nombre de paquets de 9 dans le cas 10, il est possible de « voir »
qu’il y en a 8, en s’appuyant par exemple sur la constellation du 8 dans un jeu de cartes. De la
méme fagon, au lieu de compter un par un les éléments dans chacun de ces 8 paquets, il est possible
de « voir » qu’il y en a 9, en s’appuyant sur une constellation classique du 9. Les ¢él¢ves sont appelés

a recomposer des quantités a partir de la représentation mentale qu’ils se sont construite.

Variables didactiques

Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :
- lareprésentation des groupes et constellations a I’intérieur des groupes;
- le temps d’exposition aux représentations de départ des joyaux;

- les modes de représentation externe.

La représentation des groupes et constellations a ’intérieur des groupes

La disposition des joyaux dans chaque groupe est subitisable de méme que la disposition des
groupes entre eux. Une fois les joyaux disparus, il manque pour chacun des cas, au moins un
groupe, de fagon a porter I’attention des éléves sur la disposition des groupes et leur nombre, et au
moins un joyau dans un groupe, pour cibler 1’attention des €léves sur les constellations de chacun
des groupes de joyaux. Les groupements proposés aux éléves dans cette activité sont apparents. Ce
travail sur des collections groupées permettra 1’évolution vers une représentation de plus en plus

conventionnelle introduite dans les activités Bergere I et 2.

Le temps d’exposition aux représentations de départ des joyaux

Les différentes représentations des joyaux défilent sur le TNI les unes apres les autres. Chaque
représentation est présentée durant 2 secondes de fagon a forcer les éléves a se faire une
représentation de la quantité dans leur téte plutdt que de leur permettre de les compter un a la fois

a I’écran.

Les modes de représentation externe

Trois modes de représentation externe sont exploités dans cette activité. Le mode imagé entre en
jeu puisque les éléves voient des images des joyaux sur le TNI. Le mode concret est utilisé puisque

les ¢leves disposent les jetons manquants sur leur bureau. Le mode symbolique est présent dans les
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derniers cas de I’activité lorsque 1’éléve note les joyaux de départ et les joyaux manquants. Le

mode verbal est aussi utilisé¢ lorsqu’il est question de décrire les dispositions des joyaux manquants.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs habiletés du niveau 2 du
continuum, soit leurs habiletés de groupitisation pour faire un comptage global du nombre
d’¢léments dans chaque paquet et du nombre de paquets avant et apres la disparition des joyaux.
Au cours de ’activité, ils auront aussi recours a leurs habiletés du niveau 3 du continuum, leur
pensée multiplicative, pour étre capables d’établir la relation multiplicative entre le nombre de
paquets et le nombre d’éléments dans chaque paquet, soit étre capable de dire qu’il y a, par

exemple, 8 paquets de 9 dans le cas 10.

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éleéves lors de la deuxieme partie de cette activité :
e conduite visée :

- les éleves identifient la quantité de joyaux manquants en ayant recours a leurs habiletés
de subitisation et de groupitisation (un groupe au complet ou a I’intérieur d’un groupe).
I1 est possible de penser qu’ils s’appuient sur leur représentation mentale dynamique et
imagée de la disposition des groupes de joyaux et de la disposition des joyaux a
I’intérieur des groupes pour reconstruire mentalement la collection initiale de joyaux et
trouver le nombre de joyaux manquants. Ils peuvent, par exemple, déplacer
mentalement des joyaux pour reconstituer un groupe.

e conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par ’activité :

- les ¢leves déterminent la quantité de joyaux manquants en tentant de recourir au
comptage un a un ou a un surcompatge. Il est possible de penser qu’ils ne se sont pas
fait une représentation mentale dynamique et imagée de la quantité;

- ils trouvent le nombre de joyaux manquant en s’appuyant sur leurs connaissances des
faits numériques.

e conduites menant a une erreur :
- les ¢éleves font une erreur de comptage séquentielle lorsqu’ils tentent de compter les

joyaux manquants;
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- ils font une erreur de comptage « global» en s’appuyant sur de mauvaises
constellations des joyaux a I’intérieur des groupes ou sur de mauvaises constellations
des groupes.

Il se peut que les premiers cas soient moins bien réussis. Les €éléves doivent étre rapides, le contrat

didactique traditionnel est brisé, comme c’était le cas dans ’activité Oisillons par exemple.

La prochaine activité est une activité d’entrainement du niveau 2 du continuum qui conduit a la
construction de représentations mentales dynamiques et imagées des petites quantités a partir de la
boite de 10.

La Tomathina®?

Présentation générale de I’application

Cette activité est une activité interactive; les éleves peuvent manipuler de fagon virtuelle les
¢léments a mémoriser. Plusieurs types d’interaction sont possibles. Les activités peuvent étre
proposées en grand groupe, ce qui permet aux éleves de s’entraider en discutant de leurs stratégies
ou des diverses fagons de voir les quantités affichées. Ils peuvent aussi travailler en petites équipes
ou seuls. Deux niveaux de compétition sont possibles : le mode alternance et le mode duel. Le
mode alternance permet aux ¢éléves de résoudre les problémes les uns apres les autres. Chaque
bonne réponse donnera un point qu’il est possible d’ajouter sur le « tomathometre ». Dans le mode
duel, le méme probléme est présenté aux €leves et c’est le plus rapide qui a les points. Ces deux
derniers modes de fonctionnement sont proposés lorsque les éléves ont compris le principe de
I’activité. L’intention est alors d’augmenter leur vitesse de réaction. Il est aussi possible d’ajouter
et d’enlever des tomates a tout moment lorsqu’elles sont visibles a I’écran. Ces fonctionnalités sont

présentes pour tous les jeux de I’application.

Pour explorer les différentes facettes de la subitisation et de la groupitisation, cinq environnements
sont proposés dans I’application La Tomathina : Vrac, Boites, Mémoire, Superboites et Zone libre.
Dans les lignes qui suivent, nous faisons une analyse a priori de chacun de ces environnements,

hormis ceux de Vrac et de la Zone libre qui ne sont pas exploités dans cette recherche.

22 Les activités ont été choisies parmi plusieurs activités disponibles sur I’application de la Tomathina. Pour y accéder, il suffit de
se créer un compte a partir d’une adresse de courriel et d’un mot de passe.
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Boites de 10

But de [’activité
Cette activité vise a développer la flexibilit¢ des habiletés de groupitisation a partir de la

constellation de la boite de 10.

Description de [’activité

Cette activité est une activité d’entrainement. Dans
cette activité, les tomates sont placées dans des boites
de 10. Ces cadrages rectangulaires de dimension 2 par
5 sont plus structurés; ils peuvent aider éventuellement
a renforcer la perception de la dizaine (Losq, 2005).
Une image de boite de tomates est présentée durant une

fraction de seconde. Figure 3.10
Boite a demi fermée (colonne de 5 pleine)

Lyons, Bisaillon et Boisseau, 2018

Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Les ¢€leves sont placés en grand groupe. L’activité est présentée sur le TNI.

Pendant ’activité :

Les éléves ont une fraction de seconde pour regarder la configuration de tomates et ensuite ils
doivent décrire oralement ce qu’ils voient. Ils doivent répondre, a tour de réle a des questions :
« Qu’as-tu vu? Comment étaient placées les tomates? » Ensuite, on leur demande combien il y

avait de tomates.

Apreés activité :

Un retour sur les différentes stratégies employées pour savoir le nombre de tomates dans la boite
de 10 est effectué. Il permet de souligner I’importance de la construction de la représentation

mentale et permet aussi d’identifier des stratégies menant a cette construction.

Notions mathématiques
Le principal objectif de cette activité est d’amener les €léves a se faire une représentation mentale

des quantités placées dans la boite de dix pour accélérer leur capacité de traitement visuel des
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quantités. Ils sont appelés a jouer avec différentes décompositions de 10. Ils peuvent ainsi
développer leurs capacités de comptage global a partir de leurs perceptions visuelles (niveau 2 du
continuum). Un autre objectif 1ié a cette activité est que les éleves réinvestissent le constat fait dans
I’activité des Oisillons : lorsque les quantités sont bien placées, il est plus facile de s’en construire

une représentation mentale.

De facon plus spécifique, ils sont amenés a réfléchir sur les stratégies pouvant étre utilisées pour
faire un comptage global a partir de la boite de 10. L’une de ces stratégies est la compensation. Il
s’agit d’apprendre a utiliser les « cases vides » du cadrage de 5 ou de 10 (qui sert d’ancrage) pour
découvrir le nombre de tomates, par exemple, dans la figure 3.10, il est possible de voir que
8 =10 - 2 (stratégie de soustraction). La grandeur derriére le chiffre 10 est aussi travaillée dans

cette activité.

Cette activité permet également de mettre en place la disposition rectangulaire (les cases
représentent un rectangle dont les dimensions sont 2 X 5). Cette disposition est réinvestie dans
I’activité Stationnement (niveau 3) et dans Tohubohus (niveau 4).
Variables didactiques :
Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :

- le temps d’exposition aux différentes configurations de tomates;

- la disposition des tomates;

- les modes de représentation externe.

Le temps d’exposition aux différentes configurations de tomates

Le temps d’exposition est limité¢ dans cette activité. Puisque I’un des buts de cette activité est
d’amener les ¢éleves a développer des habiletés mathématiques afin de pouvoir accélérer leur
capacité de traitement visuel des quantités, les éléves ont peu de temps pour voir les configurations
des tomates avant que ces dernicres soient cachées. Cela les force aussi a se faire une représentation
mentale de la boite de 10 et a trouver la réponse a partir de cette représentation mentale. Au niveau
bronze, 2 secondes sont accordées, soit le méme temps que dans les Oisillons. Au niveau argent, 1
seconde et, au niveau or, 0,5 seconde. Rappelons que selon Starkey et McCandliss (2014), il faut
0,6 seconde a des ¢éleves de 3¢ année pour faire un comptage global des éléments lorsqu’ils sont

groupés en petits groupes de 2 ou 3. Dans ’activité qui est proposée, les quantités sont organisées
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dans une boite de dix, ce qui en facilite leur perception. De plus, il est possible de penser qu’un

entralnement permettrait d’améliorer ce temps.

La disposition des tomates

Aux niveaux bronze et argent, les tomates sont disposées au hasard dans la boite dans le but de
développer la flexibilité des ¢leves (4 peut étre représenté de différentes facons dans la boite). Les
stratégies de comptage visées sont a la fois des stratégies additives ou des stratégies de
compensation. Les réponses attendues sont d’abord des décompositions additives, recourant aux
complémentaires de 5 ou de 10. Au niveau or, les tomates sont systématiquement ordonnées selon

la méme séquence : de bas en haut et de gauche a droite, dans un souci d’efficacité (Losq, 2005).

Les modes de représentation externe

Les quantités sont proposées dans un mode de représentation externe imagé virtuel puisque les
¢leves voient des images des différentes constellations sur le TNI. Le mode oral entre aussi en jeu

lorsqu’il est question de décrire la disposition des tomates dans les boites de dix.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs aptitudes du niveau 1 du
continuum et du niveau 2 du continuum, soit leur capacité de percevoir des petites numérosités et
leur pensée additive. La disposition aléatoire des tomates, au départ, permet de développer leur
flexibilité additive. Ils doivent recomposer la quantité en faisant un comptage global des éléments
de la constellation. La disposition systématique des tomates, ensuite, permet d’ancrer cette
représentation de 10 afin de faciliter son utilisation ultérieure dans la réalisation de différentes

taches mathématiques.

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de cette activité:
e conduite visée :
- les éléves identifient la quantité de tomates en ayant recours a leurs capacités de
subitisation et de groupitisation. Ils disent par exemple qu’il y en 2, 2 et 3 donc 7 (dans
les cas ou les tomates sont placées de fagon aléatoire) ou qu’il y en a 7 parce qu’ils ont

vu une ligne pleine et deux (dans les cas ou les tomates sont placées de fagon
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systématique). Il est possible de penser qu’ils se sont fait une représentation mentale de
la boite de 10.
e conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par I’activité :

- les éleéves tentent d’établir la quantité de tomates en recourant au comptage un a un;

- les ¢éleves nomment la bonne quantité de tomates, mais ne sont pas capables de décrire
leur disposition. Il est possible de penser qu’ils n’ont pas été capables de se faire une
représentation mentale de la quantité.

e conduites menant a une erreur :

les éléves font un mauvais comptage.

Pour ce jeu, comme pour les Oisillons, les éléves peuvent étre surpris par le type de tAche qui fait
une rupture avec le type de contrat didactique habituel lors de situations de comptage ou de
dénombrement. En effet, habituellement, ils ont tout le temps nécessaire pour compter et ici ils
doivent traiter rapidement la quantité et la mettre dans leur téte. Au moment d’introduire le jeu, les
¢leves ont le temps de faire du comptage un a un ou encore de faire du surcomptage (compter et
recompter ce qui a déja été compté, par exemple dans la figure 3.10 compter 1, 2, 3 a droite et
recommencer 1, 2, 3... jusqu’a 8 pour trouver le total de la boite). Dans tous les cas, une description
de plus en plus précise soutenant la représentation imagée est attendue de la part des éléves, pour

qu’ils soient éventuellement capables de dire la quantité totale de tomates.

Les prochaines activités sont celles proposées a la quatrieme période de la séquence. La premicre
activité, Bergere 1, poursuit le travail entamé avec les Joyaux au niveau 3. La deuxiéme activité,

Bataille 1, est une activité d’entrainement des habiletés du niveau 2.

Bergére, premiére partie %

But de I’activité
Le but de cette activité est d’amener les éléves a utiliser les connaissances acquises par rapport au

niveau 3 du continuum, soit celles liées au groupement et a la pensée multiplicative pour

23 Les activités Bergere I et 2 ont été développées a travers la réalisation de la présente thése. Elles sont aussi disponibles sur le
site des Incontournables du sens du nombre.
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s’approprier le niveau 4 du continuum, soit le passage a I’équivalence et a la capacité d’utiliser la

dizaine pour traiter les quantités qui deviennent plus grandes.

Description de [’activité

Cette activité en est une de passage entre I’énumération et la numération. Une représentation
recourant au principe d’énumération montre tous les éléments a dénombrer et il est toujours
possible de les compter un a un. Une représentation recourant au principe de numération montre
des unités d’ordre supérieur résultant des substitutions des différents groupes (comme les dizaines,
les centaines...), ce qui ne permet plus un acces visuel direct a tous les éléments de I’ensemble a
dénombrer (voir la figure 3.11 présentée plus bas). Cette

activité se déroule en trois épisodes et se fait a partir d’un

scénario qui est présenté aux ¢€léves sur le TNI. Les deux

premiers épisodes sont travaillés lors de cette période. .. Figure3.ll
Disposition des moutons en paquets de 10

dans le jeu Bergere 1
E isode 1 Lyons et Bisaillon, 2020

Ce premier épisode est une activité de résolution de probléme. La bergere Bella est chargée de
s’occuper des moutons du royaume et elle doit s’assurer de tous les ramener a la fin de I’hiver sinon
I’empereur Malcommode sera trés mécontent. Elle sait donc qu’elle devra compter les moutons
chaque jour, mais ils bougent tout le temps (il y en a 16, soit un groupe de dix et six jetons). La
question suivante est posée aux éleves : « Avez-vous des idées pour aider Bella a compter les
moutons plus rapidement ?» Il s’agit d’un réinvestissement des connaissances acquises dans
I’activité Joyaux, soit la pertinence de faire des groupes. La réponse attendue ici est de les placer
(en groupe) pour pouvoir les compter plus facilement et pour qu’ils arrétent de bouger. Astuzia, sa
sceur la sorciére, vient a son secours en lui donnant une fliite magique qui justement suit ces
recommandations. Lorsqu’elle joue de la flite, les moutons se placent en groupe de dix et les
moutons qui ne sont pas dans un groupe de dix se placent dans une constellation subitisable (voir
figure 3.11). Ils restent immobiles le temps de les compter. Bella incarne les limites stratégiques
de I’énumération et Astuzia permet de mettre en évidence les principes ¢élémentaires du passage a
la numération. Les éléves ont le temps de compter les dix moutons groupés un a un. Cet épisode
permet d’introduire une sorte de groupes importante, les groupes de 10; il sert aussi d’introduction

a I’épisode suivant.
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Episode 2

L’hiver venu, Bella raméne tous ses moutons a |’empereur

Malcommode, qui est trés satisfait. Il y a méme deux nouveau-nés! Figure 3.12
. . Triangles de 10 et de 100 et
Au printemps suivant, Bella est encore responsable des moutons, notation mixte dans le jeu
Bergere 1

mais cette fois il y en a plus et malgré la fllte, elle n’arrive pas a

compter les moutons parce qu’il y en a trop. La méme question est posée aux éleves : « Avez-vous
des idées pour aider Bella a compter les moutons plus rapidement ? » Il s’agit d’un réinvestissement
des connaissances acquises dans I’activité Joyaux, soit 1’utilité de compter avec des groupes sans
compter tous les éléments un a un et I’idée de jouer de la fliite pour les placer en paquets de dix
quelques instants. Astuzia arrive a la rescousse et va introduire le triangle de dix (dans lequel on
ne voit plus les 10 moutons), une configuration non classique pour les groupes de dix. Elle va
montrer a Bella qu’elle peut compter les groupes de dix (compter par bonds). Une notation mixte
est aussi introduite pour permettre a Bella et aux éleves de garder la quantit¢ de moutons en
mémoire (voir figure 3.12). La fin de ce deuxiéme épisode méne a une activité dans laquelle les
¢leves sont appelés a s’entrainer a utiliser les connaissances acquises dans le premier et le deuxiéme

épisode.

Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Avant I’activité, I’épisode 1 est présenté aux éleves sur le TNI. Il permet d’introduire les groupes
de 10. IlIs sont placés en grand groupe. Une courte discussion sur les stratégies pouvant aider Bella
a compter ses moutons est animée par 1’enseignant. A la suite de cette discussion, I’emploi de la
stratégie de placer les moutons dans une position subitisable est utilisée par Bella. L’introduction
de I’épisode 2 est ensuite présentée aux éleves. Cette fois-ci encore, il est demandé aux éléves
d’aider Bella a compter ses moutons qui sont encore plus nombreux. Une discussion est animée
par ’enseignant. L’idée d’utiliser « quelque chose » pour représenter 10 moutons est introduite aux
¢leves a la suite de cette discussion. Il s’agit de placer les moutons en triangle de 10. Les éléves se
placent ensuite en équipe de 2. Des jetons, des triangles de 10 et la feuille de notation sont

distribués.

Pendant ’activité :
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Au début de I’activité, les moutons présents le matin se promenent a I’écran. Lorsque Bella joue
de la flate, les moutons se placent (voir figure 3.12). La consigne qui est donnée aux ¢€léves est :
« Compte tous tes moutons en début de journée. Vite, car le charme ne durera pas treés longtemps ! »
(Lyons et Bisaillon, 2020). Ils doivent trouver, a deux, une fagon de retenir le nombre de moutons.
Ensuite, les moutons se remettent & bouger, sans que 1’on soit en mesure de voir si des moutons
s’en vont. Belle rejoue de la fliite et les moutons se placent. A ce moment, la consigne est la
suivante : « Y a-t-il des moutons qui manquent a I’appel ? Si oui, combien? » (Lyons et Bisaillon,
2020). Ils doivent trouver la réponse en discutant avec leur collégue. La feuille de notation est
maintenant présentée aux ¢éleves. Ils sont invités a noter, a 1’aide de la notation mixte, le nombre
de moutons au départ et le nombre de moutons manquants (voir la feuille de notation présentée a

I’annexe 4).

Apreés activité :

A la fin de I’activité, une discussion est animée, par I’enseignant, en grand groupe avec les ¢éléves
pour identifier les difficultés rencontrées et tenter de nommer des stratégies utiles pour les

surmonter. Une durée de 45 minutes est prévue pour cette activité.

Notions mathématiques

Le but de cette activité est que les éléves réinvestissent les fruits des apprentissages réalisés dans
les activités qu’ils ont faits jusqu’a maintenant. Ils ont eu I’occasion de constater le role des
constellations et leur utilité pour se faire une représentation mentale des quantités et pour compter
globalement au lieu de séquentiellement. Ils auront a se servir de ces savoirs dans la présente
activité qui fait le pont entre le niveau 3 du continuum et le niveau 4 en travaillant sur la dizaine et

la centaine.
De fagon plus précise, 1’épisode 1 a pour but d’amener les éléves a avoir recours au principe qui
veut que grouper permet de compter plus vite, exploré dans ’activité des Joyaux et d’installer le

groupe de dix, soit la dizaine.

Dans I’épisode 2, 1’¢leve développe ses habiletés a compter avec la « chaine numérique groupée »,

c’est-a-dire de compter par bonds de 10. Encore une fois, c’est pour compter plus vite. L’¢éleve
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apprend aussi un des roles de I’écriture des nombres par des chiffres : garder une quantité en
mémoire. Ici, une notation mixte, multiplicative et additive (un nombre de groupes de dix et un
nombre d’unités sont additionnés) est proposée pour servir de tremplin a la notation positionnelle.
Cette notation facilite la transition vers la notation positionnelle (Guitel, 1975; Ifrah, 1994). Dans
cet épisode, il travaille aussi sa flexibilité dans le traitement et la manipulation des nombres

puisqu’il doit recomposer des nombres.

Variables didactiques

Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :

les constellations;

le temps durant lequel les moutons sont immobiles;

le nombre de moutons (au départ et ceux qui sont partis se promener);

les modes de représentation externe.

Les constellations

La pyramide de 10 a été choisie pour cette activité parce qu’elle est une configuration non classique.
En effet, le but est toujours de développer de la flexibilité dans la représentation que les éléves se
font des quantités. Aussi, cette représentation différente permet, éventuellement a un éleve, qui a
déja entendu parler de dizaines et de centaines et qui pourrait étre confus, de se faire une nouvelle
représentation de ces concepts. Cette idée s’inspire des recommandations de Bednarz et Dufour-
Janvier (1984b). Elles recommandaient de ne pas toujours présenter les représentations des
nombres selon 1’ordre conventionnel afin de permettre aux éléves de faire un réel travail sur les
nombres et non d’associer simplement une position dans 1’espace a un chiffre. Ici, il s’agit de
proposer des représentations non conventionnelles pour leur permettre de se faire une autre

représentation que celle des blocs de base 10.
Cette activité fait aussi appel a une collection groupée, dont les groupements sont d’abord

apparents, dans 1’épisode 1 et ne le sont plus dans I’épisode deux. Ce changement permet

I’évolution vers une représentation de plus en plus conventionnelle.
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Le temps durant lequel les moutons sont immobiles

Le temps d’exposition est limité pour favoriser la construction de représentations mentales. Les
moutons sont immobiles durant 3 secondes, ce qui laisse le temps a Bella de compter les premiers
moutons un par un, mais ce qui I’empéche de compter les plus grandes quantités de cette fagon.
Rappelons que selon Starkey et McCandliss (2014), les ¢éleves de 2° année ont besoin de 3,5
secondes pour dénombrer 7 ¢éléments non groupés et les éléves de 3¢ année ont besoin de 3
secondes. Dans cette activité, les moutons sont groupés en paquet de 10 et les éleves peuvent les
compter un par un au début, mais les quantités augmentent rapidement et ils devront délaisser ce
comptage un par un pour compter par groupes de 10. La contrainte de temps permet donc de partir
de ce qu’ils sont capables de faire, mais de pousser les ¢éléves a délaisser le comptage un a un pour

compter par groupes.

Le nombre de moutons

Le nombre de moutons augmente avec chacun des épisodes afin d’amener 1’¢léve a faire des
groupes et des groupes de groupes. Dans 1’épisode 1, le nombre est petit (moins de 20) parce qu’il
s’agit ici de se servir de la constellation pour compter plus vite et d’arréter notre choix sur le groupe
de dix. Dans I’épisode 2, il y a toujours moins de 100 moutons. Le nombre de moutons le matin et
le nombre de moutons le soir sont aussi des variables importantes. Dans les deux premiers cas, les
¢éleves n’ont pas a décomposer un triangle de dix déja plein. Par exemple, dans le cas 1, il y a 47
moutons le matin et il en reste 45 le soir. Il est possible d’enlever les 2 moutons a 47 sans avoir a
décomposer une dizaine. Dans le cas 5, il y a 54 moutons le matin et 47 moutons le soir. 11 faut
donc enlever les 4 moutons « seuls », mais aussi « défaire » un triangle de 10 pour enlever les 3
autres moutons. Les éléves sont amenés a manipuler la dizaine en la décomposant (Jones, et coll.,
1994; Reys, 1994). Dans les deux derniers cas, il manque plus de 10 moutons. Méme s’il faut
travailler sur les deux types de groupements, il ne faut pas défaire de triangle de 10, mais

simplement en enlever un au complet ainsi que des moutons seuls.

Les modes de représentation externe

Les quantités sont proposées grace a des représentations externes imagées et concretes d’abord
pour faciliter le passage vers le mode symbolique. Ainsi, trois modes de représentation externe sont

exploités dans cette activité. Le mode imagé entre d’abord en jeu puisque les éléves voient des
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images des joyaux sur le TNI. Le scénario de chacun des épisodes est présenté sur le TNI, un peu
comme un film. Le mode concret est utilisé puisque les éléves disposent les jetons et les triangles
de 10 sur leur bureau. De plus, dans le tableau proposant la notation mixte, tous les moutons sont
encore visibles dans le triangle de 10 alors que dans la représentation imagée, ils ne sont plus
visibles. La notation symbolique est accompagnée d’une représentation imagée plus descriptive

afin d’en faciliter ’appropriation.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs habiletés du niveau 2 du
continuum, soit leurs habiletés de groupitisation. Elles leur permettent d’aider Bella a disposer ses
moutons dans une disposition subitisable. Ils ont aussi particulierement besoin de leurs habiletés
du niveau 3 du continuum, leur pensée multiplicative. Ils auront en effet & compter des groupes et
des groupes de groupes. Finalement, ils amorceront un travail sur le niveau 4. Ils auront 1’occasion
de constater le role de la dizaine pour compter plus efficacement lorsque les quantités sont

importantes. Ils auront aussi 1’occasion de la manipuler, soit de la composer et la décomposer.

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de 1’épisode 1:
e conduite visée :
- les ¢éleves réinvestissent leurs habiletés de groupitisation et de groupements en
suggérant a Bella de disposer ses moutons de fagon subitisable.
e conduite menant a une réussite, mais qui n’est pas celle visée par I’activité :
- les éleves comptent les moutons sur leurs doigts, un a un. Il serait possible de penser
qu’ils n’ont pas une représentation mentale adéquate de la quantité groupée.
e conduite menant a une erreur :
- les ¢éleves n’ont aucune idée de ce qu’ils pourraient faire pour aider Bella. Il serait
possible de penser qu’ils n’ont pas une représentation mentale adéquate de la quantité

groupee.

Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de 1’épisode 2 :

e conduites visées :
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- les éleves identifient les moutons de départ en ayant recours a leur connaissance des
groupements et en comptant par bons de dix (10 — 20 - 30...);
- ils utilisent adéquatement la chaine groupée en comptant par bonds de dix;
- ils utilisent la notation mixte pour noter le nombre de triangles de 10 moutons et le
nombre de moutons non groupés.
e conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par ’activité :
- les éleves comptent les moutons sur leurs doigts, un a un. Il serait possible de penser
qu’ils n’ont pas une représentation mentale adéquate de la quantité groupée.
e conduites menant a une erreur :
- les ¢éleves font un mauvais comptage de la quantité de moutons de départ ou manquant.
Il est possible de penser qu’ils ont tenté¢ de compter les moutons un a un. Ils ont peut-
étre utilisé leur représentation mentale imagée et dynamique de la quantité groupée,

mais celle-ci n’était pas adéquate.

La prochaine activité est une activité qui cible le niveau 2 du continuum, soit le développement des

habiletés de groupitisation de la pensée additive.

La bataille 1?*

But de I’activité
Le but de ce jeu est de poursuivre la construction de la représentation interne de la boite de 10 a

travers une activité de comparaison.

Description de [’activité

Cette activité est une activité d’entrainement. Il s’agit d’une activité de comparaison. Ce jeu de
cartes classique se joue a deux. Le gagnant est celui qui récolte toutes les cartes. Pour cette version
du jeu, on utilisera un jeu de cartes ayant des boites de 10 pour représenter les quantités (voir figure

3.12). Le jeu de cartes est composé de 40 cartes. Les quantités vont de 0 a 10.

24 Le jeu de cartes utilisé pour les activités Bataille 1 et 2 a été construit dans le cadre de la présente thése.
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Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Les ¢leves sont placés en équipe de deux. On distribue les cartes également entre les deux joueurs.

Pendant ’activité :

Les ¢leves doivent retourner une carte en méme temps. Celui qui a la carte représentant la plus
grande quantité remporte la mise. Si les deux joueurs tournent deux cartes de méme valeur, il y a
bataille. Dans ce cas, pour gagner la bataille, les joueurs déposent leur carte sur la table et retournent
chacun une carte jusqu’a ce qu’un joueur tourne une carte de la méme valeur que celle a 1’origine
de la bataille. Durant cette ronde spéciale, d’autres batailles peuvent survenir et elles donneront

lieu a des rondes subséquentes.

Apreés activité :

I1n’y a pas de discussion prévue a la suite de cette activité, puisqu’il s’agit d’une activité réutilisant
les boites de 10, déja travaillées préalablement. La durée prévue pour cette activité est de 15

minutes.

Notions mathématiques en jeu

Cette activité d’entralnement permet aux ¢éléves de s’exercer a utiliser leur représentation mentale
de la boite de 10. Ils continuent a réfléchir sur les nombres et a développer leur flexibilité de
représentation de 10 en comparant les nombres. Ils vont avoir recours a cette représentation
rectangulaire lors de 1’activité Stationnement (niveau 3), de 1’activité Tohubohus (niveau 4) et de
I’activité Visages de nombres (niveau 4). Finalement, ce jeu permet aussi aux ¢léves d’utiliser les

représentations des boites de 10 pour comparer des quantités.

Variables didactiques
Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :
- les types de cartes (constellations, sans chiffres dans les coins);

- le mode de représentation externe.
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Les types de cartes (constellations)

Pour donner suite au travail fait avec les boites de 10 dans la Tomathina, un jeu de cartes proposant
les représentations des quantités dans des boites de 10 est utilisé, tel que présenté dans la
figure 3.13. Quatre séries de dix cartes représentant les quantités de 0 a 10 ont été produites dans
quatre couleurs différentes pour permettre différentes utilisations du jeu de cartes. Il n’y a pas de
chiffres sur ces cartes pour orienter les stratégies des éléves sur 1’utilisation des constellations. Une
des séries de 0 a 10 est tout ouverte et pour les autres, dés qu’il y a 5 tomates dans une rangée, le
rabat est fermé, comme le montre la figure 3.13. Cette contrainte a pour but de pousser les éléves
a utiliser I’ancrage du 5 (de ne pas commencer a compter a 1, mais bien a 5 et de se servir de leur

représentation mentale).

Le mode de représentation externe

Le mode de représentation externe exploité dans cette activité est
le mode imagé puisque les éleves voient des images des quantités

représentées dans les boites de 10 sur les cartes a jouer.

Figure 3.13
Exemple de cartes d’un jeu de
cartes, avec des boites de 10

Connaissances sollicitées par cette activité
Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser
leurs habiletés du niveau 2 du continuum, soit leur pensée additive. Ils doivent étre capables de

comparer rapidement des constellations de la boite de 10.

Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de cette activité:
e conduite visée:

- les ¢éleves comparent les quantités de tomates en ayant recours a leurs capacités de
subitisation et de groupitisation. Les raisonnements possibles sont nombreux. Ils
peuvent par exemple, pour comparer 6 et 8 dire que 8 est plus grand parce qu’il ne
manque que 2 tomates pour en avoir 10 ou que 6 en a seulement une de plus que 5 alors
que 8 en a trois de plus que 5.

e conduites menant a la réussite, mais qui ne sont pas visées par cette activité :

- les éleves déterminent la quantité de tomates en tentant de recourir au comptage un a un
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et au surcomptage. Il est possible de penser que leur représentation mentale de la
constellation n’est pas complete.
e conduites menant a une erreur :
- les éléves font un mauvais comptage global,

- ils font un mauvais comptage séquentiel.

Les prochaines activités sont celles prévues pour la période 5. La premiére activité, Bergere 2, est
une activité visant le développement du niveau 4 du continuum en donnant 1’occasion a I’éleve de
s’approprier la centaine. La deuxiéme activité est une activité d’entralnement des habiletés de

groupitisation du niveau 2.

Période 5

Bergére, deuxiéme partie

But de I’activité
Le but de cette activité est d’amener les éléves a utiliser les connaissances acquises par rapport au
niveau 4 du continuum, soit le passage a I’équivalence et a la capacité d’utiliser la dizaine pour étre

capable d’utiliser aussi la centaine pour traiter les quantités qui deviennent plus grandes.

Description de [’activité
Cette activité est la suite de I’activité Bergere 1. L’¢épisode 3 est maintenant proposé aux éleéves.
La présentation de I’épisode propose un nouveau probléme a résoudre aux ¢éléves. Ils seront par la

suite invités a mettre en application la solution trouvée a ce probléme.

4

Episode 3

Encore une fois, Bella a bien fait son travail et I’empereur est
content. Il lui demande de s’occuper des moutons au printemps
suivant, mais il y a encore beaucoup plus de moutons. Il s’agit

d’introduire un nouveau concept, soit le groupement récurrent,

ou le groupe de groupes. Astuzia ne peut pas aider, sa magie ne Figure 3.14
Triangles de 10 et notation mixte dans le
peut faire plus. C’est Bella qui a I’idée de répéter ce qu’elle sait jeu Bergére 2

Lyons et Bisaillon, 2020
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déja. Le triangle de cent est alors introduit et une nouvelle position pour la notation sera aussi

ajoutée (voir figure 3.14).

Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

L’introduction de I’épisode 3 leur est présentée. Une discussion en grand groupe sur ce que pourrait
faire Bella est animée par 1’enseignant. La question suivante est posée aux éléves : « Avez-vous
des idées pour aider Bella a compter les moutons plus rapidement ? » La réponse attendue est qu’ils
proposent de faire des groupes de groupes, comme dans 1’activité Joyaux. Les éléves sont ensuite
placés en équipe de deux. Des jetons, des triangles de 10 et de 100 sont distribués aux éléves. Une

feuille de notation est présentée et distribuée aux éleves (annexe 4).

Pendant ’activité :

Un premier cas leur est présenté, sans préciser comment utiliser la notation mixte. La premiere
consigne est : « Un premier charme a déja groupé les moutons. Alors, répétons I’appel pour les
grouper de nouveau. Note ce nombre sur Notation Episode 3.PDF. Fais vite, car tu sais que le
charme ne durera pas trés longtemps. » (Lyons et Bisaillon, 2020). Les moutons se déplacent et
certains s’en vont. Bella refait jouer de sa flite pour grouper les moutons. Cette fois, la consigne
est : « Y a-t-il des moutons qui manquent a I’appel ? Si oui, combien? » (Lyons et Bisaillon, 2020).
Dans les six derniers cas de I’activité, les éleves doivent utiliser la notation positionnelle pour noter
cette information. Les indices associés a la notation mixte, dessin€s sur la feuille réponse, ne sont

plus la.

Apreés activité :

A la fin de I’activité, une discussion est animée en grand groupe avec les ¢éléves, par 1’enseignant,
pour identifier les difficultés rencontrées et tenter de nommer des stratégies utiles pour les

surmonter. Une durée de 45 minutes est prévue pour cette activité.

Notions mathématiques
L’¢leve est appelé a réfléchir sur les nombres en réinvestissant les connaissances apprises dans les

premiers ¢épisodes. Il est amené a constater le role du groupement récurrent pour compter plus vite
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de grandes quantités (groupes de groupes) ; la centaine est introduite. Cette activité lui permet de
constater la régularité des groupements de 10 dans notre systéme de numération. Il s’agit de
connaissances du niveau 4. Il doit, en quelque sorte, trouver la réponse a des calculs ¢lémentaires
puisqu’il doit trouver le nombre de montons qui sont partis. Il travaille aussi sur la grandeur derriere
les chiffres, c’est en effet dans cet épisode que la notation mixte laisse la place a la notation

positionnelle (voir la feuille de notation placée a I’annexe 4).

Variables didactiques :

Les variables didactiques suivantes sont considérées dans cette activité :

les constellations;

le temps durant lequel les moutons sont immobiles;

le nombre de moutons (au départ et ceux qui sont partis se promener);

les modes de représentation externe.

Les constellations

Comme dans ’activité Bergére 1, la pyramide de 10 a été choisie pour cette activité parce qu’elle
est une configuration non classique qui vise le développement de la flexibilit¢ dans Ia
représentation que les éléves se font des quantités. Les groupements ne sont plus apparents ni
accessibles. Le travail sur cette collection groupée permet une évolution vers une représentation de

plus en plus conventionnelle.

Le temps durant lequel les moutons sont immobiles

Le temps d’exposition est limité pour favoriser un travail a partir de la construction de la
représentation mentale. Les moutons sont immobiles durant 3 secondes, ce qui laisse le temps a
Bella de compter les premiers moutons un par un, mais ce qui I’empéche de compter les plus
grandes quantités de cette facon. Rappelons que selon Starkey et McCandliss (2014), les éléves de
2e année ont besoin de 3,5 secondes pour dénombrer 7 éléments non groupés et les éléves de 3e
année ont besoin de 3 secondes. Dans cette activité, les moutons sont groupés en paquets de 10 et
les €leéves peuvent les compter un par un au début, mais les quantités augmentent rapidement et ils

devront délaisser ce comptage un par un pour compter par groupes de 10 et par groupes de 100. La
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contrainte de temps permet donc de partir de ce qu’ils sont capables de faire, mais de pousser les

¢leves a délaisser le comptage un a un pour compter par groupes.

Le nombre de moutons

Le nombre de moutons augmente avec chacun des épisodes afin d’amener 1’¢éleve a faire des
groupes et des groupes de groupes. Il permet aussi d’introduire la pertinence de noter ce que I’on
compte pour s’en souvenir. Dans I’épisode 1, le nombre est petit (moins de 20) parce qu’il s’agit
ici de se servir de la constellation pour compter plus vite et d’arréter notre choix sur le groupe de
dix. Dans I’épisode 2, il y a toujours moins de 100 moutons. Dans 1’épisode 3, il y a plus de 100

moutons dans tous les cas. Les cas pour chacun des épisodes ont été placés a I’annexe 4.

Les modes de représentation externe

Trois modes de représentation externe sont exploités dans cette activité. Le mode imagé entre en
jeu puisque les €éléves voient des images des joyaux sur le TNI. Le scénario de chacun des épisodes
est présenté sur le TNI, un peu comme un film. Le mode concret est utilisé puisque les éleves
disposent les jetons, les triangles de 10 et de 100 sur leur bureau. Le mode symbolique est présenté
comme une solution pour retenir la quantit¢ de moutons initiale qui devient de plus en plus
importante. Cette introduction est progressive. Dans le tableau proposant la notation mixte, tous
les moutons sont encore visibles dans le triangle de 10 et dans le triangle de 100 alors que dans la
représentation imagée, ils ne sont plus visibles. La notation symbolique est accompagnée d’une
représentation imagée plus descriptive afin d’en faciliter I’appropriation. Le mode symbolique, a
’oral, est aussi utilisé lorsqu’il est question de décrire les dispositions des moutons. L’activité fait
appel a un travail sur des collections groupées, imagées et concrétes qui permettent une évolution

vers une représentation de plus en plus conventionnelle.

Connaissances sollicitées par [’activité

Pour commencer a jouer a ce jeu, les ¢léves ont besoin d’utiliser leurs habiletés du niveau 2 du
continuum, soit leurs habiletés de groupitisation; elles leur permettent de compter globalement les
quantités de moutons. Ils ont aussi besoin de leurs habiletés du niveau 3 du continuum, leur pensée

multiplicative pour comprendre le comptage par bonds de dix.
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Conduites des éléves
Voici les conduites que peuvent avoir les éléves lors de 1’épisode 3 :
e conduites visées :
- les éleves identifient la quantité de moutons en ayant recours a leur connaissance du
groupement et en utilisant la chaine mixte (comptage par bonds de 100 et de 10, par
exemple : 100 - 110 - 120 - 130...);
- les ¢éleves notent le nombre de triangles de 10 moutons et de 100 moutons et le nombre
de moutons non groupés;
- leséléves notent les quantités de moutons avec la notation positionnelle (font le transfert
a partir de la notation mixte).
e conduites menant a une réussite, mais qui ne sont pas celles visées par I’activité :
- les ¢€leves tentent de faire un calcul comme s’ils effectuaient un calcul écrit (le nombre
de moutons au départ moins le nombre de moutons restant).
e conduites menant a une erreur
- les ¢éleves font un mauvais comptage. Ils ont peut-étre essayé de faire un comptage
séquentiel, mais n’ont pas eu le temps de compter. Ils ont peut-étre essay¢ de faire un
comptage global, mais n’ont pas réussi a se faire une représentation mentale de la

quantité initiale de moutons.

La prochaine activité est une activité d’entrainement des habiletés du niveau 2 du continuum.

Tomathina - Mémoire

But de I’activité
Cette activité a pour but de renforcer la perception visuelle des complémentaires de 10 et sa
représentation mentale, chez les éléves tout en développant leur pensée additive (niveau 2 du

continuum).

Description de [’activité
Cette activité est une activité d’entrainement. Le contexte de cette activité rappelle le jeu bien
connu du méme nom, a la différence qu’il faut ici associer deux quantités qui completent une

boite de 10 et non trouver des boites contenant le méme nombre.
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Déroulement de [’activité

Avant ’activité :

Les ¢leves sont installés, en grand groupe, devant le TNI.

Pendant ’activité :

A tour de role, les éléves viennent jouer au jeu. La consigne suivante est donnée aux éléves :
« Trouve deux boites pour faire 10 en tout. Si ¢a fait 10, pése sur le rond du tomathometre. Sinon,
appuie sur la fleche pour jouer a nouveau. Souviens-toi bien des quantités de tomates qu’il y avait

dans les boites que tu as ouvertes pour t’en servir le prochain coup! » (Lyons et Bisaillon, 2018).

Apreés activité :

Il n’y a pas de discussion prévue a la fin de cette activité d’entrainement. La durée prévue pour

P’activité est de 15 minutes.

Notions mathématiques

Cette activité travaille sur la capacité de jouer avec les nombres, plus particuliérement avec la
constellation de 10 de la boite de 10, en la composant et la décomposant. Il s’agit d’augmenter la
rapidité de calcul par rapport a ce qui fait 10 pour que ces connaissances s’automatisent. Encore
ici, les éleves mettent a profit le constat fait dans 1’activité Oisillons : lorsque les quantités sont

bien placées, il est possi