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Résumé

Le progrès technologique de nos sociétés est intimement lié aux matériaux. La physique de

la matière condensée cherche à expliquer, décrire et prédire leurs propriétés à partir de lois

fondamentales. Bien que l’on connaisse assez bien les axiomes qui régissent notre univers, la

combinaison d’un grand nombre de petits systèmes compris individuellement mais interagis-

sants ensemble mène à des propriétés émergentes qui peuvent être complexes et difficilement

prévisibles. Dans cette thèse, nous étudions la supraconductivité non-conventionnelle dans les

matériaux corrélés, un phénomène émergent des fortes interactions électroniques qui possède

un immense potentiel technologique. Pour ce faire, nous réalisons des simulations numériques

sur un matériau bien spécifique: le ruthénate de strontium.

Dans un premier temps, nous discutons des états normaux des matériaux corrélés deve-

nant supraconducteurs. Alors que la théorie des bandes permet de décrire le continuum entre

un isolant électrique et un métal, elle n’arrive pas à décrire les phénomènes émergeant des in-

teractions à plusieurs électrons. Nous expliquons comment la théorie de la fonctionnelle de

la densité permet d’obtenir la densité du niveau fondamental d’un système interagissant en le

transformant vers un problème non-interagissant effectif. Elle peut également être employée

pour les systèmes possédant un important couplage spin-orbite. Cependant, les fonctionnelles

disponibles n’arrivent pas à bien incorporer les fortes corrélations électroniques. Une manière

de corriger ce manque est d’employer la théorie du champ moyen dynamique. Cette dernière

permet de capturer la dépendance en temps des interactions locales à un corps. Toutefois, la su-

praconductivité impliquant des paires d’électrons, il faut plutôt étudier des objets à deux corps

afin de la caractériser. Nous discutons des critères nécessaires à la provocation de transitions

supraconductrices, exprimés en termes de corrections du vertex. Également, nous présentons

les paramètres d’ordre pour caractériser une phase supraconductrice.

La seconde partie se concentre sur la supraconductivité. D’abord, nous faisons un survol

son historique, depuis sa découverte en 1911 jusqu’à celle de l’état supraconducteur du ruthé-

nate de strontium. Ensuite, nous décrivons la supraconductivité conventionnelle, une classe

particulière pour laquelle l’état ordonné est attribué à l’interaction entre les électrons et les

vibrations du réseau cristallin. Puis, nous introduisons un autre mécanisme d’appariement:
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l’échange de fluctuations de spin et de charge. Finalement, nous présentons l’état des connais-

sances collectives modernes en ce qui a trait au ruthénate de strontium. Nos articles proposent

de nouvelles avenues impliquant le couplage spin-orbite et les corrélations impaires en fré-

quences.

Nous terminons en introduisant différentes perspectives de recherche dans le domaine de

la supraconductivité.

Mots clés: supraconductivité non-conventionnelle, ruthénate de strontium, corrélations

électroniques, couplage spin-orbite, théorie de la fonctionnelle de la densité, théorie du

champ moyen dynamique, corrections de vertex.
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Abstract

The technological progress of our societies is intimately linked with materials. Condensed mat-

ter physics tries to explain, describe and predict their properties from fundamental laws. Al-

though we are quite familiar with the axioms that govern our universe, the combination of a

large number of small systems understood individually but interacting together leads to emerg-

ing properties that can be complex and difficult to predict. In this thesis, we study unconven-

tional superconductivity in correlated materials, a phenomenon emerging from strong elec-

tronic interactions that has immense technological potential. To do this, we carry out numeri-

cal simulations on a very specific material: strontium ruthenate.

First, we discuss the normal states of correlated materials becoming superconducting.

While band theory can describe the continuum between an electrical insulator and a metal, it

cannot describe the phenomena emerging from interactions with several electrons. We explain

how density functional theory makes it possible to obtain the density of the fundamental level

of an interacting system by mapping it into an effective non-interacting problem. It can also

be used for systems with a large spin-orbit coupling. However, the available functionals do not

manage to incorporate strong electronic correlations well. One way to correct this deficiency is

to employ dynamical mean field theory. The latter makes it possible to capture the time depen-

dence of interactions at the one body level. However, since superconductivity involves pairs of

electrons, it is rather necessary to study two body objects in order to characterize it. We discuss

the criteria necessary for inducing superconducting transitions, expressed in terms of vertex

corrections. Also, we present the order parameters to characterize a superconducting phase.

The second part focuses on superconductivity. First, we review its history, from its discovery

in 1911 to that of the superconducting state of strontium ruthenate. Next, we describe conven-

tional superconductivity, a particular class for which the ordered state is attributed to the inter-

action between electrons and the vibrations of the crystal lattice. Then, we introduce another

pairing mechanism: the exchange of spin and charge fluctuations. Finally, we present the state

of modern collective knowledge about strontium ruthenate. Our articles propose new avenues

involving spin-orbit coupling and odd frequency correlations.

We end by introducing different research perspectives in the field of superconductivity.
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Avant propos

L’objectif d’un doctorat est de faire progresser le savoir collectif. Nécessairement pour ce faire,

son sujet est extrêmement précis, spécialisé et technique. Comme la thèse se veut le rapport

de recherche dudit doctorat, manifestement elle atteint des niveaux conceptuels que seule une

infime quantité des gens peuvent entièrement capter. C’est particulièrement le cas dans une

thèse par articles comme celle-ci puisqu’elle intègre littéralement des communiqués scienti-

fiques.

Cependant, la thèse se veut également un outil de communication permettant au docto-

rant de dévoiler le chemin vers son savoir nouvellement acquis. Dans cette optique, cette thèse

tente de rejoindre ses locuteurs à plusieurs différents niveaux de savoir. Ainsi, un non-initié ou

une non-initiée peut se satisfaire de l’introduction et de la conclusion aux chapitres 1 et 4. On

y introduit le concept d’émergence dans les systèmes à plusieurs participants en interaction

pour ultimement aborder le phénomène physique de la supraconductivité. Quelqu’un de plus

motivé pourrait y ajouter la discussion sur les symétries brisées et le survol historique de la su-

praconductivité aux sections 2.3 et 3.1. Une personne étudiant la physique du solide intéressée

par les simulations numériques réalistes de matériaux devrait consulter la section 2.1, ou bien

les sections 2.2, 3.2, 3.3 et 3.4 si elle est curieuse à propos des systèmes d’électrons fortement

corrélés, de la supraconductivité conventionnelle de la théorie BCS, de la supraconductivité

non-conventionnelle ou bien de l’état des connaissances sur le ruthénate de strontium, res-

pectivement. Les articles A1, A2 et A3 sont simplement les versions hautement spécialisées et

condensées des autres sections et sont réservées aux plus spécialistes et à ceux qui sont exces-

sivement motivés.

Ces articles font partis des six contributions scientifiques que j’ai eu l’occasion de coécrire

au cours de mon doctorat, soit
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Chapitre 1

Introduction

L’univers visible peut être décomposé en particules élémentaires. Ce terme signifie que l’on n’ar-

rive plus à séparer ces particules en composantes plus simples encore. Dans le vide, certaines

sont parfaitement stables et ont un temps de vie infini, alors que les autres sont métastables

et se désintègrent éventuellement en particules stables, après un temps de vie caractéristique.

Fig. 1.1. Particules élémentaires du modèle standard. Les particules en mauve et vert forment
la matière et sont appelés fermions alors que les bosons en rouge et jaune sont les porteurs de
force. Les particules dont les symboles sont écrits en noir sont stables, en blanc métastables et
en rouge oscillent entre elles. Image modifiée de la référence [1] sous la licence CC BY 3.0. On a
ajouté les couleurs des symboles.

https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/deed.en


Dans ces conditions de stabilité temporaire ou permanente, on peut mesurer leurs caractéris-

tiques intrinsèques de manière extrêmement précise, notamment la masse, la charge électrique

et le spin. Ces particules et leurs propriétés forment le modèle standard des particules fonda-

mentales, simplifié à la figure 1.1. Les quarks et les leptons ont un spin demi-entier ce qui

les classe parmi les fermions, alors que les autres ont un spin entier et donc sont catégorisés

comme des bosons. Les fermions sont associés à la matière tangible tandis que les bosons sont

les porteurs des différentes forces.

Comme tout de l’univers est un composé de particules élémentaires, tout phénomène peut

être simplifié en ses pièces minimales. Les éléments dit composites sont formés de fermions

mis en relations par les biais d’interactions, d’échanges de bosons. Ces interactions ont un

effet capital car elles modifient l’état des particules, qui conséquemment ne sont pas stables.

Dans ces conditions, les états en équilibre sont plutôt des composites résultant de constituants

en interaction. Ce sont des entités émergentes qui peuvent être parfaitement stables, ou bien

plus ou moins dépendamment de l’échelle de temps considérée. Parfois, leurs nouvelles pro-

priétés sont simplement celles des particules fondamentales avec une petite modulation alors

que dans d’autres cas, elles sont complètement modifiées et peuvent mener à l’apparition de

phénomènes disproportionnés.

Dans ce contexte, le concept de particule élémentaire devient parfois moins valide qu’une

combinaison de plusieurs éléments en un tout cohérent. Dans le domaine des matériaux et

de la matière condensée, on retrouve le concept des quasi-particules, qui décrivent des élé-

ments effectifs analogues aux particules mais dont les interactions avec le reste sont minimi-

sées. Quand leur temps de vie τ est infini, elles sont non-interagissantes et elles expriment

parfaitement l’état total du système. Quand τ est fini, les interactions effectives restantes font

éventuellement détériorer l’état, un processus appelé la décohérence.

Ainsi, même en connaissant parfaitement les caractéristiques fondamentales des plus pe-

tites unités d’univers, la richesse des interactions rend exponentiellement difficile la simulation

complète et exacte de phénomènes collectifs. Le concept de quasi-particule permet de simpli-

fier une échelle du problème en utilisant une représentation mieux adaptée. Lorsqu’on fait

entrer ces quasi-particules en interactions avec d’autres choses, il faut trouver les nouvelles

entités composites qui permettent de simplifier le problème. En appliquant cette logique à di-

verses échelles de grandeur, on peut alors concevoir d’une manière extrêmement simple une

situation impliquant une quantité de degrés de liberté abracadabrante. À chaque échelle, on

conceptualise simplement les entités effectives avec des nouvelles caractéristiques et proprié-

tés émergentes, ce qui permet de faire des prédictions simplifiées beaucoup plus aisément. La

science travaille à définir ces concepts, à les mesurer et à les combiner. À la figure 1.2, on illustre

que cette conception s’exprime dans les niveaux d’organisation de la vie. En science informa-

tique, on cherche à générer des simulations permettant de mieux comprendre et même prédire

l’information d’un système. Utiliser des modèles effectifs qui captent l’essence des interactions
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Fig. 1.2. Les niveaux d’organisation de la vie. À chacune des échelles, une nouvelle entité com-
posite agit comme un état stable, analogue au concept de quasi-particule. À l’échelle suivante,
plusieurs de ces entités en interaction mènent à une nouveau concept stable. Images obtenues
du site d’images libres de droit à la référence [2] sous la licence Pixabay.

en jeu est un concept qui revient fréquemment car il permet de réaliser des calculs hautement

complexes à moindre coût numériques et qui peuvent quand même reproduire l’essentiel des

phénomènes qu’on cherche à comprendre.

Dans cette thèse, nous nous en tenons à l’étude des niveaux d’organisation très bas. Nous

étudions les propriétés des quasi-électrons dans des matériaux périodiques cristallins formés

d’atomes. En incluant les interactions entre ces quasi-particules, nous investiguons un état ma-

croscopique dont les propriétés quantiques sont observables à des échelles macroscopiques: la

supraconductivité. Nous cherchons à comprendre en détail l’émergence de ces états ainsi que

leurs caractéristiques. Nous appliquons notre savoir à un matériau particulier: le ruthénate de

strontium.

1.1. Propriétés des matériaux

Au niveau des particules élémentaires et des atomes, c’est la théorie de la mécanique quan-

tique qui dicte les règles du jeu. L’équation de Schrödinger nous permet de prédire l’évolution

d’un système. Mathématiquement, c’est une équation aux valeurs propres de l’opérateur Ha-

miltonien Ĥ et ses solutions sont des configurations stables dans le temps, des états d’équilibre.

Dans le cas d’un matériau, les particules de bases considérées sont Nat noyaux atomiques ainsi

que Nel électrons, qu’on met en interaction. Ici, bien que les noyaux soient en réalité formés

d’une multitude de quarks interagissant via de nombreuses formes, ils sont déjà considérés
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comme des particules composites stables. Effectivement, au niveau d’un cristal, un noyau ato-

mique se comporte essentiellement comme une particule ponctuelle dont la charge électrique

est celle de l’ensemble de ses protons.

Si par simplicité on néglige la dépendance en spins des particules, l’équation de Schrödin-

ger pour une solutionΨ s’exprime comme

ĤΨ(R1, ...,RNat ;r1, ...,rNel ) = EΨ(R1, ...,RNat ;r1, ...,rNel ), (1.1)

avec E l’énergie de la solution et où on a explicité la dépendance de cette solution sur les posi-

tions des Nat noyaux et des Nel électrons. Une telle dépendance croît exponentiellement avec

le nombre de particules et la résolution en position, alors simplement emmagasiner en mé-

moire la fonction d’ondeΨ est habituellement inimaginable. Il faut nécessairement trouver un

moyen de simplifier cette équation pour la rendre résoluble.

D’abord, l’approximation de Born-Oppenheimer utilise le fait qu’un électron est environ

mille fois plus léger qu’un proton d’un noyau atomique [3]. Conséquemment, ils se déplacent

considérablement plus rapidement que les noyaux et même quand ces derniers bougent, les

électrons ont le temps de s’adapter à leur déplacement au fur et à mesure. De ce fait, on peut

découpler les degrés de liberté respectifs R et r . Les termes impliquant seulement les posi-

tions atomiques peuvent être exprimés comme les modes de vibrations des noyaux, qu’on peut

conceptualiser comme des particules bosoniques appelées phonons. Cependant, nous ne dis-

cuterons pas vraiment de ces derniers de manière quantitative dans la présente thèse. Nous

verrons comment les interactions entre les noyaux et les électrons, lorsqu’on peut négliger les

interactions électron-phonon, peuvent être intégrées aux degrés électroniques en les représen-

tant par un potentiel électrique effectif. Ainsi, on peut concentrer notre étude des propriétés

électroniques en ne considérant seulement que la fonction d’onde électroniqueΨe (r1, ...,rNel ).

Cette fonction d’onde est encore gigantesque. Rappelons qu’un gramme de substance

contient de l’ordre du nombre d’Avogadro d’électrons, soit environ 1023! Plutôt que de considé-

rer chacun des électrons indépendamment, on utilise un nouveau concept extrêmement puis-

sant: la symétrie. Les matériaux auxquels on s’intéresse ici sont des cristaux, des éléments ex-

trêmement symétriques. Effectivement, un cristal est défini comme un motif de base appelé la

maille élémentaire, qui est répétée à l’infini dans toutes les directions de manière périodique.

On montre en exemple le patron affiché à la figure 1.3. Ainsi, chaque point de l’espace peut

être ramené dans la maille élémentaire en utilisant les symétries de translation spatiale. Dans

ces conditions, le théorème de Bloch nous assure que l’effet du potentiel ionique périodique

sur les électrons est de moduler leurs propriétés ondulatoires, ce qui s’intègre parfaitement à la

conceptualisation de quasi-électron. C’est un principe extrêmement puissant et indispensable

pour réaliser des simulations numériques, car les cellules unitaires considérées ont souvent un

nombre raisonnable d’électrons, soit de l’ordre des dizaines.

4



Fig. 1.3. Motif répété périodiquement pour former un patron. Image obtenue de la réfé-
rence [4] sous la licence CC BY-SA 3.0.

Comme même un simple problème de mécanique classique impliquant trois corps est inso-

luble exactement [5], cette réduction du nombre de constituants d’un facteur 1021 n’est pas suf-

fisante pour rendre le problème trivial, bien loin de là. Lorsque les électrons sont peu interagis-

sants, il n’est pas nécessaire de scruter chaque paire d’interaction. Un méthode extrêmement

puissante consiste à représenter les interactions entre un électron et la moyenne de tous les

autres dans un potentiel effectif. La moyenne des électrons est appelée la densité électronique

ρ(r ) et constitue l’amplitude de probabilité qu’un électron soit à la position spatiale r . Elle est

définie dans la maille élémentaire et répliquée à travers le cristal. En solutionnant l’équation de

Schrödinger 1.1 avec ce potentiel, on trouve les niveaux d’énergie d’un quasi-électron dans le

système. Ces concepts sont à l’origine de la théorie de bandes et de la théorie de la fonctionnelle

de la densité (DFT), décrites dans la section 2.1. Dans la DFT, on démontre la fonction d’onde

électronique du niveau fondamental peut être exprimée comme une fonctionnelle de la densité

Ψe [ρ(r )] et ainsi uniquement dépendre d’une position cartésienne à trois dimensions, un objet

beaucoup plus simple que la fonction d’onde initiale Ψ. C’est une méthode auto-cohérente,

c’est-à-dire qu’on entre les paramètres initiaux du système et que l’algorithme converge itérati-

vement vers la solution. De plus, elle se base sur des principes premiers, ce qui signifie que les

paramètres initiaux sont fondamentaux. Dans ce cas-ci, ce sont essentiellement les positions

et les nombres de protons des noyaux. Cependant, bien que la DFT puisse en principe être

exacte, les fonctionnelles employées doivent toutes reposer sur des approximations pour être

calculables et les plus utiles sont uniquement valides pour les systèmes faiblement interagis-

sants. Comme nous sommes intéressés ici par les propriétés émergeant des fortes interactions

électroniques, nous la combinons à des méthodes à plusieurs corps.
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1.2. Interactions à plusieurs corps

Dans les matériaux dits fortement corrélés, les interactions entre les électrons sont si im-

portantes que les quasi-particules du système peuvent ne plus être simplement qu’un quasi-

électron avec des propriétés modulées. En un certain sens, ces quasi-particules préservent le

caractère quantique du système car elles sont formées de superpositions quantiques d’élec-

trons intriqués par leurs interactions. Ces systèmes sont ainsi communément appelés des ma-

tériaux quantiques et accueillent des phénomènes émergents fascinants. Par exemple, on peut

observer la transition de phase entre un métal et isolant selon la température, la séparation

de la charge et du spin électronique, ou bien l’apparition de nouvelles phases comme le pseu-

dogap. Dans cette thèse, le phénomène émergent qui nous intéresse est la supraconductivité

non-conventionnelle. Lorsqu’on comprend bien un matériau quantique, le but est de le repré-

senter simplement, puis de le mettre en interaction avec d’autres afin de faire apparaître de

nouvelles propriétés émergentes. Parmi leurs applications possibles, certains de ces matériaux

peuvent héberger des qubits, la généralisation quantique du bit informatique. Un des buts prin-

cipaux du domaine des matériaux quantiques est d’utiliser ces systèmes à l’intérieur de circuits

électroniques afin de concevoir des ordinateurs quantiques, comme celui affiché à la figure 1.4.

À la section 2.2, nous définissons ce qu’on entend par les interactions électroniques et dans

quelles circonstances elles se manifestent. Nous introduisons un modèle simple et extrême-

ment étudié dans le contexte des matériaux corrélés: le modèle de Hubbard, puis nous le gé-

néralisons aux modèles multi-orbitales. Malgré le fait que ce problème soit insoluble, il y a

plusieurs méthodes pour l’approcher et nous présenterons la théorie du champ moyen dyna-

mique (DMFT). La DMFT permet de calculer exactement les fortes corrélations locales sur les

Fig. 1.4. Ordinateur quantique de l’Espace IBM Q à l’Institut Quantique de l’Université de Sher-
brooke. Photo obtenue et recadrée de IBM Research.
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sites atomiques fortement interagissants. Au niveau des quasi-particules à un corps, les cor-

rélations sont capturées par la self-énergie qui introduit du même coup un temps de vie aux

quasi-particules. Lorsque les corrélations sont trop fortes et que le temps de vie devient nul, le

concept de quasi-particule s’effondre au sens d’un quasi-électron effectif et il faut étudier des

objets ayant des niveaux plus complexes d’organisation. Les objets de la prochaine échelle sont

les propagateurs à deux corps, qui résultent des interactions à deux corps contenues dans l’ob-

jet appelé le vertex. Lorsque la tendance à propager en paires est supérieure à celle de propager

individuellement, un effet d’avalanche mène à l’omniprésence cohérente de ces paires dans le

matériau, caractérisé par une transition de phase.

À la section 2.3, nous discutons du principe général des transitions de phase en physique. À

chaque nouvelle phase de la matière, un paramètre d’ordre décrit la brisure de symétries qu’un

état subit afin de s’ordonner et réduire son entropie. Nous donnons des exemples classiques

de phases comme les gaz, les liquides et les solides, mais également de la mise en ordre élec-

tronique comme le magnétisme, les ondes de charge, et bien entendu la supraconductivité.

Comme ces différents états ordonnés émergent du même mécanisme que sont les corrélations

électroniques, soit ils sont en compétition pour former l’état fondamental choisi par le sys-

tème, ou bien ils sont être en coexistence pour former un état mixte. Ainsi, en modifiant légère-

ment la composition ou les conditions environnantes des matériaux corrélés, on peut découvrir

de riches diagrammes de phases contenant une large gamme d’états ordonnés. On donne en

exemple le diagramme de phases des cuprates en fonction du nombre d’électrons à la figure 1.5.

Fig. 1.5. Diagramme de phases d’un matériau cuprate. Dépendamment du dopage, on obtient
une gamme étendue d’états ordonnés. Des antiferroaimants, de la supraconductivité (SC), ainsi
que d’autres types non-discutés dans la présente thèse. Ces états peuvent être en compétition
ou en coexistence. Image modifiée à partir de la référence [6] sous la licence CC BY-SA 3.0.
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1.3. Supraconductivité

Le phénomène de la supraconductivité est discuté au chapitre 3. Il y a plus de cent ans,

un état dont la résistivité électrique était totalement nulle a été découvert et rapporté par Ka-

merlingh Onnes, avec une figure de la résistance en fonction de la température similaire à celle

illustrée à la figure 1.6 a). Cette phase de la matière a alors été nommée supraconductivité

et ses propriétés ont fait miroiter une révolution technologique tout droit sortie de la science

fiction. Effectivement, les applications technologiques de la supraconductivité sont pratique-

ment surréalistes: le transport sans perte de l’électricité, la lévitation magnétique illustrée à la

figure 1.6 b) qui permettrait des trains lévitant à grandes vitesses et à faible coût, la production

de forts champs magnétiques nécessaire aux appareils d’imagerie par résonance magnétique,

les ordinateurs quantiques, et bien plus encore. Ces applications ont depuis été développées,

mais sont très rares et coûteuses. La raison est que malgré la découverte d’une quantité extra-

ordinaire de matériaux supraconducteurs, leurs propriétés restent difficiles à exploiter. Parmi

les conditions contraignant l’émergence de la supraconductivité, les températures auxquelles

on observe le phénomène sont typiquement extrêmement basses et nécessitent l’utilisation

d’hélium liquide. À la section 3.1, nous faisons un survol historique des différents types de su-

praconductivité.

La température de transition à laquelle un état dit normal devient supraconducteur est ap-

pelée température critique supraconductrice (TC ). Depuis la découverte du premier matériau

de ce genre, les expérimentateurs, expérimentatrices, théoriciennes et théoriciens ont travaillé

de concert afin de chercher un moyen d’augmenter la TC maximale. L’approche théorique a

Fig. 1.6. a) Transition supraconductrice typique. À la température critique TC , la résistance
électrique devient complêtement nulle. Pour un exemple, voir le graphique original du premier
état supraconducteur rapporté dans la référence [7]. b) Prototype miniature de train à lévitation
magnétique de l’Université de Sherbrooke. Ce dernier utilise des supraconducteurs à haute
température. Image modifiée de la référence [8].
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pour but de comprendre si bien les conditions d’émergence qu’on arrive à prédire les proprié-

tés mesurables, notamment la TC . L’objectif est de guider les expériences vers les matériaux

ayant le meilleur potentiel avant même de devoir établir les protocoles de leur synthèse. Pour ce

faire, il faut être en mesure de décrire quantitativement, pour tout matériau, le mécanisme d’ap-

pariement microscopique qui permet d’apparier deux fermions en un boson composite qu’on

appelle une paire de Cooper.

La première classe à avoir été découverte est nommée la supraconductivité conventionnelle

et émerge des interactions entre les électrons et les vibrations du système, le couplage électron-

phonon. Elle est discutée à la section 3.2. Ce type de supraconductivité est excessivement bien

compris grâce à la théorie de Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) [9] et se retrouve dans bon

nombre de métaux lorsque l’on abaisse suffisamment la température. Comme l’effet de cette

interaction est d’attirer les électrons, elle génère un paramètre d’ordre relativement simple et

uniforme à travers tous les matériaux de cette classe. Le problème avec la supraconductivité

conventionnelle est qu’elle apparaît typiquement, soit à des températures cryogéniques, soit à

des pressions de l’ordre de celle au centre de la Terre, tel qu’on en discute au chapitre 4.

Les autres classes de supraconducteurs ont été découvertes bien après et sont classées par

leur composition atomique. On y retrouve les fermions lourds, les supraconducteurs orga-

niques, les cuprates, les supraconducteurs à base de fer, et bien plus [10]. On les regroupe

comme les supraconducteurs non-conventionnels car leur mécanisme d’appariement est pré-

sumé comme totalement différent de celui des supraconducteurs conventionnels. Dans plu-

sieurs des cas, l’appariement serait un résultat des corrélations électroniques, bien plus com-

plexe que le couplage électron-phonon et donnant lieu à des paramètres d’ordre hautement

plus compliqués. Ces matériaux ont toutefois des propriétés remarquables et parfois des

TC pouvant potentiellement atteindre des températures terrestres, également discuté au cha-

pitre 4. Dans la section 3.3, nous nous intéressons au mécanisme d’échange de fluctuations

de spin et de charge et à ses conséquences sur le paramètre d’ordre. Comme il découle des

interactions entre les électrons eux-mêmes, il dépend de manière cruciale de la structure des

électrons, qui elle-même est difficile à obtenir. Ainsi, faire des prédictions grâce à des simu-

lations numériques pour ces matériaux est encore extrêmement difficile et nécessitera encore

beaucoup d’efforts scientifiques.

1.4. Ruthénate de strontium

Connu comme la formule chimique Sr2RuO4, le ruthénate de strontium (SRO) possède la

même structure cristalline que les supraconducteurs à haute température à base de cuivre. Il

est le supraconducteur non-conventionnel dont l’état normal est le mieux compris. Comme

son critère de pureté pour l’observation de supraconductivité est le plus strict de tous les ma-

tériaux connus [11], son étude a motivé la croissance de cristaux uniques extrêmement purs
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par la méthode de la zone fondue [12]. La grande majorité des sondes expérimentales dévelop-

pées à ce jour ont été utilisées sur lui. Cependant, alors que son état normal est complètement

compris, son état supraconducteur ne l’est pas encore et continue de motiver l’amélioration

des techniques expérimentales et des méthodes théoriques [13]. Malgré des avancées épous-

touflantes dans les dernières années, une information aussi élémentaire que la symétrie de son

paramètre d’ordre est contestée.

La section 3.4 est réservée à ce matériau. D’abord, on présente l’état des connaissances de

son état normal, puis on revient sur les résultats expérimentaux dans son état supraconducteur

jugés les plus importants. Finalement, on présente les propositions dominantes de la littérature

quant à la symétrie de son paramètre d’ordre. Les articles scientifiques que nous avons publiés

sur le sujet sont ajoutés dans les chapitres des articles A1, A2 et A3.
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Chapitre 2

Transition de phase de l’état normal

L’un des premiers concepts qu’on apprend en science est les différents états ou phases de la

matière. On nous présente l’exemple de l’eau, un liquide, qui lorsqu’on le refroidit peut devenir

de la glace, un solide, ou bien lorsque chauffé devient de la vapeur, un gaz. À pression ambiante,

le changement d’un état à un autre se fait de manière abrupte, à une température bien précise.

On appelle ce phénomène une transition de phase et il se traduit par une réduction du désordre

du système, aussi connu sous le nom d’entropie, lorsque la température est abaissée. Éventuel-

lement, on apprend qu’il y a une quatrième phase de la matière lorsqu’on augmente encore

plus la température: le plasma. La figure 2.1 illustre différentes phases que l’on peut observer

en fonction de la température. Plus on descend en température, plus les états sont ordonnés et

plus l’entropie est faible.

En physique du solide, on se concentre sur les phases solides qu’on retrouve à de basses

températures dans ce spectre. Elles sont distinctes du fait que leurs atomes sont plutôt fixes

les uns par rapport aux autres. Toutefois, il y a des phases qu’on peut retrouver à plus basses

températures que le simple solide. Effectivement, bien que les atomes soient déjà ordonnés

dans un solide, on peut réduire encore plus l’entropie du système en ordonnant également les

Fig. 2.1. Différentes phases de la matière s’observent à pression fixe lorsqu’on fait varier la tem-
pérature. De gauche à droite, un état magnétique, un solide paramagnétique, un liquide, un gap
puis un plasma.



électrons. Ainsi, les interactions entre les électrons peuvent favoriser l’émergence de nouveaux

états ordonnés comme le magnétisme, la modulation de la charge ou bien, plus particulière-

ment dans cette thèse, la supraconductivité.

À cause de l’immense complexité des phases supraconductrices, les simuler numérique-

ment à partir d’équations physiques est extrêmement difficile. Par contre, l’état solide duquel

elle émerge est beaucoup plus simple, étant donné l’existence de nombreuses méthodes em-

ployant des approximations mieux adaptées à des électrons non-ordonnés. On appelle la phase

précédant la mise en ordre supraconductrice l’état normal et c’est de lui que démarre la transi-

tion de phase lorsqu’on abaisse la température. Dans les matériaux corrélés, la supraconducti-

vité est censée émerger des fortes corrélations électroniques, il est donc primordial de débuter

avec une description correcte du comportement des électrons dans l’état normal. Cependant,

incorporer ces corrélations est en soi un défi de taille, même au niveau de l’état normal.

À la section 2.1, nous présentons la théorie de bandes afin de caractériser un état normal ap-

proximatif. Notre méthode d’intérêt principal est la DFT, qui réussit à simplifier la difficulté du

problème en passant par un système auxiliaire non-interagissant, mais du même coup néglige

les fortes corrélations électroniques qui nous intéressent. Pour mieux traiter les corrélations,

nous discutons de comment projeter la structure de bandes résultante de la DFT sur un mo-

dèle d’orbitales localisées, car c’est une base mieux adaptée pour traiter les fortes interactions

locales. Également, nous introduisons le couplage spin-orbite (SOC) et expliquons comment le

traiter dans une base pseudospin.

À la section 2.2, nous introduisons le traitement des fortes interactions entre électrons.

Lorsque les électrons sont fortement liés à leur atome, ils sautent rarement d’un site à l’autre

par l’entremise du recouvrement entre les orbitales. Lorsque deux électrons se retrouvent sur

un même site, ils ont de la difficulté à s’éviter et interagissent fortement via la répulsion coulom-

bienne. Le plus simple modèle caractérisant ce genre d’interactions est le modèle de Hubbard,

largement étudié dans le contexte des cuprates fortement corrélés. Il peut être généralisé aux

systèmes à plusieurs orbitales comme le SRO ou les supraconducteurs à base de fer. Nous pré-

sentons la DMFT comme méthode pour approcher la résolution de ces modèles. Cette dernière

consiste à projeter le réseau étudié sur un modèle d’impureté locale connectée à un bain effectif

d’électrons via une fonction d’hybridation dynamique. Ainsi, on arrive à capter toute la dépen-

dance en temps des interactions locales. On peut également unir cette méthode à la DFT afin

de produire une procédure de simulation des matériaux corrélés basée sur une approche par

principes premiers. Également dans cette section, nous introduisons l’utilité des propagateurs

à deux corps à travers la théorie des fluctuations de spin et de charge. Cette dernière formalise

l’interaction effective à deux corps comme l’échange de fluctuations électroniques.

Finalement, on discute plus formellement dans la section 2.3 de comment définir une tran-

sition de phase. À chacune des transitions réduisant l’entropie, un état voit certaines de ses

symétries se briser afin d’augmenter l’ordre global du système. Ces brisures sont explicitement
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caractérisées par un paramètre d’ordre qui se développe leur de la transition. On donne des

exemples dans les cas connus comme les gaz, les liquides, les solides et les plasmas, puis les

ordres électroniques comme les ondes de densité de charge, de spin et les supraconducteurs.

2.1. Structure de bandes par principes premiers

En physique quantique, les niveaux d’énergie liés sont quantifiés. L’un des exemples phares

de ce principe est l’atome d’hydrogène libre, dans lequel les niveaux d’énergie sont quanti-

fiés par couche électronique n comme En = −EI
n2 où E I est l’énergie d’ionisation du premier

niveau. Similairement, lorsqu’on étudie la molécule de dihydrogène H2 avec un électron du

premier niveau par hydrogène, on réalise qu’individuellement ces électrons ont la même éner-

gie, mais que l’interaction entre les systèmes mène à un couplage qui lève la dégénérescence.

Les nouveaux états stables sont un état liant les deux molécules avec l’électron sur le lien, et un

état anti-liant qui se localise sur les atomes. La théorie des bandes est une extrapolation de ce

concept à des cristaux.

Formellement, la fonction d’onde électronique totale du système Ψe (r1, ...,rNel ) discutée à

la section 1.1 est une solution de l’équation de Schrödinger. Conséquemment, elle satisfait−
Nel∑

e

ħ2∇∇∇2
e

2m︸ ︷︷ ︸
T̂

+
Nel∑

e
v(re )︸ ︷︷ ︸
V̂

+ ∑
e1<e2

q2

|re1 − re2 |︸ ︷︷ ︸
Û

Ψe (r1, ...,rNel ) = EΨe (r1, ...,rNel ) (2.1)

avec E son énergie, ħ la constante de Planck, q la charge électronique et m la masse électro-

nique. Pour Nel > 1, cette équation est extrêmement difficile à solutionner exactement à cause

du terme en q2 qui couple les électrons entre eux. De ce fait, Ψe ne peut à priori pas être sim-

plifiée et la taille de la mémoire requise pour l’emmagasiner croît exponentiellement avec Nel .

Il faut nécessairement employer des méthodes pour simplifier ce problème.

Si les électrons n’interagissent pas beaucoup entre eux, on peut considérer chaque électron

comme indépendant et évoluant dans un potentiel électrostatique périodique v(r ). Dans ce

cas, l’équation de Schrödinger s’écrit[
−ħ2∇∇∇2

2m
+ v(r )

]
ψν(r ) = ενψν(r ), (2.2)

pour la solution ν d’énergie εν, avec ψν(r ) la fonction d’onde associée. Comme les particules

sont indépendantes dans cette formulation, la fonction d’onde peut être exprimée comme un

produit de fonctions d’onde indépendantes. Cependant, pour respecter la nature fermionique

des électrons, une conséquence du principe d’exclusion de Pauli, il faut que la fonction d’onde

totale soit anti-symétrique sous l’échange de deux électrons. Une manière simple de satisfaire
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cette condition est d’exprimerΨe comme un déterminant de Slater, soit

Ψe (r1, ...,rNel ) = 1√
Nel !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(r1) ψ2(r1) ... ψNel (r1)

ψ1(r2) ψ2(r2) ... ψNel (r2)
...

...
. . .

...

ψ1(rNel ) ψ2(rNel ) ... ψNel (rNel )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.3)

Dans le cas des cristaux parfaits, un patron minimal reproduit périodiquement jusqu’à l’in-

fini permet de construire l’entièreté du réseau formant le matériau. Ce patron minimal est ap-

pelé la maille élémentaire et le théorème de Bloch nous démontre que la fonction d’onde d’un

électron indépendantψν(r ) dans un potentiel périodique est une onde plane modulée par une

fonction ayant la même périodicité que le réseau. Ainsi, la fonction d’onde électronique to-

tale d’un système d’électrons non-interagissantsΨe (r1, ...,rNel ) peut être exprimée à partir des

N électrons de la maille élémentaire. Le théorème montre que les électrons des autres cel-

lules auront simplement une phase additionnelle dépendant du vecteur d’onde k , un nombre

quantique résultant de la périodicité parfaite et décrivant l’impulsion d’un électron. Ce vecteur

d’onde est défini dans la zone de Brillouin de l’espace réciproque et, avec l’autre nombre quan-

tique de bande ν, l’ensemble des solutions s’appelle la structure de bandes du système. Pour

chaque vecteur d’onde k de la zone de Brillouin, il existe une succession de solutions ordon-

nées en énergie par indice de bande ν. En échantillonnant la zone de Brillouin selon un chemin

passant par des points de haute symétrie, on peut afficher la structure de bandes d’un matériau

comme c’est fait à la figure 2.2 a) pour le silicium cristallin.

Une bande remplie représente un électron de chaque spin possible dans la maille élémen-

taire, alors un point de la structure de bande représente 2/Nk électrons avec Nk le nombre de

Fig. 2.2. a) Exemple de structure de bandes caractérisant le silicium cristallin. Image modifiée
à partir d’un tutoriel du projet ABINIT [1] la référence [2]. b) La densité d’états associée à une
structure de bandes permet de définir si un matériau est un métal, un semi-métal, un semi-
conducteur ou un isolant. Image obtenue de la référence [3] sous la licence CC0 1.0.
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points k . La densité d’états est proportionnelle aux nombres d’états d’une énergie donnée. On

remplit la structure de bandes en s’assurant qu’on occupe le bon nombre d’état, correspondant

au nombre d’électrons du système. À température nulle, le dernier état occupé a une énergie

appelée énergie de Fermi. À température finie, l’occupation d’un état est donnée par la distri-

bution de Fermi-Dirac de son énergie par rapport à l’énergie de Fermi. Un des grands succès

de la théorie des bandes a été de réussir à prédire la métallicité de matériaux simples. Les dif-

férentes catégories d’états sont illustrées à la figure 2.2 b). Si l’énergie de Fermi traverse une

bande, ou bien si la densité d’états au niveau de Fermi est grande, on a un métal bon conduc-

teur. Si elle est nulle, mais qu’il y a des états disponibles à des énergies infinitésimales autours,

on a un semi-métal. S’il n’y a aucun état autour de l’énergie de Fermi mais qu’il y en a suf-

fisamment proche pour que l’occupation thermique les occupent, on a un semi-conducteur.

S’il n’y a aucun état autour ni proche, ni relativement loin, alors on a un isolant électrique. Par

contre, négligeant le SOC, comme une bande peut accueillir deux électrons, alors un nombre

impair d’électrons dans un système devrait toujours donner un métal. Ce n’est pas toujours le

cas dans les matériaux corrélés, notamment.

Le problème dans le formalisme énoncé est que nous ne considérons que les systèmes

d’électrons non-interagissants, alors que nous sommes justement intéressés à l’effet des cor-

rélations électroniques. À la section 2.1.1, nous présentons la DFT, une méthode excessivement

populaire et efficace d’obtenir des structures de bandes pour des matériaux réalistes. Plutôt que

d’utiliser la fonction d’onde du niveau fondamentalΨ0(r1, ...,rNel ), la DFT exprime son énergie

comme une fonctionnelle de sa densité électronique ρ0(r ). Cette dernière ne dépend que de

la position r et ainsi, est manifestement plus simple à manipuler. Également, la DFT trans-

forme le problème interagissant de l’équation 2.1 vers un système effectif de particules non-

interagissantes qui produisent la même densité ρ0, mais qui sont excessivement plus simples

à solutionner. Ainsi, la formulation de la DFT a permis de calculer des structures de bandes en

incluant une partie des interactions électroniques et ce, sur des ordinateurs personnels, ce qui

a grandement démocratisé la simulation de matériaux.

Toutefois, la DFT ne fonctionne plus adéquatement quand il y a trop de corrélations élec-

troniques. En prévision de méthodes traitant les corrélations locales sur les atomes corrélés,

nous présentons à la section 2.1.2 le processus de repliement dimensionnel d’un Hamiltonien

DFT sur une base d’orbitales localisées. À la section 2.1.3, nous ajoutons l’interaction du cou-

plage spin-orbite qui est nécessaire pour décrire correctement le comportement des électrons

affectés à des atomes ayant de grands nombres atomiques. Ce couplage mélange les nombres

quantiques électroniques de moment cinétique orbitale avec ceux de spins. Nous expliquons

l’impact du SOC sur les électrons d d’un atome comme le ruthénium et introduisons le concept

de pseudospin qui découle du principe d’addition de moments cinétiques.
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Fig. 2.3. Évolution approximative de la quantité d’articles publiés utilisant la DFT par année.
Pour les données exactes, consulter la référence [4].

2.1.1. Théorie de la fonctionnelle de la densité

Depuis sa formulation initiale [5], la DFT n’a cessé de croître en popularité. De par sa sim-

plicité, son universalité ainsi que son utilité omniprésente permettant la simulation numérique

d’une variété immense de systèmes physiques, le nombre d’articles publiés utilisant cette mé-

thode n’arrête plus d’augmenter, tel que l’illustre la figure 2.3. C’est également une méthode de

choix en chimie quantique [6]. Ainsi, de nombreux excellents ouvrages ont maintes et maintes

fois expliqués la DFT et nous conseillons aux personnes intéressées d’y jeter un oeil [7, 8, 9].

Théorème de Hohenberg-Kohn. — La DFT permet de solutionner simplement l’équation 2.1,

mais dans la pratique il est préférable de ne pas l’utiliser pour les systèmes possédant de fortes

corrélations électroniques. Pour ce faire et comme son nom l’indique, elle utilise la densité

électronique du niveau fondamental ρ0 plutôt que la fonction d’onde. C’est un peu contre-

intuitif étant donné que la densité est donnée par

ρ0(r ) = Nel

∫
d 3r2...

∫
d 3rNel Ψ

∗
0 (r ,r2, ...,rNel )Ψ0(r ,r2, ...,rNel ) (2.4)

et est donc définitivement simplifiée par rapport à la fonction d’onde. Pourtant, le théorème

de Hohenberg-Kohn (HK) démontre que la fonction d’onde électronique non-dégénérée du ni-

veau fondamental est une fonctionnelle unique de la densité, c’est-à-dire que Ψ0(r1, ...,rNel ) =
Ψ0[ρ0(r )] [10]. Conséquemment, la valeur attendue d’un observable Ô mesuré dans l’état fon-

damental est aussi une fonctionnelle de la densité étant donné que

O0 = 〈Ψ0|Ô|Ψ0〉 =O[ρ0(r )]. (2.5)
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L’observable le plus important est l’énergie du niveau fondamental E0[ρ0], car le théorème re-

pose sur le fait que, pour un potentiel externe v(r ), la densité ρ0 minimise l’énergie tel que

E [ρ0, v] ≤ E [ρ′, v] (2.6)

où ρ′ est une densité quelconque. Ainsi, on peut utiliser un principe variationnel de minimisa-

tion de l’énergie du système afin de trouver la densité qui décrit l’état fondamental électronique

et donc la fonction d’ondeΨ0.

Un autre point important du théorème de HK est que comme la partie cinétique T̂ et les

interactions électroniques Û dans l’équation 2.1 sont indépendantes du potentiel externe v(r ),

elles constituent des fonctionnelles universelles de la densité F [ρ] ≡ T [ρ]+U [ρ]. Le partie pro-

venant des interactions ioniques est clairement dépendante du système, mais peut être simple-

ment exprimée lorsque le système est connu. On trouve finalement

E [ρ, v] = F [ρ]+
∫

d 3r ρ(r ) v(r ). (2.7)

Une fois qu’on a trouvé la densité de l’état fondamental, on peut calculer tous les obser-

vables qui en dépendent. On peut également faire varier le potentiel externe afin de trouver la

configuration des atomes qui minimisent l’énergie. Par exemple, prenons v(r ) qui dépend d’un

paramètre de maille a de la maille élémentaire. On peut faire varier a pour trouver la valeur qui

minimise l’énergie. Similairement, on est en mesure de trouver la vraie symétrie de la maille

élémentaire, sa taille et ses distributions de charge. Avec les variations de l’énergie par rapport

aux paramètres de mailles, on peut calculer des compressibilités, des dispersions de phonons

ou bien des modules de Young. En comparant les énergies totales du solide avec les consti-

tuants individuels, on peut calculer l’énergie de dissociation. En ajoutant ou en enlevant un

électron au système, on peut obtenir l’affinité électronique ainsi que les énergies d’ionisation.

La DFT ne manque certainement pas d’observables à comparer avec l’expérience, et c’est

pourquoi elle est si populaire: elle donne de très bons résultats! En principe, on peut calculer

tous les observables qui dépendent du niveau fondamental parce que selon le théorème de HK,

ils sont tous des fonctionnelles de sa densité électronique. En pratique, on ne sait pas exacte-

ment comment tous les relier à la densité. Une autre difficulté est la minimisation de l’énergie,

mais le réel défi est de savoir quelles sont les fonctionnelles universelles. Il y a énormément de

fonctionnelles différentes sur le sujet et nous n’entrerons pas dans ces détails, mais nous vous

invitons à vous informer sur les différences entre les fonctionnelles avant d’en choisir une pour

une simulation.

Équations de Kohn-Sham. — Maintenant, pour tirer profit au maximum du théorème de

HK, nous voulons obtenir une théorie effective à un corps. En représentant correctement les

fonctionnelles universelles T [ρ] et U [ρ] à travers une fonctionnelle d’échange et corrélations,
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on peut incorporer les effets à plusieurs corps provenant des interactions électroniques à tra-

vers une approche effective à un corps. Pour ce faire, il faut d’abord décomposer la partie ciné-

tique T [ρ] en une composante qui décrit la cinétique de particules non-interagissantes Ts[ρ], s

pour un seul électron, de l’anglais single electron. Le reste est inclus dans une partie corrélation

Tc [ρ]. La partie non-interagissante peut être exprimée en termes d’orbitales à une particule

φe (r ) d’un système non-interagissant avec une densité ρ comme

Ts
[
{φe [ρ]}

]=− ħ2

2m

Nel∑
e

∫
d 3r φ∗

e (r )∇∇∇2φe (r ). (2.8)

C’est simplement la somme des contributions cinétiques de toutes les contributions indivi-

duelles. Ensuite, la fonctionnelle de répulsion coulombienne U [ρ] peut également être décom-

posée en UH [ρ] l’énergie de Hartree et U [ρ]−UH [ρ]. L’énergie de Hartree est donnée par

UH [ρ] = q2

2

∫
d 3r

∫
d 3r ′ ρ(r )ρ(r ′)

|r − r ′| ≡ 1

2

∫
d 3r vH (r )ρ(r ) avec vH [ρ](r ) ≡ q2

∫
d 3r ′ ρ(r ′)

|r − r ′| ,
(2.9)

qui est simplement l’énergie d’interaction électrostatique de la densité de charge ρ(r ) et où on

a défini le potentiel de Hartree vH [ρ](r ). On se retrouve avec

E [ρ] = T [ρ]+U [ρ]+V [ρ] = Ts[ρ]+UH [ρ]+Tc [ρ]+U [ρ]−UH [ρ]︸ ︷︷ ︸
Exc [ρ]

+V [ρ] (2.10)

où on a défini l’énergie d’échange et corrélation Exc . Le théorème de HK nous assure que c’est

également une fonctionnelle de ρ. Il n’y a pas d’expression générale explicite connue pour Exc

en terme de la densité ou des orbitales, toutefois il y a différentes manières de l’approcher: la

méthode variationnelle, probabilistique, au-delà de l’approche de champ moyen ou bien par

les trous d’échange-corrélation [7].

À présent, il faut minimiser l’expression pour l’énergie par rapport à la densité. Comme la

solution E [ρ0] est un minimum, on a

0 = δE [ρ]

δρ(r )

∣∣∣∣
ρ(r )=ρ0(r )

=

δTs[ρ]

δρ(r )
+ δV [ρ]

δρ(r )︸ ︷︷ ︸
v(r )

+ δUH [ρ]

δρ(r )︸ ︷︷ ︸
vH (r )

+ δExc [ρ]

δρ(r )︸ ︷︷ ︸
vxc (r )


∣∣∣∣
ρ(r )=ρ0(r )

. (2.11)

Sous cette forme, on retrouve le potentiel externe v(r ), de Hartree vH (r ) ainsi que celui

d’échange-corrélation défini par vxc (r ) ≡ δExc [ρ]
δρ(r ) qui dépend du choix de fonctionnelle Exc .

Considérons à présent un système non-interagissant de particules qui se déplacent dans

un potentiel vs(r ). Il n’y a ni terme de Hartree, ni d’échange et corrélation. En minimisant

similairement, on trouve

0 = δEs[ρ]

δρ(r )

∣∣∣∣
ρ(r )=ρ0,s (r )

=
[
δTs[ρ]

δρ(r )
+ δVs[ρ]

δρ(r )

]∣∣∣∣
ρ(r )=ρ0,s (r )

=
[
δTs[ρ]

δρ(r )
+ vs(r )

]∣∣∣∣
ρ(r )=ρ0,s (r )

(2.12)
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où ρ0,s est la densité non-interagissante. En comparant les équations 2.11 et 2.12, on trouve que

la minimisation mène à la même solution ρ0(r ) = ρ0,s(r ) si

vs[ρ](r ) = v[ρ](r )+ vH [ρ](r )+ vxc [ρ](r ). (2.13)

En d’autres mots, on peut calculer la densité d’un système de particules interagissantes dans

un potentiel v(r ) en solutionnant les équations d’un système non-interagissant décrit par le

potentiel vs(r ). En particulier, l’équation de Schrödinger de ce système de particules auxiliaires

s’exprime comme celle d’une particule libre, c’est-à-dire[
−ħ2∇∇∇2

2m
+ vs(r )

]
φe (r ) = εeφe (r ). (2.14)

Elle donne des solutions orbitales φe (r ) qui reproduisent la densité ρ(r ) du système originel,

ρ(r ) = ρs(r ) =
Nel∑

e
fe |φe (r )|2 avec fe = 1

e(εe−εF )/kB T +1
(2.15)

où fe est l’occupation de l’orbitale e. Comme on a affaire à des fermions, l’occupation est don-

née par la distribution de Fermi-Dirac avec kB la constante de Boltzmann, T la température du

système et εF l’énergie de Fermi. Cette dernière est fixée de sorte qu’on retrouve le bon nombre

d’électrons dans le système et donc que la condition suivante est respectée:

Nel =
∫

d 3r ρ(r ). (2.16)

Voici donc le pouvoir de la DFT: on remplace le problème de trouver l’énergie de l’état fon-

damental E [ρ0] d’un système de particules interagissantes par celui de résoudre plusieurs équa-

tions de Schrödinger chacune à une particule non-interagissante auxiliaire. Ne nous faisons pas

trop d’illusions: ce nouveau problème reste complexe car il est non-linéaire. Effectivement, le

Fig. 2.4. Boucle d’auto-cohérence de la DFT telle que décrite dans le texte.
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potentiel de Hartree vH et celui d’échange et corrélation vxc dépendent de la densité ρ, qui dé-

pend des orbitales φe , qui dépendent du potentiel non-interagissant vs , qui lui même dépend

de vH et vxc . La procédure pour le résoudre est la suivante et est schématisée à la figure 2.4.

On commence avec une densité test ρ, qui nous permet de calculer les potentiels d’Hartree et

d’échange et corrélation qui construisent le potentiel effectif à une particule vs[ρ](r ). Avec ce

dernier, on solutionne l’équation de Schrödinger du système non-interagissant 2.14 afin d’ob-

tenir les orbitales et les valeurs propres associées {φe ,εe }, qui produisent une nouvelle densité

électronique ρ. On répète jusqu’à convergence, appelée une procédure auto-cohérente.

Pour arrêter la procédure, on peut utiliser plusieurs critères de stabilité dépendamment de

ce qu’on désire calculer. Les options typiquement utilisées sont l’énergie totale du système

non-interagissant Es , la densité ρ(r ), les fonctions d’onde à une particule φe , le potentiel vs[ρ]

ou bien les forces sur les atomes, dont on n’a pas parlé ici.

Une fois qu’on a la densité convergée ρ0, l’état fondamental est connu et on peut calculer

des observables. Par contre, il faut faire attention de ne pas confondre les observables du sys-

tème non-interagissant effectif avec ceux du système réel. Par exemple, l’énergie du système

non-interagissant est donnée par Es =∑Nel
e εe , alors que celle du système interagissant est

E0 = Es − q2

2

∫
d 3r d 3r ′ρ0(r )ρ0(r ′)

|r − r ′| −
∫

d 3r vxc (r )ρ0(r )+Exc [ρ0]. (2.17)

Il est également important de noter que les valeurs propres εe sont des artefacts de la méthode

et que seulement la densité électronique n’a de véritable interprétation physique. Toutefois,

elles sont souvent proches des véritables valeurs propres de la structure de bandes du système

et on les interprète communément comme telles [7].

2.1.2. Replis dimensionnel sur un espace d’orbitales localisées

Pour les matériaux dont les électrons sont fermement fixés à leur atome, le modèle de liai-

sons fortes capture bien la physique donnant lieu à la structure de bandes. Une explication

de l’importante localisation de ces électrons est donnée à la section 2.2.1. Dans ces cas-là, les

électrons d’un atome ont peu d’interaction avec les états électroniques et les potentiels des

atomes directement voisins. Conséquemment, la fonction d’onde de l’électron est plutôt simi-

laire à une orbitale atomique qu’aurait l’atome s’il était libre, qui est fortement localisée dans

l’espace.

Les solutions ψ d’un électron unique dans le potentiel électrostatique radial d’un atome

isolé de type hydrogénique sont données en fonction de la distance radiale r et deux angles θ

et φ. On a

ψn,l ,m(r,θ,φ) = Rn,l (r )Yl ,m(θ,φ) (2.18)

où Rn,l (r ) est la partie radiale qui dépend d’un polynôme de Laguerre et Yl ,m(θ,φ) est la par-

tie angulaire exprimée comme une harmonique sphérique. Ces solutions dépendent de trois

22



nombres quantiques. Comme le potentiel est centrosymétrique, l’énergie est uniquement dé-

pendante de n qui la quantifie comme En =−EI
n2 avec E I l’énergie d’ionisation de l’atome d’hy-

drogène. On a également l , le moment cinétique orbital de l’électron, et m, sa projection le

long d’un axe. Dans le cas libre, les solutions ayant la même valeur de n ont toutes la même

énergie En . Plutôt que d’utiliser par exemple l = 0, l = 1, l = 2, l = 3, on utilise typiquement la

terminologie qu’une orbitale est de type s, p, d et f , respectivement. La figure 2.5 a) montre en

exemple quelques-unes de ces solutions ainsi que leur distribution spatiale relative.

Lorsque les atomes sont isolés, ils remplissent leurs niveaux de plus basses énergies. Les

derniers électrons occupent la couche de valence. Lorsqu’ils font partie d’un cristal, ils mini-

misent l’énergie totale du système en partageant ces derniers électrons pour remplir les niveaux

de plus basses énergies globaux. La dernière bande occupée d’une structure de bandes s’ap-

pelle bande de valence pour cette raison et ce sont ses électrons qui contribuent à la plupart de

phénomènes car ils sont plus facilement excitables. En d’autres mots, l’énergie de ces électrons

est proche de l’énergie de Fermi εF et donc ils ne sont pas complètement occupés.

Comme les électrons de ces systèmes sont fortement liés à leur atome, la quasi-totalité des

déplacements électroniques se font via des atomes voisins. Or la disposition des voisins vient

briser la symétrie radiale de l’atome libre et les électrons vont favoriser des sauts entre des états

dont les distributions se recouvrent. On appelle cette interaction le champ cristallin et en bri-

sant la symétrie angulaire de l’atome libre, il devient préférable d’utiliser les harmoniques sphé-

riques réelles plutôt que les Yl m générales. Par exemple pour des électrons d , les harmoniques

Fig. 2.5. a) Solutions de l’atome d’hydrogène en fonction des deux nombres quantiques: n pour
les rangées et l pour les colonnes. On y voit également la distribution spatiale relative, si on
compare deux distributions. Les couleurs vont de bleu (−1) à jaune (+1). Image obtenue de la
référence [11] sous la licence CC BY-SA 4.0. b) Exemple d’orbitales utilisées dans un modèle de
liaisons fortes pour le plan ruthénium-oxyde dans le ruthénate de strontium. Image obtenue
de la référence [12] sous la licence CC BY 3.0.
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réelles sont obtenues en faisant la transformation suivante:

|z2〉 = |Lz = 0〉, |y z〉
|zx〉 =

[ ip
2

ip
2

ip
2

−ip
2

]
|Lz =−1〉
|Lz =+1〉 ,

|x y〉
|x2 − y2〉 =

[ 1p
2

−1p
2

1p
2

1p
2

]
|Lz =−2〉
|Lz =+2〉 .

(2.19)

Nous référons à ces états comme la base des orbitales.

En analysant bien la composition de la bande de valence, on peut sélectionner un nombre

minimal d’orbitales qui représentent bien la physique d’un système fortement lié. On appelle

ce modèle d’orbitales localisées un modèle de liaisons fortes. Tel qu’expliqué en détails dans la

référence [13], en utilisant les fonctions d’onde de ces orbitales {|χR
o 〉} avec R la position d’un

atome lié et o ≡ (n,l ,m) les trois nombres quantiques des électrons considérés, on peut projeter

l’Hamiltonien de KS résultant de la DFT sur le modèle de liaisons fortes désiré. On a

[HK S]RR ′
oo′ (k) =∑

ν

〈χR
o |φνk〉ενk〈φνk |χR ′

o′ 〉 (2.20)

avec |φνk〉 la solution de l’équation de KS associée à la valeur propre ενk pour la bande µ et le

vecteur d’onde k .

Par exemple, à la figure 2.5 b), on voit une représentation imagée d’un modèle de liaison

forte pour le ruthénate de strontium, qui sera étudié plus en détails plus loin dans cette thèse.

Les électrons du niveau de Fermi sont les électrons 4d du ruthénium ainsi que les électrons 2p

de l’oxygène. Leur hybridation permet aux électrons de se déplacer dans le plan de ruthénium-

oxyde. Cependant, à cause du champ cristallin, les électrons 4d ne sont plus dégénérés et on

trouve qu’un modèle minimal reproduisant suffisamment ce matériau ne nécessite que les or-

bitales x y , y z et zx de la coquille 4d du ruthénium, ainsi que les orbitales 2p des oxygènes.

Comme c’est le cas à la section 3.4 et dans les articles, les orbitales 2p des oxygènes sont égale-

ment souvent négligées.

2.1.3. Couplage spin-orbite

À la section 2.1.1, nous n’avons discuté que de la DFT de la charge. Il est également possible

d’ajouter le spin des électrons dans la théorie qui s’appelle alors la DFT avec spin. Cette dernière

fonctionne avec deux variables: la densité de particules ayant un spin vers le haut ρ↑(r ) et celle

pour les spins vers le basρ↓(r ). Chacune a alors son potentiel effectif associé vs,↑(r ) et vs,↓(r ). La

densité totale est donnée par ρ(r ) = ρ↑(r )+ρ↓(r ) et on peut également obtenir la magnétisation

m(r ) = ρ↑(r )−ρ↓(r ). Le théorème de HK et les équations de KS se généralisent facilement à ce

cas.

Par contre, cette formulation restreint la direction des spins à être uniforme. Pour être bien

général, il faut que la magnétisation soit un vecteur m(r ) plutôt qu’un scalaire. Le SOC est un

mécanisme qui peut donner naissance à un tel magnétisme dit non-collinéaire. C’est un ef-

fet qui n’est pas traité de manière cohérente en DFT ou en DFT avec spin, et qui a une origine
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Fig. 2.6. Effet relativiste d’un électron orbitant autour d’un noyau atomique.
Le potentiel électrostatique généré par un noyau atomique est radial du point de vue de

celui-ci. Du point de vue d’un référentiel en mouvement comme un électron, la relativité
restreinte nous dit qu’il perçoit le champ électrique comme compressé, avec un champ

magnétique complémentaire. Image obtenue de la référence [14] sous la licence CC0 1.0.

relativiste. Effectivement, le potentiel électrostatique généré par un noyau atomique libre est

essentiellement radial du point de vue du référentiel où il est statique. Par contre, d’un référen-

tiel en mouvement, la relativité restreinte nous informe que le champ électrique se transforme

en une composante électrique compressée, supplémentée d’une composante magnétique. Ce

phénomène est illustré à la figure 2.6.

L’énergie d’un moment magnétique comme un spin dans un champ magnétique est donnée

par

∆E =−µ ·B (2.21)

où µ est le moment magnétique de la particule et B le champ magnétique qu’elle ressent. Le

moment magnétique de spin d’un électron est

µS =−gSµB
S

ħ , (2.22)

avec S le vecteur de moment cinétique du spin, µB est un magnéton de Bohr et gS ∼ 2 est le

facteur de Landé électronique.

Dans le cas présent, le champ magnétique ressenti découle de l’effet relativiste mentionné

précédemment et est donné par

B =−γv ×E

c2
, (2.23)

où E est le champ électrique, v est la vitesse de l’électron, c est la vitesse de la lumière et γ est

le facteur de Lorentz. Comme E est radial, on peut l’exprimer en terme du potentiel électrique

V comme E = 1
r
∂V (r )
∂r r̂ . En terme de la quantité de mouvement p , la vitesse d’un électron de
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masse m est donnée par v = p/m. Ainsi, en utilisant le moment cinétique orbital L = r̂ × p̂ , on

trouve

ĤSOC ≡∆E ∼λSOC L ·S avec λSOC ∝ ∂V (r )

∂r
. (2.24)

Cette interaction est importante pour les noyaux lourds du tableau périodique car ces derniers

génèrent de fortes variations du potentiel électrique V . C’est le cas notamment des orbitales 4d

comme celles du ruthénium en exemple à la figure 2.5 b).

Cette interaction couple le spin et le moment cinétique de l’électron, deux moments ciné-

tiques généralisés. Le spin est caractérisé par sa norme S = ½ avec les projections possibles

sur l’axe z données par Sz = ±½. Pour le moment cinétique, il dépend des orbitales décrivant

l’électron. Considérons les orbitales 4d du ruthénium. Elles correspondent à L = 2 et ont cinq

projections possibles, allant de −2 à 2 par bonds entiers. Dans la base spin-moment cinétique,

ces états sont notés {|l = 2, lz ;S = ½,Sz〉}, mais ne sont pas des vecteurs propres de l’interac-

tion spin-orbite. Il faut plutôt considérer le moment cinétique composite J = L +S et exprimer

L ·S comme 1
2

[
J 2 − l 2 −S2

]
. Bien que l et S soient bien définis dans la base spin-moment ci-

nétique, le J ne l’est pas et fait plutôt intervenir des opérateurs d’échelle qui mélangent les

états |2, lz ;½,½〉 et |2, lz +1;½,−½〉. Ainsi, l’interaction spin-orbite est tridiagonale dans la base

Fig. 2.7. Composantes non-nulles de l’Hamiltonien SOC atomique projeté sur différentes bases
formées de la couche électronique 4d du ruthénium. Dans la base a) spin-moment cinétique, b)
pseudospin-moment cinétique avec les libelés pour Jz , c) spin-orbite et d) pseudospin-orbitale.
Les composantes en bleu sont les interactions du champ cristallin et les carrés verts limes
mettent en valeur les orbitales t2g . Image tirée de l’article 2.
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spin-moment angulaire, telle qu’illustrée à la figure 2.7 a) qui affiche ses composantes non-

nulles. À la figure 2.7 b), nous avons changé de base pour diagonaliser l’interaction par blocs.

On constate que la dégénérescence des 10 états 4d a été rompue au profit d’états caractérisés

par des moments cinétiques composites J = 3/2 et J = 5/2.

Plutôt que la base des moments cinétiques, nous sommes intéressés par la bases des orbi-

tales, qui forment des états propres de l’interaction du champ cristallin. Ces orbitales sont des

combinaisons linéaires d’états de la base des moments cinétiques. Par exemple, les orbitales d

sont écrites explicitement à l’équation 2.19. Dans cette base, le couplage spin-orbite est bien

plus compliqué. À la figure 2.7 c), on présente les composantes non-nulles de l’interaction SOC

(en orange) et du champ cristallin (en bleu) dans la base spin-orbitale, pour un cas où les or-

bitales sont précisément vecteurs propres du champ cristallin. Ces interactions peuvent être

diagonalisées par blocs en utilisant le moment cinétique généralisé, comme c’est illustré à la

figure 2.7 d). On y définit également le pseudosin ρσ qui agit comme un spin dépendant de

l’orbitale tel que

ρσ =± pour Jz ∈
{
±1

2
,∓3

2
,±5

2

}
. (2.25)

2.2. Fortes corrélations électroniques

Dans la section précédente, nous avons expliqué que les interactions entre un électron et

son environnement ionique statique peuvent relativement aisément être incorporés dans une

approche à une particule. Dans ce cas, le quasi-électron qui est stable dans le système res-

semble beaucoup à un électron fondamental, alors que le potentiel ionique vient simplement

moduler ses caractéristiques. Lorsqu’on ajoute des corrélations électroniques, le problème de-

vient beaucoup plus difficile. Cependant, en utilisant la DFT, on arrive à transformer le pro-

blème interagissant vers un système non-interagissant qui produit la même densité électro-

nique du niveau fondamental. La raison pour laquelle cette méthode fonctionne bien est que

les interactions restent faibles et on peut les inclure dans un potentiel effectif à un corps. Toute-

fois, lorsqu’elles deviennent trop importantes, la densité varie trop rapidement près des noyaux

pour être décrite par une fonctionnelle qui ne dépend que de quelques gradients de la densité.

Dans le contexte de la DFT, certains tentent de développer des fonctionnelles d’échange et cor-

rélation incluant les fortes corrélations alors que d’autres croient que c’est simplement le point

de vue à une particule qui n’est plus adapté à ces fortes interactions électroniques [15]. Il faut

passer à des méthodes qui considèrent des points de vue à plus qu’un corps afin de bien capter

la physique des électrons.

À la section 2.2.1, on décrit l’origine des fortes interactions électroniques et on explique

quels sont les systèmes qui ressentent le plus ces effets, soit ceux possédant des sous-couches

électroniques d’orbitales d et f partiellement occupées. Dans ces systèmes, il est typiquement

très utile d’utiliser un modèle de liaisons fortes qui conservent uniquement ces sous-couches
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partiellement remplies. Dans cette base d’orbitales, on peut alors utiliser un modèle prenant

en compte les fortes interactions. Le plus simple est le modèle de Hubbard, introduit à la sec-

tion 2.2.2. Comme il est excessivement bien adapté pour les matériaux cuprates fortement cor-

rélés, ce système est encore à ce jour extrêmement d’actualité, d’autant plus qu’il n’a de solu-

tions exactes que pour les réseaux à une dimension [16] ou une infinité [17]. Une version plus

générale à plusieurs orbitales, le modèle de Kanamori-Slater, est discuté à la section 2.2.3. Il

inclut l’interaction de Hund’s qui favorise l’alignement des spins sur un même atome. Ensuite,

à la section 2.2.4, nous discutons des fonctions de Green à une et plusieurs particules. Ces

quantités sont d’excellentes représentations simplifiées de la fonction d’onde et plusieurs mé-

thodes à plusieurs corps sont basées sur leur formalisme. À la section 2.2.5, nous présentons la

DMFT, une méthode permettant de résoudre le modèle de Hubbard et de Kanamori-Slater dans

l’approximation où les corrélations électroniques sont strictement locales. Pour ce faire, elle ré-

exprime le problème sur réseau comme un problème d’impureté totalement locale connectée

à un bain effectif avec lequel elle peut échanger des électrons dans le temps. Cette méthode

peut être unie à la DFT pour former la DFT+DMFT, une des approches les plus populaires pour

étudier les systèmes réalistes. Finalement, nous discutons de la théorie des fluctuations de spin

et de charge à la section 2.2.6. Celle-ci se base sur les propagateurs à deux corps afin de mieux

capturer la physique à plusieurs corps des interactions électroniques.

2.2.1. Origine

Le domaine des matériaux fortement corrélés est actuellement extrêmement dynamique et

actif. On dit souvent que les interactions générant ces corrélations émergent des sous-couches

d et f partiellement remplies de tels systèmes. Dans cette section, nous discutons plus en dé-

tails de l’origine de ces interactions. Dans le cas où les électrons sont quasi-libres, les élec-

trons au niveau de Fermi se déplacent beaucoup et évitent les autres électrons de cette manière.

Se faisant, ils ressentent moins longtemps l’effet de la répulsion coulombienne induite par les

autres charges et celle-ci est moindre. Dans les matériaux corrélés, les électrons sont fortement

liés à leur atome, ce qui fait qu’ils sont très localisés et qu’ils se déplacent peu en sautant d’un

atome à l’autre. Dans ce cas-là, les charges sont plus longtemps à proximité et ont l’opportunité

de bien se repousser.

Maintenant, pourquoi est-ce qu’un électron est plus fortement lié qu’un autre à son atome?

Les électrons remplissent les niveaux de moindre énergie en priorité. Dans l’atome d’hydro-

gène, tous les états avec un même n sont dégénérés, c’est-à-dire qu’ils ont la même énergie.

Dans les matériaux, plusieurs interactions viennent lever des dégénérescences, notamment

celle générée par le champ cristallin. Les atomes favorisent alors la stabilité, c’est-à-dire qu’ils

préfèrent avoir des couches électroniques remplies plutôt que partiellement remplies. Ainsi,

ils minimisent le nombre d’électrons ou de trous remplissant partiellement une couche et les

niveaux d’énergie pour un même n ne sont plus dégénérés car il est plus facile de remplir une
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Fig. 2.8. L’image de fond illustre l’énergie typique des différents états électroniques dépendam-
ment de leurs nombres quantiques n,l des couches électroniques. Les atomes tentent de rem-
plir les niveaux de plus basse énergie en priorité. On voit que les énergies ne sont plus dégé-
nérées pour un même n parce que les atomes priorisent le remplissage des couches et ainsi
les plus petites couches sont moins coûteuses. L’image incrustée en a) démontre l’ordre pour
lequel ces niveaux sont typiquement remplis. Ces images ont été obtenues de la référence [18]
sous la licence CC BY 4.0. En b), on réaffiche les orbitales 3d et 4s afin de montrer leur diffé-
rence de taille. Cette image créée en coupant une partie de l’image de la référence [11] sous la
licence CC BY-SA 4.0.

.

sous-couche 2s2 qu’une 2p6. Conséquemment, les niveaux d’énergie se remplissent typique-

ment de la manière illustrée à la figure 2.8 et notamment à la figure incrustée 2.8 a). On re-

marque alors que cet ordre ne change pas grand chose pour les premières couches 1s2, 2s2,

2p6, 3s2 et 3p6. Après toutefois, la couche 4s2 se remplie avant la 3d 10.

Cette constatation n’est pas banale, car les électrons qui remplissent les couches agissent

comme écranteurs du potentiel électrostatique. Cependant, comme l’illustre la figure incrus-

tée 2.8 b), la distribution spatiale des électrons 4s s’étend largement au delà de celle des élec-

trons 3d et donc ils écrantent vraiment moins bien. Ainsi, l’effet du potentiel électrostatique

sur les électrons 3d s’en retrouve plus important qu’à l’habitude, ce qui fait qu’ils sont plus

fortement liés à leur atome. Le même processus fait que les électrons 4 f sont démesurément

localisés proches de leur atome. Pour les électrons 4d , l’effet est aussi présent, mais est moins

important car la distribution de ces électrons est plus étendue, et c’est encore moins important

pour les électrons 5d .
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D’une autre manière, parfois un matériau néglige de remplir des couches afin de réduire le

nombre d’états partiellement remplis. Prenons l’exemple du cuprate parent par excellence, le

La2CuO4. L’atome de lanthane remplit individuellement ces électrons 1s2, 2s2p6 et 3s2p6d 10.

De plus, il occupe les états 4s2p6d 10 mais pas les 4 f . Plutôt, il remplit les états 5s2p6 puis 6s2

et il a un électron 5d 1. Ces trois derniers électrons sont disponibles et on écrit La3+. L’oxygène

remplit les états 1s2,2s2p4. Il lui manque deux électrons pour remplir sa deuxième couche et

on écrit O−2. Les six électrons des deux lanthanes peuvent donc compenser une partie des huit

électrons manquant des quatre oxygènes, mais il manque deux électrons. Le cuivre remplit

ses électrons suivant 1s2, 2s2p6, 3s2p6d 9 et 4s2. Plutôt que de prendre deux électrons de type

3d et ainsi d’avoir trois trous, il préfère donner ses électrons 4s2 et n’avoir qu’un seul électron

manquant sur la couche 3d . De ce fait, le cuivre a seulement 27 électrons, alors que son noyau

est chargé à +29, ce qui fait que le potentiel électrostatique exercé sur les électrons du cuivre est

beaucoup plus fort que si l’atome était seul dans le vide.

Ainsi, lorsque les couches électroniques d ou f sont partiellement remplies, c’est que le

matériau a de la difficulté à remplir ses couches et n’a pas totalement réussi. De par le mau-

vais écrantage ou le manque de charge, l’effet du potentiel électrostatique est très élevé sur les

électrons du niveau de Fermi et ceux-ci ressentent plus d’interactions à cause de leurs faibles

déplacements.

2.2.2. Modèle de Hubbard

Dans les modèles des liaisons fortes utilisés pour les électrons fortement liés à leur atome,

les électrons se déplacent peu et interagissent fortement lorsqu’ils se trouvent à un même site

atomique. Un modèle capturant cette physique est celui de Hubbard, qui s’écrit en seconde

quantification comme

ĤU =−t
∑
〈i j 〉σ

ĉ†
iσĉ jσ+U

∑
i

n̂i↑n̂i↓, (2.26)

où ĉ†
iσ et ĉiσ sont les opérateurs de création et d’annihilation d’un électron au site i avec un spin

σ, n̂iσ = ĉ†
iσĉiσ est l’opérateur du nombre d’électrons au site i ayant un spin σ et 〈i j 〉 signifie

que les sites i et j doivent être premiers voisins dans la somme. Ainsi, le terme t caractérise

le saut d’un électron du site j vers son voisin i en conservant son spin, et U est le terme de

répulsion coulombienne entre deux électrons su le même site. Ce modèle est illustré sur un

réseau carré en deux dimensions à la figure 2.9 a).

Ce modèle à une seule orbitale est typiquement utilisé pour représenter les matériaux réa-

listes fortement corrélés comme les cuprates ou les supraconducteurs organiques. Dans le pre-

mier cas, on a pourtant mentionné à la section 2.2.1 que l’atome de cuivre avait sur sa couche

de valence neuf électrons 3d . Similairement au cas du ruthénate de strontium de la section 3.4,

les 10 orbitales 3d sont dégénérés lorsque l’atome est dans le vide, mais lorsqu’il est dans un
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Fig. 2.9. a) Modèle de Hubbard sur un réseau carré en deux dimensions. Image obtenue de la
référence [19] sous la licence CC BY 4.0. b) Effet du champ cristallin sur un matériau cuprate.

solide, le champ cristallin généré par ses voisins vient briser cette dégénérescence. Dans les cu-

prates comme le La2CuO4, l’atome de cuivre est au centre d’un octaèdre allongé. Tel qu’imagé

à la figure 2.9 b), cet octaèdre vient séparer les 10 niveaux 3d en deux sous-ensembles: eg qui

contient les orbitales x2 − y2 et 3z2 − r 2, puis t2g qui contient x y , y z, zx. L’élongation de l’oc-

taèdre à cause des distances entre les plans cuivre-oxygène sépare additionnellement ces sous-

ensembles et c’est l’orbitale x2− y2 qui est définitivement la plus coûteuse en énergie. Ainsi, les

neufs électrons de l’état 3d remplissent tous les niveaux de plus basses énergies et il ne reste

qu’un électron dans l’orbitale x2 − y2. Conséquemment, un modèle à une seule orbitale est

considéré suffisant pour décrire ce système et le modèle de Hubbard à une bande est justement

souvent employé, bien que les orbitales des oxygènes pourraient bien finalement être plus im-

portantes qu’anticipé [20].

Bien que l’équation 2.26 peut sembler extrêmement simpliste avec peu de paramètres et

de termes, les interactions électroniques font en sorte que ce problème n’a de solution exacte

que pour une dimension [16] ou une infinité [17]. Malgré sa simplicité, il continue d’être une

importante source de discussions scientifiques car il permet d’approcher une large gamme de

phénomènes physiques extrêmement intrigants et technologiquement intéressants. Une de ses

prouesses est d’expliquer la transition de Mott dans un matériau comme le La2CuO4, d’une ma-

nière qualitativement simple. Tel que discuté, ce matériau peut être représenté par un modèle

de Hubbard avec un électron par site corrélé. Ainsi, à basse température, les électrons préfèrent

réserver leur site pour eux-mêmes afin de minimiser l’effet du grand U . Le faible recouvrement

des électrons avec leur voisin vient tout de même favoriser que les spins des électrons voisins

soient anti-alignés, ce qui mène à un état antiferromagnétique (AFM) comme l’état magnétique

de la figure 2.1. Lorsque la température augmente, le terme de saut devient plus important et

favorise le déplacement des charges, malgré le grand U . On trouve alors qu’il y a une transi-

tion de phase d’un isolant AFM à un métal en augmentant la température. Ce phénomène est

appelé une transition de Mott et il est présent sur la figure 1.5 à zéro dopage.
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Les complications conceptuelles du modèle de Hubbard sont beaucoup plus flagrantes lors-

qu’on n’a pas exactement un électron par site. Expérimentalement, on retrouve ces systèmes

lorsqu’on dope le matériau, c’est-à-dire qu’on ajoute ou enlève des électrons. Pour ce faire,

on peut par exemple remplacer des atomes de lanthane qui ont trois électrons disponibles par

des atomes de strontium qui en ont plutôt deux électrons. Ainsi, en faisant un mélange comme

La2−xSrxCuO4, on arrive à un modèle de Hubbard avec 1−x électron par site. C’est de cette ma-

nière qu’on retrouve un diagramme de phase comme celui de la figure 1.5, excessivement riche

en divers états de la matière comme de la supraconductivité, de mauvais métaux, des ondes de

densité de charge, un pseudogap, et ainsi de suite. En solutionnant le modèle de Hubbard, on

comprend mieux l’émergence et la caractérisation de ces phases intrigantes.

2.2.3. Généralisation multi-orbitale

Lorsqu’un système corrélé ne peut pas être simplifié par un modèle à une seule orbitale, le

modèle de Hubbard est insuffisant. En 1925, Friedrich Hund a formulé un ensemble de règles

qui permettent de connaître l’état fondamental d’une couche multi-électronique [21]. Pour N

électrons dans une couche, celle-ci possède une dégénérescence orbitale M = 2l +1. Alors, les

règles sont les suivantes et doivent être satisfaites en ordre de priorité [22]:

(1) Le spin total de la configuration S devrait être maximisé. Cette condition s’appelle la

règle de multiplicité maximale.

(2) Pour un S donné, le moment cinétique total L devrait être maximisé.

(3) L’état avec le plus petit moment cinétique généralisé total J = |L −S| devrait être sélec-

tionné pour les couches moins qu’à demi-remplie (N < M) et le plus grand J = L + S

pour les couches plus qu’à demi-remplie (N > M).

Ces règles sont parfois surnommés la règle du siège d’autobus illustrée à la figure 2.10, car

on peut penser aux orbitales comme étant des paires de sièges côtes-à-côtes. Comme un pas-

sager d’autobus, un électron préfère occuper seul une orbitale si possible, plutôt que d’aller

sur la même orbitale qu’un autre électron. C’est lorsqu’elles ont toutes un électron qu’ils com-

mencent à remplir les deuxièmes sièges. On peut comprendre l’origine de ces règles comme

une manière de minimiser l’interaction de Coulomb entre les électrons. Effectivement, en ali-

gnant tous les électrons, la fonction d’onde composite est symétrique en spins mais doit être

globalement anti-symétrique due au principe d’exclusion de Pauli. Ainsi, la partie spatiale sera

Fig. 2.10. La règle du siège d’autobus pour expliquer les règles de Hund.
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Fig. 2.11. Représentation illustrée de l’Hamiltonien de Kanamori-Slater de l’équation 2.27.

anti-symétrique, ce qui garantit une plus grande distance entre les charges et donc qu’ils auront

moins de répulsion coulombienne.

Donc si on veut généraliser le modèle de Hubbard, il faut qu’il y ait à la fois de la répul-

sion entre les électrons sur un même site, mais que la configuration priorisée en soit une qui

maximise le spin total, c’est-à-dire qu’elle favorise l’alignement des électrons sur des orbitales

différentes. Typiquement, on utilise la formulation invariante sous rotation de l’Hamiltonien

de Kanamori-Slater (KSH), défini comme

ĤKSH =U
∑
i l

n̂i l↑n̂i l↓︸ ︷︷ ︸
ĤU

+ (U −2J )
∑

i l1 6=l2

n̂i l1↑n̂i l2↓︸ ︷︷ ︸
ĤU ′

+ (U −3J )
∑

iσl1 6=l2

n̂i l1σn̂i l2σ︸ ︷︷ ︸
ĤU ′′

(2.27)

−J
∑

i l1 6=l2

ĉ†
i l1↑ĉi l1↓ĉ†

i l2↓ĉi l2↑︸ ︷︷ ︸
Ĥsf

+ J
∑

i l1 6=l2

ĉ†
i l1↑ĉ†

i l1↓ĉi l2↓ĉi l2↑︸ ︷︷ ︸
Ĥph

et illustré à la figure 2.11. Comme toutes les interactions se produisent uniquement au site i ,

cet Hamiltonien est purement local. De plus, comparativement au modèle de Hubbard, les

opérateurs de création et d’annihilation ont maintenant un index l qui représente l’orbitale

associée. En outre, en plus du paramètre U qui représente la répulsion coulombienne entre

deux électrons de spins opposés sur la même orbitale, on a maintenant le paramètre J qui est

appelé le couplage de Hund. Son rôle est, tout comme la règle du siège de bus, de favoriser les

configurations électroniques dont les spins s’alignent en réduisant le coût énergétique de ĤU ′′

par rapport à ĤU ′ et ĤU . Également, il génère des sauts de spin à travers Ĥsf (de l’anglais spin-

flip) ainsi que des sauts de paires à travers Ĥph (de l’anglais pair-hoping). Une classe entière de

matériaux caractérisés par ce type d’interaction a été nommée les métaux de Hund et forment

un sujet fortement discuté depuis quelques années [23, 24, 25, 26].

2.2.4. Fonctions de Green

Tel que mentionné dans la section 2.1, la fonction d’onde totale d’un système d’électrons

interagissants contient toute l’information d’un état d’un système, mais son domaine de dé-

finition croît exponentiellement avec le nombre d’électrons considérés. Comme chaque élec-

tron a une position spatiale associée et un spin, décrire 100 électrons nécessite 300 variables

spatiales et 100 de spin, ce qui en fait un objet extrêmement lourd et compliqué. Lorsque les
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électrons sont non-interagissants, elle peut être séparée en 100 fonctions d’onde à une parti-

cule qui sont relativement simples à obtenir, mais ici nous sommes intéressés par les systèmes

fortement interagissants et cette simplification est hors de question. Dans la présente section,

nous présentons un type d’objets plus compacts car il contient toute l’information nécessaire

pour décrire le comportement d’un nombre fixe d’électrons: les fonctions de Green. La plupart

des expériences étant décrites par des quantités à un seul ou deux électrons, on peut se conten-

ter de celles-ci plutôt que d’utiliser l’entièreté de la fonction d’onde. Le formalisme est dérivé

de manière beaucoup plus exacte dans la référence [27, 28].

Propagateur. — Les solutions de l’équation de Schrödinger sont les fonctions d’onde qui

sont vecteurs propres de l’Hamiltonien Ĥ et leurs valeurs propres respectives nous informent

de la manière dont elles évoluent dans le temps. La raison est que l’Hamiltonien est le géné-

rateur des translations dans le temps, ainsi un état propre reste stable et ses solutions sont des

états en équilibre. En appliquant suffisamment de fois l’Hamiltonien sur un état, on peut le

faire évoluer temporellement. Un état quelconque au temps t ′ donné par |Ψ(t ′)〉 évolue jus-

qu’au temps t > t ′ comme

θ(t )|Ψ(t )〉 = θ(t − t ′)e−i Ĥ(t−t ′)|Ψ(t ′)〉 (2.28)

où θ(t ) est la fonction de Heaviside et garantit la causalité. En appliquant l’opération − ∂̂
∂t de

chaque côté, on peut extraire[
i
∂̂

∂t
− Ĥ

][
−iθ(t − t ′)e−i Ĥ(t−t ′)

]
︸ ︷︷ ︸

ĜR (t−t ′)

= δ(t − t ′) (2.29)

où δ(t ) est la fonction delta de Dirac, et on a défini la fonction de Green ĜR dite retardée car

elle respecte la causalité. Comme cette dernière agit de manière à faire évoluer un état dans le

temps, on l’appelle également le propagateur.

À température nulle, on peut exprimer la fonction de Green comme la propagation d’un

corps à partir de l’état fondamental |GS〉. Dans un état fondamental à plusieurs corps, ce peut

être la propagation d’une particule ou d’un trou. Ainsi, étant donné un base de quantité de

mouvement k , la fonction de Green retardée à un corps s’écrit

GR (k ,k ′; t ) = 〈GS|

e i Ĥ t ψ̂k e−i Ĥ t︸ ︷︷ ︸
ψ̂k (t )

,ψ̂†
k ′

 |GS〉 θ(t ) (2.30)

où les opérateurs en seconde quantification ψ̂†
k et ψ̂k créent et annihilent une particule d’im-

pulsion k sur l’état fondamental, {...} est un anti-commutateur fermionique.
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Températures finies et représentation interaction. — Lorsqu’on travaille à température non-

nulle, la fonction de Green correspond encore à la propagation d’un électron ou d’un trou addi-

tionnel dans le système, cependant ce dernier n’est pas uniquement dans son état fondamen-

tal. Afin de considérer tous les états excités avec la bonne probabilité d’occupation, on utilise la

fonction de partition Z = Tr
[

e−βĤ
]

avec Tr[...] la trace mathématique et β = 1
T la température

inverse en unités de la constante de Boltzmann. Ainsi,

GR (k ,k ′, t ) =− 1

Z
Tr

[
e−βĤ

{
ψ̂k (t ),ψ̂†

k ′

}]
≡−

〈{
ψ̂k (t ),ψ̂k ′

}〉
, (2.31)

ce qui définit la valeur attendue thermodynamique. Maintenant, pour un système de particules

interagissantes, on peut écrire l’Hamiltonien comme

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,
[
Ĥ0,V̂

] 6= 0 (2.32)

où Ĥ0 inclut toutes les contributions diagonales en impulsions et V̂ le reste, typiquement

les interactions à plusieurs électrons. Plutôt que d’utiliser les représentations de Schrödin-

ger ou Heisenberg pour représenter l’évolution temporelle des états et des opérateurs, la non-

commutativité de Ĥ0 et V̂ fait en sorte qu’il est préférable d’utiliser la représentation interac-

tion [27] dans laquelle on trouve qu’un élément de la trace s’exprime comme

〈i |e−βĤ e i Ĥ t e−i Ĥ0t︸ ︷︷ ︸
ÛI (0,t )

e i Ĥ0t ψ̂†
k e−i Ĥ0t︸ ︷︷ ︸

ψ̂†
I ,k (t )

e i Ĥ0t e−i Ĥ t︸ ︷︷ ︸
ÛI (t ,0)

ψ̂†
k ′ |i 〉. (2.33)

Ici ÛI (t , t ′) est l’opérateur d’évolution temporelle du temps t ′ au temps t dans la représentation

interaction et ψ̂†
I (t ) est un opérateur de création dans la représentation interaction.

En dérivant l’opérateur d’évolution temporelle, on trouve

i
∂ÛI (t , t ′)

∂t
= e i Ĥ0t V̂ e−i Ĥ0t︸ ︷︷ ︸

V̂I (t )

ÛI (t , t ′). (2.34)

En solutionnant cette équation, on trouve

ÛI (t , t ′) = 1− i
∫ t

t ′
d t1 V̂I (t1)ÛI (t1, t ′), (2.35)

qui s’exprime de manière itérative comme

ÛI (t , t ′) = 1− i
∫ t

t ′
d t1 V̂I (t1)+ (−i )2

∫ t

t ′
d t1 V̂I (t1)

∫ t1

t ′
d t2 V̂I (t2)+ ... (2.36)

En définissant l’opérateur de mise en ordre dans le temps T̂t qui classe les opérateurs en ordre

de temps, on obtient

ÛI (t , t ′) =
∞∑

k=0
(−i )k 1

k !
T̂t

[(∫ t

t ′
d t1 VI (t1)

)k
]
= T̂t

[
exp

(
−i

∫ t

t ′
d t1 VI (t1)

)]
. (2.37)
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Sous cette forme, l’opérateur d’évolution temporelle ÛI est exprimé comme une série et chaque

ordre correspond à un ordre en théorie des perturbations.

Fréquences de Matsubara. — Maintenant, l’opérateur densité e−βĤ peut être exprimé

comme une évolution temporelle en temps imaginaire

e−βĤ = e−βĤ0ÛI (−iβ,0) = e−βĤ0 T̂τ

[
exp

(
−i

∫ −β

0
dτ VI (iτ)

)]
(2.38)

où τ=−i t est un temps imaginaire. Comme on s’intéresse principalement à des quantités ther-

modynamiques calculées à t = τ= 0, il est souvent plus pratique d’utiliser la fonction de Green

en temps imaginaire Ĝ(τ). Comme cette fonction est définie sur un intervalle fini et qu’elle est

anti-périodique pour des fermions, les coefficients de sa série de Fourier en fréquences imagi-

naires sont non-nulles seulement pour des fréquences discrètes appelées fréquences de Matsu-

bara définies comme iωn = i (2n+1)π
β

avec n ∈ N [27]. À partir de cette fonction en fréquences

imaginaires, on peut revenir aux fréquences réelles en appliquant le prolongement analytique

iωn →ω+ iη [29]. On dénote la fonction de Green correspondante G(k ,k ′; iωn) et on a

G(k ,k ′; iωn) =−
∫ β

0
dτ e iωnτ〈Tτ eτĤ ψ̂k e−τĤ︸ ︷︷ ︸

ψ̂k (τ)

ψ̂†
k ′〉. (2.39)

Self-énergie. — Dans un système à une particule ou de particules libres avec V̂ = 0 et ayant

un spectre d’énergie Ĥ0

[
ψ̂†

k |i 〉
]
= εk

[
ψ̂†

k |i 〉
]

, on trouve

G0(k ,k ′; iωn) = δ(k −k ′)
iωn −εk

≡G0(k , iωn). (2.40)

Dans le cas interagissant où V̂ agit comme un potentiel à un corps, on prend maintenant le cas

où V̂ décrit de la diffusion sur des impuretés. Alors, à cause de leur localité, ces interactions

brisent la symétrie de translation et envoient une particule d’impulsion k vers k ′. On a tout de

même (
iωn − Ĥ0 − V̂

)
Ĝ(iωn) = 1 et on définit Ĝ0(iωn) = 1

iωn − Ĥ0
. (2.41)

On peut alors écrire cette équation sous la forme

Ĝ(iωn) = Ĝ0(iωn)+Ĝ0(iωn)V̂ Ĝ(iωn), (2.42)

connue sous le nom de l’équation de Lippmann-Schwinger [27]. Comme les impuretés sont

aléatoirement dispersées, lorsqu’on moyenne l’ensemble, on retrouve l’invariance sous trans-

lation. Ainsi, on peut ne considérer que les éléments de matrices diagonaux 〈k |Ĝ(iωn)|k〉. On

peut alors écrire l’expression précédente sous la forme

〈k |Ĝ(iωn)|k〉 =G0(k , iωn)+G0(k , iωn)Σ(k , iωn)〈k |Ĝ(iωn)|k〉, (2.43)
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Fig. 2.12. Représentation pictographique de l’équation de Dyson. Image prise de l’article A1.

connue sous l’équation de Dyson illustrée à la figure 2.12 et où on a définit la self-énergie

Σ(k , iωn) = 〈k |V̂ |k〉+〈k|V̂ P̂k
1

1− P̂kĜ0(iωn)P̂kV̂ P̂ k

P̂kĜ0(iωn)P̂kV̂ |k〉 (2.44)

= 〈k |V̂
[
|k〉+ ∑

k1 6=k
|k1〉G0(k1, iωn)〈k1|V̂

[
|k〉+ ∑

k2 6=k
|k2〉G0(k2, iωn)〈k2|V̂

(
|k〉+ ...

)]]
.

On a utilisé le projecteur

P̂k ≡ ∑
k ′ 6=k

|k ′〉〈k ′|− |k〉〈k |, (2.45)

afin de nous assurer que la self-énergie n’inclut que des interactions irréductibles, c’est-à-dire

qui ne peuvent être séparées en coupant un propagateur et donc qu’il n’y a pas de redondance.

Ainsi, la self-énergie incorpore de manière effective à un corps les interactions qui ne sont pas

traitées dans la partie Ĥ0 de l’Hamiltonien. Lorsque V est une interaction à plusieurs corps, Σ̂

contient l’information associée aux autres électrons et agit comme un médium effectif dyna-

mique pour un électron individuel.

Potentiel à plusieurs corps. — Ici nous avons traité l’effet de la dispersion due à des im-

puretés, ce qui est décrit par un potentiel V̂ à un corps. Nous voudrions plutôt décrire des

interactions à plusieurs corps. La dérivation précédente peut être généralisée à ces cas et nous

trouvons de manière similaire une self-énergie qui décrit l’effet effectif d’un tel potentiel mais

sur un seul corps. Ainsi, la fonction de Green à un corps nous donne de manière effective les ef-

fets à plusieurs corps. On pourrait cependant montrer que la self-énergie s’exprime en fonction

de la fonction de Green à deux corps, donnée de manière générale par

G2(1;2;3;4) =−i 〈Tτψ̂(1)ψ̂(2)ψ̂†(4)ψ̂†(3)〉 (2.46)

où on introduit les superindices i ≡ (ri ,σi ,τi ) qui peuvent être généralisés pour inclure tous

les nombres quantiques d’un électron. Quand les effets à plusieurs corps sont trop importants,

la vision à un corps devient une mauvaise façon d’interpréter la physique du système et il faut

directement étudier le comportement d’un niveau plus élevé d’organisation, le prochain étant

les fonctions de Green à deux corps de l’équation 2.46. Nous aborderons ce sujet dans la sec-

tion 2.2.6.

2.2.5. Théorie du champ moyen dynamique

Le pourtant bien simple modèle de Hubbard présenté à la section 2.2.2 est un problème

extrêmement difficile mais qui peut être solutionné exactement dans la limite d’une infinité de
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dimensions en utilisant la DMFT. Les complications émergeant de la répulsion coulombienne

entre les électrons du système se manifestent localement sur les sites corrélés. Nous avons vu

à la section précédente que la théorie des perturbations dans la représentation d’interaction

nous force à considérer l’évolution en temps imaginaire pour décrire l’effet des interactions.

Alors, si on considère la probabilité d’occupation d’un site en fonction de ce temps imaginaire,

on constate que l’état d’occupation de ce site fluctue entre vide, occupé par un électron ou dou-

blement occupé. Lorsque la répulsion U est grande, la double occupation est désavantagée et

cela implique que 〈n̂i↑n̂i↓〉 6= 〈n̂i↑〉〈n̂i↓〉 et les approximations de champs moyens statiques sont

insuffisantes pour capturer les effets à plusieurs corps. Dans la section qui suit, nous présen-

tons la DMFT, une méthode qui permet de traiter exactement la contribution locale des fortes

corrélations électroniques en généralisant l’idée du champ moyen statique à une version dyna-

mique. Les fluctuations de spin et de charge et les fluctuations de paires de Cooper sont cepen-

dant négligées à ce niveau, ce qui n’est exact qu’en dimensions infinies. Il existe de nombreux

ouvrages de référence sur le sujet [17, 30, 31, 32].

Bien que le terme de Hubbard soit purement local, ces corrélations sont propagées à tra-

vers le système via le terme de saut entre atomes voisins. On va tout de même approcher le

problème dans une base priorisant la localité des interactions en reportant chacun des atomes

Fig. 2.13. À partir d’un plan cristallin, on mappe un site corrélé vers un modèle d’impureté
d’Anderson décrit par le modèle de Hubbard à une bande. L’environnement de l’impureté est
décrit par un bain d’électrons libres ayant des énergies propres ε. Le bain peut échanger des
électrons avec l’impureté via la fonction d’hybridation dépendante de la fréquence ∆(ω).
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corrélés vers un problème d’impureté totalement locale. L’impureté est connectée à son envi-

ronnement à travers un bain effectif avec lequel elle peut échanger des électrons et ainsi évoluer

dans le temps en passant par les quatre états électroniques possibles: |0〉, | ↑〉, | ↓〉 ou | ↑↓〉. Un

croquis est affiché à la figure 2.13. Au niveau d’une particule, les corrélations électroniques sont

incorporées dans la propagation d’un électron à l’aide de la self-énergie Σ dans l’équation de

Dyson 2.43.

Le modèle d’Anderson comme problème local. — Pour le modèle de Hubbard à une orbitale,

le modèle d’impureté employé par la DMFT est typiquement celui d’Anderson [33] (AIM de

l’anglais Anderson Impurity Model) dont l’Hamiltonien est donné par

ĤAIM =∑
pσ
ε̃pσâ†

pσâpσ︸ ︷︷ ︸
Ĥbain

+∑
pσ

(
Vpσĉ†

σâpσ+h.c.
)

︸ ︷︷ ︸
Hmix

+U n̂↑n̂↓−µ(n̂↑+ n̂↓)︸ ︷︷ ︸
Ĥimp

. (2.47)

Il est composé de trois termes:

• Ĥbain décrit le bain effectif de niveaux électroniques non-corrélés associés à l’environ-

nement de l’atome. Les électrons du bain sont créés et détruits à l’aide des opérateurs

de création et d’annihilation â†
pσ et âpσ. Ils ont des énergies propres ε̃pσ qui agissent

simplement comme paramètres effectifs sensés reproduire l’environnement de manière

auto-cohérente.

• Ĥimp décrit les électrons de l’impureté qui eux sont créés et détruits via les opérateurs

ĉ†
σ et ĉσ avec n̂σ = ĉ†

σĉσ. Ce terme contient la répulsion coulombienne U , ainsi que le

potentiel chimique µ qui fixe le nombre total d’électrons.

• Ĥmix décrit l’échange d’électrons entre le bain et l’impureté. L’amplitude de ces

échanges est donnée par les termes d’hybridation Vpσ, qui sont également des

paramètres effectifs à obtenir de manière auto-cohérente.

Afin de résoudre ce modèle d’impureté tout en conservant la dépendance en fréquence des

solutions, on emploie un formalisme d’action plutôt qu’un d’Hamiltonien. Les degrés de liberté

du bain sont intégrés et on obtient une action effective locale de la forme

Sloc[ĉσ, ĉ†
σ] =−

∫ β

0
dτ1

∫ β

0
dτ2

∑
σ

ĉ†
σ(τ1)Ĝ−1

0 (τ1 −τ2)ĉσ(τ2)+U
∫ β

0
dτ n̂↑(τ)n̂↓(τ) (2.48)

avec β l’inverse de la température et Ĝ0 la fonction de Green du bain aussi appelée le champ

moyen de Weiss. Également, un opérateur O dépend du temps imaginaire τ comme Ô (τ) =
eτĤAIMÔe−τĤAIM . On peut montrer que, pour le modèle de Anderson, cette dernière est donnée

par

Ĝ−1
0 (iωn)AIM = (iωn +µ)1− ∆̂(iωn), (2.49)
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avec ∆̂(ω) la fonction d’hybridation

∆̂(iωn) =∑
pσ

|Vpσ|2
iωn − ε̃p

. (2.50)

Avec cette action, on peut calculer la fonction de Green Gimp comme une intégrale fonction-

nelle des opérateurs sur le site corrélé, soit

Gσ(iωn) =−
∫ β

0
dτ e iωnτ〈Tτĉσ(τ)ĉ†

σ〉Sloc =− 1

Z

∫ ∏
σ′

Dĉ†
σ′ Dĉσ′

[
ĉσ(iωn)ĉ†

σ(iωn)
]

e−Sloc[ĉσ′ ,ĉ
†
σ′ ],

(2.51)

où Z est la fonction de partition du modèle local

Z =
∫ ∏

σ

Dĉ†
σ Dĉσ e−Sloc . (2.52)

Résoudre le modèle d’impureté consiste à calculer des observables comme la fonction de Green

Gσ(iωn) pour un U , unµ et une fonction d’hybridation∆(iωn) donnés. Ce peut être très difficile

en soi et il existe plusieurs méthodes qu’on appelle des solutionneurs d’impureté. Par exemple,

on peut utiliser

• La diagonalisation exacte [34];

• La théorie des perturbations itératives [35];

• Des algorithmes de Monté Carlo quantiques en temps continu [36, 37];

• Le groupe de renormalisation numérique [38].

Auto-cohérence avec le réseau. — Sur le réseau, la fonction de Green est donnée par

G(k , iωn) = 1

iωn +µ−ε(k)−Σ(k , iωn)
. (2.53)

Le réseau du modèle de Hubbard n’incluant qu’un atome par maille élémentaire, la fonction de

Green sur le site corrélé localisé i est Gloc(τ) =−〈Tτĉi (τ)ĉ†
i 〉. Utilisant la transformée de Fourier-

Matsubara au site atomique qu’on choisit à r = 0, on a

Gloc(iωn) =∑
k

1

iωn +µ−ε(k)−Σ(k , iωn)
. (2.54)

En DMFT, on approxime que la self-énergie de l’atome corrélé est purement locale en la rendant

égale à celle de l’impureté. On a donc

Σloc(k , iωn) ≈Σimp(iωn). (2.55)

Cette approximation devient exacte dans la limite où chaque atome a une infinité de plus

proches voisins [17]. Ainsi, la DMFT n’est pas particulièrement fiable à basse dimensionna-

lité lorsque les fluctuations spatiales sont importantes comme c’est le cas proche de transitions

de phase. Il existe des généralisations qui permettent de conserver une certaine dépendance

en k de la self-énergie, notamment la DMFT sur amas ou bien la DMFT cellulaire [39].
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Pour résoudre la DMFT et ainsi obtenir la bonne self-énergie de la fonction de Green du

réseau, il faut trouver la fonction d’hybridation qui coïncide avec celle de l’impureté. On s’y

prend typiquement de manière auto-cohérente, pour une valeur de U , de µ, de température T

et un réseau εk , à l’aide de la procédure suivante:

(1) On débute avec une self-énergie quelconque pour le réseau, typiquement Σ(k , iωn) = 0.

(2) On suppose que la self-énergie locale à l’atome corrélé est la même que celle de l’impu-

reté: Σloc(iωn) =∑
k Σ(k , iωn) =Σimp(iωn).

(3) On calcule la fonction de Green locale sur le site corrélé: Gloc =
∑

k
[
G−1

0 −Σimp
]−1

avec

G−1
0 (k , iωn) = (iωn +µ)1−ε(k).

(4) On calcule la fonction d’hybridation ∆(iωn) = iωn +µ−G−1
loc(iωn)−Σloc(iωn).

(5) On solutionne le problème d’impureté avec l’action effective Sloc pour trouver la fonc-

tion de Green: Gimp(τ) =−〈Tτĉi (τ)ĉ†
i 〉Sloc .

(6) On extrait la self-énergie Σimp(iωn) =G−1
0 (iωn)−G−1

imp(iωn).

(7) On retourne à l’étape (2) jusqu’à ce que la Gimp ne change plus.

Matériaux réalistes. — Maintenant, nous sommes intéressés par l’application réaliste de

cette méthode à des matériaux. Initialement, la DMFT était réservée à des modèles de liaisons

fortes discutés à la section 2.1.2. Depuis, la connexion avec la DFT a été réalisée [13, 15, 40]. La

fonction de Green de KS du réseau Ĝ−1
KS (iωn) = iωn +µ− ĤKS n’inclut pas toutes les corrélations

électroniques, mais une partie est présente à cause de la fonctionnelle d’échange-corrélation

de la DFT. On tient compte de cet effet à l’aide d’une self-énergie notée Σ̂dc (dc de l’anglais

double-counting). Habituellement, on suppose qu’elles ont la forme complètement localisée

(FLL de l’anglais fully-localized limit) [41] ou bien proche du champ moyen (AMF de l’anglais

around mean-field) [42, 43]. L’idée est de projeter les fonctions d’onde de KS résultant de la

DFT sur un modèle d’orbitales liées fortement, exprimée par l’équation 2.20. Les projecteurs

sur l’atome R , pour un ensemble C d’orbitales {|χR
o 〉} donné, sont dénotés

P̂ R
(C ) =

∑
o∈C

|χR
o 〉〈χR

o |. (2.56)

On projette ĜKS avec notre self-énergie initiale Σ̂imp de la manière suivante:

Ĝloc,R = P̂ R
(C )

[
Ĝ−1

KS − (Σ̂imp − Σ̂dc)
]−1

P̂ R
(C ). (2.57)

De celle-ci, on calcule notre champ de Weiss de la DMFT Ĝ−1
0 = Ĝ−1

imp + Σ̂imp et on solutionne

l’impureté pour extraire la self-énergie en passant quelques fois dans la boucle DMFT. La gé-

néralisation de la DMFT au cas à plusieurs orbitales se fait en remplaçant le terme de Hub-

bard dans Ĥimp par celui KSH de la section 2.2.3. De cette manière, le problème d’impureté

est beaucoup plus compliqué et numériquement difficile à solutionner, mais se fait de manière

similaire. Une fois satisfait de notre self-énergie Σ̂imp, on solutionne les autres atomes corrélés

nécessaires, puis on continue la boucle DFT. Pour ce faire, on doit calculer la self-énergie du
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réseau en utilisant les projecteurs inverses avec

[Σ(k , iωn)]νν′ =
∑
R

∑
oo′

〈ΨKS
kν|χR

o 〉
[
Σimp −Σdc

]
oo′ 〈χR

o′ |ΨKS
kν′〉. (2.58)

Avec la fonction de Green totale du réseau incluant toutes les bandes

G(r ,r ′; iωn) = 〈r | 1

iωn +µ− ĤKS − Σ̂
|r ′〉, (2.59)

on calcule la nouvelle densité du système

ρ(r ) = 1

β

∑
iωn

G(r ,r ; iωn)e iωn 0+ . (2.60)

Celle-ci est donnée en entrée à la DFT, puis on refait la grande boucle jusqu’à convergence.

Cette méthode est appelée la DFT+DMFT et est illustrée à la figure 2.14.

Fig. 2.14. Boucle auto-cohérente de DFT+DMFT, expliquée dans le texte.

2.2.6. Théorie des fluctuations de spin et de charge

Fonctions de Green à deux corps. — Comme les corrélations électroniques détériorent la

vision à un corps, il faut étudier les fonctions de Green à deux corps. Celles-ci sont reliées

aux susceptibilités du système, qui tel que démontré dans l’article A2 peuvent être exprimées

comme des dérivées secondes de l’énergie libre. Parmi les susceptibilités, on a celles de spin et

de charge χph qui mesurent la réponse du système à des champs magnétiques et électriques,

respectivement [44, 45, 46, 47]. Elles caractérisent la propagation simultanée d’une particule et

d’un trou, dénotée par p-h de l’anglais particle-hole. Les susceptibilités de pairesχpp mesurent
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la tendance à former des paires supraconductrices et sont caractérisées par la propagation si-

multanée de deux électrons ou deux trous, dénotée par p-p pour particule-particule.

En considérant qu’une particule ou un trou se propage librement selon la fonction de Green

multi-orbitale à une particule GK où K ≡ (k , iωn) est un quadrivecteur d’impulsion-énergie en

fréquences de Matsubara fermioniques, ces susceptibilités sont données par[
χ0

ph(Q)
]σ1σ2,σ3σ4

K l1l2,K ′l3l4
=− 1

β
Gσ1σ3

K+Ql1l3
Gσ4σ2

K l4l2
δK K ′ et

[
χ0

pp (Q)
]σ1σ2,σ3σ4

K l1l2,K ′l3l4
= 1

2β
Gσ1σ3

K+Ql1l3
Gσ2σ4

−K l2l4
δK K ′

(2.61)

avec Q ≡ (q , iνm) un quadrivecteurs en fréquences de Matsubara bosoniques et les indices l des

orbitales. On dit qu’elles sont non-habillées des interactions à deux corps, car elles représentent

la propagation libre de deux quasi-électrons.

En réalité, les interactions électroniques font en sorte qu’une particule qui se propage dans

le matériau excite d’autres électrons et ainsi génère d’autres paires d’électrons-trous. Celles-ci

interagissent également avec les autres électrons et trous qui de propagent et conséquemment

modifient les susceptibilités. Dans chacun des canaux p-h et p-p, ces effets sont capturés par

les vertex Γ qui décrivent les amplitudes irréductibles de tous les processus de diffusion à deux

corps. Les susceptibilités totales sont données sous la forme

χph(Q) =
χ0

ph(Q)

1−Γph(Q)χ0
ph(Q)

et χpp (Q) =
χ0

pp

1−Γpp (Q)χ0
pp (Q)

. (2.62)

Ces expressions sont l’analogue à deux corps de l’équation de Dyson 2.43 pour le propagateur

à un corps, illustrées à la figure 2.15. Dans le canal p-p, cette équation est connue sous le nom

d’équation de Bethe-Salpeter [48].

En addition, les deux canaux du vertex sont connectés par les symétries de croisement [49],

qui mènent aux équations parquet dérivées dans l’article A2. Conséquemment, ces relations

Fig. 2.15. Représentation pictographique des susceptibilités habillées par les interactions à
deux corps. On voit bien l’analogie avec l’équation de Dyson en comparant avec la figure 2.12.
Image prise et modifiée de l’article A1.
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expriment l’interconnectivité des canaux p-h et p-p comme l’aboutissement de l’effet des inter-

actions électroniques et expliquent l’émergence d’une riche variété d’états ordonnés en com-

pétition dans les matériaux corrélés.

Corrections du vertex. — Il y a plusieurs manières d’obtenir ces susceptibilités. L’une d’elles

est de directement les calculer comme des fonctions de corrélation à quatre points tel que men-

tionné à la section 2.2.4. On peut alors calculer χph en utilisant par exemple la DMFT [50, 51].

Une autre manière est de calculer les corrections du vertex indépendamment, c’est-à-dire les

termes impliquant Γ dans les équations 2.62. Dans les articles A1, A2 et A3 de la présente thèse,

nous avons utilisé l’approximation de la phase aléatoire (RPA) dans le canal p-h, puis on uti-

lise la susceptibilité χph résultante et le vertex associé pour construire le vertex dans le canal

p-p et étudier la supraconductivité. Cette méthodes a été employée notamment dans les su-

praconducteurs organiques [52], de cuivre [53, 44, 45] et de fer [54, 55, 56, 46, 57, 58]. Dans

cette dernière, on approxime le vertex Γph comme une fonction uniforme et locale, c’est-à-dire

qu’elle ne dépend ni de l’impulsion, ni de la fréquence. Elle est paramétrée avec des interac-

tions écrantées effectives qui entrent dans le modèle de Hubbard ou KSH du système. Ainsi,

on peut comprendre de l’équation 2.62 qu’une instabilité dans le canal p-h se manifeste lors-

qu’une valeur propre de l’opérateurΓphχ
0
ph(Q) atteint l’unité. Comme ces valeurs propres dans

l’état normal sont toutes inférieures à l’unité, on étudie la valeur propre la plus grande. On ap-

pelle cette valeur propre le facteur de Stoner et il nous indique sur la proximité de notre système

d’une transition de phase magnétique ou de charge.

Fig. 2.16. Exemple de vecteur d’emboîtement. La surface de Fermi est définie par une ligne
pleine bleue, dans la première zone de Brillouin. Lorsqu’on la décale par un vecteur ( 1

2 , 1
2 ), on

observe qu’il y a beaucoup de recouvrement et donc ce vecteur en est un d’emboîtement.
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Vecteurs d’emboîtement. — De plus, la simplicité du vertex p-h fait en sorte qu’on peut pré-

dire la position en impulsion associée au facteur de Stoner. Effectivement, la RPA fait en sorte

que la structure de la susceptibilité χph est extrêmement similaire à celle de la susceptibilité

non-habilléeχ0
ph de l’équation 2.61. Cette dernière correspond à la propagation simple de deux

particules indépendantes GK+QGK . Les particules disponibles pour se propager sont proches

du niveau de Fermi et ont une impulsion donnée par la surface de Fermi. Ainsi, χ0
ph a des

maxima quand la surface de Fermi peut être décalée d’un vecteur q et avoir beaucoup de re-

couvrement. On appelle de telles impulsions q des vecteurs d’emboîtement et un exemple est

illustré à la figure 2.16.

Fig. 2.17. Expression diagrammatique du vertex d’appariement Γpp selon la théorie des fluc-
tuations de spin et de charge, obtenue par les équations parquet.

Équations parquet. — Tel que mentionné plus haut et dérivé dans la référence [49] et l’ar-

ticle A2, on peut maintenant obtenir le vertex dans le canal p-p en utilisant les équations par-

quet, illustrées à la figure 2.17. Ces équations nous disent que la polarisation électronique mo-

dulée par les fortes interactions électroniques peut générer une interaction effective d’appa-

riement entre les électrons, formant ainsi des paires de Cooper supraconductrices. Comme le

mécanisme est l’échange entre les électrons de fluctuations de spin et de charge à travers le

milieu, on nomme cette théorie de la supraconductivité par le nom correspondant.

Maintenant, similairement aux états ordonnés émergeant de la divergence de la suscepti-

bilité χph lorsque le facteur de Stoner atteint l’unité, les états supraconducteurs émergent lors-

qu’une valeur propre λ de l’opérateur Γppχ
0
pp atteint l’unité. C’est ce qu’on appelle l’équation

de Eliashberg, qui est une équation aux valeurs propres non-hermitiennes. Exprimée dans une

base spin-orbitale, elle s’écrit

λ∆
σ1σ2
K l1l2

(Q) =−∑
K ′

∑
l3l4l5l6

∑
σ3σ4σ5σ6

[Γpp (Q)]σ1σ2,σ3σ4
K l1l2,K ′l3l4

[
χ0

pp (Q)
]σ3σ4,σ5σ6

K ′l3l4,K ′l5l6
∆
σ5σ6
K ′l5l6

, (2.63)

et les vecteurs propres∆ sont les paramètres d’ordre supraconducteurs.

45



2.3. Mises en ordre électroniques et symétries brisées

La troisième loi de la thermodynamique nous dit que l’entropie décroît vers une valeur

constante quand la température tend vers zéro. Ainsi, en abaissant la température d’un sys-

tème, ce dernier doit réduire son entropie. Or, l’entropie est donnée par S = kb lnΩ avec Ω

le nombre de micro-états constituant l’état macroscopique du système en équilibre. Une ma-

nière de réduire ce nombre de micro-états est de contraindre les degrés de liberté. Prenons par

exemple deux particules indépendantes dans une boîte. Les particules ont chacune la possibi-

lité d’être n’importe où dans la boîte, ce qui fait un grand nombre de possibilités. Si les deux

particules sont collées ensemble, alors elles sont contraintes à être à côté l’une de l’autre et

le nombre de micro-états est grandement réduit. Le gel de degrés de liberté de cette manière

correspond à une brisure de symétrie dans le système et caractérise une transition de phase.

Un exemple classique de transition de phase est le passage d’un gaz à un liquide, ou d’un

liquide à un solide. Un gaz à l’équilibre est typiquement compris comme un ensemble de pe-

tites molécules en suspension qui n’interagissent pas, collisionnent élastiquement et dont la

densité moyenne ρ(r ) est uniforme dans le volume. Ces molécules peuvent également tourner

sur elles-mêmes sans problème. La symétrie de ce système est que justement ρ(r1) = ρ(r2) pour

Fig. 2.18. Différentes phases de la matière. Les transitions d’une phase à l’autre permettent la
réduction de l’entropie en brisant des symétries. On peut atteindre ces différentes phases en
variant la température.
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tout couple de positions dans le volume, en plus de l’invariance sous rotation de ces molécules.

Également, il n’y a pas d’ordre entre les molécules individuellement car si on connaît la position

d’une, on ne sait absolument rien des autres, mis à part que la densité moyenne est uniforme.

Lorsqu’on atteint la phase liquide, les molécules commencent à former des liens entre elles,

ce qui les contraignent dans l’espace. Elles sont proches les unes des autres et prennent la

place qui est disponible. Ainsi, la densité est encore uniforme, mais l’orientation des molécules

est contrainte et elles ne peuvent plus tourner comme bon leur semble. Conséquemment, si

on connaît l’état d’une petite portion de l’état macroscopique, on peut déduire ce qu’il y a de

proche, mais trop loin la prédiction redevient probabilistique. Il y a un ordre à courte portée.

Continuons de réduire l’entropie en passant à la phase solide. Dans cette phase, chaque atome

est connecté au prochain. Dans les cristaux périodiques, la maille élémentaire est reproduite

à chaque translation d’un vecteur du réseau R . La contrainte sur la densité est maintenant

ρ(r + R) = ρ(r ), qui s’interprète tel que si on connaît la position d’un atome, on sait qu’il y

aura aussi des atomes aux translations de toutes les combinaisons de vecteurs du réseau. On

a maintenant affaire à de l’ordre à longue portée. Ces différentes transition sont illustrées à

la figure 2.18 et on a également ajouté la phase plasma à plus haute température, pour laquelle

même les molécules individuelles sont séparées en atomes ionisés, donnant place à encore plus

de micro-états possibles.

On a également ajouté une phase à plus basse température, une phase dite magnétique.

Effectivement, bien que la position des noyaux atomiques n’a pas changé, c’est plutôt la com-

posante électronique qui ici a été contrainte. Dans un métal paramagnétique, la densité élec-

tronique d’une cellule à l’autre est la même, mais la composition d’électrons de spin ↑ ou de

spin ↓ est aléatoire. Ces degrés de liberté doivent être gelés si on veut atteindre S → 0 à T → 0.

Ainsi, à très basse température, on retrouve des états encore bien plus ordonnés que la simple

phase solide. À la figure 2.18, nous avons décidé d’illustrer un antiferro-aimant (AFM), ce qui

veut dire que les spins alternent entre haut et bas comme selon un damier. Cependant, il y a

beaucoup d’autres phases ordonnées possibles pouvant émerger d’un solide paramagnétique.

Comme nous l’avons énoncé, à chaque transition de phase, il y a une brisure de symétries et

cette dernière est quantifiée par un paramètre d’ordre. Les symétries non-brisées sont conser-

vées. Connaître le paramètre d’ordre d’une phase est capital car celui-ci caractérise précisé-

ment l’état du système. Entre l’état solide et gazeux, le paramètre d’ordre est la densité et l’une

des symétries brisées est l’invariance sous translation.

Pour un état magnétique, le paramètre d’ordre est la magnétisation m(r ), qui est nulle dans

un para-aimant. Supposons simplement que la magnétisation est collinéaire selon l’axe-z, alors

elle est donnée par m(r ) = ρ↑(r )−ρ↓(r ), soit la différence entre le nombre d’électrons de spin

haut et de spin bas. Dans un ferro-aimant, les spins sont majoritairement dans une direction et

le paramètre d’ordre est donné par
∑

r 〈m(r )〉. Dans un antiferro-aimant, les spins alternent

comme un damier et on a comme paramètre d’ordre
∑

r (−1)r · 2π
a (x+y)〈m(r )〉. On a présumé
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Fig. 2.19. Paramètres d’ordre pour une onde de densité de spins (SDW) et pour une onde de
densité de charges (CDW) avec une périodicité de 10 cellules unitaires. Dans la SDW, la direc-
tion du spin d’un électron localisé est modulée sur plusieurs cellules unitaires, alors que dans
la CDW, c’est plutôt la densité de charge qui l’est.

ici que le réseau cristallin était carré, en deux dimensions et avec un paramètre de maille a.

Dans le cas antiferromagnétique, on remarque qu’il faut traverser deux fois la maille élémen-

taire avant de retrouver la symétrie du système. Le concept se généralise dépendamment de

combien de cellules unitaires il faut traverser et dans quelle direction, caractérisé par le vecteur

q . Cette généralisation s’appelle une onde de densité de spin (SDW) et a pour paramètre d’ordre∑
r e

2πi
a r ·q 〈m(r )〉. La SDW est illustrée à la figure 2.19 pour une chaîne unidimensionnelle avec

une périodicité de 10 cellules unitaires.

Similaire à la magnétisation, ce peut être la densité de charge ρ(r ) = ρ↑(r )+ρ↓(r ) qui soit

modulée le long d’une certaine longueur de cellules unitaires caractérisée par le vecteur q .

Dans ce cas, le paramètre d’ordre est
∑

r e
2πi

a r ·q 〈n(r )〉 et on appelle cette phase une onde de

densité de charges, également illustrée à la figure 2.19.

Les paramètres d’ordre que nous avons jusqu’à maintenant énoncés représentent des cas

précis et simples de matériaux ordonnés. Nous aurions pu inclure la non-localité, le couplage

spin-orbite, la représentation multi-orbitales ou bien la dépendance en fréquence, mais nous

ne voulions que donner des exemples simples de phases ordonnées. La raison est que, bien

que ces phases de la matière soient fascinantes, elles ne sont pas celles qui nous intéressent

dans cette thèse. Nous sommes plutôt intéressés aux phases supraconductrices. Dans une

base multi-orbitales, le paramètre d’ordre supraconducteur est la fonction de gap∆(1,2), qui se

transforme comme la fonction de Gorkov

F (1,2) = 〈Tτψ̂†(1)ψ̂†(2)〉 (2.64)

où i ≡ (ri ,σi , li ,τi ) est un super-indice comprenant tous les nombres quantiques d’un électron

et, dans le cas de la présente thèse, on va jusqu’à considérer la position, le spin, l’orbitale ainsi

que le temps imaginaire, respectivement. Nous décrirons plus en détails ce paramètre d’ordre

généralisé dans la section 3.3 et la dérivation ainsi qu’une grande quantité de détails sont don-

nés dans l’article A2. On remarque toutefois déjà avec cette forme de paramètre d’ordre qu’une

symétrie brisée est le nombre de particules. Effectivement, l’expression 2.64 implique que la

création de deux électrons sur l’état fondamental recouvre avec l’état fondamental. Nous ver-

rons quel genre de fonction d’onde respecte cette propriété à la section 3.2. Cette brisure de la
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symétrie du nombre de particules est caractéristique aux supraconducteurs et implique égale-

ment que la transformation de gauge globale ψ̂†(i ) → e iφψ̂†(i ) associée à la symétrie U (1) en

électromagnétisme soit brisée [59].
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Chapitre 3

Supraconductivité

Un supraconducteur permet notamment de conduire l’électricité sans résistance, de produire

d’immense champ magnétique, d’en détecter des infinitésimaux et d’en expulser pour léviter,

en plus d’accueillir des qubits informatiques. La supraconductivité est un domaine extrême-

ment dynamique de la physique moderne, et ce depuis longtemps. À la section 3.1, nous faisons

un survol historique s’arrêtant à la découverte du SRO.

Comme nous l’avons discuté à la section 2.3, la supraconductivité est une phase de la ma-

tière dans laquelle les degrés électroniques s’ordonnent ensemble. Les électrons étant des fer-

mions, leur nature anti-symétrique sous échange fait qu’ils ne peuvent pas tous occuper le ni-

veau de plus basse énergie. Lorsque l’interaction le permet, l’énergie pour former une paire

est moindre que celle d’être libre. Les électrons peuvent alors collectivement occuper un état

bosonique et ainsi réduire l’énergie totale du système. Tel que mentionné à la section 2.2.6, une

transition entre un état normal et une phase supraconductice est caractérisée par la divergence

de la susceptibilité p-p χpp . Si on traite l’interaction menant à l’émergence de la transition

au niveau du vertex d’appariement Γpp , la divergence survient lorsque la plus grande valeur

propre de l’opérateur Γppχ
0
pp atteint l’unité. Reformulé mathématiquement, on cherche à ré-

soudre l’équation aux valeurs propres

λ∆
σ1σ2
K l1l2

(Q) =−∑
K ′

∑
l3l4l5l6

∑
σ3σ4σ5σ6

[Γpp (Q)]σ1σ2,σ3σ4
K l1l2,K ′l3l4

[
χ0

pp (Q)
]σ3σ4,σ5σ6

K ′l3l4,K ′l5l6
∆
σ5σ6
K ′l5l6

, (3.1)

avec les vecteurs propres et valeurs propres associées ∆ et λ, K ,K ′ (Q) des quadrivecteurs fer-

mioniques (bosonique), li des indices orbitales et σi des indices de spin. Le vecteur propre

dominant∆ est le paramètre d’ordre supraconducteur et caractérise complètement la nouvelle

phase. Il peut être interprété comme la fonction d’onde des paires d’électrons, qu’on appelle

des paires de Cooper. Comme le vertex Γpp décrit les interactions irréductibles à deux corps et

χ0
pp la propagation libre de deux corps, cette expression s’interprète comme suit: si une paire∆

propage librement via χ0
pp , interagit d’une manière quelconque, puis en ressort avec une am-

plitude λ > 1, alors il y a un effet d’avalanche qui se produit et mène à la divergence. Si λ < 1,



cette fluctuation de paire tend à se dissiper complètement. Dans un matériau qui respecte la sy-

métrie d’inversion, l’état de moindre énergie possède typiquement des paires qui ont un centre

de masse fixe, soit Q = 0.

Alors que la modélisation de la susceptibilité χ0
pp ne demande qu’une structure de bandes

qui peut être obtenue en utilisant la DFT décrite à la section 2.1.1 ou bien la DFT+DMFT décrite

à la section2.2.5, la modélisation du vertex Γpp est extrêmement difficile et demande que l’on

suppose un mécanisme d’appariement. Dans les matériaux conventionnels, ce mécanisme est

l’interaction entre les électrons et les phonons, les vibrations du système. Il repose sur la théo-

rie de Bardeen, Cooper et Schrieffer (BCS) discutée à la section 3.2. Dans les matériaux non-

conventionnels, plusieurs mécanismes peuvent être étudiés. À la section 3.3, nous introduisons

la théorie des fluctuations de spin et de charge comme médiateurs de supraconductivité et ex-

pliquons comment ce mécanisme peut mener à des paramètres d’ordre bien plus compliqués

que ceux des matériaux conventionnels. À la section 3.4, nous résumons les connaissances

collectives actuellement partagées sur le SRO, commençant par la caractérisation de son état

normal, suivi des évidences expérimentales de son état supraconducteur et concluant sur les

théories possibles modernes.

3.1. Survol historique

Les phases de mise en ordre électronique se manifestent habituellement à basse tempé-

rature. Au début du vingtième siècle, Kamerlingh Onnes a obtenu la médaille Franklin pour

avoir réalisé la liquéfaction de l’hélium [1], un avancée spectaculaire dans le domaine de la

cryogénie. Comme application de cette réussite, il était intéressé par le comportement de la

résistance électrique des métaux à de très basses températures. En 1911, il a découvert que la

résistivité du mercure ne se comportait pas comme il s’y attendait. En fait, il avait plusieurs hy-

pothèses mais a été complètement sous le choc lorsqu’il a réalisé qu’elle devenait en fait totale-

ment nulle, à température finie [2]. Il devait bien se douter qu’il venait de tomber sur une mine

d’or et a nommé ce phénomène la supraconductivité. Une expérience plus récente a notam-

ment confirmé qu’un courant généré dans un anneau supraconducteur avait un temps de vie

borné inférieurement à 105 années et ainsi une résistance électrique essentiellement nulle [3].

Un peu plus tard en 1933, une autre propriété caractéristique de cet état a été révélée lorsque

Meissner a confirmé qu’un champ magnétique se voyait entièrement expulsé du volume du su-

praconducteur par la création de courants de surface [4]. Conséquemment, un état supracon-

ducteur est limité par la présence d’un champ magnétique et disparaît lorsque celui-ci dépasse

la valeur critique HC . Cette nouvelle observation confirmait alors qu’on avait affaire à un état

de la matière différent d’un conducteur idéal. À cette époque, on savait également que plu-

sieurs des éléments du tableau périodique deviennent supraconducteurs à température suffi-

samment basse, mais les théories restaient insatisfaisantes pour expliquer le phénomène.
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Du milieu des années trente jusqu’au début des années cinquante, quelques théories ont

vu le jour et ont permis d’améliorer quantitativement la compréhension du phénomène. No-

tamment, deux théories phénoménologiques: celle des frères London en 1935 qui décrit ma-

thématiquement les équations électromagnétiques dans le volume d’un supraconducteur [5]

et celle macroscopique de Ginzburg-Landau en 1950 [6] qui décrit parfaitement le phénomène

proche de la transition de phase et permet de dériver un grand nombre d’observables. Cette

dernière, bien que régulièrement employée aujourd’hui encore, avait alors reçu peu d’attention

dans l’ouest à cause de son incapacité à décrire les phénomènes microscopiques.

Il fallut attendre 1957 avant qu’une explication satisfaisante du mécanisme microscopique

ne soit publiée: la théorie de BCS [7]. Cette dernière permettait d’affirmer que la supraconduc-

tivité jusqu’alors observée résultait d’une interaction effective attractive entre des paires d’élec-

trons, qui a été associée à l’interaction entre les électrons et les vibrations du réseau. Chaque

paire formant alors un boson composite, toutes peuvent ensuite condenser et former un état

macroscopique cohérent qui évolue sans dissipation. Cette théorie, supportée expérimenta-

lement par l’effet isotopique [8], est également arrivée avec son lot de quantités calculables,

notamment la température critique [7, 9].

On savait alors quoi chercher: augmenter la quantité d’électrons disponibles ainsi que leur

interaction avec le réseau. Malheureusement, plusieurs bons arguments théoriques ont prouvé

dans les années 70 que les températures critiques maximales obtenues à l’aide de ce méca-

nisme à pression ambiante ne pourraient surpasser les 40 Kelvins [10]. Effectivement, la plus

haute température critique observée jusqu’en 1986 avait été découverte dans le Nb3Ge à en-

viron 23 K [11]. Plusieurs croyaient alors avoir été témoins de la fin de cette épopée et qu’il

n’existerait jamais de supraconducteur à température ambiante. Ils ne savaient toutefois pas

que d’autres classes de supraconducteurs verraient éventuellement le jour et qu’on appellerait

la première classe de matériaux les supraconducteurs conventionnels. Nous reviendrons sur ces

matériaux à la section 3.2 et nous montrerons que le paramètre d’ordre de cette classe de ma-

tériaux est essentiellement isotrope.

Pendant que certains essayaient d’obtenir de meilleures températures critiques, d’autres se

sont demandés si le 3He pouvait aussi avoir un état de type "supraconducteur". Effectivement,

il était alors compris que le 4He, avec un nombre pair de fermions, correspond à un boson com-

posite qui peut former un condensat de Bose-Einstein. Le 3He ne jouit pas de cette propriété et

donc s’il condense, il doit y avoir un appariement des noyaux fermioniques en bosons. Berk et

Schrieffer proposèrent alors un mécanisme d’appariement reposant sur les interactions élec-

troniques, notamment les fluctuations ferromagnétiques [12]. En 1972, l’hélium superfluide a

été découvert à une température critique de 3 mKelvin [13] et son paramètre d’ordre ne sem-

blait pas isotrope, mais plutôt caractérisé par les harmoniques sphériques de moment angulaire

l = 1. Cette particularité ne cadrant pas avec la théorie de BCS, on a alors catégorisé l’apparie-

ment des électrons comme étant non-conventionnel, avec une symétrie dite de type p [14].
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Dans les mêmes années, Matthias travaillait sur des matériaux intermétalliques à base

d’uranium. Bien que le fort magnétisme atomique était cru délétère à la supraconductivité, il a

observé plusieurs transitions supraconductrices [15]. Il était toutefois difficile de confirmer de

telles transitions et il a fallu que Steglich confirme qu’un autre matériau similaire, le CeCu2Si2,

devenait effectivement supraconducteur avant qu’on confirme qu’une nouvelle classe avait été

découverte: les fermions lourds [16]. On les appelle ainsi parce que certains des éléments ex-

cessivement magnétiques qui les composent ont des électrons de valence intensément locali-

sés spatialement, ce qui cause de fortes répulsions électroniques et ainsi de la corrélation tel

qu’expliqué à la section 2.2. Un des effets des fortes interactions électroniques est d’amplifier

la masse effective des électrons corrélés et dans les fermions lourds, celle-ci peut atteindre des

fractions considérables de la masse d’un proton.

Bien qu’une nouvelle classe de matériaux supraconducteurs était alors découverte, leurs

températures critiques très basses de l’ordre du Kelvin n’étaient pas particulièrement at-

trayantes, si bien que plusieurs chercheurs considéraient la recherche d’un supraconducteur

à température ambiante comme vaine et conseillaient de changer de domaine de la physique.

Cependant, en 1986 à la surprise générale, Bednorz et Müller ont fait l’annonce d’une céra-

mique à base de lanthane, baryum, cuivre et oxygène ayant une température critique d’environ

35 K [17]. Cette découverte a initialement généré une vague de scepticisme puisque Bednorz

et Müller n’observaient alors pas l’effet Meissner, en plus du fait qu’il était fréquent à cette

époque d’annoncer l’observation de supraconductivité avant de se rétracter. Néanmoins, dans

ce cas-ci, le diamagnétisme a éventuellement été confirmé et s’en est suivi d’une effervescence

communément appelée le Woodstock de la physique [18], avec des masses de chercheurs

émoustillés qui se sont empressés de retourner à leurs laboratoires afin de répliquer l’expé-

rience. Il ne fallut alors que six mois au groupe de Paul Chu pour annoncer une température

critique d’environ 93 K dans un composé d’yttrium, de baryum, de cuivre et d’oxygène [19]. Le

domaine était totalement relancé, méritant le prix Nobel de 1987 à Bednorz et Müller. Effec-

tivement, il était dorénavant possible d’observer un état supraconducteur à des températures

supérieures à celle de l’azote liquide, soit 77 K. On croyait donc que la révolution technologique

tant convoitée était à portée de main. Les résultats ont alors rapidement cascadé et une TC

d’environ 164 K sous une pression de 45 GPa a été observée en seulement quelques années [20].

Cette nouvelle classe de matériaux supraconducteurs nommée les cuprates à cause de la

présence commune de plans de CuO2 a évidemment généré beaucoup de discussions et dé-

bats. En raison de la difficulté à faire de bons échantillons, les propriétés étaient difficiles à

confirmer et plusieurs croyaient que le paramètre d’ordre était isotrope, comme dans les maté-

riaux conventionnels. Une série d’expériences ingénieuses a cependant déplacé la discussion

entourant la symétrie la plus probable vers une de type d ayant un moment cinétique l = 2, avec

par exemple, l’expérience d’interférence des phases d’une jonction de Josephson en coin [21].
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Ces matériaux ont aussi donné du fil à retordre aux théoriciens: trouver le mécanisme micro-

scopique d’appariement. La forme de type d impliquait que le mécanisme n’était pas celui de

BCS, et comme les cuprates manifestent tous de l’antiferromagnétisme dans leurs diagramme

de phase à proximité de l’état supraconducteur, le mécanisme favorisé impliquait naturelle-

ment des fluctuations de spin, discutées aux sections 2.2.6 et 3.3.

Environ dix ans après la découverte des cuprates, des scientifiques ont voulu chercher

d’autres matériaux en remplaçant le cuivre par des atomes similaires. C’est à ce moment-là

qu’on a réalisé que le Sr2RuO4 (SRO), un matériau extrêmement pur utilisé comme substrat

dans la croissance de LaCuO2 et d’autres cuprates était lui aussi supraconducteur, à une tem-

pérature critique de 1.5 K [24]. Étant donné sa pureté, on croyait que les expériences ayant

confirmé le caractère de type d des cuprates permettraient aisément de le caractériser lui aussi.

Or encore de nos jours, la symétrie de son paramètre d’ordre ne fait pas consensus [25]. Durant

plusieurs années, l’hypothèse dominante stipulait qu’il était un état de type p chiral impliquant

Fig. 3.1. Évolution des températures critiques selon l’année de découverte. Les différents sym-
boles classifient les types de supraconductivité. Respectivement, les points verts, les étoiles
limes, les losanges bleus, les triangles inversés mauves, les triangles rouges, ainsi que carrés
jaunes correspondent aux supraconducteurs dits conventionnels, à base de fermions lourds,
de cuivre, de fullerène de Buckminster (C60), de nanotubes de carbone, ainsi qu’à base de fer.
Le pentagone gris est le ruthénate de strontium et l’étoile à six pointes rose est la nouvelle classe
à base de nickel. Image modifiée à partir de celle de la référence [22], puis mise disponible à la
référence [23] sous la licence CC BY-SA 4.0.
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la présence de courants de surface topologiques potentiellement utiles comme qubits pour les

ordinateurs quantiques [26]. Des expériences récentes ont cependant infirmé cette possibilité

et la symétrie de son paramètre d’ordre est redevenue un sujet extrêmement dynamique dans

la communauté scientifique, avec beaucoup de théories possibles. C’est pour cette raison que

c’est ce matériau en particulier qui nous intéresse dans cette thèse.

Ce survol est illustré par la figure 3.1, qui montre l’évolution des températures critiques des

différentes classes de supraconducteurs en fonction des années de découverte. Il est à noter

que beaucoup s’est passé depuis la découverte de la supraconductivité du SRO, notamment

l’apparition d’une nouvelle classe de matériaux à base de fer, à base de nickel et de nouveaux

matériaux conventionnels ayant de très hautes températures critiques à des pressions gigan-

tesques. Nous aborderons ces classes au chapitre 4.

3.2. Mécanisme conventionnel

La grande puissance de la théorie BCS, telle que mentionnée à la section précédente, a été

de prédire une grande gamme d’observables et ainsi être confirmée dans plusieurs matériaux.

En fait, son mécanisme d’appariement est si général qu’il est fort probable d’observer un état

supraconducteur si on refroidit suffisamment un cristal. La figure 3.2 illustre ce propos avec le

concept du tableau périodique de la supraconductivité dans les cristaux monoatomiques.

Un autre succès de la théorie BCS est d’avoir identifié un mécanisme microscopique don-

nant naissance à la supraconductivité conventionnelle et d’avoir formulé une expression pour

la fonction d’onde macroscopique qui fait explicitement intervenir la formation des paires de

Cooper, qui se superposent entre elles de manière cohérente pour former l’état fondamental.

L’énergie économisée grâce à cette condensation permet d’abaisser l’énergie du système. Dans

cette section, nous expliquons d’abord comment l’interaction entre les électrons et les vibra-

tions du réseau génère une interaction effective attractive entre les électrons qui mène à une

instabilité de Cooper. Nous reverrons ensuite la théorie de BCS plus en détail.

Attraction effective. — Comme précurseur à la théorie BCS en 1950, l’effet isotopique a en

quelque sorte orienté l’intuition vers la solution. Cet effet démontre qu’en utilisant des isotopes

dans les matériaux supraconducteurs monoatomiques, on peut modifier de manière notable

leur température critique comme TC ∝ M−1/2 avec M la masse de l’atome [28, 29]. Or, le chan-

gement d’isotope n’a que très peu d’effet sur les électrons du système, qui eux ressentent la

même charge électrique. Le seul effet considérable apparaît au niveau des vibrations du réseau

qu’on peut quantifier en phonons. Effectivement, l’énergie des phonons dépend de la tension

entre deux atomes, qui s’exprime comme un problème de ressort quasi-harmonique. Dans les

matériaux monoatomiques, cette énergie varie justement en M−1/2.

Cette observation a rapidement incité Fröhlich a suggérer que le couplage électron-phonon

pouvait agir comme une interaction effective attractive entre les électrons [30]. Comme les
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Fig. 3.2. Abondance de la supraconductivité conventionnelle. Pour chaque élément du tableau
périodique, il est possible de former un cristal monoatomique. Souvent, on y observe de la su-
praconductivité à suffisamment basse température. Parfois cependant, il faut recourir à de très
hautes pressions. En jaune, les éléments qui deviennent supraconducteur à pression ambiante
et en turquoise, sous de grandes pressions. Image obtenue de la référence [27] sous la licence
CC BY 4.0.

supraconducteurs conventionnels émergent d’un état normal métallique de type liquide de

Fermi, cette affirmation peut sembler suspecte. Effectivement, ces métaux possèdent des élec-

trons de conduction délocalisés qui agissent de manière quasi-libre. Conséquemment, l’inter-

action coulombienne devrait tout simplement éloigner les électrons plutôt que de les garder

dans un état lié. L’idée de Fröhlich est que l’interaction entre un électron et le réseau, puis de ce

réseau avec un autre électron puisse elle être attractive. La figure 3.3 illustre ce phénomène. Un

premier électron se déplace librement dans le métal, à la vitesse de Fermi qui correspond aux

premiers électrons de conduction. Se faisant, il attire les ions chargés. De par leur masse bien

Fig. 3.3. Attraction effective entre deux électrons due à l’échange d’un phonon.
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plus élevée, les atomes sont beaucoup plus lents et lorsqu’ils atteignent la position où ils sont

les plus proches, le premier électron est déjà bien loin. Un deuxième électron qui passerait par

là ressentirait alors de l’attraction avec l’endroit où se trouvait jadis l’électron. Cette interaction

effective attractive est dite retardée.

Instabilité de Cooper. — Après cette observation qu’une interaction effective attractive peut

émerger du couplage électron-phonon, il ne manquait plus que de donner explicitement la

fonction d’onde et le paramètre d’ordre de la phase supraconductrice. Cooper a présenté l’idée

initiale, en montrant qu’une mer de Fermi non-interagissante était instable sous l’addition

d’une paire d’électrons munis d’une interaction attractive [32]. Il a commencé avec un mé-

tal de Fermi dans lequel les électrons remplissent la mer de Fermi de manière essentiellement

sphérique, tel qu’illustré par les surfaces de Fermi avec seulement une bande à la figure 3.4.

Donc les électrons libres ont une vitesse proche de celle de Fermi vF , avec l’impulsion de Fermi

correspondante de norme kF . On peut approximer la partie spatiale de leur fonction d’onde

par une onde plane e i kF ·r . Comme l’interaction électron-phonon est maximale pour une paire

ayant un centre de masse au repos, il est favorable pour les vecteurs d’onde des électrons de

sommer à zéro, soit k1 =−k2.

Maintenant, on exprime l’équation de Schrödinger de la paire comme[
−ħ2∇∇∇2

2m
+V (r1,r2)

]
ψσ1σ2 (r1,r2) = (2εF +εint)︸ ︷︷ ︸

E

ψσ1σ2 (r1,r2), (3.2)

soit un terme purement cinétique en ∇∇∇2 pour chaque particule et le terme d’interaction entre

les particules V (r1,r2). Également, on a écrit que l’énergie de cette solution E est deux fois

l’énergie des ondes indépendantes εF , en plus de l’énergie d’interaction εint. On peut alors

poser que la solution prend la forme

ψσ1σ2 (r1,r2) = ∑
k∈FS

ukF e i k ·(r1−r2)χσ1σ2 , (3.3)

Fig. 3.4. Surfaces de Fermi de matériaux monoatomiques qui forment de bons liquides de
Fermi. La surface correspond à une sphère dont le rayon dépend du nombre d’électrons de
valence. Lorsque la sphère atteint la frontière de la zone de Brillouin, elle est repliée. Images
obtenues du site web associé à la référence [31].
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soit les deux ondes planes indépendantes modulées par le coefficient d’interaction uk , égale-

ment avec une modulation χσ1σ2 prenant compte des spins. En insérant cette fonction d’onde

dans l’équation 3.2 de Schrödinger, on trouve

(E −2εF )︸ ︷︷ ︸
εint

uk = ∑
k ′>kF

Vkk ′uk ′ (3.4)

avec Vkk ′ les éléments de matrice du potentiel interagissant.

Également, la fonction d’onde de la paire peut être simplifiée. Comme l’interaction ne dé-

pend pas des spins, la fonction d’onde peut être décomposée en une partie impaire et une par-

tie paire sous échange des spins, respectivement appelées un singulet et un triplet de spins.

De plus, comme la fonction d’onde ψ décrit une paire de deux fermions, elle doit être impaire

sous échange de tous les nombres quantiques, c’est-à-dire ψσ2σ1 (r2,r1) =−ψσ1σ2 (r1,r2). C’est

une conséquence du principe d’exclusion de Pauli. Donc si la paire forme un singulet (tri-

plet) de spins, il faut que uk soit pair (impair). Également, on a e i k ·r = cos(k · r )+ i sin(k · r ).

Conséquemment, si la paire forme un singulet (triplet) de spins, on ne garde que cosk · (r1−r2)

(sink · (r1 − r2)). Dans le modèle Fröhlich, les électrons s’attirent localement, à un temps diffé-

rent. Ainsi on veut maximiser la fonction d’onde des électrons spatialement au même point, ce

qui avantage une solution avec uk pair, et donc un singulet de spins.

Maintenant, si l’énergie de la paire E est inférieure à l’énergie cinétique des électrons libres

2εF , l’état lié est plus stable que les particules libres. Cooper a étudié ce modèle en présumant

simplement un potentiel attractif V pour des énergies autour de εF avec une différence maxi-

male la fréquence de DebyeΩ. Cette fréquence est la coupure après laquelle il n’y a plus de pho-

nons. L’énergie de liaison de la paire est alors donnée par ∆Cooper ≡ 2εF −E ≈ 2Ωe−2/N0V avec

N0 la densité d’état au niveau de Fermi. Ainsi, lorsqu’on essaie d’approcher de cette expression

par une expansion perturbative en fonction du potentiel V , il faut une infinité de termes. On

comprend alors mieux pourquoi l’approche perturbative n’a pas fonctionné et qu’il aura fallu

autant de temps avant de trouver une solution au problème.

Théorie BCS. — Bien qu’excessivement simple, le modèle de Cooper intègre bien les ingré-

dients importants du problème : la supraconductivité est une instabilité de l’état normal, en-

clenchée par une interaction attractive. Une fois que Cooper a compris la forme de la fonction

d’onde d’une paire d’électrons liés, il n’a pas fallu longtemps avant qu’il ne développe, avec ses

collègues, la théorie BCS. Dans cette dernière, il n’y a pas seulement une paire qui se forme,

mais plutôt tous les électrons disponibles forment des paires qui condensent ensemble. Le for-

malisme complet de cette théorie n’étant pas nécessaire dans le cadre de cette thèse, nous al-

lons énoncer les grands points de la théorie BCS. Pour plus de détails, voir les références [9, 33].

Le modèle que BCS ont utilisé dans leur article [7] permet de mieux décrire le condensat.

On commence avec un Hamiltonien possédant un potentiel à deux corps V qui conserve la
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quantité de mouvement totale. En seconde quantification, on écrit

Ĥ =∑
kσ
ε(k)ĉ†

kσĉkσ+
∑

kk ′q

∑
σσ′

V σσ′
kk ′q ĉ†

k+q ,σĉ†
−k−q ,σ′ ĉ−k ′σ′ ĉk ′σ (3.5)

avec ε(k) les énergies non-interagissantes. Dans la théorie BCS, on cherche à décrire des paires

ayant un centre de masse fixe q = 0 et formées de singulets. L’Hamiltonien se réduit à

Ĥred =∑
kσ
ε(k)ĉ†

kσĉkσ+
∑
kk ′

V ↑↓
kk ′ ĉ

†
k↑ĉ†

−k↓ĉ−k ′↓ĉk ′↑. (3.6)

Ensuite, on présume que les valeurs attendues 〈c†c†〉 et 〈cc〉 sont petites, mais non-nulles. En

utilisant un champ moyen et en négligeant les produits d’écarts à la moyenne, on arrive finale-

ment à réduire l’Hamiltonien comme

ĤBCS =
∑
kσ
ε(k)ĉ†

kσĉkσ+
∑
k

[
∆†

k ĉk↓ĉ−k↑+∆k ĉ†
k↑ĉ†

−k↓
]
−∑

kk ′
V ↑↓

kk ′〈ĉ†
k↑ĉ†

−k↓〉〈ĉ−k ′↓ĉk ′↑〉, (3.7)

avec

∆k =∑
k ′

V ↑↓
kk ′〈ĉ−k ′↓ĉk ′↑〉 et ∆†

k =∑
k ′

V ↑↓,∗
kk ′ 〈ĉ†

k ′↑ĉ†
−k ′↓〉. (3.8)

Le dernier terme n’est qu’un simple décalage en énergie et n’a pas d’influence sur les états

propres du système. ∆ est le paramètre d’ordre supraconducteur, aussi appelé la fonction de

gap, et décrit le gap en énergie qui s’ouvre entre l’état décrivant les électrons appariés et celui

les décrivant non-appariés. On peut alors montrer que la fonction de gap ∆ satisfait l’équation

auto-cohérente

∆k =−∑
k ′

V ↑↓
kk ′ tanh

(
Ek ′

2kB T

)
∆k ′

2Ek ′
, (3.9)

où T est la température du système, kB la constante de Boltzmann et Ek =
√
ε(k)2 +∆2

k est

l’énergie d’une paire. Lorsque le gap est petit comme c’est le cas proche de la transition de

phase, on retrouve la version linéarisée de cette équation

∆k =−∑
k ′

V ↑↓
kk ′ tanh

(
ε(k ′)
2kB T

)
∆k ′

2ε(k ′)
, (3.10)

qui est totalement analogue à l’équation de Eliashberg 3.1 avec une base sans spin car on consi-

dère uniquement la solution singulet en spins, une seule bande qui fait office d’orbitale, une

vertex d’appariemment simplifié Γpp →V et l’utilisation de la simplification

(kbT )2

N

∑
iωn

[
χ0

pp (0)
]

k ,iωn ;−k ,−iωn
= tanh(ε(k)/2kbT )

4ε(k)
. (3.11)

Ensuite, en supposant une forme à la fonction d’onde et en utilisant le principe variationnel,

ils ont trouvé que l’état fondamental de ce système était

|ΨBCS〉 =
∏

k

(
uk + vk ĉ†

k↑ĉ†
−k↓

)
|0〉, (3.12)
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où vk et uk sont les amplitudes de probabilité d’avoir ou non la formation d’une paire singulet

d’électrons avec des impulsions k et −k . On voit bien que cette fonction d’onde ne conserve

pas le nombre de particules tel que discuté à la section 2.3 car la valeur attendue de détruire ou

créer deux électrons est non-nulle, bien visible dans la définition du paramètre d’ordre

∆k =−∑
k ′

V ↑↓
kk ′〈ΨBCS|ĉ†

k↑ĉ†
k↓|ΨBCS〉. (3.13)

On peut réécrire l’Hamiltonien BCS de l’équation 3.7 dans la base de Nambu, aussi appelé l’Ha-

miltonien effectif de Bogoliubov-de Genes (BdG), donné par

ĤBdG =∑
kσ
ε(k)ĉ†

kσĉkσ+
∑
k
∆†

k ĉk↑ĉ−k↓+
∑
k
∆k ĉ†

−k↓ĉ†
k↑ (3.14)

=∑
k

(
ĉ†

k↑ ĉ−k↓
)(

ε(k) ∆k

∆†
k −ε(−k)

)(
ĉk↑

ĉ†
−k↓

)
. (3.15)

Fig. 3.5. À gauche, illustration d’un gap supraconducteur uniforme sur une surface de Fermi
sphérique. Ce gap est dit de type s car il peut être exprimé en fonction de l’harmonique sphé-
rique de moment cinétique l = 0, qui correspond typiquement à une orbitale hydrogénique s.
À droite, on voit l’effet d’un tel gap uniforme sur une bande parabolique.

Fonction de gap uniforme. — Lorsqu’on prend le potentiel d’interaction V ↑↓
kk à partir du mé-

canisme de Fröhlich, ce dernier est attractif et plutôt uniforme spatialement. Ainsi, en prenant

V ↑↓
kk ′ ≈−V < 0, la solution triviale permettant de résoudre l’équation 3.10 est un gap uniformé-

ment local, c’est-à-dire qui est indépendant de k . Alors, la solution de l’Hamiltonien ĤBdG est

obtenue simplement en diagonalisant chaque point k , car le gap agit comme une hybridation

uniforme entre une particule d’impulsion k et d’énergie ε(k) avec un trou d’impulsion −k et

d’énergie −ε(−k). Si on considère un métal parfait simple, la surface de Fermi est sphérique

avec une bande parabolique. Le gap est illustré à la gauche de la figure 3.5. Il est uniforme tout

le long de la surface et toujours de même signe. Dans le cas considéré, c’est un singulet de spins.

Lorsqu’on étudie l’effet du gap sur la structure de bandes, on obtient l’image à droite de cette
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même figure. Un gap d’énergie est ouvert, ce qui signifie qu’il faut un minimum d’énergie pour

générer des excitations, qui correspondent à des combinaisons linéaires d’électrons et de trous.

3.3. États non-conventionnels

Le mécanisme d’appariement de la théorie BCS, le couplage électron-phonon, est bien

compris comme le responsable des états supraconducteurs conventionnels. Toutefois, les

conditions dans lesquelles ces états apparaissent sont trop extrêmes pour réellement enclen-

cher la révolution technologique initialement convoitée. Effectivement, les conditions néces-

saires sont des températures péniblement basses, ou bien des pressions extrêmes de l’ordre

de celles au centre de la Terre. Dans cette section, nous présentons un autre mécanisme du-

quel émergent des supraconducteurs non-conventionnels. Celui-ci découle non pas d’une at-

traction effective, mais plutôt des fortes répulsions entre les électrons fortement corrélés et est

discuté à la section 3.3.1. À la section 3.3.2, nous introduisons la généralisation du paramètre

d’ordre uniforme de BCS.

3.3.1. Mécanisme répulsif

Polarisabilité du milieu électronique. — Dans la théorie BCS, les électrons arrivent à po-

lariser le milieu ionique via l’interaction électron-phonon, ce qui agit comme une interaction

permettant l’appariement en paires. Comme les interactions électroniques sont incontestables

dans les premiers matériaux non-conventionnels comme les fermions lourds, l’idée de rem-

placer la polarisation du milieu ionique par celle du milieu électronique est plutôt attrayante.

Dans les années soixante, Luttinger et Kohn ont proposé un nouveau mécanisme basé sur cette

idée en étudiant des modèles d’électrons itinérants. Ils ont remarqué que pour un système de

fermions interagissant faiblement, il était impossible que le système reste normal jusqu’à tem-

pérature absolument nulle, peu importe la forme de l’interaction [34]. Leur argument découle

de l’acuité de la surface de Fermi à température nulle et du fait que si on place une charge sta-

tique dans un métal, le gaz d’électron entourant la charge se polarise et la densité de charge

oscille, décrite par une oscillation de Friedel. En incluant un arrière-plan positif comme dans

le modèle du jelium, la densité devient par moment attractive pour un autre électron qui pas-

serait proche, illustré à la figure 3.6. Le même effet arrive lorsqu’un électron se déplace dans un

métal, ainsi si le second électron orbitait autour du premier de manière à prélever les contribu-

tions positives de l’oscillation de la densité de charge, ces deux particules peuvent former un

état lié, nécessairement avec un moment angulaire non nul.

L’année suivante, Berk et Schrieffer développaient les bases de la théorie des fluctuations

de spin [12]. Leur but était de comprendre ce qui empêchait la supraconductivité d’émerger

dans les éléments comme le platine ou le palladium. Ils ont trouvé qu’en présence de fortes

fluctuations ferromagnétiques, la susceptibilité d’un matériau se voyait augmenter alors que
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Fig. 3.6. Croquis d’une oscillation de Friedel. Le potentiel d’interaction coulombienne est mo-
dulé de manière effective par la polarisation du milieu, résultant en Ueff. Ainsi, dépendamment
de la distance, on peut avoir des interactions effectives moins répulsives. ξ0 est la longueur de
cohérence de l’oscillation.

la supraconductivité, elle, était réduite. Leur explication est qu’un électron de spin ↑ couplé

à de fortes fluctuations ferromagnétiques induit un spin ↑ aux électrons proches. Comme les

phonons agissent à courte portée, un électron de spin ↓ passant proche n’est pas tenté de se lier

et donc il y a répulsion singulet et suppression de la supraconductivité. Layzer et Fay ont plus

tard montré que ces fluctuations pouvaient en fait être attractive, mais dans le canal triplet où

les spins sont alignés [35].

Théorie des fluctuations de spin et de charge. — Ainsi, on comprend comment les interac-

tions entre les électrons peuvent mener à de l’appariement. Tel qu’expliqué à la section 2.2.6,

un électron se propageant dans un matériau corrélé excite des électrons, formant ainsi une ava-

lanche d’excitons qui polarisent le milieu électronique. L’augmentation des cette polarisation

χph par les interactions à deux corps contenues dans la fonction de vertex Γph se traduit par

l’habillement de la susceptibilité non-interagissante à deux corps χ0
ph via l’équation de Bethe-

Salpeter

χph(Q) =
χ0

ph(Q)

1−Γph(Q)χ0
ph(Q)

, (3.16)

équation analogue à celle de Dyson mais pour les propagateurs à deux corps. Si la valeur propre

maximale de Γph(Q)χ0
ph(Q) appelée le facteur de Stoner atteint l’unité, le système tombe dans

une phase magnétique ou de charge. Si le facteur de Stoner est simplement proche de l’unité,

le système est à proximité d’une transition de phase mais ne l’atteint pas et ces fluctuations

peuvent plutôt servir à l’appariement. La polarisation non-habillée χ0
ph est grande pour les

vecteurs d’emboîtement de la surface de Fermi. En référence aux paramètres d’ordre de la sec-

tion 2.3, lorsque le vecteur dominant est à q = 0, on parle de fluctuations ferromagnétiques car

une transition générerait un paramètre d’ordre de type
∑

r 〈m(r )〉. Lorsqu’elles sont maximales

au vecteur q = (π,π), on parle plutôt de fluctuations antiferromagnétiques.
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Finalement, la polarisation habillée χph intervient dans les interactions à deux corps du

canal p-p contenues dans le vertex d’appariement Γpp via les équations parquet. Ce vertex am-

plifie également la susceptibilité de Cooper non-habillée χ0
pp en sa version habillée χpp . Une

transition de phase supraconductrice causée par les interactions à deux corps est signalée par

une valeur propre de l’opérateur Γppχ
0
pp atteignant l’unité, une condition qui se reformule en

terme de l’équation de Eliashberg 3.1. C’est de cette manière que le mécanisme des fluctua-

tions de spin et de charge comme médiateurs de supraconductivité est formalisé. Bien que

le consensus entourant ce mécanisme microscopique ne soit toujours pas complètement éta-

bli, plusieurs croient qu’il permet d’expliquer l’hélium superfluide, la supraconductivité des

fermions lourds, l’appariement de type d des cuprates, les supraconducteurs à base de fer et

plusieurs autres [36, 37, 38].

Exemple des cuprates. — Le cas le plus simple et le plus connu de la supraconductivité

causée par les fluctuations de spin est probablement celui des cuprates. Tel que discuté à la

section 2.2.2, les cuprates sont bien décrits par un modèle de liaisons fortes à une orbitale, sur

un réseau carré et avec une interaction de Hubbard. Sans le terme répulsif U , lorsqu’ils ont

un électron par site, on s’attendrait à avoir un métal avec beaucoup d’électrons disponibles,

car leur surface de Fermi est proche d’une singularité de van Hove où la densité d’états élec-

troniques est gigantesque. Cependant, avec U , les fortes corrélations font que la susceptibilité

magnétique diverge et on trouve plutôt un antiferro-aimant de Mott. Lorsqu’on dope un peu

ces matériaux, l’AFM réduit et laisse place à de la supraconductivité induite par fluctuations

AFM, illustré à la figure 3.7.

Fig. 3.7. Émergence de la supraconductivité de type dx2−y2 dans les cuprates, causée par les
fluctuations antiferromagnétiques (AFM) qui sont grandes à cause du vecteur d’emboîtement
connectant les singularités de van Hove. La surface de Fermi est montrée en arrière plan, avec
les états occupés en bleu.
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Comme l’interaction de Hubbard est répulsive, on peut écrire le vertex d’appariement

comme
[
Γpp

]
K K ′ ≈−Uδ

(
k ′−k + (π,π)

)
et l’équation de Eliashberg 3.1 devient

λ∆k ,iωn ≈−U
∑
iω′

n

[
χ0

pp (0)
]

k ,iωn ;k−(π,π),iω′
n

∆k−(π,π),iω′
n

. (3.17)

On remarque que si on prend un gap uniforme, la solution de cette équation est∆= 0 et donc ce

type de supraconductivité est impossible. Par contre, si la fonction de gap se transforme comme

la fonction dx2−y2 de la figure 3.7, alors on trouve une solution non-nulle qui peut atteindre

λ= 1.

Couplage spin-orbitale et dépendance en fréquence. — Tel que discuté à la section 2.2.1, les

matériaux comme les cuprates et les supraconducteurs à base de fer sont très corrélés, mais

leurs électrons ne subissent pas vraiment l’effet relativiste du SOC décrit à la section 2.1.3. Éga-

lement, les fermions lourds sont souvent exprimés dans des bases à une bande qui n’inclut pas

l’effet SOC. Lorsque cet effet n’est pas inclus et que le spin est un bon nombre quantique, les

quantités utilisées dans la théorie des fluctuations de spin et de charge peuvent être diagona-

lisée en spin [39]. Dans ce cas, les solutions pour la fonction de gap sont pures en singulet et

en triplet de spins. Cependant, lorsque qu’on garde la généralité en spins tel que c’est fait dans

l’article A2, les fonctions de gap ont des composantes mixtes en spins.

Également, les mécanismes discutés si haut du couplage électron-phonon et des fluctua-

tions de spin et de charge sont intrinsèquement retardées, car comme ils passent par la polari-

sation du milieu, l’effet n’est pas instantané. Dans la plupart des formalismes de la littérature

moderne, on prend l’approximation que la fonction de gap ne dépend pas de la fréquence, ce

qui n’est pas tout à fait cohérent avec cette notion de retard. Dans les articles A1, A2 et A3, nous

considérons la dépendance en fréquence. Ces généralisations donnent place à de nouvelles

possibilités de symétries pour les paramètres d’ordre, tel que discuté à la prochaine section.

3.3.2. Paramètres d’ordre généralisés

Lorsque le potentiel est attractif sur une seule bande comme c’est le cas dans la théorie BCS,

bien sûr, calculer la valeur du gap ainsi que sa structure en fréquences et en impulsions est un

problème extrêmement difficile. Pour ce faire, il faut calculer l’interaction électron-phonon ex-

plicitement, puis résoudre l’équation de Migdal-Eliashberg et ensuite résoudre l’équation de

McMillan [10, 40]. Cependant, la symétrie de la fonction de gap est triviale car un gap essen-

tiellement uniforme profite au maximum de l’interaction attractive. La seule symétrie qui est

brisée dans une transition supraconductrice conventionnelle est celle du nombre de particules.

En général, la symétrie d’une fonction de gap est la première information que l’on devrait pou-

voir prédire théoriquement. Une fois qu’on l’obtient par simulation, on peut essayer de peaufi-

ner les détails pour améliorer la représentation.
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Cependant, lorsque l’interaction est répulsive comme l’interaction coulombienne, alors il

faut généralement briser une symétrie supplémentaire et plusieurs possibilités entrent en com-

pétition. En fait, non seulement les symétries supraconductrices compétitionnent entre elles,

mais également les phases magnétiques et de charge du canal p-h. Lorsqu’en plus il y a plu-

sieurs degrés de liberté comme dans une base multi-spin-orbitale et qu’on garde la dépendance

en temps comme c’est le cas dans cette thèse, les possibilités sont extrêmement vastes. Le pa-

ramètre d’ordre généralisé se transforme de la même manière que la fonction de Gorkov

Fσ1σ2
K l1l2

=
∫ β

0
dτ e iωnτ 〈Tτψ̂σ1

kl1
(τ)ψ̂σ2

−kl2
〉. (3.18)

Comme exemple dans cette section, nous étudions le cas du SRO dans la base des orbitales

t2g = {x y, y z, zx} tout en incluant les spins et la dépendance en fréquence fermionique. Ce

matériau est discuté plus en détails à la section 3.4.

Théorie des groupes spatiaux. — L’état normal du SRO se transforme comme le groupe

spatial D4h , c’est-à-dire qu’un ensemble d’opérations ĝ ∈ G sont invariantes sur le système.

De la théorie des groupes, ces opérations sont données par toutes les combinaisons non-

équivalentes ĝ1 · ĝ2 des générateurs de la figure 3.8 a). À cette table, nous donnons les représen-

tations associées aux espaces d’impulsions, d’orbitales et de spins. Ces représentations agissent

sur les opérateurs ψ̂σ
kl et ψ̂†σ

kl comme[
ĝ ψ̂

]σ
kl =

∑
l ′σ′

[
Tl (g )⊗Tσ(g )

]σσ′
l l ′

[
ψ̂

]σ′
T −1

k (g )k ,l ′ . (3.19)

Comme l’état normal est invariant sous les opérations ĝ du groupe G , alors la fonction de

Green de l’état normal G satisfait ĝG = G . Cependant, lorsque l’état normal transitionne vers

Fig. 3.8. a) Générateurs des opérations de symétrie dans le groupe spatial D4h avec leurs re-
présentations dans les espaces d’impulsions k , des orbitales t2g = {x y, y z, zx} et des spins {↑,↓}.
C4 est la rotation par 90◦ dans le plan x y et σi sont les réflexions en i ∈ {x, y, z}. b) Table des
irreps du groupe spatial D4h . Elle nous informe sur comment les symétries spatiales peuvent
être brisées dans un état ordonné. La dimension d’une irrep est donnée à la première colonne.
Les autres colonnes sont les différentes classes d’équivalence des opérations de symétrie. Plus
de détail sont disponibles dans l’article A2.

68



un état ordonné, il peut briser certaines de ces symétries. Le formalisme entourant les choix

de symétries brisées est la théorie des représentations, qu’on ne va pas détailler ici. Nous al-

lons simplement énoncer que les représentations irréductibles (irreps) d’un groupe forment

une base complète et orthogonale dans l’espace des symétries du groupe. Ainsi, c’est cette base

qui nous dicte comment briser les symétries et elle est parfaitement adaptée aux transitions de

phase. La figure 3.8 b) donne la table des caractères du groupe D4h . Un objet φp qui se trans-

forme comme une irrep unidimensionnelle p satisfait ĝφp =χp (g )φp avec χp (g ) le caractère de

l’irrep p sous l’opération g . Lorsque l’irrep est bidimensionnelle,φp
i a deux composantes qui se

transforment comme ĝφp
i =∑

j χ
p
i j (g )φp

j et le caractère est donné par χp (g ) =∑
i χ

p
i i (g ). À noter

que comme l’état normal possède la symétrie inversion k →−k , alors toutes les irreps sont soit

paires ou impaires sous cette transformation, dénoté par l’indice g (à ne pas confondre avec les

opérations de symétrie ĝ ) et u, respectivement.

Harmoniques sphériques. — Les électrons participants à la supraconductivité sont surtout

ceux proches du niveau de Fermi. Ainsi, on projette typiquement la fonction de gap sur la sur-

face de Fermi afin de comprendre comment le gap modifie les états électroniques dans l’espace

des impulsions. De plus, les paramètres d’ordre essaient d’éviter les gradients en impulsions

car ceux-ci sont coûteux en énergie libre et rendent l’état moins favorable. Conséquemment,

une base couramment employée pour exprimer les symétries d’un paramètre d’ordre sont les

harmoniques sphériques réelles, car celles-ci se transforment typiquement comme des irreps

du groupe de symétrie. Des exemples d’harmoniques sphériques avec leur irrep respective sont

illustrées à la figure 3.9, projetées sur une surface de Fermi sphérique en deux dimensions.

Au premier exemple, la fonction de gap est un type s, typique des matériaux conventionnels.

Au second, on illustre l’irrep de dimension deux qui est impaire sous inversion k →−k . On voit

bien que sous l’opération C4 qui est une rotation par 90◦, px se transforme en py . Au dernier

Fig. 3.9. Exemples d’utilisation des harmoniques sphériques pour caractériser une fonction de
gap. L’irrep associée à chaque fonction est indiquée en dessous. Également, dans la vision tra-
ditionnelle où il y a seulement deux nombres quantiques pour les électrons, le type d’échange
des paires peut être assigné en utilisant le principe de Pauli.
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exemple, on montre le paramètre d’ordre le mieux établi pour caractériser la fonction de gap

des cuprates, l’harmonique dx2−y2 . On voit bien sur cette figure que lorsque la surface de Fermi

passe par une ligne de haute symétrie, il est possible de rencontrer un noeud dans la fonction

de gap. C’est une conséquence des symétries brisées par l’irrep sélectionnée et on appelle ces

points des nœuds protégés par symétrie.

Principe de Pauli. — Le principe de Pauli nous dit que puisque l’échange de deux fermions

est anti-symétrique et que la fonction de gap se transforme comme deux opérateurs fermio-

niques, alors la fonction de gap doit être anti-symétrique sur l’échange des nombres quan-

tiques des électrons. Dans le cas présent, nous avons quatre nombres quantiques par électrons:

un spin σ, une impulsion relative k , une orbitale l ainsi qu’une fréquence iωn . On définit les

opérateurs correspondant à l’échange de chacun de ces nombres quantiques, respectivement,

comme [
Ŝ∆

]σ1σ2 ≡ [∆]σ2σ1
[
P̂∗∆

]
k ≡∆−k (3.20)[

Ô∆
]

l1l2
≡∆l2l1

[
T̂ ∗∆

]
(iωm) ≡∆(−iωm),

avec la notation provenant de la référence [41] et mieux expliquée dans l’article A2. La condition

de Pauli s’exprime comme [
ŜP̂∗ÔT̂ ∗∆

]σ1σ2

K l1l2
=−∆σ1σ2

K l1l2
. (3.21)

Dans la plupart des publications de la littérature moderne, on considère des cas avec une

seule orbitale et on néglige la fréquence. Ainsi, le principe de Pauli est simplifié à ŜP̂∗∆ =−∆.

En plus, on néglige le couplage spin-orbite, ce qui fait que les nombres quantiques sont dé-

couplés et on trouve indépendamment que les solutions satisfont Ŝ∆ = ±∆ et P̂∗∆ = ∓∆. À la

figure 3.9, on a inscrit la parité sous inversion du spin qui aurait été donné traditionnellement.

En réalité, dans les systèmes multi-orbitales avec du couplage spin-orbite et la dépendance en

fréquences, ce n’est pas aussi simple. On peut décomposer une fonction de gap dans la base

des valeurs propres des opérateurs ci-haut, qu’on appelle une décomposition SPOT et qui est

expliquée dans l’article A2. On trouve notamment que le couplage entre différents nombres

quantiques mène à des mélanges entre différentes possibilités SPOT .

Supraconductivité impaire en fréquences. — Dans la décomposition SPOT , on voit qu’il

est possible d’obtenir des fonctions de gap qui ont T ∗ = −1. Cette classe de solution a une

fonction d’onde impaire sous l’échange des temps relatifs des électrons mesurés par la valeur

attendue à l’équation 3.18. Une manière de comprendre ce phénomène est que les électrons

peuvent prendre avantage du fort effet de retard de l’interaction médiatrice afin d’éviter la ré-

pulsion coulombienne en formant des paires localisées, mais à différents temps. Lorsqu’on fait

la transformation de Matsubara du temps relatif imaginaire vers la fréquence fermionique de

Matsubara, on trouve que l’imparité ou la parité en temps est la même en fréquences. Ainsi est
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défini le phénomène de la supraconductivité impaire en fréquences, initialement discuté dans

le contexte de l’hélium-3 par Berezinskii [42].

En fait, les corrélations impaires en fréquences sont omniprésentes dans les interfaces à

cause de la brisure de symétrie de la translation spatiale [43]. Également, elles sont sen-

sées l’être dans les systèmes multi-orbitales comme ceux auxquels nous sommes intéres-

sés [44, 45, 46, 47]. Certains matériaux ont été étudiés dans cette optique, notamment le

Bi2Se3 [48] et les fermions lourds CeCu2Si2 et CeRhIn5. Ces derniers démontrent un état su-

praconducteur sans gap, caractéristique de la supraconductivité impaire en fréquences [49].

Comme nous en discutons à travers les articles A1, A2 et A3 de cette thèse, nous trouvons égale-

ment des solutions impaires en fréquences dans la résolution de l’équation de Eliashberg pour

le SRO. Nous remarquons que lorsque les nombres quantiques sont couplés par le SOC, il y a

des mélanges pairs et impairs dans la décomposition SPOT de toutes les fonctions de gap.

3.4. Ruthénate de strontium

Le SRO est un matériau si bien documenté et étudié qu’il est considéré comme un arché-

type de supraconductivité non-conventionnelle. Une des raisons est qu’il détient une structure

cristalline relativement simple et que sa synthèse est si bien perfectionnée qu’il peut être crû

avec pratiquement aucun défaut. Ainsi, il a été le cobaye d’à peu près toutes les sondes expé-

rimentales possibles, dans toutes ses phases connues. Son état normal est extrêmement bien

caractérisé et compris, tandis que son état supraconducteur continue de motiver l’amélioration

de nombreuses expériences qui ont mené à des résultats impressionnants. Cependant, les don-

nées extrêmement claires générées par ces manipulations expérimentales spectaculaires sont

parfois en contradiction les unes avec les autres. Conséquement, plusieurs théories proposent

diverses symétries possibles pour le paramètre d’ordre supraconducteur mais elles ont toutes

leurs propres incongruités.

Dans cette section, nous faisons d’abord un retour sur les connaissances collectives que

nous possédons à la fois sur l’état normal et supraconducteurs, aux sections 3.4.1 et 3.4.2 res-

pectivement. Ensuite, nous discutons des principaux paramètres d’ordre proposés à la sec-

tion 3.4.3.

3.4.1. État normal

La formule chimique du SRO est Sr2RuO4 et sa structure cristalline est illustrée à la fi-

gure 3.10 a). Cette structure est tétragonale à corps centré, avec les symétries associées au

groupe d’espace numéro 139, aussi appelé I 4
m

2
m

2
m ou Γv

q D17
4h dans la notation Schoenflies. En

fait, c’est pratiquement la même structure que celle de nombreux cuprates et ainsi, le SRO a

déjà servi de substrat pour la croissance de ceux-ci [52].
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Fig. 3.10. a) Structure cristalline du ruthénate de strontium. En rouge, vert et bleu, les atomes
de ruthénium, oxygène et strontium, respectivement. Image obtenue de la référence [50] sous
la licence CC0 1.0. b) Dans le plan ruthénium-oxygène, les symétries d’un réseau carré sont
respectées, soit la rotation par 90◦, 180◦, la réflexion par rapport à l’axe x, l’axe y , l’axe x + y et
l’axe x − y . Image obtenue de la référence [51] du domaine publique.

Résistivité. — Comme les supraconducteurs à base de cuivre, ce matériau est quasi-

bidimensionnel, c’est-à-dire que la conductivité électrique entre les couches des plans de

ruthénium-oxygène est beaucoup plus faible que dans le plan. La figure 3.11 démontre bien ce

propos en illustrant la résistivité ρ mesurée par Hussey et al. [53] Hors plan, ρz est plusieurs

ordres de grandeur plus élevée que celle dans le plan, ρx y . Ainsi, on est en mesure de simplifier

notre compréhension du SRO en nous concentrant sur un plan ruthénium-oxygène, qui est

hautement symétrique tel qu’affiché à la figure 3.10 b).

Fig. 3.11. Résistance d’un courant électrique le long de l’axe z et dans le plan x y dans le SRO.
Figure basée sur les données de la référence [53]. La température à laquelle le SRO devient un
liquide de Fermi TFL est affichée en pointillé.
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Dans le plan, la résistivité ρx y contient également une structure non-triviale. Un métal stan-

dard, qu’on appelle un liquide de Fermi (FL, de l’anglais Fermi liquid), devrait manifester une

résistance qui dépend du carré de la température à basse température, soit ρFL(T ) ∝ T 2. C’est

ce qu’on observe dans le SRO, mais uniquement en dessous d’environ TFL = 25 K. Passée cette

température, la résistivité tend à être proportionnelle à la température et devient extrêmement

grande, un comportement communément attribué aux mauvais métaux. Cette transition est

bien comprise dans l’optique où, comme nous allons le discuter, le SRO est considéré comme

un métal de Hund. Ainsi, des simulations numériques utilisant la DFT+DMFT ont bien capté

cette transition comme étant le gel indépendant des degrés de liberté d’orbitales et de spins,

qui deviennent complètement cohérent à TFL [54].

Champ cristallin. — Maintenant, la physique d’un oxyde de métal de transition comme le

SRO est surtout celle de la couche d’électrons d du ruthénium. Un modèle de liaisons fortes

comme ceux discutés à la section 2.2.1 est approprié. Si on considère que les strontiums et les

oxygènes ont les électrons de valence usuels Sr+2 et O−2, l’ion de ruthénium est laissé avec une

configuration électronique 4d 4. Comme il se retrouve au centre d’un octaèdre allongé d’oxy-

gènes, le champ cristallin l’entourant brise la symétrie sphérique de ces électrons d . On re-

trouve deux sous-ensembles clairement séparés en énergie: les orbitales t2g et les eg . Ce phé-

nomène est illustré à la figure 3.12 a) et les orbitales sont dessinés à la figure 3.12 b). À partir

d’un calcul utilisant la méthode de la DFT décrite à la section 2.1.1, on obtient une structure de

bandes le long d’un chemin de haute symétrie. En projetant les fonctions d’onde résultantes sur

une base d’orbitales localisées 4d du ruthénium comme c’est décrit à la section 2.1.2, on peut

savoir quelles orbitales sont importantes au niveau de Fermi. C’est ce qu’illustre la figure 3.12 c)

Fig. 3.12. Effet du champ cristallin généré par l’octaèdre d’oxygène entourant les électron 4d
du ruthénium. a) Illustration simplifiée de la partition des niveaux d’énergie. Dans un octaèdre
parfait, les sous-ensembles t2g et eg sont séparés, mais leurs orbitales respectives restent dégé-
nérées. En incluant l’élongation de l’octaèdre, plus de séparations sont faites à l’intérieur des
sous-ensemble. b) Harmoniques sphériques réelles associées aux états propres de l’interaction
du champ cristallin. c) Projection d’une structure de bandes réaliste sur les états t2g (rouge) et
eg (vert lime). Il n’y a pas d’états eg au niveau de Fermi, qui est déplacé pour être à 0 sur cette
figure. Figure prise de l’article 2.
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et nous confirme que seules les orbitales t2g sont importantes dans le SRO, étant donné que le

eg sont trop élevées en énergie et donc inoccupées.

Fig. 3.13. Surfaces de Fermi α, β et γ du SRO obtenue via la DFT avec SOC et projetée sur
les orbitales atomiques t2g du ruthénium. Tandis que la surface α est surtout constituée des
orbitales quasi-unidimensionnelles y z et zx, les surfaces β et γ résultent de mélange de celles-
ci. Image prise de l’article 3.

Couplage spin-orbitale et corrélations électroniques. — Une autre interaction importante

dans le SRO est le SOC tel que décrit à la section 2.1.3. Effectivement, les électrons 4d du ruthé-

nium sont sujets à cette interaction qui vient mélanger les nombres quantiques électroniques

d’orbitale et de spin. Ainsi, un meilleur nombre quantique est le pseudospin et les surfaces de

Fermi du SRO sont formées d’un mélange d’orbitales, illustrées à la figure 3.13. Ces surfaces

obtenues par DFT avec SOC ressemblent beaucoup à celles obtenues expérimentalement avec

la méthode des oscillations quantiques [56] ou bien la spectroscopie de photoémission résolue

par angle (ARPES) [57]. Cependant, pour avoir un meilleur accord, des calculs DFT+DMFT ont

démontré qu’il fallait inclure les corrélations électroniques telles que décrites à la section 2.2.5,

Fig. 3.14. Surfaces de Fermi obtenue par spectroscopie de photoémission résolue en angle. En
utilisant la méthode DFT+DMFT incluant le SOC, on peut obtenir une structure électronique
produisant des surfaces particulièrement similaires. Figure obtenue de la référence [55].
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avec le résultat dans le plan affiché à la figure 3.14 [55]. La nécessité d’inclure les fortes interac-

tions électroniques avait déjà été soulevée par les mesures d’oscillations quantiques, qui perce-

vait des masses effectives significativement plus élevées que celles prédites par la DFT [56, 58],

une indication typique de l’importante présence de telles interactions.

Fluctuations de spin. — Un autre aspect important de l’état normal du SRO est son

spectre de fluctuations de spin. Tel qu’expliqué à la section 2.2.6, ces fluctuations sont

grandes pour des vecteurs d’emboîtement dominants. À cause de la forme en fonction cos

quasi-unidimensionnelle des bandes α et β, la DFT prédit qu’il doit y avoir un pic étroit dans

la susceptibilité de spin à un vecteur précis dénoté q1D [59]. Ce dernier a été maintes et

maintes fois observés dans des expériences de diffraction de neutrons [60, 61, 62, 63, 64, 65].

Ces expériences ont également révélé la présence non-négligeable d’un maximum marqué

autour de Γ, le point d’impulsion nulle. Bien que ce pic ne soit pas aussi important dans les

prédictions DFT+DMFT [59], il peut en fait être augmenté en incluant les corrections du vertex

au niveau DMFT [66]. Ce pic, parfois dénoté qnF M (presque ferromagnétique, de l’anglais

nearly FerroMagnetic) est souvent associé à de la supraconductivité impaire sous inversion

et a été pointé du doigt comme potentiel médiateur de la supraconductivité du SRO [67].

Également, un large plateau au vecteur antiferromagnétique qQFM est prédit par les approches

numériques [59], mais ce dernier n’est pas clairement observé dans les expériences.

Une indication que les fluctuations de spins jouent un rôle crucial dans la transition de

phase du SRO provient de l’étude de l’effet du désordre et du dopage sur celui-ci. Des mesures

de diffraction de neutrons [68] mènent à un diagramme de phase similaire à celui affiché à la

figure 3.15 b). En remplaçant du strontium par du calcium dans le SRO, le nombre d’électrons

dans le système reste le même, ce qui est appelé de la substitution isoélectronique. De cette ma-

nière, on ajoute essentiellement du désordre et pour le SRO, on observe l’apparition de mises

Fig. 3.15. a) Vecteurs d’emboîtement sur la surface de Fermi du SRO. On y voit le pic quasi-
unidimensionnel q1D et celui presque ferromagnétique qnF M . Image prise de l’article A2. b)
Diagramme de phases causé par la substitution ionique dans le SRO. Les acronymes SC, AFM,
SG et SDW signifient respectivement supraconducteur, antiferro-aimant, verre de spins et onde
de densité de spin. Le croquis est basé sur les données de la référence [68].
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en ordre magnétiques, soit un verre de spins (SG, de l’anglais spin glass) et un AFM de Mott lors-

qu’on atteint le Ca2RuO4. En remplaçant plutôt le ruthénium par du titane, seulement quelques

pourcentages de remplacements mènent à une onde de densité de spin (SDW) couplée d’un

verre de spins. Ainsi, ces évidences nous démontrent que le SRO se trouve au voisinage d’in-

stabilités magnétiques, ce qui évoque que ces fluctuations pourraient être les médiateurs de

supraconductivité dans le SRO.

3.4.2. État supraconducteur

Susceptibilité de spin. — Discutons d’abord de la susceptibilité de spin mesurée par réso-

nance magnétique nucléaire (NMR). En appliquant un faible champ magnétique, les électrons

de conductions tentent de s’aligner avec lui. Comme ces électrons recouvrent les sites ato-

miques, ces derniers voient leurs résonances électromagnétiques déplacées selon la quantité

d’électrons écranteurs. Dans un état normal métallique, il n’y a pas vraiment d’effet en fonc-

tion de la température, mais dans un supraconducteur, les électrons de conduction forment

des paires qui peuvent ne plus écranter. Lorsque les paires sont des triplets de spin, dépen-

damment de leur orientation, elles peuvent continuer à écranter. Lorsqu’elles forment des sin-

gulets, elles n’écrantent plus et on observe le décalage des résonances magnétiques, un phéno-

mène appelé le décalage de Knight et illustré à la figure 3.16 a). Les premières expériences de

décalage de Knight ne montraient aucune déviation, ce qui évoque de l’appariement de type

triplet [70, 71]. Ce résultat a été supporté davantage par des expériences de diffraction de neu-

trons polarisés [72]. Cependant, dans les dernières années, cette mesure exceptionnelle a en

Fig. 3.16. a) Croquis des deux possibilités de décalage de Knight dans un métal ou bien un
supraconducteur. Discussion dans le texte principal. b) Résultat expérimental récent du dé-
calage de Knight. On y observe une chute, caractéristique des singulets. Image obtenue de la
référence [69] sous la licence CC BY 4.0 et on a modifié les étiquettes des axes.
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réalité été démontrée comme étant une conséquence de chauffage de l’échantillon. En rédui-

sant la fluence du champ électromagnétique de la mesure, la nouvelle expérience conclue plu-

tôt qu’il y aurait de l’appariement de type singulet [73, 69], avec le décalage de Knight d’une

de ces expériences affiché à la figure 3.16 b). Un tel changement de conclusion est également

survenu dans la reprise de l’expérience de diffraction de neutrons [74].

Conductivité thermique. — Une autre signature de la symétrie du paramètre d’ordre est la

conductivité thermique dans l’état supraconducteur. La présence d’un gap entre deux états

indique qu’il y a une séparation d’énergie entre eux. Dans un état supraconducteur, cette dif-

férence d’énergie est la quantité nécessaire pour briser la paire de Cooper et former deux élec-

trons de conduction qui peuvent participer à la conduction. Ainsi, si tous les électrons qui ont

une quantité de mouvement dans la direction du courant forment des paires, alors la conduc-

tivité devrait tendre vers zéro lorsque la température tend vers zéro. Si c’est le cas, les endroits

où le gap est nul sur la surface de Fermi sont appelés des nœuds et on y retrouve des électrons

qui ne forment pas de paires. Ces derniers peuvent alors participer à la conductivité. La dimen-

sionnalité (un point, une ligne ou une aire) de la quantité d’électrons sans gap nous informe sur

le type de loi de puissance qu’on observera en température.

Comme certaines symétries du gap imposent des nœuds bien particuliers, la conductivité

thermique nous renseigne sur la symétrie à laquelle on a affaire. Par exemple, la figure 3.17 a)

affiche la surface de Fermi γ du SRO. Si la fonction de gap se transforme comme un fonction

x2 − y2, alors la ligne verte décrit une ligne de nœuds verticale protégée par symétrie. Si la

fonction de gap se transforme comme la fonction z, alors la ligne bleue qui décrit une ligne

de nœuds horizontale. La figure 3.17 b) montre des mesures expérimentales de la limite que la

Fig. 3.17. a) Exemple de lignes de nœuds verticales ou horizontales. Image modifiée à partir
de la référence [75] sous la licence CC BY 4.0. On a mis en évidence les lignes de nœuds. b) En
bleu, résidu de la conductivité dans la limite où la température tend vers zéro en fonction de la
quantité d’impureté. Les résultats sont interprétés comme suggérant de l’appariement de type
d . En noir, densité d’états normalisée. Image obtenue de la référence [76] sous la licence CC BY
3.0.
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température tend vers zéro de la conductivité thermique en fonction de la quantité d’impuretés.

À zéro, elle n’est pas nulle ce qui signale la présence de nœuds sur la fonction de gap. Dans

l’article de Hassinger et al. d’où proviennent ces données [76], plusieurs mesures concluent

que la fonction de gap ressemble beaucoup à une fonction x2 − y2.

Brisure de l’inversion du temps. — Une signature observée dans le SRO et qui est assez rare

en supraconductivité est la brisure de l’inversion du temps. Elle a été suggérée par des expé-

riences de relaxation du spin muonique [77] (µSR), dans l’effet Kerr polaire [78] et dans des

expériences de traversée tunnel [79]. Ces expériences étudient la présence de champs magné-

tiques locaux et spontanés qui pourraient être générés par de petits courants. La façon typique

de générer de tels courants est d’avoir une fonction de gap à deux composantes qui ont une

phase complexe relative. Cette configuration indique un paramètre d’ordre topologique pos-

sédant un état de bord avec une énergie nulle et une certaine chiralité, tel qu’illustré à la fi-

gure 3.18 a). Une des manières de mesurer cet effet est leµSR. Avec cette technique, on implante

des muons polarisés dans le matériau. Sans courants électriques, le muon finit par se désinté-

grer dans le matériau et ainsi émettre un positron. Lorsqu’il y a des champs magnétiques dans

le matériau, ceux-ci interagissent avec le spin du muon et modifient sa fréquence d’oscillation

en relation avec un champ magnétique externe. Ainsi, les muons ont permis d’observer l’ap-

parition spontannée d’un champ magnétique interne lorsque le SRO devient supraconducteur.

Le croquis d’une signature d’un état chiral en µSR est illustré à la figure 3.18 b).

Fig. 3.18. a) Exemple d’un état à deux composantes qui brise la symétrie d’inversion du temps,
l’état de type p chiral px + i py . b) Croquis d’une signature de brisure de l’inversion du temps
dans une expérience de µSR. Discussion de cette signature dans le texte.

Ultrasons. — Une autre évidence extrêmement révélatrice de la nature à deux composantes

du paramètre d’ordre supraconducteur du SRO provient des expériences d’ultrasons. Avec

ceux-ci, on peut exciter dans un matériau des modes de cisaillement avec des symétries par-

ticulières. Dans l’état supraconducteur, ces excitations contribuent à l’énergie libre F comme

F = F∆+F∆−u +Fu , (3.22)

où les parties ∆, u et ∆−u sont les contributions de l’état supraconducteur, du mode de ci-

saillement et du couplage entre les deux, respectivement. Chacune de ces contributions doit
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Fig. 3.19. a) Table du produit d’irreps paires sous inversion dans le groupe D4h . b) Croquis
de l’évidence d’un couplage entre la fonction de gap supraconductrice du SRO et le mode de
cisaillement c66, basé sur les résultats des références [80] et [81].

être un scalaire, et donc se transformer comme l’irrep triviale du cristal. Pour le groupe spatial

D4h , cette irrep est dénotée A1g . On peut montrer qu’à l’ordre linéaire [80], le terme de cou-

plage se transforme comme le produit D∆⊗D∆⊗Du avec Du l’irrep du couplage et D∆ l’irrep du

paramètre d’ordre supraconducteur. La table des produits d’irreps de D4h qui sont paires sous

inversion est donnée à la figure 3.19 a). L’effet de ce couplage apparaît dans la vitesse du son

dans le matériau. Dans le SRO, la comparaison entre l’état normal et l’état supraconducteur a

démontré qu’il y avait un couplage des paires de Cooper avec le mode de cisaillement c66 d’ir-

rep B2g , illustré à la figure 3.19 b). Comme B2g est la seule irrep dont le produit avec B2g donne

A1g , il faut que D∆⊗D∆ ait une composante qui se transforme également en B2g . C’est une ob-

servation qui contraint grandement la symétrie du paramètre d’ordre qui doit alors absolument

avoir au moins deux composantes. Les irreps Eg et Eu ont deux composantes dégénérées par

symétrie, mais on peut également avoir des dégénérescences accidentelles comme par exemple

B1g ⊕A2g , B2u ⊕A1u ou même des combinaisons de plus de deux composantes comme A1g ⊕Eg .

Pression uniaxiale. — Dans les dernières années, le SRO a été beaucoup étudié sous des

conditions de pression uniaxiale. La manière réalisée dans Sunko et al. a été de placer un échan-

tillon sur l’appareil illustré à la figure 3.20 a) [82]. Ils utilisent l’expansion thermique relative de

l’aluminium et du titane afin de générer une compression sur l’échantillon. Il a été observé que

dans de telles conditions, la température critique supraconductrice (TC ) peut augmenter de

plus d’un facteur deux, illustré à la figure 3.20 b). Également, il a été montré que la pression où

TC est maximale correspond précisément au point où la surface de Fermi γ fusionne à travers

ce qu’on appelle une transition de Lifshitz, illustré à la figure 3.20 c). Lorsque la surface γ se

touche, elle atteint ici ce qu’on appelle une singularité de van Hove, soit une valeur en éner-

gie telle que la densité d’états électroniques diverge. La raison donnée à la corrélation entre

TC et la singularité de van Hove est que tous ces états disponibles peuvent former des paires
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Fig. 3.20. a) Illustration de la manipulation expérimentale pour appliquer de la pression uni-
axiale sur le SRO. Image obtenue de la référence [82] sous la licence CC BY 4.0. b) Croquis de la
dépendance en température de la température critique supraconductrice. Image basée sur les
mesures de la référence [83]. c) Croquis de la surface de Fermi à la pression où TC est maximale
en b). En couleurs, on donne un exemple d’une fonction d’onde impaire sous inversion, qui
doit être nulle au point où la surface de Fermi γ fusionne. La surface de Fermi est inspirée des
mesures ARPES de la référence [82] sous la licence CC BY 4.0.

et augmenter la stabilité de la phase supraconductrice. Cette explication est un fort argument

en défaveur d’un paramètre d’ordre supraconducteur impair sous inversion, car le point de la

transition de Lifshitz est également un point relié à lui-même sous inversion. Ainsi, la fonction

de gap devrait être nulle à ce point, ce qui est incohérent avec l’augmentation de TC .

Également, la pression uniaxiale est une méthode fantastique pour étudier la nature à deux

composantes du paramètre d’ordre. La pression agit comme une perturbation du système et

peut ainsi lever la dégénérescence entre les composantes. Ici, comme la symétrie en x et y du

cristal est brisée, les irreps à deux composantes Eg et Eu se séparent en deux irreps à une com-

posante [85]. Si la dégénérescence est accidentelle, on peut espérer favoriser l’une des compo-

santes au profit de l’autre. De cette manière, on s’attend à séparer TC de TT RSB , la température

Fig. 3.21. Diagramme de phase construit à partir des résultats de la référence [84]. En regardant
le taux de relaxation de spins muoniques, on observe que la température critique supraconduc-
trice est différente de la température de brisure de l’inversion du temps.
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à laquelle l’inversion du temps est brisée. C’est précisément ce qui a été réalisé dans une ex-

périence de µSR [84], dont un croquis des résultats est illustré à la figure 3.21. Ce que cette

expérience suggère est que sans pression, l’état supraconducteur est formé de deux compo-

santesα1 etα2 sous la formeα1±iα2 et ainsi brise la symétrie d’inversion du temps. Lorsqu’on

applique de la pression uniaxiale,α1 a une température critique plus élevée queα2 et ainsi, il y a

une première transition entre l’état normal etα1. Continuant à réduire la température,α2 entre

en jeu pour former l’état α1 ± iα2. Cette double transition observée en µSR devrait absolument

être observée en chaleur spécifique, qui est habituellement reconnue pour capter les moindre

changement de symétrie d’un paramètre d’ordre. Cependant, des mesures extrêmement pré-

cises utilisant cette méthode n’ont observé aucune double transition dans le SRO [86]. C’est

excessivement surprenant et incohérent et cela demeure l’un des plus grands mystères actuels

de la phase supraconductrice du SRO.

3.4.3. Symétries possibles du paramètre d’ordre

La symétrie du paramètre d’ordre du SRO a toujours été équivoque. Après la découverte de

sa supraconductivité [24], la prédiction qu’il était un type p triplet était basée sur ses simili-

tudes avec l’hélium-3 [87] et la tendance ferromagnétique de matériaux dans la même série de

Ruddlesden–Popper Srn+1RunO3n+1 [56, 88]. Comme les mesures de susceptibilité de spin ont

rapidement corroboré cette idée [70, 72] et que la brisure de l’inversion du temps impliquait

des potentiels qubits quantiques, le paramètre d’ordre supraconducteur est longtemps resté

étampé dans l’esprit collectif comme étant un type p chiral. Dans les dernières années, la pres-

sion uniaxiale et la reprise des mesures de susceptibilité de spin ont rapidement fait évoluer

cette discussion loin de cette solution. On se tourne aujourd’hui vers beaucoup de différents

types de solutions. Il y a de nouvelles propositions dégénérées par symétrie, ou bien acciden-

telles. Discutons à présent des scénarios dominants quant à la symétrie du paramètre d’ordre

supraconducteur du SRO.

Fig. 3.22. a) Valeur d’un gap de symétrie dzx ± i dy z sur les surfaces de Fermi α, β et γ du ru-
thénate de strontium. Image obtenue de la référence [75] sous la licence CC BY 4.0. b) Croquis
d’un état de symétrie dx2−y2 ± i gx y(x2−y2 ) projeté sur une surface de Fermi circulaire en deux
dimensions.
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Dégénérescence protégée par symétrie dy z ± i dzx . — Comme la brisure de la symétrie d’in-

version du temps est un phénomène plutôt rare, une dégénérescence accidentelle est moins

attrayante car il n’y a absolument aucune trace de deux températures de transition à pression

uniaxiale nulle. Étant donné les arguments favorisant la parité sous inversion, la seule irrep

de dimensions deux paires sous inversion est Eg et elle respecte les observations des ultra-

sons. Les harmoniques sphériques réelles Eg ayant le plus petit moment cinétique sont les

orbitales dzx et dy z , ainsi la version chirale dzx ± i dy z est un scénario qui gagne en popularité.

Une telle possibilité de valeur du gap projeté sur les surfaces de Fermi du SRO est illustrée à

la figure 3.22 a). Or, ces états ont une très forte dispersion selon l’axe z, notamment avec un

noeud horizontal à kz = 0. Le mécanisme proposé pour générer de la dispersion hors plan

utiliserait le SOC de l’oxygène inter-planaire [75, 89]. Ceci est fortement incohérent avec la na-

ture quasi-bidimensionnelle du SRO observée par résistivité. De plus, bien que cet état aurait

certainement une température TC > TTRSB sous pression uniaxiale, cette propriété devrait na-

turellement être observée dans la chaleur spécifique. Une autre possibilité obtenue de calculs

sans SOC trouve une solution purement singulet de spins impaire sous échange des orbitales

et impaire en fréquences [90]. Cette solution est intéressante et il faudrait comprendre quelle

symétrie aurait les termes intra-orbitales puisqu’ils devraient être non-nuls par SOC, comme

c’est discuté dans les articles A2 et A3.

Dégénérescence accidentelle dx2−y2 ± i gx y(x2−y2). — Si la nature à deux composantes ne pro-

vient pas d’une irrep à deux dimensions comme Eg ou Eu , elle peut émerger d’une dégéné-

rescence accidentelle. On s’attendrait à ce qu’un tel hasard soit facilement déstabilisable par

une petite perturbation. Cependant, des expériences de µSR n’ont observé aucune transition

à deux températures lorsque le SRO est soumis à une pression isotropique [91]. Il est tout de

même possible que la dégénérescence accidentelle persiste avec une telle pression. Une autre

pression intéressante à étudier serait la pression biaxiale.

L’état le plus naturel comme première composante est le dx2−y2 d’irrep B1g , réminiscent de

la fonction de gap des cuprates discutée à la section 3.3.1. Cet état était préféré par les expé-

riences de transport depuis longtemps à cause de la loi de puissance observée dans la conduc-

tivité thermique [76]. En microscopie à effet tunnel également, on a observé des signatures

bien explicable par cette symétrie [92]. Similairement aux cuprates, cet état est favorisé par des

fluctuations antiferromagnétiques de la bande γ, mais également par le vecteur d’emboîtement

q1D, tel qu’expliqué dans l’article A1.

Comme deuxième composante, il y a eu plusieurs propositions. Un type s étendu, c’est-à-

dire un état A1g avec une structure non-triviale en impulsions et avec des nœuds [93, 94, 95],

ou bien un état impair sous inversion [96]. Ces états émergeraient des fluctuations de spin

causées par l’emboîtement parfait des surfaces de Fermi quasi-unidimensionnelles [60]. Mal-

heureusement, ces possibilités ne respectent tout simplement pas les contraintes posées par

les expériences d’ultrasons. Discutablement, la proposition la plus populaire est une deuxième
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composante décrite par l’harmonique gx y(x2−y2) de l’irrep A2g [97, 98, 99]. C’est un candidat na-

turel pour satisfaire les ultrasons, en plus d’être simplement une version de plus haut moment

cinétique de la fonction dx2−y2 . Cette combinaison d’états utiliserait leur structure en impul-

sion k ayant des nœuds commensurables, tel qu’illustré à la figure 3.22, pour minimiser l’effet

de la transition en deux températures non-observées en chaleur spécifique. Toutefois, on s’at-

tendrait tout de même à ce qu’il y ait une signature, ce qui reste inconsistent avec l’expérience.

Une proposition récente est la composition d’un type s étendu A1g avec un état de type dx y

également étendu d’irrep B2g , ce qui satisfait les ultrasons [100]. Cependant, cette proposition

devrait également avoir une signature de double transition, et le caractère étendu de ces états

leur confère beaucoup de gradient, ce qui peut paraître surprenant.

Notre approche. — Au final, toutes ces possibilités ont un problème commun, c’est-à-dire

l’incapacité d’expliquer à la fois la signature d’une transition à deux températures en µSR et

l’absence de signature en chaleur spécifique. Dans les articles des sections suivantes, nous étu-

dions les instabilités supraconductrices dominantes depuis l’état normal du SRO de la manière

suivante. Plutôt que de simuler l’état normal avec un simple modèle de liaisons fortes, nous

l’obtenons en utilisant des méthodes réalistes basées sur les calculs ab initio comme la DFT,

ou bien la DFT+DMFT. On projette la structure électronique sur l’atome corrélé de ruthénium.

De ce modèle, on peut étudier les fonctions de Green à deux corps en incluant les interactions

au niveau du vertex. On inclut les corrections du vertex dans le canal particule-trou en solu-

tionnant l’équation de Bethe-Salpeter dans l’approximation de la phase aléatoire. Avec cette

susceptibilité, on construit les interactions dans le canal d’appariement et on regarde les symé-

tries des solutions de l’équation de Eliashberg qui ont les plus grandes valeurs propres. Tout

au long de ces calculs, nous gardons le problème général en gardant une dépendance en im-

pulsions, en spins, en orbitales ainsi qu’en fréquences. Nos derniers résultats sont affichés à la

figure 3.23 et suggèrent une nouvelle solution qu’on dénote B+
1g en dégénérescence accidentelle

avec A−
2g .

Dégénérescence accidentelle entre B+
1g et A−

2g . — Ces deux fonctions de gap sont discutées de

long en large dans les articles A2 et A3. Elles sont excessivement complexes, car le SOC vient

mélanger les nombres quantiques, on se retrouve alors avec des mélanges de contributions

SPOT paires et impaires en fréquences, multi-orbitales et des mélanges spin-singulet et spin-

triplet. L’état en bleu est un B+
1g très similaire au dx2−y2 décrits précédemment. En rouge, on

a un état A−
2g dominé par des contributions impaires en fréquences. Ces deux irreps auraient

effectivement la bonne signature dans les expériences d’ultrasons. La grande quantité de sin-

gulets de spin manifesterait une baisse dans la susceptibilité de spin tel que mesurée. En plus,

étant donné que les contributions impaires en fréquences ne créent pas de gap au niveau de

Fermi, l’état A−
2g ne changerait pas les nœuds observés en conductivité thermique, qui semble

être de type d . Finalement, et le plus intéressant, l’état impair en fréquences pourrait potentiel-

lement n’avoir aucune signature en chaleur spécifique, alors qu’il aurait une signature en µSR.
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Fig. 3.23. Diagramme de phase des symétries des vecteurs propres dominants résultant de
notre approche, qui inclut la dépendance en spins ainsi qu’en fréquences de la fonction de
gap, en plus d’en impulsions et en orbitales. Image prise de l’article A3.

Ce serait une manière unique d’expliquer les observations contradictoires dans ce matériau.

Cependant, beaucoup de travail reste à faire pour vérifier cette affirmation.
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RÉSUMÉ. Malgré que les calculs de structures électroniques corrélées expliquent très bien l’état

normal du Sr2RuO4, sa symétrie supraconductrice est toujours inconnue. Ici, nous construi-

sons l’interaction d’appariement originant des fluctuations de spin et de charge basées sur son

état normal corrélé. Les corrélations réduisent significativement les fluctuations ferromagné-

tiques en faveur des antiferromagnétiques et augmentent l’appariement inter-orbital. À partir

des équations de Eliashberg dans l’état normal, nous trouvons de l’appariement de type d sin-

gulet en spins proche d’instabilités magnétiques. Loin de ces instabilités, où les fluctuations

de charge augmentent, nous trouvons deux triplets en spins qui brisent l’inversion du temps:

un type s impair en fréquences, et un ensemble de deux appariement dégénérés qui sont inter-

orbitales entre dx y et (dy z ,dzx ).

Mots clés : supraconductivité non-conventionnelle, multi-orbitale, impaire en fréquences, tri-

plet de spins, paramètre d’ordre supraconducteur, ruthénate de strontium, théorie de la fonc-

tionnelle de la densité, théorie du champ moyen dynamique, fluctuations de spin, théorie de

Eliashberg.

ABSTRACT. Although correlated electronic-structure calculations explain very well the normal

state of Sr2RuO4, its superconducting symmetry is still unknown. Here we construct the spin and

charge fluctuation pairing interactions based on its correlated normal state. Correlations signifi-

cantly reduce ferromagnetic in favor of antiferromagnetic fluctuations and increase inter-orbital

pairing. From the normal-state Eliashberg equations, we find spin-singlet d-wave pairing close

to magnetic instabilities. Away from these instabilities, where charge fluctuations increase, we

find two time-reversal symmetry-breaking spin-triplets: an odd-frequency s-wave, and a doubly-

degenerate inter-orbital pairing between dx y and (dy z ,dxz ).

Keywords: unconventional superconductivity, multi-orbital, odd-frequency, spin-triplet, super-

conducting order parameter, strontium ruthenate, density functional theory, dynamical mean

field theory, spin fluctuations, Eliashberg theory.

Intensive experimental and theoretical studies have not yet yielded a definitive answer for

the superconducting symmetry for Sr2RuO4 (SRO). Its similarities with 3He [1] as well as expe-

riments such as early temperature independent nuclear magnetic resonance across the critical

temperature (Tc ) [2, 3], polarized neutron scattering [4] and phase-sensitive tunneling expe-

riments [5, 6, 7, 8] suggest a superconducting spin-triplet state. Moreover, muon spin relaxa-

tion [9] along with polar Kerr effect [10] revealed the breaking of time-reversal symmetry in

its superconducting state. These two properties promptly lead to an assumption that the su-

perconducting gap symmetry is chiral p-wave, implying a topological fully gapped state with

d-vector d = ẑ(kx ± i ky ) [11, 12].
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On the other hand, low-temperature gapless excitations were found by various methods [13,

14, 15, 16]. Residual thermal conductivity at very low temperature is difficult to reconcile with a

nodeless state and rather supports a d-wave nodal state [17]. Also, at the second critical magne-

tic field Hc2, the phase transition shows evidence of being first order and Hc2 is much lower than

expected in a spin-triplet superconductor [18, 19]. It suggests the existence of a pair-breaking

mechanism similar to Pauli limiting, observed for spin-singlet superconductors. Furthermore,

while uniaxial strain experiments showed that the critical temperature could be enhanced by

approaching van Hove singularities (vHS), no signature of breaking of degeneracy between

kx and ky was observed [20, 21]. Moreover, very recently, the magnetic susceptibility was re-

measured and found to drop below Tc challenging a standard triplet pairing state [22, 23]. These

opposing observations make SRO one of the most mysterious modern theoretical puzzle in su-

perconductivity and any step towards a better understanding could unravel important know-

ledge [24].

The multi-orbital nature of the superconductivity in SRO complicates the analysis. Nume-

rous studies have attempted to characterize the symmetry of SRO superconducting order para-

meter along with its dominant orbital host [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38,

39], yet this discussion remains open [24]. By contrast, the electronic structure of the normal

state of SRO, including interaction-induced mass renormalizations, is well explained by first-

principles approaches [40]. It is thus desirable to use the machinery that describes well the

normal state in order to address the unconventional superconductivity in SRO. Here we take a

major step in that direction by finding out the leading superconducting instabilities from sol-

ving the Eliashberg equations starting from its correlated electronic structure. [41]

SRO is a single-layer perovskite, with the ruthenium atom in the center of a tetragonally

elongated octahedron of oxygen atoms. This configuration breaks the five-fold degeneracy of

the 4d shell of ruthenium into t2g and eg states. There are four electrons residing on the t2g

subset, namely the dx y , dy z and dxz orbitals, while the eg orbitals remain empty. Such a partially

filled 4d subshell hosts relatively strong local electronic interactions.

We thus start from a correlated electronic structure obtained using density-functional

theory in the local density approximation plus dynamical mean-field theory (LDA+DMFT) [42].

The LDA part of the electronic structure is computed using the projector augmented-wave

pseudopotential [43, 44] implemented in ABINIT [45, 46]. Although spin-orbit coupling in SRO

affects some parts of the Fermi surface (FS) [47, 48, 49, 50], its effects on the spin and charge

fluctuation spectra seems to be modest as we discuss in the supplemental material (SM) [51].

We neglect it at this stage. We incorporate the correlation effects on t2g orbitals using the fully

self-consistent LDA+DMFT [42, 52, 53] method with on-site Coulomb repulsion U = 2.3 eV and

Hund’s coupling J = 0.4 eV that are consistent with effective masses [40, 54].
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Fig. A1.1. Partial in-plane spectral weight of Ru t2g orbitals on the FS with kz = 0 (left) and
kz = π (right) obtained from the LDA+DMFT calculation at T = 100 K. Here dx y is blue, dy z is
green and dxz is red. The two planes are next to each other because of the face-centered nature
of the Brillouin zone. The principal nesting vectors are labeled. Important segments of the FS
on the dy z orbital are encircled and numbered. Inset: nearly ferromagnetic vector qnFM around
the M point.

Figure A1.1 shows the LDA+DMFT in-plane partial spectral weights at the Fermi energy,

[A(k,ω = 0)]l l with l the orbitals dx y , dy z and dxz illustrated by blue, green and red colors res-

pectively. We interpret them as the FS of SRO, which consists of a cylindrical sheet (γ) and two

quasi-one-dimensional (q1D) sheets (α and β): the γ band is mainly derived from the dx y or-

bital and is close to a vHS, while the α and β bands are mainly derived from the dxz and dy z

orbitals. The main nesting vectors for different FS pockets are illustrated on Fig. A1.1.

The effect of local correlations on the electronic structure, encoded in the self-energyΣ, is to

shift the non-interacting eigenenergies and to introduce a finite lifetime to quasiparticles. The

orbital l ’s quasiparticle renormalization factor Zl , where Z −1
l ' 1− Im[Σ(iω0)]l l /ω0 with ω0 the

first Matsubara frequency, is related to the effective mass enhancement via m∗
l /mLDA

l = Z −1
l . We

find Z −1
l ∼ 5.3,3.8,3.8 for dx y ,dy z ,dxz , consistent with quantum oscillation measurements [55]

and previous LDA+DMFT studies [40].

In spin and charge fluctuation mediated superconductivity, the Cooper pairing interaction

is expressed in terms of spin and charge susceptibilities that measure the response to external

magnetic or electric fields, respectively [56, 57, 58, 59]. They take large values at the wave vec-

tors where the spin and charge fluctuations develop. The leading term is given by the bubble

susceptibility

[χ0
ph(Q)]l1l2;l3l4 =− 1

Nβ

∑
K

GK+Q,l1l3GK ,l4l2 , (A1.1)
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where in LDA (LDA+DMFT) GK ,l1l2 is the non-interacting (fully interacting) Green’s function

describing propagation of a particle from orbital l2 to orbital l1 with fermionic energy-

momentum four vector K ≡ (iωm ,k). The external bosonic energy-momentum four vector is

Q and its momentum q is called a nesting vector when the response is large because it nests

different segments of the FS.

The propagator in an interacting system can be decomposed into coherent and inco-

herent parts: G ≡ Gcoh +G i ncoh . Then the bubble susceptibility can be rewritten as the sum

of two contributions: (i) one that comes from the product of the coherent (quasiparticle)

parts of G , (ii) another that comes from the scattering of the incoherent part with itself and

with the coherent part [60]. The latter contribution is usually assumed smooth and feature-

less. The former contribution, that we will call quasiparticle, can be computed using GQP =
Z 1/2[iωn1− HQP]−1Z 1/2, where HQP = Z 1/2[H0 +ReΣ(0)−µ1]Z 1/2 [61]. It has been approxi-

mated in the literature by using the ARPES band structure in the expression [χ0,QP
ph (Q)]l1l2;l3l4 '√

Zl1 Zl2 Zl3 Zl4 [χ0,ARPES
ph (Q)]l1l2;l3l4 [62].

The important components of the bubble susceptibility in the particle-hole (p-h) channel,

χ0
ph(q,νn = 0), are plotted in Fig. A1.2 along a high-symmetry path. We highlight the effects of

local electronic correlations by comparing the LDA, QP and LDA+DMFT bubble susceptibili-

ties. Each panel shows the intra-orbital (inter-orbital) components with full (dashed) lines. The

dominant peaks are labeled to correspond with the nesting wave vectors in Fig. A1.1.

The cos-like shape of the q1D orbitals causes strong nesting at q1D ∼ (±π,±2π/3), (±2π/3,±π),

as can be seen from purely intra-orbital dxz and dy z components. Other peaks benefiting from

Fig. A1.2. Comparison between LDA (left panel), QP (middle panel) and LDA+DMFT (right pa-
nel) components of the bubble p-h susceptibility [χ0

ph(q,νn = 0)]l1l2;l1l2 of SRO at T = 100 K.
Each panel shows the intra-orbital (inter-orbital) components with full (dashed) lines. Domi-
nant nesting vectors of Fig. A1.1 are labeled.
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this q1D nature are q′′
1D near the M point and q′

1D ∼ (±2π/3,±2π/3) that corresponds to the

neutron scattering observations in Ref. [63] and previous LDA+DMFT calculations [64].

The dx y intra-orbital component exhibits a wide plateau around the antiferromagnetic

(AFM) nesting vector qAFM = (±π,±π) that connects states near vHSs. Moreover, these states

also induce strong nearly ferromagnetic (nFM) fluctuations at small qnFM. The corresponding

AFM and nFM instabilities compete in LDA, but in QP and LDA+DMFT the nFM peak is strongly

suppressed by electron correlations, in agreement with inelastic neutron-scattering observa-

tions [65]. Therefore, correlation effects reduce the tendency towards ferromagnetic ordering.

In the LDA calculation, the dominant component ofχ0
ph is the dx y intra-orbital component.

The dx y orbital has the strongest mass enhancement, or smallest Z , so in QP the dx y intra-

orbital component is strongly reduced. Hence in QP, the dominant components are those from

dxz and dy z . In the full LDA+DMFT calculation, however, all orbitals have comparable suscep-

tibilities as can be seen from the right panel of Fig. A1.2.

The Cooper pairing susceptibility, to lowest order, is obtained from
[
χ0

pp (0)
]

K ,l1l2;K ′,l3l4
=

(Nβ/2)GK ,l1l3G−K ,l2l4δK ,K ′ . Fig. A1.3 shows the real part of several components of (1/Nβ)χ0
pp (0)

at the lowest fermionic frequency. The intra-orbital components (full lines) are purely real and

show relatively sharp peaks at the position of FSs. In the LDA (not shown) and QP calculations,

the peak heights are proportional to the corresponding orbital weight on the FSs and inver-

sely proportional to the square of the Fermi velocity [58]. They get narrower when reducing

temperature, implying that only electrons on FSs contribute to pairing. The correlation effects

broaden these peaks, so electrons away from the Fermi level can contribute to pairing. Mo-

reover, the inter-orbital components (dashed lines) are considerably enhanced by correlations,

hence electrons on different orbitals can form Cooper pairs.

Fig. A1.3. Real part of the bubble pairing susceptibility at the lowest fermionic frequency along
a high-symmetry path for QP (left panel) and LDA+DMFT (right panel).
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In an interacting system, a propagating particle excites p-h pairs. This modifies the propa-

gator and hence the bubble susceptibility. These corrections are captured in the LDA+DMFT

calculation. However p-h excitations can be absorbed by a propagating hole, leading to a cor-

rection that is not included in the bubble susceptibility. This correction can be accounted for

using the Bethe-Salpeter equation as

χd/m
ph (Q) =

χ0
ph(Q)

1+/−Γd/m
ph χ0

ph(Q)
, (A1.2)

where Γd/m denotes p-h irreducible amplitudes for all scattering processes in density and ma-

gnetic channels. Here, we use the random phase approximation (RPA), which approximates the

irreducible vertex functions with uniform and static (momentum and frequency independent)

ones, as was done to study superconductivity in the cuprates [56, 57] and the iron-based su-

perconductors [58, 59, 66, 67, 68, 69]. In this approximation, the irreducible vertex functions

are parametrized with screened interaction parameters Us and Js which are different from the

bare interaction parameters entering in the DMFT calculations [51, 59]. As one can see from

Eq. (A1.2) an instability in the magnetic (charge) channel occurs once the largest eigenvalue of

Γm
phχ

0
ph(Q) (−Γd

phχ
0
ph(Q)) reaches unity. Hence, the Stoner factors, denoted Sm(d) and defined

by the largest eigenvalue, measure proximity to an instability.

The Cooper pairing interaction can be written in term of these susceptibilities, Eq. (A1.2), as

explained in SM [51]. In the singlet (triplet) channel, the charge and spin fluctuations compete

(cooperate) in the effective pairing interaction. Their magnitude is determined by the Js/Us

ratio. At Js = 0, the intra- and inter-orbital interaction strengths are equal, hence, there is no

energy difference between electronic configurations with electrons in the same orbital or in

different ones. This leads to large charge fluctuations. On the other hand, a finite Js decreases

the charge fluctuations.

Before showing results of detailed calculations in Fig. A1.S5, it is instructive to analyze the

pairing interaction to understand what pairing symmetries are most natural. Since RPA vertex

functions are momentum independent, the RPA dressed susceptibilities share peak structures

similar to the bubble ones, but with changes in relative magnitude that can become important

close to instabilities. Nevertheless, by inspecting the bubble susceptibilities one can gain in-

sights about the possible pairing symmetries. Here we consider dx y and (dxz ,dy z) separately

and discuss their possible gap symmetries in the spin-singlet and triplet channels. We begin

our preliminary discussion with the intra-orbital pairing and then comment on the possibility

of inter-orbital pairing.

In the singlet channel, the overall pairing interaction is repulsive, requiring a sign changing

gap symmetry. The dominant nesting vectors of the dx y orbital corresponds to the plateau near

qAFM. Although the nesting condition seems poor, it is the leading wave vector for fluctuations
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because it connects the FS states around vHSs. Hence, a gap function with large superconduc-

ting gap value at the FS patches around vHSs would have a much lower energy than the normal

state, making a gap function with d-wave coskx − cosky symmetry a prime candidate. In the

LDA calculation, the nFM peak promotes degenerate gap functions with p-wave sinkx or sinky

symmetries. To satisfy Pauli’s principle, these spin-singlet intra-orbital odd-parity states are

odd in frequency and therefore have a vanishing equal-time order parameter [51, 70, 71]. It was

shown that odd-frequency states are thermodynamically stable and exhibit ordinary Meissner

effect [71, 72, 73]. Comparing to coskx −cosky symmetry, the latter should be sub-leading gap

symmetries due to nearby vHS. They become even less likely in LDA+DMFT because the nFM

peak is suppressed by interaction.

The dxz (dy z) q1D orbitals have dominant nesting vectors at q1D , which is compatible with

a singlet gap of the form coskx (cosky ) with nodes on the FS near kx = ±π/2 (ky = ±π/2). If

the two orbitals are out of phase, then the resulting gap function has d-wave coskx − cosky

symmetry, while an in-phase gap function would rather have ans± symmetry [51].

Coupling all the orbitals together, the most probable singlet gap symmetry has coskx−cosky

d-wave symmetry.

In the triplet channel, the pairing interaction has both attractive and repulsive components,

involving particle and hole momenta ( K ↑,K ′ ↓) (for the Sz = 0 case). The attractive (repulsive)

parts are maximum when the transferred momentum k′−k (k′+k) is equal to a nesting vector

andω′
m =ωm (−ωm) [51]. For the dx y orbital, both attractive and repulsive components pair the

same states because for k = (π,0) and k′ = (0,π) both k′±k correspond to qAFM, which is where

dx y ’s intra-orbital susceptibility peaks (see Fig. A1.2). For an even-frequency gap, these compo-

nents therefore compete with each other leading to an overall suppression of Cooper pairing.

This also can be seen differently. In the even-frequency triplet channel, the intra-orbital gap

function has odd-parity, i.e., ∆(−k) = −∆(k). It is maximum at the momentum position of the

vHSs. However, as can be seen form Fig. A1.1, the vHSs momenta are almost time-reversal in-

variant momenta (TRIM). A TRIM satisfies kTRIM =−kTRIM+b with b a reciprocal lattice vector,

which implies∆(−kTRIM) =∆(kTRIM) [74]. This contradicts the odd-parity relation. Hence, elec-

trons on the dx y orbital would not condense in an odd-parity pairing channel. Another possi-

bility is an intra-orbital odd-frequency state, for which attractive and repulsive components of

the interaction cooperate leading to an enhancement of Cooper pairing. Benefiting from vHSs,

a gap function with s-wave symmetry ∆0 +∆1(coskx +cosky ) is preferred as suggested for q1D

systems [75].

For (dxz ,dy z) orbitals, attractive and repulsive parts of the interaction pair different states.

For example, for dxz (red curves in Fig. A1.1 with numbers labelling encircled states), the at-

tractive part pairs states 1 and 2 on two FS branches. On the figures, these states are connected

with q1D . On the other hand, the dominant repulsive part pairs states 2 and 3 on the same FS

branch. The resulting even-frequency gap function has two nodes on each FS branch and the
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two FS branches are out of phase. Furthermore, if gap functions for dxz and dy z orbitals are out

of phase by π/2 then the resulting gap symmetry is what is predicted by Ref. [76]. If the gap is

odd in frequency, the requirement of odd-parity is lifted and the ∆0 +∆1 coskx (∆0 +∆1 cosky )

symmetry for the dy z (dxz) orbital is preferred. The gap function is maximum at ky = (0,±π)

(kx = (0,±π)) where there are more states.

With all orbitals included, the most probable gap symmetry in the triplet channel has an

odd-frequency ∆0 +∆1(coskx +cosky ) extended s-wave symmetry.

All intra-orbital pairing described so far are non-local. Considering the inter-orbital pairing,

a local pairing mechanism becomes possible. Even in the presence of electronic repulsion, such

pairing arises from Hund’s coupling and promotes spin-triplet inter-orbital states that are odd

under exchange of orbitals with an almost uniform momentum dependence (see SM for a de-

tailed analysis of the pairing interaction components promoting inter-orbital Cooper pairing).

Such states have been discussed in the context of SRO [77].

To tell apart all these possibilities, we performed an unbiased calculation by searching the

leading eigenvalues and corresponding gap functions of the linearized normal-state Eliashberg

equation for different combinations of Js and Us [51]. Since the precise values of these para-

meters are unknown, we work with physically relevant ranges for Sm and Js/Us . We focus on

Sm between 0.5 and 0.95 as SRO is considered to be in the vicinity of a magnetic instability be-

cause 3% of manganese doping is enough to reach a magnetically ordered phase [78]. For Js/Us ,

various values appear in the literature, ranging between 0 and 0.5 [33, 34, 35, 36].

Fig. A1.4. Phase diagram of the leading superconducting instabilities. A lower Js/Us implies
more charge fluctuations, while the magnetic Stoner factor Sm quantifies the proximity to a
magnetic instability.

101



Although we calculated several leading eigenvectors [51], Fig. A1.4 shows only the leading

gap symmetry for various points in parameters space. A feature present in all of them is the

importance of the dx y orbital as a host, consistent with experiments [79, 80]. In the vicinity of a

magnetic transition, the system is dominated by a spin-singlet dx2−y2 -wave state hosted by the

dx y orbital. At smaller Sm , charge fluctuations are important and compete against (collaborate

with) spin fluctuations in the singlet (triplet) channel. Thus the d-wave state is suppressed

and two spin-triplet states become dominant: (i) an odd in frequency intra-orbital s-wave state

hosted by the dx y orbital and (ii) a set of degenerate even-parity, odd-orbital gap functions that

pair states between the dx y and (dxz ,dy z) orbitals.

Both of these symmetries are promising candidates to explain experimental results in SRO.

The odd-frequency gap function can lead to an intrinsic Kerr effect as observed in SRO [81].

Also, the vanishing of its order parameter at zero frequency could mimic the presence of nodes

since the building up of its gap away from the FS changes the quasiparticle spectrum [82], an

effect that could be interpreted as the V-shape density of state observed in tunneling spectro-

scopy studies [83]. Measurements of the zero-bias tunneling under magnetic fields, proposed

as a fingerprint for odd-frequency in MgB2 [84], would be relevant in the present context. In the

odd-orbital pairing, the two degenerate order parameters ∆1,∆2 can either form nematic states

that break C4 or form chiral states that break time-reversal symmetry as ∆1 ± i∆2.

In summary, we performed a systematic search for superconducting states of SRO from a

LDA+DMFT electronic structure combined with static vertex functions (RPA). Using spin and

charge fluctuation mediated pairing, we found that in proximity to a magnetic instability, the

spin-singlet d-wave state is favored by AFM fluctuations. Further away from the magnetic

instability, charge fluctuations become sizeable, promoting two spin-triplet states: an odd-

frequency s-wave state and a doubly degenerate odd-orbital state that pairs electrons between

dx y and (dy z ,dxz). Both states are interesting candidates for superconductivity in SRO. Conse-

quences on physical observables of these two pairing states should be studied in details.
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Supplemental Materials: Superconducting Symmetries of

Sr2RuO4 from First-Principles Electronic Structure

In this Supplemental Material, we show in the first section the non-interacting LDA bands,

with and without spin-orbit coupling (SOC). This allows us to argue that SOC does not substan-

tially modify the susceptibilities in either the particle-particle or particle-hole channels. The

second section recalls the Eliashberg equation and pairing vertex entering the calculations. The

third section explains the difference between the present and the standard uses of the Eliash-

berg theory. The fourth section discusses the properties of the various gap functions. The fifth

section presents the leading eigenvalues and the symmetry of the corresponding eigenvectors

for various Stoner factors. Finally, the last section presents a detailed analysis of the pairing

interaction components promoting inter-orbital Cooper pairing.

Spin-orbit Coupling

Spin-orbit coupling (SOC) was neglected in this work because it necessitates a more general

formulation of the pairing vertex, yet to be developed. Moreover, we believe that including it

Fig. A1.S1. Fermi surfaces in a) LDA and b) LDA+SOC at kz = 0 (left) and kz =π/c (right). Highly
degenerate regions are encircled in black and important nesting regions in light green.
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would only generate modest consequences on the results of this work and this section explains

why.

Fig. A1.S1 shows all components of the partial spectral weight [A(k,ω = 0)]nn in the band

basis that cross the Fermi surface. There are three such bands, namelyα, β and γ. Ann are inter-

preted as the Fermi surface (FS). The FS in the top panels was obtained from density-functional

theory in the local density approximation (LDA) and the lower panel ones from LDA with SOC

(LDA+SOC). The main effect of including SOC is to mix the orbital content near degenerate

points, circled in black on Fig. A1.S1. The degeneracy is lifted and thus the FS slightly changes,

with impacts on the band nesting, the orbital character and the spin character of the resulting

bands [47, 48, 49].

However, the region contributing most to spin-fluctuations, circled in light green on

Fig. A1.S1, are away from these band-mixing points. It suggests that the bare particle-hole

(p-h) susceptibility should not change significantly between LDA and LDA+SOC. Figure A1.S2

compares, between LDA (full lines) and LDA+SOC (dashed lines), the intra-band (a and c) and

inter-band (b and d) components of the bubble susceptibilities in the particle-particle (p-p) (a

and b) and particle-hole (p-h) (c and d) channels.

In the p-p channel, the main changes occurs between Γ and X , which are precisely the

nearly degenerate points encircled in black on Fig. A1.S1. The intra-orbital components illus-

trates the separation of the bands. Consequently, the inter-orbital peak between the γ and (α,

β) bands is split.

In the p-h channel, there is a slight difference all around the Brillouin zone between LDA

and LDA+SOC because of various changes in the FS. Nevertheless, all the leading peaks keep

similar positions, even though some are a bit suppressed. Thus no significant changes in the

gap functions are expected.

Fig. A1.S2. Bubble susceptibilities in the band basis for both LDA (full lines) and LDA+SOC
(dashed lines) a)-b) Dominant components of the particle-particle susceptibility at the lowest
fermionic frequency and c)-d) dominant particle-hole susceptibility. Intra-band components
are in a)-c) and inter-band components are in b)-d), respectively.
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The effect of SOC was argued not to affect the correlation-induced renormalizations incor-

porated through dynamical mean-field theory (DMFT) [50]. The previous conclusions should

thus remain true in the LDA+SOC+DMFT framework, although further studies should be made.

Bethe-Salpeter equation and Random phase approximation

In an interacting system, the propagating particle-hole excitations interact with their envi-

ronment through their self-energy cloud and with each other by exchanging multiple real or

virtual p-h excitations. According to the Bethe-Salpeter equation, the dressed susceptibilities

can be decomposed into the bubble susceptibility and the vertex corrections as shown in the

Fig. A1.S3 b). The propagator lines in this equation are described by the fully interacting Green’s

function obtained from LDA+DMFT which includes the self-energy, as shown in Fig. A1.S3 a).

We use the bare parameters U = 2.3 and J = 0.4 in our LDA+DMFT calculation. These para-

meters are the ones used in previous LDA+DMFT calculations that concerned effective masses

and spectral weight. The bubble susceptibilitiesχ0
ph/pp introduced in the main text correspond

to the lowest perturbation order of the response functions. We construct them from the fully

interacting Green’s function.

In the p-h channel, the dressed susceptibility includes the vertex correction part as well.

Calculating this part requires the irreducible vertex function Γph , as shown in Fig. A1.S3 b).

Here, we approximate this vertex using the local and static Coulomb vertex Γ0,d/m
ph , obtained

from the rotationally invariant Slater-Kanamori Hamiltonian. It yields

[Γ0,d(m)
ph ]l1l2;l3l4 =



Us (Us) l1 = l2 = l3 = l4

−U ′
s +2Js (U ′

s) l1 = l3 6= l2 = l4

2U ′
s − Js (Js) l1 = l2 6= l3 = l4

Js (Js) l1 = l4 6= l2 = l3

0 (0) otherwise

(A1.S1)

Fig. A1.S3. a) The fully interacting Green’s function G in constructed from the bare Green’s
function G0 and the self-energy Σ. b) The dressed particle-hole susceptibility χph can be de-
composed into the bubble susceptibility χ0

ph and the vertex correction part. The bubble sus-
ceptibility describes independent, but interaction-renormalized, propagation of a particle-hole
(p-h) excitation and is obtained from fully interacting Green’s function G .

105



where Us (U ′
s) is the local and static screened intra-orbital (inter-orbital) on-site Coulomb re-

pulsion. Because of rotational invariance, one has U ′
s =Us −2Js and Js is the Hund’s coupling.

This approximation corresponds to the lowest order of parquet equations for the vertex and to

the random phase approximation for the density and magnetic susceptibilities. The dressing of

spin and charge fluctuations is performed using Eq. (2) of the main text.

The parameters Us and Js are different from the bare parameters (U and J ) due to screening

effects. The values of Us and Js are unknown. By studying the effect of the Stoner factors, we

can tune the distance from a magnetic instability. The chosen physical range is described in the

main text.

Normal-state Eliashberg Equation

A superconducting transition to a singlet (triplet) state is signaled by an instability in the

dressed susceptibility in p-p channel. For pairs with vanishing center of mass frequency-

momentum, the condition for a phase transition is given in the form of an eigenvalue problem

known as the linearized Eliashberg equation

−
(

kB T

N

)2 ∑
K ′K ′′l3...l6

[Γs/t
pp (0)]K l1l2;K ′l3l4×

[χ0
pp (0)]K ′l3l4;K ′′l5l6∆

s/t
K ′′l5l6

=λ(T )∆s/t
K l1l2

.

(A1.S2)

In spin- and charge-fluctuation theory, the pairing vertex for singlet (s) and triplet (t ) chan-

nels are given by Fig. A1.S4. The interaction is repulsive (attractive) for positive (negative) values

of the pairing interaction. In the singlet channel, exchange of a charge fluctuation is attractive

Fig. A1.S4. Spin-diagonalized pairing vertices entering the particle-particle channel in a) sin-
glet and b) triplet channels. The transfered four-momentum of the charge or spin fluctuation
that are exchanged is shown on the side of each ladder function.
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while a magnetic fluctuation is repulsive. In the triplet channel, exchange of any fluctuation

with four-momentum K ′−K is attractive, while with K ′+K it is repulsive [59].

From Eq. (A1.S2), the eigenvectors ∆ with largest eigenvalue λ are called leading gap func-

tions. Each irreducible representation of the system’s group symmetry has a specific eigenvalue.

Using Arnoldi’s algorithm, we obtain the leading gap functions in decreasing order of λ.

It is worth mentioning that the standard Eliashberg equation is usually solved in the super-

conducting phase, however Eq. (A1.S2) is written in the normal state at the vicinity of TC . In

other word, we are inspecting the pairing susceptibility divergence (also known as the Thouless

criterion [85]) by approaching from the normal phase, hence we employ the name normal-state

Eliashberg equation. This method was widely used with great success in multi-band systems

such as iron-based superconductors, for example see Ref [66].

Eq. (A1.S2) is a non-hermitian eigenvalue problem and the matrix involved has a very large

size. Indeed, the pairing interaction depends on three Matsubara frequencies: two fermionic

and one bosonic. The matrix indices are fermionic frequencies. The center of mass bosonic fre-

quency is set to zero because we are looking for a thermodynamic instability. Since the pairing

interaction decays very fast as a function of fermionic frequency (only electrons near the Fermi

surface contribute to pairing), in most multi-band calculations the magnitude of the two fer-

mionic frequencies are set equal and further dependence of the pairing interaction on fermio-

nic frequency is neglected. In that case, summation over the fermionic Matsubara frequency in

χ0
pp can be performed and the resulting equation is then similar to the one found in textbooks

like Ref. [86] for finding the pairing instability in the normal state. This is the so-called BCS

approximation (see Eq. 28 of Ref. [66] or Eq. 5 of Ref. [35]). Such an approach only captures

even-frequency gap functions.

In our calculation, the full matrix structure in fermionic frequencies is kept. This allows

us to capture both even- and odd- frequency gap functions. However, because of relatively

narrow peaks in momentum space, we decided to keep only two possible values of fermionic

frequencies and to consider the largest possible k-point grid. For some cases, we checked that

increasing the number of fermionic Matsubara frequencies does not change the order of the

leading gap function. Note that we have considered 1024 positive Matsubara frequencies in

evaluating the bare particle-hole susceptibility, i.e, in Eq. (1) of the main text.

Properties of the gap function

The gap function, entering the Eliashberg equation Eq. (A1.S2), is a two-electrons conden-

sate, or Cooper pair, written as ∆(1,2), with the shortcut 1 ≡ (r1,τ1, l1,σ1) where position is r1,

imaginary time is τ1, orbital index l1 and spin σ1. The two spatial (imaginary time) coordinates

can be Fourier transformed, yielding a center of mass momentum q (bosonic frequency νn)
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and a relative momentum k (fermionic frequency ωn). With vanishing center of mass and ther-

modynamic equilibrium, we have (q, iνn) = 0 so that the elements of the gap function become

∆
σ1σ2
K l1l2

with K ≡ (k,iωn).

The normal state of SRO is invariant under any spacial transformation g of the D4h point

group. An operator ĝ of the group acts as follows

ĝ∆K =GT (g )∆(R−1(g )k,iωn )G(g ) (A1.S3)

where R(g ) ∈ O(3) is a three-dimension rotation matrix and G(g ) is the direct product of two

operators acting on spin and orbital spaces, respectively.

Because we neglect spin-orbit coupling, these two contributions can be separated and spin

is independent of momentum. Spatially, the superconducting orders transform as different ir-

reducible representations (irreps) of D4h . We use character theory to verify which irrep charac-

terizes the symmetry of each gap function.

As explained in Ref. [87], the orthogonality of the irreps allows to construct the character

projection operator P̂ p of the irrep p using the character table of D4h . Therefore, a gap function

transforming as the irrep q satisfies

P̂ p∆= ∑
g∈D4h

[χ̄p (g )]∗ĝ∆= δpq∆ (A1.S4)

where χ̄p (g ) is the character of transformation g associated to irrep p.

Since spin is independent of momentum when spin-orbit coupling is neglected, the gap

function can be spin-diagonalized into singlet (s) and triplet (t). They are odd and even solu-

tions under spin exchange Ŝ. Thereby

Ŝ∆s =−∆s , Ŝ∆t =∆t . (A1.S5)

Moreover, D4h being centrosymmetric, its irreps can be classified as even (g ) or odd (u)

under the parity operation P̂ , which reverses momentum k →−k. The gap functions satisfy

P̂∆(k,iω) =±∆(−k,iω). (A1.S6)

The gap function is not diagonal in orbital indices in general. It thus opens the possibility to

be even or odd under orbital exchange Ô, that is

[Ô∆K ]l1l2 =±∆K l2l1 . (A1.S7)

Let us define the operator T̂ such that it transforms iωn into −iωn . Like all other operators

above, when we apply this operator twice, it is the identity, which means its eigenvalues are ±1.

Thus, we have

T̂∆(k,iωn ) =±∆(k,−iωn ). (A1.S8)
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Given the definition of time-ordered product and the anticommutation of fermions, the

identity∆(1,2) =−∆(2,1) has to be satisfied. This implies the following constraint on the opera-

tors we just defined [71]

ŜP̂ÔT̂∆(1,2) =−∆(1,2). (A1.S9)

The gap function in general takes the form,

∆s/t
K =

 ∆x y ;x y ∆x y ;y z ∆x y ;xz

∆y z;x y ∆y z;y z ∆y z;xz

∆xz;x y ∆xz;y z ∆xz;xz

 , (A1.S10)

with ∆l1;l2 ≡ ∆s/t
K l1l2

an intra-orbital (inter-orbital) component if l1 = l2 (l1 6= l2). The relative

contribution of all orbital components reveals in what orbital the Cooper pairs are mostly hos-

ted. A superconducting state that binds preferably an electron from orbital l1 with one from

orbital l2 has dominant∆l1l2 and∆l2l1 components. The gap function is said to be intra-orbital

if the leading component has l1 = l2 and inter-orbital otherwise.

Leading eigenvectors

The superconducting order parameters, or gap functions ∆, are the eigenvectors of the

Γppχ
0
pp matrices. They are obtained, along with their corresponding eigenvalues λ, by solving

the linearized Eliashberg equation Eq. (A1.S2). Each frequency-dependent gap function is an

irreducible representation of the system’s Shubnikov group of the second kind [87].

For a given set of parameters Js/Us and Sm , the gap function with largest eigenvalue is consi-

dered the leading instability. Fig. A1.S5 presents a few leading eigenvalues in both spin-singlet

Fig. A1.S5. Leading eigenvalues as a function of Js/Us for various values of the Stoner factor
Sm . The characteristics of each state are given in Table A1.S1.
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and spin-triplet channels. We only keep the symmetries that are important in each range of

parameters. Each label corresponds to a distinct symmetry, with specific properties explicitly

given in Table A1.S1. States number 2 and 3 (5 and 6) are almost degenerate, so they are difficult

to distinguish. State number 7 is doubly degenerate.

The first column of Table A1.S1 is the dominant orbital components l1; l2 of the gap func-

tion, as written in Eq. (A1.S10). The second to fifth columns show whether the gap function is

even or odd under spin exchange Ŝ, parity P̂ , orbital exchange Ô and relative time exchange T̂ .

The effect of these operators are given by Eqs. (A1.S5) to (A1.S8). The sixth column gives the

irreducible representation of the spatial group (S-Irrep), as obtained using Eq. (A1.S4).

Dominant∆l1;l2 Ŝ P̂ Ô T̂ S-Irrep Name
1 (x y, x y) -1 1 1 1 B1g dx2−y2

2 (y z, y z), (xz, xz) -1 1 1 1 B1g dx2−y2

3 (y z, y z), (xz, xz) -1 1 1 1 A1g s±
4 (x y, x y) 1 1 1 -1 A1g s-wave
5 (y z, y z), (xz, xz) 1 1 1 -1 A1g s-wave
6 (y z, y z), (xz, xz) 1 1 1 -1 B1g dx2−y2

7 (x y, y z), (x y, xz) 1 1 -1 1 Eg —
Tableau A1.S1. Properties of the leading gap functions of Fig. A1.S5. Each column is described
in the text.

Fig. A1.S6. Schematics of the sign changing behavior of all dominant intra-orbital gap func-
tions on the Fermi surface. The numbers correspond to those in Table A1.S1.
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The last column gives the symmetry name including angular momentum. To help unders-

tand the spatial structure of these gaps, Fig. A1.S6 shows the sign-changing behavior of intra-

orbital gap functions on the FS. Gap 7 is not showed because it pairs electrons on different

orbitals, which is difficult to represent.

For each set of parameters studied, the eigenvector with largest eigenvalue was used to

construct the phase diagram of Fig. 4 in the main text. The corresponding states have bold

and underlined labels in Table A1.S1.

Odd-orbital pairing mechanism

To discuss inter-orbital pairing, we must focus on the inter-orbital pairing interactions, i.e.,[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′lm
and

[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′ml
with l 6= m. Keeping only the largest component of the

pairing susceptibility, the former connect inter-orbital gap function∆l m to itself while the latter

connect∆lm to∆ml . We will show that around Js/Us ∼ 0.25,
[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′l m
is attractive while[

Γt
pp (0)

]
K lm;K ′ml

is repulsive, hence promoting an odd-orbital gap function.

As shown in Fig. A1.S4, the pairing in the triplet channel is[
Γt

pp (0)
]

K l1l2;K ′l3l4
=

[
Γ0,t

pp

]
l1l2;l3l4

− 1

2

[
Φd

ph(K ′−K )
]

l2l4;l3l1
+ 1

2

[
Φd

ph(K ′+K )
]

l1l4;l3l2

− 1

2

[
Φm

ph(K ′−K )
]

l2l4;l3l1
+ 1

2

[
Φm

ph(K ′+K )
]

l1l4;l3l2
(A1.S11)

whereΦd(m)
ph are the density (magnetic) ladder functions. They are given by[
Φd(m)

ph (Q)
]

l1l2;l3l4
= ∑

l5...l8

[
Γ0,d(m)

ph

]
l1l2;l5l6

[
χd(m)

ph (Q)
]

l5l6;l7l8

[
Γ0,d(m)

ph

]
l7l8;l3l4

. (A1.S12)

Since the dominant components of the ladder function are positive, the pairing interaction in

the triplet channel, Eq. (A1.S11), has both attractive and repulsive components.

In the RPA approximation, the particle-hole irreducible vertex function appearing in the lad-

der functions is defined as Eq. (A1.S1). Focusing on the inter-orbital component of the pairing

interaction
[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′lm
with l 6= m, one can see from Eq. (A1.S11) that it can be written in

terms of the mm; l l and l m; lm components of the ladder functions. The mm; l l component

has a (−1/2) multiplicative factor in Eq. (A1.S11), hence leads to an attractive pairing interaction

while the lm; lm component gives a repulsive one. The role of these components reverse if we

consider
[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′ml
instead.

Using Eq. (A1.S12) and the restrictions imposed by the irreducible vertex function,

Eq. (A1.S1), the dominant terms contributing in the mm; l l and l m; lm components of the
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ladder functions are[
Φd/m

ph (K ′−K )
]

mm;l l
'

[
Γ0,d/m

ph

]
mm;mm

[
χd/m

ph (K ′−K )
]

mm;mm

[
Γ0,d/m

ph

]
mm;l l

+
[
Γ0,d/m

ph

]
mm;l l

[
χd/m

ph (K ′−K )
]

l l ;l l

[
Γ0,d/m

ph

]
l l ;l l

, (A1.S13)[
Φd/m

ph (K ′+K )
]

lm;lm
'

[
Γ0,d/m

ph

]
lm;lm

[
χd/m

ph (K ′+K )
]

l m;l m

[
Γ0,d/m

ph

]
lm;lm

+
[
Γ0,d/m

ph

]
lm;ml

[
χd/m

ph (K ′+K )
]

ml ;ml

[
Γ0,d/m

ph

]
ml ;lm

, (A1.S14)

where we only kept the dominant components of the susceptibilities, [χd/m
ph ]l1l2;l1l2 . Using the

explicit expressions on the right-hand side of Eq. (A1.S1) we find,[
Φd

ph(K ′−K )
]

mm;l l
'Us(2U ′

s − Js)
([
χd

ph(K ′−K )
]

mm;mm
+

[
χd

ph(K ′−K )
]

l l ;l l

)
, (A1.S15)[

Φm
ph(K ′−K )

]
mm;l l

'Us Js

([
χm

ph(K ′−K )
]

mm;mm
+

[
χm

ph(K ′−K )
]

l l ;l l

)
, (A1.S16)[

Φd
ph(K ′+K )

]
lm;lm

' (−U ′
s +2Js)2

[
χd

ph(K ′+K )
]

lm;lm
+ (Js)2

[
χd

ph(K ′+K )
]

ml ;ml
, (A1.S17)[

Φm
ph(K ′+K )

]
lm;lm

' (U ′
s)2

[
χm

ph(K ′+K )
]

lm;lm
+ (Js)2

[
χm

ph(K ′+K )
]

ml ;ml
. (A1.S18)

One can see that increasing the Hund’s coupling suppresses the charge fluctuations as ex-

pected: At Js = 0, intra- and inter-orbital density-density interactions are equal Us =U ′
s , hence

electrons can hop locally between different orbitals without any extra energy cost. This dege-

neracy is lifted for a finite Js , decreasing the charge (orbital) fluctuations. On the other hand,

a larger Hund’s coupling increases the spin-fluctuations as seen from the last equation. Since,

the inter-orbital pairing interaction is given by summation of the charge and spin fluctuation

(see Eq. 1), the role of the Hund’s coupling is not trivial. Nevertheless, assuming U ′
s =Us −2Js ,

then for Js/Us ∼ 0.25, one can see that the mm; l l component of the ladder function is larger

than the lm; l m component. Indeed, for Js/Us = 0.25, the coefficient (−U ′
s +2Js) vanishes while

Us(2U ′
s − Js) is large.

A similar analysis can be done for
[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′ml
. The only difference is that mm; l l com-

ponent of the ladder function appears with positive coefficient while l m; lm has negative coef-

ficient leading to a repulsive pairing interaction. Since,
[
Γt

pp (0)
]

K lm;K ′ml
connect ∆lm to ∆ml , it

leads to a odd-inter-orbital pairing.
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RÉSUMÉ. Les symétries des paramètres d’ordre supraconducteur dans les systèmes multi-

orbitaux impliquent de nombreux nombres quantiques. L’appariement médié par les

corrélations électroniques étant retardé, la structure en fréquences des paramètres d’ordre

supraconducteurs est porteuse d’informations importantes. Ici nous généralisons la théorie

supraconductivité médiée par les fluctuations de spin et de charge aux cas dépendant de

la fréquence pour des systèmes avec un important couplage spin-orbite. Nous appliquons

cette formulation au ruthénate de strontium avec un état normal obtenu par la théorie de la

fonctionnelle de la densité. Les corrections de vertex sont incluses dans les fonctions de réponse

au niveau de l’approximation de la phase aléatoire et nous étudions leur effet sur l’augmentation

des fluctuations particule-trou. Nous étudions les instabilités supraconductrices possibles

médiées par ces excitations de spin et de charge. En tirant parti des symétries de pseudospin et

d’inversion, nous transformons le secteur inter-pseudospin de l’équation d’Eliashberg à l’état

normal à une équation pseudospin-diagonale. Nous observons le mélange omniprésent des

nombres quantiques, notamment les mélanges de corrélations paires et impaires en fréquence.

Nous présentons les diagrammes de phase du Sr2RuO4 pour les symétries principales et

secondaires dans la base orbitale-pseudospin. Les symétries sont caractérisées en utilisant les

contributions SPOT , la théorie des groupes, les distributions de phases et la dépendance à la

température.

Mots clés : supraconductivité non-conventionnelle, multi-orbitale, couplage spin-orbite, im-

paire en fréquences, triplet de spins, paramètre d’ordre supraconducteur, ruthénate de stron-

tium, théorie de la fonctionnelle de la densité, fluctuations de spin, théorie de Eliashberg, brisure

de l’inversion du temps, corrections du vertex.
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ABSTRACT. The symmetry of the superconducting order parameters in multi-orbital systems in-

volves many quantum numbers. Pairing mediated by electronic correlations being retarded, the

frequency structure of superconducting order parameters bears important information. Here we

generalize the frequency-dependent theory of superconductivity mediated by spin and charge

fluctuations to systems with spin-orbit coupling. This formulation is applied to strontium

ruthenate with a normal state obtained using density functional theory. Taking advantage of

pseudospin and inversion symmetries, the inter-pseudospin sector of the normal state Eliash-

berg equation is mapped to a pseudospin-diagonal one. We find ubiquitous entanglement of

spin and orbital quantum numbers, along with notable mixing between even- and odd-frequency

correlations. We present the phase diagrams for leading and subleading symmetries in the

pseudospin-orbital basis of Sr2RuO4. They are characterized using SPOT contributions, group

theory, phase distributions in the complex plane and temperature dependence.

Keywords: unconventional superconductivity, multi-orbital, spin-orbit coupling, odd-

frequency, spin-triplet, superconducting order parameter, strontium ruthenate, density

functional theory, spin fluctuations, Eliashberg theory, time-reversal symmetry breaking, vertex

corrections.

A2.1. Introduction

Systems with strongly interacting electrons host a rich variety of competing ground states.

In unconventional superconductors, the structure of the superconducting order parameter

(SCOP) is extremely sensitive to the underlying electronic structure and to electronic interac-

tions. In the cuprates, high-temperature superconductivity emerges from the interplay between

the electronic kinetic energy and single orbital Coulomb repulsion [1, 2, 3, 4]. In Hund’s metals

with 3d electrons such as the iron-based superconductors, the local Coulomb repulsion at the

Fermi energy acts on multiple orbitals [5]. In systems with 4d / 5d electrons like the ruthenate

and iridate superconductors, spin-orbit coupling (SOC) needs to be considered. Unfortunately,

every new degree of freedom makes the prediction of SCOP more challenging.

These difficulties are embodied by the still ongoing debate about the symmetry of the SCOP

of strontium ruthenate, Sr2RuO4 (SRO). This material is considered an archetype of unconven-

tional superconductivity, yet theoretical solutions do not seem to explain all experimental ob-

servables [6, 7]. One of the key properties of SRO is time-reversal (TR) symmetry breaking ob-

served by both muon spin relaxation (µSR) [8, 9] and polar Kerr effect [10]. This property could

signal the presence of Majorana fermions that may be used as topological qubits, although their

observation has not been unequivocally confirmed [11, 12, 13].

The dominant mechanism explaining superconductivity in these materials is the pairing

mediated by the exchange of spin and charge fluctuations [14, 15, 16, 17]. The Bardeen-Cooper-

Schrieffer [18] and the Ginzburg-Landau theories [19] neglect the frequency dependence of this

interaction, or replace it by a single sharp cutoff at the Debye frequency. Doing so constrains

the Gorkov function 〈Tτψ(τ)ψ〉 to be purely even in imaginary time and correspondingly in fre-

quency (even-ω). These approaches hide not only the frequency structure of possible SCOP
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but also neglect a whole set of superconducting states that are purely odd in fermionic fre-

quency (odd-ω) [20]. This type of superconductivity was first proposed by Berezinskii in the

context of helium 3 [21] and then in the strong coupling limit of the electron-phonon interac-

tion [22, 23, 24]. It is now considered ubiquitous at interfaces [25, 26, 27], impurity sites [28]

and in some multi-orbital systems [29, 30, 31].

The finite Kerr effect observed in SRO was linked with the presence of odd-ω correla-

tions [32]. In a previous work [33], pure odd-ω solutions were found when examining leading

superconducting instabilities of SRO without SOC. In this article, we generalize the frequency-

dependent formulation of superconductivity mediated by spin and charge fluctuations in

multi-orbital systems [17, 34, 35, 33] to include SOC. Although the approach developed is

general, in the present study we apply it solely to SRO case.

The qualitative electronic structure of SRO is addressed in Sec. (A2.2) before presenting den-

sity functional theory (DFT) results. We explain the effects of SOC and how a pseudospin sym-

metry is respected for the t2g orbitals in the quasi-two-dimensional (2D) approximation. In

Sec. (A2.3), frequency-dependent two-body vertex corrections are generalized to incorporate

SOC. In the particle-hole (p-h) channel, vertex corrections are quantified at the level of the ran-

dom phase approximation (RPA) using Stoner factors. We study the effect of these p-h fluctua-

tions on the normal state p-p scattering through what we refer to as the normal state linearized

Eliashberg equations. We explain how the pseudospin symmetry allows to simplify numerical

calculations to be as numerically demanding as the spin-diagonal case when neglecting SOC.

In Sec. (A2.4), we present tools to characterize multi-spin-orbital frequency-dependent Gorkov

functions. SPOT decomposition quantifies the mixing (entanglement) of quantum numbers

while group theory classifies SCOPs by irreducible representations (irreps) of the normal state’s

symmetry group. The symmetry operations include space symmetries along with TR symme-

try. We find that SOC does couple multiple spin-orbital sectors within a specific irrep and natu-

rally introduces intricate SPOT decompositions. This mixing induces phases differences within

components of the gap function but preserve the idempotence of TR symmetry. In the parame-

ter space of the interactions enhancing SRO’s p-h fluctuations, we show a phase diagram of

the leading and subleading gap function symmetries possibly emerging from the normal state.

As leading, we find a B+
1g state that has intra-orbital components with pure even-ω character.

This state is compatible with many proposed solutions for SRO. We also find an A−
2g state that

has intra-orbital components with pure odd-ω character. Such a possibility was already found

in Ref. [33] when neglecting SOC. The phases weighted distributions of these leading candi-

dates are studied, in addition to their temperature dependence that sometimes exhibits non-

monotonous behavior. As subleading states, we find other states that have odd-ω intra-orbital

character, that is an odd-parity E−
u p-wave-like, another A−

2g and an A−
1g .

124



A2.2. Normal state electronic structure

The normal state’s electronic structure is essential to understand the emergence of an

unconventional superconducting state. Similarly to the cuprates, the dominant interactions

at the Fermi level of body-centered tetragonal SRO involve the quasi-2D ruthenium-oxide

planes [36, 37]. In Sec. (A2.2.1), we discuss the ruthenium (Ru) atomic problem, which has

partially filled 4d electrons. Their localized nature leads to sizeable multi-orbital Coulomb re-

pulsion that can generate the potential mediators of superconductivity. Furthermore, the large

atomic number of these atoms implies strong local SOC. Spin is no longer a conserved quantity

but pseudospin is. In Sec. (A2.2.2), we introduce the lattice. The Ru atom is in the center of

a tetragonally elongated octahedron of oxygen (O) atoms. The resulting crystal field ∆CF splits

the Ru-4d electrons into the t2g and the eg subsets. Omitting the unoccupied eg states, we mo-

del local interactions on a DFT Hamiltonian downfolded to the t2g orbitals using projectors. In

this Hamiltonian, the effect of SOC on the O atoms effectively act as k-dependent SOC. In the

quasi-2D approximation, the pseudospin basis stays diagonal. Details and orbital characters of

the resulting Fermi surfaces are presented in Sec. (A2.2.3).

A2.2.1. Atomic problem.

In strongly correlated unconventional superconductors, Cooper pairs emerge from strong

electron-electron interactions. The simplest interacting model showcasing this property is the

one-band Hubbard Hamiltonian. Its multi-orbital generalization is the Kanamori-Slater Ha-

miltonian (KSM) [38]. Its rotationally invariant formulation is detailed in Sec. (A2.S3) and its

expression given in Eq. (A2.S34). It depends on two parameters: on-site Coulomb repulsion U

and Hund’s coupling J . In SRO, works based on realistic electronic structures have shown that

strong electronic correlations improve considerably the quantitative description of the one-

and two-body propagators characterizing its normal state [39, 40, 41, 42, 43, 44]. In this work,

we include strong electronic correlations only at the two-body level through spin and charge

fluctuation theory described in Sec. (A2.3) and detailed in Appendices A2.S1 and A2.S2.

Another key physical mechanism affecting the Ru-4d electrons is SOC [45]. This relativistic

effect induced by the important electrostatic potential generated by Ru’s large nucleus couples

the electronic spin S and angular momentum L together. When acting on Ru-4d states, these

operators respectively have norms l = 2 and s = 1
2 . We use a basis that is diagonal in the pro-

jections Lz and Sz along the ẑ-axis. The atomic SOC is purely local and thus transforms like

the A1g irrep of the D4h space group. It has the form H
A1g

SOC = λA1g

SOCL ·S which can be recast into

ladder operators that couple states with quantum numbers Lz = lz and Sz = 1
2 with those ha-

ving Lz = lz +1 and Sz =−1
2 . This coupling is thus block tridiagonal in spin-angular momentum

space as represented in Fig. A2.1 a). Consequently, the electrons are better described by the

total angular momentum quantum operator J = L+S with the eigenstates’s quantum numbers
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| j , Jz〉 where j is a half-integer between 1
2 and 2+ 1

2 and Jz can go from − j to j . As a result, the

ten-fold degeneracy of 4d electrons with l , s = 2, 1
2 is broken into a four- and a six-fold subsets

respectively characterized by the total angular momenta j = 3
2 and 5

2 . Fig. A2.1 b) shows which

spin-angular momentum states are necessary to combine to construct a state with a given Jz .

A2.2.2. Crystal field and pseudospin basis.

The crystal structure in which the atoms are embedded breaks the spherical symmetry of

the atomic limit. In many correlated superconductors, the solutions to the local crystal field are

real spherical harmonics also called orbitals. In SRO, the space group is D4h and the Ru atom

sits in the center of a tetragonal octahedron of O atoms. The hybridization between Ru-4d and

O-p electrons separates the 4d-shell into the t2g and eg subsets, depicted in Fig. A2.2 a). The

elongated nature of the octahedron introduces further splittings within these subsets.

Fig. A2.1. (Color online) Non-zero components of the Hamiltonian projected on the Ru-4d
shell in different basis sets, that is the a) spin-angular momentum, b) pseudospin-angular mo-
mentum with the Jz labels, c) spin-orbital and d) pseudospin-orbital basis. All basis include
atomic SOC components in orange (grey) and the effects of the crystal field are highlighted in
blue (dark grey) for the orbital basis. The lime (light grey) squares highlight the t2g subset in the
orbital basis.
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Fig. A2.2. (Color online) Effect of the crystal field generated by the octahedron of oxygen atoms
around the Ru-4d electrons. a) Cartoon of the splittings. In a perfect octrahedral environment,
the t2g and eg electrons are split. Including the elongation of the octrahedron generates further
splittings within these subsets. b) Real spherical harmonics associated with the eigenstates of
the crystal field potential. c) Projection of a realistic electronic band structure on the t2g states
in red (dark grey) and the eg states in green (light grey). There are no eg states at the Fermi
level, which is shifted to 0 in this figure. The labels of the high-symmetry points are shown in
Fig. A2.3.

The t2g subset includes a quasi-2D dx y orbital along with two symmetry related quasi-one-

dimensional dy z and dzx orbitals while dz2 and dx2−y2 form the eg subset. These orbitals are

shown in Fig. A2.2 b) and the transformation from the angular momenta to the orbitals is given

by

|z2〉 = |lz = 0〉, |y z〉
|zx〉 =

[ ip
2

ip
2

ip
2

−ip
2

]
|lz =−1〉
|lz =+1〉

|x y〉
|x2 − y2〉 =

[ 1p
2

−1p
2

1p
2

1p
2

]
|lz =−2〉
|lz =+2〉 . (A2.1)

The non-vanishing crystal field and SOC components of the Hamiltonian in the spin-orbital

basis are depicted in Fig. A2.1 c).

Now the orbital basis diagonalizes the crystal field Hamiltonian but not H
A1g

SOC. Using the to-

tal angular momentum instead, it can be diagonalized into two blocks, as shown in Fig. A2.1 d).

As one can see, the pseudospin is an orbital dependent spin defined as

ρ =± for Jz ∈
{
±1

2
,∓3

2
,±5

2

}
. (A2.2)

Although predominantly local, SOC can have additional contributions to the atomic part.

For example, an electron from the Ru-4d shell could hop to a neighbouring O, flip its spin be-

cause of SOC and hop back with a different spin. Thus, when downfolding to the Ru-t2g or-

bitals, this SOC process appears as being momentum dependent and is known as k-SOC. In

Ref. [46], they find that different hoping sequences lead to three such effective couplings: the

intra-layer H
B1g

SOC and H
B2g

SOC, along with the inter-layer H
Eg

SOC terms. In the t2g subset, H
B1g

SOC and
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H
B2g

SOC connect electrons on the x y orbital having a spin σ with electrons on the y z and zx or-

bitals having a spin −σ. These contributions are intra-pseudospin. H
Eg

SOC, on the other hand,

is inter-pseudospin since it connects an electron in the x y orbital with one in the y z and z y

orbitals without affecting its spin. Fortunately, SOC associated to O-p electrons is small, as is

also inter-layer hoping in SRO. Consequently, DFT predicts this inter-pseudospin potential to

be negligibly small [46], as we find. In the present paper, we use the quasi-2D character of SRO

to simulate the kz = 0 and kz = 2π/c planes for which the H
Eg

SOC coupling completely vanishes.

Thus the non-interacting Hamiltonian is block diagonal, a useful property to simplify the pro-

blem.

A2.2.3. Realistic electronic structure.

In spin and charge fluctuation theory, the superconductivity is mediated through partially

filled orbitals of the correlated atoms only. Devising a tight-binding model of the appropriate

set of local orbitals requires to fit many parameters. Instead, we start from a realistic electronic

structure that we downfold onto the appropriate set of local orbitals. We use DFT from the

ABINIT package [47, 48, 49] with the projected augmented wavefunction pseudopotentials [50,

51].

In 4d electron systems, the crystal-filed splitting is sufficiently larger than SOC such that the

latter can be considered as a perturbation with respect to the former. In SRO, there are only four

electrons that partially fill the 4d-t2g shell of the Ru atom and the 4d-eg are states too far above

the Fermi level to mix with the t2g orbitals. This is confirmed by looking at the orbital character

of the band structure obtained using DFT as shown in Fig. A2.2 c). Thus we omit the eg states

and project the Hamiltonian on the t2g subset only.

Finally, the intra-pseudospin block of the normal state Hamiltonian shown in Fig. A2.1 d)

would be diagonal in the band basis, but we work in the orbital basis as it is the natural choice

to study spin and charge fluctuations originating from local interactions. Fig. A2.3 shows the

projection of the x y, y z, zx orbital characters on the α, β and γ bands at the Fermi surface for

kz = 0 and kz = 2π/c. These kz momenta are connected by in-plane vectors because of the

body-centered nature of the D4h space group. The most obvious impact of SOC is seen near the

kx = ±ky diagonals because that is where the bands are degenerate in its absence. We use the

downfolded spin-orbital Hamiltonian to construct Gρ

K l1l2
, the Green functions that characterize

the propagation of a normal state’s quasi-particle with pseudospin ρ from orbital l1 to l2 with

energy-momentum K ≡ (iωm ,k). This model Green function is connected to the general Green

function in Sec. (A2.S4) and its properties are given in Sec. (A2.S5).

Now starting from the normal state, we study instabilities towards ordered states. In SRO,

the Fermi liquid (FL) state preceding the superconducting state appears below TFL ∼ 25 K [36,

52]. By using DFT, we have a well defined Fermi liquid which allows us to study the role of SOC
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Fig. A2.3. Spectral function in the orbital basis of the non-interacting system obtained by DFT
with SOC for in-plane momenta kz = 0 and kz = 2π

c . The resulting α, β and γ bands form the
Fermi surface. The x y , y z and zx orbitals of the Ru atom are projected on the Fermi surface
with orbital character identified by the blue, green and red colors respectively. High-symmetry
points are label and connected by dots to show a specific path. Dashed lines highlight the
Brillouin zone, characterized by its body-centered tetragonal nature. The arrows label different
dominant nesting vectors of the Fermi surface defined in Fig. A2.4 a).

but neglects strong electronic correlations at the one-body level. Although various works have

shown their importance for SRO [39, 40, 41, 42, 43, 44], none of them was able to correctly ac-

count for electronic correlations, SOC and temperatures below TFL at the same time. The exac-

titude of SRO’s normal state in its Fermi liquid regime is an ongoing challenge. In this context,

we decided to focus on generalizing spin and charge fluctuation mediated superconductivity

to multi-orbital systems with SOC. This formalism will remain valid once it will be possible to

include all ingredients to obtain the normal state of SRO.

A2.3. Spin and charge fluctuation theory

Since interactions are diagonal in the basis of isolated atoms, they do not commute with the

band Hamiltonian. In perturbation theory, even the ground state is a linear combination of Sla-

ter determinants. With long-range Coulomb repulsion being screened, the atomic interactions

that are left lead to rather large energy denominators. Instead a band electron creates electron-

hole pairs best described as spin and charge-density waves. These influence other electrons, a

process known as electron-electron scattering by exchange of spin- or charge-density fluctua-

tions. They are the lowest-energy excitations and hence lead to small energy denominators in

perturbation theory. The resulting phase diagrams exhibit a rich variety of competing ordered

states with associated order parameters. In this section, we summarize the basic ideas formu-

lated in more details in Appendices A2.S1 and A2.S2.
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In Sec. (A2.3.1), two-body susceptibilities χα are introduced from a free-energy perspective

for α either the p-h or the p-p channels. They can signal phase transitions and are expressed

in terms of bare susceptibilities χ0
α, complemented with vertex corrections. We present the

dominant components of the bare susceptibilities and discuss the origin of their momentum

and orbital structure. We comment on the interplay between both channels through Parquet

equations.

In Sec. (A2.3.2), the enhancement of spin (charge) fluctuations due to two-body interactions

in the p-h channel is quantified using the magnetic (density) Stoner factor Sm (Sd ). We model

the p-h vertex corrections using the Kanamori-Slater Hamiltonian (KSH), incorporated within

the random phase approximation (RPA). We verify a scaling relation observed in the bare vertex

and justify our choice of parameter sampling.

Now, these spin and charge fluctuations generated by local interactions can mediate pairing

in the p-p channel. Ultimately, we are interested in the structure of resulting SCOPs, solutions

to the linearized Eliashberg equation. Applying the frequency dependent formulation of the

pairing interactions to multi-orbital systems with SOC is extremely challenging and requires

huge numerical capabilities. In Sec. (A2.3.3), we show how the linearized Eliashberg equation

for systems with inversion and pseudospin symmetries can be effectively reduced to a problem

that is as computationally expensive as the spin-diagonal case encountered when there is no

SOC.

A2.3.1. Two-particle susceptibilities.

As derived in Appendix A2.S1, instabilities can be found from responses to source fields. At

the two-body level, they are either number-conserving or pairing fields, respectively taking the

forms

ψ†(2)φ11(2;1)ψ(1) and ψ(2)φ21(2;1)ψ(1) (A2.3)

with corresponding Hermitian conjugates. Here we use the superindex i ≡ (ki ,µi ,τi ) which

contains momentum, spin-orbital µi ≡ (σi , li ) and imaginary time quantum numbers of an

electron created and destroyed, respectively, by ψ†(i ) and ψ(i ). Taking the first derivative of

the free-energy F with respect to those fields respectively lead to the normal and anomalous

Green functions

G(1;2) =β δF [φ]

δφ11(2;1)

∣∣∣∣
φ=0

and F (1;2) =β δF [φ]

δφ21(2;1)

∣∣∣∣
φ=0

. (A2.4)

In the normal state, G describes the propagation of an electron, with its largest value near

the Fermi energy-momentum. Introducing more electronic correlations at the one-body level

makes electrons further away from the Fermi energy contribute more [33]. On the other hand,

F does not conserve the number of particles and must vanish in the absence of source-fields

in the normal state. More details and properties of G and F are given in Appendices A2.S4 and

A2.S5.
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The second derivatives lead to two-body susceptibilitiesχα. A transition from the normal to

an ordered phase happens when infinitesimally small fields can trigger finite responses, signa-

led by a diverging χα at low temperature. Neglecting two-body interactions, we find the bare

susceptibilities χ0
α given by [

χ0
ph(Q)

]µ1µ2µ3µ4

K K ′ =− 1

β
Gµ1µ3

K+QGµ4µ2
K δK K ′ (A2.5)[

χ0
pp (Q)

]µ1µ2µ3µ4

K K ′ = 1

2β
Gµ1µ3

K+QGµ2µ4
−K δK K ′ (A2.6)

where K = (k, iωm),K ′ = (k′, iω′
m) are the fermionic four-momentum vectors and Q = (q, iνn)

the bosonic one. β is the inverse temperature. In this work, χ0
α are constructed from a DFT

calculation with SOC. Several relations for χ0
pp are given in Apprendix A2.S6.

In Fig. A2.4 a), we show the real part of the dominant intra- and inter-orbital components of

χ̃0
ph ≡ 1

Nβ

∑
K [χ0

ph]K K at iν0 = 0 with N the number of K -points. The summation is perform at

the bare level, justified by the subsequent RPA dressing explained in Sec. (A2.3.2). We only show

intra-spin components as they dominate. Because the DFT propagators characterize mostly

states at the Fermi level, the q-vectors for which the susceptibility has peaks are associated

with the overlapping of a part the Fermi sheets and another that is shifted by q. These peaks

are called nesting vectors and, for SRO, some are labelled in Fig. A2.4 a) and are visualized in

Fig. A2.3. They were similarly discussed in Ref. [33]. The q1D vector that folds nicely the β band

onto the α one is largest in the y z-zx orbitals sector. q1D was experimentally characterized by

various neutron scattering experiments [53, 54, 55, 56]. The two other labelled peaks involve

the large pockets of states of the γ band, with x y character. These pockets are near a van Hove

singularity where the density of states diverges [57, 58, 59]. In certain pressure conditions, the γ

band reaches the van Hove singularity, leading to a Lifshitz transition [60, 61, 62, 63, 64, 65, 66,

67, 68]. The nesting of these pockets produces an antiferromagnetic plateau (AFM) along with

a nearly ferromagnetic peak (nFM). Neglecting SOC, these peaks were similar in height [33].

Including SOC, the AFM peak is significantly favored over to the nFM one.

In Fig. A2.4 b), we show the same components but for the real part of χ0
pp . We look only

at the Q = 0 bosonic four-momentum because we are interested in superconducting Cooper

pairs with no center-of-mass energy-momentum, as discussed in Sec. (A2.3.3). In fermionic

Matsubara frequencies, we show only iω0 for which the susceptibility is largest. As understood

from inversion symmetry in Eq. (A2.6), the peaks are associated to k-points of the Fermi surface.

By inspecting carefully a peak of an intra-orbital component, one can observe that many peaks

are split in two because different orbitals contribute to nearly touching Fermi sheets due to

SOC.
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Fig. A2.4. (Color online) Real part of the dominant intra-spin components of the a) p-h and
b) p-p bare susceptibilities in the orbital basis along a high-symmetry path. Full lines (dashed
lines) are attributed to the intra-orbital (inter-orbital) components. In a), we show the RPA
susceptibility χ̃0

ph defined in Eq. (A2.13) and important peaks associated to nesting vectors in
Fig. A2.3 are identified.

Now we include two-body interactions captured by the irreducible vertices Γα. Susceptibi-

lities χα are expressed in series expansions in the interactions as

χph =
χ0

ph

1−Γphχ
0
ph

and χpp =
χ0

pp

1−Γppχ
0
pp

, (A2.7)

that are commonly called the Bethe-Salpeter equations [69]. An instability in the α channel

is attained once the largest eigenvalue λα of the operator Vα = Γαχ0
α reaches unity. Then the

associated χα diverges and the system reorganizes in a different phase. These vertices result

from electronic interactions and are coupled through the Parquet equations derived in Appen-

dix A2.S2. It is this complex interplay that leads to competition between ordered states and a

rich variety of emergent phases in correlated systems [14, 15, 70]. The idea of spin and charge

fluctuation mediated superconductivity is that although the p-h fluctuations can be too weak

to induce a transition in the p-h channel, they still can mediate interactions in the p-p channel

that leads to a divergence. Indeed in this scenario, the SCOPs are very dependent on the details

of the p-h fluctuations and thus the electronic interactions. The subtle competition between

different nesting vectors in the spin and charge channels has a crucial influence on the type

and symmetry of the superconducting states that can arise.
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A2.3.2. Stoner factors in the particle-hole channel.

In the p-h channel, the largest eigenvalue of Vph called the Stoner factor never reaches unity.

Doing so would mean we have already fallen into a magnetic or charge order. We use the Stoner

factor as a quantifier of the proximity to a p-h ordered state, since it measures the enhancement

in p-h fluctuations due to two-body interactions. Without SOC, the system is spin-diagonal and

Vph is block diagonal in the so-called density and magnetic channels associated respectively

with singlet and triplet particle-hole fluctuations. In the Sz = 0 channel, the density/magnetic

(d/m) block is given as

V 0
d/m(Q) ≡V ↑↑↑↑

ph (Q)+/−V ↑↑↓↓
ph (Q) (A2.8)

where we used V σσσ′σ′
ph (Q) = V σ′σ′σσ

ph (Q). The other magnetic channels with Sz = ±1 are obtai-

ned as

V +1
m (Q) ≡V ↑↓↑↓

ph (Q) and V −1
m (Q) ≡V ↓↑↓↑

ph (Q). (A2.9)

Including SOC, this block diagonal property of Vph is no longer true and spin and charge

fluctuations are coupled together. In the present case, we observe that these deviations are

small enough so that we still refer to charge (spin) fluctuations and we quantify them by looking

at the density (magnetic) Stoner factors Sd(m) defined as

Sd(m) ≡ max eig{V 0
d(m)(Q)}. (A2.10)

Let us now discuss the specific choice of vertex Γph entering Vph = Γphχ
0
ph . As discussed

in Appendix A2.S3, the two-body interactions are modelled using the rotationally invariant for-

mulation of the KSH. This model is a multi-orbital generalization of the Hubbard model and

depends on the on-site Coulomb repulsion U , along with the Hund’s coupling J . In the p-h

channel, the spinful p-h irreducible vertex function Γph is taken as the local and static antisym-

metrized Coulomb interaction Λph explicit in Eq. (A2.S36). Comparing with Eq. (A2.S31), we

miss ladder functions in both in the p-p and p-h channels. The p-p one can be neglected, since

we work in the normal state were p-p fluctuations remain small. The p-h one is absorbed in

Λph and renormalizes U and J from the bare values to further screened ones. This is similar to

what is done in the two-particle self-consistent (TPSC) approach [71].

Now the local and static properties ofΛph simplifies the dressing of the p-h susceptibility in

Eq. (A2.7) so that it becomes diagonal in fermionic four-momentum, that is[
χph(Q)

]
K K ′ =

[
χph(Q)

]
K K δK K ′ . (A2.11)

Moreover, the p-h susceptibility influences pairing through the ladder function Eq. (A2.S33)

that characterizes the exchange of a p-h fluctuation between to electrons. Using Eq. (A2.11), it

simplifies to

[Φ(Q)]
µ1µ2µ3µ4

K K ′ = [
Λphχ̃ph(Q)Λph

]µ1µ2µ3µ4 δK K ′ (A2.12)
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Fig. A2.5. At T = 250 K, in the J and U parameter space, a) and b) respectively show the density
(Sd ) and magnetic (Sm) Stoner factors defined by Eq. (A2.10). Instead of U and J as parameters,
we prefer to use Sm and J/U as discussed in the main text. In c), we show Sd in this new pa-
rameter space, constrained by physical intuition. This region is highlighted in a) and b) by the
doted lines. In d), we show the scaling relation Eq. (A2.15) for the Stoner factors, with their res-
pective temperature dependence. Sd /U is plotted from dark blue to light green and Sm/U from
dark red to yellow. The darker color is computed at T = 100 K, the one in between at T = 250 K
and the lighter one at T = 1000 K. The kinks are related to changes in dominant nesting vectors.

where we only need the so-called RPA susceptibility[
χ̃ph(Q)

]µ1µ2µ3µ4 = 1

Nβ

∑
K

[
χph(Q)

]µ1µ2µ3µ4

K K . (A2.13)

This operation can be performed at the bare level, thus we define the RPA bare p-h susceptibility

as [
χ̃0

ph(Q)
]µ1µ2µ3µ4 = 1

Nβ

∑
K

[
χ0

ph(Q)
]µ1µ2µ3µ4

K K
. (A2.14)

Several relations for χ̃0
ph are given in Appendix A2.S6. This approximation reduces greatly

the amount of numerical resources needed for vertex corrections at the cost of lacking a proper

description of the energy-momentum dependence of the fluctuations. In this work, we focus

on the effects of SOC. In another study neglecting SOC for a better treatment of the electro-

nic correlations using dynamical mean-field theory (DMFT), it was shown that the frequency-

dependence of the p-h vertex leads to a reduction of the AFM peak and an enhancement of the

nFM one [43]. All of these effects can influence the ordering of the leading superconducting

states.

In Fig. A2.5 a) (b), we show the dependence of Sm (Sd ) on the parameters U and J . Instead of

these parameters, it is useful to employ J/U and Sm because they have more physically relevant

interpretations which allows to constrain them. Moreover, the p-h vertexΛph satisfies a scaling

relation Eq. (A2.S38), which directly applies to the Stoner factors as

Sd(m)[U , J ] =U ·Sd(m)[1, J/U ]. (A2.15)

To insure repulsive on-site interactions in Eq. (A2.S36), one should satisfy J/U < 1/3. We ex-

tend the constraint to J/U ≤ 0.45 because some work have considered attractive on-site inter-

actions in their study of superconductivity in SRO [72, 73, 74]. Moreover, in the spirit of Hund’s

coupling which favours same spin alignment, the inter-orbital Coulomb repulsion should be
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stronger in the inter-spin channel U ′ =U −2J compared to the intra-spin one U ′′ = 3J , impo-

sing J/U ≥ 0. As for Sm , it quantifies the role of two-body interactions in generating magnetic

fluctuations. Isoelectronic doping experiments have shown that there is a lot of magnetic orde-

ring in proximity to SRO [75]. We study Sm ≥ 0.5 to tune the system in the vicinity of a magnetic

instability, yet never do we reach Sm (Sd ) ≥ 1 since this would imply a magnetic (charge) insta-

bility in the p-h channel.

As a result, 0 ≤ J/U ≤ 0.45 and 0.5 ≤ Sm ≤ 0.95 defines the region of parameter space where

we study superconductivity in Sec. (A2.4). Fig. A2.5 c) shows Sd in this parameter space, which

is also highlighted by the dotted lines in Fig. A2.5 a) and b). The charge channel becomes more

important at small J/U where Hund’s coupling does not force spins to be aligned so that charge

can move more freely between local orbitals.

In Fig. A2.5 d), we highlight the scaling relation Eq. (A2.15), which implies the dependence

of Sd/m/U over J/U and temperature. The lighter colors corresponds to T = 1000 K, the middle

one to T = 250 K and the darker to T = 100 K. In our study, U and J are kept fixed with tempera-

ture and the dependence of the Stoner factors over temperature can be assessed from the height

of the bare p-h susceptibility’s peaks that sharpen with lowering temperatures. The discontinui-

ties are associated to different leading q-vectors depending on the interaction parameters.

A2.3.3. Particle-particle channel in the pseudospin basis.

In the p-p channel where instabilities lead to superconductivity, we are interested in the

eigenvectors ∆≡∆pp (Q = 0) of the operator Vpp ≡ Vpp (Q = 0) with largest eigenvalue λ≡ λpp .

Q = 0 is chosen because, in the absence of an external magnetic field, the leading instability is

usually for Cooper pairs with no net four-momentum since this minimizes the free-energy by

having no net superfluid flow. In the normal state, these eigenvectors characterize instabilities

that satisfy the linearized Eliashberg equation

λ∆
µ1µ2
K =− ∑

K ′µ3µ4

[
Vpp

]µ1µ2µ3µ4

K K ′ ∆
µ3µ4

K ′ . (A2.16)

As discussed in Sec. A2.2.2, the non-interacting DFT Hamiltonian projected on the 4d-t2g

orbitals of the Ru atom is diagonal in spina and orbitals when neglecting SOC. Including it en-

tangles the spin and orbital quantum numbers of electrons. Rotating to the pseudospin-orbital

basis, the quasi-2D Hamiltonian becomes diagonal in pseudospin, although orbitals and spins

stay entangled. Consequently, the bare susceptibilities Eqs (A2.5, A2.6) are also diagonal in

pseudospin with [
χ0
α

]ρ1ρ2ρ3ρ4 = [
χ0
α

]ρ1ρ2ρ1ρ2
δρ1ρ3δρ2ρ4 . (A2.17)

As highlighted in Fig. A2.S1 of Appendix A2.S3, our choice of p-h vertex function Λph is

spin-diagonal, but not pseudospin-diagonal. An example of an interaction diagram that does
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Fig. A2.6. Example of a first order diagram of the dressed p-h susceptibility that does not pre-
serve pseudospin.

not preserve pseudospin is shown in Fig. A2.6, which leads to finite
[
Γ0

ph

]ρρρ̄ρ̄
contributions,

with ρ̄ =−ρ.

However, the dressed susceptibility is still block diagonal, having an intra-pseudospin chan-

nel

χ′
ph =

[
χ++++

ph χ++−−
ph

χ−−++
ph χ−−−−

ph

]
(A2.18)

and an inter-pseudospin channel

χ′′
ph =

[
χ+−+−

ph χ+−−+
ph

χ−++−
ph χ−+−+

ph

]
. (A2.19)

Consequently, the pairing vertex Vpp can also be expressed as a block diagonal matrix in the

intra- and inter-pseudospin channels. The solutions of the Eliashberg equation in each of these

channels are thus independent. Eq. (A2.16) restricted to the inter-pseudospin channel leads to

the following coupled equations:

λ [∆K ]+−l1l2
=− [VK K ′]+−+−l1l2l3l4

[∆K ′]+−l3l4

− [VK K ′]+−−+l1l2l4l3
[∆K ′]−+l4l3

,

λ [∆K ]−+l1l2
=− [VK K ′]−++−l1l2l3l4

[∆K ′]+−l3l4
(A2.20)

− [VK K ′]−+−+l1l2l4l3
[∆K ′]−+l4l3

where VK K ′ ≡ [
Vpp

]
K K ′ . The Pauli principle leads to

[∆K ]+−l1l2
=− [∆−K ]−+l2l1

(A2.21)

and in systems with inversion symmetry, the solutions are either even- or odd-parity (e-p or

o-p). They are defined as [
∆

ep/op
K

]
l1l2

= [∆K ]+−l1l2
∓ [∆K ∗]−+l2l1

, (A2.22)

with K ∗ ≡ (k,−iωm). In this basis, we found that off-diagonal elements completely vanish when

SOC in neglected. Considering SOC within the pseudospin approximation, we found that they

were several orders of magnitude smaller than the diagonal ones so that Eqs (A2.20) can be
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expressed as

λ

[
∆

ep
K

∆
op
K

]
=−1

2

[
V ep

K K ′ 0

0 V op
K K ′

][
∆

ep
K ′

∆
op
K ′

]
(A2.23)

where [
V ep/op

K K ′

]
l1l2l3l4

= [VK K ′]+−+−l1l2l3l4
∓ [VK K ′∗]+−−+l1l2l4l3

(A2.24)

∓ [VK ∗K ′]−++−l2l1l3l4
+ [VK ∗K ′∗]−+−+l2l1l4l3

.

Using the relation Eq. (A2.S85), the effective pairing vertex can finally be expressed as

V ep/op
K K ′ =

[
Γ

ep/op
K K ′

][
χ0

pp (K ′)
]+−+−

(A2.25)

with [
Γ

ep/op
K K ′

]
l1l2l3l4

= [ΓK K ′]+−+−l1l2l3l4
∓ [ΓK K ′∗]+−−+l1l2l4l3

(A2.26)

∓ [ΓK ∗K ′]−++−l2l1l3l4
+ [ΓK ∗K ′∗]−+−+l2l1l4l3

.

For the intra-pseudospin channel, Pauli’s exclusion principle is not enough to apply the

same procedure. These solutions can be understood has having total pseudospin of 1 and pseu-

dospin projection ±1. Instead of solving the effective Eliashberg equation Eq. (A2.23), we can

solve the spinful one Eq. (A2.16). Comparing both formulations, we not only verify that both

give the same answer, but we also find all pseudo-triplet states are almost degenerate, although

different in structure. This is very fortunate because, while we cannot go to low enough tempe-

ratures in the spinful case, the degeneracy between the intra-pseudospin and inter-pseudospin

solutions allow us to discuss all possible solutions by only inspecting the inter-pseudospin

channel.

A2.4. Superconducting gap function

Ordered states like superconductivity are characterized by an order parameter that breaks

at least one symmetry of the normal state. As explained in Sec. (A2.3), the gap function ∆ is

an eigenvector of the pairing vertex Vpp . This is the SCOP that we want to characterize. In

frequency-dependent multi-spin-orbital systems, these SCOP have many degrees of freedom

involving various types of classifications.

In Sec. (A2.4.1), we first introduce the SPOT decomposition as a tool to quantify the inter-

play between these quantum numbers. In Sec. (A2.4.2), we apply group theory to assign a single

label, the irrep of the D4h space group, that involves all quantum numbers together. We decom-

pose spin-orbital basis functions of the t2g subset in terms of irreps and discuss time-reversal

symmetry. Finally in Sec. (A2.4.3), we apply these tools to the inter-pseudospin solutions of the

effective Eliashberg equation Eq. (A2.23) for SRO. As leading eigenvectors, we find B+
1g and A−

2g
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states. We discuss how SOC couples different orbital sectors and compare them with experi-

ments, discuss their phase weighted distributions and investigate how their eigenvalues evolve

with temperature. As subleading symmetries, we find another A−
2g , a set of degenerate E−

u and

an A−
1g . We discuss why we do not find some of the other proposed solutions for SRO.

A2.4.1. SPOT contributions.

The gap function ∆ transforms like the anomalous Green function or Gorkov function F

defined in Appendix A2.S5. It is given by a time-ordered product of two fermion destruction

operators

Fµ1µ2
K =

∫ β

0
dτ e iωmτ〈Tτψσ1

kl1
(τ)ψσ2

−kl2
〉, (A2.27)

where the two electrons forming a pair have four quantum numbers each: spin-orbitals µ1 =
(σ1, l1) and µ2, along with energy-momenta in Matsubara frequency K = (iωm ,k) and −K . Tτ
is the imaginary-time-ordering operator. Using the sign change upon the exchange of two fer-

mions, this two-fermion object, and thus∆ as well, satisfies the Pauli principle

∆
σ1σ2
kl1l2

(iωm) =−∆σ2σ1
−kl2l1

(−iωm). (A2.28)

The exchange of each quantum number is respectively characterized by the Ŝ, P̂∗, Ô and T̂ ∗

operators [20], acting as follows:[
Ŝ∆

]σ1σ2 ≡ [∆]σ2σ1
[
P̂∗∆

]
k ≡∆−k (A2.29)[

Ô∆
]

l1l2
≡∆l2l1

[
T̂ ∗∆

]
(iωm) ≡∆(−iωm)

where, when omitted, quantum numbers stay untouched. Note that T̂ ∗ is simply the exchange

of relative time, different from time-reversal T̂ . Moreover, there was recently a generalization of

these operators to systems with strong SOC involving the exchange of total angular momentum

Ĵ instead of the exchanges of spin Ŝ and orbitals Ô [76]. We did not consider it in this work. In

terms of these operators, Eq. (A2.28) be expressed as ŜP̂∗ÔT̂ ∗∆=−∆. Because these operations

are idempotent, the eigenvalues of each operators are + and −1, associated to even and odd

eigenvectors. The SCOPs aren’t necessarily eigenvectors, so we use the SPOT decomposition to

characterize gap functions in systems where multiple SPOT eigenvectors are cohabiting.

In centrosymmetric systems like D4h , all irreps are eigenvectors of P̂∗ and they are labelled

by g (u) for e-p (o-p). They are denoted +P (−P ) and gap functions remain pure in that quantum

number. In spin-diagonal cases such as that obtained when neglecting SOC, gap functions sa-

tisfy Ŝ∆=+(−)∆ for triplet +S (singlet −S) solutions. In that case, the singlet channel ∆↑↓−∆↓↑

that has total spin 0 and the three degenerate triplet channels∆↑↑, ∆↓↓ and∆↑↓+∆↓↑ have total

spin 1 and total spin projections +1, −1 and 0, respectively.

138



Considering SOC in multi-orbital systems introduces spin-flips that entangles those spin

channels together and can lead to coexistence of +S and −S contributions [45]. It also in-

troduces inter-orbital interactions that hybridize formerly decoupled orbital sectors. In other

words, it can induce mixing between +O and −O contributions. These hybridizations between

non-degenerate orbitals were shown to generate coexistence between +T and −T contribu-

tions [30, 31].

In this notation, conventional superconductors are purely −S+P+O+T with a s-wave sym-

metry in k-space. Similarly, cuprates are known to be spin-singlet one-band d-wave super-

conductors [16]. On the other hand, the few candidates for spin-triplet superconductivity are

usually classified as o-p with a pure +S−P+O+T contribution. Among potential materials, there

are many uranium-based materials like UPt3 [77] and UTe2 [78]. Also, the p+±i py chiral p-wave

state previously proposed for SRO would classify as such triplet.

These two types of SCOP, spin-singlet and spin-triplet, are often mentioned separately in

the literature because most superconducting models are single-orbital and/or spin-diagonal.

In SRO however, there have been increasing discussions about −O states [79, 80, 81, 82, 83, 72,

84, 85]. Additionally, a few papers have studied the frequency dependence of the gap function

and found purely −T states when neglecting SOC [33, 86]. Considering SOC, the coexistence

between +T and −T solutions should be ubiquitous [30, 31]. One work actually linked the ubi-

quitous presence of −T correlations in multi-orbital SRO with its observed finite Kerr effect [32].

A2.4.2. Group theory.

In the Ginzburg-Landau paradigm, ordered states are characterized by an order parameter,

which breaks at least one symmetry of the normal state. The SCOP breaks U (1) gauge symmetry,

associated with breaking conservation of the total number of particles. In BCS superconduc-

tors [18, 87], it is the only broken symmetry. In unconventional superconductors, the complex

mechanisms mediating pairing usually lead to additional symmetry breaking [70]. The different

symmetries that are broken in an ordered phase have a specific label attached, referred to as an

irrep. In Appendix A2.S7, we detail the symmetries and irreps of the D4h space group.

As the irrep characterizing a SCOP involves all quantum numbers at the same time, it is ins-

tructive to look at how it decomposes in each of them separately. The total irrep is obtained

from the direct product of the irreps of each independent space; spin, orbital, wave-vector.

In Sec. (A2.4.2.1), we discuss the spin-orbital components themselves, without including k-

dependence. First in the case without SOC, we classify the basis functions in spin and orbital

spaces separately. Then, we introduce SOC, which entangles them. Certain products of irreps

become reducible while maintaining pseudospin symmetry. In Sec. (A2.4.2.2), we generalize the

classification of Ref. [88], but for systems with multiple SPOT contributions. We explain why

time-reversal operation T̂ would be preferable to T̂ ∗ in systems with multiple SPOT contri-

butions. However, T̂ has a phase ambiguity that prevents actually using it. As an in-between,
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we use the frequency dependence of the intra-orbital components of the SCOP in our clas-

sification. Even-frequency (odd-frequency) intra-orbital components are denoted by a + (−)

superscript in the irrep label.

A2.4.2.1. Spin-orbital basis.

Without SOC.. The electrons in SRO transform like irreps of the double group D̃4h [89]. An irrep

of this group Dlσ ≡ Dl ⊗E1/2,g can decomposed into the orbital part Dl and the spin part E1/2,g .

The gap function describing Cooper pairs depends on two such electrons, thus it transforms

like Dl1σ1 ⊗Dl2σ2 . Without SOC, the normal state Hamiltonian is diagonal in the spin-basis and

can be mapped to a doubly degenerate spin-diagonal Hamiltonian. In that case, the spin part

of the gap function is separable into E1/2,g ⊗E1/2,g = A1g ⊕A2g ⊕Eg where A1g corresponds to the

spin singlet ∆↑↓−∆↓↑ with total spin 0 while the three others are spin-triplet with total spin 1.

The A2g one is given by∆↑↓+∆↓↑ with spin projection 0 and the Eg ones are∆↑↑ and∆↓↓ with spin

projection ±1. These four components are represented by Pauli matrices shown in Table A2.1.

Tableau A2.1. Basis functions of the SCOP in spin space expressed as irreps. S is the parity
under spin exchange.

Irrep Spin basis function S

A1g σ2 -
A2g σ1 +
Eg σ0, σ3 +

On the other hand, the orbital part depends in this case on the t2g basis. Those transform

intrinsically like two independent subsets: the x y orbital transforms like the one-dimensional

Dx y = B2g irrep while the y z and zx orbitals transform like the two-dimensional Dy z/zx = Eg

irrep. In other words, the electrons states forming the Cooper pairs transform non-trivially de-

pending on the orbital that hosts them. The orbital part of the SCOP transforms like Dl1 ⊗Dl2

with three distinct possibilities:

• The l1 = l2 = x y sector that involves a single component transforming like B2g ⊗B2g =
A1g .

• The l1, l2 ∈ {y z, zx} sector that involves four components transforming like Eg ⊗Eg =
A1g ⊕A2g ⊕B1g ⊕B2g .

• The l1 = x y and l2 ∈ {y z, zx} sectors (and vice-versa), involving four components trans-

forming like B2g ⊗Eg = Eg ⊗B2g = Eg .

The orbital basis functions written in terms of the irreps are shown in Table A2.2. See how Eg⊗Eg

is reducible. Moreover, these basis functions can be either even +O or odd −O under exchange

of the two orbitals forming the pair.

Neglecting SOC makes∆ diagonal in spins, implying it is an eigenvector of Ŝ. It is also block

diagonal in the orbital basis with the three independent sectors given above. Note again that

we are neglecting the wave-vector dependence of the gap functions. If we were considering a
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non-trivial irrep in wave-vector space, it would have to be multiplied by the other irreps. For

example, a spin-singlet component for x y ; x y orbitals transforms like A1g in spin-orbit basis. If,

in k-space, it transforms like the dx2−y2 function that is B1g , this component globally transforms

like A1g ⊗B1g = B1g .

Tableau A2.2. Basis functions of the SCOP in orbital space expressed as irreps. O is the parity
under orbital exchange. |1±〉 and |2±〉 are notations that are helpful later.

Irrep Orbital basis function O

A1g |x y ; x y〉 +
A1g |y z; y z〉+ |zx; zx〉 +
B1g |y z; y z〉− |zx; zx〉 +
A2g |y z; zx〉− |zx; y z〉 -
B2g |y z; zx〉+ |zx; y z〉 +
Eg |1+〉≡ |x y ; y z〉+ |y z; x y〉 +

|2+〉≡ |x y ; zx〉+ |zx; x y〉 +
Eg |1−〉≡ |x y ; y z〉− |y z; x y〉 -

|2−〉≡ |x y ; zx〉− |zx; x y〉 -

With SOC.. Introducing SOC in the Hamiltonian of the non-interacting system has the effect

that spin and orbital are no longer good quantum numbers at the one-particle level. As a re-

sult, an electron is in a superposition of different orbitals and spins, with coefficients depen-

ding on its wave-vector. In other words, the Hamiltonian is no longer block diagonal in those

spaces, although it stays diagonal in pseudospin space. Consequently, the three orbital sectors

are coupled together and the gap functions involve all of the orbitals through combinations of

ŜP̂∗ÔT̂ ∗ =−1 contributions. All these contributions however have to globally transform like a

single irrep.

In spin-orbital space, the whole space of t2g orbitals transforms like Dt2gσ = (B2g ⊕Eg )⊗
E1/2,g . The product Dt2gσ⊗Dt2g involved in the SCOP gives new basis functions that entangle

spins and orbitals. Most of these are trivially obtained, like a singlet state in the x y ; x y orbitals

transforms like |x y ; x y〉 ⊗σ2, that is A1g ⊗A1g = A1g . The only non-trivial basis functions are

those involving the two-dimensional irreps in both orbital and spin spaces, that is the {y z, zx}

orbitals with {σ0,σ3} spins. The reducibility of this Eg ⊗Eg product is seen by forming linear

combinations that transform like the A1g , A2g , B1g and B2g irreps. These combinations are given

in Table A2.3.

Although SOC couples orbitals of different sectors, the effective reduction in pseudospin

space given in Eq. (A2.23) implies the gap functions are purely intra- or inter-pseudospin. In

this work, we only study the inter-pseudospin solutions as explained in Sec. (A2.3.3).

A2.4.2.2. Time-reversal symmetry. In Ref. [88], the group theory classification for the D4h

space group was extended to the Shubnikov group of the second kind to include odd-ω su-

perconductivity. They do so by including T̂ ∗, the exchange of relative-time, to the symmetry
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Tableau A2.3. Non-trivial basis functions of the SCOP in spin-orbital space expressed as irreps.
The orbital and spin parts are respectively defined in Tables A2.1 and A2.2. O (S) is the parity
under orbital (spin) exchange.

Irrep Basis function S O

A1g |1+〉⊗σ0 + i |2+〉⊗σ3 + +
B1g |1+〉⊗σ0 − i |2+〉⊗σ3 + +
A2g |1+〉⊗σ3 + i |2+〉⊗σ0 + +
B2g |1+〉⊗σ3 − i |2+〉⊗σ0 + +
A1g |1−〉⊗σ0 + i |2−〉⊗σ3 + -
B1g |1−〉⊗σ0 − i |2−〉⊗σ3 + -
A2g |1−〉⊗σ3 + i |2−〉⊗σ0 + -
B2g |1−〉⊗σ3 − i |2−〉⊗σ0 + -

operations. However, T̂ ∗ is not necessarily a symmetry of the normal state and instead one

should use TR symmetry T̂ , since it is complementary to the space group symmetries. TR is

different from the T̂ ∗ operation as it involves all electronic degrees of freedom. Going to the

ordered phase, this symmetry can also either be conserved or broken.

As shown with two proofs in Appendix A2.S5, under T̂ , the Gorkov function F transforms

like [
T̂ F

]σ1σ2

kl1l2
(iωm) = εσ1σ2 F−σ1−σ2

−kl1l2
(−iωm)∗ (A2.30)

where ε = δσ1σ2 −δ−σ1σ2 . Our solutions to the Eliashberg equation satisfy the above equation,

so even the presence of odd-ω solutions is not sufficient to break TR symmetry in observables,

as was pointed out in Ref. [90].

Since SCOPs states in multi-orbital systems with SOC are not purely even or odd under the

T̂ operation, we use an in-between criterion to label states. The intra-orbital components of

the SCOPs are always pure in Matsubara frequencies. Thus, in the spirit of Ref. [88], we use their

SPOT character to label irreps with the superscript + (−), given they have a +T (−T ) character.

A2.4.3. Leading and subleading eigenvectors.

We now present solutions to the effective Eliashberg equation Eq. (A2.23) in the inter-

pseudospin channel. The p-h channel is dressed using the RPA vertex, as explained in

Sec. (A2.3.2), at T = 250 K, on a 24× 24× 2 q-grid and with parameters shown in Fig. A2.5 c).

The resulting leading eigenvector symmetries in terms of global irreps are shown in Fig. A2.7 a)

while in b) we show the first subleading symmetries. They are labelled using irreps defined in

Sec. (A2.4.2) and the transparency of each square is proportional to the size of the eigenvalue.

We find various possibilities. For each different irrep, we selected a point in parameter space

where we will present actual gap functions in the following discussion. In particular, we identify

the SPOT decomposition the following way: from the solution of Eq. (A2.23) in a given parity
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Fig. A2.7. (Color online) Global irrep of the a) Leading and b) first subleading eigenvectors at
T = 250 K and for a 24× 24× 2 q-grid. The parameter space is constructed as a function of
the dressed parameters J/U and Sm given in Fig. A2.5 c). The transparency of the background
square represents the size of the eigenvalue between 0 and 1. Notice theN,F, 5,� and : sym-
bols associated to eigenvectors with global irreps B+

1g , two different A−
2g , A−

1g and E−
u respectively.

These specific solutions will be discussed further in the text.

channel, we can express it in pseudospin-orbital space using Eq. (A2.22). We then rotate it to

the spin-orbital space and apply the Ŝ, P̂∗, Ô and T̂ ∗ operators. We find that many different

SPOT contributions are associated to different real and imaginary parts of the spin-orbital

components, although they all transform like the same unique irrep. The interference between

different SPOT contributions lead to complex numbers with a non-trivial distribution of angles

in the complex plane. We discuss the temperature dependence of the solutions, along with

reasons why we do not find some of the other SCOPs proposed for SRO.

The B+
1g irrep. — Denoted by aN in Fig. A2.7, the J/U = 0.15 and Sm = 0.9 parameter set has a

B+
1g leading irrep. As discussed in Ref. [7], this symmetry is a prime candidate that could form an

accidental degeneracy in SRO. It is usually discussed as having a purely −S+P+O+T character.

Here, SOC leads to entanglement of the electronic quantum numbers and the SPOT decom-

position has −S+P+O+T , +S+P−O+T and +S+P−O+T characters, given in Table A2.4. Those

can be understood by studying the real and imaginary parts of the spin-orbital components of

∆N(B+
1g ), shown in Fig. A2.8 a) for the first positive and negative Matsubara frequencies.

The intra-orbital parts have −S+P+O+T character. We make them real by selecting the ap-

propriate global phase and the gap function transforms like T̂ ∆=∆under TR symmetry. These

components are the largest and because they are spin-singlet −S, they are characterized by the

|l ; l〉⊗σ2 basis functions defined in Sec. (A2.4.2). While the x y ; x y component transforms like

A1g in spin-orbital space, it transforms like a B1g dx2−y2 function in k-space, making it globally
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Fig. A2.8. a) Real and b) imaginary parts at the first positive iω0 and negative −iω0 Matsu-
bara frequencies of the leading B+

1g gap function denoted N in Fig. A2.7. Each entry of a 3×3
matrix is the momentum distribution in the first Brillouin zone for kz = 0 and kz = 2π/c of a
component of the inter-pseudospin gap function. Colors go from −1 (blue) to 1 (red) and com-
ponents were rescaled with a coefficient printed at their Γ point. The colors around the squares
show the SPOT character of each component: blue, red and orange correspond to −S+P+O+T ,
+S+P+O−T and +S+P−O+T respectively, as in Table A2.4.

B1g . The y z; y z and zx; zx components transform into each other and their phase difference

implies that they transform like the B1g spin-orbital basis function. In k-space, they transform

like A1g making them globally B1g . Because of the +T character of these components, this gap

function is labelled B+
1g .

These intra-orbital components involve opposite spins. Because of SOC, the orbital sectors

are coupled by spin-flip processes and the resulting inter-orbital components have to involve

same spins, forcing them to be spin-triplet +S. Some of these inter-orbital components, such

as x y ; y z, are comparable in magnitude to the intra-orbital ones. Having a fixed +P , there are

two possibilities for their SPOT characters: +S+P−O+T or +S+P+O−T . Inspecting Fig. A2.8,

we see that the real parts of x y ; y z and y z; x y and imaginary parts of x y ; zx and zx; x y have
+S+P−O+T character and can be expressed using the B1g |1−〉⊗σ0 − i |2−〉⊗σ3 basis func-

tion. On the other hand, the imaginary parts of x y ; y z and y z; x y and real parts of x y ; zx and

zx; x y have +S+P+O−T character and can be expressed using the B1g |1+〉⊗σ0 − i |2+〉⊗σ3 ba-

sis function. Finally, the inter-orbital components y z; zx and zx; y z are much smaller than the

others. Their real (imaginary) parts have +S+P+O−T (+S+P−O+T ) character expressed using

Tableau A2.4. SPOT decompositions of the gap functions denoted by N and F in Fig. A2.7.
Here, P SPOT∆ is the ratio of the absolute value of the projected gap function ∆ for a specific
SPOT on the total one. Each SPOT is specified by a color that is used in Figs A2.8 to A2.11.

S P O T P SPOT∆N(B+
1g ) P SPOT∆F(A−

2g )

- + + + 95% <1%
+ + + - 10% 81%
+ + - + 29% 58%
- + - - 0% <1%
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[|y z; zx〉+ |zx; y z〉]⊗σ1 (
[|y z; zx〉− |zx; y z〉]⊗σ1). The irreps associated to those components

are B2g (A2g ) in orbital space, A2g (A2g ) in spin space and A1g (B1g ) in k-space, thus globally

transforming like B1g . All components consistently transform like B1g , as expected.

Although there are multiple SPOT contributions to the state, it still satisfies the TR condi-

tion Eq. (A2.30). However, the transformation properties of individual components involve

complex numbers, which means that the gap function represented by the 3×3 matrices cannot

simply be written with real numbers. To illustrate this fact, we show in Fig. A2.9 a polar plot of

the weighted distribution of phases in the complex plane of the N B+
1g gap function Fig. A2.8 at

iω0, on a semi-log scale. It is defined by

D(φ) = ∑
kµ1µ2

|∆µ1µ2
K | with φ in∆µ1µ2

K = |∆µ1µ2
K |e iφ. (A2.31)

The black line corresponds to the distribution of phases when we include all the matrix ele-

ments entering the gap functions, while the distribution of the separate SPOT contributions

are shown with the same color as in Table A2.4. For a given SPOT contribution, the distribution

has mostly φ ∈ {0, π2 ,π, 3π
2 } angles, in other words a given SPOT contribution can be represented

by mostly real or imaginary numbers. The purely imaginary ones are imposed by the C4 symme-

try operation acting on the spin-space of inter-orbital components. Including all SPOT contri-

butions creates the wild phase distribution seen in black in Fig. A2.9. This kind of distribution

emerging from the interference of different SPOT contributions is unavoidable in multi-orbital

systems with SOC. It is not clear how these phases affect physical observables.

Fig. A2.9. (Color online) Weighted distributions of the phases of the complex numbers entering
the N gap function at iω0, defined in Eq. (A2.31). The black line is associated to the total gap.
The other colors are the distributions of each SPOT contribution of Table A2.4, with correspon-
ding colors.
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Fig. A2.10. a) Real and b) imaginary parts at the first positive and negative Matsubara frequen-
cies of the leading A−

2g gap function denotedF in Fig. A2.7. See Fig. A2.8 for more details of

what is shown. The additional −S+P−O−T component is highlighted in green.

The A−
2g irrep. — The other leading irrep in Fig. A2.7 is the A−

2g gap function. We study

the one found at J/U = 0 and Sm = 0.75 and denoted by the star (F) symbol, where its real

and imaginary parts are shown in Fig. A2.10 for the first positive and negative Matsubara fre-

quencies. It has +S+P+O−T intra-orbital components, which explains the minus superscript in

our notation. This state is a generalization of regular odd-ω to a multi-orbital systems where

SOC leads to multiple coexisting SPOT contributions. In this case, the dominant characters are
+S+P−O+T and +S+P+O−T in the proportions given in Table A2.4, with negligible contribu-

tions from −S+P−O−T and −S+P+O+T characters as well.

First, the intra-orbital components. If we make them real by choosing the appropriate glo-

bal phase, we find that the whole gap transforms like T̂ ∆ = ∆ under TR symmetry. If instead

we apply an additional π/2 phase shift, these intra-orbital components are purely imaginary

and the whole gap now transforms like T̂ ∆ = −∆. This global phase invariance is detailed in

Sec. (A2.4.2.2). The intra-orbital x y ; x y component is the largest and is characterized by the

|x y ; x y〉⊗σ1 basis function defined in Sec. (A2.4.2.1), which transforms like A1g in orbital space

and is a spin 0 A2g triplet in spin space, thus globally transforming like A2g . In k-space, it is

almost uniform, transforming like A1g and overall this component transforms like A2g . The

other intra-orbital components are much smaller and have the same phase. They transform

like
[|y z; y z〉+ |zx; zx〉]⊗σ1 in spin-orbital space and they are almost uniform in k-space, thus

they globally transform like A2g as well.

Now, because the intra-orbital components are +S for opposite spins σ1 = −σ2, a single

spin-flip induced by SOC generates inter-orbital components that are necessarily +S as well.

This explains why the dominant SPOT contributions are both triplet. Those are of the same

order of magnitude as the dominant x y ; x y one. The real part of x y ; y z and imaginary part of

x y ; zx can be expressed as the |1+〉⊗σ3 + i |2+〉⊗σ0 basis function with +S+P−O+T charac-

ter, while the imaginary part of x y ; y z and real part of x y ; zx is instead of the form |1−〉⊗σ3 +
i |2−〉⊗σ0 with +S+P+O−T character. Both of these transform like A2g . Looking at the small
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y z; zx components, their real (imaginary) parts have −S+P−O−T (−S+P+O+P ) characters. All

components consistently transform like A2g globally.

Again, we can look at the weighted distribution Eq. (A2.31) of phases in the complex plane

shown in Fig. A2.11, for all components of the gap function in black and for the individual SPOT

contributions with colors as in Table A2.4. In this case, most individual SPOT contributions

have only complex phases as φ ∈ {0, π2 ,π, 3π
2 }, but the +S+P+O−T contribution has additional

interference coming from the inter-orbital components. We cannot explain why that is. Ove-

rall, all SPOT contributions again interfere, leading to a wild distribution of complex number

phases for which it is not clear whether a signature can be observed in experiments, motivating

further investigations.

Now, because this state has spin-triplet intra-orbital components in the inter-pseudospin

channel, it is expected to have nearly degenerate intra-pseudospin solutions with a similar

structure. This is what unconverged calculations confirm. Because the A2g character of the

different components comes from the spin degrees of freedom, the intra-pseudospin solutions

instead have Eg spin irreps and globally transform like two degenerate E−
g states.

This A−
2g state (as well as possible intra-pseudospin E−

g states) have odd-ω intra-orbital com-

ponents which do not open gaps at the Fermi level [22]. As discussed in Ref. [7], this property

implies that the effect of such states on the Fermi surface of SRO could be negligible enough that

it has a negligible signature in specific heat. As proposed, combining it with the B+
1g through an

accidental degeneracy is an important candidate for SRO since as it could potentially explain

the absence of a two temperatures transition in specific heat under uniaxial strain, while ex-

plaining the two temperature signature in µSR. This scenario also predicts two temperature

transitions in ultrasounds under uniaxial pressure.

Fig. A2.11. (Color online) Weighted distributions of the phases of the complex numbers ente-
ring theF gap function at iω0. The black line is associated to the total gap. The other colors are
the distributions of each SPOT contribution of Table A2.4, with corresponding colors.
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Temperature dependence. — While the eigenvectors of Fig. A2.7 have largest eigenvalues,

these are lower than one. The assumption is that these eigenvalues are enhanced by lowering

temperature and at some point become unity, signaling a phase transition. The temperature de-

pendence of the eigenvalue is very important as a subleading eigenvalue might rise faster than

the leading one. We studied this possibility for theN andF points of the phase diagram, which

have leading eigenvectors ∆N(B+
1g ) and ∆F(A−

2g ). The results are shown in Fig. A2.12 a) and b),

respectively. The eigenvalues are very challenging to calculate at low temperatures where the

convergence in k-points and fermionic frequencies becomes more difficult. The way the error

bars are obtained is explained in Appendix A2.S8.

What we observe is that the eigenvalues of states with odd-ω intra-orbital components, de-

noted by the minus superscript in our notation, are not monotonous in temperature. In other

words, they have a maximal value at a finite temperature. This re-entrance property has al-

ready been predicted in odd-ω superconductors and could lead to a metal-superconductor-

metal transition induces by lowering temperature [24, 90]. In our case, the maxima appear at

quite high temperature, with eigenvalues still far from unity. Because this has not been studied

a lot, it is unclear whether this behavior can be avoided with a better choice of interaction and

Fig. A2.12. (Color online) Eeigenvalues’ temperature dependence at the a) N and b)F points
of Fig. A2.7. Error bars explained in Appendix A2.S8.
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normal state. In that case, the eigenvalues could be enhanced and the temperature at which it is

maximum be lowered. Otherwise, these states might never trigger a phase transition. However,

the B+
1g state behaves normally and rises at lower temperatures, guaranteeing its importance as

a potential state to form an accidental degeneracy.

Subleading gap functions. — As the temperature dependence suggests, it is not impossible

that subleading gap functions become leading when lowering temperature further. We briefly

present a few of the other symmetries present in the phase diagram, denoted by the :, 5 and�

symbols on Fig. A2.7 b) and shown in Fig. A2.13.

At the : symbol, there are both large amounts of spin and charge fluctuations, with both

Stoner factors around 95%. In this parameter regime, the second and third largest eigenvalues

are degenerate and transform like the E−
u irrep. The largest component in pseudospin-orbital

basis is the intra-orbital x y ; x y , classified as a −S−P+O−T . The second largest are the inter-

orbital x y ; y z/zx ones. These gap functions are shown in Fig. A2.13 a) and b). One can see

that they are complementary, exhibiting the fact that they represent the same two-dimensional

irrep. The symmetry protected degeneracy between these states would naturally be broken

under uniaxial conditions. However, they would have either zero or two temperature transitions

under uniaxial strain.

At the 5 symbol, both the spin and charge fluctuations are relatively low around 50%. In

this region of parameter space, both the first and second eigenvectors transform like A−
2g , a one-

dimensional irrep. They are shown in Fig. A2.13 c) and d). These two gaps should be linearly

independent. The first one has similar relative amplitudes and momentum structure as the

∆F(A−
2g ) gap function. This is expected as they are part of the same region in the phase diagram

Fig. A2.7. The second gap is similar in structure, but the magnitude between different compo-

nents is different, and most strickingly, the phase between the intra-orbital x y ; x y component

and the y z; y z and zx; zx ones is opposite, which makes it orthogonal to the A−
2g state.

At the� symbol, spin fluctuations are very large with a magnetic Stoner factor of 95%, while

charge fluctuations are unenhanced by correlations. At this point in parameter space, the se-

cond eigenvector transforms like the A−
1g irrep, shown in Fig. A2.13 e). Its intra-orbital com-

ponents have a lot of gradients and sharp values due to extremely sharp peaks in the dressed

p-h susceptibility. Equivalently important components are the uniform inter-orbital x y ; y z and

x y ; zx ones.

We notice that all these second leading eigenvectors have odd-ω intra-orbital components.

We do not find the even-ω solutions that could’ve been expected for SRO. First, the dzx ± i dy z

state that transforms like the Eg irrep and which could originate from k-SOC [83, 46] is vani-

shing at kz = 0 and kz = 2π
c . To study this state, we would need to avoid using the pseudospin re-

duction of the Eliashberg equation. Moreover, we do not expect this state to be dominant, since

the k-SOC obtained from DFT is negligibly small and SRO is well known to be quasi-2D [36].

Second, the odd-ω inter-orbital Eg found when computing the dressed p-h susceptibility using

149



Fig. A2.13. (Color online) Other gap functions at the points denoted by the :, 5 and� symbols
on Fig. A2.7. a) and b) are the eigenvectors with second and third largest eigenvalues at the :
point. They are degenerate and correspond to the two-dimensional E−

u irrep. c) and d) are the
first and second eigenvectors at the 5 point. They both transform like different A−

2g irreps. e) is
the second largest eigenvector at the� point, which have A−

1g symmetry. For more details about
what is shown, see Fig. A2.8.

DMFT [86] was obtained when neglecting SOC. Restoring it, the gap function would need to

involve all orbital sectors, in which case intra-orbital Eg would necessarily involve a strong kz

dispersion like the dzx±i dy z state or higher order harmonics, which is improbable. It might ho-

wever be compatible with the E−
g intra-pseudospin state analogous to ∆F. Third, although the

extended s-wave proposed in some works [91, 80, 92] was found when neglecting SOC [33], it

appears only in the y z/zx orbital sector because it is originating from fluctuations caused by the

quasi-one-dimensional nesting vector. Again, considering strong SOC implies that all sectors
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are active, but the A1g irrep is incompatible with the x y orbital sector if the strong antiferroma-

gnetic nesting vector remains as important as we observe. Fourth, various works have proposed

the gx y(x2−y2) A2g state [93, 94, 73, 95]. As a higher angular momentum version of dx2−y2 , this

state might involve too many gradients in k-space, thus pushing its eigenvalue lower than many

other states.

From our results, it seems that the only state with even-ω intra-orbital components that

has a large enough eigenvalue to be considered a leading eigenvector for SRO is the B+
1g state.

Our calculations suggest that the other dominant states have odd-ω intra-orbital components,

making this kind of state an important case that should be further studied.

A2.5. Conclusion

Unconventional superconductivity in strongly correlated systems is a phenomenon invol-

ving many degrees of freedom. Consequently, the space of possible order parameters is broad

and identifying the right symmetry is a challenging process. In this paper, we present a forma-

lism to study frequency-dependent correlation-enhanced pairing, starting from realistic elec-

tronic structures that characterize the normal states of multi-orbital systems with SOC. We ap-

ply it to the archetypal unconventional superconductor SRO for which the normal state is ex-

tremely well understood, while the superconducting one continues to evade clear theoretical

propositions with seemingly contradicting experimental evidences.

We start by projecting DFT wave functions on a localized basis set of 4d-t2g orbitals of the

Ru atom. We discuss how SOC couples orbitals with different spins, yet preserves a pseudos-

pin symmetry when considering intra-layer wave-vectors. We use the RPA approximation to

obtain dressed p-h susceptibilities. While SOC entangles the spin and charge channels, the ma-

gnetic and density Stoner factors remain relevant indicators of the amount of spin and charge

fluctuations.

In p-h fluctuation mediated pairing, correlation-enhanced pairing is studied by inspecting

p-p vertex corrections through the Eliashberg equation. It is extremely difficult to solve when

considering all momenta, orbitals, spins and frequencies, the electronic quantum numbers.

Using pseudospin symmetry and Pauli principle, we map the inter-pseudospin channel to an

equation that does not involve spins, thus greatly reduces the numerical costs of the Eliashberg

equation.

Because of SOC, we find complex and rich SCOPs that involve all quantum numbers. The

ubiquitous coexistence between even and odd contributions in the exchange of spins, relative

momenta, orbitals and relative frequencies invites us to define SPOT decomposition to cha-

racterize SCOPs. Moreover, we show under which irreps of the D4h space group each quantum

number transforms. While time-reversal symmetry is ambiguous because of the global phase
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invariance of superconducting states, we use the pure SPOT character of the intra-orbital com-

ponents to extend the space of irreps to include states with odd-ω intra-orbital components.

In SRO, we find two different leading symmetries to the Eliashberg equation: a B+
1g and an

A−
2g that have even- and odd-ω intra-orbital components, respectively. We discuss how the lea-

ding spin-orbital components naturally lead to coexistence of SPOT contributions due to SOC.

We study the temperature dependence of these leading states and find that gap functions with

odd-ω intra-orbital components are have a maximum eigenvalue at a finite temperature. We

also observe that SOC imposes all orbital sectors to be active, which greatly reduces possible

SCOPs. The only state with even-ω intra-orbital components is the B+
1g state, while all other do-

minant states have odd-ω intra-orbital components. We contend that this generalized picture

with extended possible SCOP symmetries is an important step in understanding completely the

phenomenon of unconventional superconductivity and that it has the potential to explain the

mysterious experimental signatures of SRO.
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Annexes

A2.S1. Derivation from free-energy.

Consider a system ruled by the grand canonical Hamiltonian K̂ = Ĥ −µN̂ . Each electron

is characterized by a set of quantum numbers 1 ≡ (k1,σ1,τ1, l1) with respective labels for its

momentum, spin, imaginary time and orbital degrees of freedom. The more usual basis is in

position space instead of momentum, but for our purpose, momentum is more convenient.

Creation and annihilation operators for such a particle are written ψ†(1) and ψ(1). In systems

with inversion P̂∗ and time-reversal T̂ symmetries, superconducting pairs form between de-

generate states related by T̂ . Acted onψ/ψ†, this operation flips momentum and spin [20]. We

will consider general spin states, thus we employ a time and multi-orbital generalization of the
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Barlian-Werthammer particle-hole spinor [96, 97], leading to

Ψ(1) =
(

ψ(1)

ψ†(1∗)

)
, Ψ†(1) =

(
ψ†(1) ψ(1∗)

)
(A2.S1)

where 1∗ ≡ (−k1,−σ1, l1,τ1) and in this two-dimensional particle-hole (p-h) representation, we

label the first and second components with indices asΨ1(1) ≡ψ(1) andΨ2(1) ≡ψ†(1∗). In order

to keep canonical anticommutation relations, we restrict ourselves to kx > 0 so that{
Ψα(1),Ψ†

β
(2)

}
= δαβδ(1;2) ,

{
Ψα(1),Ψβ(2)

}= 0. (A2.S2)

We now consider source terms φ(1;2) that couple as follows: Ψ†
α(1)φαβ(1;2)Ψβ(2). In this p-h

basis, φ11 and φ22 conserve the number of particles while φ12 and φ21 do not. The partition

function characterizing this system including source terms is

Z [φ] = Tr
[
TτS[φ]

]
with S[φ] ≡ e−βK̂ e−Ψ†

ᾱ(1̄)φᾱβ̄(1̄;2̄)Ψβ̄(2̄) (A2.S3)

with Tτ the time-ordering operator and where the bar over the quantum numbers implies that

the continuous variables are integrated and the discrete ones are summed over. Similarly, the

bar over the p-h indices implies summation. Above, this integration is performed in the argu-

ment of the exponential. Even if we sum over only half of the Brillouin zone, the contributions

from 1 and 1∗ compensate. Moreover, each field is independent. In other words,

δφαβ(1;2)

δφγδ(3;4)
= δ(1;3)δ(2;4)δαγδβδ. (A2.S4)

The Helmholtz free-energy is F [φ] =− 1
β ln Z [φ] and the generalized Nambu Green function

in the presence of the source fields is defined as

G (1;2;φ) =− 1

Z [φ]
Tr

[
TτS[φ]Ψ(1)Ψ†(2)

]
. (A2.S5)

Each component of the Green function is related to the free-energy by

Gαβ(1;2;φ) =β δF [φ]

δφβα(2;1)
=− δ ln Z [φ]

δφβα(2;1)
= 1

Z [φ]
Tr

[
TτS[φ]Ψ†

ᾱ(1̄)
δφᾱβ̄(1̄; 2̄)

δφβα(2;1)
Ψβ̄(2̄)

]
. (A2.S6)

Without source terms, we recover the system’s normal and anomalous Green functions

G (1;2;φ)
∣∣∣
φ=0

=−〈TτΨ(1)Ψ†(2)〉 =
(

−〈Tτψ(1)ψ†(2)〉 −〈Tτψ(1)ψ(2∗)〉
−〈Tτψ†(1∗)ψ†(2)〉 −〈Tτψ†(1∗)ψ(2∗)〉

)

≡
(

G(1;2) −F (1;2)

−F̄ (1;2) Ḡ(1;2)

)
(A2.S7)

where we define the particle-particle and hole-hole Gorkov functions F and F̄ , which vanish

in the normal state, along with the particle and hole propagators G and Ḡ [86]. These two are
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related by

Ḡ(1;2) =−G(2∗,1∗). (A2.S8)

The equations of motion are given by G−1
αβ

(φ) = G 0−1
αβ −φαβ −Σαβ(φ) with Gαγ̄G

−1
γ̄β

= δαβ

since
(
− ∂

∂τ1
−H0 −µ

)
δαβ̄δ(1, 2̄)︸ ︷︷ ︸

[G−1
0 ]αβ̄(1,2̄)

−Σαβ̄(1; 2̄;φ)−φαβ̄(1; 2̄)

Gβ̄β(2̄;2;φ) = δαβδ(1;2) (A2.S9)

where H0 are matrix elements of the Hamiltonian’s non-interacting part andΣ is the self-energy,

which accounts for the electronic correlations at the one-particle level.

The particle-hole and particle-particle susceptibilities are obtained from

χph(1;2;3;4) ≡−β δ2F [φ]

δφ11(2;1)δφ11(3;4)

∣∣∣
φ=0

, χpp (1;2;3;4) ≡−β
2

δ2F [φ]

δφ21(2;1)δφ12(3;4)

∣∣∣
φ=0

(A2.S10)

where the factor 1
2 in the p-p channel is necessary to avoid double counting due to the indiscer-

nibility of electrons. These susceptibilities can be expressed as four-point correlation functions.

In the normal state, we find, leaving the time-ordering operator implicit,

χph(1;2;3;4) = 〈Tτψ†(3)ψ(4)ψ†(2)ψ(1)〉−〈Tτψ†(3)ψ(4)〉Tτ〈ψ†(2)ψ(1)〉, (A2.S11)

χpp (1;2;3;4) = 1

2
〈Tτψ†(3)ψ†(4∗)ψ(2∗)ψ(1)〉. (A2.S12)

From δG
δφ

=−G δG−1

δG
G = 0 and the equations of motion,

δG11(1;2;φ)

δφ11(3;4)
=−G1ᾱ(1; 1̄;φ)

δG−1
ᾱβ̄

(1̄;2̄;φ)

δφ11(3;4)︷ ︸︸ ︷[
−
δφᾱβ̄(1̄; 2̄)

δφ11(3;4)
−
δΣᾱβ̄(1̄; 2̄;φ)

δGγ̄δ̄(3̄; 4̄;φ)︸ ︷︷ ︸
Γi r r
ᾱβ̄γ̄δ̄

(1̄;2̄;3̄;4̄;φ)

δGγ̄δ̄(3̄; 4̄;φ)

δφ11(3;4)

]
Gβ̄1(2̄;2;φ) (A2.S13)

=G(1;3;φ)G(4;2;φ)+G1ᾱ(1; 1̄;φ)Gβ̄1(2̄;2;φ)Γi r r
ᾱβ̄γ̄δ̄

(1̄; 2̄; 3̄; 4̄;φ)
δGγ̄δ̄(3̄; 4̄;φ)

δφ11(3;4)
.

(A2.S14)

In this expression, we have defined the irreducible vertex Γi r r . Since we are looking at instabi-

lities from the normal state, taking the φ→ 0 limit means the off-diagonal components of the

Nambu Green function vanish. Thus the following equalities and the ones with φ12 → φ21 are

satisfied:

δGαα(1;2;φ)

δφ12(3,4)

∣∣∣
φ=0

= δG12(1,2;φ)

δφββ(3,4)

∣∣∣
φ=0

= 0. (A2.S15)
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By conservation of momentum and of particle number when φ12 = φ21 = 0, we have Γi r r
11γδ =

δγδδγ1Γ
i r r
1111. Defining the bare p-h susceptibility χ0

ph(1;2;3;4) as −G(1;3)G(4;2), Eq. (A2.S14)

becomes

−δG11(1;2;φ)

δφ11(3;4)

∣∣∣
φ=0

=χ0
ph(1;2;3;4)−χ0

ph(1;2; 1̄; 2̄)Γph(1̄; 2̄; 3̄; 4̄)
δG11(3̄; 4̄;φ)

δφ11(3;4)

∣∣∣
φ=0

(A2.S16)

where Γph(1̄; 2̄; 3̄; 4̄) ≡Γi r r
1111(1̄; 2̄; 3̄; 4̄). (A2.S17)

The above can also be written in the form

χph(1;2;3;4) =χ0
ph(1;2;3;4)+χ0

ph(1;2; 1̄; 2̄)Γph(1̄; 2̄; 3̄; 4̄)χph(3̄; 4̄;3;4). (A2.S18)

Now looking at functional derivatives of off-diagonal components, we have

δG12(1;2;φ)

δφ12(3;4)
=G11(1;3;φ)G22(4;2;φ)+G11(1; 1̄;φ)G22(2̄;2;φ)Γi r r

12γ̄δ̄
(1̄; 2̄; 3̄; 4̄;φ)

δGγ̄δ̄(3̄; 4̄;φ)

δφ12(3,4)
.

(A2.S19)

Momentum and particle number conservation in the vertex when φ12 = φ21 = 0 imposes

(γ̄, δ̄) = (1,2). Replacing the hole propagator for a particle one using Eq. (A2.S8) and defining

χ0
pp (1;2;3;4) as 1

2G(1;3)G(2∗;4∗), we use the antisymmetry of the p-p susceptibility under the

exchange of both particles to write

χpp (1;2;3;4) =χ0
pp (1;2;3;4)+χ0

pp (1;2; 1̄; 2̄)
[
Γi r r

1212(1̄; 2̄; 3̄; 4̄)−Γi r r
1212(1̄; 2̄; 4̄; 3̄)

]
︸ ︷︷ ︸

Γpp (1̄;2̄;3̄;4̄)

χpp (3̄; 4̄;3;4)

(A2.S20)

and Γpp is defined such that it is antisymmetrized and to avoid double counting.

For normal state Green function that are diagonal in momentum space, we have G(1;2) =
G(1;2)δk1,k2 . It also satisfies time-translation symmetry. Matsubara transforming it yields

Gµ1µ2
K ≡

∫ β

0
e iωmτGµ1µ2 (k1,τ;k1,0) dτ (A2.S21)

where τ = τ1 −τ2, while K ≡ (k = k1, iωm) is the momentum-energy quadrivector and we use

µi ≡ (σi , li ) for compactness. We write the bare susceptibilities accordingly as[
χ0

ph(Q)
]µ1µ2µ3µ4

K K ′ =
∫ β

0
dτ e(iωm+iνn )τ

∫ β

0
dτ′ e iωmτ

′
χ0

ph(1;2;3;4) =− 1

β
Gµ1µ3

K+QGµ4µ2
K δK K ′ ,

(A2.S22)[
χ0

pp (Q)
]µ1µ

∗
2µ3µ

∗
4

K K ′ =
∫ β

0
dτ e(iωm+iνn )τ

∫ β

0
dτ′ e−iωmτ

′
χ0

pp (1;2;3;4) = 1

2β
Gµ1µ3

K+QG
µ∗2µ

∗
4

−K δK K ′

(A2.S23)

where we used τ= τ1 −τ3 and τ′ = τ4 −τ2 and µ∗ ≡ (−σ, l ). The spin σ in the latter label needs

to be replaced by a pseudospin index ρ in the presence of spin-orbit coupling. The 1/β factor
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is associated to the Kronecker delta in Matsubara frequencies. The bare susceptibilities cha-

racterize two non-interacting particles. In the p-h channel, a particle is created at 1 (4) and

removed at 3 (2). It has a frequency iωm + iνn (iωm) and a momentum k+q (k). The vertex en-

codes an interaction between these particles. Since they conserve energy-momentum, we take

K1 = K +Q, K2 = K , K3 = K ′+Q and K4 = K ′. In the p-p channel, K ′ and K are changed for −K ′

and −K . A number of additional relations between the vertices of both channels are derived in

Appendix A2.S2. The susceptibilities read[
χph(Q)

]µ1µ2µ3µ4

K K ′ =
[
χ0

ph(Q)
]µ1µ2µ3µ4

K K ′ (A2.S24)

+ ∑
K ′′K ′′′

∑
µ5...µ8

[
χ0

ph(Q)
]µ1µ2µ5µ6

K K ′′
[
Γph(Q)

]µ5µ6µ7µ8

K ′′K ′′′
[
χph(Q)

]µ7µ8µ3µ4

K ′′′K ′

[
χpp (Q)

]µ1µ2µ3µ4

K K ′ =
[
χ0

pp (Q)
]µ1µ2µ3µ4

K K ′ (A2.S25)

+ ∑
K ′′K ′′′

∑
µ5...µ8

[
χ0

pp (Q)
]µ1µ2µ5µ6

K K ′′
[
Γpp (Q)

]µ5µ6µ7µ8

K ′′K ′′′
[
χpp (Q)

]µ7µ8µ3µ4

K ′′′K ′ .

A2.S2. Two-particle vertices.

The completely reducible particle-hole and particle-particle vertices are given by [34]

Γ= 1

2

∑
K K ′Q
µ1...µ4

[Γ(Q)]
µ1µ2µ3µ4

K ;K ′ ĉ†,µ1
K+Q ĉµ2

K ĉ†,µ4

K ′ ĉµ3

K ′+Q and (A2.S26)

ΓP = 1

2

∑
K K ′Q
µ1...µ4

[ΓP (Q)]
µ1µ2µ3µ4

K ;K ′ ĉ†,µ1
K+Q ĉ†,µ2

−K ĉµ4

−K ′ ĉ
µ3

K ′+Q (A2.S27)

where µ ≡ (σ,l ) with as usual spin replaced by pseudospin in the presence of SOC. Using the

anticommutation relations of the c-operators, one can show that inside a time-ordered product

it implies the crossing relations

[Γ(Q)]
µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ =−[
Γ(K ′−K )

]µ4µ2;µ3µ1
K ;K+Q = [Γ(−Q)]

µ4µ3;µ2µ1

K ′+Q;K+Q =−[
ΓP (K ′+K +Q)

]µ1µ4;µ3µ2

−K ′;−K .

(A2.S28)

The usual perturbative approach is to define irreducible vertices Γph , Γ̄ph ,Γpp , which are

irreducible in either the horizontal channel (Γph and Γpp ) or the vertical channel (Γ̄ph) and to

construct the full vertices using the Bethe-Salpeter equations

[ΓP (Q)]
µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ = [
Γpp (Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ +
[
ΓP (Q)χ0

pp (Q)Γpp (Q)
]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ (A2.S29)

[Γ(Q)]
µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ = [
Γph(Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ +
[
Γ(Q)χ0

ph(Q)Γph(Q)
]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ . (A2.S30)
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Using the crossing relations Eq. A2.S28, one finds the Parquet equations, which can be re-

duced to[
Γph(Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ = [
Λph(Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ − [
Φ(K ′−K )

]µ4µ2;µ3µ1
K ;K+Q + [

Ψ(K ′+K +Q)
]µ4µ1;µ3µ2
−K−Q;−K

(A2.S31)[
Γpp (Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ =−[
Λph(K ′+K +Q)

]µ1µ4;µ3µ2

−K ′;−K + [
Φ(K ′−K )

]µ2µ4;µ3µ1

−K ′;K+Q − [
Φ(K ′+K +Q)

]µ1µ4;µ3µ2

−K ′;−K

(A2.S32)

where Λph is the vertex which is irreducible in all channels given by Eq. (A2.S36) and the

vertex corrections are characterized by the p-h and p-p ladder functionsΦ andΨ, respectively

given by

[Φ(Q)]
µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ = [
ΓphχphΓph(Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ and [Ψ(Q)]
µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ = [
ΓppχppΓpp (Q)

]µ1µ2;µ3µ4

K ;K ′ .

(A2.S33)

In the approximation that we use, the fully reducible vertices appearing in the latter equations

are replaced by, respectively, the particle-hole irreducible vertex and the particle-particle irre-

ducible vertex.

A2.S3. Kanamori vertex function.

In this work, we assume that local interactions between electrons mediate unconventional

superconductivity. These local correlations on individual sites labelled i are modeled by the

Kanamori-Slater Hamiltonian [38], that is

Ĥint =
∑
i l

U n̂↑
i l n̂↓

i l︸ ︷︷ ︸
ĤU

+ ∑
i l1 6=l2

U ′n̂↑
i l1

n̂↓
i l2︸ ︷︷ ︸

ĤU ′

+ ∑
iσl1 6=l2

U ′′n̂σ
i l1

n̂σ
i l2︸ ︷︷ ︸

ĤU ′′

(A2.S34)

− ∑
i l1 6=l2

J ĉ↑,†
i l1

ĉ↓i l1
ĉ↓,†

i l2
ĉ↑i l2︸ ︷︷ ︸

Ĥsf

+ ∑
i l1 6=l2

J ′ĉ↑,†
i l1

ĉ↓,†
i l1

ĉ↓i l2
ĉ↑i l2︸ ︷︷ ︸

Ĥph

.

In this expression, σ and l are electronic spin and orbital respectively and U , U ′ and U ′′ are

the intra-orbital, opposite spin inter-orbital and same spin inter-orbital Coulomb repulsion,

respectively. J is the spin-flip (sf) term and J ′ the pair-hopping (ph) term. In the vertex formu-

lation, this interacting Hamiltonian can be recasted as

Ĥint = 1

2

∑
i

∑
l1...l4

∑
σ1...σ4

Iσ1σ2;σ3σ4
l1l2;l3l4

ĉσ1,†
i l1

ĉσ2,†
i l2

ĉσ4
i l4

ĉσ3
i l3

. (A2.S35)

In this formalism, I is the antisymmetrized Coulomb interaction and here it is given in the

particle-particle channel. We take it as the bare particle-particle vertex Λpp = I . To rotate it to

the particle-hole channel, we use the second crossing relation
[
Λph

]σ1σ2σ3σ4

l1l2l3l4
=−[

Λpp
]σ1σ4σ3σ2

l1l4l3l2
.
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Then, the bare particle-hole vertex is given by

[
Λph

]σ1σ2σ3σ4

l1l2l3l4
=



U l1 = l2 = l3 = l4 ]
σ1 =σ2 =−σ3 =−σ4

U ′ l1 = l2 6= l3 = l4

J l1 = l3 6= l2 = l4

J ′ l1 = l4 6= l2 = l3

U ′′ l1 = l2 6= l3 = l4 − σ1 =σ2 =σ3 =σ4

(A2.S36)

+



−U l1 = l2 = l3 = l4 ]
σ1 =σ3 =−σ2 =−σ4

−U ′ l1 = l3 6= l2 = l4

−J l1 = l2 6= l3 = l4

−J ′ l1 = l4 6= l2 = l3

−U ′′ l1 = l3 6= l2 = l4 − σ1 =σ2 =σ3 =σ4

Half of its elements have a minus sign difference with the other half as a consequence of the

first crossing relation [
Λph

]σ1σ2σ3σ4

l1l2l3l4
=−[

Λph
]σ1σ3σ2σ4

l1l3l2l4
. (A2.S37)

Assuming the rotationally invariant formulation of this interaction, we have U ′ = U − 2J ,

U ′′ =U −3J and J ′ = J . Thus, the vertexΛph [U , J ] depends only on two parameters, the on-site

Coulomb repulsion U and the Hund’s coupling J and one finds the relation

Λph [U , J ] =U ·Λph [1, J/U ] . (A2.S38)

Moreover, because it preserves the spin projection, the vertex can be interpreted as an ex-

change of either spin 0 or 1. It is spin-diagonalized [17, 35] from the 1
2 ⊗ 1

2 basis represented

in Fig. A2.S1 a) into the 0⊕ 1 ∼ A1g ⊕A2g ⊕Eg one in spin-space. The spin 0 (A1g ) bare ver-

tex Λd is the density channel while the spin 1 (A2g ⊕Eg ) bare vertices Λm,−1, Λm,0 ≡ Λm and

Λm,+1 are form the magnetic channels. Because of rotational invariance, the choice of axis

for the projection is arbitrary and the magnetic channels are degenerate. One can check that

Λm,+1 ≡Λ↑↓↑↓ =Λm,−1 ≡Λ↓↑↓↑ =Λm and that

[Λd/m]l1l2l3l4
≡Λ↑↑↑↑

l1l2l3l4
+/−Λ↑↑↓↓

l1l2l3l4
=



2U ′− J / − J l1 = l2 6= l3 = l4

−U ′+2J / −U ′ l1 = l3 6= l2 = l4

J ′ / − J ′ l1 = l4 6= l2 = l3

U / −U l1 = l2 = l3 = l4

0 otherwise.

(A2.S39)

Writing the p-h vertex in the pseudospin basis introduces off-block diagonal elements, for

example the diagram of Fig. A2.6 in the main text. Its structure in this basis is represented in

Fig. A2.S1 b).
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Fig. A2.S1. Structure of the p-h vertex in a) spin and b) pseudospin basis. In each small square
of this representation, the upper (lower) labels are associated to spins/pseudospins labelled 1
and 2 (3 and 4).

A2.S4. Connection beween the general Green functions and the

Green functions in model space.

The general Matsubara Green function of a system in thermodynamic equilibrium is given

by

Gσ1σ2 (r1,r2,τ) ≡−〈TτΨ̂σ1 (r1,τ)Ψ̂σ2,†(r2)〉 (A2.S40)

where Ψ̂ is a field operator and Â(τ) ≡ eHτ Âe−Hτ. Note that the hat distinguishes this operator

from the Nambu spinor of Sec. (A2.S1). We follow the derivations of Ref. [98]. Using the rela-

tion G(r1,r2) = 1
N

∑
R0 G(r1 +R0,r2 +R0) for R0 a translational vector of the unit cell, the Fourier

transform leads to

Gσ1σ2

QQ′ (q,τ) = 1

V

∫
dr1dr2 e−i (q+Q)·r1Gσ1σ2 (r1,r2,τ)e i (q+Q′)·r2 (A2.S41)

where q is taken within the first Brillouin zone and Q,Q′ are reciprocal lattice vectors.

For an interaction well-defined in an atomiclike orbital basis set {φσRi l (r)} where l and σ

are orbital and spin indices respectively and Ri is the position of the i th atom, it is suitable to

expand the field operator in this basis with destruction operators ψ as

Ψ̂σ(r) =∑
Ri l
φσRi l (r)ψσ

Ri l . (A2.S42)

Defining one-body oscillator matrix elements

Oσ1
R1l1

(q) = 1p
V

∫
dr1 e−i q·r1φ

σ1
R1l1

(r1), (A2.S43)

we can write

Gσ1σ2

QQ′ (q,τ) =− ∑
l1l2R1R2

Oσ1
R1l1

(q+Q) 〈Tτψσ1
R1l1

(τ)ψσ2,†
R2l2

〉Oσ2,∗
R2l2

(q+Q′).

159



Introducing Fourier tranforms

ψσ
Rl =

1p
N

∑
k

e i k·Rψσ
kl and Oσ

kl (q) = 1p
N

∑
R

e i k·ROσ
Rl (q), (A2.S44)

one has

Gσ1σ2

QQ′ (q) = ∑
l1l2kk′

Oσ1
kl1

(q+Q)Gσ1σ2

kk′l1l2
Oσ2,∗

k′l2
(q+Q′) (A2.S45)

where there τ dependence was omitted and

Gσ1σ2

kk′l1l2
(τ) ≡−〈Tτψσ1

kl1
(τ)ψσ2,†

k′l2
〉. (A2.S46)

is the Green function in the model space. The oscillator matrix elements are needed to make

contact with observables such as the local density, but for calculations of the Green function in

the model space with the model Hamiltonian, they are not necessary. For detailed arguments

on the relation between observable susceptibilities and susceptibilities calculated in the model

space, see Ref. [98]. This is particularly important for nonsymmorphic groups.

Similarly, the Gorkov (or anomalous Green) functions of a stable system are defined as

Fσ1σ2 (r1,r2,τ) ≡ 〈TτΨ̂σ1 (r1,τ)Ψ̂σ2 (r2)〉 and (A2.S47)

F̄σ1σ2 (r1,r2,τ) ≡ 〈TτΨ̂σ2,†(r2,τ)Ψ̂σ1,†(r1)〉. (A2.S48)

Following the same procedure as for the normal Green function, we find

Fσ1σ2

QQ′ (q) = ∑
l1l2kk′

Oσ1
kl1

(q+Q)Fσ1σ2

kk′l1l2
Oσ2

k′l2
(−q−Q′) and (A2.S49)

F̄σ1σ2

QQ′ (q) = ∑
l1l2kk′

Oσ2,∗
k′l2

(−q−Q)Fσ1σ2

kk′l1l2
Oσ1,∗

kl1
(q+Q′) (A2.S50)

where

Fσ1σ2

kk′l1l2
(τ) ≡ Fµ1µ2

kk′ (τ) ≡ 〈Tτψµ1

k (τ)ψµ2

k′ 〉, (A2.S51)

F̄σ1σ2

kk′l1l2
(τ) ≡ F̄µ1µ2

kk′ (τ) ≡ 〈Tτψµ2,†
k′ (τ)ψµ1,†

k 〉. (A2.S52)

A2.S5. Properties of model Green functions.

In this work, we consider a local model Hamiltonian that is invariant under the crystal trans-

lation symmetry, which allows to simply take k = k′.
In the presence of spin-orbit coupling, it is useful to employ spinors Ψ†

kl (τ) ≡(
ψ↑,†

kl (τ) ψ↓,†
kl (τ)

)
and electrons can propagate flipping spins. Again, this spinor is dif-

ferent from the Nambu spinor defined in Sec. (A2.S1). The probability amplitude is related to

the Green function propagator

Gσ1σ2
kl1l2

(τ) =−〈Tτ
[
Ψkl1 (τ)Ψ†

kl2

]σ1σ2〉. (A2.S53)
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Applying complex conjugation on each side, we find the relation

Gµ1µ2

k (τ)∗ =Gµ2µ1

k (τ) (A2.S54)

where µi ≡ (σi , li ).

For a symmetry of the system characterized by the operator Ŝ, the matrix element of

Eq. (A2.S53) is equal to [
ŜG

]
kl1l2

(τ) =−〈TτS−1Ψkl1 (τ)Ψ†
kl2

S〉. (A2.S55)

For time-reversal symmetry, S = T = i Kσy with σy the second Pauli matrix in spin-space

and K is the right-side conjugation operator which acts as 〈K −1OK 〉 = 〈O†∗〉. Thus[
T̂ G

]
kl1l2

(τ) =−〈Tτσy [Ψ∗
kl2

(τ)Ψ†∗
kl1

]σy〉. (A2.S56)

Using
[
σy Aσy

]σ1σ2 = εσ1σ2 A−σ1−σ2 with εσ1σ2 ≡ δσ1σ2 −δσ1−σ2 and ψσ∗
kl = ψσ

−kl where orbitals

are taken to be time-reversal invariant [99], we find[
T̂ G

]µ1µ2

k (τ) = εσ1σ2G
µ∗2µ

∗
1

−k (τ), (A2.S57)

where µ∗ ≡ (−σ, l ).

Given that spins are invariant under inversion symmetry Ŝ = Î , systems with Î and orbitals

that are even under Î satisfy

Gµ1µ2

k (τ) =Gµ1µ2

−k (τ). (A2.S58)

Transforming from imaginary time τ to Matsubara frequencies ωm , complex conjugation

Eq. (A2.S54), time-reversal Eq. (A2.S57) and inversion symmetry Eq. (A2.S58) become respecti-

vely

Gµ1µ2

k (iωm) =Gµ2µ1

k (−iωm)∗ (A2.S59)

= εσ1σ2G
µ∗2µ

∗
1

−k (iωm) (A2.S60)

=Gµ1µ2

−k (iωm). (A2.S61)

We write the Green function as Gµ1µ2

K l1l2
≡ Gµ1µ2

k (iωm) with the fermionic four-momentum K ≡
(k, iωm).

Without magnetic field or applied current, the composite bosons described by the Gorkov

function usually favours a vanishing center of mass momentum which leads to k′ = −k. We

define

Fµ1µ2

k (τ) ≡ 〈TτΨµ1

k (τ)Ψµ2

−k〉 and F̄µ1µ2

k (τ) ≡ 〈TτΨµ2,†
−k (τ)Ψµ1,†

k 〉. (A2.S62)
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We find relations analogous to those found above for the normal Green function for Pauli, com-

plex conjugation and time-reversal operation, respectively

Fµ1µ2

k (iωm) =−Fµ2µ1

−k (−iωm), (A2.S63)

Fµ1µ2

k (iωm)∗ = F̄µ1µ2

k (−iωm) and (A2.S64)[
T̂ F

]µ1µ2

k (iωm) = εσ1σ2 F̄
µ∗1µ

∗
2

−k (iωm). (A2.S65)

Combining these last two gives[
T̂ F

]µ1µ2

k (iωm) = εσ1σ2 F
µ∗1µ

∗
2

−k (−iωm)∗. (A2.S66)

Using the fact that field operators ψ can be multiplied by a global phase e−i δ2 , we can also

work with F̃ = e−iδF so that in this gauge, time-reversal symmetry becomes[
T̂ F̃

]µ1µ2

k (iωm) = e2iδεσ1σ2 F̃
µ∗1µ

∗
2

−k (−iωm)∗. (A2.S67)

Our solutions to the linearized Eliashberg equation satisfy the above equation with δ = 0. The

eigenvectors have components that pick up phases that may differ depending on quantum

numbers (components of the eigenvectors) so that there is no way to choose a global phase

that would set all elements of the eigenvectors to have the same phase.

A2.S5.1. Other proof for time-reversal.

Here is another proof of Eq. (A2.S66). We start from the spectral weight in the Nambu repre-

sentation, given by

A(k, t ) =
[

〈{Ψ1(k, t ),Ψ†
1(k)}〉 〈{Ψ1(k, t ),Ψ†

2(k)}〉
〈{Ψ2(k, t ),Ψ†

1(k)}〉 〈{Ψ2(k, t ),Ψ†
2(k)}〉

]
. (A2.S68)

We look at the 12 component and write spins and orbitals indices:

Aµ1µ2
12 (k, t ) = 〈{ψµ1

k (t ),ψ
µ∗2
−k}〉. (A2.S69)

Upon complex conjugation it becomes,

Aµ1µ2
12 (k, t )∗ = 〈{ψµ∗2

−k

†
,ψµ1

k
†
(t )}〉. (A2.S70)

Applying time-reversal,

T̂
[

Aµ1µ2
12 (k, t )

]= 〈{Θψµ∗2 ,†
−k Θ−1,Θψµ1,†

k (t )Θ−1}〉 = εσ1σ2〈{ψµ2,†
k ,ψ

µ∗1 ,†
−k (−t )}〉. (A2.S71)

Comparing the last two equations, we have

T̂
[

Aµ1µ2
12 (k, t )

]= εσ1σ2 A
µ∗1µ

∗
2

12 (−k,−t )∗. (A2.S72)
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From this point of view, time-reversal symmetry takes a simple form, namely time-reversal

symmetry is satisfied if

Aµ1µ2
12 (k, t ) = εσ1σ2 A

µ∗1µ
∗
2

12 (−k,−t )∗. (A2.S73)

which is similar to what one would require from wave functions. The above does not require

that Aµ1µ2
12 (k, t ) be real. Fourier transforming back to space however, if time-reversal is satisfied

Aµ1µ2
12 (r,0) is real when the spins are identical, or pure imaginary if the spins are anti-parallel

(assuming throughout that the orbitals are invariant under time-reversal). In other words, for a

given spin configuration, there is a global phase that can make Aµ1µ2
12 (r,0) real. However, seen

as a matrix in the spin-indices, there is no way that matrix can be made purely real with a global

phase.

How this translates in frequency is less familiar, but is not difficult to find. Using∫
d t e iωt f ∗(−t ) = f ∗(ω), (A2.S74)

we have

T̂
[

Aµ1µ2
12 (k,ω)

]= εσ1σ2 A
µ∗1µ

∗
2

12 (−k,ω)∗. (A2.S75)

We can also obtain the Gorkov function in Matsubara frequency as follows

G12(k, iωn) ≡ Fµ1µ2

k (iωn) =
∫

dω

2π

Aµ1µ2
12 (k,ω)

iωn −ω . (A2.S76)

We thus recover our previous results Eq. (A2.S66) or Eq. (A2.30) since

T̂ Fµ1µ2

k (iωn) = εσ1σ2

∫
dω

2π

A
µ∗1µ

∗
2

12 (−k,ω)∗

iωn −ω = εσ1σ2 F
µ∗1µ

∗
2

−k (−iωn)∗. (A2.S77)

Note that Fµ1µ2

k (iωn) does not need to be real, nor to be even or odd in frequency to satisfy this

equation.

However, in the presence of time-reversal symmetry, the usual singlet combination

Fσ,−σ
k (iωn)−F−σ,σ

k (iωn) for a single real orbital is even in Matsubara frequency when there is

also inversion symmetry since

T̂ Fσ,−σ
k (iωn)− T̂ F−σ,σ

k (iωn) = Fσ,−σ
−k (−iωn)−F−σ,σ

−k (−iωn). (A2.S78)

This is the familiar BCS result.

A2.S6. Properties of susceptibilities.

Within the RPA approximation, an element of the bare susceptibility in the particle-hole

channel is given by

[χ̃0
ph(Q)]µ1µ2µ3µ4 ≡−

(
kB T

N

)∑
K

Gµ1µ3
K+QGµ4µ2

K (A2.S79)
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where Q ≡ (q, iνn) is a bosonic four-momentum. Because of the sum over fermionic four-

momentum, one can show it equals

[χ̃0
ph(−Q)]µ4µ3µ2µ1 . (A2.S80)

Using the property of Green functions under complex conjugation Eq. (A2.S59), we have

[χ̃0
ph(q, iνn)]µ1µ2µ3µ4 = [χ̃0

ph(q,− iνn)]µ3µ4µ1µ2∗ (A2.S81)

and with time-reversal and inversion Eq. (A2.S61), one can show that

[χ̃0
ph(Q)]µ1µ2µ3µ4 = [χ̃0

ph(−Q)]µ1µ2µ3µ4 . (A2.S82)

Using time reversal symmetry Eq. (A2.S60) leads to the following relations:

[χ̃0
ph]µ1µ2µ3µ4 = εσ1σ3 [χ̃0

ph]µ
∗
3µ2µ

∗
1µ4 = εσ2σ4 [χ̃0

ph]µ1µ
∗
4µ3µ

∗
2 = εσ1σ3εσ2σ4 [χ̃0

ph]µ
∗
3µ

∗
4µ

∗
1µ

∗
2 , (A2.S83)

where the Q-dependence is implicit.

Time-reversal symmetry then connects different spin-sectors into three categories, dia-

grammatically represented on Fig. A2.S2. The first one has no spin-flips (a) and satisfies

[χ̃0
ph]σσσσl1l2l3l4

= [χ̃0
ph]σ̄σσ̄σl3l2l1l4

= [χ̃0
ph]σσ̄σσ̄l1l4l3l2

= [χ̃0
ph]σ̄σ̄σ̄σ̄l3l4l1l2

,

the second has one spin-flip (b) with

[χ̃0
ph]σσσσ̄l1l2l3l4

= [χ̃0
ph]σ̄σσ̄σ̄l3l2l1l4

=−[χ̃0
ph]σσσσ̄l1l4l3l2

=−[χ̃0
ph]σ̄σσ̄σ̄l3l4l1l2

and the last category has two spin-flips (c) with

[χ̃0
ph]σσσ̄σ̄l1l2l3l4

=−[χ̃0
ph]σσσ̄σ̄l3l2l1l4

=−[χ̃0
ph]σσσ̄σ̄l1l4l3l2

= [χ̃0
ph]σσσ̄σ̄l3l4l1l2

.

The particle-particle bare susceptibility is given by[
χ0

pp (Q)
]µ1µ2µ3µ4

K K ′ = 1

2β
Gµ1µ3

K+QGµ2µ4
−K δK K ′ . (A2.S84)

In spin and charge fluctuation-mediated superconductivity, it only involves Q = 0 in Eq. (A2.16)

and we change notation for χ0
pp (K ). The following relations hold from the definition and from

the property of Green functions under complex conjugation Eq. (A2.S59):[
χ0

pp (K )
]µ1µ2µ3µ4 =

[
χ0

pp (−K )
]µ2µ1µ4µ3 =

[[
χ0

pp (K ∗)
]µ3µ4µ1µ2

]∗
, (A2.S85)

Fig. A2.S2. Three categories of diagrams representing bare particle-hole susceptibilities. They
are characterized by having a) zero, b) one and c) two spin-flips where the spin σ̄=−σ.
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where K ∗ ≡ (k,−iωn). Again, using time reversal Eq. (A2.S60) and inversion Eq. (A2.S61) leads

to

[χ0
pp (K )]µ1µ2µ3µ4 = εσ1σ3 [χ0

pp (K )]µ
∗
3µ2µ

∗
1µ4 (A2.S86)

= εσ2σ4 [χ0
pp (K )]µ1µ

∗
4µ3µ

∗
2 = εσ1σ3εσ2σ4 [χ0

pp (K )]µ
∗
3µ

∗
4µ

∗
1µ

∗
2 .

A2.S7. Group theory and D4h space group.

The normal state of the system is invariant under a set G of symmetry operations g . They

define the space group of the system and can all be constructed from a set of generators. In the

case of SRO and as discussed in previous works [88, 79, 81, 83], the generators are written in

Table A2.S1, along with their representations in momentum, orbital and spin basis.

Thus, the annihilation operators transform like[
ĝψk

]µ1 = [
T (g )

]µ1µ2
[
ψTk(g−1)k

]µ2
(A2.S87)

where T (g ) = Tl (g )⊗Tσ(g ). It follows that gap functions transform like[
ĝ∆

]µ1µ2

k = [
T (g )

]µ1µ3
[
T (g )

]µ2µ4∆
µ3µ4

Tk(g−1)k
. (A2.S88)

Any space group can be decomposed into a set of irreducible representations (irreps). They

characterize the fundamental ways objects transform under the operations of the group. For

an objectφp which transforms like the one-dimensional irrep p, we have ĝφp =χp (g )φp where

Tableau A2.S1. Space group symmetry generators g and corresponding transformation ma-
trices in momentum Tk, orbital Tl ({x y, y z, zx}) and spin Tσ basis. C4 is a rotation byπ/2 around
the z-axis, while σx , σy and σz are mirrors with respect to the y z, zx and x y planes.

g Tk Tl Tσ

C4

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

  −1 0 0
0 0 1
0 −1 0

 ( 1+ip
2

0

0 1−ip
2

)

σx

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

  −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 (
0 i
i 0

)

σy

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

  −1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (
0 1
−1 0

)

σz

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

  1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 (
i 0
0 −i

)
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χp (g ) is the character of the operation g for the p irrep. The n-dimensional irreps are characte-

rized by n independent objects {φp
i }i∈N, which transforms like

ĝφp
i =∑

j
χ

p
i jφ

p
j . (A2.S89)

In these cases, the character of the operation g for the p irrep is given as χp (g ) = Tr
[
χ

p
i j

]
. For

the D4h space group, the character table is printed in Table A2.S2.

The projector operator P̂ p selects only the contribution associated with the p irrep. It is

defined and acts as

P̂ p = 1

NG

∑
g∈G

[
χp (g )

]∗ ĝ , P̂ pφq = δpqφ
p (A2.S90)

where NG is the number of symmetry operations of the group. To characterize the symmetry

of an order parameter, we find the irrep that represents its transformation properties under

the operations of the group. There is a set of basis functions for each of the four quantum

numbers characterizing a gap function. These basis functions can be classified with the irrep

that represents how they transform.

Tableau A2.S2. Character table for the D4h space group. Each row is assigned to an irrep. Each
column is a class of symmetry operations with dimension as the prefactor. Each operations can
be expressed in terms of the generators of Table A2.S1. E is identity, C4 is a π/2 rotation around
the z-axis, C2, C ′

2 and C ′′
2 are π rotations around the z-axis, the x- or y-axis and the (x+y)- or

(x-y)-axis, i is inversion and S4, σh , σv , σd are C4, C2, C ′
2, C ′′

2 times i , respectively.

D4h E 2C4 C2 2C
′
2 2C

′′
2 i 2S4 σh 2σv 2σd

A1g 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A2g 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
B1g 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1
B2g 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1
Eg 2 0 -2 0 0 2 0 -2 0 0
A1u 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
A2u 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
B1u 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
B2u 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
Eu 2 0 -2 0 0 -2 0 2 0 0

A2.S8. Convergence of the gap functions.

While the gap functions considered have orbital and spin basis that have a fixed number

of states, the relative momentum and frequency are discretized so their convergence needs to

be studied. In momentum space, temperature introduces a broadening in the Green functions,

thus high temperatures do not necessitate large numbers of k-points. Lowering temperatures

however, the Green functions become increasingly sharp and better resolutions are required.
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In Fig. A2.S3 a) and b), we study the N (B+
1g leading) and F (A−

2g leading) points of Fig. A2.7,

respectively. For temperatures going from 100 to 450 K, we present the eigenvalues of the five

leading eigenvectors as a function of the grid size L characterizing L ×L ×2 q-grids for the sus-

ceptibilities.

These q-grid convergence calculations are all performed with two fermionic frequencies.

The eigenvalues are classified by their global irrep, with the same colors as in Fig. A2.12. For

each irreps ν and each temperature T , the eigenvalue at the largest L is presumed converged

and we fit an exponential on the other values to define the error ∆λνq(T ) associated to q-point

convergence. At high temperatures than 450 K, we simply take the eigenvalues for L = 24 as they

are well converged. The phase diagram of Fig. A2.7 is using irreps at 250 K for L = 24, indicated

by the dash lines.

Since the pairing interactions are dynamical and delayed in time, the fermionic frequencies

should also be converged. However, solving the Eliashberg equation for a large number of fer-

mionic frequencies in a multi-orbital and strongly q-dependent system like SRO is very challen-

ging. Because Matsubara frequencies are spaced proportionnally to temperature, they are very

spreaded at large temperature and the first fermionic Matsubara frequencies ±iω0 are sufficient

to capture all the dynamics of the gap functions. At lower temperature, again, the proximity of

the frequencies to the origin implies that a lot of frequencies are required to have accurate ei-

genvalues. In Fig. A2.S3 c) and d), we present frequency convergences of the superconducting

eigenvalues with respect to temperatures ranging from 100 to 450 K. Each eigenvector is again

assigned a global irrep with color defined in Fig. A2.12. For each temperature T and each irrep

Fig. A2.S3. (Color online) Grid size dependence of the eigenvalues for various temperatures a)
for the triangle point in parameter space where the dominant eigenvalue is B+

1g and b) for the
star point where the dominant eigenvalue is A−

2g . Convergence of the eigenvalues in the number
of fermionic frequencies nmax for the 15× 15× 2 q-grid for c) the triangle point in parameter
space and d) for the star point.
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ν, we fit an exponential function and look at the value at infinity to define the error ∆λνiωn
(T )

associated to the frequency convergence. The error bars in Fig. A2.12 are given as the sum of

the errors ∆λνq(T )+∆λνiωn
(T ).
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RÉSUMÉ. Les récentes améliorations expérimentales ont dévié la discussion portant sur la su-

praconductivité du Sr2RuO4 loin de la solution de type p chirale. Nous incluons le couplage

spin-orbital sur la structure électronique et utilisons une symétrie pseudospin pour simplifier

l’équation de Eliashberg linéarisée pour des paramètres d’ordre dépendants de la fréquence, in-

duits par fluctuations de spin et de charge. Nous trouvons que le couplage spin-orbite mélange

les contributions paires et impaires dans les espaces des orbitales, des spins et des fréquences.

Nous trouvons deux différentes symétries inter-pseudospin dominantes: un B+
1g et un A−

2g qui

ont des composantes intra-orbitales respectivement paires et impaires en fréquences de Mat-

subara. Une dégénérescence accidentelle entre ces deux pourrait expliquer les indicateurs d’un

paramètre d’ordre à une composante dans la chaleur spécifique.

Mots clés : supraconductivité non-conventionnelle, multi-orbitale, couplage spin-orbite, im-

paire en fréquences, triplet de spins, paramètre d’ordre supraconducteur, ruthénate de stron-

tium, théorie de la fonctionnelle de la densité, fluctuations de spin, théorie de Eliashberg, brisure

de l’inversion du temps, corrections du vertex.

ABSTRACT. The lasting puzzle of the superconducting order parameter of Sr2RuO4 calls for

theoretical studies that include seldom-considered effects. Here we include spin-orbit cou-

pling effects on the electronic structure and then solve the linearized Eliashberg equation in a

pseudospin basis, including the possibility that spin and charge fluctuations induce frequency-

dependent superconducting order parameters. We find that spin-orbit coupling mixes even and

odd contributions in orbital, spin and frequency spaces and that leading inter-pseudospin sym-

metries, B+
1g and A−

2g , have intra-orbital components respectively even and odd in Matsubara

frequency. An accidental degeneracy between these could resolve apparent experimental con-

tradictions.

Keywords: unconventional superconductivity, multi-orbital, spin-orbit coupling, odd-

frequency, spin-triplet, superconducting order parameter, strontium ruthenate, density

functional theory, spin fluctuations, Eliashberg theory, time-reversal symmetry breaking, vertex

corrections.
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For several decades, the paradigm of s-wave superconductivity has been found inadequate

to describe superconductivity in correlated systems. A large variety of superconducting order

parameters (SCOP) have already been identified. For example, cuprate high-temperature su-

perconductors are d-wave with B1g symmetry [1]. Pnictides can exhibit s±-wave, an A1g sym-

metry with a sign change between different Fermi surfaces [2]. Usually, the symmetry of the

SCOP of new systems is identified rather quickly. It is thus surprising that after several decades

of work and recent remarkable progress of experimental probes, the symmetry of the SCOP of

Sr2RuO4 (SRO) has not yet been unambiguously established [3, 4]. The reason is that certain

measurements appear contradictory. This is not only an experimental challenge but also one

for theories of strong electronic correlations in multi-orbital system with important spin-orbit

coupling (SOC), where a large variety of symmetries are possible [5, 6].

Initially reckoned a spin-triplet state due to its constant Knight-shift [7, 8], independent ve-

rification has highlighted a heating effect so that a dominantly spin-singlet state appears more

credible [9, 10, 11]. Another experiment probing spins using polarized neutrons met a similar

fate [12, 13]. Previously in contradiction with evidences for Pauli limiting [3, 14], these experi-

ments now agree.

Another critical characteristic of SRO is its two-component nature inferred by evidences

of time-reversal (TR) symmetry breaking [15, 16]. Ultrasound experiments also support a two-

component SCOP which couples to the B2g shear mode [17, 18]. Additionally, the enhancement

of the critical temperature under uniaxial pressure [14] not only provides a strong evidence for

an even-parity (e-p) SCOP [19], it is also a useful knob to study this two-component property.

Indeed, muon spin relaxation (µSR) measurements observed two transition temperatures un-

der pressure, indicative of a lift in degeneracy between the two components [20]. But specific

heat measurements, extremely sensitive to superconducting transitions, detected a single tran-

sition temperature [21].

Consequently, various theoretical proposals have been formulated in replacement to the

initial chiral p-wave [22], including domain-wall physics and inhomogeneities [23, 24]. A two-

component character can be realized in two ways. First, the components can be degenerate by

symmetry if the SCOP transforms like a two-dimensional (2D) irreducible representation (irrep)

of the D4h point group. The only e-p such possibility is the Eg irrep. One such proposed state

is the dxz + i dy z which could originate from momentum dependent k-SOC [25, 26]. However,

density-functional theory (DFT) expects this coupling to be negligibly small in SRO, known to

have a quasi-2D character [27, 28]. Moreover, these Eg states under uniaxial stress should gene-

rate two transitions in specific heat. Another symmetry protected possibility is an odd-orbital

spin-singlet odd-frequency (odd-ω) state [29], which is gapless contrary to experiments.

Another possibility for two components is that they are degenerate by accident and trans-

form like different irreps. The most natural of the two components is a dx2−y2 B1g state, since

thermal conductivity and scanning tunneling microscopy point in this direction [30, 31] and it
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should originate from antiferromagnetic fluctuations predicted by DFT [32]. Such a symmetry

was well studied in the context of the cuprates [1]. For the second component, some works

have proposed an extended s-wave [33, 34, 35] or odd-parity (o-p) states [36, 37, 38, 39, 40] ori-

ginating from spin fluctuations caused by the nesting of the quasi-one-dimensional bands [41].

Unfortunately, these combination would not couple to the B2g shear mode. Other works pro-

posed gx y(x2−y2) A2g , a higher angular momentum version of dx2−y2 [42, 43, 44, 45]. The similar

nodal structures of dx2−y2 and gx y(x2−y2) could reduce the signature on specific heat, but not

remove it entirely. It has been proposed theoretically that this accidental degeneracy is more

consistent with ultrasound experiments than the other symmetry-protected dxz + i dy z propo-

sal [46]. Moving away from the dx2−y2 state, a dx y ± i s∗ state was proposed [47, 48].

Accidental degeneracies should be lifted by small perturbations. Although not definitive,

µSR measurements under isotropic conditions did not observe a split in the critical tempera-

tures [49]. Additionally, disorder by non-magnetic impurities could help split the transition

temperatures [50].

The broad richness of possible superconducting states in SRO is due to the extreme sensiti-

vity of pairing interactions to the normal state electronic structure and many-body effects. Most

theoretical studies have so far neglected SOC whose importance for SRO has been demonstra-

ted in detailed comparisons between photoemission spectroscopy and first-principles calcula-

tions [28, 51, 52]. Here, it is included on the normal state electronic structure that we project

on the relevant t2g subspace. Spin and charge fluctuations driven by electronic correlations in

that subspace provide the pairing interaction [53, 54, 55]. We treat their frequency-dependence

and find that SOC leads to coexistence between even- and odd-ω components. Two leading

superconducting states dominates: the usual B+
1g state and an A−

2g . Their intra-orbital (intra-l )

components are respectively even- and odd-ω. Their accidental degeneracy could resolve the

observed contradictions.

Normal state. – The layered perovskite structure of SRO is characterized by the D4h space

group. The main physics resides within the ruthenium (Ru) and oxygen (O) planes, making it

quasi-2D. The Ru atom is at the center of an elongated octahedron of O atoms. The resulting

crystal field splits its 4d electrons into the unoccupied eg and the partially filled t2g subsets. The

t2g orbitals x y , y z, xz, hybridize with the O’s p electrons to form the α, β and γ Fermi sheets

shown in Fig. A3.1. Since the eg orbitals are far from the Fermi level, the electronic fluctuations

responsible for mediating superconductivity are be solely hosted by the t2g orbitals.

We compute the electronic structure from the projected-augmented-wave pseudopoten-

tial [56, 57] ABINIT implementation [58, 59] of DFT in the local density approximation [60, 61].

We downfold the bands onto the t2g states. The large SOC on the Ru atom couples the x y with

the xz and y z orbitals with opposite spins. Without SOC, spin conservation makes the normal

state Hamiltonian diagonal in spins while crystal-field symmetry preserves the block diagonal

form of the xz,y z sector. With SOC, the spin and orbital sectors are coupled [51]. The colors
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Fig. A3.1. Orbital character projected on the α, β and γ Fermi sheets as also calculated in
Ref. [51]. The blue color corresponds to x y orbital character while the red color corresponds
to y z and xz orbital characters without distinction between these two.

in Fig. A3.1 represent the orbital characters of the resulting Fermi sheets in the first Brillouin

zone. The α and β sheets mainly comes from quasi-one-dimensional bands with xz and y z

orbital characters, while the γ sheet is mostly a quasi-2D band with x y orbital character. The

color code clearly shows that SOC introduces spin-orbital entanglement around the kx = ±ky

diagonals.

Considering local SOC, the Hamiltonian can be block diagonalized into pseudospin up (+)

and down (−) sectors denoted by ρ = ±. Non-local k-dependent SOC effects arise from SOC

on the O atoms when the Hamiltonian is downfolded onto t2g orbitals. Through inter-layer

coupling, this mechanism breaks pseudospin symmetry. However, this effect is negligibly small

at the DFT level [26] and is less enhanced by correlations than local SOC [62]. We can thus work

in a 2D k-space where normal state Green functions Gρ

K l1l2
are block diagonal in the pseudospin

ρ and energy-momentum K ≡ (iωm ,k) basis but need an orbital l1 to l2 dependence.

Linearized Eliashberg equation. – Details and derivations are given in the companion pa-

per [63]. The pairing mechanism is contained in an effective interaction that combines with

the pair susceptibility to yield a pairing function Vpp that must be diagonalized to find the su-

perconducting instabilities of the normal state. This can be written in the form of a linearized

Eliashberg equation [64, 65]

λ∆(1,2) =−Vpp (1,2, 1̄, 2̄)∆(1̄, 2̄). (A3.1)

Boldface numerals such as 1 stand for Matsubara frequencies and quantum numbers descri-

bed above. Overbars stand for implied integration/summation. Given the linear nature of the

equation, the eigenvectors ∆ transform as the irreps of D4h and a superconducting instability

occurs when one of the eigenvalues λ reaches unity. The corresponding ∆ reflects the symme-

try of the Gorkov function 〈Tτψ(1)ψ(2)〉 just below the transition temperature. Here,ψ(1) is the

destruction operator and Tτ is the imaginary-time-ordering operator.

Isoelectronic doping suggests that SRO lies in the vicinity of magnetic orderings [66],

consistent with the important spin fluctuations found by neutron scattering [41, 67, 68, 69].
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In addition, the well established correlated character of Ru t2g electrons [70, 71, 72, 73, 74, 75]

makes SRO the archetypal representative of superconductivity mediated by spin and charge

fluctuations.

Spin and charge fluctuations. – The bare interactions between electrons are diagonal in

the basis of isolated atoms. We model these with the rotationally invariant Kanamori-Slater

Hamiltonian (KSH) [76] characterized by two parameters: the on-site Coulomb repulsion U and

Hund’s coupling J . Since J favours same spin alignment, the inter-orbital (inter-l ) repulsion is

stronger in the inter-spin channel U ′ =U −2J than in the intra-spin one U ′′ =U −3J , imposing

J/U ≥ 0.

In the paring function Vpp , the binding glue for electron pairs consists of low-energy collec-

tive modes formed by an avalanche of electron-hole pairs. In other words, electrons scatter-off

each other through exchange of spin- and charge-density fluctuations. These fluctuations are

captured by the particle-hole (p-h) polarizabilityχph . Here, we computeχph using the random

phase approximation (RPA) where the irreducible p-h vertex Γph is replaced by local interac-

tions that have the symmetries of the local interactions described above. The resulting phase

diagrams exhibit a rich variety of competing ordered states in either the p-h or the particle-

particle (p-p) channels.

The interaction-induced enhancement of spin (charge) fluctuations is quantified by the ma-

gnetic (density) Stoner factor Sm(d). We enforce Sm(d) < 1 to prevent the system from falling into

a magnetic (charge) ordered state. In spin- and charge-fluctuation mediated superconductivity,

χph serves as an effective interaction for pairing electrons in the p-p channel. The irreducible

pairing vertex Γpp is expressed in terms of χph and Γph through Parquet-like equations, but

without the self-consistency [65]. The full pairing susceptibility χpp (Q) is thus enhanced com-

pared to the bare p-p susceptibility χ0
pp (Q). In the absence of magnetic fields, an instability

cascades into a superconducting phase when χpp (Q = 0) diverges, or equivalently when the

pairing function Vpp ≡ Γpp (0)χ0
pp (0) has an eigenvalue equal to unity, as seen in Eq. (A3.1). We

are interested in the symmetry of the SCOP∆.

Pseudospin basis. – The KSH conserves spins but not pseudospins [63, 34]. However, it is

still block diagonal and Vpp can be decomposed into the intra- and inter-pseudospin (intra-

ρ and inter-ρ) channels. Inversion symmetry forces all solutions to have e-p or o-p and Pauli

principle leads to∆ep/op
K l1l2

=∆+−
K l1l2

∓∆−+
K ∗l2l1

where K ∗ ≡ (−iωm ,k). In this basis, Eq. (A3.1) can be

reduced to

λ∆αK =−1

2

∑
K ′

V α
K K ′∆

α
K ′ (A3.2)

forα the e-p (o-p) channel, with the effective vertices V α
K K ′ given in Ref. [63]. This problem does

not introduce new numerical challenges compared with the spin-diagonal case.

The intra-ρ channel however could not be simplified using Pauli principle. Fortunately, we

observe that intra-ρ solutions are nearly degenerate to an inter-ρ one, thus the inter-ρ channel
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is sufficient to discuss solutions. Moreover, we note that Eq. (A3.2) applies regardless of the

method to compute Γph as long as it satisfies the pseudospin block diagonal property.

Results. – In principle, the parameters U and J entering the KSH can be calculated, but their

effective values are different due to screening. We thus explore this parameter space. Instead of

U and J , we quantify the interactions by J/U and Sm . In addition to J > 0, the repulsive nature

of the KSH constrains J/U < 1/3 but we consider J/U ≤ 0.45 to allow some attractive interac-

tions. Sm quantifies the proximity to a magnetic transition. The closer to Sm = 1, the larger

the magnetic fluctuations. Because SRO is in proximity to magnetic orderings [66], we study

Sm ≥ 0.5 to tune the system in the vicinity of a magnetic instability. We never reach Sm (Sd ) ≥ 1

since it would correspond to a magnetic (charge) instability of the p-h channel.

Fig. A3.2 shows a phase diagram in the Sm vs J/U parameter space of the irrep that characte-

rizes how the leading eigenvector of Eq. (A3.2) transforms. An irrep classifies how symmetries of

the normal state are broken upon entering the ordered state. For SCOPs, ∆µ1µ2
K transforms like

two electrons with four quantum numbers each: the energy-momenta K and −K and the spin-

orbital indices µ1 ≡ (σ1, l1) and µ2. The normal state transforms spatially like the D4h group.

It also has TR symmetry, which is always satisfied within a global phase. Given that even- and

odd-ω contributions can mixed when pairing between different orbitals is considered [77], we

label the irreps with +/− [78, 63] based on the intra-l components since these are pure in even-

/odd-ω.

Fig. A3.2. (Color online) Global irrep of Eq. (A3.2)’s leading eigenvectors at T = 250 K. A square’s
transparency represents the eigenvalue between 0 and 1. Notice a bigger black triangle N (star
F) symbol for J/U = 0.15 (0) and Sm = 0.9 (0.75), referred to in the text.
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Another way to characterize SCOPs is to use the SPOT classification [79] or generaliza-

tions [80]. The operations of exchanging the spins, momenta, orbitals and frequencies are res-

pectively designated by Ŝ, P̂∗, Ô and T̂ ∗. Using those, the Pauli principle for a two-fermion

gap function reads ŜP̂∗ÔT̂ ∗∆=−∆. They are idempotent, thus each operation has eigenvalue

±1 labelled S,P,O,T . Since D4h has inversion symmetry, P̂∗∆=+(−)∆ and corresponding irreps

are labelled by g (u), respectively noted +P (−P ). Neglecting SOC, we similarly have Ŝ∆=+(−)∆

for triplet +S (singlet −S) solutions. However, SOC in multi-orbital systems introduces spin-flip

and inter-l interactions that mix +S and −S solutions [51], along with ±O and ±T . Consequently

SCOPs no longer are eigenvectors of either Ŝ, Ô and T̂ ∗ operators.

Tableau A3.1. SPOT decompositions of the gap functions in Figs A3.3. Here, P SPOT∆ is the
ratio of the absolute values of the projected gap function∆ for a specific SPOT on the total one.

S P O T P SPOT∆N(B+
1g ) P SPOT∆F(A−

2g )

- + + + 95% <1%
+ + + - 10% 81%
+ + - + 29% 58%
- + - - 0% <1%

Only two different irreps appear in the phase diagram Fig. A3.2: a B+
1g and a A−

2g . For each,

we selected a SCOP labelled by N andF respectively. In Table A3.1, we show their respective

projections on SPOT eigenvectors. In Fig. A3.3, we display the real and imaginary momentum

distribution in the pseudospin-orbital basis at iω0 ofN in a) andF in b).

We first discuss theN (B+
1g ) SCOP. Details are given in Ref. [63]. All the contributions are e-p

+P . The intra-l pairs form spin-singlet −S with even-ω +T character. We fix the global phase

such that they are purely real. The l1 = l2 = x y component is the largest and, as seen in the 11

Fig. A3.3. Real and imaginary parts at iω0 of the leading gap functions denoted by the a)N (B+
1g )

and b)F (A−
2g ) symbols in Fig. A3.2. Each 3×3 matrix is for one pseudospin component. Each

square in the matrix is the momentum distribution of a component of the gap function. It is
shown in the first Brillouin zone for kz = 0 and kz = 2π/c. The color goes from −1 (blue) to 1
(red) and components were rescaled with a coefficient printed at their respective Γ point. The
colors around the squares show the SPOT character of each component as in Table A3.1.
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component in Fig. A3.3 a), it transforms like a B1g dx2−y2 function in k-space. It was attributed

to the γ band’s antiferromagnetic nesting vector [32]. Globally, these pairs transform like B+
1g

with −S+P+O+T character.

Because one of the paired x y electrons can propagate to the {xz,y z} orbitals by flipping

a spin yet preserving pseudospin, SOC generates inter-l pairs which now have equal spins, i.e.
+S. These x y ; {y z, zx} inter-l components are comparable in magnitude to the x y ; x y one. They

transform globally like B1g . There are two possibles SPOT characters that can entangle without

affecting TR symmetry: +S+P−O+T and +S+P+O−T . In Fig. A3.3 a), the real (imaginary) parts

of ∆↓↓
y z,x y and ∆↑↑

x y,y z (∆↓↓
zx,x y and ∆↑↑

x y,zx) have +S+P−O+T character while their complementary

imaginary (real) parts have +S+P+O−T character.

Finally, the other x y electron can also flip its spin and propagate to {y z, zx} orbitals. All or-

bital sectors are connected and the intra-l ∆−σ,σ
y z,y z and∆−σ,σ

zx,zx are the second largest components.

They globally transform like the∆σ,−σ
x y,x y component as B+

1g with −S+P+O+T character.

This B+
1g state is a prime candidate for accidental degeneracies in SRO, yet the entangle-

ment of SPOT characters was rarely discussed. We see that SOC couples all orbital sectors into

a single global irrep with ubiquitous even- and odd-ω correlations [77]. Although arguably res-

ponsible for the finite polar Kerr effect [81], they are insuffisant to explain the two-component

signatures in SRO, which motivates revisiting the polar Kerr experiment under uniaxial pres-

sure.

Moving to theF (A−
2g ) SCOP shown in Fig. A3.3 b), we fix the global phase so the −T intra-

l components are purely imaginary. They transform like +S+P+O−T . Because they form +S

spin-triplets for σ1 = −σ2, a spin-flip induced by SOC preserves +S in inter-l sectors. Those

have dominant +S+P−O+T and subdominant +S+P+O−T characters.

The interest in this SCOP is two-fold. First, it transforms like A2g , consistent with ultrasound

experiments. Second, intra-l odd-ω SCOP are gapless at the Fermi surface and their contribu-

tion to the specific heat could be extremely subtle. Consequently, an accidental degeneracy

between B+
1g and A−

2g could explain the discrepancy between specific heat and µSR under uni-

axial strain, motivating further investigations.

Finally, the absence of the dy z ± i dzx (E+
g ) [25, 26], E−

g [29], s∗-wave (A+
1g ) [33, 34, 35] and

gx y(x2−y2) (A+
2g ) [42, 43, 44, 45] solutions as dominant instabilities is explained by the requi-

rement from SOC in 2D that all orbital components participate in pairing and transform like

a unique global irrep. Instead, we find that most subleading eigenvectors have odd-ω intra-l

components [63].

Summary. – We found that SOC leads to multi-orbital SCOP with multiple SPOT contribu-

tions. In proximity to a magnetic instability, we found the B+
1g state often considered to explain

SRO. Further away from the magnetic instability, we found an A−
2g whose intra-l components

are odd-ω. Their combination into an accidental degeneracy could explain superconducting

SRO since this solution has the potential to explain all experiments, notably the discrepancy
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between specific heat and µSR for uniaxial strain. Their study requires calculations of obser-

vables for gap functions that contain odd-ω contributions.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans cette thèse, nous étudions un phénomène physique émergeant d’atomes et d’électrons

en interactions: la supraconductivité. Bien que les éléments pris individuellement soient bien

compris par la conception moderne de la physique du modèle standard, un ensemble d’élé-

ments non-interagissants n’est pas uniquement la somme de ses éléments. Ce sont les interac-

tions qui donnent naissance à l’émergence.

Ce concept revient souvent en physique, parce que les états stables d’un système peuvent

être considérés comme des combinaisons d’éléments qui n’interagissent pas avec les autres et

lorsqu’on exprime un problème dans une base d’éléments relativement peu interagissants, les

interactions peuvent être traitées comme de simples perturbations. Quand un problème com-

pliqué peut être approximé par des éléments relativement stables et indépendants auxquels on

ajoute de petites corrections, la tâche de le résoudre se simplifie grandement. Appliquer cette

logique à différentes échelles permet de remonter les différents niveaux d’organisation de l’uni-

vers. Cette idée est à la base de la modélisation par simulation numérique et permet de vérifier

quels éléments sont importants dans l’émergence d’un phénomène.

La supraconductivité émerge d’un état solide formé de noyaux atomiques et d’électrons en

interaction. Les noyaux atomiques étant beaucoup plus lourds, on peut négliger les interactions

atomes-atomes ou les traiter comme des perturbations. Lorsque les électrons n’interagissent

pas entre eux, on inclut l’interaction électron-atomes dans la définition d’un quasi-électron.

Lorsqu’ils interagissent ensemble faiblement, on peut utiliser la théorie de la fonctionnelle de

la densité (DFT), une méthode totalement fructueuse, reconnue et populaire pour simuler les

propriétés des matériaux. Dans cette dernière, on utilise l’idée qu’un problème d’électrons in-

teragissants est analogue à un problème effectif de fermions auxiliaires non-interagissants pour

simplifier la résolution du problème initial.

La DFT simule bien une panoplie de matériaux et permet de bien les catégoriser parmi les

métaux, semi-conducteurs ou isolants. Cependant, dans les matériaux ayant des fortes interac-

tions entre les électrons, les fonctionnelles d’échange-corrélation connues pour la DFT peinent



à expliquer et reproduire les phénomènes émergents les plus spectaculaires. On les appelle

des matériaux quantiques car ces propriétés résultent d’interférences constructives entre des

superpositions d’états électroniques. Effectivement, ces phases ne s’expliquent pas en termes

de quasi-électrons indépendants, car les concepts stables qui décrivent un tel système doivent

faire intervenir un niveau supérieur d’organisation. Afin d’incorporer ces fortes interactions à

la DFT, on peut l’unir à la théorie du champ moyen dynamique. Cette dernière utilise la localité

de l’interaction entre les électrons afin de séparer un atome de tous les autres, et de résoudre

dynamiquement cet atome seul par rapport au reste du réseau. Ainsi, on conserve une vision

à un corps, mais on ne tente même pas d’exprimer le problème dans une base d’états à une

particule: les électrons sont explicitement dynamiques ou, autrement dit, il faut superposer

plusieurs états d’électrons indépendants pour les décrire.

Si on cherche les concepts utiles dans ces systèmes, plutôt que des quasi-électrons, il faut

penser le problème en termes d’objets composites impliquant plusieurs corps. En étudiant les

propagateurs à deux corps, on arrive déjà mieux à comprendre certaines des phases ordonnées

des matériaux quantiques. Les interactions à deux corps se manifestent dans le vertex, et en

modélisant les corrections du vertex, on prétend simuler la supraconductivité dans le ruthénate

de strontium (SRO).

Celui-ci est un des matériaux dont la supraconductivité émerge des interactions électro-

niques ayant les échantillons les plus purs. Ainsi, il a été excessivement bien étudié et théorisé.

Or bien que son état normal soit presque complètement compris, les propositions pour la sy-

métrie de son état supraconducteur sont plus dispersées que jamais et ne concordent tout de

même pas avec toutes les expériences. Dans cette thèse, nous réalisons des simulations par

principes premiers en utilisant la DFT avec le couplage spin-orbite, ou la DFT+DMFT. Nous

complémentons les structures électroniques résultantes en ajoutant l’effet des fortes corréla-

tions au niveau du vertex en conservant les dépendances en impulsions, en spins, en orbi-

tales et en fréquences, un niveau de généralité rarement égalé. Pour ce faire, nous avons dû

développer et généraliser des formalismes existants. Nos calculs de la supraconductivité non-

conventionnelle du SRO suggèrent une nouvelle symétrie ayant un fort potentiel pour expliquer

toutes les expériences. Elle repose cependant sur une conception quelque peu inhabituelle: la

supraconductivité impaire en fréquences. Nos contributions démontrent comment ces idées

modernes se manifestent dans un matériau comme le SRO, en plus d’expliquer comment les

appliquer à une large gamme d’autres matériaux.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons d’abord discuter des perspectives dans le domaine

de la supraconductivité, puis présenter de quelle manière l’étude des systèmes à plusieurs corps

transcende la physique des matériaux puisqu’elle peut être formulée à des niveaux plus évolués

d’organisation.
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4.1. Perspectives en supraconductivité

La supraconductivité a déjà beaucoup d’applications sur le marché [1]. On la retrouve no-

tamment dans les accélérateurs de particules du CERN [2], des réacteurs à fusion nucléaire [3]

ou dans certains ordinateurs quantiques [4]. On voit bien cependant que ce sont là des applica-

tions extrêmement nichées et, mis-à-part lors d’un examen médical d’imagerie par résonance

magnétique (IRM), il y a peu de chances qu’une personne hors du domaine de la recherche en

physique rencontre un supraconducteur à l’action dans sa vie de tous les jours. Il y a plusieurs

raisons pour cela, que ce soit les trop faibles températures critiques supraconductrices, les pres-

sions géocentriques nécessaires, la fragilité des matériaux, leur coût monétaire et environne-

mental ou bien le problème du joint de grain. Pour plusieurs de ces raisons, les applications

des supraconducteurs encore à ce jour utilisent typiquement des matériaux conventionnels, la

classe la plus âgée et la plus simple de supraconducteurs.

Prédictions de matériaux et ingénierie. — En étudiant les supraconducteurs comme le ru-

thénate de strontium, on cherche à comprendre si bien l’émergence de son état ordonné qu’on

arrive également à prédire les propriétés supraconductrices de n’importe quel matériau, avant

même sa synthèse. Effectivement, la synthèse de matériaux est un processus excessivement dif-

ficile et long qu’il faut optimiser pour chaque matériau qu’on désire étudier. Ainsi, l’idée est de

pouvoir utiliser une simulation numérique prédisant des propriétés convoitées afin de guider

les protocoles de synthèse, plutôt que d’avancer à tâtons.

Une réalisation récemment rendue possible grâce à des avancées majeures en techniques

de dépositions de films est l’ingénierie d’hétérostructures artificielles [6, 7]. Illustrée à la fi-

gure 4.1 a), cette technique permet d’empiler des couches d’épaisseur monoatomique pour

Fig. 4.1. Ingénierie d’hétérostructure. a) En prenant différentes couches de matériaux bidi-
mensionnels, on peut concevoir des matériaux idéaux. Image prise de la référence [5] sous la
licence CC BY 4.0. b) Exemple de bi-couches d’un matériau bidimensionnel hexagonal tour-
nées d’un angle θ.
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faire émerger de nouvelles propriétés initialement absentes. En choisissant les différentes

couches, on peut alors concevoir des matériaux idéaux pour certaines applications.

Une autre approche laissant présager des avenues intéressantes est la superposition de mo-

nocouche de matériaux avec un angle entre les deux, illustré à la figure 4.1 b). Effectivement,

depuis la découverte de supraconductivité dans le bi-graphène avec un angle magique d’en-

viron 1.1◦ entre les deux couches [8], on réalise qu’il y a d’innombrables nouvelles possibili-

tés d’ingénierie qu’on aimerait pouvoir prédire. Similairement, la découverte d’une supracon-

ductivité topologique de type d chirale dans les bi-couches de cuprates torsadées indique la

possibilité qu’on puisse éventuellement concevoir des qubits topologiques pour l’informatique

quantique [9].

Finalement, avoir une connaissance éclairée des conditions menant à l’émergence des

phases spéciales des matériaux quantiques ouvre la porte à la possibilité de les modifier en

changeant la composition chimique. À la figure 4.2, on illustre l’abondance relative des élé-

ments dans le système solaire, avec la couleur caractéristique du type d’éléments dans le ta-

bleau périodique incrusté. Cette abondance est excessivement importante, car elle représente

également le coût monétaire et environnemental associé à l’exploitation de ces éléments, dans

le but d’en faire des applications. Ainsi, prenons par exemple le SRO. Le ruthénium étant par-

ticulièrement précieux et rare, à moins qu’on ne fasse de l’extraction minière d’astéroïdes [12],

les applications l’utilisant risquent à jamais d’être réservées à des applications bien spéciali-

sées. En revanche, les matériaux à base de cuivre ou de fer ont un bien meilleur potentiel éco-

nomique. En ce qui à trait aux éléments agissants comme des réservoirs de charges par exemple

Fig. 4.2. Abondance relative des éléments dans le système solaire. Leur couleur respective est
associée à leur classification dans le tableau périodique, incrusté dans la figure. Image modifiée
à partir des références [10, 11] sous la licence CC BY-SA 3.0. Nous avons mis l’une en incrustée
de l’autre et nous avons colorié les points pour les assigner aux types d’atomes.
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le strontium ou le lanthane, ceux-ci restent rares et précieux. Concevoir des matériaux préser-

vant les propriétés convoitées, mais dans lesquels ils sont remplacés au moins partiellement par

du calcium, du magnésium ou quoi que ce soit de plus accessible, est une tâche extrêmement

importante afin de favoriser la démocratisation des ces technologies.

Métaux d’hydrogène sous pression. — Lorsqu’on comprend bien l’émergence d’un phéno-

mène dans un matériau, on est alors en mesure d’avoir des intuitions sur d’autres matériaux

avec des propriétés similaires. On peut ensuite développer des théories quantitatives qui nous

donnent des estimés précis avant même d’avoir réellement fait la synthèse d’un matériau po-

tentiel. Un exemple retentissant d’une telle réalisation est la supraconductivité à haute pression

dans les métaux d’hydrogène. Tel qu’expliqué à la section 3.2, la supraconductivité convention-

nelle émerge depuis les métaux grâce aux interactions entre les électrons et les vibrations du ré-

seau, les phonons. Or plus les atomes du réseau sont légers, plus les phonons sont importants.

Ainsi, en 1968, Neil Ashcroft a prédit que si on arrivait à produire un métal d’hydrogène, on

pourrait trouver des températures critiques beaucoup plus élevées que le maximum de 40 Kel-

vins estimé pour les matériaux conventionnels [14]. Le problème est qu’à basse température,

deux hydrogènes se stabilisent simplement en formant une liaison covalente résultant en une

molécule de H2, un isolant. Cependant, à des pressions de plusieurs millions de fois celle de

Fig. 4.3. Tableau périodique de la supraconductivité dans les matériaux binaires à base d’hy-
drogène. En rouge, les matériaux confirmés expérimentalement avec leur température critique
maximale. En turquoise, les prédictions théoriques. Image obtenue de la référence [13] sous la
licence CC BY 4.0.
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l’atmosphère terrestre, comme au centre de la Terre, les liens changent et laissent place à un

métal.

Dans les dernières années, les technologies de cellules à enclumes de diamant ont permis

d’atteindre ces pressions de l’ordre de celles au centre de la Terre, mais en laboratoire [15]. Ainsi,

après près de 50 ans, les prédictions de Aschcroft ont pu être confirmées. Même que dans l’an-

née dernière en 2020, cette méthode a mené à l’observation d’une phase supraconductrice à

température ambiante (288 Kelvins ou 15◦ Celius) dans un système d’hydrure de soufre car-

boné [16].

Dans ces métaux d’hydrogène sous haute pression, on prend un atome porteur d’électrons

et on lui fournit le plus d’hydrogènes possibles afin d’amplifier les phonons. Ainsi, pour arriver

à ces impressionnantes températures critiques, les scientifiques se sont concentrés sur les hy-

drures binaires, c’est-à-dire des matériaux formés d’hydrogènes et d’un autre atome. Du point

de vue expérimental, on essaie de synthétiser la version ayant le plus d’hydrogènes, et du point

de vue théorique, on fait des prédictions précises de la valeur de la température critique atten-

due. La figure 4.3 récapitule bien où les connaissances collectives se situent présentement.

Systèmes hors-équilibre. — Comme probablement constaté au travers de cette thèse, il y a

plusieurs moyens de faire varier les états émergents d’un matériau. En dopant un matériau cor-

rélé, c’est-à-dire en modifiant les atomes qui agissent comme réservoirs de charges pour ajuster

la quantité d’électrons du système, on trouve de riches diagrammes de phases comme ceux des

cuprates à la figure 1.5. En changeant la pression, on peut trouver de la supraconductivité à

température ambiante dans les hydrures, ou bien on peut révéler des propriétés cachées dans

le SRO comme discuté à la section 3.4. Dans ces cas, le système est perturbé et trouve un nouvel

équilibre, un nouvel état fondamental.

Il existe une autre manière de modifier un matériau: le faire interagir avec quelque chose

provenant de l’extérieur du système. On dit alors que le système est entraîné, ou bien hors-

équilibre. Comme il y a une infinité de modulations externes possibles, cette approche est hau-

tement versatile et flexible. Toutefois, les systèmes hors-équilibre sont excessivement difficiles

à simuler et comprendre, dû à leur immense quantité de degrés de liberté.

Parmi les observations expérimentales qui ont été réalisées dans ce domaine, certains ont

annoncé avoir observé de la supraconductivité induite par la lumière [17, 18, 19]. En prenant

des matériaux possédant une phase supraconductrice à basse température puis en les excitant

avec de la lumière à très basse fréquence tel qu’illustré à la figure 4.4, ils arrivent à reproduire

des propriétés de la phase supraconductrice, mais à de bien plus hautes températures. L’expli-

cation donnée est que les ondes dans le régime des térahertz ont les énergies des phonons du

système. En illuminant le matériau, certains phonons s’activent et peuvent amplifier la produc-

tion de paires de Cooper supraconductrices, ou bien réduire l’effet des autres phases ordonnées

en compétition avec la supraconductivité. Peut-être un jour aurons-nous des matériaux supra-

conducteurs à haute température constamment bombardés de faisceaux de lumière?
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Fig. 4.4. Illustration d’un matériau excité par la lumière. Cette manière de modifier un maté-
riau permet de générer des phases similaires à la supraconductivité, mais à de bien plus hautes
températures.

Afin d’étudier les propriétés hors-équilibre des matériaux, on peut utiliser des méthodes ex-

périmentales dites résolues en temps. Dans celles-ci, on génère des excitations par impulsion,

puis on fait une mesure après un temps ∆t . En balayant les ∆t , on peut reconstruire la varia-

tion temporelle de la quantité mesurée et retrouver sa structure dynamique. Par exemple, la

microscopie de rayons-x résolue en temps permet d’imager la dynamique structurelle de la re-

laxation d’un état excité par la lumière vers son état fondamental [20]. De même, la spectroco-

pie de photo-émission résolue en angle et en temps permet de voir la dynamique de relaxation

des électrons [21, 22, 23]. Théoriquement, ces systèmes sont un défi immense, mais il existe

plusieurs manières de l’approcher. Pour les matériaux corrélés, la théorie du champ moyen

dynamique discutée à la section 2.2.5 peut être formulée dans un contexte hors-équilibre [24].

Température ambiante. — En ce moment, les applications de la supraconductivité l’uti-

lisent à peu près toutes à des températures cryogéniques nécessitant de l’hélium liquide à en-

viron quatre Kelvins. Ainsi, on parle souvent de la supraconductivité au-delà de la température

dite ambiante de 273 Kelvins comme d’un Graal qui permettrait finalement la révolution tech-

nologique supraconductrice. On a vu que c’était maintenant possible sous des conditions de

pressions extrêmement hautes, mais cette nouvelle contrainte ne fait que déplacer le problème.

En réalité, l’objectif de la température ambiante n’est pas nécessaire à la révolution. Il est vrai

que l’hélium liquide est excessivement dispendieux et ne refroidit pas beaucoup, ainsi il en faut

beaucoup et les instruments l’utilisant sont très gros. Plutôt que de viser vers la température

ambiante, une alternative bien plus réaliste et suffisamment abordable est le refroidissement à

l’azote liquide, qui a une température à pression ambiante de 77 Kelvins. En plus d’être environ
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30 fois moins cher par litre que l’hélium [25], il en faut beaucoup moins lors d’un refroidisse-

ment.

Or il existe déjà plusieurs états supraconducteurs démontrant des températures critiques

supérieures à celle de l’azote liquide. Où est donc notre révolution technologique? D’abord,

pour ce qui a trait à l’informatique quantique, on ne veut pas vraiment aller à de hautes tempé-

ratures, car plus celles-ci sont élevées, plus on a de population d’états excités et de décohérence,

ce qui détruit rapidement les qubits et les propriétés quantiques de l’information. Également,

les longueurs de cohérence de ces matériaux sont trop petites pour les utiliser efficacement

dans des jonctions de Josephson. Pour toutes les autres applications cependant, la supracon-

ductivité à haute température est préférable.

Pour l’instant, seuls les cuprates ont manifesté des phases supraconductrices volumiques

qui ont dépassé 77 Kelvins. Le problème avec ceux-ci est que leur état solide est une céramique

très rigide et peu flexible. On ne peut pas vraiment leur appliquer de pression et ils sont ex-

cessivement fragiles, ce qui fait qu’ils peuvent difficilement être utilisés dans les applications

technologiques. De plus, à cause de la faible longueur de cohérence des paires de Cooper et

du paramètre d’ordre anisotrope de ces matériaux, le problème du joint de grain semble incon-

tournable [26]. Ce problème apparaît lorsqu’on fait traverser un courant dans un supraconduc-

teur. À une interface où il y a eu une brisure ou un glissement dans le cristal, les paires de Cooper

se brisent très facilement et la supraconductivité devient hautement fragile. Ainsi, le courant

maximal qu’on peut faire traverser dans un supraconducteur est radicalement limité par cet

effet, ce qui fait qu’on ne peut pas vraiment tirer profit de ses propriétés supraconductrices.

Conséquemment, il faudrait soit se débarrasser du problème du joint grain, soit concevoir des

cristaux de cuprates immenses, soit trouver des matériaux avec les propriétés électroniques des

cuprates, mais avec des propriétés structurelles différentes.

Supraconducteurs à base de fer. — En 2008, une nouvelle classe de supraconducteurs non-

conventionnels a été découverte, celle-là utilisant le fer comme atome corrélé [27]. Depuis, de

nombreux matériaux volumique de cette classe ont été rapportés mais ont tous des tempéra-

tures critiques sous celle de l’azote liquide [28]. Tout de même, comme le fer est très abordable

et commun, ces matériaux ont un grand potentiel économique et environnemental. Malheu-

reusement, ces matériaux sont également durs mécaniquement et fragiles [29], mais au moins

ils ont un problème de joint de grain moins important à cause de leur paramètre d’ordre plus

isotrope [30]. De plus, il a été démontré qu’une monocouche de FeSe sur du SrTiO3 aurait une

température plus élevée que 100 Kelvins [31]. Ce genre d’ingénierie pourrait mener à de nou-

velles applications utilisant l’azote liquide.

Impacts de la simulation de matériaux. — Ainsi, il reste beaucoup de problèmes à ré-

gler avant d’obtenir notre convoitée révolution technologique supraconductrice. Avec toutes

les nouvelles avenues découvertes des dernières années, ce domaine de la physique continue
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d’être très dynamique et nous approchons peu-à-peu d’une excellente compréhension du phé-

nomène. Même en accomplissant ce but ambitieux, nous ne sommes cependant pas assurés

qu’il nous permettra de trouver de meilleurs matériaux que ceux qui sont déjà utilisés dans les

applications. Bien sûr, l’avancement des connaissances collectives a une valeur intrinsèque in-

estimable qui justifie en partie la recherche sur le sujet. Toutefois, il y a certainement un aspect

anthropocentrique, voire égocentrique à cette quête, car l’humanité s’entête à comprendre tous

les phénomènes de la nature, qu’ils soient utiles ou non. Dans le cas de la supraconductivité,

ses applications ont déjà démontré leur utilité, et pour la suite, avec tous les progrès aussi bien

théoriques qu’expérimentaux en conception, synthèse et ingénierie, il y a de quoi être optimiste

qu’il est possible de réduire leurs coûts économiques et environnementaux, de les intégrer plus

communément et de démocratiser leurs utilisations.

4.2. Transcendance des effets à plusieurs corps

Depuis que le Big Bang a introduit une grande quantité d’excitations dans l’univers, celles-ci

se relaxent progressivement dans des configurations de plus en plus probables, selon les prin-

cipes de la thermodynamique. Nous faisons partie d’une grande soupe d’énergie qui tranquille-

ment se refroidit. À travers tout cet espace-temps, des structures se forment afin de préserver

leur stabilité, avant de continuer à refroidir. Mathématiquement, on dirait que des ensembles

locaux adoptent des configurations qui sont des minima de l’énergie libre durant leur descente

vers le minimum global. Lorsqu’une telle configuration quasi-stable existe, sa représentation

est bien définie, du moins à l’intérieur d’une longueur de cohérence spatiale et d’un temps de vie

temporel.

Dans cette thèse, on a utilisé cette idée au niveau des matériaux. On a débuté avec des

quasi-particules bien définies et non-interagissantes, puis on a considéré les interactions à plu-

sieurs corps pour parler des configurations à plus grande échelle. Dans un métal, les noyaux

et les quasi-électrons de conduction sont les éléments compréhensibles et stables. Dans un

supraconducteur, les quasi-électrons de conduction forment des paires et condensent en un

seul état quantique macroscopique. Les électrons n’ont plus vraiment de sens à l’extérieur des

paires, ou même à l’extérieur de l’état cohérent complet dans un sens. Dans cette section, on

extrapole les concepts de quasi-particules et d’effets à une autre échelle d’organisation: l’hu-

main. Évidemment, la présente discussion se veut une métaphore et est explorée comme un

exercice philosophique.

Un humain moyen moderne est un concept stable à l’échelle de la Terre, avec une demi-vie

d’environ 40 ans. Certains aiment penser l’humain comme un objet isolé, mais comme une

particule dans un matériau, ce dernier a plus de sens lorsqu’il est habillé par ses interactions et

son environnement. Un humain isolé dans l’espace est une chose, mais en fait, son environ-

nement a un impact si grand que les propriétés de l’humain sont modulées dans le concept de
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quasi-humain. Comme le quasi-électron, le quasi-humain incluant à fois l’humain et ses inter-

actions avec son environnement sont une meilleure représentation de la réalité que l’humain

lui-même.

Du point de vue physique, on peut aisément concevoir l’interconnexion de l’humain à son

environnement: pour rester stable, l’humain doit perpétuellement échanger de la matière et

de l’énergie avec son environnement car ses cellules, des éléments d’un niveau d’organisation

moins élevé le composant, ont un temps de vie bien inférieur et sont constamment remplacées.

À l’image du bateau de Thésée [32], un humain typique aura échangé l’entièreté des atomes qui

le composent plusieurs fois au cours d’une vie. C’est qu’en réalité, il n’est pas défini comme

l’ensemble de ses constituants, mais plutôt comme un état émergent.

Du point de vue de la conscience, le principe de minimisation de l’énergie libre de Fris-

ton [33, 34] attribue l’émergence de la conscience à une tentative de classifier l’information

qu’un humain obtient à partir de ses sens, ses capteurs le connectant au reste. L’humain, afin

de réguler son homéostasie, d’optimiser son énergie, de contrôler ses paramètres externes ou

simplement de minimiser les risques pour sa santé, aurait développé la capacité de conceptua-

liser un modèle de sa réalité externe pour assurer une prise de décision améliorant sa survie.

Pour construire ce modèle de la réalité, l’humain fait constamment des prédictions sur sa réa-

lité et les vérifie avec ses interprétations sensorielles. Il réadapte constamment son modèle

interne afin de minimiser la surprise et ainsi être en mesure de comprendre sa réalité. Cette

théorie se base sur le cerveau comme une machine à inférence. La conscience est en quelque

sorte la propriété émergente du modèle de la réalité d’un humain et celui-ci est entièrement

façonné par la perception du cerveau à travers ses interactions et ses sens.

À l’image d’un algorithme d’apprentissage machine, le cerveau use de répétitions, pratiques

et expérimentations afin d’ajuster les paramètres de son modèle de la réalité. Ce faisant, il

produit des représentations qui sont stables dans son expérimentation. Un concept n’a de sens

que lorsqu’il a été continûment vérifié comme ayant les bonnes propriétés. Sinon, il est associé

à de l’incertitude et de la surprise potentielle.

Pour résumer, l’humain est un concept qui a du sens pris seul, mais qui est une moins bonne

représentation de la réalité que le quasi-humain dans lequel les interactions avec l’environne-

ment sont explicitement intégrées. En d’autres mots, bien que la perspective de l’individu soit

forte et importante, elle est une approximation car en réalité, nous sommes bien plus que les

atomes qui nous composent. Notre personnalité est construite par nos relations avec les autres

et nous sommes le produit d’une collectivité toute entière. D’une certaine manière, l’individu

humain est un moins bon concept que le quasi-humain, indissociable de ceux qui ont participé

à le façonner. Il existe même une échelle d’organisation dans laquelle nous formons, à l’union,

une entité plus stable que nous-mêmes. Ce point de vue s’intègre complètement dans une

vision du déterminisme philosophique et sa conclusion est qu’il n’y a pas vraiment d’humains

auto-conçus (de l’anglais self-made man [35]). Nous sommes plutôt un produit naturel de notre
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environnement, de la société qui nous hébergent et s’occupent de nos besoins, des institutions

qui nous éduquent et nous protègent, de la culture qui offre une ouverture sur l’entité compo-

site collective, et bien sûr de nos relations humaines directes, c’est-à-dire les êtres proches et

importants qui amplifient la qualité du temps passé à être. Nous sommes partiellement les uns

et les autres à traverser les épreuves de la vie. De cette réalisation, je vous encourage à consulter

la section Remerciements qui rend hommage aux responsables principaux de cette thèse.
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