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RESUME

Nous exposons un algorithme permettant de discrétiser les équations différen-
tielles aux dérivées partielles de maniére & préserver leurs symétries. La méthode
est appliquée & I’équation de la chaleur, & ’équation de Burgers, a 1’équation de
Burgers pour le potentiel et a ’équation de Korteweg-de Vries. En préservant les
symétries, il est possible d’appliquer la théorie des groupes de Lie pour en obtenir
des solutions exactes.

L’effet d’une transformation hodographe sur un schéma invariant est ensuite
étudié. Cette transformation est utilisée pour générer de nouveaux schémas inva-
riants et pour en obtenir des solutions exactes.

Finalement, trois simulations numériques sont réalisées. L’objectif principal est
de comparer Pefficacité des schémas invariants & celle de méthodes aux différences

finies standards.

Mots clés : Equations différentielles aux dérivées partielles, équations aux

différences finies, symétries, schémas invariants et transformation hodographe.



ABSTRACT

We present an algorithm for discretizing partial differential equations in such a
way as to preserve their symmetries. The method is applied to the heat equation,
the Burgers’ equation, the Burgers’ equation in potential form and the Korteweg-de
Vries equation. By preserving the symmetries it is possible to apply the Lie group
theory to obtain exact solutions of the invariant schemes.

The effect of a hodograph transformation on invariant schemes is studied. It is
used to generate new invariant schemes and get exact solutions.

Finally, three numerical simulations are performed. The goal is to compare the

effectiveness of invariant schemes versus standard finite difference methods.

Key words : Partial differential equations, finite difference equations, symme-

tries, invariant schemes and hodograph transformation.
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Symmetry, as wide or narrow as you may define its mea-
ning, is one idea by which man through the ages has tried

to comprehend and create order, beauty, and perfection.

Hermann Weil, Symmetry, p.5, Princeton, 1952.
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Introduction

De nos jours, I’étude des phénoménes naturels décrits par des équations différen-
tielles nécessite de plus en plus que I’on ait recours & des méthodes numériques pour
en obtenir des solutions. Dans les cinquantes derniéres années, de grands efforts
ont été réalisés pour développer des algorithmes numériques minimisant les erreurs
de troncature locale. Ces méthodes, lorsque appliquées avec soin, permettent de
résoudre, avec une grande exactitude, une panoplie d’équations différentielles.

Néanmoins, les méthodes basées sur le controle des erreurs locales ne permettent
pas nécessairement de préserver les propriétés qualitatives et géométriques du pro-
bléme continu. Un des défis de I’analyse numérique moderne consiste & développer
de nouvelles méthodes numeériques incorporant certaines structures du probléme
original [32]. Parmi les diverses méthodes mises au point, on retrouve entre autre
les intégrateurs symplectiques, [2,12], les méthodes basées sur la conservation de
I’énergie [44], et celles basées sur P’application des groupes de Lie [3,14-19,22-25,
28,29,33,37,39-43,47,51,56]. Dans ce mémoire, nous nous intéressons & 1’étude des
schémas numériques qui préservent les symétries des équations différentielles.

L’étude des symétries de schémas numeériques approximant un systéme d’équa-
tions différentielles peut se faire sous deux approches différentes. L'une d’elle con-
siste & définir des schémas invariants sur des maillages & pas fixes et & considérer
des transformations n’agissant pas sur les maillages [29, 33,43]. Pour obtenir des
symétries intéressantes, des transformations agissant sur plus d’un point & la fois

doivent étre envisagées. La deuxiéme approche consiste & définir des schémas inva-



riants sur des maillages évolutifs. Une telle approche est utilisée lorsque le groupe
de transformations agit & la fois sur les variables indépendantes et dépendantes. En
plus de permettre la transformation des équations approximant un systéme d’équa-
tions différentielles, on permet aussi au maillage de se transformer. Présentement,
deux approches sont développées pour aborder cette question. L'une d’elle est basée
sur Papplication de la théorie des repéres mobiles d’Elie Cartan [37,47] ; tandis que
lautre repose sur 'utilisation des générateurs infinitésimaux de symétries, introduit
par Sophus Lie [3,14-19,22-25,28,29, 33,39-43, 51, 56].

Dans ce mémoire, tous les schémas numériques invariants mis au point sont
obtenus en utilisant le formalisme des générateurs infinitésimaux de symétries.
Ce travail s’inscrit dans un programme de recherche, entamé il y a environ une
quinzaine d’années, visant & développer les applications de la théorie des groupes
de Lie aux équations aux différences finies pour en faire un outil aussi puissant que
sa contre-partie continue. Rappelons certaines propriétés importantes des symétries

des équations différentielles motivant I'effort de recherche [6,7,21,35,45,46,48] :

1. L’action d’un groupe de symétries transforme les solutions vers d’autres solu-

tions. Ainsi, & partir d’une solution, il est possible d’en générer de nouvelles.

2. 1l existe une procédure standard pour obtenir I’ensemble de tous les inva-
riants d’un groupe de symétries; ceci permet de donner une représentation
invariante d’un systéme d’équations différentielles en plus de fournir la forme

des solutions invariantes.

3. Lorsque appliquée & une équation différentielle ordinaire, la connaissance de
symétries permet de réduire ’ordre de cette derniére. Si le groupe de symétries
admet un sous-groupe résoluble de dimension égale ou supérieure & I’ordre de

I’équation, il est alors possible d’obtenir la solution par quadrature.

4. L’invariance d’un systéme d’équations différentielles aux dérivées partielles

originant d’un probléme variationnel est lié, par le théoréme de Noether a



I’existence de lois de conservation du systéme.

Au niveau de la discrétisation invariante des équations différentielles, plusieurs
résultats importants ont été obtenus a ce jour. La classification compléte des sché-
mas invariants approximant une équation du deuxiéme ordre est connue [25]. La ver-
sion discréte du théoréme de Noether a été appliquée avec succés pour résoudre des
systémes d’équations aux différences finies approximant une équation différentielle
ordinaire [27]. Une revue de plusieurs résultats importants et une bibliographie
exhaustive de ce secteur de recherche est disponible [43]. Les résultats concernant
la discrétisation d’équations différentielles aux dérivées partielles sont de leur coté
plus fragmentaires [19,22-24,28,39,40|. L’objectif de ce travail consiste & appliquer
la théorie des groupes continus aux équations aux différences finies de maniére
a discrétiser des équations différentielles aux dérivées partielles tout en conser-
vant leurs symeétries. La plupart des équations différentielles aux dérivées partielles
discrétisées dans ce mémoire ont déja été étudiées par Dorodnitsyn et coauteurs,
[3,18,19,22-24,28]. Cependant, notre approche est différente, en ce sens que nous
n’introduisons pas de variables de type lagrangiennes. Ce faisant, nous sommes
en mesure de retrouver I’ensemble des schémas déja obtenus par Dorodnitsyn et
coauteurs, en plus d’en proposer plusieurs nouveaux.

Comme la premiére étape menant a la réalisation de schémas numériques in-
variants d’équations différentielles consiste & déterminer le groupe de symeétries de
ces derniéres, nous débutons ce travail en rappelant certains résultats relativement
a P’application des groupes de Lie aux équations différentielles. Dans un deuxiéme
temps, nous exposons la théorie permettant de mettre sur pied des schémas numé-
riques préservant les symétries d’équations différentielles. Dans les chapitres 3, 4, 5
et 6, nous appliquons le formalisme & quatre équations différentielles aux dérivées
partielles importantes de la physique mathématique. Dans 'ordre, il est question
de I’équation de la chaleur, de I’équation de Burgers, de 1’équation de Burgers

dans sa forme potentielle et finalement de ’équation de Korteweg-de Vries. Une



fois les schémas invariants mis en place, nous appliquons la théorie des groupes de
symétries pour en obtenir des solutions.

Dans un autre ordre d’idées, il est bien connu que deux équations liées ’'une
a I'autre par une transformation bijective et ponctuelle ont la propriété que leurs
algébres de symétries sont isomorphes 'une & l'autre par la méme transforma-
tion. Dans la plupart des cas, lorsqu’on génére des schémas invariants de ces deux
équations différentielles, on constate qu’il est impossible de les relier par la méme
transformation liant les équations différentielles. Au chapitre 7, nous montrons
que pour une transformation ponctuelle fort simple, la transformation hodographe,
les schémas invariants sont reliés par la méme transformation que les équations
différentielles. Nous exploitons ce résultat pour générer facilement des schémas
invariants d’équations différentielles jamais discrétisées et pour en obtenir des so-
lutions exactes.

Finalement, trois simulations numériques sont réalisées. L’objectif est de com-
parer la précision des schémas invariants & celle de discrétisations standards. En
utilisant des schémas explicites, nous résolvons un probléme avec conditions aux
limites et un probléme périodique pour ’équation de la chaleur. Comme troisiéme
application, nous appliquons des schémas implicites de 1’équation de Korteweg-de

Vries pour modéliser la célébre solution & un soliton [38].



Chapitre 1

Groupes de symétries des équations

différentielles

L’application des groupes de Lie aux équations différentielles constitue un sec-
teur de recherche fort important de la physique mathématique. Cette branche des
mathématiques a vu le jour dans les travaux de Sophus Lie & la fin du dix-neuviéme
et au début du vingtiéme siécle. Il existe plusieurs bons livres traitant de ce sujet
[6,7,21,35,45,46,48]. Ce chapitre se veut un bref survol des concepts et résultats
importants permettant de calculer les symétries d’équations différentielles. Pour
une exposition beaucoup plus détaillée et rigoureuse, nous réferrons le lecteur a la
liste mentionnée précédemment.

Afin de formaliser la discussion et de fixer la notation, nous rappelons la défi-

nition d’un systéme d’équations différentielles.

Définition 1.1. Un systéme ., de N équations différentielles d’ordre n, a p va-
riables indépendantes, = = (x',...,2P) € X C RP, et 4 q variables dépendantes,

u = (ul,...,u?) € U C RY est une application lisse du n-iéme espace de jets,



X x U™, vers lespace euclidien RV

A:X xU™ S RY,

(1.1)
A, (z,u™(z)) =0, v=1,...,N.

Le n-iéme espace de jets, X x U™, est la variété différentielle formée du produit

cartésien de ’espace des variables indépendantes, dépendantes et de toutes les

dérivées
oFus(z
ug = - () —, a=1,...,q,
Oz 9xi2 ... Oxix
jusqu’a l'ordre n. Dans cette notation multi-indicielle, J = (j1,---,jk) est un

vecteur a k composantes non ordonnées d’entiers, avec pour composante 1 < 7 < p,
spécifiant par rapport & quelle variable indépendante u est dérivé. Nous notons par

#J lordre de la dérivée, c’est-a-dire #J = k.

1.1 Transformations ponctuelles locales

Définition 1.2. Un groupe de transformations ponctuelles locales, agissant sur

X x U est donné par un groupe de Lie G, un ouvert O,
{e} xXxUcCcfO&CGxXxU,

spécifiant le domaine de définition du groupe de transformations et une application

lisse V:0 — X xU

‘I’(g, (.’I), 'LL)) =g- ($7u) = (E’ a) = (A(gaxau)’ Q(g, x,u)), (1'2)

satisfaisant les propriétés :



=1

(a) Si (h,(z,u)) € O, (g,h- (z,u))) € O et (g-h, (z,u)) € € alors
g-(h-(z,u)) =(g-h)(z,u).
(b) Pour tout (z,u) € X x U
e (z,u) = (z,u),

ot e est I’élément neutre du groupe G.

(c) Si(g,(z,u)) € O et (g7, 9 (z,u)) € O alors

g_l : (g : (:c,u)) = (IE,U)

Remarquons qu’outre I’hypothése sur la forme du domaine &, la propriété (c)
est une conséquence directe de (a) et (b).
L’action d’un sous-groupe a une dimension, G¢ C G, sur X X U engendre un
flot
(Z,%) = ge - (z,u) = (Ale, z,u), e, z,u)), ge € Ge

satisfaisant, sans perte de généralité, la condition
(A0, z,u), (0, z,uw)) = (z,u).

La variable € correspond au paramétre de transformations définie dans un voisinage
de zéro et compris dans R. A ce flot, on lui associe naturellement un champ de

vecteurs.

Définition 1.3. Soit G, un groupe & un paramétre agissant sur X x U. Le généra-

teur infinitésimal de transformations associé a l’action de G sur X x U est définte



par

= aci _ (e, u), e, ,u)), (1.3)

= (Y=, u), ..., E(z,u), o' (z,u), ..., ¢%z,u)).

Dans ce mémoire, nous adoptons la notation différentielle

A%

p

. oI o
V=2 @ugg + @G, (14

i=1

lorsqu’on écrit explicitement les composantes d’un champs de vecteurs. Une telle
écriture, comme nous le verrons dans les chapitres & venir, s’avére trés pratique lors
du calcul des invariants d’un groupe de symeétries.

Inversement, si un genérateur de transformations est connu, on peut récupérer

le groupe de transformations & un paramétre en intégrant le systéme d’équations

différentielles L
T G, i=1,...p
de
de (1.5)
W _ ge(37), a=1
dE 2 }) 1 q’

avec la condition initiale (Z, @)|e=o= (z,u). Le calcul du flot ou du groupe de trans-
formations & un paramétre engendré par v est souvent appelé & I’exponentiation

du champ de vecteurs que ’on note

exp(ev)(z,u) = g. - (z,u).

A un groupe de Lie G de dimension 7, on associe r générateurs infinitésimaux
linéairement indépendants, {vy,...,v,}. Cet ensemble forme une base de ’algébre
de Lie L associée & G. A partir de cette base il est possible d’engendrer tous les

éléments du groupe connexe 4 'identité en composant successivement des éléments



de groupe & un parameétre

k
g = Hexp(ﬁivi)a g € G7
i=1

ou les v; € {v1,...,V,} et le produit n’est pas ordonné.

1.2 Prolongation continue d’un générateur infini-

tésimal de transformations

La transformation des variables z et u engendrée par (1.4) induit naturelle-
ment une transformation des dérivées de u. En général, celles-ci sont non linéaires
et leurs expressions explicites deviennent rapidement gigantesques. Heureusement,
’expression de la prolongation d’un générateur infinitésimal de transformations
s’écrit de maniére compacte.

Proposition 1.1. Soit
2N 0 | < 9
— 1 - (a4 -

i=1

un générateur infinitésimal de transformations. La n-iéme prolongation continue

du champ de vecteurs v est donnée par l’expression

q n
pr™v =v+ Z Z ¢ (x, u("))i (1.6)

a=1 #J=1 au?
ol
p . p .
¢ (z,u™) = D, (df" -3 ew) +) &, (1.7)
i=1 i=1
et D est lopérateur de dérivée totale, Dy = Dj1--- DjzJ.

Tout comme il est possible de recouvrir I’action du groupe & un paramétre
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agissant sur X xU & partir de v. Il est possible, & partir de la n-iéme prolongation du
champ de vecteurs, d’obtenir la n-iéme prolongation de I’action, pr™g, - (z, u(™) =
(z,u™), agissant sur z, u et toutes les dérivées de u jusqu'a l’ordre n. Pour ce

faire, il suffit de résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires

( dT’ .
— =@, i=1..p
du® -
| = ="ED, a=l..q
dﬂ?_ a,J (~ ~(n)
\‘E—QS (IL‘,’U, ), a=1,...,q, #J=1,...,’I’L,

avec la condition initiale (Z, %™)|—o= (z, u(™).

1.3 Invariance des équations différentielles

Sachant comment les dérivées de u se transforment sous l'action d’un groupe
G, nous sommes maintenant en mesure de formaliser le concept de symétrie d'un

systéme d’équations différentielles.

Définition 1.4. Soient %5 = {(z,u™) : A,(z,u™) =0, v=1,...,N}, la sous-
variété du n-iéme espace de jets X x U™ représentant l’espace des solutions du
systéme d’équations différentielles (1.1) et G un groupe de transformations ponc-

tuelles de dimension r. G est un groupe de symétries de #p si
pr™Wg . Fn = {(Z,7™): AF, ™) =0, v=1,...,N} = Ha, (1.8)

pour tout g € G.

En d’autres mots, I'action du groupe de transformations G est un automor-
phisme de I’espace des solutions.
Du point de vue pratique, la définition 1.4 n’est pas d’une grande utilité,

puisqu’il est difficile de trouver toutes les symétries d’'un systéme d’équations
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différentielles & partir du critére (1.8). Cependant, il est possible de formuler une
condition d’invariance infinitésimale simple et algorithmique, qui permet de déve-
lopper des routines informatiques capable de calculer les symétries d’un systéme
d’équations différentielles [4,10,11,34,50|. Avant d’énoncer la condition d’invariance
infinitésimale rappelons ce qu’on entend par un systéme d’équations différentielles

de rang maximal.

Définition 1.5. Soit
Ay (z,u™) =0, v=1,...,N,

un systéme d’équations différentielles. Le systéme est dit de rang mazimal si la

matrice jacobienne,

0A, 0A
J b (n) = fj, - b
ale,u™) (Bz’ Buﬁ)
de A par rapport & toutes les variables (z,u™) est de rang N sur l'espace des

solutions, c’est-a-dire lorsque Az, u™) = 0.

Proposition 1.2. G est un groupe de symétries, de dimension r, du systéme

d’équations différentielles (1.1) de rang mazimal si et seulement si
pr™vi[A, (z,u™)]|a,=0,...ay=0= 0, k=1,...,r, v=1,...,N, (1.9)

ot les vy, forment une base de l’algébre de Lie L du groupe G.

Expliquons, briévement, comment & partir de (1.9) on détermine les symétries
de (1.1). Tout d’abord, on considére un champ de vecteurs général, (1.4), que
I'on remplace ensuite dans (1.9). Comme (1.9) doit étre vérifiée sur 1’espace des
solutions, on utilise le systéme d’équations différentielles A = 0 pour exprimer

N dérivées en fonctions des autres. Ce faisant, on génére un systéme d’équations
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différentielles impliquant des mondmes de la forme

1 \a 2 \a a
(uy,)* (u3,)* - (ud,)™, (1.10)
tous linéairement indépendants. Les exposants a;, 2 = 1, ..., g, ainsi que les multi-
indices J;, i = 1,...,q dans (1.10) sont déterminées par le systéme d’équations

différentielles étudié. Ce faisant, la condition (1.9) est vérifiée si chaque coefficient
devant les mondmes (1.10) s’annule. On obtient alors un systéme d’équations
différentielles linéaires pour les £, i = 1,...,p et les ¢*, a = 1,...,q. La solu-
tion du systéme d’équations, nous fournit les générateurs de symeétries du systéme

d’équations différentielles. Trois possibilités peuvent survenir [54, 55 :

1. Le systéme d’équations déterminantes admet seulement la solution triviale
& =0,i=1,...,p, ¢ =0, o = 1,...,q. Dans ce cas, la seule symétrie
admise est la transformation identité e, ce qui est trivial.

2. La solution générale du systéme d’équations déterminantes dépend de r cons-

tantes d’intégration indépendantes , 7 < oo. Dans ce cas ’algébre de symétries

L et le groupe de symétries GG sont de dimension 7.

3. La solution générale du systéme d’équations déterminantes dépend de fonc-
tions arbitraires en x et u. Dans ce cas l'algébre et le groupe de symétries

sont de dimension infinie.



Chapitre 2

Groupes de symeétries des équations

aux différences finies

L’étude des symétries des équations aux différences finies est un domaine de
recherche récent. Deux articles publiés en 1991 ont marqué le coup d’envoi de ce
secteur de recherche [15,42]. Depuis ce temps, cette branche des mathématiques a
connu un véritable essor. L’application de la théorie des groupes aux équations aux
différences finies est trés similaire & celle des équations différentielles. La principale
différence réside dans la définition de la prolongation de ’action du groupe de
transformations ponctuelles.

Les applications de la théorie des groupes aux équations aux différences finies
sont aussi vastes que pour les équations différentielles. Dans ce qui suit, nous expo-
sons les concepts nécessaires a la mise sur pied de schémas numeériques invariants
d’équations différentielles. La plupart de la théorie est développée en utilisant le
point de vue qu’un systéme d’équations aux différences finies peut étre considéré
comme un objet mathématique en soi et non pas simplement comme le résultat de
la discrétisation d’une équation différentielle. Ce faisant, nous espérons que la dis-
tinction entre les résultats qui sont complétement généraux et ceux qui doivent étre

vérifiés seulement lorsqu’un systéme d’équations aux différences finies approxime
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un systéme d’équations différentielles sera clair.
Tout comme pour les équations différentielles, nous débutons par rappeler la
définition d’un systéme d’équations aux différences finies afin de fixer la convention

d’écriture.

Définition 2.1. Un systéme d’équations auz différences finies est un systéme

d’équations algébriques

E,({#m+j}je) =0, wv=1,...,N, z,;,€ZcCR, {0}cJcZ,
(2.1)

reliant la variable z en un nombre fini de points discrets.

Le multi-indice m = (m?, ..., m!) € Z!, & valeurs entiéres, sert & identifier les

points discrets dans ’espace continu Z. L’indice 7, quant & lui, permet d’identifier
les points voisins d’un certain z,,. On notera par #J la cardinalité de I’ensemble J
et nous supposons que celle-ci est finie. Il ne faut pas confondre les définitions de
J et #J fournies dans ce chapitre avec celles du chapitre précédent. La significa-
tion de J et #J est différente dépendant qu’on parle d’équations différentielles ou
d’équations aux différences finies. Afin d’éviter toute confusion possible, spécifions
que dans ce chapitre, J et #J ont toujours la signification que nous venons tout
juste d’introduire.

Tout comme pour les équations différentielles, I’étude des symétries dans les
équations aux différences finies se fait en considérant 1’action d’un groupe de trans-

formations ponctuelles G agissant sur Z,

V:0 — Z, {e}xZCc O cCcGx2Z,

(Q,Z)H\I’(Q,Z)EQZ=E

Par le méme raisonnement que celui exposé au chapitre 1, au groupe de transfor-

mations ponctuelles GG, de dimension r, on lui fait correspondre une algébre de Lie
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L engendrée par des champs de vecteurs de la forme

Vi = Zn’w(z)f— k=1,...,m (2.2)

ol z* est la pu-iéme composante de z.

2.1 Prolongation discréte de ’action

Dans le cas discret, la prolongation de 'action d’un groupe est géométrique-
ment simple & visualiser. Les transformations n’agissant qu’en un point générique
Zm, la prolongation consiste & étendre la transformation a tous les points de ’espace
discret. Cependant, comme le nombre de points intervenant dans le systéme d’équa-
tions aux différences finies (2.1) est fini, on peut se limiter & définir la prolongation

discréte de I’action en incluant seulement les points figurant dans (2.1).

Définition 2.2. Soit G un groupe de transformations ponctuelles agissant sur Z,

la prolongation discréte du groupe de transformations est définie comme

pr¥: 6D z#7 L}y x Zz# c 6 c G x Z#, 2.3

(9, {zm+j}ics) = pr (9, {zm+ities) = {¥(9, 2m+j) }ics = DT g - {Zmrs }icd-

En considérant un sous-groupe de transformations & un paramétre G, C G, en
dérivant le flot engendré par la prolongation discréte de ’action et en évaluant &
I'identité de G, on obtient la prolongation discréte d’un générateur infinitésimal

de transformations.

Définition 2.3. Soit l

0
V= 77#(2)5;;,
pu=1

un générateur infinitésimal de transformations ponctuelles. La prolongation dis-
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créte du champ de vecteurs v est donnée par l’ezpression

l
prv = Zzn#(zm+j)a—z‘2——. (2.4)

jeJ p=1 m+j

2.2 Invariance des équations aux différences finies

Définition 2.4. Soient ¥ = {2z, : E,({zm+j}jes) =0, v =1,..., N}, Uespace
des solutions du systéme d’équations auz différences finies (2.1) et G un groupe de

transformations ponctuelles. G est un groupe de symétries de . st
prg- ={Gm: E,({Zm+j}jes) =0, v=1,...,N} =&, (2.5)

pour tout g € G.

Tout comme pour les équations différentielles, c’est le critére d’invariance infi-
nitésimal qui nous est utile. Avant de ’énoncer, précisons ce qu’on entend par un

systéme d’équations aux différences finies de rang maximal.

Définition 2.5. Soit E : Z#/ — RN, Z C R!, un systéeme d’équations auz
différences finies, (2.1), ou N < I X #J. Le systéme d’équations auz différences

finies est dit de rang mazimal si la matrice jacobienne

B(El, ceey EN)
3({Zm+j}je1)

est de rang mazimal, c’est-a-dire égal & N.

Théoréme 2.1. Soient G un groupe de transformations ponctuelles agissant sur
Vespace Z et B : Z#) — RN, E =0, N < I x #J, un systéme d’équations auz

différences finies de rang mazimal sur l’espace des solutions. G est un groupe de
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symétries du systéme d’équations auzx différences finies si et seulement si

pr V[E,({zm+j }iet)]|E=0= 0, v=1,...,N, (2.6)

pour tout v dans L.

La preuve de ce théoréme est équivalente 4 démontrer I'invariance d’un systéme
de fonctions algébriques, dépendant des variables {z,4;};cs, sous le générateur
infinitésimal de transformations (2.4), [45].

En principe, avec les outils mis en place, nous pouvons répondre & deux ques-
tions importantes. Etant donné un systéme d’équations aux différences finies, quelles
sont ses symétries 7 La réponse a cette question est donnée dans une série de deux
articles, [39,40]. Inversement, étant donné une algébre de symétries L, quel est le
systéme d’équations aux différences finies le plus général invariant sous le groupe de
transformations engendré par L ? Dans la section qui suit, nous rappelons comment
répondre a cette question puisque c’est une étape importante dans la réalisation de

schémas numeériques invariants. La démarche est complétement algorithmique et

repose sur I’observation que si I1({2m+;}jes)s - - - » Je({Zm+ }je;) sont des invariants
de ’algébre L, alors toute fonction, F'(I1, ..., I;), de ces invariants est aussi sous
L.

2.3 Invariants et équations invariantes

Soit L, une algébre de symétries de dimension r et {vy, ..., v,} une base de celle-
ci. Pour qu’une quantité I({zmn4;}jes) soit invariante sous tout le groupe engendré
par L il faut d’abord qu’elle le soit sous le groupe & un paramétre engendré par v;.

Le critére d’invariance infinitésimal impose que I doit vérifier 1’égalité

prvy[I] =0. (2.7)
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L’équation (2.7) est une équation différentielle aux dérivées partielles du premier
ordre qui se résoud par la méthode des caractéristiques. Ce faisant, on obtient
I x #J — 1 quantités invariantes, I}, u = 1,...,1 x #J — 1, sous exp(e;vy). La
deuxiéme étape consiste naturellement & trouver les quantités invariantes a la fois
sous exp(eavs) et exp(e1vy). Pour ce faire, les invariants de exp(eavy) doivent étre
exprimés en terme des [ j En appliquant le critére d’invariance infinitésimal pour

v, on doit avoir

, orI?
prvo[l2(I},. .. Ipg )] = an’](2m+j)az—+_ = 0. (2.8)
jed mrJ

Pour résoudre (2.8) on efffectue un changement de variables de tel sorte que le

champ de vecteurs s’exprime en fonction des I ;1L Ce faisant, (2.8) devient

lx#J—l 812
E 772,#(1%, RS Illx#J—l) 1= 0. (29)

ol

pu=1 H

La solution de (2.9) est une fois de plus donnée par la méthode des caractéristiques.
La solution nous procure un ensemble {Iﬁ,u =1,...Ix#J -2} del x #J — 2
éléments, a la fois invariants sous exp(e;vy) et exp(eava). En continuant ainsi de
suite avec tous les vecteurs de base de 1’algébre de Lie L, on trouve a quantités,

I,,, invariantes sous le groupe de transformations G, c’est-a-dire
pr vi[I,] =0, 1<k<m, 1<p<a, (2.10)

avec

o =1x#J —rang M, (2.11)
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ou M est la matrice
L1 1.2 1,0
{Mmti> s = g Y€
: (2.12)
r,1 7,2 rl
{nm+j, [/ ‘77m+j}jeJ
formée des coefficients des champs de vecteurs prolongés. Le rang de la matrice M
est calculé en un point générique z,,. Par construction, il est immédiat que toute

fonction F'(Iy,...,I,) vérifie le critére d’invariance infinitésimal
pr vi|F(I1,...,1,)] =0, 1<k<r

Ainsi, une équation aux différences finies d’un systéme invariant doit étre de la

forme

E(L,...,1,) = 0. (2.13)

Une telle équation est dite fortement invariante. D’autres équations invariantes
peuvent étre obtenues en déterminant les sous-variétés E({zmnt;}jes) = 0, sur les-

quelles le rang de la matrice M est inférieur au rang maximal et vérifiant

pr vi[E] oo = 0, k=1,...,r (2.14)

De telles équations sont dites faiblement invariantes ou simplement variétés inva-
riantes. Dans les applications, il est souvent préférable de commencer par déter-

miner les variétés invariantes, car le calcul des invariants sur ces variétés peut se

simplifier.
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2.4 Discrétisation invariante des équations différen-

tielles

Avec la théorie développée dans les sections 2.1, 2.2 et 2.3, 'algorithme de dis-
crétisation des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, revient
simplement & appliquer les concepts exposés, en y ajoutant quelques contraintes.
L’algorithme est standard et on le retrouve dans I’ensemble des références traitant
de ce sujet [3,14,18,19,22-25,28,39,40,43,49,51,52|. Dans ce qui suit, nous I’énon-
cons de maniére générale de fagon & couvrir & la fois la discrétisation invariante
d’équations différentielles ordinaires et celle d’équations différentielles aux dérivées
partielles.

La premiére étape de ’algorithme consiste, évidemment, & se donner un systéme
d’équations différentielles, (1.1), admettant un certain groupe de symétrie G, non
trivial. La discrétisation invariante d'un systéme d’équations différentielles (1.1)
consiste, comme toutes méthodes numériques aux différences finies, a4 échantillonner
dans l'espace des variables indépendantes X des points z libelés par des indices
discrets :

T = (z},...,2P), m € ZP. (2.15)

La discrétisation des variables indépendantes engendre naturellement une discréti-
sation des variables dépendantes, u,,. Dans la majeure partie de ce travail, p sera
égal 4 deux et la variable u sera une fonction scalaire.

La mise au point de schémas numériques invariants consiste & déterminer la
facon dont il faut échantillonner les points z,, et & déterminer I’évolution de la
solution u,, de telle sorte que les symétries du probléme continu soient conservées
tout en approximant correctement le systéme d’équations différentielles. Comme
les transformations que nous considérons agissent & la fois sur les variables dépen-

dantes et indépendantes, les équations du maillage doivent faire partie intégrante
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du schéma numeérique. Ainsi, pour modéliser adéquatement le probléme discret,

nous considérons un systéme de p + ¢ équations aux différences finies

Ei({Zm+jr Umajties) =0, 1<k<qg+p, meZ? (2.16)

ou {0} C J C ZP. Nous supposons toujours que la cardinalité de J est finie. Par
choix, nous supposons que les p premiéres équations servent & spécifier le maillage
tandis que les ¢ autres équations servent & approximer le systéme d’équations
différentielles (1.1). Par exemple, pour une équation différentielle ordinaire, un
schéma numérique sera composé de deux équations tandis que pour une équation
différentielle aux dérivées partielles & deux variables indépendantes nous en aurons
trois. La quantité de points présents dans (2.16) dépend de lordre du systéme
d’équations différentielles ainsi que de la précision avec laquelle nous approximons
les dérivées. Dans la limite continue, nous imposons que les ¢ derniéres équations du
systéme (2.16) convergent vers les équations différentielles du probléme original et
que les p premiéres deviennent des identités (0 = 0). L’ensemble des considérations
développées dans les sections précédentes s’applique immédiatement aux équations
formant nos schémas. Il suffit de poser z,, = (zm, um) € X X U, ce qui nous permet

de définir la prolongation discréte du générateur de symeétries, (1.4), comme

prv:= Z Z§m+ja k + Z¢m+]a a ) (217)

jeJ Lk=1 m+_7 a=1 Umtj

ou ffn+j = §k($m+ja um+j) et ¢$n+j = ¢a($m+ja 'U'm-i-.'i)'

Proposition 2.1. Dans la limite continue, la prolongation du champ de vecteurs

(2.17) tend vers (1.6).

L’écriture d’une preuve générale de ce fait est loin d’étre évidente. Dans ’annexe
I, nous démontrons cette affirmation dans un cas particulier mais qui demeure assez

général pour contenir tous les types de symétries traitées dans ce travail.
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Finalement, les équations formant les schémas invariants (2.16) sont obtenues en
appliquant 1’algorithme de la section 2.3. Dans lequel on remplace z,, par (Zm,, Um)
avec m dans ZP et {0} € J C ZP. Pour la prolongation de v on prend l’expression

n (2.17).

Comme toutes les applications traitées dans ce mémoire contiennent au plus
que deux variables indépendantes et une variable indépendante, nous introduisons
une convention d’écriture qui permet de simplifier la notation. Celle-ci est basée

sur les travaux de Dorodnitsyn et coauteurs

Tm,ns bmyny Umn) = (2,1, ),

1t7 )

)
Tmt1ms tmtin, Umin) = (2
(T, b, Uus),
(

(

(

(Tmnt1, b1, Um,nk1) (2.18)
(

Trmnnd2, bmnt2, Umnko) = (Tat, bast, Uts),
(wm+1,n:i:17 tm-{—l,n:tla um+1,n:t1) = (:%:l:a t:i:a '&:i:)v

(Tt 1mt2s bt 12y Ui mk2) = (Fat, a, D).

Les variables z et t correspondent aux variables indépendantes et u & la variable

dépendante. De plus, nous introduisons les pas

~

Ty =ty —t, T=1t—1t, c=1%-—ut,
he =*£(zs —2),  hix = £(Trx — T4), (2.19)
i"ﬂ: = i(i':t - j)) il:i:;t = :t(f?:t:t — :ﬁi).

ainsi que les dérivées premiéres discrétes

U —uU__ _ u—U_ +_ Uy —U
x

(2.20)
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]m (z, t, 1) (%4, by, 0q) (E4q, by, lgy)

(Tt Ut) (T b Us)

Fi1G. 2.1 — Schéma numérique.

A la figure 2.1 nous avons tracé un schéma typique.

Dans les quatre prochains chapitres, nous nous proposons de mettre au point
des schémas invariants pour quatre équations importantes de la physique. Dans
I’ordre, nous considérons 1’équation de la chaleur, I’équation de Burgers, I’équation

de Burgers pour le potentiel et ’équation Korteweg-de Vries.



Chapitre 3

Equation de la chaleur

Comme premiére application, nous nous proposons de trouver divers schémas
invariants de l’équation de la chaleur & une dimension spatiale. Cette équation
différentielle aux dérivées partielles est certainement I’'une des plus simples qui

soit. Cependant, son groupe de symétries rend cette équation fort intéressante.

3.1 Equation différentielle

Il est bien connu [45] que I’équation de la chaleur, & une dimension spatiale,

sans source et a coefficient de diffusion constant,
Uy = Ugg, (3.1)

admet ’algébre de symétries infinie

Vi = 8z, Vg = 8t, V3 = ’U,au, V4 = a:@z + 2t6t,

vy = 2t0, — zud,, vg = 4tz0, + 4t%0, — ($2 + 2t)ud,,

Vo = a(z,t)0, ol oy = Qg (3.3)
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Les groupes & un parameétre associés a ces générateurs de transformations sont

G1: (T +¢€t,u), translation spatiale,
Gy : (z,t +€,u), translation temporelle,
Gs : (z,t, efu), dilatation,
Gy : (e°z, e*t, u), dilatation,
Gs : (z + 2€t,t,u - exp[—ex — €°t]), transformation galiléenne,
Ge : (— L w4t -e —er’ ), transformati ject
: , — 4et - , r
o (T T ae et exp | — — ransformation projective
(3.4)
Gq : (z,t,u + ea(z, t)), principe de superposition.
(3.5)
3.2 Schémas invariants
Avant de calculer les invariants discrets de (3.2), mentionnons que
T, =0 (3.6)

est une variété invariante de cette algébre. Cette équation invariante est trés im-
portante dans la mise en oeuvre des schémas invariants. Lors d’une simulation
numeérique il doit étre possible, & chaque itération temporelle, de déplacer en z
de maniére a couvrir tout le domaine spatial. Pour ce faire, il est nécessaire que
les couches temporelles du maillage soient plates. Pour obtenir ces couches plates,
’équation (3.6) doit absolument faire partie des équations spécifiant le maillage.
Heureusement, comme 1'équation (3.6) est une variété invariante de (3.2) cette der-
niére peut étre incluse dans la définition d’un schéma invariant. En fait, comme
nous voulons toujours des maillages avec des couches temporelles plates, ’équation

(3.6) sera toujours I'une des trois équations formant nos schémas invariants.
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(&, %4 ) (z,t,2) (Z4,%,104)
. . -
X
@ h_ J h+ A
(z_,t,u_) (z,t,u) (x4, t,uy)

FiG. 3.1 - Schéma pour ’équation de la chaleur.

Les autres équations formant nos schémas invariants sont obtenues en combi-
nant des invariants de ’algébre de symétries (3.2). Pour générer ces équations, il
faut d’abord calculer une base d’invariants de (3.2). Comme 'équation (3.6) fera
toujours partie des nos schémas invariants, nous pouvons calculer la base d’inva-
riants sur un schéma a couches temporelles plates. Nous supposons que les inva-
riants peuvent dépendre des variables {z_, z, =4, Z_, Z, 4, t, i, u_, u, Uy, G,
1, i}, figure 3.1. Avec un tel choix, nous sommes en mesure d’obtenir & la fois
des schémas invariants explicites et implicites. La dépendence des invariants sur
d’autres points peut facilement étre envisagée. Cela nous permettrait de générer
des schémas numériques plus précis que ceux dont nous allons obtenir. Cependant,
plus on augmente le nombre de points sur lesquels les invariants peuvent dépendre,
plus les calculs deviennent longs. Le schéma que nous considérons contient le mi-
nimum de points nécessaires a 1’approximation de la dérivée premiére en ¢ et la
dérivée deuxiéme en z intervenant dans dans I’équation de la chaleur. En effet, en
utilisant les trois points discrets, & un niveau de temps donné, il nous est possible
d’approximer la dérivée deuxiéme en z et l'itération en ¢ nous permet d’approximer

la dérivée premiére en ¢.
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Appliquons la procédure exposée aux sections 2.3 et 2.4 pour dériver une base
d’invariants de (3.2). Premiérement, nous débutons par trouver les invariants de
vi. Pour ce faire, nous agissons avec la prolongation de v; sur une quantité I que
nous supposons dépendre de {z_, z, z,, &_, &, &y, t, £, u_, u, uy, 4_, 4, 4.} et

égalons le résultat & zéro
(Op_ + 0z + 0r, + 0z + 0z +0;,)] =0. (3.7)

Les quantités I satisfaisant (3.7) sont obtenues en utilisant la méthode des ca-
ractéristiques. Ainsi, nous devons résoudre le systéme d’équations différentielles

ordinaires

de_=dr=dry =di_-=di=di, = — =

d
= =T et = (38)

Dans ’expression (3.8), il n’y a pas réellement de division par zéro. C’est seulement
une maniére compacte d’écrire le systéme d’équations différentielles obtenu par la
méthode des caractéristiques. Une telle écriture est courante. Les solutions de (3.8)
sont

h_,h+,ib_,il+,0',t,£, u_,U,U+,'&:_,'&,,'&+ (39)

et forment une base d’invariants de v,. Les quantités invariantes, & la fois sous v,
et vo, sont obtenues en appliquant le critére d’invariance (2.8) 4 une quantité I que

’on suppose dépendre que des quantités trouvées en (3.9)
(8 + 8,)I(hy, hey by by ot B U uy ug, i, 41, Gy ) = 0. (3.10)

La dépendance de I sur les quantités (3.9) nous assure automatiquement que celle-

ci est invariante sous le groupe engendré par vi. On résoud (3.10) par la méthode
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des caractéristiques ce qui méne au systéme d’équations différentielles ordinaires

. dh, dh__ dh, dh

du
= — = — = —— = e = —— = — .11
5 0 (3.11)

En résolvant (3.11), nous en concluons que les quantités invariantes & la fois sous

Vv et v sont

h_,hy,h  hy,o0,T,u_,u,up, G, U, Uy (3.12)

Nous poursuivons en déterminant les quantités invariantes sous v;, vq et v3. Pour
ce faire, on demande que ’application de la prolongation du champs de vecteurs

v3 sur une quantité I dépendant des invariants (3.12) vérifie
('U,_au_ + uau + ’U:+au+ -+ ﬂ_aﬁ_ + aaﬂ + 'El:+aﬂ+)1 =0. (313)

Les solutions de (3.13) sont obtenues en résolvant le systéme d’équations différentielles

ordinaires

du_ du d'U,+ dii_ d d'&+
U_ U Uy U_ U Uy

= = = =—=—. (3.14
0 0 0 0 0 0 ( )
Ce faisant, nous trouvons les quantités
s e U- Uy U U_ Uy
h_,hy,h_,h —_— ==y — 3.15
y 104, ’ +’U’T’u’u’u’ﬂ U ( )

Nous continuons, en ajoutant l'invariance sous vy. Il faut donc solutionner I’équa-

tion différentielle aux dérivées partielles

(£_8;_ + 20y + 1400, +3 Os_ + 30: + 5405, + 2t0, + 2(6;)I = 0 (3.16)
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ou I dépend maintenant des quantités en (3.15). Pour résoudre (3.16) et trouver les
quantités invariantes sous le groupe de transformations engendré par les champs de
vecteurs v 4 v4 nous devons exprimér la prolongation de v4 en terme des quantités

données en (3.15). En faisant ce changement de variables, ’équation (3.16) devient
(h—Oh_ + hsBh, + h_0;_ + hi0; + 00, +270,)] = 0. (3.17)

Une fois de plus, par la méthode des caractéristiques, il faut résoudre le systéme
d’équations différentielles ordinaires

dh.  dh. dh. dh_ do

h—_h+_i1_=ﬁ__0
_dr _d(u_/u) _dui/u) (@/u) _(@_/8) _ d(a4/0)

= = = = = = . (3.18
2T 0 0 0 0 0 ( )
La solution de (3.18) nous donne les invariants
B2 h2 R h2 . B2 - 2
I_= —-:, I+ = —t, I_= __7 I+_i, I= 0_7
T T T T T (3.19)
U_ Uy ~ u 2 U_ I Uy
== =— =—, J.=— = —.
J " 3 J+ u 3 J ’U,, i ’ + U

Les invariants des générateurs de symétries v; & vs sont obtenus en déterminant

les solutions de

(2t(0s_ + Oz + On,) + 2t(8:_ + 0s + 85,)

- x_u_au_ - .'L"U:au - $+U+au+ - j_ﬁ_aﬂ_ — .'f;'&:aﬁ - fi:_}.'l’l.*.aﬁ_*_).[ =0 (320)

ol I est supposée dépendre des quantités trouvées en (3.19). En réexprimant la

prolongation de vs en terme des quantités en (3.19), ’équation (3.20) se réécrit

VI_J 8 —/I{J:8;, ++/1_J_8; — f+j+aj+—ﬁaj+4ﬁaf)1=o. (3.21)
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Il faut donc résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires

dj. _ dJ 4l dl, 4] T (3.22)
vILJ- o VIJde g ig. YIT 4T
La solution de (3.22) nous donne les 9 quantités invariantes
n 2. R LR u .
I = __a I+ = _+7 I = ’__a I+_+a K_= u_exp [__0] ’
T T T T U 2
U hio 5 (I h_o
K,=—Fexp|—-=|, K. =—exp|——"1/, (3.23)
U 2T U 2T
~ ’l?l,_*_ h+U =~ U 0'2
K, =— S N = — -
g exp[ 2’rj|’ K uep[47]

Finalement, nous obtenons les quantités invariantes sous I’algébre de symétries (3.2)
en déterminant les quantités dépendantes de (3.23) et invariantes sous le groupe de
transformations a un paramétre engendré par ve. En utilisant le critére d’invariance

infinitésimal, il faut résoudre I’équation différentielle aux dérivées partielles

(4t(z_0p_ + 20z + 2100, + 4E(2_0,_ + 20, + 240, )
+ 4828, + 48%0; — (22 + 2t_Yu_8,_ — (2% + 2t)ud, — (22 + 2t )u By,

— (2% +20)0_0;_ — (8% + 20)00; — (32 + 20)0,8;, )] =0, (3.24)
+ +

avec I dépendant des quantités en (3.23). En exécutant un changement de variables

pour que la prolongation de vg s’exprime en fonction des quantités en (3.23), I'équa-

tion (3.24) devient

(4(1_31_ + I+8]+ - f_aj_ - f+81~+) -+ 21?8;{

+I_K 9 +IKx+I1_K_ 8z +I1,K.0; )I=0. (3.25)
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La méthode des caractéristique nous dit qu’il faut résoudre le systéme d’équations

dI_  dI,  di_ di, dK dK_ dK, dKk_ _ dK,

al_ "4, af af, 2K I K LK, 1K LK.

. (3.26)

Les solutions de (3.26) nous donnent

Le nombre d’invariants obtenu en (3.27) est en accord avec la formule (2.11)
puisque la matrice formée des coefficients des champs de vecteurs prolongés de
I’algébre de symétries (3.2) est de rang 6.

Présentement, il est clair que tous schémas formés & partir des 8 invariants de
la liste (3.27) et de I’équation T}, = O seront invariants sous I'algébre de symétries
(3.2). En ce qui concerne le principe de superposition, celui-ci peut-&tre récupérer
en combinant adéquatement les invariants en (3.27). Dans la section 3.2.3 nous
montrons comment cela est possible.

A partir de la liste (3.27), nous pouvons générer au moins deux types de sché-

mas invariants. Le premier consiste en des schémas ou le rapport entre deux pas

successifs en x est constant,

he

T 1+, ] —1,00].
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En particulier, lorsque € = 0, les pas en z sont égaux sur une couche temporelle
donnée. Il est important d’insister que 'uniformité des pas n’impliquent pas que
ceux-ci doivent étre constants dans le temps. Le deuxiéme type consiste en des

schémas ou ’évolution des pas en z dépend de la solution wu.

3.2.1 Maillage uniforme en x

Trois types de schémas invariants admettant des pas uniformes en x sont cons-
truits. Le premier est explicite, le deuxiéme est implicite et le troisiéme est de
type Crank-Nicolson. Un schéma est explicite lorsque la valeur 4 s’obtient direc-
tement d’une formule impliquant la solution a l'itération temporelle précédente.
Un schéma est implicite lorsque 1’équation d’évolution pour % implique une rela-
tion entre d’autres points du méme niveau de temps. Pour obtenir @ et avancer au
prochain niveau temporel, il faut alors résoudre un systéme d’équations. Finale-
ment, un schéma de Crank-Nicolson correspond & prendre la moyenne des schémas
explicite et implicite. Au niveau des applications numeériques, ce schéma est poten-
tiellement meilleur qu'un schéma implicite. En effet, quoique ’effort de calcul est
plus important avec un tel schéma on gagne en précision. Si le gain en précision
est plus appréciable que ’augmentation des erreurs engendrées par ’augmentation

des calculs, un tel schéma est avantageux.

Schéma explicite

Un schéma explicite avec un pas constant en x & chaque itération temporelle

s’obtient en posant

1 2
Tv=0, nh=1 L= (L+7), (3.28)
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Nous obtenons, en terme des variables originales, le systéme

T, =0, (3.29a)

h+ =h_= h, (329b)
2 2

e[+ en () -n(5) -
E——{l (“+)+1n(u)}. (3.29¢)

Le schéma (3.29¢) est explicite car il est possible d’écrire & comme une fonc-
tion explicite de u_, u et u,. Ainsi, connaissant la solution & un temps ¢ donné,
I'équation (3.29¢) nous procure directement la solution au temps ¢t + 7.

Il n’y a pas de recette permettant de trouver (3.28). Cependant, la combinaison
des invariants en (3.28) est justifiée par le fait que dans la limite continue le systéme
des trois équations en (3.29) tend vers 1'équation de la chaleur. En fait, toute
combinaison des invariants qui dans la limite tend vers ’équation de la chaleur
engendre un schéma invariant de I’équation de la chaleur.

Veérifions que la limite continue de (3.29) nous donne bien 1’équation de la cha-
leur. Premiérement il est évident que lorsque les pas tendent vers zéro les équations
(3.29a) et (3.29b) tendent vers les identités 0 = 0. Pour trouver la limite continue
de (3.29¢) nous débutons par développer les invariants I4, I7 et I en série de Taylor.

Ce faisant,
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oit les termes non écrits sont de la forme o*/7!, avec k > [ et

Cette derniére équation converge bien vers ’équation de la chaleur si la condition

‘ o)
T

—— |R| < oo, (3.30)

7—0

est vérifiée.
L’équation (3.30) impose une condition supplémentaire au maillage en plus
des équations (3.292a) et (3.29b). Regardons cela de plus prés. Tout d’abord, les

équations (3.29a) et (3.29b), sont facilement résolues

tmn = (M), (3.31a)

Tmn = a(m)n+ B(m), (3.31Db)

ot v(m), a(m) et B(m) sont des fonctions arbitraires avec la seule restriction que
celles-ci doivent étre choisies de telles sorte & respecter les conditions initiales du
maillage. En tenant compte de I’équation (3.30), il faut aussi ajouter la restriction

que les rapports
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ne divergent pas lorsque y(m + 1) — «y(m), c’est-a-dire quand les pas en ¢ tendent
vers zéro. En demandant que (3.30) soit satisfait et que h et 7 tendent vers zéro

indépendement dans limite continue nous trouvons que 7, h et o sont de la forme

T = €eT'(m),
h = 6H(m), (3.32)

o = €(doy(m)n + oq(m)).

T(m), H(m), o1(m) et oo(m) sont des fonctions reliées aux fonctions y(m), a(m)

et B(m), définies en (3.31a) et (3.31b), par

Les paramétres € et § sont variables et ce sont ces derniers que ’on fait tendre vers

zéro lorsque ’on prend la limite continue.

Schéma implicite

A partir de la liste d’invariants (3.27), nous pouvont aussi mettre au point un

schéma implicite. Pour ce faire, il suffit de poser

Ll B
T+ = O, .[2 = 1, Iﬁ = Z .[2.[4 - ? . (3.33)
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Ce qui donne explicitement

T, =0, (3.34a)
hy=h_=h, (3.34b)

R 1 Ty fi_
— 4+ —-<¢In | — 1 . .
4T+2{n(ﬂ)+n(a>} (3.34c)

Ce schéma est implicite car par opposition au schéma explicite, ’équation (3.34)
ne peut pas étre solutionnée pour @ en terme seulement des valeurs de u au temps
précédent. Comme 1’équation (3.34c) relie plus d’un points inconnus entre eux, elle
ne peut pas étre utilisée directement pour calculer la solution a un temps ultérieur.
La solution du probléme au temps ¢ + 7 s’obtient en résolvant un probléme auxi-
liaire. On doit former un systéme d’équations contenant 1’équation (3.34c) évaluée &
chaque noeud intérieur du domain d’intégration en z et les valeurs frontiéres doivent
étre fournies par l'utilisateur. C’est en résolvant ce nouveau systéme d’équations
pour les % que nous obtenons la solution au temps subséquent.

Le calcul de la limite continue de (3.34) trés similaire & celui réalisé pour le
schéma. explicite. Comme on n’y apprend rien de significativement nouveau, nous
avons décidé d’omettre les calculs. Mentionnons seulement que pour que le systéme
(3.34) converge vers 1’équation de la chaleur il faut que la condition (3.30) soit

vérifiée.

Schéma de Crank-Nicolson

Un schéma de type Crank-Nicolson s’obtient en posant

1( o, 13 I
Ty=0, L=1, IL+l=7(BL" -5 +h+). (3.35)
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Ce schéma est obtenu simplement en additionnant au schéma schéma explicite
(3.29) le schéma implicite (3.34). Un telle schéma fait intervenir tous les points
présent dans la figure 3.1. En fonction des variables discrétes 1'équation (3.35)

devient

T, =0, (3.362)
hy=h_=h, (3.36b)

1[5 u\2 o? So [UN2 o? 1[oh up\ 2
;{" (5) o [—5]” (3) exp[ﬂ LR I
~ 2 ~
1 O'h 'EL.*. h2 + h2 '&,_*_'[L_ UU-
_§{T+ln<a_)} -2 +2{ln( 5 —m( = )} (3.36¢)

Le schéma (3.36) est une fois de plus un schéma dit implicite car on ne peut

pas utiliser (3.36c) pour obtenir 4, au temps ¢t + 7 directement de la solution au
temps t.

En effectuant le calcul de la limite continue, nous trouvons que la condition
(3.30) doit étre satisfaite pour que le schéma (3.36) converge vers ’équation de la

chaleur.

3.2.2 Maillage dépendant de la solution

Dans cette section, nous proposons une autre facon de discrétiser 1’équation
de la chaleur de maniére & préserver toute l'algébre de symeétries finie (3.2). Ces
schémas invariants ont déja été obtenus par Dorodnitsyn et coauteurs [3,19,22-24]
mais rappelons que ceux-ci font intervenir le concept de variables lagrangiennes,
ce qui n’est pas nécessaire. En fait, les schémas qui sont dérivés dans cette section
sont reliés aux schémas de la section précédente. La différence se situe seulement
dans ’équation spécifiant 1’évolution des points en z correspondant a la deuxiéme

équation de nos schémas invariants.
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Schéma explicite

En remplacant 1’équation d’évolution en z (3.29b), provenant de 'égalité I; = 1,
par I; = 0 dans (3.28), I’équation d’évolution en u (3.29c) devient Iy = 4I5. Ce

faisant, le schéma invariant s’écrit en fonction des variables originales

T, =0, (3.37)
o= hfﬁ {Z—tln (%) - Z—; In (%)} , (3.37b)
(%)2exp {—;—j] =1- ﬁ {iln (%) + %ln (%)} . (3.37c)

Vérifions I’exactitude de la limite continue de ce systéme d’équations aux différences

finies. Evidemment, la premiére équation tend vers 'identité 0 = 0 dans la limite.

Maintenant, développons en série de Taylor I’équation (3.37b). Tout d’abord nous
développons les logarithmes

u Uy h:ug R

ln( +>=h+—‘+_+ - =

o £t () o)

In (“—‘) T (“—)2 +OR).

U u 2 u 2 \u

En remplacant ces développements dans (3.37b) nous trouvons
Ug 9
o= —27‘—u— + O(Th?), (3.38)

ce qui tend bien vers 0 = 0 lorsque ¢ — 0 et 7 — 0. De plus, remarquons que le
critére de convergence (3.30) est satisfait a4 condition que solution en u ne soit pas

nulle puisque

T T U 70 u
Lorsque u est nul, le critére ne tient pas et le schéma invariant (3.37) n’est pas

définie dii & la présence des rapports en u dans (3.37b) et (3.37c).
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Finalement, en développant en série de Taylor ’équation (3.37c) nous obtenons,

en tenant compte que

2
(3) —1-202 _ 97 L 002, 12),
u U u

0.2 0.2 0.4
o |-5| =1-5+0 (%)

et en ne gardant que les termes qui ne vont pas a zéro dans la limite,

2 2
_2232_2%_10_=_2% 2(_“’>
T U u 272 u
En utilisant (3.38) I’équation (3.2.2) devient
g x 1 T 2 T €T 2
o (—2“—) Us ot 2 (—2“—) L (”—) , (3.39)
u/ u u 2 U U u

ce qui donne bien I’équation de la chaleur, aprés la cancellation des termes su-
perflus. Remarquons qu’il est bien important de tenir compte du maillage lorsque
nous prenons la limite de (3.37c). En effet, quand on prend la limite d’un schéma
numérique, cela doit ce faire de maniére cohérente avec le maillage.

Schéma implicite

Il est possible d’obtenir un schéma complétement implicite en posant

T, =0, IL=0, I;'I?=4l. (3.40)
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Ce qui donne en terme des variables originales

g = ——————mv-— 2TA {L+ ln (’u;_> — f‘\l;].n <uj-) N 3 41
(h++h_) h_ u h+ u ( * )
AN 2 2 ~ ~
(E) exp [U—} =1+f——4——T——A—{ALln <uj"> 71‘—].1'1 (u:)}
U 2T (hy +h) Lhy Uu h_ U

Nous ne faisons pas le calcul de la limite continue puisqu’il est similaire au cas

précédent et que les résultats sont identiques. Cette remarque est aussi vral pour
tous les autres schémas que nous obtenons dans cette section.

Nous pouvons aussi écrire des schémas mixtes ol 1’évolution du maillage est
définie de facon explicite et 1’évolution de la solution est donnée implicitement
ou, inversement, le maillage est défini implicitement avec I’évolution de la solution

donnée explicitement.

Maillage explicite, évolution de u implicite

T,=0, I;=0, I72 = Al (3.42)

Ce qui est équivalent &

27 hy U_ h_ Uy
o hi A {Eln(?) By h‘(u)}’ (3.43)
AN 2 2 ~ ~
U 27 (hy +h_) Lhy U h_ U

Maillage implicite, évolution de u explicite

T, =0, IL=0, I,=4l. (3.44)



Ce qui donne

T, =0,
o= L {L+ In (u:> -{L—_ln (Uj-> , (3.45)
(he +h_) | h- u hy u '
U\ 2 o? 4t 1 Uy 1 U_
() o [_E] =l m e (o)t (7)} :

Schéma de type Crank-Nicolson

T, =0, ILi+Ig=0, IJ'II+1I,=4(I+1I). (3.46)

d’olt on trouve

N T 2h+ h+ U_ h_ Uy
”_h++ﬁ{h++h_{h_1n(u) By ln(u)}
p e ey (1) e (1)
ib_zi_ 4\ > o2 h_2+. u\ 2 o2
T (a) P H + 2 (5) oo [‘2—;

U
hi+ﬁi+A 413; {Al 1n(A—+>+A1 ln(a__>}
T hy+h_ Lhy (7 h_ (7
i__
U

3.2.3 Schémas linéaires en u

Bien que nous avons obtenu plusieurs schémas invariants jusqu’a présent, aucun
d’entre eux admet le principe de superposition (3.3) puiqu’ils sont tous non linéaires
en u. Pour qu'un schéma numeérique préserve le principe de superposition, deux
conditions doivent &tre satisfaites. Il faut que le maillage soit indépendant de u et

il faut que ’équation d’évolution pour u soit linéaire en wu.
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Pour générer des schémas invariants préservant le principe de superposition un

changement de base des invariants s’'impose. Celui-ci est donné par

=L, i=123,  J.=I'"

I; I; _ _
J5 = exp |:E — I5:| , v]ﬁ = €Xp |:_E7]1 1 1511 2:| ’ (348)
— Is _ Is .4 -2
J7 = exp 5} + Ig| , Js = exp —512 + lels " .

En fonction des variables discrétes du probléme, ces nouvelles variables sont

L’idée derriére les transformations en (3.48) est simple. Nous avons tout simple-
ment chercher les transformations qui permettent d’engendrer une base d’invariants
dépendant linéairement des rapports en u. Ainsi, comme nous le verrons sous peu,
en prenant certaines combinaisons linéaires des invariants J4 & Jg il nous est possible

de mettre au point des schémas invariants linéaires en u.

Schéma explicite

En posant

T, =0, J=0, J?J—Jy=(Js+ Js)exp {%] —2, (3.50)
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nous obtenons le schéma invariant explicite

T, =0, (3.51a)
hy =h_=h, (3.51b)

1 \/Eﬁexp [i] —u | =
TAVh i (3.51c)

1 h - h -
o (u+exp [E(2U_h+h)] —2u+u_exp[ 1 (20+h—h)]>.

T

Comme I’équation (3.51¢) est linéaire en u, il s’en suit que la somme de deux
solutions, de (3.51c), u; + ug, est aussi une solution. Cependant, il est important
que les deux solutions soient définies sur le méme maillage. En effet, si ce n’est pas
le cas il devient impossible de définir la somme de deux solutions.

Calculons la limite continue de (3.51) pour montrer que c’est effectivement un
schéma approximant I’équation de la chaleur. Dans la limite continue, les équations
du maillage, (3.51a) et (3.51b), tendent trivialement vers I'identité 0 = 0. Donc pas-
sons immédiatement & ’équation (3.51c). Pour simplifier la discussion nous allons
plutot travailler avec ’équation donnée en terme des invariants (troisiéme équation
de (3.50)). Tout comme pour les schémas & maillage uniforme en z, section 3.2.1,
nous demandons que le rapport o sur 7 satisfasse (3.30) dans la limite continue.
Par conséquent, les pas h, o et T vérifient les égalités données en (3.32).

Débutons par développer en série de Taylor I'invariant Jg’/ 2,

~ 3/2
e _ [ hh ! _((h+o—0)h\*? R s 302
e - —EE 0T Th

oit 0, = Z4 —z,. En utilisant (3.32) et en laissant tomber ’argument des fonctions
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T, H, o1 et 09, nous avons

6H)3 eo1\3/2 (6H)? 30y

g3z = | (1+2)" = 1+e22 4+ 0(e) ).
3 T erpr T ez \L T T o)

En posant S = §o;(m)n + o2(m), en développant ’exponentielle et le rapport @/u

en série de Taylor et en négligeant les termes qui tendent vers zéro dans la limite

nous trouvons que

P — Iy ~ (6H)? ( (3.52)

De méme, en développant en série de Taylor et en conservant seulement les termes

qui contribuent a la limite, nous trouvons que

(3.53)

I3/4 __ ~ 2 [ Jzz —_z -
(15+I(;)6 2 (5H) ( u +Tu +4T2+2TH

En égalant (3.52) et (3.53) et en divisant par (6 H)?, nous retrouvons bien ’équation

de la chaleur.

Schéma implicite

En posant
— —1 J3
T, =0, Jo =0, J3 J31/2J4 = (J7 + Js) exp -—Z — 2, (354)

nous obtenons le schéma implicite

hy=h_=h, (3.55)
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1 h - h .
<ﬁ+ exp [E(ZG - h—i—h)} — 24 + 4. exp [—ZT—(,‘ZU-i- h — h)]) .

Une fois de plus, le schéma (3.55) converge, dans la limite continue, vers I’équa-
tion de la chaleur a condition que le rapport o sur 7 vérifie (3.30). Le calcul le la
limite est similaire a celui du cas explicite.

Remarquons que pour générer les schémas linéaires invariants (3.51) et (3.55),
nous devons considérer des schémas impliquant cinq points ; respectivement {(z_, t,u.),
(z,t,0), (4,8, uy), (& ,4), (4,1, 04) Y et {(2_,%,4-), (2,1,7), (24,%,04), (2,8, 0),
(z4,t,us)}. Cecl est di au fait que les schémas font intervenir & la fois le pas h et
le il, provenant de l'invariant Js.

Dans le cas particulier ol les pas en ¢ sont constants et que ¢ est nul, nous

avons h = h et les schémas (3.51) et (3.55) redonnent les discrétisation standards

t =T1m + o, T = hn + xy,

t—u Uy —2utu_ (3.56)
T h? ’
et
t =71m+ to, x = hn + xo,
G—u Ay —20+d (3.57)

T h? ’
respectivement. Dans les schémas (3.56) et (3.57), to et xo sont des constantes
correspondant 3 la valeur de z et t lorsque m et n sont nuls. Il s’en suit donc
que les schémas (3.51) et (3.55) sont des généralisation des schémas standards.
Cependant, il est important d’insister sur le fait que les schémas standards (3.56)
et (3.57) ne sont pas invariants sous toute I’algébre de symétries (3.2). Bien que
o = 0 soit une solution des schémas (3.51) et (3.55), ce choix n’en est pas un qui

soit invariant sous tout le groupe de transformations (3.4), [40].
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3.3 Solutions exactes

La réduction par symétries, pour obtenir des solutions exactes des schémas inva-
riants, ne s’avére pas aussi efficace que pour les équations différentielles aux dérivées
partielles. Cela est dii au fait que les systémes d’équations aux différences finies
réduits demeurent difficiles a résoudre [22]. Cependant, nous avons quand méme
été en mesure d’obtenir quelques solutions exactes en utilisant 1'idée fondamentale
que l’action d’un groupe de symétries définit un automorphisme de 1’espace des
solutions.

Etant donné (z,t,u) une solution d’un schéma invariant de 1’équation de la

chaleur il s’en suit qu’en agissant avec le groupe de symétries (3.4) que

e = 1 T — et e2e4f €sT — €2t + €672
u(z,t) = ——=Ff (e‘“’ 6 62) exp |:63 -2 stt <o ,

V1 + degt 1+degt’ 1+4egt 1+ degt
e4(x + €1) + 2es5e24t

= 1 — 4ege2ea (t + 62)
T e®4(t + €3)
T 1 —4dege24a(t + €3)’
(3.58)
est aussi une solution du schéma invariant.
3.3.1 Solution linéaire
11 est facile de vérifier que la solution linéaire et indépendant du temps
u=azr+b, (3.59)
définie sur le maillage
z = hn + o, t = y(m), (3.60)

ol h et z, sont des constantes et y(m) une fonction croissante quelconque est

une solution exacte des schémas (3.51) et (3.55). En particulier, on peut prendre
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v(m) = Tm+to, avec T et to des constantes, pour que le maillage soit rectangulaire.
En posant a = 0, on vérifie que la solution constante est une solution exacte de tous
les autres schémas invariants obtenus précédemment. La solution a non nul n’est
pas une solution des schémas invariants logarithmique parce que ceux-ci sont non
linéaires. Remarquons que la condition de convergence (3.30) est trivialement véri-
fiée puisque o = 0. Donc le maillage est cohérent avec les conditions de convergence
que nous avons imposé sur se dernier

En agissant avec le groupe de symétries fini sur la solution linéaire, on en conclut

que
P 1 T — et T — €2t + e6T°
u(T,t) = — L L exp |€e3 — €T — 5L T coT ,
V 1 + 4€6t 1 + 466t 1 + 4€6t
2e
7= et (IE + 61) + 2656 4% (361)
1 — 4ege?e4(t + €3)
ol e (t + €2)

1-— 4666254 (t + 62),

ou z et ¢t sont donnés par (3.60), est une solution exacte des schémas (3.51) et
(3.55). En posant a = 0, nous obtenons de nouvelles solutions exactes pour tous

les autres schémas invariants.

3.3.2 Solution fondamentale

A partir de la solution constante u = b # 0, définie sur le maillage £ = hn + 2
et t = ~(t), il est possible d’obtenir la solution fondamentale de ’équation de la

chaleur. En agissant successivement avec ge,—e, 9€3=1n(\/€/ﬁ) et ge,—1/(4¢) SUT U, T

1 —72
ﬂ = —=€eX —_— 3.62
V 42 p[ 4 ] (3.62)

et ¢, nous trouvons que
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est une solution exacte sur le maillage

_ 1
° P — (3.63)

T=—, :
1 —4et 4e(1 — 4et)

En prenant le rapport de Z avec ¢ nous remarquons que

Z = 4ez.
t
En choisissant € = 1/4 et y(m) = 1 (1 — rlﬂg), nous obtenons pour maillage
T = (hn+ zo)(Tm + to), t=1m+to, (3.64)

ol h, zg, T et £y sont des constantes. Remarquons que le maillage (3.64) vérifie la

relation

(3.65)

ag
T

=+ 8

qui sera utile plus tard. Comme le maillage donné en (3.64) revient toujours lorsque
nous cherchons les solutions exacte de nos schémas invariants, nous incluons une
illustrons typique de celui-ci & la figure 3.2. Nous n’avons pas tracé les lignes ver-

ticales (couches temporelles) pour ne pas surcharcher la figure.

3.3.3 Solution exponentielle

En agissant avec ge—., il est possible d’obtenir une autre solution de forme
exponentielle. Soit

4 = (a(ZT — 2¢t) + b) exp[—c7 + ¢, (3.66)

définie sur le maillage

T=hn+zo+2c, t=ry(m). (3.67)
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25
20

) 15\
1 0 -5

F1c. 3.2 — Maillage pour la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur,
h = 005, Tg = 0, T = 0005, to = 10.

0 5 10
X

En prenant y(m) = 7m -+ to, nous obtenons un maillage pour lequel les points en x
de déplacent linéairement en fonction du temps. Pour a non nul, cette solution est
exacte seulement pour les schémas invariants (3.51) et (3.55). Dans le cas contraire,

ol a est nul, la solution est exacte pour tous les schémas invariants.



Chapitre 4

Equation de Burgers

L’équation de Burgers joue un réle important en hydrodynamique. Celle-ci est
I'une des équations aux dérivées partielles les plus simples combinant des interac-
tions non linéaires et dissipatives. Du point de vue mathématique, cette équation
est intéressante puisque c’est un exemple d’équation linéarisable. En effet, la trans-
formation de Cole-Hopf permet de lier les solutions de ’équation de la chaleur a

celles de I’équation de Burgers.

4.1 Equation différentielle

L’équation différentielle aux dérivées partielles de Burgers est donnée par
Vg + VVg = Vgq- (4.1)

Les solutions de cette équation sont reliées aux solutions de l’équation de la

chaleur par la transformation de Cole-Hopf, non ponctuelle,

v(z,t) = —2

(4.2)
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En effet, sous la transformation (4.2) les dérivées premiéres de v par rapport a ¢ et

z ainsi que la dérivée seconde selon z valent

Uzt U Ut
Uy = —2—= -+ 2 5
u u
U ’LL2
T
vy = =22 4 22,
U U
3
Uzzr Uz Uzx U
Upp = —2—222 4 6225 — 42,
u u

Par conséquent,

(4.3)

u
Vg + Vg — VUgg = f[uzm - ut] - az [u:r:t - ut]-

De (4.3), on conclut que si u(z,t) satisfait ’équation de la chaleur, (3.1), alors
v(zx,t) est une solution de I’équation de Burgers.

L’algébre de symétries de I’équation de Burgers est engendrée par [45]

Vi = a:t) Vg = at’ V3 = ta:c + a‘va
(4.4)
vy = 20, + 2t0; — v0,, vs = tz0, + t20, + (z — tv)0,.
A cette algébre de Lie correspondent les groupes & un parameétre
G1: (z +¢,t,v), translation spatiale,
Gy : (z,t + €,v), translation temporelle,
Gs: (z +te, t,v+e), transformation galiléenne, (4.5)

Gy : (e°z, e*t, e ),
T t
1—et’1—et’

dilatation,

G5:(

v(1 — et) + ex).
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4.2 Schémas invariants

Dans ce qui suit et pour les chapitres & venir, les calculs en jeu dans la mise
au point des schémas invariants sont similaires a4 ceux réalisés pour 1’équation de
la chaleur et seront omis. Seul les résultats sont donnée. La structure des chapitres
4, 5 et 6 est la méme que le chapitre précédent. En suivant le méme raisonnement
que celui du chapitre 3, le lecteur intéressé peut, en principe, facilement redériver
les résultats qui seront exposés.

Tout comme pour I’équation de la chaleur,

T, =0, (4.6)

est une variété invariante de ’algébre de symétries (4.4). Nous décidons donc de
calculer les invariants discrets de I’équation de Burgers sur le méme type de schéma
que V’équation de la chaleur, figure 3.1. Nous pouvons travailler avec le méme
schéma puisque I’équation de Burger fait encore intervenir au plus une dérivée
premier en t ordre et une dérivée deuxiéme en z.

Une base des invariants discrets dans l’espace {z, z_, x4, £, Z_, T4, ¢, T, v, v_,
) +3 4 y o

UV, ’f), 17_, ’8_*_} est

hy hy hihy
[ = — I='A— I= )
1 h_, 2 h_’ 3 T
I, = hoh_ (v — o), Iy = hyoh (7 —97),
4 + ;z :c) 5 A'*' U( ) (47)
Iﬁ=h+(;—v), I7=h+(;—ﬁ)7

1 "2 ~ ].
nett(weg), =i (E-)

Tout comme pour I’équation de la chaleur, nous sommes en mesure de géné-
rer des schémas invariants admettant des pas uniformes en z & chaque itération

temporelle et d’autres pour lesquelles les pas en z dépendent de la solution.
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4.2.1 Maillage uniforme en z

Dans la mise au point de schémas invariants avec un maillage uniforme en z
l'invariant I3 joue un réle important. Le pas 7 au dénominateur s’avére essentiel
pour obtenir une expression discréte approximant la dérivée temporelle de I’équa-
tion de Burgers. Cependant, I'utilisation de l'invariant I3 nous oblige & considérer
des schémas & cing points comme ce fiit lors de la mise en oeuvre des schémas in-
variants préservant le principe de superposition, section 3.2.3. Ceci résulte du fait

que I3 fait intervenir & la fois h, et iz+.

Schéma explicite

Un schéma invariant explicite pour ’évolution de la solution v s’obtient en

posant

T,=0, L=1  (2Is—I)l—Islsg=1I,, (4.8)

Schéma implicite

Un schéma implicite s’obtient en posant

T, =0, L=1  (Is—2I;)— I =1 (4.10)
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ce qui explicitement donne

~ ~

hy=h_=h,
(G- -2G-9)n- G (e -0) =5

Les schémas (4.9) et (4.11) convergent vers I’équation de Burgers (4.1), dans

la limite continue, & condition que le rapport o sur 7 vérifie (3.30). Dans le cas
particulier ou les pas en t sont constants et que ¢ est nul, les schémas invariants

retombent sur les discrétisations standards

t=71m + iy, T = hx + o,

D—w v —vo

pour le schéma explicite et

t=71m+tg, x = hx + o,
-~ A+ A~
V—U v —

~ a4 T x
+vv, = ——

T z h

pour le schéma implicite.

4.2.2 Maillage dépendant de la solution

Dans ce qui suit, nous donnons plusieurs schémas invariants de I’équation de

Burgers pour lesquels le maillage dépend de la solution.
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Schéma avec un maillage explicite

Evolution explicite de v

T, =0, Is =0, — LY =201+ 7Y, (4.12)

Comme Ig = 0, I; devient Iy = h, (v — ©), et le systéme d’équations (4.12) s’écrit

en fonction des variables originales

0 =T, (4.13)
d—v\hho 2 L
( T ) Rk Al )

Evolution implicite de v, modéle 1

T, =0, Is=0 —LIL'=201+IY"L.

T+=0,
o =Tv, (4.14)
(ﬁ_vyi:——z (07 — ).
T Jhy hy+ho " T

Evolution implicite de v, modéle 2

T, =0, Ig=0, —LLI;'=21+I""L
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En terme des variables originales

o =T, (4.15)

= ot — -

Schéma avec un maillage implicite

Evolution explicite de v, modéle 1

T, =0, I; =0, —LLI7'=201+1;7H)7,.
En fonction des variables discrétes du probléme nous obtenons

T+=07

o =70, (4.16)
b-v\hy 2 . _
( T >h+—h++h_(vz ,Uz).

Evolution explicite de v, modéle 2

T,=0, I;=0 —IlI;'=201+IL"I,.

o =179, (4.17)




Evolution implicite de v modéle 1

T, =0, =0, -~LLI'=21+L")" L

T+ = O)
g =T0, (4.18)
(@ — v) hyho 2 (6F — o)
T ) hyhe  hy4+h T F

Evolution implicite de v, modéle 2

T, =0, I;=0, —ILI;'=201+IY)"L.

En terme des variables originales

T+ = 0,
o =T, (4.19)

'l}_"v h+_ 2 "+ ~—
( T )h+_h++h—(vx %)

Les efforts pour trouver une transformation qui nous permettrait de passer d’un
certain schéma invariant de ’équation de la chaleur & un de ceux obtenus dans ce
chapitre se sont avérés vains. Une des raisons pouvant expliquer cet échec provient
du fait que ’algébre de symétries de I’équation de Burgers (4.4) n’est pas isomorphe
4 la composante finie de ’algébre de symétries de I’équation de la chaleur (3.2).
Cependant, mentionnons que la situation est fort différente si on travaille avec
des transformations agissant simultanément sur plus d’un point. En effet, dans

I’article [33], Heredero, Levi et Winternitz montrent qu’il est possible de définir une
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transformation de Cole-Hopf discréte, non ponctuelle liant le schéma standard de
I’équation de la chaleur, (3.56), & un certain schéma discret approximant 1’équation
de Burgers. Cette transformation définit de plus un isomorphisme entre les algébres
de symeétries discrétes mais, dans la limite continue, cet isomorphisme disparait et
les algébres retombent sur (3.2) et (4.4). Cet article nous améne & penser qu’il
nous est impossible de trouver une transformation de Cole-Hopf discréte liant nos
schémas puisque celle-ci doit étre non ponctuelle et que nous considérons seulement

des transformations agissant ponctuellement.

4.3 Solutions exactes

L’ensemble des solutions exactes obtenues est loin d’étre exhaustif. Outre la
solution triviale constante nous avons été en mesure de trouver une seule autre
solution exacte. Celle-ci est obtenue en appliquant le groupe de symétries sur la

solution constante.

4.3.1 Solution constante

1l est facile de se convaincre que la solution constante

V=17 (420)

est une solution exacte sur le maillage

t = y(m), z = hn + o, (4.21)

pour les schémas a pas uniforme en z, (4.9) et (4.11). Dans I’équation (4.21), h, zo
sont des constantes. En particulier, si v(m) = 7m+to, 7 et to des constantes, alors

le maillage est orthogonal. Pour les schémas invariants dont le maillage dépend de
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la solution, la solution constante est exacte sur le maillage

t =7y(m) z = (y(m+ 1) — y(m))vom + hn + xo, (4.22)

Mentionnons que le maillage (4.22) est aussi valide pour les schémas invariants a
pas uniformes en x. Ceci est une conséquence de la plus grande liberté existant

dans la définition de leur maillage.

4.3.2 Solution invariante sous transformation de Galilée

Dans le cas continu, la solution invariante sous le groupe de transformations &
un paramétre engendré par v = t9, + 0, est [45]

v = .‘;1 (4.23)

Cette solution peut s’obtenir de la solution constante en agissant successivement
aVeC fes—e; Jer=wo/e €t Ges=1/c- EN exécutant ces transformations sur la solution

constante vy, définie sur le maillage (z,t), nous obtenons la nouvelle solution

T=73/t (4.24)
définie sur
~ e+ (1—et)u ~ 1
= t= —— 4.25
‘ e(l1—et) e(1 — et) (4.25)

En prenant vp = 0 et € = 1 nous constatons que

ol 8
I
8

Quand vy = 0 les maillages (4.21) et (4.22) sont identiques. Cette derniére égalité &

déja été dérivée lorsque nous avons trouvé le maillage pour lequel la solution fonda-
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mentale de I’équation de la chaleur est une solution exacte des schémas invariants
générés au chapitre 3. Par conséquent, nous concluons que (4.23) est une solution

exacte des schémas invariants définis précédemment sur le maillage

t =7m + to, z = (hn + zo)(Tm + to). (4.26)



Chapitre 5

Equation de Burgers pour le

potentiel

Dans ce chapitre, nous discrétisons ’équation de Burgers dans sa forme poten-

tielle.

5.1 Equation différentielle

Soit v, une solution de ’équation de Burgers (4.1), on définit la fonction poten-
tielle w de telle sorte que

V= Wy (6.1)

Il s’en suit que

wz/vda:—f—C’l.

D’ou,

2
wy = /vtda) = /(—vvz + Ve )dx = —% + v, + Cy. (5.2)
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On suppose que la fonction w est définie de telle sorte que Cy = 0. De plus par
(5.1),
Weg = Vg. (5.3)

Par conséquent, I’équation de Burgers (4.1) devient, en terme de la fonction poten-

tielle w,

2
wy + (w;) = Wyp. (5.4)

L’équation (5.4) est liée & I’équation de la chaleur (3.1) par la transformation
ponctuelle

w = —21In(u), u>0. (5.5)

En utilisant (5.5), on obtient facilement I’algébre de symétries de (5.4) & partir

de celle de symétries de I’équation de la chaleur, (3.2) et (3.3)

Vi = 8,,., Vg = at, V3 = ta:,_- -+ :vaw,

2 (5.6)
z
vy = 20, + 2t0;, vy = tzd, + 20, + (7 + 1), Vg = Oy,
w
Vo = a(z,t) exp [E] Ow, (5.7)
ol « est une solution de I’équation de la chaleur, oy = ;.
Les groupes & un parameétre associés sont
G:: (z +¢,t,w), translation spatiale,
Gy : (z,t + €, w), translation temporelle,
t . .
Gs: (z +te, t,w + ze + 562), transformation galiléenne,

Gy : (e°z, e®t, w), dilatation, (5.8)
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T t z?
Gs : —In(1 —et
s o T e —ap )
Gs : (z,t,w + €), translation de w,
Gq: (z,t,1n ((e“’/2 — %e)'Z)), ol @y = Qigg. (5.9)

5.2 Schémas invariants

Tout comme pour ’équation de la chaleur, nous laissons tomber la composante

infinie (5.7), lors du calcul des invariants discrets.

Une fois de plus, ’équation T, = 0 définit une variété invariante de 1’algébre
(5.6). Ainsi, une base des invariants de (5.6) dans l’espace {z, z_, z4, %, £_, Z4,
i

b w, wo, Wy, W, W_, Wy} est

h+ iI,_}_ h,+il+ h?{_ N 0'2
L =— IL=— Iij=—— Iy=—" —-—w—-—/,
1= 3= 2= 7 3 pa 4= _exp b —w— oo
1 wh—w; s 1 wr —wg
Ii=h|—+-—2=2 = Ig=h | ——=2—=],
5 + (27_ + h+ +h_) 3 6 + (27_ h+ +h__> (510)
I7 _ h+ (z _ h_’w: -+ h+w;) , 1,8 — i'l,_*_ z _ il_’lf):. + }’:L*.’LZ); .
T hy +h_ T hy+h_
A partir de celle-ci, nous générons les schémas invariants suivants.
5.2.1 Maillage uniforme en z
Schéma explicite
12
T,=0, L=1 2Is=I+-". (5.11)



En terme des variables originales, nous obtenons

T+=O,
hy=h_=h,

L i 1 |w_—w ! -2 _
--exp[w—w—“_]+_{" +} Wy w4 w '
T ———}-

2T T 2h

Schéma implicite

I
T, =0, IL=1 - 2g=1I'I?— 38

En terme des variables originales nous avons

T+ =0,
il.*. = il_ = ib,
Lol o @l Lo =" 1 by =20+
7 P 27 2\ 7 2, T B2 '
Schéma de type Crank-Nicolson
1 12y, Yoo g
T, =0, I, =0, 15+16=§(I4+I4 I3)+Z(I7—IS).

Explicitement,

64

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Les trois schémas précédents convergent, dans la limite continue, vers I’équation
(5.4) a condition que (3.30) soit vérifiée.

Les schémas que nous venons juste de dérivés sont assez différents des sché-
mas que ’on obtiendrait lors d’une discrétisation standard. Par exemple, pour un

schéma explicite, la discrétisation standard sur un maillage rectangulaire donne

t=71m + to, z = hn + xo,
(5.17)

ﬁ—u+1 Wy — W 2_w+-—2w+w_
T2 2h B h2 ’

De l'autre c6té, le schéma explicite invariant (5.12) devient sur le méme schéma

t=71m + tg, z = hn + xo,
(5.18)

w_—W+}2 1+w+—2w+’w_

~exp [ — ] + 5
FOPWTWIT Il on

Celui-ci différe de la discrétisation standard principalement par la présence du
terme exponentiel. On remarque toutefois que si on développe ’exponentiel en
série de Maclaurin et que I'on garde seulement les deux premiers termes du déve-
loppement

1 R 1 w—w
—exp[d—w]~ =+
T T

T

alors le schéma invariant (5.18) redonne le schéma standard (5.17).
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Dans cette section, nous définissons quelques schémas invariants de 1’équation

(5.4) définis sur des maillages dépendants de la solution.

Schéma explicite

T,=0, I;=0 I =2I.

En terme des variables originales

T+=O,

+ —
h_wl + hyw;
o=T ,

hy + h

2

T

1 1 2
—exp[u“)—w—g—]= —(wf —w]).
-

2 7 h A

Schéma implicite

T,=0, Ig=0, I;'I}=2I.

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)



Schémas mixtes

Maillage explicite et évolution de w implicite

T,=0, Ii=0, I]'I?=2.

En terme des variables discrétes

T+ = 0
h_w: -+ h+w;

hy +

1 2 1 2
— exp {w—ﬁ)-}-a—} == — ——(0f —w)
T 2T

Maillage implicite et évolution de v explicite

T,=0 Ig=0, I =2I.

En terme des variables discrétes

T+=0,

h_ab} + by
T = =
hy +h_

1 2 1 2
—exp[ﬁ)—w—a—]= + (wf —wy).
T 2

g =

Schéma de type Crank-Nicolson

T, =0 Ii+Ig=0, I7'I}+ 1y =2(Is+I).
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(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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Explicitement,

T, =0,
g T h_wtl + hywy iz_zz): + %L.,.’UA);
hy+h, hyt+he hy+h_
i 2 ) . 2 (5.28)
Wexp [;—(w—w)] +;exp [w—w— —2—’;} =
et — ) = (R e o) ).

Il est important de constater que les schémas obtenus précédemment sont tous
reliés aux schémas invariants logarithmiques de 1’équation de la chaleur par la

transformation ponctuelle (5.5).

5.2.3 Schémas exponentiels en u

Il est possible de mettre au point d’autres schémas invariants de 1’équation de
Burgers pour le potentiel, en utilisant les schémas invariants linéaires de ’équation
de la chaleur, section 3.2.3. Pour ce faire, nous débutons par transformer la base

d’invariants (3.49) en utilisant la transformation u = exp[—w/2],

~ hy = hy = hhy = T W—w o
']1 - h .7 J2 - iL_, J3 - T ’ ']4_ h+ €xXp 2 + AT
~ wy —w  hy ~ w—w- h_

— _ + (95 — = - h_
Js exp[ 5 +47_ (20 h+)], Js exp[ 5 4T(2c7-+— )],
7 =e _M+h_+(2 +h)|, Ts=ex “"’—““f—_@;@ —hy)
7 = €Xp 5 ar o +)|, J8 = €Xp 9 ir o +

(5.29)
En utilisant les mémes expressions invariantes (3.50) et (3.54) et en ajoutant un

tilde sur les J;, nous obtenons de nouveaux schémas invariants de I’équation (5.4).
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Schéma explicite

T+ = 07
hy =h_=h, (5.30)
h W o2 w 1 w .
- \/;exp [—5+Z—] — exp [——] ﬁ (exp [—7+4—(20—h+h)]
w w_ -
—2exp [—5] + exp [7 - —7_(20 +h— h)]) :
Schéma implicite
T, =0,
hy=h_=h, (5.31)

Les schémas invariants (5.30) et (5.31) convergent vers I’équation différentielle
(5.4), a condition que le maillage vérifie (3.30). Contrairement aux schémas inva-
riants linéaires de I’équation de la chaleur, (3.51) et (3.55), qui donnent les discré-
tisations standards lorsque ¢ = 0; les schémas invariants (5.30) et (5.31) donnent
des schémas non habituelles sur un maillage rectangulaire. Par exemple, lorsque

o = 0 le schéma explicite (5.30) devient sur un maillage rectangulaire

t=1m + tg, T = hn + xo,

exp[-%] —exp (2] _exp[-%] —2emp[-%] tep[-%5] O

T h? ’




ce qui est trés difféerent du schéma standard (5.17).

5.3 Solutions exactes

Les solutions exactes des schémas invariants précédents sont obtenues en uti-
lisant la correspondance (5.5) existante entre les schémas invariants de I’équation
de la chaleur et ceux de ’équation de Burgers pour le potentiel. Comme la trans-
formation fait intervenir que les variables dépendantes, celle-ci n’a aucun effet sur

le maillage. Ainsi,

w = —2In(az + b),
(5.33)
t =~v(m), z = hn + zo,

ol a, b, h et Ty sont des constantes, est une solution exacte des schémas invariants
(5.30) et (5.31). Quand a = 0, la solution est exacte pour tous les autres schémas.

A partir de cette solution, nous trouvons que

o~

w(Z,t) = —2In (—1——,, (ae‘esi—_ﬁ+ b) exp [63 — €T — 5t +~€652:|> ,
V1 + degt 1+ 4egt 1+ 4degt
~ ez +er) + et
T degeea(t + €3)
T e?4(t + €9)

1 — 4ege—2ealt+e)’
(5.34)

est aussi une solution de (5.30) et (5.31), quand a # 0, et une solution exacte pour
tous les autres schémas, lorsque a = 0.
A partir de la solution fondamentale de I’équation de la chaleur, section 3.3.2,

nous obtenons que la solution

- g—t + In(4rt) (5.35)
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définie sur le maillage
z = (hn+ zo)(Tm + o), t = 7m + to, (5.36)

est une solution exacte de tous les schémas invariants obtenus précédemment..
A partir de la solution exacte u = bexp[—cz + c?t], définie sur le maillage z =

hn + 2o + 2¢(Tm + to), t = Tm + tg, section 3.3.3, nous en concluons que

w = —2In(bexp[—cz + c*t])

= 2cz — 2¢*t + wo (6.37)
définie sur le méme maillage, c’est-a-dire
z = hn + zo + 2¢(tm + to), t =7m + to. (5.38)

est aussi une solution exacte de tous les schémas invariants obtenus dans cette

section.



Chapitre 6

Equation de Korteweg-de Vries

6.1 Equation différentielle

Dans ce chapitre, nous discrétisons 1’équation d’onde non linéaire
Up = UlUy + Uggz. (6.1)

Cette équation a été dérivée pour la premiére fois par Korteweg et de Vries dans
leurs études des vagues se propageant dans un canal peu profond. Depuis ce temps,
cette équation aux dérivées partielles a trouvé des applications en physique des
plasmas, dans ’étude des réseaux anharmoniques et dans bien d’autres domaines.

L’algébre de symétries de ’équation (6.1) est engendrée par

Vi = az, Vo = 8t, V3 = t@z — Bu,

vy = 20, + 3t0; — 2ud,,
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j——7£7it—— i‘—’ta (- “atAv ! T aiv ! z )ia U

( > ) ° ) (z,t,0) (34 'U+] ($++‘ i)
—— @ @ @

(‘T——’ta u——) (IL'_,t, u—) (CL‘,t, ’LL) ($+’t, ’LL+) (1E++,t,U++)

FIG. 6.1 — Schéma, pour ’équation de Korteweg-de Vries

a laquelle correspond les groupes a un paramétre

Gi1: (z+¢€t,u), translation spatiale,
Gy : (z,t + €, u), translation temporelle, (63
6.3
Gs: (z +et,t,u —¢), transformation galiléenne,
Gy : (e°x, €3, e %), dilatations,
respectivement.

6.2 Schémas invariants

Une base des invariants discrets sur la variété invariante T = 0, dans ’espace

{fL', T4, T4, T, Ty Ty Ty Ty, T, T, t, t, Uy Ugey Uggy Uy Uy Uy Uy, Uy,

~

G_, 4__}, figure 6.1, est

hy Rt h_ hy
I = — Iy = — I3 = — I, = -,
1 B’ 2 h+ ) 3 B’ 4 B

~ ,\_ h3
IS=£Lﬁ IG=7~h_a I7=&a IS=-i,

hy' h__ hy T
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o+ TU

— — —— _ - _ +
Ig = h, s IIO = T’LLI ; 111 = T’Ll,z, 112 = T’LLI,
+
— ++  Rh2 n—— -
Ilg—T'l,Lx y 114—-h+(u—u), 115—7'Uz s 115—7"11,1,
— it — it
Ly =147, Lg =74, ". (6.4)

A partir de celle-ci, nous générons les schémas invariants suivants. Comme le
lecteur est en mesure de le constater, nous travaillons sur un schéma qui relie plus
de points que dans les trois derniers chapitres. En effet, pour approximer adéqua-
tement la dérivée troisiéme en z présente dans ’équation (6.1), les trois points sur
une méme couche temporelle sont insuffisants, figure 3.1. Le nombre minimal de
points, sur une couche spatiale, nécessaire pour approximer une dérivée troisiéme
est quatre. Cependant, nous avons décidé de rajouter un point supplémentaire sur

chaque couche temporelle pour obtenir des schémas invariants plus symétriques.

6.2.1 Maillage uniforme en z
Schéma explicite

Nous obtenons un schéma explicite avec un pas uniforme en = en posant

T+=0, I1=1,

6.5)
Io—In 1 (
Iy = Igfsiz—'H + 5([1'13 — Ia] — [l = Lho])-
Cela donne, en terme des variables originales,
T+ = 0,
hy =h_=h, (6.6)
U —u :uu+—u_ Upyp — 22Uy +2Uu_ —u__ +g_u+—u_.

= 5h T T T
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Schéma implicite

D’autre part, nous obtenons un schéma implicite en posant

T+=O, .[4:1,

_ L -1 1
Ly = (Is + I 1114)1817T16 + 5([118 — Iz — [l — Ls)) IZ.
En fonction des variables originales, nous trouvons
T+ = Oa
hy =h_=h, (6.8)
U —1u _ﬂﬁ+—u_ Uyy — 20y + 20 —U__ +zu+—-1l_
T 2h 2h3 T 2h

Schéma de type Crank-Nicolson

Une fois de plus, en additionnant le schéma explicite (6.6) et le schéma implicite
(6.8) nous somme en mesure de générer un schéma de Crank-Nicolson invariant avec

un pas uniforme en z

T+=O7
hy =h_ = h, (6.9)
T—u  up—uU_ | Uy — 22Uy +2Uu- —U__ Uy — U
T ah3 TR
Uy — 20 20_ — U__ —u_ Uy —U_
++ U+4: e R . I '
2h3 T 4h 4h

Les schémas invariants (6.6), (6.8) et (6.9) convergent vers I’équation de Korteweg-
de Vries si le rapport o sur 7 vérifie (3.30). Les schémas invariants ressemblent for-
tement aux schémas que I’on obtiendrait par une discrétisations standard. La seule
différence ce trouve dans ’ajout du terme o/7 fois une approximation discréte de

la dérivée premiére en z. Ce terme additionnel modifie I’évolution de la solution
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de maniére & tenir compte de I’évolution du maillage. Dans le cas particulier ou o
est nul, nous retrouvons les discrétisations standards de 'équation de Korteweg-de

Vries.

6.2.2 Maillage dépendant de la solution

Dans ce qui suit, nous mettons au point d’autres schémas invariants pour les-

quels I’évolution des pas en z dépend de la solution.

Schéma explicite

Nous générons un schéma complétement explicite en considérant la combinaison

d’invariants

T+ = O, Ig - O,
I, = 6 {(113 - Iu) _ (111 - I10> I } (6'10)
M L2+ (L) \\ L+1 L'+1)t"

Ce qui donne explicitement,

T+ = 07
o= —Tu, (6.11)
h—u 6 uft —uf u;—u;‘}
T  hyy+2hy+2h_+h__ \hey+hy h_+h )’

Schéma implicite

De méme nous obtenons un schéma invariant complétement explicite en posant

T,=0, IL'Iy+I=0,

[, = 6 {(IIS_IH) _ (IIG_IIS> I} (6.12)
TN T 242 + (II)t \\ +1 IT+1 )7




7

En terme des variables discrétes du probléme nous obtenons

T —+ =0,
o= —Ti, (6.13)
i—u 6 {aﬁ—a;_a;-a;-}
T By +2hy +2h_+h_ \hoy+hy ho_+h )

Schémas mixtes

Tout comme dans les applications précédantes, nous pouvons aussi mettre au

point des schémas invariants mixtes.

Maillage explicite et évolution de u implicite

T+ = O,
o= —Tu, (6.14)
@—u 6 {@+—ﬁ;_a;—a;}
T how+2hy +2h_ +h__ \hyy+hy h_o_+h )

Maillage implicite et évolution de u explicite

T—-+4+=0,
o= —T, (6.15)
U—u 6 uft —uf ug —ug”
T - h+++2h++2h_+h__ h+++h+ h__ +h_ ’
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Schéma de type Crank-Nicolson

En posant

T, =0, Iy + Iyl t =0, (6.16)
T = 3 {<I13—112) _ (Ill_IIO I
L+2+2 + (LL) 1 |\ L+1 LT+1)7!

317 {(IIS_IH) (IIG_IIS> }
+ - - _ (A L\
Is+ 2+ 21, + (lels) Is+1 Ig" +1

nous trouvons le schéma invariant

T+ = Oa
T N
o= —Z(u+), (6.17)
o—u 3 uwit—utr up —ug”
T - h++ + 2h+ -+ 2h_ + h__ h++ + h+ h.__ + h._

3 {ﬂﬁ—ﬂj ﬁ;—ﬂ;—}
by +2hy 420 +h_ Vhyy +hy ho_+h )

6.3 Solution exacte

La recherche de solutions exactes ne s’est pas avérée trés bénéfique. Outre la
solution constante, seule la solution invariante sous transformation de Galilée a été
trouvée.

L’application de la méthode de réduction par symétries appliquée aux schémas
invariants de équation de Korteweg-de Vries, pour lesquels I’évolution du maillage
dépend de la solution, a déja été étudiée par Dorodnitsyn, [18, 19]. Dans ce qui
suit, nous nous proposons de trouver la solution invariante, sous transformation
de Galilée, pour le schéma (6.6). L’approche empruntée n’est pas conventionnelle
et aurait aussi pu étre appliquée aux autres schémas & maillage uniforme obtenus
dans les chapitres précédents. L’idée consiste & supposer que la solution discréte est

identique & celle du probléme continu. En remplagant la solution dans I'équation
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d’évolution pour u(z,t), la troisiéme équation de nos schémas, nous obtenons une
équation aux différences finies liant les variables z et t. Si, en utilisant la liberté
existante dans le maillage, nous sommes en mesure de solutionner cette équation
exactement, alors la solution continue définie sur le maillage trouvé engendre au-
tomatiquement une solution exacte du schéma invariant.

Dans le cas continu, la solution invariante, sous le générateur infinitésimal de
symeétrie t0, — Oy, est

T
U=—-.
t

En remplagant cette solution dans 'équation d’évolution pour u du schéma (6.6),

nous obtenons

z=Z. (6.18)

La relation (6.18) est identique a (3.65). Par conséquent, une solution pour le
maillage est

t = 7m + to, z = (hn + zo)(Tm + to). (6.19)

Donc la solution, u = —z/t définie sur le maillage (6.19) est une solution exacte

du schéma (6.6)



Chapitre 7

Transformation hodographe

Tel que mentionné dans l'introduction, 'objectif de ce chapitre est de montrer
qu’il est possible d’appliquer la transformation hodographe sur un schéma inva-
riant d’une équation différentielle pour obtenir un schéma invariant de ’équation

différentielle obtenue par cette méme transformation.

7.1 Equations différentielles

Définition 7.1. Soit u(z) : R? — R une fonction scalaire dépendante de la variable

z = (2%, ...,2P) € R", lapplication

H - ]R”“ N Rp+1
(7.1)

(=1, ..., 2% u) — (y=u,z% ... 27,0 =1")

est dite une transformation hodographe pure [15].

Dans la discussion qui suit, nous laissons tomber le qualificatif pure. Sous une
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telle transformation, les dérivées deviennent

Uy = — ) 1= 27 » Py
Uy
2
1 v v
—_— _ vy _ yyy vy
Ut = —, Uglgl = — 3, Uglglzgl = —— - -+ 3—5
Uy vy vy (%

et ainsi de suite.

Deux équations différentielles reliées par une transformation hodographe ont la
propriété que leur groupe de symétries sont isomorphes [46]. En effet, soit g un
élément du groupe de symétries de ’équation différentielle A(z,u™®) = 0, il s’en
suit que § = H o go H™! est un élément du groupe de symeétries de 1’équation

A(H(z,u™)) = 0. Infinitésimalement, le champ de vecteurs

A\

(o) = Z fi(a:, ’U,)azz + ¢($, u)am

i=1

est transformé par (7.1) vers

P
V= dH(v)‘ =€ (v, 7%, ..., 27, 9)0, + Zﬁi(v, %, ..., 2P, y)0,
i=2

+é(v, 22, ..., 27, 9)0,. (7.2)

L’effet de la transformation hodographe sur le champ de vecteurs revient simple-
ment & intervertir le role de la variable indépendante x' avec la variable dépendante

u.

7.2 Schémas invariants

Une transformation hodographe est facile a réaliser sur un systéme d’équations
aux différences finies. En effet, sous la transformation (7.1), un point (Zm,Um),

m € ZP est tout simplement envoyé vers (v, 2, ..., 2%, Yn). En utilisant (7.2), il
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est clair que si

=0 (7.3)

pr V[E({mm+ja um+j}jEJ)] ‘E:o =

alors

pr dH (V) E(H ({Zms, tmss}sen))| _ =0 (7.4

E=0
Les équations (7.3) et (7.4) ont pour conséquence immédiate que tout schéma ob-
tenu par une transformation hodographe d’un schéma invariant sous un groupe de
symétries G est 4 son tour invariant sous le groupe de symétries H o G o H -1
Par conséquant, lorsque deux systémes d’équations différentielles sont liées par
une transformation hodographe, il suffit d’appliquer cette transformation & un
schéma invariant d’un des deux systéme d’équations différentielles pour obtenir un
schéma invariant de 'autre systéme d’équations différentielles. Schématiquement,

nous avons la situation suivante

Az, u™) =0 A, Aly,z%,...,2°,v™) =0
Limit‘.e]~ continue LimiteTcontinue (75)
E({@m+j, umtstier) =0 E({H(@m+j Um+5) }ies) =0

7.3 Applications

Dans cette section, nous appliquons le résultat discuté ci-haut a certains pro-
blémes particuliers. Nos exemples sont choisis de telle sorte que les solutions des
schémas invariants originaux sont connues. Ainsi, en appliquant la transformation
hodographe aux solutions connues, nous obtenons sans effort les solutions des nou-

veaux schémas générés par cette méme transformation.

7.3.1 Equations différentielles ordinaires

Pour discrétiser une équation différentielle ordinaire, nous avons besoin d’une

seule variable discréte, m € Z; d’une équation spécifiant I’évolution du maillage et
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d’une équation approximant ’équation différentielle.

7.3.1.1 Equation du premier ordre linéaire inhomogéne

Considérons 1’équation différentielle ordinaire, linéaire et inhomogéne
uy; — A'(z)u — B'(z)eA™® = 0. (7.6)

Une telle équation différentielle admet une algébre de symétries bidimensionnelle
engendrée par

vy = @9, vy = (u — B(z)e®)o, (7.7)
et sa solution générale est

u(z) = (B(z) + ¢)et®, (7.8)

oil ¢ est une constante [49)].
Si on cherche une discrétisation invariante de (7.6) sur un schéma impliquant
seulement deux points, {(z,u), (4, %)}, alors les seuls invariants discrets de (7.7)

sont z et . Toutefois, 'algébre de symétries admet la variété invariante
upe A6+ — e~ — B(z,) + B(z) = 0. (7.9)
Ainsi, en considérant ’équation (7.9) sur le maillage
Ty —x=h, (7.10)

oil h est un paramétre que I'on peut faire tendre vers zéro, on définit un schéma
invariant de (7.6). En substituant la solution continue (7.8) dans I’équation aux

différences finies (7.9), il est évident que cette solution est exacte.
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En effectuant la transformation hodographe
H:R? - R?, (z,u) — (y = u,v = 1),
I’équation (7.6) se transforme vers ’équation différentielle ordinaire non linéaire
vy (A'(v)y + B (v)e*™) —1=0. (7.11)

Les générateurs de symétries de (7.11) sont

V1 =g, V2 = (y — B(v)eA™)a,. (7.12)

Le systéme d’équations aux différences finies

y+e—A(v+) — ye"A(v) — B(v+) + B('U) = O’ (7133)

Vy. — V= h. (713b)

est invariant sous 1’algébre de Lie (7.12) et est simplement obtenu en appliquant
la transformation hodographe & (7.9) et (7.10). En prenant la limite continue du
systéme précédent, nous obtenons que (7.13a) tend vers I’équation différentielle or-
dinaire non linéaire (7.11) alors que (7.13b) tend vers I'identité 0 = 0. Le schéma
(7.13) est assez différent de celui que 1'on obtiendrait par une discrétisation stan-
dard. En effet, dans une méthode numérique habituelle, le maillage peut étre choisi
de telle sorte que les pas soient variables. Cependant, ce choix n’inclu aucune infor-
mation sur le probléme approximé. Habituellement, toute I'information est conte-
nue dans I’équation aux différences finies approximant ’équation différentielle. On
fait varier les pas seulement dans le but de garder les erreurs de troncatures le
plus bas possible. Dans le cas de la discrétisation invariante, la situation peut étre

différente, comme le montre le cas que nous considérons. En résolvant (7.13a) et
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FIG. 7.1 - Solution de v, (1 + 4v*/2 exp(3/v)) = 21/v.

(7.13b) nous trouvons
v=mh+v et y=(B()+c)e®, (7.14)

ou h, vg et c sont des constantes. Dans ’équation (7.14), on remarque 1’évolution
du maillage, équation de droite, est telle que la différence entre deux points dis-
crets v soit constante. Par conséquent, toute 'information du probléme continu
est incorporée dans la définition du maillage. A la figure 7.1 nous avons tracé une
solution d’un probléme particulier, ot nous avons fixé A(v) et B(v), pour illustrer

la situation.

7.3.1.2 Equation du deuxiéme ordre

Considérons, maintenant, ’exemple de ’équation différentielle ordinaire du se-

cond ordre
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Ugg = U °. (7.15)

L’équation (7.15) admet un algébre de symétries tridimensionnelle engendrée par
vi = O, Vo = 220, + u0,, vy = 220, + zud, (7.16)

et la solution exacte est Au = (Az — B)?2 + 1, ol A et B sont des constantes [25].

Les invariants discrets sur un schéma 4 trois points {(z,u), (+,u+)} sont

1/h h_ 1 hih_
— (= N (s = (=), (7.
L=u(t-ug), D u(u++u_), B (e —). @

Avec cet ensemble d’invariants, on approxime (7.15) par
oI, = I, (7.18)

ce qui donne en terme des variables originales

2t —uD) = = (h—+ + h—“) . (7.19)

w2 \up  u-

L’équation aux différence finies (7.19) est définie sur le maillage

ar + [
=== 7.20
Ty ’)’37-*-6, ( )
ou ) )
a=1—eB—§ez, ,8=%<1+B2—E4—,>,
(7.21)

2

v = —€A, 5=1+GB—%,

avec A, B et € des constantes et ¢ allant vers zéro quand h, tend vers zéro. Pour

une dérivation détaillée du maillage, nous référons le lecteur a [27].
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La solution exacte du systéme d’équations aux différences finies (7.19) et (7.20),

[27], est
2

Au=(Az— B)?+1-— EZ’ (7.22)

sur le maillage

1 € B
x—zwll—ztan(wn—i—p)-i—z, n € Z. (7.23)

Ainsi, Perreur de la solution discréte, comparativement & la solution continue, est
d’ordre €2 et converge vers zéro lorsque h, tend vers zéro.

Maintenant, si nous effectuons une transformation hodographe, I’équation (7.15)
se transforme vers I’équation

Vyy = ——2. (7.24)
Les générateurs de symétries de (7.24) sont
Vi = 0y, Vo = 200, + Y0y, V3 = v?0, + vyd,. (7.25)
Les invariants discrets de cette algébre de symétries sont

- 11 - 1 v - — v
7= (___>, 12=—(U+ v, v),
(O v\ Y+ Y-

A (CEIEN

Vy — V-

(7.26)

En réalisant une transformation hodographe sur les équations (7.19) et (7.20), nous

obtenons directement le schéma invariant

1 1 1 fop—v v—u
Nor )T * !
Yy y y y+ y— (7.27)




88

On vérifie facilement que ce schéma invariant converge vers (7.24) dans la limite

continue. La solution exacte de (7.27) est

1 / € B

(Av—B)2 1 €
y=—A——+Z—m. (7.29)

ou y est donné par

7.3.2 Equation différentielle aux dérivées partielles non li-
néaires

Comme derniére application, nous nous proposons de considérer un exemple
impliquant une équation différentielle aux dérivées partielles. Pour ce faire, nous

avons choisi ’équation de la chaleur & une dimension spatiale
Ut = Ugg-

Comme tous les résultats concernant la discrétisation invariante de cette équation
ont été exposés au chapitre 3, nous passons directement a la discrétisation invariante
de I’équation différentielle obtenue par la transformation hodographe H : R3 — R3,
(z,t,u) — (y = u,t,v = 1). Sous une telle transformation, 'équation de la chaleur

se transforme en 1’équation différentielle aux dérivées partielles non linéaires

v = %, (7.30)
'Uy

Les générateurs de symétries de cette équation sont

’\71 = 81,, GQ = 6}, vg = yay, 64 = v&, + 2t8t
(7.31)
Vs = 2t0, — vy0Oy, Ve = 4tvd, + 4t%0, — ('U2 + 2t)y0,
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Vo = a(v,t)0, ol Qp = Q- (7.32)

Clairement, comme la variable ¢ n’est pas affectée par la transformation hodo-
graphe, I’expression Ty = 0 demeure une variété invariante de la nouvelle algebre
de symétries. Les invariants discrets, sur la variété invariante T'; = 0, sont obtenus

directement de (3.27) en leur appliquant la transformation hodographe. Ainsi, nous

obtenons
.71=v+—v, _72_13+—AU, E_(U+—U)(U+‘"U),
v—U_ 0 —U_ T
_ N2 2 a2
fim (e (1) g [0,
T Y 2T

_ )2 )2
et o (e (2]
4T vy —v- vy —v Y v—U_ Y
- s 52 S s)\2 - 1 -
16: (U+ Y -+ (’U+ 'U) {A ! Ah’l (y7+> + = ’ In <y'T_>},
4t v++v_ - U — .. Y
f?z(er—v(v—v) {’U—’U_ ( >_v+—vln<y;>}’
T 'v.|_+'v_ vV — V- Y

7= (04 — 0)(D — v) N Sv+ —A'v) {v -9 In (g_];) _ 0y (%)}
T Uy +0- |04 —0 Y v — U= Y
(7.33)

Au chapitre 3, plusieurs schémas invariants ont été générés. Dans ce qui suit, nous

nous limitons & appliquer la transformation hodographe sur les schémas (3.37) et
(3.41). Ainsi, en posant les mémes expressions invariantes qui ont mené a (3.37) et
(3.41), i.e

T,=0, I,=0, I =4I, (7.34)

et
T, =0, Is=0, I;'I? =4I, (7.35)
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respectivement, nous obtenons que

et

définissent des schémas invariants de I’équation (7.30).

Finalement, par substitution, on vérifie que

1 2
v = (hn + v)t, t =7m +tg, = e~V /e,
v = hn + vo + 2ct, t = 1m + to, y= Ke™vte’t, (7.38)

oit K, h, vo, to T et c sont des constantes, sont des solutions non triviales des
schémas (7.36) et (7.37).

De ce dernier exemple, nous remarquons que, méme si une transformation ho-
dographe linéarise une équation différentielle, cela n’implique pas que cette méme

transformation va avoir le méme effet sur les schémas invariants discrets.



Chapitre 8

Applications numériques

La non linéarité de certains schémas invariants et la dépendance des maillages
sur la solution rendent 1’étude formelle des propriétés numériques des schémas inva-
riants difficile. Pour ’instant, nous nous contentons d’appliquer les schémas numé-
riques invariants & certains problémes pour en tirer quelques caractéristiques et en
comparer Defficacité & celle d’'une méthode standard. Il est évident qu'une analyse
rigoureuse des propriétés numériques des schémas invariants devra étre entreprise
pour obtenir une meilleure compréhension. Nous concentrons nos simulations sur
deux équations étudiées précédemment, soit ’équation de la chaleur et I’équation

de Korteweg-de Vries.

8.1 Equation de la chaleur

Dans ce qui suit, nous nous limitons & appliquer les schémas invariants explicites
(3.29), (3.37) et (3.51) avec o = 0 dans le dernier cas, ce qui revient a considérer un
schéma standard. Pour simplifier la discussion, lorsque nous parlerons du schéma
a maillage évolutif, nous nous référerons au schéma (3.37). Pour le schéma (3.29),
nous parlerons de schéma & maillage uniforme.

Il est bien connu que pour que le schéma (3.56) soit stable, il faut que le rapport
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des pas en t et en z vérifie, [31],

<= (8.1)

DO =

-

h?
Aprés certains tests numériques, nous concluons qu’un critére analogue doit étre
imposé pour les schémas invariants. Comme les pas en = peuvent varier en fonc-
tion du temps et que ceux-ci ne sont pas nécessairement constants sur une couche

temporelle pour le schéma & maillage évolutif, nous posons pour critere de stabilité

des schémas invariants
-
h2

min

1
< —
<3 (8:2)

01l hymin correspond au plus petit pas en = & un temps donné et peut varier a chaque
itération temporelle. En ce qui concerne le schéma 4 maillage évolutif, comme nous
n’avons aucun controle sur I’évolution de la grandeur des pas en z, sauf en ¢t = 0,
I’équation (8.2) impose une contrainte sur 7. La restriction (8.2) s’aveére étre treés
contraignante dans la plupart des applications numériques. Comme nous serons
en mesure de le constater lors de nos deux applications numériques, les noeuds du
maillage se rapprochent 1'un de ’autre autour d’une racine de u, dans les régions ou
la solution est positive et concave. Ce comportement est une conséquence immeédiate
de I’équation (3.38) dans laquelle on fait tendre tendre h, et h_ vers 0. Afin de
comparer objectivement les résultats numériques des trois schémas (3.29), (3.37)
et (3.50), les pas en t seront identiques et seront déterminés en demandant que la
relation (8.2) entre T et h soit vérifiée pour le schéma invariant & maillage évolutif.

Avant d’entamer les applications numériques mentionnons 'existence d’une
contrainte supplémentaire pour les schémas invariants impliquant des logarithmes.
Comme le logarithme n’est pas réel pour des arguments inférieurs ou égales a zéro,
les solutions modélisées a 1’aide de schémas invariants logarithmiques ne doivent
pas passer par zéro. Seules les solutions de signe constant peuvent étre considérées.
Si la solution change de signe, on pourrait étre tenté de lui additionner une cer-

taine constante pour que celle-ci devienne de signe constant, d’ensuite réaliser la
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simulation numérique et finalement de lui soustraire la constante additionnée pour
obtenir la solution finale. Cependant, une telle série d’étapes n’est pas possible

puisque les schémas logarithmiques n’admettent pas le principe de superposition.

8.1.1 Probléme avec conditions aux limites

Considérons le probléme avec conditions aux limites u(0,t) = u(1,¢) = 1,¢t > 0,

avec la condition initiale
u(z,0) = 1+ sin(nz), z € [0,1].
La solution exacte de ce probléme est donnée par

u(z,t) =1+ sin(rz)e ™"

Pour que le schéma (3.29) admette des pas en z soient uniformes & chaque
itération temporelle, il est nécessaire que o soit nul pour le schéma, puisque les
" bords doivent étres maintenus fixes. En ce qui concerne le schéma évolutif, nous
avons imposé que les bords restent fixes et avons laissés évoluer les points intérieurs
selon (3.37).

Dans les figures 8.2, 8.3 et 8.3, nous avons tracé I’évolution de ’erreur absolue
maximale en fonction du temps pour trois pas spatiaux initiaux différents avec
7 = 0.001 en ¢t = 0. De celles-ci, on constate que le schéma numérique standard
et le schéma invariant & pas uniformes donnent des résultats comparables. Du coté
du schéma invariant avec maillage évolutif, la précision est beaucoup moins bonne.
Cette différence dans le comportement de I’erreur est facile & comprendre lorsqu’on
observe I’évolution du maillage, figure 8.4. Les noeuds du maillage en se concentrant

au centre de 'intervalle, engendrent des pas entre les bords et les premiers points
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évolutif
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FIG. 8.1 — Erreurs absolues pour un probléme & valeurs aux bords de I’équation de
la chaleur, hy = 0.1.

erreur
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--- uniforme
évolutif
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t

1
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FIG. 8.2 — Erreurs absolues pour un probléme & valeurs aux bords de I’équation de
la chaleur, hg = 0.05.
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erreur
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--- uniforme
e ‘ . . e\{olutlf
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

t

FIG. 8.3 — Erreurs absolues pour un probléme a valeurs aux bords de ’équation de
la chaleur, hy = 0.01.
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X

FIG. 8.4 — Maillage évolutif pour un probléme & valeurs aux bords de I'équation de
la chaleur, ho = 0.05.
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internes qui ne cessent de s’agrandir. Ce faisant, la précision sur I’évolution de la

solution aux premiers noeuds internes s’en trouve grandement affectée.

8.1.2 Probléme périodique

Nous nous proposons d’explorer le probléme périodique u(z,t) = u(z + 2,1),
avec la condition initiale

u(z,0) = 2 + sin(nz). (8.3)

La solution analytique de ce probléme existe et est donnée par
u(z,t) = 2 + exp[—n’t] sin(rz).

En plus de suivre ’évolution des erreurs numériques, nous vérifierons I’évolution
de la quantité M(t) = f:+P u(z,t) dz, ot P est la période. Cette quantité est
souvent associée a la “masse” de la solution. On constate facilement que celle-ci est

constante dans le temps lorsque u est une solution de ’équation de la chaleur et

d z+P z+P z+P
EE/ uda:=/ utda:z/ Ugr AT

z+P
= 0.

de période P.

=’U,x
x

Pour notre application, la méthode des trapézes est utilisée pour calculer cette
quantité. Ce faisant, on montre sans trop de difficulté que le schéma standard

conserve exactement la masse. En effet, supposons que U'intervalle [—1, 1] contienne
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temps | schéma évolutif | schéma uniforme
0.008503 0.000018 -0.000019
0.051890 0.000060 -0.000036
0.101211 0.000078 -0.000030
0.150403 0.000086 -0.000027
0.199556 0.000090 -0.000025

TAB. 8.1 — Evolution de la différence de masse pour les schémas invariants.

nnoeuds, —1 =11 < 13 < ... <z, = 1. La masse & un temps ¢t + 7 est

- h
M(t -+ 7') = Z(’&z - ﬁi_1)§
i=2

T

h2 (Ui - 2Ui_.1 + ui—l)} h

-
= Z {Ui + ‘]?(Ui—i—l — 2u; + Ui—1) + U1 +

1=

n

= Z(uz + Ui—l)% + %(Z(Uiﬂ —u) + Z(ui—2 — Ui-1))
i=2

=2 =2

e h
= Z(Uz + ui—1)§ + {(—ug + Unt1) + (uo — Un—1)}%,
=2

en utilisant la périodicité de u on trouve

n

h
M(t+T) ;(u +uinr)g = M(2).

Dans le tableau 8.1, nous avons recueilli ’évolution de la différence entre la masse
initiale et la masse & un temps donné pour les schémas invariants (3.29) avec
o = 0 et (3.37). Comme on le constate, contrairement au schéma standard, les
deux schémas invariants ne préservent pas exactement la masse.

L’évolution de l’erreur en fonction du temps, pour trois pas initiaux en z
différents est tracé aux figures 8.5, 8.6 et 8.7. Les conclusions tirées du probléme a

valeurs aux bords demeurent relativement les mémes. Le schéma standard donne
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toujours de meilleurs résultats, suivi de pas trés loin du schéma invariant & pas
uniformes. L’erreur engendrée par le schéma invariant & maillage évolutif bien
qu’encore plus élevé que les deux autres schémas est cette fois-ci beaucoup plus
semblable. Cela est simplement di au fait qu’il n’y a pas d’aussi grands pas en z
dans le maillage du probléme périodique comparativement au probléme & valeur
aux bords, figure 8.8. Comme on le constate les premiers instants de la simulation
ont une grande importance sur ’évolution ultérieure du maillage. Les plus grandes
variations dans la distributions des points en z se situent dans les 0.1 premiéres
unités de temps. Ce comportement est intimement relié & la maniére dont évolue la
solution. Di a la forme de I’équation (3.37b), spécifiant I’évolution des points en z,
le mouvement des points en z est important 13 ot la solution varie le plus. Comme la
composante sinusoidale s’amenuise exponentiellement, sont influence est marquée
dans les premiers instants de la simulation. Plus on avance dans le temps, plus
la solution tend vers la valeur constante 2 et plus le mouvement dans le maillage
devient négligeable, c’est-a-dire que ¢ tend vers zéro. Ceci ne veut pas dire que le
maillage tend & devenir uniforme. Au contraire, 'uniformité est perdue dans les
premiers instants de la simulation est ne peut pas étre recouvré plus tard puisque
le maillage varie de moins en moins au fur et & mesure le temps s’écoule.

Pour se débarasser de la contrainte de stabilité (8.2), il pourrait étre envisageé
d’utiliser des schémas numériques implicites. Il est bien connu que le schéma stan-
dard implicite, (3.57), est inconditionnellement stable [31], c’est-a-dire qu’aucune
relation de la forme (8.1) entre les pas en z et en t doivent étre satisfaite pour que
le la solution numérique soit stable. Il pourrait étre intéressant de voir si c’est aussi
le cas pour les schémas invariants. Cependant, comme les schémas invariants expli-
cites (3.29) et (3.37) ne donnent pas de meilleurs résultats que le schéma standard,
il est trés peu probable que leurs versions implicites soient utiles puisque la non
linéarité des schémas nécessite que 1’on ait recours & des méthodes itératives pour

les résoudre. Ceci introduit une source supplémentaire d’erreur non existante dans
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F1G. 8.6 — Erreurs absolues pour un probléme périodique de ’équation de la chaleur,

ho = 0.05.
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FIG. 8.7 - Erreurs absolues pour un probléme périodique de ’équation de la chaleur,

ho = 0.01.
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FIG. 8.8 — Maillage évolutif pour un probléme périodique de I'équation de la chaleur,

ho = 0.05.
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le schéma standard implicite.

8.2 Equation de Korteweg-de Vries

Comme derniére application nous nous proposons de simuler la solution a un

soliton

u(z,t) = 3¢ sechQ(%\/E(a: + ct) + 6). (8.4)

de ’équation de Korteweg-de Vries. Cette solution s’obtient en cherchant la solution

invariante sous le groupe de translation & un parametre
(z,t,u) — (T +ce,t —€,u).

Pour des raisons d’instabilités numériques, [53], nous n’utilisons pas de schémas
explicites. Nous utilison plutét le schéma invariant & maillage évolutif (6.14) ainsi
que le schéma (6.8) avec o = 0, ce qui revient & considérer un schéma standard.
A la figure 8.10, nous avons tracé I’erreur des solutions numeériques aprés avoir
laissé le systéme évolué pendant trois unités de temps. Comme on le constater,
les deux schémas donnent des résultats similaires. Cependant, au niveau de Peffort
de calcul, le schéma 3 maillage évolutif est beaucoup plus intéressant puisque ce
schéma, est linéaire, e terme non linéaire le 'équation de Korteweg-de Vries étant
caché dans ’équation spécifiant I’évolution du maillage. Ainsi, contrairement au
schéma standard, il n’est pas nécessaire d’avoir recours & la méthode pour arriver

a résoudre pour 4 [31].
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Fic. 8.9 — Evolution de la solution & une soliton calculée avec le schéma implicite
standard, 7 = 0.01 et h = 0.01.
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FIG. 8.10 — Erreurs numériques en t = 3 de la solution solitonique, 7 = 0.01 et
ho = 0.01.



Conclusion

La méthode permettant de discrétiser des équations différentielles de maniere a
préserver toutes leurs symétries présentée au chapitre 2, a été appliquée avec succeés
a quatre équations différentielles aux dérivées partielles de la physique. Dans tous
les cas, nous avons développé deux types de schémas invariants. Il y a ceux pour
lesquels le maillage en = dépend de la solution et ceux pour lesquels le rapport des
pas successifs en T est constant. Le premier type de schémas concorde avec ceux
obtenus par Dorodnitsyn et coauteurs. Cependant, notre approche est légérement
différente puisque que nous évitons I'introduction de variables de type lagrangienne.
Les schémas invariants 4 maillage uniforme quant & eux sont tous nouveaux.

En préservant les symétries du probléme original, nous avons été en mesure
d’utiliser la théorie des groupes pour obtenir des solutions exactes des schémas
invariants. Dans la plupart des cas, on remarque que méme si les schémas inva-
riants sont différents ceux-ci admettent les mémes solutions exactes. L’ensemble
de solutions exactes trouvées forme un petit sous-ensemble de toutes les solutions
qui peuvent étre obtenues par la méthode de réduction par symétries appliquée au
probléme continu. Néanmoins, cet ensemble de solutions exactes s’avére étre plus
grand que celui d’une discrétisation standard qui se limite aux solutions polynd-
miales. Si nous nous fions aux résultats des articles [26] et [27], il est fort possible
que le recours au formalisme lagrangien soit nécessaire pour obtenir de nouveaux
schémas invariants & partir desquels de nouvelles solutions exactes pourront étre

obtenues.
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Au chapitre 7, nous avons montré que si deux équations différentielles sont
reliées par une transformation hodographe alors leurs schémas invariants le sont
aussi par la méme transformation. Méme si ce résultat semble trivial & premiére
vue, il n’en est rien puisque, pour beaucoup de transformations ponctuelles, ce
résultat est faux. En utilisant ce fait, nous avons pu générer facilement des schémas
invariants d’équations différentielles reliées par une transformation hodographe. De
plus, nous avons utilisé cette transformation pour obtenir des solutions exactes des
nouveaux schémas invariants obtenus.

Au niveau des applications numériques, nous constatons que les erreurs de tron-
cature des schémas invariants sont semblables & celles engendrées par une discréti-
sation aux différences finies standard. Etant donné le nombre limité de simulations
numériques réalisées, nous n’en concluons pas que les schémas invariants sont d’au-
cune utilité. Au contraire certains travaux montrent que ’exploitation des proprié-
tés de symeétries jumelée a divers intégrateurs numériques conventionnels donnent
de bons résultats [5,8,9]. Pour mieux comprendre le comportement des schémas
développés dans ce travail et pour peut-tre établir dans quels types de problémes
ces derniers seront utiles, il sera nécessaire d’entreprendre une étude poussée de
leurs propriétés numériques. Comme nous y avons fait allusion, il est important de
connaitre quelles sont les conditions de stabilité des schémas invariants si on veut
obtenir des résultats fiables lors d’applications numériques.

Finalement, il est évident que beaucoup de travail reste & &tre réalisé dans
ce domaine de recherche. Dans ce travail, nous avons seulement considéré la dis-
crétisation invariante d’équations différentielles évolutive & une variable spatiale.
Plusieurs autres types d’équations différentielles aux dérivées partielles restent a
atre discrétisées. De plus, tel que mentionné dans ’annexe, 'algorithme permettant
la discrétisation invariante d’équations différentielles aux dérivées partielles est fa-
cile & modifier pour permettre la mise en place de schémas semi-discrets invariants.

Plusieurs résultats restent a étre trouvés dans ce secteur qui mélange & la fois la
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théorie des symétries d’un probléme continu et celle d’un probléme discret.
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Annexe 1

Limite continue de la prolongation discréte d’un générateur de

transformations

L’objectif principal de cette annexe est de démontrer, dans un cas particulier,
la proposition 2.1. L’exercice nous permet de plus d’obtenir une expréssion pour
la premiére prolongation d'un champ de vecteurs d’un probléme semi-discret. Avec
cette définition, il est facile de développer des schémas invariants semi-discrets.
Pour ce faire, il suffit d’apporter que quelques petites modifications a Palgorithme
de discrétisation invariante présenté dans ce mémoire. Afin d’illustrer commen cela

fonctionne, nous appliquons 'algorithme modifié 4 ’équation de Korteweg-de Vries.

1.1 Preuve d'un cas particulier de la proposition 2.1

Soit
A(matvutauwuzxauzzx) = 0, (Il)

une équation différentielle aux dérivées partielles admettant des générateurs infini-

tésimaux de symétries de la forme

0 0
v =€) 2 (g + 6ot W (12

En d’autres mots, nous supposons que les transformations des variables z et ¢ ne
dépendent pas de la variable dépendante u et qu’en plus, les transformations de
la variable ¢ ne dépendent pas de z. Pour de telles transformations, nous vérifions
facilement que

T, =0 (1.3)
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@ —@ @ @
(x——)tvu——) (:II_,t, u—) (I,t, U‘) ($+vt1u+) ($++st?u++)

FiG. 1.1 — Schéma explicite centreé.

définit une variété invariante puisque

prvty — e, == (n(ts) — () |t,== n(t+) — n(t4+) = 0.

Comme derniére supposition, nous supposons que le schéma discret est explicite
et implique seulement les points figurant & la figure [.1. La prolongation du champ

de vecteurs (I.2) sur un tel schéma est donnée par

prv=_E0, +6_ 0 _ +& 0 +&0n, + &40, + £0; + 10+
70; + §Oy + GO + By + $10uy + GuiBu,, + 30 (14)

Dans le processus de limite continue, nous débutons par faire tendre les pas T
et o vers zéro. Cela nous permettra d’obtenir une expression pour la prolongation
d’un champ de vecteurs d’un probléme semi-discret ou ¢ est une variable continue
et  une variable discréte.

Au lieu d’exprimer la prolongation du champ de vecteurs (1.2) dans 'espace {z,
t, Uy Ty Uy Ty Uy Ty Uy Ty Uy Uy t #}, nous nous proposons de passer
dans Vespace {z, t, U, T__, U__, T, U, T, U, T, Ui, Ty Oy Up}, OU

u*_u—u o (ur—u) _ .
= _Z = f; —
¢ T T\Z+—T

ul. (L.5)

419
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L’introduction de la variable u} se justifie par le fait que, dans la limite continue,
u} tend vers la définition habituelle de u;, avec la restriction que le rapport o/T

vérifie la condition (3.30). La prolongation de v dans cet espace est

prv= £0, + E__0r__ + §_0x_ + €+81+ + §++82++ + (é - g)a"

+ 10 +{-n+7}0r + $Oy + ¢—_Ou__ + ¢_Ou_ + $10u,
. {_é—éu:+é+—§gu+_ =0 99 ¢+—¢g}au:_
T T T T

h+ T z h+

Nous obtenons facilement la limite continue des termes entre accolades en utilisant

le fait que

~ i (O'Dz‘*'TDt)ng
£=>" ~ :

3
Il
=]

TD¢n
n!
(oD, + TD)"¢
n!

s 10

3

?

I
=]

T
ot D, et D, sont les opérateur de dérivées totales. Aprés quelques calculs, nous

obtenons

Dy(¢) — Dy(€)uf — Do(n)us = #5.4. (1.6)

L’expression pour ¢’ , nous procure une définition de la premiére prolongation
en u; du champs de vecteurs (I.2) pour un probléme semi-discret ot la variable ¢
est continue et z est discréte. Le résultat de nos calculs suggére une définition de

¢ , qui soit légérement différente de celle introduite I’article de Levi et coauteurs
[39] ot ils posent ¢, = Di(¢) — Di(€)us — Di(n)us. Notre fagon de prolonger le
champ de vecteurs pour un probléme semi-discret fait plus de sens puisque, dans
un probléme semi-discret, il est impossible de définir la dérivée partielle de u par

rapport & z. Nous résumons ce résultat dans la proposition suivante.
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Proposition 1.1. Soit

0 0 7]

un générateur de transformations. La prolongation semi-discréte de (1.7) pour le

probleme différentiel et auz différences

U Ty Ty Ty Ty By U, Uy Uy U, U y) = 0,
(1.8)
u— AT, T, T, T, Ty, LU U, U, U, uyy) =0,

est

p'rv = gaﬁt + é— 'al‘—— + 6—01_ + §+a$+ + €++aﬂi++ + ’r]at
+ ¢au + ¢—-—a _ + ¢—au_ + ¢+a‘u+ + ¢++a¢l++ + ¢.ts.d.au1: (Ig)

ou

¢! q. = Di(#) — Du(§)ug — De(n)ue (1.10)

L’étude des symétries dans les équations semi-discretes est un sujet de recherche
en soi. Comme ce n’est pas le sujet d’étude de ce travail, nous ne nous sommes pas
investis dans ce probléme. Néanmoins, dans la section suivante, nous appliquons
notre résultat a un exemple simple.

Une fois la limite continue en t prise, le probléme discret en devient un & une
dimension, figure 1.2. Afin de terminer le calcul de la limite continue, nous exécutons

un changement de variables pour passer de l'espace {z__,z_, 2, T4, T4y, t;, U—,
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Fic. 1.2 — Schéma & une variable discréte.

U_, U, Uy, Uypy ) vers {z, h_, b, hyy By, u, uF, Usg, Uggs, Atiyy} OU

__ 2 -
Uze = h+ + h_ (u:z: u:z: )7
++ _ o+ — g
Ugzz = 0 <u1‘+ e - Ys Yz > , (Ill)
Fos F 20y 42t hos \hyp + Ry R+ h_

A'U:++ = Uyy — U

Ce faisant, la prolongation semi-discréte du champ de vecteurs (1.9) s’écrit, en

introduisant I’opérateur de dérivée discréte

D(f(z,t,u)) = f(@y, by ug) — f(2,tu)

[.12
n ) , (112)

prv =§a:c + 773t + d’au + ¢.ts.d.au: + h——_HP (E——)ah__ + h—+€ (‘E—)ah_+

b D (©h, +has D (00, + (D (9-) +hes D (600t

byt he_
$50,4 + 07 Oue + B Oucaas (1.13)
ou
$=D (6~ D (O, (114)
g3 = =& 2 (p(eut- DE ) (1.15)

d ez T Uaay T R T Ty + B ihs i
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TIT =¢ _§+++€+—£—-—€——u i §++—€ uj*’—uj 9
d TIIT A TIT h++ — h+ h,++ n h+ 5

£—€_\ (u;—u;"\ 6 6 ( ul
* (h_ - h__> (h_ n h__> PRETAU <h++ n h+>
6 Uy 6 uft
M A <h_ + h__) —B. & <h++ + h_>

- () @19

avec h = hyy + 2h, +2h_ + h__. Finalement, en faisant tendre les pas en T vers

zéro, nous obtenons

pr v=YV + d)ta‘lu + ¢za'u: + ¢zzaux:c + ¢sza

Uzzx

(L.17)

avec

¢' = Dy(¢) — Di(E)ue — Di(n)us, ¢° = Dz() — Da()ua,

Ce résultat est cohérent avec la formule générale (1.7), en se rappelant que nous

avons supposé que 7 est fonction que de t.

L2 Schéma semi-discret préservant toutes les symétries de I’équation de Korteweg-

de Vries

Dans ce qui suit, nous appliquons la prolongation semi-discréte (1.9) et (1.10)
a l’équation de Korteweg-de Vries pour obtenir une discrétisation semi-discréte
préservant toutes les symétries de I'équation originale.

L’algorithme permettant de générer un schéma invariant semi-discret est simi-
laire & celui exposé au chapitre 2, & la différence que seule la variable spatiale z

est discréte. Ainsi, au lieu d’avoir deux équations spécifiant I’évolution du maillage,
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nous nous retrouvons avec une seule équation. La variable ¢ étant maintenant conti-
nue, nous n’avons pas & inclure une équation spécifiant comment ¢ doit étre écha-

tillonné. Donc le probléme qui nous intéresse sera composé des deux équations

Q(:v__,x_,a:,:v+,x++,t,u__,u._,u,u+,u++,ut) =0, (1.19)

up = ANZo—, T2, T, Tqy T, Uy Uy Uy U Ugy)s

avec la restriction que dans la limite continue, la premiére équation tende vers
I'identité 0 = O et la deuxiéme tende vers 'équation de Korteweg-de Vries.
En calculant les invariants semi-discrets de l'algébre de symétrie (6.2) dans

Iespace {T__, T, T, Ty, T4, by Uy Uy Uy Upy U u; }, nous obtenons

n=1 L=, 13=%§, L= ——,
Is = “:——:% Is = "”““u—i:—;‘—* I = (uy —w)h%,  Is= (u—uuf)hs
(1.20)
Un schéma semi-discret approximant 1’équation de Korteweg-de Vries s’obtient
en posant
L=1, Iy= %(I 1 I 4 (L) D (1.21)

ce qui donne en terme des variables originales

h+ =h_= h,,
U — ’Ll,’U,+ _ u++ b 2u+ + 2U__ — U__ (1.22)
e 2h3 '

Le résultat obtenu n’est pas trés intéressant puisque celui-ci aurait pu étre obtenu
par une discrétisation habituelle. Néanmoins, remarquons que le systéme d’équa-
tions (1.22) est en accord avec le schéma invariant explicite & pas uniformes (6.6),

dans lequel on fait tendre 7 et o vers zéro.



