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SOMMAIRE

Un graphe est dit asymétrique (resp. sans involution) minimal s’il est asymé-
trique (resp. sans involution) et qu’aucun de ses sous-graphes induits propres non
triviaux n’a cette propriété. Ce mémoire traite de la classification des graphes
asymetriques minimaux. On y montre en fait qu’il n’existe que neuf graphes asy-
métriques minimaux de longueur induite 3 et que ceux-ci sont aussi les seuls
graphes sans involution minimaux de longueur induite 3. Comme il a déja été
démontré qu'’il n’existe qu'un nombre fini de graphes asymétriques minimaux de
longueur induite supérieure ou égale & 4, il est maintenant possible d’affirmer
qu’il n’existe qu’'un nombre fini (en effet, il en existe exactement 18) de graphes
asymeétriques minimaux et que ceux-ci sont aussi les seuls graphes sans involution
minimaux, démontrant ainsi la conjecture de J. Nesetril sur la finitude de ces

ensembles.

MOTS CLEFS

Automorphisme, graphe asymétrique minimal, graphe sans involution mini-

mal, longueur induite, clump.
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SUMMARY

A graph is minimal asymmetric (minimal involution-free) if it is asymmetric
(involution-free) but none of its proper non-trivial induced subgraph has this
property. This M.Sc. thesis is concerned with the classification of the minimal
asymmetric graphs. We show that there is only nine minimal asymmetric graphs of
induced length 3 and that they are at the same time the only minimal involution-
free graphs of induced length 3. As it has already been shown that there is only
a finite number of minimal asymmetric graphs of induced length greater or equal
to 4, it is now possible to state that the class of minimal asymmetric graphs is
finite (in fact, there are 18 minimal asymmetric graphs) and that these graphs
are at the same time the only minimal involution-free graphs, this proving the

conjecture of J. Nesetril on the finiteness of these sets.

KEY WORDSs

Automorphism, minimal asymmetric graphs, minimal involution-free graphs,

induced length, clump.
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INTRODUCTION

Un graphe est asymétrique si I'identité est son seul automorphisme. Il est sans
involution si aucun de ses automorphismes n’est d’ordre 2. On dit d’'un graphe
qu'il est asymétrique (resp. sans involution) minimal s’il est asymétrique ( resp.
sans involution) et qu’aucun de ses sous-graphes induits propres non triviaux
n’a cette propriété. Les graphes des figures 2.1.1 4 2.1.3 sont asymétriques mi-
nimaux et sans involution minimaux. Une conjecture de J. Nesetril [1,2], vieille
d’une vingtaine d’années, stipule que la classe des graphes finis ne contient qu’un
nombre fini, 4 isomorphisme prés, de graphes asymétriques minimaux et que ceux-
ci sont aussi les seuls graphes sans involution minimaux. Cet énoncé peut sembler
étonnant pour deux raisons :

(i) A priori, un graphe sans involution minimal n’est pas nécessairement asy-
métrique minimal et vice versa.

(ii) Les graphes asymétriques sont en trés grande proportion dans la classe
des graphes finis. En fait, il a été démontré par Erdds et Rényi en 1963 [4] que

presque tous les graphes sont asymétriques.

En travaillant & la résolution de cette conjecture, il s’est avéré utile de sé-
parer le probléme en quelques cas selon la longueur induite des graphes (c.-a-d.
la longueur d’une plus longue chaine induite dans le graphe). Il a été démontré
par G. Sabidussi en 1987 [1] qu’il n’existe que deux graphes asymétriques mini-
maux de longueur induite supérieure ou égale & 5 (fig 2.1.1) et que ces graphes
sont les seuls graphes sans involution minimaux de longueur induite supérieure
ou égale & 5. Ces deux graphes sont en fait de longueur induite 5. Finalement,

il a été démontré par J. Nesetril et G. Sabidussi en 1992 [2] qu’il n’existe que
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sept graphes asymétriques minimaux de longueur induite 4 et que ceux-ci sont

aussi les seuls graphes sans involution minimaux de longueur induite 4 (fig 2.1.2). !

Comme il est bien connu (folklore) que tout graphe de longueur induite 2 a une
involution, le but de mes recherches était de démontrer la conjecture de Nesetril

pour le dernier cas demeurant sans preuve, celui des graphes de longueur induite 3.

La technique utilisée pour prouver la conjecture pour le cas des graphes de
longueur induite 3 est somme toute la méme que celle utilisée dans les théorémes
de [1] et [2]. Nous considérons un graphe G asymétrique minimal de longueur
induite 3 différent de ceux déja connus (fig 2.1.3). A l'intérieur de ce graphe, on
se fixe une chaine induite de longueur maximale en occurence de longueur 3. A
l'aide de certaines propriétés des graphes asymétriques minimaux, il est possible
de montrer que les sommets de G a ’extérieur de la chaine sont situés de facon &
ce que G ait une involution contredisant le fait que G n’en ait pas. Contrairement
aux théorémes démontrés dans [1] et [2], certains arguments de la preuve feront

appel au complémentaire de G.

Le premier chapitre de ce mémoire sera consacré aux définitions de base de la

théorie des graphes qui seront utilisées tout au long du texte.

C’est dans le deuxiéme chapitre qu’on retrouve un premier résultat original.
En effet, on montre que tout graphe biparti de longueur induite 3 a une involu-
tion, résultat technique utilisé dans la démonstration du théoréme principal mais
aussi d’intérét indépendant. La preuve s’inspire du théoréme folklorique sur les

involutions dans les graphes de longueur induite 2.

Finalement, c’est au troisiéme chapitre qu’on retrouve chacune des étapes

menant & la preuve de la conjecture de J. Nesetril pour le cas des graphes de

1Comme la preuve de ce théoréme est extrémement longue, certains détails techniques ont

été omis dans [2]. Pour une version compléte de la preuve, veuillez vous référer au preprint [5).
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longueur induite 3. Les détails sont nombreux, techniques et répétitifs. Nous avons

eu recours au logiciel GAP pour la recherche des sous-graphes interdits.



Chapitre 1

QUELQUES NOTIONS EN THEORIE DES
GRAPHES

Le but de ce chapitre est de familiariser le lecteur avec certaines notions de
la théorie des graphes qui nous seront utiles tout au long du mémoire. Comme
nous allons parler plus tard de graphes asymétriques minimaux, les notions de
sous-graphe induit et d’automorphisme de graphes seront les définitions les plus

importantes pour une bonne compréhension du sujet.

1.1. NOTIONS DE BASE

1.1.1. Graphes et sous-graphes induits

Tout au long du mémoire, les graphes seront finis et simples, c’est-a-dire sans

arétes multiples ni boucles.

Un graphe fini G = (V, E) est défini par ’ensemble fini V' dont les éléments
sont appelés sommets de G et par ’ensemble E dont les éléments sont appe-
lés arétes de G. Une aréte e de I’ensemble FE est définie comme une paire non-
ordonnée de sommets de G. On appelle ces sommets, les extrémités de e. On dira
que deux sommets z et y de G sont adjacents s'il existe une aréte dans G qui a z
et y comme extrémités. On écrira alors zFy. Si z et ¥ ne sont pas adjacents, on

écrira xFy. Soit e, une aréte de G ayant z et y comme extrémités, on écrit donc
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e = [z,y]. Tout au long de ce mémoire, nous noterons N, 'ensemble des voisins
d’un sommet z € V(G), c’est-a-dire,
N, ={y € V(G) | zEy}.

Le degré du sommet z est la cardinalité de N,.

On dit d'un graphe qu'il est discret s’il ne contient aucune aréte. Un graphe
est trivial s’il posséde au plus un sommet. Finalement, G est biparti s’il existe
une partition des sommets de G en deux ensembles A et B telle que toute aréte

de G a une extrémité dans A et Pautre dans B.
@)

/N

O O

Fig. 1.1.1. Un graphe

Soient G et H deux graphes. On dit que H est un sous-graphe induit de G si
I'ensemble des sommets de H, noté V(H), est contenu dans V(G) et que E(H)
est constitué de toutes les arétes de G dont les deux extrémités sont des sommets
de H. Donc, étant donné un sous-ensemble X C V(G), on peut considérer (X)

’

le sous-graphe de G induit par X.

1.1.2. Distance, diamétre et longueur induite

Au cours des prochains chapitres, on aura parfois besoin de connaitre la dis-
tance entre deux sommets d'un graphe ou entre un sommet et un sous-graphe

induit d'un graphe.

Avant de définir ces deux concepts, nous aurons besoin de la notion suivante.
Soient u et v deux sommets distincts d’un graphe G. Une chaine de u & v

dans G est une suite P = zg, 1y, 2o, ..., T de sommets distincts de G tels que

~

0o =1u 7, =vet 7Fx pour tout i € {0,...,k — 1}. La longueur de la chaine



P, notée [(P), est le nombre d’arétes qu’elle posséde, c.-a-d. [(P) = k.

On dit qu’un graphe G est conneze si pour toute paire de sommets u,v €
V(G), il existe une chaine P reliant u et v. Lorsque G est non connexe, chacun
de ses sous-graphes induits connexes maximaux par rapport & I’inclusion de G se

nomme composante conneze de G.

Si G est un graphe connexe, on définit la distance entre u et v, deux sommets
de G, de la maniére suivante. Notons d’abord P(u,v) ’ensemble des chaines
reliant u et v dans GG. On pose alors

d(u,v) :== min{{(P) | P € P(u,v)}.

Si H est un sous-graphe induit de G et u un sommet quelconque de G , nous

définissons la distance de u & H de la maniére suivante :
d(u, H) := min{d(u,v) | v € V(H)}.

Soit z, un sommet de G. Il est possible de partitionner V(G) selon la distance

des sommets & z. Notons
Nt .= {yeV(G)|d(y,z) =k}, k€ N.

On appelle ces ensembles les classes de distance de G par rapport a z.

Soit z, un sommet de G. On définit 1’ezcentricité de = de la maniére suivante :
¢(z) == max{d(z,y) | y € V(G)}.
Le diamétre d’un graphe connexe G, noté §(G), est la distance maximale entre
deux sommets de G. C’est-a-dire,
0(G) := max{d(u,v) | u,v € V(G)}.
On remarque que le diamétre peut aussi étre défini comme le maximum des
excentricités,
0(G) = max{e(u) | u € V(G)}.
Une chaine induite dans G est une chaine xy, ..., z; telle que le sous-graphe

de G formé des sommets et des arétes de la chaine est induit.
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La longueur induite d'un graphe G (connexe ou non), notée \(G), est la lon-
g P

gueur d’'une plus longue chaine induite dans G.

L’observation suivante est évidente :
Remarque 1.1.1. Soit G, un graphe connexe quelconque. Alors 6(G) < A(G).

En général, ces deux paramétres ne sont pas égaux. La figure 1.1.2 montre un
exemple de graphe ot le diamétre est 2 et la longueur induite est k. Nous pouvons
donc prendre & aussi grand que l'on veut pour remarquer que la différence entre

la longueur induite d’un graphe et son diamétre peut étre arbitrairement grande.

%
Xo Xy X2 X3

F1G. 1.1.2. Longueur induite vs diamétre

X X

1.2. AUTOMORPHISMES

1.2.1. Automorphismes et graphes asymétriques

Soit G = (V, E), un graphe quelconque. Un automorphisme de G est une
fonction bijective o : V(G) — V(G) telle que pour tous z,y € V(G)
tEy <= o(z)Eo(y).
En d’autres mots, o est une permutation des sommets de G qui préserve la struc-
ture du graphe, c.-a-d. Padjacence. L’ensemble des automorphismes d’un graphe
G forme un groupe sous la composition de permutations. On note ce groupe

Aut(G). Une involution de G est un automorphisme d’ordre 2.
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Soit G, un graphe et u,v € V(G). S'il existe un automorphisme ¢ tel que

o(u) = v, on dit que les sommets u et v sont semblables.

Les graphes dont le groupe d’automorphismes se réduit & l'identité seulement
sont dits asymétriques. En d’autres mots, on dit qu'un graphe est asymétrique
si chacun de ces sommets n’est semblable qu’a lui-méme. La figure 1.1.1 montre
un exemple de graphe asymétrique. Les graphes asymétriques forment une trés
grande classe de graphes. En fait, il a été démontré par Erdds et Rényi [4] que
presque tous les graphes sont asymétriques. Cette affirmation signifie que

A
lim |An|

=1
n—oo |Gyl

ot A, désigne ’ensemble des graphes asymétriques d’ordre n & isomorphisme prés
et G, désigne ’ensemble des graphes d’ordre n & isomorphisme prés, 'ordre d’un

graphe étant son nombre de sommets.

1.2.2. Graphes complémentaires

Soit G et H, deux graphes. On dit que H est le complémentaire de G si
V(H) = V(G) et si pour tous z,y € V(H) distincts,
zEy dans H <= zFEy dans G.
On note alors H = G.

Lemme 1.2.1. Pour tout graphe G, Aut(G) = Aut(G).

DEMONSTRATION. Soit o € Aut(G) et z,y € V(G) distincts. On a alors que :

tEy € G <> zEy € G
= o(z)Eo(y) € G
= o(z)Eo(y) € G

c-a-d. o est un automorphisme de G si et seulement s’il est un automorphisme

de G. 1
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En particulier, on remarque ici qu'une involution de G demeure une involution

dans G.

1.2.3. Clumps

Définition 1.2.1. Soit G, un graphe quelconque. Un clump ! de G est un sous-
ensemble A C V(G) tel que pour tous z,y € A,
N\ A= N, \ A

En d’autres mots, les sommets de A ont un voisinage constant a 'extérieur de A.
)

On remarque qu’un graphe G quelconque contient toujours quelques clumps.
En effet, soit z € V(G), nous avons que le singleton {z} est un clump de G. De
plus, nous avons aussi que § ainsi que V(G) en entier sont des clumps de G. On
appelle ces trois types les clumps triviauz de G.

Soit A, un clump de G tel que |A| > 2 et A # V(G), on dit alors que A est

un clump non trivial de G.

Le prochain lemme sur les extensions d’automorphismes, quoique trivial, sera

d’une importance capitale lors des prochains chapitres.

Lemme 1.2.2. Soit G, un graphe quelconque et A, un clump non trivial de G.

Si o € Aut((A)), alors il est possible d’étendre o & un automorphisme de G.

DEMONSTRATION. Soit G un graphe quelconque et A un clump non trivial de G.
Regardons le sous-graphe induit par les sommets de A. Soit o € Aut({A)). Soit
p: V(G) — V(G) définie par p(z) = o(z), pour tout z € A et p(z) = z pour
tout z € V(G) \ A.

ILe seul terme francais en usage est intervalle. Emprunté de la théorie des ensembles ordon-
nés, il se préte mal & la théorie des graphes. Le terme clump semble paraitre pour la premiére

fois dans un article de M. Aschbacher [3].



i\

10

Comme A est un clump de G, il est évident que p est un automorphisme de

G. a

Lemme 1.2.3. Soit G, un graphe quelconque et A, un clump non trivial de G.

Alors, A est aussi un clump dans G.

DEMONSTRATION. Soit z,y € V(G) = V(G). Nous savons que dans G, N\ A =
Ny\ A car A est un clump de G. Calculons donc le voisinage de z et y & ’extérieur
de A dans G. Pour les besoins de la cause, notons le voisinage de z dans G, (N2)e
et le voisinage de z dans G, (N,)z-

Nous avons que :
(Nz)g\ A= (V(G)\ A)\ (Na)c \ A4)
= V(G A\ (My)e\ 4)
= (Ny)g\ 4

Donc, A est un clump de G. O



Chapitre 2

CLASSIFICATION DES GRAPHES
ASYMETRIQUES MINIMAUX

Dans ce chapitre, il sera question de graphes asymétriques minimaux. En fait,
aprés avoir défini ces objets et énoncé quelques-unes de leurs propriétés, nous

entamerons leur classification.

2.1. DEFINITION ET PROPRIETES

Définition 2.1.1. (i) Un graphe G est un graphe asymétriqgue minimal s’il est
asymétrique et que tous ses sous-graphes induits non-triviaux ont au moins un
automorphisme autre que l'identité.

(ii) On dira que G est un graphe sans involution minimal s’il n’admet aucune
involution mais que tous ses sous-graphes induits non-triviaux en ont au moins

une.

Les figures 2.1.1 4 2.1.3 montrent la liste des 18 graphes asymétriques mini-
maux qu’on retrouve dans [2]. ! On remarque aussi que ces graphes sont aussi sans
involution minimaux. Comme le montrent les figures, M; et M; sont de longueur
induite 5, M3 & My sont de longueur induite 4 et les neuf derniers, de longueur

induite 3.

1En fait, nous avons complété la liste disponible dans [2] en ajoutant les complémentaires

de certains graphes.
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En observant ces graphes, on remarque que ceux-ci sont tous connexes et
qu'ils sont tous par paire de complémentaires. En effet, M; = Mg, My = M,
My = Mg, My = Mg, Ms = Mg, My = My, Mg = Mg, My = M5 et
My = M.

A remarquer que M; et M; n’ont pas nécessairement la méme longueur induite.
En fait, Mg et Mg ainsi que M;; et My, sont les seules paires de complémentaires

ayant la méme longueur induite.

F1G. 2.1.1. Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 5

Q 0
M, P~ M,
o)
O o
o
M, M




M, % o/ Mg
o

M,
o=

F1G. 2.1.2. Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 4

M10 f j <§>O_O M 11
s @ T/% .
W O

13
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F1G. 2.1.3. Graphes asymétriques minimaux de longueur induite 3

Démontrons maintenant quelques propriétés des graphes asymétriques mini-

maux.

Lemme 2.1.1. Si G est un graphe asymétrigue minimal (resp. sans involution
minimal), alors G, le complémentaire de G, est aussi asymétrique minimal (resp.

sans involution minimal).

DEMONSTRATION. Pour montrer ceci, on utilise le lemme 1.2.1. Comme un sous-
graphe induit de G est le complémentaire du sous-graphe de G induit par les
mémes sommets, les groupes d’automorphismes des sous-graphes induits de G
sont égaux & ceux des sous-graphes induits par les mémes sommets dans G. Ceci
montre que si G est asymétrique minimal, G l’est aussi. L’argument fonctionne

aussl pour les graphes sans involution minimaux. O

La prochaine propriété des graphes asymétriques minimaux jouera un role clef

lors de leur classification.

Lemme 2.1.2. 51 G est un graphe asymétrique minimal ou sans involution mi-

nimal, alors G ne contient aucun clump non trivial.
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DEMONSTRATION. Pour démontrer ceci, on utilise le lemme 1.2.2. sur les exten-
sions d’automorphismes.

Supposons le contraire. Soient G, un graphe asymétrique minimal et A, un
clump non-trivial de G, alors, par la définition de graphe asymétrique minimal,
(A) a un automorphisme qui différe de I'identité. En étendant cet automorphisme
a G, on obtient que G a un automorphisme non-trivial. Ceci contredit le fait que
G est asymétrique. Pour le cas des graphes sans involution minimaux, il suffit
de remarquer que si G est un graphe sans involution minimal et A, un clump
non-trivial de G, il est clair qu’en étendant une involution de (A) & G en entier,

on obtient une involution de G. O

Corollaire 2.1.1. 57 G est un graphe asymétrique minimal ou sans involution

manimal, alors G est conneze.

DEMONSTRATION. Supposons donc le contraire. Soit G un graphe asymétrique
minimal non connexe. Il est clair qu’au moins une composante connexe de G est
non triviale car si G contient parmi ses composantes connexes deux singletons,
la transposition de ceux-ci constituerait un automorphisme de G qui différe de
I'identité. Donc, si H est une composante connexe non triviale de G, alors V(H)
est un clump non trivial de G, ce qui contredit le lemme précédent. On remarque

que 'argument tient pour les graphes sans involution minimaux. O

2.2. CLASSIFICATION DES GRAPHES ASYMETRIQUES MINIMAUX

Voici la conjecture proposée ([1], [2]) :

Conjecture 2.2.1. La classe des graphes finis ne contient qu’un nombre fini
a isomorphisme prés de graphes asymétriques minimaux. Ces graphes sont par

surcroit les seuls graphes sans involution minimauz.
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Cette affirmation peut paraitre a I’encontre de notre intuition compte tenu de

la trés grande proportion de graphes asymétriques dans la classe des graphes finis.

En travaillant & la résolution de cette conjecture, il s’est avéré utile de sépa-
rer le probléme en plusieurs cas selon la longueur induite des graphes. En fait,

quelques résultats trés intéressants ont été démontrés en ce sens.

2.2.1. Longueur induite A > 5

Le premier résultat que nous allons énoncer est dit & G. Sabidussi [1]. Ce
résultat se rapporte au graphes de longueur induite supérieure ou égale & 5. On
montre en fait que M; et M, sont les seuls graphes asymétriques minimaux de
longueur induite 5, qu’ils sont aussi les seuls graphes sans involution minimaux
de longueur induite 5 et qu’aucun graphe de longueur induite supérieure ou égale
4 6 n'a ces propriétés. En effet, dans [1] on démontre successivement les trois

théorémes suivants qui sont légérement plus forts.

Théoréme 2.2.1. Si G est un graphe conneze de longueur induite A > 7, alors
(i) G contient un des graphes asymétrigues minimauz My, M3, My, Mg comme
sous-graphe induit, ou (ii) G a un clump non trivial, ou (iii) G est une chaine de

longueur A ou un (A + 2)-cycle.

Théoréme 2.2.2. Si G est un graphe conneze de longueur induite A = 6, alors
(i) G contient un des graphes asymétriques minimauz My, M3, My, M5, Mg comme
sous-graphe induit, ou (i1) G a un clump non trwial, ou (#i) G est une chaine de
longueur 6 ou un 8-cycle ou il consiste en deuz pentagones avec ezactement une

aréte en commun.

Théoréme 2.2.3. Si G est un graphe conneze de longueur induite A = 5, alors
(i) G contient un des graphes asymétriques minimauz M;, < =1,..,7, comme

sous-graphe induit, ou (i) G a un clump non trivial, ou (11i) G a une involution.
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2.2.2. Longueur induite A\ =4

Le prochain résultat est dii conjointement & G. Sabidussi et J. Nesetril [2].
Continuant leur travail de classification des graphes asymétriques minimaux, ils
ont montré qu’il n’existe que sept graphes asymétriques minimaux de longueur
induite 4 et que ces sept graphes sont en méme temps les seuls graphes sans
involution minimaux de longueur induite 4. Dans [2], on montre un théoréme qui

est encore une fois un peu plus fort.

Théoréme 2.2.4. Si G est un graphe conneze de longueur induite A\ = 4, alors
(i) G contient un des graphes asymétriques minimauz Ms, ..., M3 comme sous-

graphe induit, ou (i) G a un clump non trivial, ou (1ii) G a une involution.

2.2.3. Longueur induite A < 2

Dans cette section, nous démontrerons que tout graphe non trivial de longueur

induite inférieure ou égale & 2 a une involution.

Pour les graphes de longueur induite 0 ou 1, ceci est trés facile & voir. En
effet, un graphe non trivial de longueur induite 0 est un graphe ayant au moins
deux sommets et aucune aréte et un graphe de longueur induite 1 est un graphe
ou chacune de ses composantes connexes est compléte avec au moins une compo-

sante non triviale. Dans ces deux cas, il est évident que le graphe a une involution.

Le cas des graphes de longueur induite 2 est plus délicat. Nous allons montrer
un théoréme bien connu mais apparemment jamais publié disant que tout graphe
de longueur induite 2 a une involution. La raison pour laquelle ce théoréme sera
démontré ici est qu’il sert de modeéle pour l'obtention d’un résultat semblable

pour les graphes bipartis de longueur induite 3.

Théoréme 2.2.5. Tout graphe de longueur induite 2 a une involution.
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DEMONSTRATION. Supposons le contraire. Soit G, un graphe de longueur induite
2 n’ayant pas d’'involution et minimal par rapport au nombre de sommets. Soit

z, un sommet de degré minimal dans G.

Premiérement, montrons que N2 n’est pas vide.

Supposons le contraire. Nous avons alors que V(G) = {z} U N,. Comme G
a été choisi avec la propriété d’étre sans involution et minimal par rapport au
nombre de sommets, il s’en suit que (/V,) a une involution. Comme N, est un
clump dans G, il est possible d’étendre cet involution & G en entier. Ceci contre-

disant le fait que G est sans involution.

Montrons maintenant que (N?2) est discret.

Pour ce faire, nous allons démontrer que chaque composante connexe de (N2)
est un clump dans G.

Soit u,v € N2 tels que uEwv. Supposons par I’absurde que u et v n’ont pas
les mémes voisins dans V.. Sans perdre de généralité, supposons qu’il existe un
sommet w € N, tel que uEw et vEw. Alors, (x,w,u,v) est une chaine induite de
longueur 3 dans G contredisant le fait que A(G) = 2.

Comme deux sommets adjacents de N2 ont les mémes voisins dans N, il s’en
suit que chaque composante connexe de (N2) est un clump dans G. Supposons
donc qu’une de ces composante connexe soit non triviale. Soit H, cette compo-
sante connexe. On a alors que H a une involution par minimalité de G et on
peut étendre cet involution & G en entier. Ceci contredit le fait que G est sans

involution. Donc, (IN?2) est discret.

Soit u € N2, comme z est de degré minimal dans G, on a alors que N, = N,.
Ceci implique que la transposition z «— u est une involution de G. Ceci étant

la contradiction finale. O
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2.2.4. Longueur induite A = 3

L’objectif principal de ce mémoire est de vérifier la véracité de la conjecture

2.2.1 en démontrant celle-ci pour le cas des graphes de longueur induite 3.

Avant de s’attaquer a la classification des graphes asymétriques minimaux de
longueur induite 3 (chapitre 3), remarquons d’abord que parmi ceux de la figure
2.1.3, c.-a-d. My & Mg, aucun n’est biparti. Cette observation méne 4 nous poser
la question suivante : Existe-t-il des graphes bipartis asymétriques de longueur
induite 37 La réponse a cette question se situe dans le prochain théoréme. En

fait, celui-ci démontre un résultat un peu plus fort.

Théoréme 2.2.6. Tout graphe biparti de longueur induite 8 a une involution.

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer ce résultat par I’absurde. Soit G, un
graphe biparti de longueur induite 3 qui n’admet aucune involution et u € V(G)
de degré minimal.

Premiérement, nous allons vérifier que les classes de distance N2 et N2 ne
sont pas vides.

Comme G est biparti, il n’y a aucune aréte & ’intérieur des classes de distance.
Comme A(G) = 3, ceci implique que N2 # () car sinon A\(G) serait 1. Supposons
maintenant que N2 = . Comme u est de degré minima)l, nous avons que pour
tout £ € N2, N, = N,. Donc, comme z et u ont le méme voisinage, T «— u

est une involution de G. Ceci contredit le fait que G n’a pas d’involution. Donc,

N3 A,

Démontrons maintenant que tous les sommets de N, ont des voisins dans N2.
Supposons le contraire. Soit z € N, tel que z n’a pas de voisin dans NZ, ceci

implique que N, = {u}. Comme N? # {, la cardinalité de N, est supérieure ou

égale a 2. Le fait que z soit de degré 1 contredit la minimalité du degré de w.
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De la méme fagon, nous pouvons montrer que tous les sommets de N2 ont des
voisins dans N2.
En supposant le contraire, soit € N2 tel que z n’a pas de voisin dans N2.

Comme u est de degré minimal, N, = N,. Donc, £ < u est une involution de G.

Montrons maintenant que le sous-graphe H induit par les sommets de N, UN?
est un graphe biparti complet.

Supposons le contraire, soit z € N, et y € N2 tels que zEy. Soit z € N, tel
que zEy et w € N tel que wEy également. Alors, (w,v, 2, u, ) est une chaine

induite de longueur 4 dans G contredisant le fait que G est de longueur induite
3.

Comme H est biparti complet, nous avons que pour tout v € N, N, =
N2 U {u}. Ceci implique que |N,| = 1 car sinon pour tous z,y € N, distincts,

T «+— Yy est une involution car ils ont le méme voisinage.

Nous allons maintenant démontrer que les voisinages des sommets de N2
forment une chaine par rapport & linclusion c.-a-d. pour tous z,y € N2, soit
N; € N, soit N, C N;,.

Supposons le contraire. Soit uj,us € N2 et z,y € N2 tels que € N, \ Ny,
et y € Ny, \Ny,. Nommons w 'unique sommet de N,. Alors, nous avons que

(w1, Z,w,y, uy) est une chaine induite de longueur 4 dans G contredisant le fait
que A(G) = 3.

Nous pouvons reproduire le méme argument pour les voisinages des sommets

de N2 restreints & N2. Ceux-ci forment aussi une chaine par rapport 3 'inclusion.

Comme deux sommets de G ne peuvent pas avoir le méme voisinage, il s’en

suit que |N?| = |N3|.

Il en découle que G a la structure suivante :
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V(G) ={u,w,u1, ..., Un, U1, oorry U}

E(G) ={[u, u]}
U{lw,w]:i=1,..,n,}
U{fu,v]ii=1,.,n, 5=1,..,4)

ot {u,...,un} = N2 et {vq,...,v,} = N3.

On remarque alors que o := (v v,)(w un) 7oy (4 vn_i) est une involution de

G. Ceci étant la contradiction finale. 00
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Chapitre 3

CLASSIFICATION DES GRAPHES
ASYMETRIQUES MINIMAUX DE LONGUEUR
INDUITE 3

Dans ce chapitre, nous démontrerons le théoréme suivant :

Théoréme principal. Les seuls graphes asymétriques minimauz de longueur
induite 8 sont ]VIIO, Mlla ]V[m, M13, M14, M15, Mls, M17 et Mlg. Ces gmphes sont

aussi les seuls graphes sans involution minimaux de longueur induite 3.

La preuve de ce théoréme se fera en plusieurs étapes. En fait, nous procéderons
par contradiction. Nous allons considérer GG, un graphe asymétrique minimal de
longueur induite 3, différent des M; ci-dessus. En utilisant que G ne contient
aucun M; ni de chaine induite de longueur 4 comme sous-graphe induit (sous-
graphes interdits), qu'’il n’admet aucun clump non trivial (lemme 2.1.2) et que
son complémentaire est aussi un graphe asymétrique minimal (lemme 2.1.1), nous
réussirons & démontrer que G n’existe pas. On remarque que la preuve fonctionne

également dans le cas ou G est sans involution minimal.

3.1. TYYPES DE VOISINAGE ADMISSIBLES ET COMPATIBILITE

Comme G est de longueur induite 3, nous allons d’abord choisir P = (py, p1, pa2, p3)

une chaine induite de longueur 3 dans G. Remarquez ici que le choix de cette
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choix de cette chaine est totalement arbitraire car G en contient peut-étre plus

d'une. Cette chaine sera fixée tout au long de la démonstration.

Remarque 3.1.1. (i) Comme le choix de la chaine P est totalement arbitraire,
chacune des étapes de la preuve sera vraie pour chacune des chaines induites de
longueur 3 dans G.

(ii) Comme G est un graphe asymétrique minimal de longueur induite 3 différent
des M; déja connus, il en est de méme pour G. En effet, si G était de longueur
induite supérieure & 3, comme nous connaissons tous les graphes asymétriques
minimaux de longueur induite supérieure & 3, G ferait donc partie de la liste des
M; déja connus et donc, G aussi. Ceci contredirait le fait que G soit différent de
tous les M.

(iii) Comme G est aussi un graphe asymétrique minimal de longueur induite 3
différent de ceux déja connus, il en découle que chacune des étapes de la preuve

sera vraie aussi pour n’importe quelle chaine induite de longueur 3 dans G.

Par rapport & la chaine de référence P, nous allons étiqueter chacun des autres
sommets de G selon son type de voisinage. En fait, en premier lieu, nous allons
seulement nous intéresser au sommets de G qui sont 4 distance 1 de la chaine P
et nous allons noter I’ensemble de ces sommets de la fagon suivante :

U ={zeV(G)|d(z,P) =1}.
Le type de voisinage d’un sommet = € U; est I’ensemble des p; € V(P) tels que
pi € N;. On dit que ce type de voisinage est admissible si le sous-graphe induit
par P U {z} ne contient aucune chaine induite de longueur 4. Remarquons que
nous avons 2¢ — 1 = 15 types & vérifier. De ces 15 types, 13 sont admissibles. Les
voicl :
a0 = {po, P1, P2, Pa}, 01 = {Po, P3}, 2 = {p1, 02}, @3 = {P1}.
ag = {po,p1}, as = {po, p2}, a6 = {po. p1, P2}, @7 = {po, 1, s}
et of = may),i=3,...,7.

7 étant la permutation qui, pours =0, ..., 3, associe A p; la valeur ps;_;. On appelle

cette permutation I'tnvolution naturelle de P.
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Les deux seuls types non-admissibles sont donc {po} et {ps3} car dans ces deux
C— cas, le sous-graphe induit par PU{z} est une chaine induite de longueur 4 qu’on

notera tout au long de la preuve P;.

La figure 3.1.1 montre le sous-graphe induit par P U {z} ou z est de type o,
i=0,..,7.

PAN

o\ /o
O—(LO—O o e O— o)
i=2 i=3
o/i o o /z\o o
i=4 i=5
/I\o o &
i=6 i=7

F1G. 3.1.1. Types de voisinage admissibles

Remarque 3.1.2. Nous avons ici défini les types de voisinages par rapport a la
chaine de référence P, mais ces types sont les mémes pour n’importe quelle chaine

induite de longueur 3 dans G ou dans G.

Notons
A;:={z € Uy | = est de type o},
Af :={z € Uy | = est de type a}}.

Voici une premiére observation.

O

Lemme 3.1.1. A;U A: = 0.
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DEMONSTRATION. Comme A; et A% sont symétriques par rapport & l'involution
naturelle de P, il suffit donc seulement de démontrer que A7 = Q.

Supposons donc par P’absurde qu'il existe dans G, un sommet z € A7. En
regardant le sous-graphe induit dans G par les sommets de P U {z}, nous re-
marquons que celui-ci est une chaine induite de longueur 4 (voir figure 3.1.2).
Comme G est aussi un graphe de longueur induite 3 (remarque 3.1.1(ii)), ceci est

impossible. Nous avons donc que A7 = 0. U

/I\—? XO\
&b Qo?Q

Dans G Dans G

Fi1c. 3.1.2. Elimination de A

Maintenant que nous connaissons les types de voisinage admissibles, nous
allons nous poser la question suivante. Est-ce que deux sommets z et y de types
différents peuvent exister simultanément dans G et si oui, que pouvons nous dire
& propos de 'existence d’arétes entre ces deux sommets.

Définissons donc, pour deux sommets = # y € V(G), Pyy , le sous-graphe

induit par P U {z,y}.

Soient o; et @j, i # j, deux types de voisinage admissibles. Notons Qi le

graphe consistant de P , de deux sommets additionnels a; et a;, des arétes pFa;

-+

ol p € q; et des arétes pEa; ou p € ;. Soit Q, le graphe obtenus de Q;; en

ajoutant ’aréte reliant a; et a;.

Donc, si nous prenons deux sommets z,y € Uj tels que z € A, et y € A,
i # 7, il est clair que P,, est isomorphe & Q;; ou @Q;; selon que z et y soient

adjacents ou non.
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Dans la prochaine étape, nous examinerons de plus prés chacun des graphes
;; et Qi_j pour voir si ceux-ci contiennent des sous-graphes interdits. Nous en-

tendons ici par sous-graphes interdits, tous les M; déja connus ainsi que P,.

Ces vérifications seront trés importantes pour la suite des choses car elles nous
permettront de voir qu’est-ce qui se passent entre des sommets de U; de types
différents. En fait, quatre cas peuvent survenir :

(1) Q;; contient un sous-graphe interdit et Q;; n’en contient pas. Dans ce cas,
toutes les A;A;-arétes existent dans G.

(2) j; contient un sous-graphe interdit et Q;; n’en contient pas. Dans ce cas,
aucune A;A;-aréte existe dans G.

(3) Q;; et Q;; contiennent un sous-graphe interdit. Dans ce cas, nous aurons que
les sommets de A; et ceux de Aj ne peuvent pas coexister dans G (incompatibi-
lité).

(4) Qi et ij ne contiennent pas de sous-graphe interdit. Dans ce dernier cas,

nous ne pouvons rien dire sur l'existence d’arétes entre les sommets des deux

types. On dit alors qu’il y a une indétermination entre les deux types.

Comme ces vérifications sont trés longues, pour ne pas allourdir le texte, nous

les détaillerons en annexe. Voici tout de méme un exemple.

Regardons Q3; et @F;. Nous pouvons remarquer grace a la figure 3.2.3 que QF;
contient un M;; comme sous-graphe induit (en fait, Q% est isomorphe a M) et
que ()53 ne contient aucun sous-graphe interdit. Nous pouvons donc conclure que

dans G, aucune A,As-aréte existe.

N ~

O O

FI1G. 3.1.3. Qg et QF



ap | oy |ag | a3 | ag | as | o | aszx | ag*x | as* | ag*
Qg -1 -1 -] 1] - 1 - 1 -
a; 1 1| 1| -] - 1 1 - -
Qs 0] 0] 1|1 0 0 1 1
Qs -1 -1 1 - 0 0 0
ay 1] 1 0 - 0 -
Qs - 0 0 1 1
Qg 0 - 1 -

TAB. 3.1.1. Tableau de compatibilité des types de voisinage

Le tableau 3.1.1 résume toutes ces vérifications. Nous avons éliminé les som-
mets de A7U A7} avant de procéder & ces vérifications seulement pour éviter d’avoir

a calculer leur compatibilité avec les autres types de voisinage admissibles.

Les entrées de ce tableau sont :
(i) 0, si aucune A;A;-aréte n’existe;
(i) 1, si toutes les A; A;-arétes existent ;
(iii) -, 8'il y a indétermination entre les deux types.

On remarque qu’il n’y a aucune paire de types incompatibles.

Ceci termine donc les vérifications de base. Le reste de la démonstration consis-

tera & I’élimination des sommets appartenant & chacun des ensembles A; et A}.

3.2. ELIMINATION DES SOMMETS DE NIVEAUX SUPERIEURS

Rien pour 'instant nous indique que G ne puisse pas contenir de sommets &
I’extérieur de P U U;. Nous allons donc noter
U={zeV(G)|dz P)=1},i=1,2,...

Comme G est de longueur induite 3, il est clair que U; = ) pour tout ¢ > 4.

Dans cette section, nous démontrerons le lemme suivant :
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Lemme 3.2.1. U, = 0.

On remarque qu'un corollaire immédiat de ce lemme est que Uz = 0.

La preuve de ce lemme consiste en les lemmes 3.3.2 & 3.3.5 dans lesquels nous
éliminerons successivement les voisins supérieurs (c.-a-d. appartenant & U,) des

sommets des ensembles A; et Af.

Premierement, reprenons P, la chaine induite de longueur 3 de G que nous
avons fixée au début du chapitre. Rappelons cependant que I’argument est valable

pour chacune des chaines induites de longueur 3 dans G.

Définissons les ensembles suivants :
A ={z € A | NN U # 0},
Al = A;\ AL
Donc, nous aurons seulement & montrer que A; est vide pour chacun des 11 types

de voisinages admissibles restants.

Définissons également :
Di={.’L‘€U2|anAi7é@},
Df ={z € Uy | N, N A} # 0}.

Lemme 3.2.2. A] = A} = A} = Ay = A} = A} = AY = 0.

DEMONSTRATION. Comme certain de ces types sont symétriques par rapport &
I'involution naturelle de P, nous n’aurons qu’a montrer que A} = A} = A =
Ag = 0. Supposons donc le contraire. Soit z € A} U AU A, U A% et y € U, tels
que zEBy.

(i) Si z € Aj, alors (y, z, po, p1, p2) est un P.

(ii) Si z € Aj, alors (y, z,p1, P2, p3) est un Pj.
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(iii) Si z € A), alors (y,z, p1, P2, p3) est un Fy.
(iv) Si z € Aj§, alors (y, x, po, p1, P2, P3) st isomorphe & M.
Comme G est de longueur induite 3 et qu’il ne contient aucun M; comme

sous-graphe induit, il en résulte que A} = Ay = A} = A; = 0. O

Lemme 3.2.3. A; = ;' = {.

DEMONSTRATION. Encore une fois, comme ces deux types sont symétriques par
rapport & l'involution naturelle de P, nous n’avons qu'a montrer que A; = {.
Cette preuve se fera aussi en plusieurs étapes. Nous procéderons par contradic-
tion. Supposons donc I’existence d’'un sommet dans Ag. La présence de ce sommet
permettra 1’élimination de quelques types en formant des clumps non triviaux.
Ensuite, nous examinerons G pour nous rendre compte que si A n’est pas vide,
alors GG est biparti. Nous pourrons donc utiliser le résultat démontré au chapitre

2 qui dit que tout graphe biparti de longueur induite 3 a une involution.

Etape 1 : AL # Q= A = A, = 0.

Montrons premiérement que A; = 0.
Supposons donc le contraire. Soit z € A;. Comme Af # 0, il existe y € Af et
z € Ds tels que yEz. Comme il y a indétermination entre les types A, et As,
nous avons deux cas 4 vérifier. Premiérement, si x et y ne sont pas adjacents, nous
avons que (z,y, po, T, p3) est un Py. Si z et y sont adjacents, (z,y, po, T, P2, P3) est

un ]\/[10. DOI’lC7 A1 = 0
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Supposons maintenant que A; # (). Soit z € A, et soit y et z comme avant.
Le tableau de compatibilité nous dit que z et y sont adjacents. Comme, jusqu’a
maintenant, A, peut avoir des voisins dans U,, nous avons encore deux cas a
vérifier. Si z et z ne sont pas adjacents, nous avons que (z,y,p1, T, P2, P3) st un

M. Si z et z sont adjacents, alors (z,y,p1, T, P2, p3) est aussi un Mi;.

YA

M
My, X !

N

S

Etape 2 : AL # 0 = toutes les AyDs-arétes existent (i.e. Dy C Dy ).

Supposons le contraire. Soit z € Ay, y € A et z € Ds tels que yEz et zEy.

Nous avons alors que (z,y, po, T, P2, p3) est un M,.

X M12

/
N

Z

Etape 3 : Soity € A;g. Alors,
Ny \ Ag = {p(),pz} U Ao U A3 U A4 U A; U AE U (Nz N D5)
(a) Toutes les A;As-arétes existent.
Supposons le contraire, soit z € A3 et y € A non adjacents. Comme y € Af, il

existe z € Ds, yEz. Nous avons donc que (z,y, p2, p1,Z) est un Py. On peut aussi

remarquer que si z et y sont adjacents, il ne se passe rien d’interdit.
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(b) Aucune AfAg-aréte n’existe.
Supposons le contraire, soit * € Ag et y € A; adjacents. Comme y € Aj, il existe

z € Dy, yEz. Nous avons donc que {z,y, z, po, P2, p3) est un Mj;. On peut aussi

M]l

remarquer que si T et y ne sont pas adjacents, il ne se passe rien d’interdit.
rien X

P PN
oy N
I

z z

(c) Aucune A{AZ-aréte n’existe.
Supposons le contraire, soit z € Az et y € A adjacents. Comme y € Ay, il existe
z € Ds, yEz. Nous avons donc que (z,y, x, po, P2, p3) est un Mi;. On peut aussi

remarquer que si et y ne sont pas adjacents, il ne se passe rien d’interdit.

f*\ o //;x\o N o
- N e

Donc, par le tableau de compatibilité ainsi que par (a), (b) et (c) nous avons

bien que si z € Ay, N, \ A; = {po, p2} U Ag U A3 U A, U A U AL U (N, N Ds).

Etape 4 : AL # 0 = Ag = 0.
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Définissons X := {z € A{ | N, N Ag # 0}. Nous allons montrer que C :=
{1} UAsUX UB est un clump avec N, \ C = {po,p2} UAg U A3 U A, U At U A

pour tout v € C ol
B:={ze AL\ X | N,NX #0}.

Pour p, c’est clair : Ny, \ C = {po,p2} U Ao U A3 U Ay U Af U A§.

Soit maintenant v € Asg.

(a) Toutes les AgAg-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € Ap et v € Ag tels que uEv. Comme AL #
0, il existe aussi y € Af et z € Ds tels que yEz. En reliant les sommets de
la bonne fagon a l’aide du tableau et des étapes précédentes, nous avons que

(Za Y, uvvap2ap3> est un M12'

(b) Aucune AgAj-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € Ag tels que uEv. Gardons y et z

comme dans (a). Alors, nous avons que (z,y, u, v, po) est un Pj.

z
y

(c) Toutes les AfAq-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € Ag tels que uFEv. Toujours en gardant

y et z comme dans (a), nous avons maintenant que (z,y,u,v, po) est un M;.
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Donc, a I'aide du tableau de compatibilité ainsi que de (a), (b) et (c), nous

voyons que N, \ C = {po,p2} U Ag U A3 U A4 U At U A; pour tout v € Ag.

Prenons maintenant un sommet v € X.

(a) Toutes les X Aj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € X et v € A; tels que uEv. Comme u € X, il
existe t € Ag tel que uEt. Comme Af # ), nous avons toujours y € A; et z € Ds

adjacents. Nous avons donc que (z,y,u,v,t) est un Pj.

P
I ﬁi = o

u t

Donc, & l'aide du tableau 3.1.1 et de (a), nous remarquons que N, \ C =

{po, p2} U Ag U A3 U Ay U At U A} pour tout u € X.

Finalement, soit u € B.

(a) Toutes les BAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € B et v € A3 tels que uEv. Comme u € B, il
existe w € X tels que uFw. Il existe aussi ¢ € Ag tel que wEt. Soit toujours,

y € A et z € Ds adjacents. On remarque alors que (z,y, u, v, w) est un Pj.
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(b) On peut aussi remarquer que les sommets de B ne peuvent pas avoir de
voisins dans A{ \ (B U X)) car sinon nous obtiendrons un P;.

Donc, N, \ C = {po,pa} U Ao U A3 U Ay U A} U A¢ pour tout u € B.

Ceci termine donc la preuve que C est un clump dans G. Ceci implique donc
qu’il se réduit & un seul sommet et ce sommet est p;. Donc, nous avons montré

que si A n’est pas vide, alors Ag l'est.

Etape 5 : AL # 0 = A% = 0.

Définissons X := {z € A% | N, N A% # 0}. Nous allons montrer que C :=
{p2} U A, UX UB est un clump avec N, \ C = {p1,p3} U Ao U A5 U A} U A} pour
tout v € C ou

B:={z€ A"\ X | N.nX #0}.

Pour p,, c’est clair : Ny, \ C' = {p1,p3} U Ao U A5 U A3 U Aj.

Soit maintenant v € Aj.

(a) Toutes les AgA§-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € Ag et v € Af tels que uFv. Comme A #
0, il existe aussi y € AL et z € Ds tels que yEz. En reliant les sommets de
la bonne facon & l’aide du tableau et des étapes précédentes, nous avons que

(2,9,u,v,p0,p1) €st un Mys.
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(b) Aucune AZAj-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € Af tels que uFv. Gardons y et z

comme dans (a). Alors, nous avons que (z,y, u, v, P, 3) €st un M.

Donc, N, \ C = {p1,p3} U Ag U A5 U A} U A} pour tout v € A3.

Prenons maintenant un sommet v € X.

(a) Toutes les X Aj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € A3 et v € X tels que uEv. Comme v € X, il
existe t € A tel que vEt. Comme Af # (), nous avons toujours y € Af et z € Ds

adjacents. Nous avons donc que (z,y,u,v,t,p1) est un M.

Donc, N, \ C = {p1,p3} U Ag U A5 U A3 U A} pour tout v € X.

Finalement, soit v € B.
(a) Toutes les BAj%-arétes existent.

Supposons le contraire. Soit u € A} et v € B tels que uEv. Comme v € B, il
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existe w € X tels que vEw. 1l existe aussi t € Ag tel que wEt. Soit toujours,

y € A; et 2 € D5 adjacents. On remarque alors que (z,y,u,v, w,t) est un M.

(b) On peut aussi remarquer que les sommets de B ne peuvent pas avoir de
voisins dans A% \ (B U X) car sinon nous obtenons un Pj.

Done, N, \ C = {p1,p3} U Ao U A5 U A} U A} pour tout v € B.

Ceci termine donc la preuve que C' est un clump dans G. Ceci implique donc
qu’il se réduit & un seul sommet et ce sommet est p. Donc, nous avons montré

que si Ay n’est pas vide, alors A§ l'est.

Etape 6 : Ay #0 = Ay = .

Définissons X := {z € A3 | N; N Ay # 0}. Nous allons montrer que C :=
{po} UA4UX UB est un clump avec N, \ C = {p;} UAgU A5 pour tout v € C ou

B:={z€ A\ X | N, N X #0}.
Pour py, c’est clair : Np, \ C = {p1} U Ag U A4s.

Soit maintenant v € Ajy.

(a) Toutes les AgA4-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € Ag et v € Ay tels que uEv. Comme Af #
0, il existe aussi y € AL et z € Ds tels que yEz. En reliant les sommets de
la bonne facon & l'aide du tableau et des étapes précédentes, nous avons que

(Z, Y,u, 'Uapl,p:}) est un M.
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(b) Aucune A Aj}-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € A4 tels que uFEv. Gardons y et z
comme dans (a). Alors, (z,y,u,v,p3) est un Pj.
(c) Aucune A Ag-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € Af et v € A4 tels que uEv. Gardons y et 2
comme dans (a). Alors, nous avons que (z,y,u, v, P, p3) est un Mi;.
Donc, & l'aide du tableau de compatibilité ainsi que de (a), (b) et (c), nous
voyons que N, \ C = {p;} U Ap U As pour tout v € Ay.
Soit maintenant v € X.
(a) Toutes les X As-arétes existent.
Supposons le contraire. Comme nous savons déja que toutes les AgAs-arétes
(_ existent, soit u € AL et v € X tels que uEv. Comme v € X, il existe t € Ay tel

que vEt. Comme A{ # §, il existe aussi y € Af et z € Ds tels que yEz. Alors,
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nous avons donc que (z,y,u, v, t, pa) est un My;.

(b) Aucune X Aj-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € X tels que uEv. Comme v € X, il
existe t € A4 tel que vEt. Comme Af # 0, il existe aussi y € Af et z € Dj tels

que yEz. Par conséquent, (z,y,u,v,t,p2) est un M.

Dong, par (a) et (b) et par le tableau de compatibilité,
Ny \ C = {p1} U Ag U A5 pour tout v € X.

Finalement, considérons un sommet v € B.

(a) Toutes les BA%-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € As et v € B tels que uEv. Comme v € B, il
existe w € X tels que vEw. Il existe aussi t € Ay tel que wEt. Soit toujours,

y € Aj et z € Ds adjacents. On remarque alors que (z,y, u, v, w, pp) est un M.
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(b) Aucune BA%-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € A et v € B tels que uFv. Comme v € B, il
existe w € X tels que vFw. 1l existe aussi t € Ay tel que wEt. Soit toujours,

y € A; et z € D5 adjacents. On remarque alors que (z,y,u, v, w, ps) est un My;.
5

/ ﬁ\ O, o
AN

(c) 11 est aussi facile de remarquer que les sommets de B ne peuvent avoir de

voisins dans Az \ (B U X)) car sinon nous obtenons une chaine de longueur 4.

Donc, par (a), (b) et (c) ainsi que par le tableau 3.1.1, nous venons de démon-

trer que N, \ C = {p1} U Ap U A5 pour tout v € B.

Donc, nous avons bel et bien que C' est un clump ce qui conclue la preuve que

si AL # 0, alors Aq = 0.
Etape 7: Ay # 0 = A% = 0.

Définissons X := {z € A} | N, N A; # 0}. Nous allons montrer que C :=
{ps}UAZUX UB est un clump avec N, \ C = {p2} U Ao U A} pour tout v € C ou

B:={z € A\ X |3N, N X # 0}.

Pour ps, c’est clair : Ny, \ C = {p2} U Ap U A}.
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Soit maintenant v € Aj.

(a) Toutes les AgAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € Ay et v € A} tels que uFv. Comme Af #
0, il existe aussi y € A et 2z € Ds tels que yEz. En reliant les sommets de
la bonne fagon a l’aide du tableau et des étapes précédentes, nous avons que

(Zvyvua U7p17p2) est un ]\/112-

(b) Toutes les AfAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € A} et v € A} tels que uEv. Comme Af # 0, il
existe aussi y € Af et z € Ds tels que yEz. Nous avons donc que (z,y, u,v, p3)

est un Pj.

Donc, par (a) et (b) ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons bien

que N, \ C = {p2} U Ag U A} pour tout v € A}.

Soit maintenant v € X.

(a) Aucune X Az-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit u € Az et v € X tels que uEv. Comme v € X, il
existe ¢t € Aj tel que vEt. Comme Aj # ), nous avons toujours y € A et 2z € Ds

adjacents. Nous avons donc que (z,y,u,v,t) est un P;.
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(b) Toutes les X Af-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit u € A% et v € X tels que uEv. Comme v € X, il
existe t € A} tel que vEt. Comme Af # @, nous avons toujours y € AL et z € Dy

adjacents. On remarque alors que (z,y,u,v,t) est un P,.

Donc, nous avons bien que N, \ C = {p2} U Ag U A} pour tout v € X.

Finalement, soit v € B.

(a) Aucune BAj-aréte existe.
Supposons le contraire. Soit u € A3 et v € B tels que uEv. Comme v € B, il
existe w € X tel que vEw et il existe t € A} tel que wEt. Comme A} # 0, nous
avons toujours y € Ag et 2 € Ds adjacents. Nous avons donc que (z,y,u,v, w)

est un Pj.

(b) Toutes les B At-arétes existent.

Supposons le contraire. Soit u € A et v € B tels que uEv. Comme v € B, il
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existe w € X tel que vEw et il existe t € A} tel que wEt. Comme A} # ), nous
avons toujours y € Aj et z € Ds adjacents. Par conséquent, (z,y,u, v, w) est un
P.

(c) Nous pouvons aussi facilement montrer que les sommets de B ne peuvent

pas avoir de voisins dans A% \ (X U B) car sinon, G contiendrait un P;.

Donc, par (a), (b) et (c) ainsi que par le tableau 3.1.1, nous voyons que

Ny \ C = {p2} U Ap U A} pour tout v € B.

Ceci conclue donc la preuve que C est un clump dans G, ce qui démontre que

si Af # 0 alors, A; = 0.

Etape 8 : AL # 0 = Ay = 0.

Pour démontrer ce fait, nous allons montrer que C := PU (U, \ Ap) U Ds U D;

est un clump non trivial dans G avec N, \ C = Aq pour tout z € C.

Ceci n’est pas trés difficile & voir. A ce moment-ci de la preuve, nous avons
que U; \ Ap = A3 U As U A5 U A:. Les sommets qui & priori peuvent se retrouver

a 'extérieur de C sont les sommets de A ainsi que les sommets de Dy\ (DsUDs,).

A I'aide du tableau de compatibilité et de ’étape 2, on voit que toutes les C Agp-
arétes existent. Il nous reste seulement & montrer qu’aucune C(Dy \ (Ds U D3))-
aréte existe.

Il est clair que si une telle aréte existe, elle relie nécessairement un sommet de
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(Ds U Dz) avec un sommet de Dq \ (Ds U Dj).

Supposons donc qu'une telle aréte existe et supposons sans perdre de généralité
qu’une de ses extrémités est dans Ds. Donc, soit z € Ds et u € Do\ (DsU D) tels
que zEu. Comme z € Ds, il existe y € Aj tel que yEz. Comme u € Do\ (DsUD3),
il existe z € A tel que zEu. Par le tableau de compatibilité, nous avons que zEy

et par I’étape 2, nous avons que zEz. Nous avons alors que (z, ¥, u, o, P1) est un

Fy.

Donc, C est un clump dans G contenant plus qu'un élément, donc C = V(G)

ce qui implique que si Af # 0, alors, Ag = 0.

Etape 9 : AL # 0 = G est biparti.

En fait, nous allons montrer que A := {po,p2} U Az U AF U Ds
et B := {p;,p3} U A} U A5 U D} est une bipartition de G.

Pour ce faire, nous n’avons qu’a montrer qu’il n’y aucune aréte a l'intérieur

de A et par symétrie, nous aurons le résultat pour B.

(a) 11 est clair que pg et pe ne sont adjacents & aucun sommet de A.

(b) AL # 0 = (As) est discret.
Pour ce faire, nous allons montrer que chaque composante connexe du sous-graphe
induit par les sommets de Aj est un clump dans G. Pour montrer ceci, nous
n’avons qu’a montrer que deux sommets adjacents de Az ont les mémes voisins a
Pextérieur de As.

Soit 2 € Az, N, \ Az := {p1} U (N, N A5) U (N, N A}).
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(i) Soient z,y € Aj tels que zEy, alors N, N As = N, N 4s.
Supposons le contraire. Soit z € As tel que zEz et yEz. Alors, (z,y, T, po. ps) est

un P4.

(ii) Soient z,y € A3 tels que zEy, alors N, N A} = N, N Aj.

Supposons le contraire. Soit z € A} tel que zEz et yEz. Il sen suit que (z, v, Z, Do, P1, P2)

est un MlO-
MlO
T
y X z

Donc, par (i) et (ii), deux sommets adjacents de Az ont les mémes voisins
a Pextérieur de Ajz, ce qui implique que deux sommets d’une méme composante
connexe du sous-graphe induit par les sommets de A; ont les mémes voisins dans
G a l'extérieur de Aj, ce qui implique que chacune de ces composantes est un

clump dans G. Donc, (A3) est discret.

(c) Ay # 0 = (A?) est discret.
Pour montrer ceci, nous allons procéder en deux étapes. Nous allons premiérement
montrer que (A ) est discret pour ensuite démontrer que (A:") D'est aussi. Comme
nous savons qu’aucune A} A%"-aréte existe, nous aurons que (Af) est discret.

(i) (A%) est discret.
Montrons que deux sommets adjacents de A;' ont les mémes voisins & l'extérieur
de Az’ Soit z € AY, alors N, \ A% := {p1,ps} U A5 U A3 U (N, N D?) (Etape 3).
Il nous faut donc seulement montrer que deux sommets adjacents de A ont les
mémes voisins dans Df. Supposons le contraire. Soit 7,y € AY, zEy et z € Ds,

tel que zEz et yEz. Nous avons alors que (z,y,2,p1,p3) est un M.
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(ii) (AZ") est discret.
Pour ce faire, montrons que deux sommets adjacents de A;" ont les mémes voisins
a Dextérieur de A% . Soit = € A%", alors N, \ A2" = {p;, ps} UAs U(N,NA%). Nous
n’avons donc qu’a montrer que deux sommets adjacents de A:" ont les mémes
voisins dans Aj. Supposons le contraire. Soient z,y € A% tels que zEy et u € A3

tel que uEz et uFy. Nous avons alors que (u,y,Z, po, P1, p3) est un M;.

Donc, nous avons que 2 sommets adjacents de A} ont les mémes voisins &
3 5
extérieur de Aj, ce qui implique que chaque composante connexe de (A2) est un

clump dans G, donc que (A}) est discret.

(d) Aucune A}Ds-aréte n'existe.
Supposons le contraire. Soit z € A} et y € D5 adjacents. Comme y € Ds, il existe

z € As tel que yEz. Nous avons alors que (z,y, z, po, p1,p3) est un M.

y Mo
z X
o/ o o

Donc, par (a), (b), (c) et (d), nous voyons que les ensembles A et B forment une
bipartition de G. Comme nous avons vu au chapitre 2 que tout graphe biparti de

longueur induite 3 a une involution, nous pouvons donc conclure que AL =0. O

Lemme 3.2.4. A, =0
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DEMONSTRATION. Supposons encore une fois le contraire, c’est-a-dire qu’il existe
un sommet y € A,. Comme y € Aj, il existe un sommet 2z € D; tel que yE-z.
Nous procéderons encore une fois en plusieurs étapes. Nous éliminerons premié-
rement quelques-uns des types & l'aide des sous-graphes interdits et des clumps
pour ensuite nous rendre compte que sous cet hypothése, G a une involution.

Nous pourrons donc conclure que A} = 0.

Etape 1 : Ay # 0= A; = 0.

Supposons le contraire. Soit u € A; et y € A,. Nous avons par le tableau de
compatibilité que uFy. Comme y € A), il existe z € D, tel que yEz. Nous avons

alors que (2,9, u, p1, P2, p3) est un M.

N

A
\l/

u

Etape 2 : A, # O = Toutes les AgAs-arétes existent.
2

Nous allons premiérement montrer que toutes les AgAj-arétes existent et en-
suite, nous démontrerons que toutes les AgAj-arétes existent.

(i) Toutes les AgAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient u € Ag et y € A) tels que uEy. Comme y € A}, il
existe z € D, tel que yEz. Nous avons deux cas & vérifier. Premiérement si uFEz,

nous avons que (2, Yy, U, p1, P2, P3) st un M.

Finalement, si ©Fz, nous avons que (z,¥,u, Po. P2. P3) est un Mig.
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(ii) Toutes les AgDo-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient u € Ag et z € D5 tels que uEz. Comme 2 € Dy, il
existe y € A) tel que yFEz. Par (i), uEy. Nous avons alors que (2,y, , Po, P2, P3)

est un M.

(iii) A} # 0 = Toutes les AgAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient u € Ag et v € A% tels que uFEv. Comme A) # 0, il
existe y € A} et z € D, tels que yEz. Nous avons deux cas & vérifier :

Si yEwv, nous avons que (z,¥, U, v, P2, p3) est un M.

Etape 8 : A, # ) => Ay = A} = 0. Par symétrie, nous n’avons qu’a montrer

que A; = 0.
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Définissons X := {z € As | N, N Ay # 0}. Nous allons montrer que C :=
{po} UA4;UX UB est un clump avec N, \ C = {p,} U A5 U Ag pour tout v € C on

B:={ze A3\ X |N,NX #0}.

Pour py, c’est clair : Ny, \ C = {p1} U A5 U 4.

Soit u € A,.

(a) Ay # 0 = Aucune AyAj}-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soient u € A, et v € A} tels que uFv. Comme A) # (|
il existe y € A, et z € D, tels que yFz. Nous avons alors que (z,y,u,v,p;) est

un P4.

Z
P4

y

VAN
VARV

(b) A} # 0 = Aucune A,A%-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soient u € Ay et v € A} tels que uEv. Comme A} # 0 ,

il existe y € A, et z € D, tels que yEz. Alors, (z,y,u,v,pg) est un Pj.
2

Donc, par (a) et (b) ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons que

N, \ C = {p1} U A5 U Ag pour tout u € Ay.

Soit maintenant u € X.
(a) Ay # 0 = Toutes les X As-arétes existent.

Supposons le contraire. Soient u € X et v € As tels que uEv. Comme u € X, il
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_ existe t € A4 tel que uFt. Finalement, comme A) # 0, il existe y € A} et 2z € Dy

tels que yEz. Nous avons alors que (z,y,u,v,t) est un P,.

(b) A} # 0 = Aucune A3 A}-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soient u € Az et v € A} tels que uev. Comme A} # 0, il

existe y € A5 et z € Dy tels que yE=z. Par conséquent, (z,y,u,v,p;) est un Fy.

Donc, par (a) et (b), ainsi que par le tableau 3.1.1, nous avons que N, \ C =

{p1} U A5 U Ag pour tout u € X.

Soient maintenant z € B.

(a) Toutes les BAs-arétes existent.
A T'étape 9(b) du lemme précédent, nous avons démontré que deux sommets ad-
jacents de A; ont les mémes voisins dans As. Comme x est élément de B, il existe
donc un sommet y € X tel que zFEy. Comme y est adjacent A tous les sommets

de As, il en est de méme pour z.

(b) A} # 0 = Aucune BA}-aréte existe.
Comme z € B, z est donc un sommet de Az et nous venons de démontrer que si

( Al # ), alors aucune AsA%-aréte existe.
2 ’ 3
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(c) On peut aussi remarquer que les sommets de B ne peuvent pas avoir de

voisins dans Az \ (B U X) car sinon nous obtenons un P;.

Donc, par (a), (b) et (c) ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons

que N; \ C = {p1} U A5 U Ag pour tout = € B.

Donc, ceci termine la preuve que C est un clump dans G ce qui prouve que

A= A; =0.

Etape 4 : A, # ) = Ag = A% = 0. Par symétrie, nous n’avons qu’a montrer

que Ag = 0.

Définissons X := {z € As | N, N Ag # 0}. Nous allons montrer que C :=
{P1} UAsUX UB est un clump avec N, \ C = {po, p2} U A3 U A3 U A7 U A} pour
tout v € C ou

B:={z € As\ X | N, N X # 0}.

Pour py, c’est clair : Np, \ C' = {po,p2} U As U A3 U A} U A.

Soit u € As.
(a) Ay # 0 = Toutes les AgAj-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient u € Ag et v € A} tels que uEv. Comme A} # 0, il

existe y € Aj et z € D, tels que yEz. Nous avons alors que (y, u, v, po, p3) est un

Fy.
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Donc, par (a), ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons que

N\ C = {po,p2} U A2 U A3 U A} U Af pour tout u € Ag.

Soit maintenant u € X.

(a) Aj # 0 = Toutes les X Az-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient u € X et v € A3 tels que uEv. Comme u € X, il
existe t € Ag tel que uEt. Finalement, comme A # ), il existe y € A} et 2 € D,
tels que yFz. Alors, (z,y,u,v,t,po) est un M.

Donc, par (a), ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons que

Ny \ C = {po,pa} U A2 U A3 U A} U A} pour tout u € X.

Soit finalement z € B.

(a) Ay # 0 = Toutes les BAj-arétes existent.
A l'étape 9(c) du lemme précédent, nous avons démontré que deux sommets ad-
jacents de A} ont les mémes voisins dans Aj}. Par symétrie, nous avons donc que
deux sommets adjacents de As ont les mémes voisins dans A3. Comme z € B, il
existe y € X tel que zEy. Comme y est adjacent & tous les sommets de Az, il en

est de méme pour z.

(b) On peut aussi remarquer que les sommets de B ne peuvent avoir de voisins

dans As \ (BU X) car sinon nous obtenons une chaine de longueur 4.

Donc, par (a), (b), ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons que

N\ C = {po,p2} U A3 U A3 U Af U A} pour tout z € B.
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Ceci conclue donc la preuve que C est un clump dans G ce qui prouve que

Ag = Az =0.

Etape 5 : Ay # 0 = Ag = 0.

Pour démontrer ceci, nous allons montrer que C := P U (U \ Ag) U D5 est un
clump dans G avec N; \ C := Aq pour tout z € C.

Comme V(G) = PUA U A, U A3 U A5 UALUA;U D, U(Dg\ D), nous avons
a4 1’aide du tableau de compatibilité ainsi que de 1’étape 2, que tous les sommets
de C sont adjacents & Ag.

11 nous reste seulement & montrer qu’aucune Dy(Dg \ Ds)-aréte n’existe. Sup-
posons le contraire. Soient z € Dy et v € (Do \ D2) tels que zEv. Comme z € Dy,

il existe y € A, tel que yEz2. Nous avons alors que (z,y,v, o, P1) est un Py.

Nous avons donc que C est un clump de G contenant plus d’'un sommet, ce

qui implique que C = V(G), donc Ag = 0.

Etape 6 : A, # 0 => (A;) est discret.

Pour démontrer ceci, nous montrerons que deux sommets adjacents de A3 ont les
mémes voisins & 'extérieur de As.

Soit = € As. Nous avons que N, \ Az = {p1} U (N, N As) U (N N A3).
Comme nous avons déja montré que deux sommets adjacents de Az ont les mémes
voisins dans As et que si A}, # ), alors aucune AjAsz.-arétes existe, nous avons
donc que si zEy € Aj, alors N, \ A3 = N, \ As. Donc, nous avons que chaque
composante connexe de (Az) est un clump dans G. Donc, (Aj3) est discret. Par

symétrie, nous avons aussi que (Ajs,) est discret.
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Etape 7 : Ay # 0 = (As) est discret.
Pour démontrer ceci, nous montrerons que deux sommets adjacents de As ont les
meémes voisins a l'extérieur de As.

Soit z € As. Nous avons que N, \ Az = {pp,pa} U Ay U (N, N 43) U Az

Comme nous avons aussi déja démontré que deux sommets adjacents de As ont
les mémes voisins dans A3, nous avons que si zFy € As, alors N, \As = N, \ 4s.
Donc, nous avons que chaque composante connexe de (As) est un clump dans G.

Donc, (As) est discret. Par symétrie, nous avons aussi que (Af) est discret.

Etape 8 : Ay # 0 = (5i A3 # 0, alors Az, = 0).
Supposons le contraire. Soient u € As et v € A}. Comme Aj # 0, il existe y € A}
et z € D, tels que yEz. Nous avons deux cas & vérifier.

(i) Si uEw, nous avons que (u,v,y,p1,p2) est un Py.
Z
/ y
T \f O
\'

(ii) Si uwEwv, nous avons que (u,v,y, z,p2) est un P,.

u

Etape 9 : Soient z,y € As. Alors, ou bien N, N As C Ny, M As, ou bien
N, N As C N, N As.

Supposons le contraire. Soient u € (N, N As) \ (N, N As) et v € (N, N As) \

(N2 N As). Nous avons alors que (u, v, z,%, po) est un Pj.
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On remarque aussi que x et y ne peuvent pas avoir le méme voisinage dans
As, car T +— y serait une involution de G.

Il découle de ce qui précéde que |Az] < |As).

Nous pouvons aussi facilement remarquer qu’aucun z € A; n’est adjacent &

tout As car sinon, z +— pg serait une involution de G.

Etape 10 : Soient T,y € As. Alors, ou bien N; N A3 C N, N Az, ou bien
NyﬂAg C Nz N A;.

Supposons le contraire. Soient u € (N, N A3) \ (N, N As) et v € (Ny N A3) \

(Nz N Asz). Nous avons alors que (u,v, z, Y, Do) est un Py,

OX y P,

Comme & I'étape précédente, on remarque que z et y ne peuvent pas avoir le
méme voisinage dans As, car x «— y serait une involution de G.

Donc, |As| < |A43].

De la méme facon, aucun = € As n’est adjacent a tout Aj car sinon, T «— Py

serait une involution de G.

Etape 11 : |As| = |As| < 1.
Pour la premiére partie, comme [As| < |As| et |As| < |A3], il est clair que |A3] =
| 4s|.
Supposons maintenant que |Aj] = |As| > 2. En fait nous pouvons supposer que

|As| = |As| = 2. Soient u,v € Aj et w,t € As. Comme A} # 0, il existe y € A
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et z € Dy tels que yEFz. Comme les voisinage de A3 dans As et de A; dans
Ajs forment des chaines par rapport & l'inclusion, qu’aucun sommet de A; n'est
adjacent & tout As et qu’aucun sommet de As n’est adjacent & tout As, nous
avons donc qu’une seule aréte entre Az et As. Par exemple, vEw. Nous avons

alors que (v,t,w,y, z,ps) est un Mi;.

Ceci montre que |A3| = |4As5] < 1. Comme nous avons vu a ’étape 8 que
si A3 # 0, alors A} = 0 et vice-versa, nous pouvons supposer qu'un de ces
deux ensembles de sommets est non-vide car sinon, comme U; serait constitué de
seulement A,, nous aurions que py < p3, p1 < P, serait une involution de G.

Supposons donc, pour la suite de la démonstration, que Az # 0.
Etape 12 : Avec les hypothéses ci-dessus, |As] = 1.

Montrons simplement que deux sommets de A, ont le méme voisinage.
Comme nous connaissons parfaitement le voisinage de A, dans U, nous n’avons
qu’a montrer que les deux sommets ont le méme voisinage dans U,.

Supposons donc le contraire. Soient z,y € Ay et 2 € D, tel que zEz et yFz.
Soient aussi u € Az et t € As, uFt. Nous avons deux cas & vérifier :

(i) Si zEy, nous avons que (z,y, z, u, p1,P2) est un My;.

(ii) Si zE'z, nous avons que (z,y, z,u,t,p;) est un My;.
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Comme |As| = 1 et que A} # 0, il est clair que |Us| = 1 car Us est un clump
de G.

Il ne reste qu’une seule possibilité pour G. Alors, comme le montre la figure

suivante, p3 +— z, T < Py est une involution de G.

z Z P,
t X = X P2
\
O Q
1 P, P, t Pp P, U
u

Ceci conclue donc la preuve que A, = .

Lemme 3.2.5. A, = 0.

DEMONSTRATION. Pour conclure la preuve que U, est vide, il nous reste seule-
ment & montrer qu’aucun sommet de Ap n’a de voisin dans U,. Pour ce faire, nous
remarquerons qu’un sommet de Aj est adjacent & tout U; \ Ag. Ensuite, nous ver-
rons que deux sommets non adjacents de Ay ont presque le méme voisinage et

ceci nous ménera a la construction d’un clump non trivial de G.

Etape 1 : Toutes les Ay(Us \ Ao)-arétes ezistent.
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Supposons le contraire. Soient y € Ay et € Uy \ Ao tels que zEy. Comme

y € Ay, il existe z € Dy tel que yEz. Alors :

(i) Si z € Ay, nous avous que (z,y, z,p1, P2, P3) est un M.

\

(iii) Si z € A3, nous avons contradiction avec le tableau de compatibilité.

(iv) Si z € A4, nous avons que (z,y, z, Po, P1, P2) est un M.

(v) Si z € As, nous avons contradiction avec le tableau de compatibilité.

(vi) Si £ € Ag, nous avons que (Z, Y, 2, Do, P2, P3) est un M.
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Donc, par symétrie, nous avons que toutes les Ay(U; \ Ag)-arétes existent.

Etape 2 : Soient z,y € Ao tels que zEvy, alors

Supposons le contraire. Soient z,y € Ay non adjacents et z € (U \ (AgU Ap)) tel
que zEz et yEz. Alors,

(i) Si z € A, nous avons que (z,y, 2, Po, P1, P3) €st un Mi;.

M

X y 13

(ii) Si z € A3, nous avons contradiction avec le tableau de compatibilité.

(iii) Si z € Ay, nous avons que (z,y, 2, Po, P1, P2, P3) €st un Mjs.

< y M

(iv) Si z € As, nous avons contradiction avec le tableau de compatibilité.

(v) Si z € Ag, nous avons que (z, Y, 2, Do, P1, P2, P3) €st un M.

X y My

=

Donc, nous avons par symétrie que deux sommets non-adjacents de Ag ont les

mémes voisins dans U; \ (Ag U A;).
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Etape 8 : Soientz € A, y € A" et z € Ay. Si zEy, alors yEz.
0

Supposons le contraire. Comme z € Ay, il existe w € Dy tel que zEw et nous

savons que zFz. Alors, nous avons que (z, ¥, 2, W, Do, P2) est un M.

Avant de poursuivre avec la derniére étape, définissons les ensembles suivants :

B" := {z € Ay | toutes les zAg-arétes existent},

C" = A3\ B".

Nous voyons ici que comme Aj est non-vide, nous avons que toutes les
C"(U, \ Ap)-arétes existent, mais ceci n’est pas nécessairement vrai pour B’

(Etapes 2 et 3).
Etape 4 : Ay # 0 = C := PU(U;\ Ao)UB1UB; est un clump non trivial de G.

Définissons premiérement le sous-ensemble Bj.
By :={z € B"| N.N(U;\ Ap) # 0},

ot N, :={y € V(G) | zEy}.

Il est trés facile de remarquer que si toutes les Bi(Ap \ B )-arétes existent,
nous avons que P U (U; \ Ag) U B; est un clump non trivial de G. Nous pouvons
donc supposer que certains sommets de B; ne sont pas adjacents & certains som-
mets de (Ag \ B;). La question qu’on doit maintenant se poser est la suivante :
Ou se trouvent ces sommets. Comme nous savons par définition que toutes les
Bi Aj-arétes existent, on peut donc affirmer qu'un sommet de B; et un autre de

(A\ B;) ne sont pas adjacents. Soient donc, z € By et y € Ay \ By tels que zEy.
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Comme y est adjacent & tout U; \ Ag, nous avons par les étapes précédentes que

z est adjacent & tout U; \ (A4gU A;). Comme z € By, il existe z € 4, tel que zEz.

La premiére chose que nous pouvons remarquer est que y € B”.
Supposons le contraire, i.e. y € A”. Comme y € A", il existe w € A} tel que wEy.
Il existe aussi t € Dy tel que wEt. Nous avons alors que (z,y, z,w,t,pg) est un

M.

Posons maintenant
BQ = {y € (B”\Bl) | Ny ﬂBl ?é m}

Nous pouvons maintenant montrer que C' est bien un clump non-trivial de G

avec N \ C = Ag \ (B1 U By) pour tout z € C.

Soit z € P. 1l est clair que N, \ C = A\ (B; U By).

Soit maintenant z € (U; \ Ao). Par définition de Bj, il est aussi clair que

Soit z € B;. Par la définition de By, N, \ C = A \ (B; U By).

Finalement, soit x € B,.

(i) Toutes les By(B" \ (B U Bs)-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient y € By et u € (B”\ (By U By) tels que yEu.
Soient toujours = € B, tel que zEy et z € A; tel que zEz. Nous avons alors que

<$* Y, 3,uap1:P2>P3> est un ]V[M-
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(ii) Toutes les By A”-arétes existent.
Supposons le contraire. Soient y € By et u € A” tels que yEu. Soient z € B, tel
que zEy. Comme u € A”, il existe w € A tel que uEw. Finalement, soit ¢t € Dy

tel que wEt. Nous avons alors que (z,y, u, w,t, po) est un Mjs.

Donc, par (i) et (ii), N, \ C = Ag \ (B1 U By) pour tout = € Bs.

Ceci conclue donc la preuve que C est un clump non trivial de G est ceci ne

peut arriver que si C = V(G). Ceci prouve donc que Ay = 0. O

Ce dernier lemme cldture la preuve que Us est vide. Nous savons donc mainte-
nant que si G est un graphe asymétrique minimal de longueur induite 3 différent
des M; déja connus, pour n’importe quelle chaine induite de longueur 3 de G, les
sommets & I’extérieur de cette chaine sont & distance 1 de celle-ci.

Dans la prochaine section, nous nous affairerons a éliminer chacun des types

de voisinage restants.

3.3. SUITE ET FIN DE LA DEMONSTRATION

Dans cette derniére section du chapitre, nous éliminerons les sommets apparte-
nant & certains types de voisinage admissibles pour enfin arriver a la contradiction

finale. Ces éliminations seront assez faciles compte tenu du fait que nous savons
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que Uy = 0.

Pour éliminer ces sommets, nous aurons parfois besoin de regarder le graphe G
sous un autre angle. En effet, jusqu’a maintenant, nous avons toujours considéré
la chaine induite P comme chaine de référence, mais comme chacune des étapes
de la démonstration est vraie pour n’importe quelle chaine induite de longueur 3
de G ou de G (remarque 3.1.1), il sera utile au besoin de se baser sur une nouvelle

chaine pour trouver une contradiction.

Lemme 3.3.1. A; = A; = 0.

DEMONSTRATION. Comme ces deux types sont symétriques par rapport & l'in-
volution naturelle de P, il suffit donc de démontrer que A; = 0.

Pour démontrer ceci, nous allons montrer que C := {po} U A3 est un clump

de G avec N, \C = Ay UA; UA;UA5U Ag.
Pour po, c’est clair : Ny \ C = {p1} UA U A; UA;U A5 U A

Soit maintenant z € As.

Avant de trouver le voisinage de z & I'extérieur de C, nous allons montrer que
(As) est discret. Pour ce faire, nous allons montrer que deux sommets adjacents
de Aj; ont les mémes voisins & 'extérieur de As.

(a) Soit z,y € As, alors N, N Ay = Ny N Ay.

Supposons le contraire. Soit z € A4 tel que Ez et yEz. Nous avons alors que
(po, T, 9y, z) est une chaine induite de longueur 3 et p, est & distance 2 de cette

chaine.

4 y

~7

p

Po

[¥)
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(b) Soit z,y € As, alors N, N As = N, N As.
Supposons le contraire. Soit z € Ay tel que zEz et yEz. Nous avons alors que

<p27p37z,y, :> est un P4.

(c) Soit z,y € A3, alors Ny N A = N, N A3,
Supposons le contraire. Soit z € A} tel que zEz et yEz. Alors, (py, p3, T, v, ) est

un Py.

Donc, a I'aide de (a), (b), (c), ainsi que du tableau de compatibilité, nous
voyons que deux sommets adjacents de Az ont les mémes voisins & 'extérieur de
As. Ceci implique donc que chaque composante connexe de (A3) est un clump de

G, donc (As) est discret.

Trouvons maintenant le voisinage d’un sommet z € Az & 'extérieur de C.
(i)Toutes les A3 A4-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit z € A3 et y € A4 tels que zEy. Alors, par rapport 2
la chaine induite par z, p;, p2, ps, les sommets pg et y sont deux sommets de type

a3 adjacents. Ceci contredit le fait que (Aj3) est discret.

(ii) Toutes les A3As-arétes existent.
Supposons le contraire. Soit = € Az et y € As tels que zFy. Nous avons alors que
le sommet z est a distance 2 de la chaine induite par pg, v, pa, p3. Ceci contredit

le fait que U, = 0.
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(i) Aucune AjAj-aréte n'existe.
Supposons le contraire. Soit z € Az et y € Aj tels que zFy. Par conséquent, le
sommet p3 est & distance 2 de la chaine induite par pg, p1,z,y. Ceci contredit le

fait que U, = 0.

Donc, par (i),(ii) et (iii) ainsi que par le tableau de compatibilité, nous avons

que Ny \ C = AgU A; U Ay U A5 U Ag pour tout = € As.

Ceci conclue donc la preuve que C est un clump dans G, ce qui prouve que
Az = 0.
O

Lemme 3.3.2. As = A; = 0.

DEMONSTRATION. Encore une fois, comme ces deux types sont symétriques par
rapport & I'involution naturelle de P, nous n’avons qu’a montrer que Ag = .

Supposons le contraire. Soit z € Ag. Regardons le sous-graphe induit par PU{z}
dans G (fig 3.3.1). Nous voyons alors que le sommet z est un sommet de type
as par rapport 4 la chaine induite par les sommets de P. Comme G est aussi un
graphe asymétrique minimal de longueur induite 3 différent de ceux déja connus,
nous avons que tous les résultats obtenus sont aussi vrai pour G. Donc, le fait

que z soit un sommet de type a3 dans G est une contradiction car A3 = 0. O



65

X X
_
/ I\oﬁ O o/\
Dans G Dans G

F1G. 3.3.1. Elimination de Ag

Lemme 3.3.3. A5 = A; = 0.

DEMONSTRATION. Par symétrie, il nous suffit de montrer que As = @. Pour ce
faire, nous allons montrer que C := {p1} U As est un clump dans G avec

NZ\C = {po,pz} UAOUA2 UA4UA;
Pour py, c’est clair : Ny, \ C = {po,p2} U Ao U Ay UA4U A3

Soit maintenant z € As.
(i) Aucune AsA,-aréte n’existe.
Supposons le contraire. Soit z € As et y € A; tels que zEy. Alors, pour la chaine

induite (pg, Z, P2, P3), le sommet y est un sommet de type .

Ceci contredit le fait que Ay = 0.

Donc, par (i) et par le tableau de compatibilité, nous avons que Ny \ C =

{po,pa} U Ag U Ax U Ay U A} pour tout z € As.

Ceci conclue donc la preuve que C est un clump dans G, ce qui prouve que

Asx est bel et bien vide.

O
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Lemme 3.3.4. A; = A% = 0.

DEMONSTRATION. 1l suffit de démontrer que A4 = 0.
Supposons le contraire. Soit z € A4. De la méme maniére que lors de ’élimination
de Ag, nous pouvons nous apercevoir que dans G, = est un sommet de type as

par rapport a la chaine induite par les sommets de P.

/Ix O O - XO\

Dans G Dans G

Fic. 3.3.2. Elimination de A4

Ceci contredit le fait que As = 0 dans tout graphe asymétrique minimal de

longueur induite 3 différent de ceux déja connus. g

Nous sommes maintenant arrivé a la contradiction finale. En effet, nous voyons
que V(G) est seulement composé des sommets de P, Ag, A; et A;. Comme ces
trois types sont symétriques par rapport a 'involution naturelle de P, nous avons
alors que pg «—— p3,p; +— P, est une involution de G, peu importe si les en-
sembles Ag, A, A, sont vides ou non. Ceci contredit le fait que G soit un graphe

sans involution.

Nous pouvons donc maintenant affirmer que les seuls graphes asymétriques
minimaux de longueur induite 3 sont Mg, My, Mg, M3, Myy, Mis, Mg, Mi7 et
M et que ceux-ci sont aussi les seuls graphes sans involution minimaux de lon-

gueur induite 3.

Ceci termine donc la preuve de la conjecture de J. Nesetril sur la finitude de

la classe des graphes asymétriques minimaux.
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Annexe A

COMPATIBILITE ENTRE LES TYPES DE
VOISINAGES ADMISSIBLES

Dans cet annexe, nous présenterons en détail les calculs de compatibilité des

types de voisinages qui nous ont permis de compléter le tableau 3.1.1.

En fait, nous allons examiner les graphes Q;"’j et ();; o a; et o, sont deux

types de voisinages admissibles différents.

(1) ag, 01 :

Qi; et Q;fj ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.
& Q&
Donc, il y a indétermination entre ces deux types.

(2) g, Qg

Qi ; et Q7. ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

P

Dongc, il y a indétermination entre ces deux types.
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(3) ag, a3 :

@; ; est isomorphe & M, et ij ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

R, AR

Donc, toutes les AgAsz-arétes existent dans G.

graphe induit.

(4) ag, ay :

Q;; et Q;f ; e contiennent aucun M; et aucun Py comme sous-graphe induit.

0 4 0 4
Dong, il y a indétermination entre ces deux types.

(5) ap, as :

Qi ; est isomorphe & M3 et QF ; Te contient aucun M; et aucun Py comme sous-

g

Donc, toutes les AgAs-arétes existent dans G.

graphe induit.

(6) Qg, Qe -

Q7 ; et Qf ; e contiennent aucun M; et aucun Py comme sous-graphe induit.

0 6 0 6
m m

Donc, il y a indétermination entre ces deux types.



A-iii
(7) oy, Qg .

Q;; contient un Py et ij ne contient aucun M; et aucun P, comme sous- graphe

N,

Donc, toutes les A;As-arétes existent dans G.

induit.

(8) ay, Q3 -

Q;; contient un Fy et Q;,L ; ne contient aucun M; et aucun P; comme sous- graphe

%&

Donc, toutes les A;Az-arétes existent dans G.

induit.

(9) i, Gy

Q;; contient un Py et Q;fj ne contient aucun M; et aucun P; comme sous- graphe

12 34 /12 24

Donc, toutes les A, As-arétes existent dans G.

induit.

(10) ey, 5 :

Qi; et ng ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

Donc, il y a indétermination entre ces deux types.



A-iv

(11) ay, ag :

Q; et Q7. ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

3J
1 6 1 6
Dong, il y a indétermination entre ces deux types.

(12) az, a3 :

;'fj est isomorphe & M, et @;; ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

2
25 O3 2 3

Donc, aucune A, Ajz-aréte n'existe dans G.

graphe induit.

(13) Qg, Oy -

:“j est isomorphe & My et Q;; ne contient aucun M; et aucun F; comme sous-

Donc, aucune AjA,-aréte n’existe dans G.

graphe induit.

(14) Qg, Qg

Q;,' ; est isomorphe & M, et QZ ; e contient aucun M; et aucun P, comme sous-

Donc, toutes les A, As-arétes existent dans G.

graphe induit.



O

A-v
(15) a9, ag :

Q; ; est 1somorphe & M, et Q;f ,; e contient aucun M; et aucun P; comme sous-

)
20 6 _1 6

Donc, toutes les A, Ag-arétes existent dans G.

graphe induit.

(16) g3, Q4 -

Qi; et Qf ; De contiennent aucun M; et aucun F; comme sous-graphe induit.

ou/oo OZZ—@

Donc, il y a indétermination entre ces deux types.

(17) as,as :

Qi; et Q;*j ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

3 o 5 3 5
Donc, il y a indétermination entre ces deux types.

(18) a3, a5 :

Q; ; est isomorphe & M;; et Q;L ; nie contient aucun M; et aucun P4 comme sous-

36 iG 33 ié

Done, toutes les A;Ag-arétes existent dans G.

graphe induit.



A-vi
(19) C1’3.0é§ .

Q7 ; et QF ; e contiennent aucun M; et aucun Py comme sous-graphe induit.

35 o3 3 3*

Dong, il y a indétermination entre ces deux types.

(20) g, C\’Z .

iy ; est isomorphe & M5 et @;; ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

30 4%
%(L—I& 0 I \I o)

Donc, aucune A3Aj-aréte n’existe dans G.

graphe induit.

(21) a3, O_’; :

;fj est isomorphe & Mg et Q) ; De contient aucun M; et aucun P, comme sous-

O | \O’L/zi) (}—m \

Donc, aucune A3Aj-aréte n’existe dans G.

graphe induit.

(22) a3, :

;.f ; est isomorphe & M, et Q;: ; ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

D N

Donc, aucune AzAf-aréte n’existe dans G.

graphe induit.



A-vii
(23) Qy, Qg .

C_ Q;; est isomorphe a Mjs et Q7 ; e contlent aucun M; et aucun P comme sous-

AL, Al

Donc, toutes les A4As-arétes existent dans G.

graphe induit.

(24) Qy, Qg -

Q;; est isomorphe & My et Q:fj ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

7L, AL

Donc, toutes les A4Ag-arétes existent dans G.

graphe induit.

(25) iy, O!Z :
Qi; et QF ; he contiennent aucun M; et aucun P; comme sous-graphe induit.

A, AN

Dong, il y a indétermination entre ces deux types.

(26) aq,at :

;f ; est isomorphe & Ms et @;; ne contient aucun M; et aucun Py comme sous-

45 * 4 —;0\5*
A
NS VAN

Donc, aucune A4Af-aréte n’existe dans G.

graphe induit.

O



A-viii

Q;; et Q;; ne contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

(27) a4, af :
Dongc, il y a indétermination entre ces deux types.

(28) as, ap :

Qi et Q;f ; nie contiennent aucun M; et aucun P, comme sous-graphe induit.

R (I

Dong, il y a indétermination entre ces deux types.

(29) as, af :

@;; contient un P, et QF , ne contient aucun M; et aucun Py comme sous- graphe

IXN LN

Donc, toutes les A5 A:-arétes existent dans G.

induit.

(30) as,a; :

Q; ; est isomorphe & Mj et Q?’j ne contient aucun M; et aucun P, comme sous-

U AN (N

Done, toutes les A5 A%-arétes existent dans G.

graphe induit.



A-ix
(31) g, af :

Q; ; et Q;* ; ne contiennent aucun A; et aucun P, comme sous-graphe induit.

A, AN

Dong, il y a indétermination entre ces deux types.



