Université de Montréal

Sur les solutions invariantes et conditionnellement invariantes
des équations de la magnétohydrodynamique

par
Philippe Picard
Département de Physique

Faculté des arts et des sciences

These présentée a la Faculté des études supérieures
en vue de 'obtention du grade de
Philosophie Doctor (Ph.D.)
en Physique

décembre 2003

© Pnilippe Picard, 2003



0c

U5y
ettt
V.00 |



Université f“\

de Montréal

Direction des bibliothéques

AVIS

L’'auteur a autorisé I'Université de Montréal a reproduire et diffuser, en totalité
ou en partie, par quelque moyen que ce soit et sur quelque support que ce
soit, et exclusivement & des fins non lucratives d’enseignement et de
recherche, des copies de ce mémoire ou de cette thése.

L’'auteur et les coauteurs le cas échéant conservent la propriété du droit
d'auteur et des droits moraux qui protégent ce document. Ni la thése ou le
mémoire, ni des extraits substantiels de ce document, ne doivent étre
imprimés ou autrement reproduits sans I'autorisation de I'auteur.

Afin de se conformer a la Loi canadienne sur la protection des
renseignements personnels, quelques formulaires secondaires, coordonnées
ou signatures intégrées au texte ont pu étre enlevés de ce document. Bien
que cela ait pu affecter la pagination, il n’y a aucun contenu manquant.

NOTICE

The author of this thesis or dissertation has granted a nonexclusive license
allowing Université de Montréal to reproduce and publish the document, in
part or in whole, and in any format, solely for noncommercial educational and
research purposes.

The author and co-authors if applicable retain copyright ownership and moral
rights in this document. Neither the whole thesis or dissertation, nor
substantial extracts from it, may be printed or otherwise reproduced without
the author's permission.

Iin compliance with the Canadian Privacy Act some supporting forms, contact
information or signatures may have been removed from the document. While
this may affect the document page count, it does not represent any loss of
content from the document.



ii
Université de Montréal

Faculté des études supérieures

Cette thése intitulée

Sur les solutions invariantes et conditionnellement invariantes
des équations de la magnétohydrodynamique

présentée par :

Philippe Picard

a été évaluée par un jury composé des personnes suivantes :

Pavel Winternitz

(président-rapporteur)

Alfred Michel Grundland

(directeur de recherche)

Alain Vincent

(membre du jury)

Willy Hereman

(examinateur externe)

Véronique Hussin

(représentante du doyen de la FES)

These ceptée le :

Q5\9~




iii

Résumé

Cette thése est consacrée a la résolution des équations de la magnétohydrody-
namique en (3 + 1) dimensions suivant deux méthodes distinctes qui sont basées sur

les réductions par symétries et sur les symétries conditionnelles.

Dans le Chapitre 1, nous rappelons les équations constituant la magnétohydrodyna-
mique (MHD) : celles-ci décrivent I’écoulement compressible et isentropique d’un flu-
ide idéal et conducteur soumis & un champ magnétique # et dont la conductivité
électrique tend vers I'infini. Dans le Chapitre 2, nous présentons d’abord une version
de la méthode des symétries conditionnelles pour résoudre des systémes d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre, quasilinéaires, homogénes et du type hyper-
bolique, cela afin d’obtenir des solutions de rang un (ondes simples) qui s’expriment en
termes des invariants de Riemann. Dans la section 2, nous appliquons cette méthode
au systéme constitué des équations MHD pour obtenir les ondes simples de type en-
tropiques, d’Alfvén, magnétoacoustique lente et rapide qui correspondent aux trois
modes de propagation en MHD. Dans la section 3, nous généralisons cette méthode
aux ondes multiples. Ce qui nous permettra dans la section 4 de construire des
ondes doubles décrites par le systétme MHD qui résultent de la superposition non
linéaire de deux ondes simples. Dans la section 5, nous imposons au systeme MHD
des contraintes différentielle desquelles nous obtenons de nouvelles solutions. Dans le
chaptre 3, nous appliquons la méthode de réductions par symétries au systeme MHD.
Précisons que l’algébre de symétrie et la classification des sous-algébres (dont les di-
mensions varient entre 1 et 4) par classes de conjugaison ont déja été calculées dans
un travail antérieur [17]. Ici, nous considérons seulement les sous-alggbres du type
similitude galiléenne de dimension trois qui nous permettent de réduire le systeme
MHD de départ en un systéme composé d’équations différentielles ordinaires qui don-
nent alors des solutions G-invariantes. Dans le Chapitre 4 nous concluons cette thése
par I'analyse des résultats obtenus et des possibles travaux futurs qui en découlent.

Mots clés: MHD, symétries conditionnelles, invariants de Riemann, onde simple,

onde double, Groupe de Lie, réductions par symétrie, solutions G-invariantes.
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Abstract

This thesis is devoted to the resolution of the equations of magnetohydrody-
namics in (3 + 1) dimensions with two different approaches based on the methods of

conditional and classical symmetry reductions.

In Chapter 1, we briefly introduce the equations that constitute magnetohy-
drodynamics. The flow under consideration is assumed to be ideal, nonstationary
and isentropic for a compressible conductive fluid placed in a magnetic field A. The
electrical conductivity of the fluid is assumed to be infinitely large. In Chapter 2,
we present in Section 1 a version of the conditional symmetry method for resolving
quasilinear hyperbolic systems of partial differential equations of the first order. The
rank-one solutions (also called simple waves solutions) obtained by this method are
expressed in terms of Riemann invariants. In Section 2, we use it to obtain simple
waves of MHD system equations. Section 3 generalizes the above construction to the
case of many simple waves described in terms of Riemann invariants. In Section 4
we present some double waves solutions admitted by the MHD equations. Finally,
in Section 5 we impose some differential constraints in order to get some new classes
of solutions. In Chapter 3, we have applied the symmetry reduction method to the
MHD system of equations. The symmetry algebra and its classification by conju-
gacy classes of r-dimensional subalgebras (1 < r < 4) was already known [17]. We
restrict our study to the three dimensional galilean similitude subalgebras that give
systems of ordinary differential equation from which we obtain G-invariant solutions.
Finally, Chapter 4 contains conclusions of the obtained results and possible futures

developments.

Key words : MHD, conditional symmetry, Riemann invariants, simple wave, double

wave, Lie groups, symmetry reduction, G-invariant solutions.
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Introduction

L’objectif de cette theése est de trouver certaines classes de solutions pour
les équations de la magnétohydrodynamique (MHD) avec ’approche des symétries
ponctuelles de Lie. Celles-ci sont effectuées en appliquant d’abord des cas partic-
uliers de la méthode des symétries conditionnelles dans le but de construire des ondes
multiples de Riemann, et ensuite d’y appliquer la méthode de réduction par symétrie
(MRS). Les équations MHD étudiées dans ce travail décrivent le flot isentropique et
non stationnaire d’un fluide idéal, conducteur et compressible soumis & un champ
magnétique H. Les effets dissipatifs sont négligeables: la viscosité et la conductivité
thermique du fluide sont nulles. La conductivité électrique o est suffisament élevée
pour que o — oo. Nous supposons qu’il n’y a aucune force externe agissant sur le
fluide. Le milieu considéré est isotrope, sans conditions frontiéres et initiales. Sous
les hypothéses ci-haut considérées, les équations MHD en (3 + 1) dimensions peuvent
s’exprimer par un systeme d’équations aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre

qui est quasilinéaire et hyperbolique

1) - -
5 +(T-V)p+(V-V)p=0,

ov - 1 - ~
p§+(V-V)V+Vp+ 4—7rH><(Vx H)=0,

o - "
(- Vp+A(V-Vp=0, (M
%—V (VxH)=0,
V-H=0

Les variables dépendantes sont notées par p, p, V = (u,v,w), et H = (H;, Ha, Hs), qui sont

respectivement la densité et la pression hydrodynamique du fluide, la vitesse du flot



2

et le champ magnétique, « est ’exposant adiabatique. Les variables indépendantes

sont dénotées par (z#) = (t,z,y,2) C IR*, p=0,1,2,3.

Dans la premiére partie de la thése, nous introduisons une nouvelle variante
de la méthode des symétries conditionnelles (MSC) telle que présentée par A.M.
Grundland et J. Tafel [14], [15] pour construire des ondes multiples. Le principe
de base de cette approche consiste & ajouter au systéme de départ certaines con-
traintes différentielles du premier ordre qui doivent satisfaire le critere de symétrie
infinitésimal. Le systéme d’équations surdéterminé ainsi obtenu, donne dans certains
cas un plus large éventail de symétries de Lie ponctuelles et permet alors d’obtenir
de nouvelles classes de solutions du systéme de départ. La MSC a été développée
a l'origine par G. Bluman et J. D. Cole [9], puis développée notamment par P. A.
Clarkson et P. Winternitz [6], P. J. Olver et P. Rosenau [28], W. I. Fushchych [13].
Pour plus amples informations & ce sujet, on consultera les auteurs P. J. Olver et

E.M. Vorobev qui donnent une revue de la MSC dans [29] (vol.3, chap. 11).

Concernant la méthode de réduction par symétrie (MRS) appliquée aux équations
MHD, certaines étapes ont déja été complétées. Voici brievement le travail accompli.
L’algebre de symétrie du systéme MHD, dénotée par M, a été déterminée par A.M.
Grundland et al. [16], et indépendamment par J.C. Fuchs [12]. Elle est engendrée par
les 13 générateurs suivants
P“ =a_ry, F=l‘“azu, i=1,2,3, ﬂ=0,1,2,3,
K] =ta,_- + 8u, 1{2 = tay + 6,,, K3 - t@z + 61,,,
qui sont identiques & ceux obtenus pour la dynamique des fluides compressibles et
idéaux [16], auxquels viennent s'ajouter les générateurs
G = —1t0, — 2pd, + ud, + v8, + wd,,
H =2p6,, + 2])6;, + H]BH] + H28H2 + Hgays ,
Jy =(y0: — 20,) + (v8,, — wd,) + (HaBy, — Hsdy,),

Jy =(20; — 20;) + (WO, — ud,) + (H30y, — H10y,),

J3 =(xdy — yd;) + (ud, — vd,) + (H10y, — Ha0p,).
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Les générateurs P,, K;, et Ji, sont associés respectivement aux translations spatiales
et temporelle, aux boosts galiléens, et aux rotations. Les générateurs F, ¢ et H
représentent des dilatations. Les relations de commutation entre les générateurs sont

les suivantes :

(I) L’algebre galiléenne est engendrée par {P,, Ji, K;}:

[Ji, Jj] = fijk-]k, [Ji, R’]] = fijkPk y [-]h Po] =0,
[Ji,Kj] = Eiijk, [Ki,Po] =-F, [Kiij] =0,
[Piv PJ] =0, [Ki’Pj] =0.

Ici €;5, est le symbole de Levi-Cevita avec i,j,k = 1,2, 3.

(IT) L’algebre similitude-galiléenne est engendrée par {Pu, Jx,K;, F,G,H}:

[F1PO]=_PO; [F’Ijilz_})h [F’Ki]=0’
IF, J] =0, (6,7 =0, [F K =0,
[G, Po] = Po: [G1 Pl] =0, [G’ K’] =-K; ’

ou H est le centre de I’algébre M.

Par la suite A.M. Grundland et al. [17] ont classifié les sous-algebres du type similitude
galiléenne par les classes de conjugaison dont les dimensions varient entre 1 et 4 inclu-
sivement. Leur méthode de classification est basée sur un algorithme développé par
J. Patera et al. [31] [32]. Précisons que la classification des sous-algebres galiléennes

a €té établie précédémment par L. Gagnon et al. [26].

Dans cette thése, nous utilisons systématiquement la structure des sous-groupes
d’invariance de la MHD pour obtenir toutes les réductions par symétrie. Nous nous
limitons ici au cas quand les variables de symétrie sont invariantes par rapport aux
sous-groupes ayant des orbites génériques de codimension 1 dans ’espace des vari-
ables indépendantes. La MRS permet de reduire le systéme MHD de départ en un
systéme composé d’équations différentielles ordinaires (EDO). Ensuite, on étudie la

structure des singularités des EDO pour déterminer si elles posseédent les propriétés
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de Painlevé. Nous donnons en détail la procédure de construction des solutions des

systemes réduits et nous présentons une interprétation physique des résultats obtenus.

De nombreux travaux sur les équations MHD ont été effectués en employant les
algebres galiléenes, citons notamment Fuchs [12], Coggeshall (8], Infeld [23]. A
notre connaissance, aucune recherche basée sur les sous-algébres similitude-galiléennes
n’a été effectuée jusqu’a maintenant. Par conséquent, dans ce travail nous utilisons
systématiquement ce type de sous-algébres pour étudier les équations MHD en (3+ 1)
dimensions. Le nombre de sous-algebres de dimension trois déterminées par les classes
de conjugaison est égale & 104. Parmis tous ces représentants, 92 de ceux-ci nous
menent a des systémes réduits d’EDO. Pour les douze sous-algébres restantes, le rang
de la matrice caractéristique constituée des champs vectoriels associés & ces sous-
algebres est de rang 1 (i.e.le défaut de structure de la solution 6 = rang Q2] = 1).
Donc les solutions correspondantes sont partiellement invariantes (SPI), cependant

nous ne les abordons pas de maniére systématique dans cette thése.

Le corps de la these sur ce sujet comporte trois chapitres. Dans le Chapitre
1, nous introduisons les équations classiques de la MHD (cf.(I)) par une bréve in-
terprétation physique de celles-ci. Ensuite nous donnons les lois de conservation de
I'impulsion et de ’énergie. Puis nous concluons par le théoréme de Kelvin concernant

la vorticité du fluide et le théoréme de conservation du flot magnétique.

Dans le Chapitre 2, 4 la section 1 ; nous présentons la méthode de construc-
tion des solutions de rang un (ondes simples de Riemann) pour des systémes d’EDP
hyperboliques et quasi-linéaires du premier ordre. Pour obtenir ces classes de solu-
tions, une version de la MSC a été développée & partir d’une distribution abélienne
de champs vectoriels constituant les symétries du systeme d’EDP de départ et qui
est sujette a certaines contraintes différentielles du premier ordre. Dans la section
2, nous appliquons cette méthode pour construire des ondes simples de Riemann qui
sont admises comme solutions du systéme MHD en (3 + 1) dimensions. Par la suite

nous retrouvons les trois modes de propagation présents en MHD ; ceux-ci sont déja
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connus dans la littérature traitant du sujet: Boillat [3], L. Landau et E. Lifshitz [25];
les ondes entropiques, d’Alfvén et magnétoacoustiques lente et rapide. La section 3
contient une généralisation de la MSC ayant comme but de construire des solutions
de rang k (k > 2). Cela inclut les ondes multiples de Riemann (k-ondes). Dans la
section 4, on applique la méthode présentée dans la section 3 pour construire des
ondes doubles admises comme solutions du systéeme MHD : nous en avons trouvé
une quinzaine. Finalement la section 5 est consacrée a la résolution du systéme
MHD par I'imposition de contraintes différentielles du type “side conditions” telles
que discutées dans [30]. Dans certains cas, nous retrouvons les résultats obtenus par
la MSC mais aussi de nouvelles solutions sont trouvées et une certaine interprétation

physique y sera donnée.

Dans le Chapitre 3, section 1 nous résumons P’application de la théorie des
groupes aux équations différentielles. Ce qui nous permet d’introduire dans la section
2 la MRS par une bréve synthese de celle-ci et de son application aux équations MHD
dans la section 3 : nous présentons les solutions des systémes réduits et donnons

une certaine interprétation physique des résultats obtenus.

Le Chapitre 4 contient les conclusions et les développements futurs. En parti-
culier, nous considérons la possibilité de traiter les solutions partiellement invariantes
en y présentant un exemple. Nous voudrions souligner que trés peu de ces classes de
solutions sont données dans la littérature traitant de MHD. Celles-ci feront Pobjet

d’un travail futur.

Finalement, soulignons que cette thése a fait I'objet de deux publications (sous

presse) :

A.M. Grundland and P. Picard, “On Conditionally Invariant Solutions of Magneto-
hydrodynamic Equations. Multiple Waves”,J. Nonlinear Math. Phys. 11,1,(2004).

A.M. Grundland and P. Picard, “Invariant and Conditionally Invariant Solutions
of Magnetohydrodynamic Equations in (3+1) Dimensions”, Proceedings of the Fifth
International Conference SYMMETRY in Nonlinear Mathematical Physics,(2004).



1. Notions de magnétohydrodynamique.

1.1 Les équations de la magnétohydrodynamique.

Dans ce chapitre, nous débutons par une bréve description des équations for-
mant la magnétohydrodynamique idéale et leurs conditions de validité. Ensuite nous
donnons les lois de conservation (impulsion et énergie) et la vorticité du fluide. Puis
nous conclurons par le théoréme de conservation du flot magnétique. Nos principales

références sont les ouvrages de Davidson [10], Landau et Lifshitz [25], et Shih-Pai [37].

Nous considérons un fluide conducteur, de densité p, qui s’écoule dans un
champ magnétique externe B sans dissiper d’énergie ; le fluide est dit parfait ou idéal.
La présence du champ B influence le mouvement hydrodynamique des porteurs de
charge qui composent le fluide : des champs électriques y sont induits et il en résulte
des courants électriques. Mais, des forces d’origine électromagnétique agissent sur ces
courants et peuvent alors modifier notablement le mouvement du fluide. D’autre part,
ces mémes courants électriques changent le champ magnétique lui-méme. Les effets
hydrodynamiques et électromagnétiques sont donc inter-reliés. Qualitativement pour
décrire le mouvement du fluide, on doit ajouter aux équations de I’hydrodynamique
celles de Maxwell qui régissent les interactions électromagnétiques entre B et la vitesse
du flot V. Nous obtenons alors un systéme d’équations couplées qui composent la

magnétohydrodynamique (MHD).
Nous commengons par I’équation de continuité :

%Jrv.(;ﬁ) =0. (1.1.1)

qui représente la conservation de la masse a l'intérieur d’un volume fixe.
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On introduit la dérivée lagrangienne (ou convective) qui donne la variation d’une

quantité dans le référentiel se déplacant avec une particule de fluide :

d 0

Dans I'équation (1.1.2), la partie /8t donne la variation dans le temps en un point
fixe alors que (¥ V) traduit le changement spatial dans la direction de ¥ résultant du

déplacement du fluide & un instant donné.
L’équation de continuité se récrit dans le référentiel en mouvement comme suit :

‘;_f_,_p(v.{;) —0. (1.1.3)

Ensuite nous avons 1’équation d’Euler

o o i B (1.1.4)
dt

qui donne le bilan des forces volumiques (force par unité de volume) agissant sur un

élément de fluide : p étant la pression hydrodynamique exercée par la matiére envi-

ronnante, les seules forces extérieures présentes sont d’origine électromagnétique: F.,,

(on y reviendra plus loin), 'influence de la gravité est supposée ici comme négligeable.

Les interactions électromagnétiques sont décrites par les équations de Maxwell ex-

primées en unités gaussiennes (cgs) :

Vx 5= _198 ;  loi de Faraday, (1.1.5)
c Ot
Vx i =45 198 s loi d’Ampére, (1.1.6)
c c Ot
V-B=0; inexistance de monopéles magnétiques, (1.1.7)

ou ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide, E, H, et J sont respectivement le champ
électrique, l'intensité magnétique et la densité de courant. Le milieu considéré n’est

pas magnétique si bien que la perméabilité u,, est proche de 'unité : B ~ H.
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Par ailleurs, la densité de courant J est reliée aux champs E et B par la loi d’Ohm

f=a<E+""B), (1.1.8)

[

ou le champ d’induction électrique (¥ x B)/c s’ajoute au champ électrique E produit
dans le repere fixe, la conductivité électrique o est scalaire et elle n’est pas modifée

par la présence du champ magnétique B ; le milieu considéré est isotrope.

La validité de la magnétohydrodynamique repose sur trois conditions auxquelles sont

associées les trois parameétres suivants :

(i) la vitesse du flot est non relativiste :

V12
RCEI—I<<1,

(ii) le champ électrique mesuré E, et le champ d’induction sont du méme ordre :

cE,

E v, H,

ot l'indice “o” spécifie les valeurs expérimentales. Puisque le fluide est un conducteur
parfait (o — co), pour des valeurs finies de J et £ il faut donc que E + (¥ x B)/e=0.

(iii) Péchelle de temps considérée t, est du méme ordre que le rapport entre la longueur

caractéristique L : la distance sur laquelle ¥ et H varient notablement et ¥, :

autremement dit, les phénomeénes de hautes fréquences sont ignorés.

Ces conditions nous permettent de faire certaines approximations. Pour les justifier

7

nous introduisons les variables sans dimension suivantes (toutes proches de I'unité) :




La loi d’Ampere (1.1.6) s’exprime en terme de ces quantités comme suit:

1 ~. = R.OE*
il v *_ gy e P8 1.1.9
R, Y *H =T+ g T (1-19)
ou
R, =Ly,
(4

est une quantité sans dimension appelée le nombre de Reynolds magnétiqgue. En
pratique, pour un fluide conducteur, on a R./R, <« 1. Par conséquent, le courant
de déplacement, qui correspond au dernier terme de I’équation (1.1.9), est toujours

négligeable par rapport au rotationnel de H.

Ainsi la loi d’Ampére (1.1.6) se résume &

vxA=27 (1.1.10)

c

ol Pon note que V-J =0 : le courant de déplacement est effectivement nul.

Maintenant nous pouvons déterminer I’équation d’évolution de H & partir de
la loi de Faraday (1.1.6) dans laquelle les variables E et J sont éliminées aux moyens

des équations (1.1.8) et (1.1.10) pour obtenir :

—

%_It{ = Vx (¥ x H) + vy V2H, (1.1.11)

c? Lv,
474 = —_——=
A= dno R,

est la viscosité magnétique. L’équation (1.1.11) met en évidence le couplage entre H et
le champ de vitesse V ; si le mouvement du fluide est connu, elle décrit 1’évolution de
H. De plus, il ressort de cette équation deux mécanismes différents qui font évoluer
H en un point donné : le premier dépend de la vitesse du fluide alors que l'autre est

proportionnel a sa résistivité.

Supposons que le fluide soit au repos, ’équation (1.1.11) se réduit a

OoH -
W = VHVzH.
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Sous cette forme, on retrouve 1’analoge vectorielle d'une équation de diffusion : vy
étant le coefficient de diffusion de H. Ceci exprime le fait que toute perturbation

locale de H tend a s’attenuer par diffusion dans un temps de relaxation 7 ~ 1 JvH.

Au contraire, quand la conductivité électrique ¢ — 0 & vy — 0 (ou R, > 1),
c’est-a-dire pour des durées t < 74 : ce qui correspond aux conditions de validité de

la MHD, on a comme équation d’évolution de H :

%g = Vx (¥ x H). (1.1.12)

Le mécanisme de convection est dominant: les lignes de force sont alors entrainées

avec le fluide. Nous le prouverons dans la derniére section de ce chapitre.

Pour calculer ¥ a partir de I’équation d’Euler (1.1.4), on doit d’abord faire le bilan des

forces volumiques d’origine électromagnétique :

—

Fem:PeE+Fm

ol p.E est la force électrique par unité de volume engendrée par la densité de charge

pe €t F, est la force de Lorentz volumique :
Fn=17xH.
C
En comparant la force électrique et la force de Lorentz F,,, on a

IPEE'

—= ~R.«1:
LUrxBl ¢

ceci confirme I’hypothése du conducteur parfait car tout écart A la neutralité électrique

du fluide est immédiatement compensée, on peut donc considérer p, = 0.

En tenant compte de ’expression (1.1.9), la force de Lorentz s’écrit

qui peut également s’exprimer sous la forme

i _Ygae+ g wi
E, 5V IH]| +-(H-V)H. (1.1.13)
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Pour mettre en évidence I'action qu’exerce H sur la matiére fluide, on exprime F,
dans le repére de Frenet-Serret fixé & une ligne de force locale qui se déplace avec le
fluide [11]. On note par 7, 7 et b les vecteurs unitaires formant ce repére et ceux-ci
sont respectivement tangentiel, normal et binormal & cette ligne de force locale. Les

dérivées dans ces directions respectives sont notées par : 8/9r, 8/n et 0/0b.

Dans le repére de Frenet-Serret, on exprime

S L LI
(H-V)H = B (H7) = 2 ab
en précisant que
or _ 1
b R,

ol R. est le rayon de courbure locale. La force de Lorentz s’écrit donc dans ce repere:

< _ 1 llegg s s L[
Ainsi, dans le plan perpendiculaire & A (i.e. le plan normal formé par les vecteurs 7 et
b), la force de Lorentz F,, est la somme d’un gradient de pression i1sotrope, appelée la
pression magnétique : py = |H[?/8n, et d’une tension magnétique (ou force de traction)
qui “tend” les lignes de force (comme des cordes élastiques soumises & une tension)

dans la direction 7 (i.e. le terme |H|?/R. provenant de (H - V)H).
Nous obtenons alors la forme définitive de ’équation d’Euler (1.1.4) :

pc(li—t+Vp+—Hx(Vx H)y=o. (1.1.15)

Pour décrire completement le flot, on doit ajouter aux équations (1.1.1), (1.1.12)
et (1.1.15) I’équation d’état qui relie la densité p et la pression p. Le fluide étant parfait:
il n’y aucune dissipation d’énergie sous forme de frottement, ni d’échange de chaleur

entre le fluide et le milieu environnant. Ces conditions sont vérifiées par les relations:

VoL K
Rr=—«x1
Cp

R, =
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ou R, est le nombre de Reynolds hydrodynamique, v est la viscosité cinématique, X est
la conductivité thermique, et c, est la chaleur spécifique du fluide & pression constante

par unité de volume.

L’écoulement du fluide est adiabatique (absence d’apport calorifique) de sorte que

Ventropie s du fluide est une quantité conservée le long du flot :

ds
d—t—O.

Ceci implique que tout processus est par nature réversible. Le flot est dit wsentropique.
En MHD, I'approximation du gaz parfait est valable pour décrire la fonction d’état du
fluide en équilibre thermodynamique. Selon la théorie cinétique classique, I’équation
d’état d’un tel gaz s’exprime par

p=pRT

ol R est la constante spécifiqgue propre au gaz et T est sa température. La chaleur

spécifique & volume constant cy est reliée & ¢, par I'équation de Mayer :
cp—cy=R.
On considere ici ¢, et cy comme des constantes. Dans ce cas I'entropie est donnée par
s=cylnlpp ™) +s,,

ou s, est une constante arbitraire et x = ¢,/cy est l’ezposant adiabatique qui vaut en
particulier 5/3 pour un gaz monoatomique situé dans un espace & trois dimensions.

On peut alors relier p et p par une fonction de ’entropie

D
A(s)=—,
(s) =

ou A(s) satisfait la loi de conservation (1.1.15) qui donne en considérant (1.1.3) :

P sV =o. (1.1.16)
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Maintenant nous sommes en mesure d’introduire le systéme MHD qui se compose des

équations (1.1.1), (1.1.15), (1.1.16), (1.1.12) et (1.1.7) disposées dans V’ordre suivant

dp _—
5= T(V-V)p=0,
dv 1 = =
B v Hp=o0, (1.1.17)

dt

%—Vx(ﬁxﬁ):O,

Celles-ci, appelées aussi les éguations de Lundquist, décrivent complétement le mou-
vement du fluide et le champ magnétique H dans lequel il s’écoule. Elles forment un
systéme hyperboliqgue composé de neuf équations aux dérivées partielles quasilinéaires
du premier ordre dont les inconnues sont les composantes de v = (u, v, w), la densité

p, la pression p, et les composantes de H = (H;, H,, Hs).

Les équations (1.1.17) sont invariantes sous les transformations de Galilée entre
deux référentiels K et K’ en mouvement 1'un par rapport & 'autre suivant une vitesse
constante V,. Les lois de transformations correspondantes s’écrivent :
t'=t, X =%+7,t, V&, )=V (& t)+V,t,

PE)=pX1), P& )=p&1),
B &, ¢)y=HEX¢t), E&,¢)=E&t) -7,xH&1).
Cela traduit le caractére non-relativiste du flot exprimé par la condition (1).

Nous terminons cette section & propos des systémes d’unités employés en
MHD. Dans le présent travail, nous optons pour le systéeme cgs dont les unités fon-
damentales sont la longueur (en cm), la masse (en g) et le temps (en seconde). En
unités MKSA ou SI, les équations MHD conservent la méme forme que celles ex-
primeées en unités cgs a I'exception de 1’équation d’Euler (1.1.15) dont le facteur 1 yZys
est remplacé par 1/p, ol la perméabilté du milieu considéré est proche de celle du

vide (i.€. pm ~ po).
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1.2 Les lois de conservation.

Dans cette section nous résumons les lois de conservation de 'impulsion et de

I’énergie qui sont obtenues & partir des équations de la MHD.
Conservation de 'impulsion.
A Taide des équations (1.1.3) et (1.1.5) on obtient la loi de conservation de I'impulsion

O(pus) _ _OMTh ol

ot 6zk 6.’l:k !

i,k=1,2,3, (1.2.1)
avec la sommation implicite sur I'indice k, cette équation contient les termes :
1% = pusuy +péix : le tenseur flur de densité d ‘impulsion hydrodynamigque, (1.2.2)

ou pu;u, correspond au transport de la composante pu; dans la direction i de
Pimpulsion par les particules de fluide en mouvement dans la direction k, et péiy

est le transport de 'impulsion associé aux forces de pression :

1y = é [%JikH"’ - H,-Hk} : le tenseur des contraintes de Mazwell, (1.2.3)

dont la divergence donne la force de Lorentz F, (e.g.(1.1.13))
Conservation de I’énergie.

La loi de conservation de 1’énergie s’exprime sous la forme abrégée

d

5 (Bn+ Ep) = =V- (g + 5). (1.2.4)

Les quantités E» et g sont respectivement la densité d’énergie et le flux d’énergie

hydrodynamique qui résultent exclusivement du mouvement du fluide :

E, =E .+ pK (1.2.5)

. 1 , . . - L, ..
ou E.= Epv2 est I'énergie cinétique et K = — r ] P st I’énergie interne.
—1p

G =G+ pW; (1.2.6)

VI . T P .
ge = ﬂlr)—lv est le flux associé & I’énergie cinétique et W =K + 2 est Venthalpie.
p
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On doit ajouter aux équations (1.2.5) et (1.2.6) la densité d’énergie magnétique E,, :

712
B, =0 (1.2.7)

précisons que la densité d’énergie électrique est négligeable puisque E. ~ R|H|?/8x.

Le flux d’énergie électromagnétique est donné par le vecteur de Poynting § :

§=L i @x. (1.2.8)

Maintenant nous pouvons prouver P’assertion du début : & savoir que les effets
hydrodynamiques et électromagnétiques sont effectivement couplés. Pour cela, nous
séparons ’équation de conservation de I’énergie en deux sous-équations :

O0E,

o =-V-q.— (V- Vp) + (Fp - V), (1.2.9)

qui signifie que la variation temporelle de I’énergie cinétique E. résulte des puissances
exercées par les forces de pression et de Lorentz et aussi des pertes causées par le flux

d’énergie cinétique g, traversant la surface de I’élément de fluide.

De méme que
OFm

2= _(F,-V)-V.-§, (1.2.10)

ot
indique également que la variation temporelle de ’énergie magnétique E,, résulte de
la puissance exercée par la force de Lorentz et des pertes causées par le flux d’énergie

de Poynting traversant la surface de I’élément de fluide.

Les deux équations (1.2.9) et (1.2.10) nous démontre clairement qu’un change-
ment dans Iénergie cinétique ameéne un changement dans les forces magnétiques qui

conséquemment influencent & leur tour le mouvement du fluide.
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1.3 La vorticité en MHD.

La circulation de la vitesse se définit par I'intégrale
r=}{x7-d”e=/a-ﬁds (1.3.1)
C S

faite le long d’un contour fermé entourant I’élément de fluide considéré. En utilisant
le théoréme de Stokes, ou I'intégration est faite sur la surface S bornant I’élément
de fluide, on a introduit le champ de vecteur & = V x ¥V qui est appelé vorticité de

Uécoulement.

En présence d’un champ magnétique B, la variation de T est donnée par

o [dF o [do
E—_—fcz-ﬂ:/sﬁ-nds. (1.3.2)

Pour déterminer la variation de ¥, on utilise 'équation d’Euler (1.1.4) exprimée sous

la forme de Lamb

v _ oV 1 o1 1 - -
Z = FIX T+ VI ]——;Vp—47rpHx(Vx H). (1.3.3)

En prenant le rotationnel de ’équation (1.3.3), on obtient la variation de

Do) = % +(V- V)& — (& - V)V = ——p%[Vp x Vp] + %Vx [% [H x (Vx ﬁ)]] . (1.3.4)

En I’absence de H, pour un fluide parfait dont la densité p s’exprime comme une fonc-
tion de la densité (fluide barotrope) et soumis & des forces conservatrices (i.e. dérivant
d’un potentiel), la circulation est une quantité conservée (i.e. &€ = 0) et & obéit

une équation d’évolution ayant la méme forme que I’équation (1.1.12) ; les lignes de

vorticité sont entrainées avec celles du fluide. Cest précisément le théoréme de Kelvin.

Par contre, ce théoréme n’est plus valide en MHD du fait que la force de
Lorentz n’est pas nécéssairement conservatrice : elle communique au fluide un mou-
vement de rotation. Dans ce cas, il démontrable que D[] > 0 et |&| est donc une

fonction croissante [37].
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1.4 Le théoréme de la conservation du flot magnétique.

’,

Suite a I’équation (1.1.12), nous avons affirmé que pour un fluide parfait, les
lignes de force de H étaient entrainées avec le flot par convection. Dans cette section,
nous I'attesterons en prouvant le théoréme de la conservation du flot magnétique ou

aussi connu comme le théoréme de convection. Celui-ci a été énoncé par Alfvén [2].

Considérons un fluide conducteur dont I’écoulement est adiabatique et soumis
a un champ magnétique . A un instant t donné, soient C un contour fermé bornant
un élément de fluide et ¢ une ligne de force de A. A un instant ultérieur t', les éléments
du fluide se sont déplacés : les points de la ligne ¢ décrivent maintenant la ligne ¢,
idem pour le contour C qui s’est transformé en un contour C’. Par le théoréme de
convection, il s’ensuit que le flur magnétique ®(C') passant & travers C’ est €gale au
fluz initial ®(C) passant par C, de méme que la ligne de force magnétique ¢ se confond

avec la ligne de force initiale ¢. Il y a donc conservation du flot magnétique.

La démonstration de ce théoréme comporte deux parties. Débutons par ’équation

(1.1.5) que l'on intégre comme suit :

/(VXE).MS:_E OH s, (1.4.1)

ou # est un vecteur unitaire normal & la surface S délimitant 1’élément de fAuide. Par

le théoréme de Stokes et & I’aide de '’équation (1.1.6), ’expression (1.4.1) se récrit :

=, (VxH), - db
ij[E+ a=22,

ou & est le flux magnétique :
P = / H.ds.

Or nous savons que pour un conducteur parfait (¢ — 00) ; E+ (Vx H /e) =0,
donc la variation dans le temps du flux magnétique est nulle. Conséquemment le
nombre de lignes de force traversant le contour fermé demeure toujours constant.

Nous venons de prouver la loi de Faraday.



18

La démonstration se compléte & partir de ’équation (1.1.12) récrite sous la forme :

8H

= = H- V)7~ (@) - H(V-7) (1.4.2)

dans laquelle on élimine V-V & l'aide de I’équation (1.1.3) pour finalement obtenir

d (.g.) _ (g.v> 7. (1.4.3)

Maintenant prenons une ligne de fluide quelconque se déplagant avec les par-
ticules qui la compose. Pour établir sa variation dans le temps, on considére un arc
infinitésimale 67 de cette ligne. Si V est la vitesse de I'une de ces extrémités, Pautre
bout aura une vitesse V + (2 - V)V. Pendant une durée dt, cet arc aura varié de la

quantité dt(s2- V)V de sorte que la variation dans le temps de §7 est donnée par

16 = (6 V)7 (1.4.4)

Ainsi les lignes de force H/p obéissent & la méme équation différentielle que I'arc é7 .
Par conséquent, les particules de fluide situées sur une méme ligne de force magnétique
y demeuront indéfiniment et la grandeur |H|/p va varier proportionnellement 3 la
distance qui les sépare. On dit alors que “les lignes de force magnétiques et la matiére
fluide sont gelées I'un et I'autre”. Donc, lorsque la conductivité électrique est tres
élevée ; i.e. 0 — oo, les lignes de force du champ magnétique H sont entrainées par le
fluide, on peut alors leur associer des propriétés élastiques (pression et tension) qui

ressortent finalement comme celles du fluide.
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2. Solutions conditionnellement invariantes des équations MHD. Ondes multiples.

2.1 Les ondes simples pour des systémes quasilinéaires d’EDP.

Nous étudions les systémes composés de m équations aux dérivées partielles
(EDP) du premier ordre, qui sont quasilinéaires (QL), homogénes et du type hyper-

bolique. Ceux-ci sont exprimés sous la forme :
P g
Z Z Hwuk =0, I=1,...,m, (2.1.1)

avec p variables indépendantes x = (z!, ... ,z?) € E C IR? et q variables dépendantes
u=(u,...,u%) € U C IR? ; les dérivées partielles sont notées par u?, = Ou®/oz'. Le
systéme (2.1.1) est dit bien déterminé si m = q. Nos considérations seront toujours
locales ; il suffit de déterminer les solutions définies au voisinage de Porigine x = 0. Les

fonctions considérées ici seront suffisament lisses pour en justifier les manipulations.

Le systéme (2.1.1) peut se mettre sous la forme matricielle (avec la sommation

implicite sur les indices) :

AP (WU =0, p=1,...,p, (2.1.2)
ou A',...,A? sont des matrices de dimensions m x q. Il est convenu d’adopter la
notation suivante pour les variables indépendantes : ¢ = z°,z!, ... 2™ avec p = n + 1,

de sorte que I’équation (2.1.2) se récrit :

A®(u)u, + zn: A*(W)u,. = 0. (2.1.3)

i=1

Si m = g, la matrice A° est I'identité et nous obtenons la forme évolutive de (2.1.2) :

u+ Y Al(u)u
=1
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Définition 2.1.1. Un vecteur d’onde associé auxr matrices {Al, ... AP} est un

vecteur non nul

A@) = (1 (), -5 A0 (W)

tel que
ker (A A") #0.

Cette définition implique la relation d’onde :

yeU tel que (,\# (u)A* (u))qa =0. (2.1.4)

L’équation (2.1.4) admet des solutions non triviales pour le vecteur de polarisation :

1) sim=gq, det [\, (u)4*(u)] =0,

(2.1.5)
2) sims#q, rang[X, (u)A* ()] < min (m,q).
L’équation (2.1.5) est appelée la relation de dispersion.
Définition 2.1.2. La fonction
r(X,u1) = A, (u)z# (2.1.6)
est appelée un invariant de Riemann associé au vecteur d’onde ).
L’équation
u=f(r(xu)) (2.1.7)

définit de maniére unique la fonction u(x) au voisinage de P'origine x = 0 pour toute

fonction f: IR — IRY.
Sa dérivée partielle par rapport & z# est donnée par

ou®

OzH

=6 ()7 A (ux)) £ (r (x,u)), (2.1.8)

ou 'on a introduit la notation suivante :

or

s (x,u(x)) f'* est un scalaire supposé non nul, (2.1.9)

B0 =1-
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et la dérivée de la fonction f par rapport & r est notée par

_9*

o
f T dr

Démontrons I’expression (2.1.8) en calculant explicitement la dérivée partielle de u=

par rapport a z* :
our _dr*f o or ouf
Oz¢  dr | Ozt ' OuBdze [’

sachant que A\, = dr/z#, on récrit I’équation ci-haut sous la forme

P
o5 "# =X, f'e, (2.1.10)

ozk

ou ¥§ est une matrice supposée inversible :

o 1
Ui= 05— o5 f" (2.1.11)

Multiplions I’équation (2.1.10) par la matrice inverse (¥~1)g qui donne

= A (T3 fP. (2.1.12)

Pour compléter la démonstration, il suffit de déterminer la matrice (T71)5 de la

maniere suivante. On multiplie d’abord 1’équation (2.1.11) par f’# pour obtenir :

G 1P =¢ (%) /™. (2.1.13)

Ensuite, apres avoir multiplié I’équation (2.1.13) par ¥—!, on compare membre & mem-

bre avec I’équation (2.1.12) pour finalement aboutir & Pexpression (2.1.8).

Les solutions de I’équation (2.1.2) ayant la forme préscrite par ’expression (2.1.7)
sont appelées ondes de Riemann ou ondes simples. Le rang de la solution u(x) est au
plus égale a un. En effet car la formule (2.1.8) exprime le fait que les dérivées partielles

de u(x) soient décomposables dans le sens

du®
ozH

N’)'a (11) )‘[L (U) (2114)
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avec

o_ ¥

= = 2.1.
v - @ 1,...,q. ( 15)

Afin d’en donner une interprétation géométrique, on introduit les vecteurs suivants:

L= (&), ....&W)", a=1,...,p-1, (2.1.16)
qui satisfont la relation d’orthogonalité

A& =0. (2.1.17)

En fixant le vecteur d’onde A, nous pouvons alors choisir un ensemble de vecteurs
£a qui soint orthogonaux a A. Notons que le choix des & n’est pas unique et que
I'ensemble des vecteurs {),&,, ... ,&_,} forment une base dans I’espace des variables

indépendantes E.

Multiplions ’équation (2.1.8) par &,, nous obtenons I’expression
ou”
H —
& (u(0) 5o =0
impliquant que ! (x), ... ,u? (x) soient des invariants par rapport aux champs vectoriels

& (u()) %

agissant dans 'espace E. Par conséquent le graphe I' = {(x,u(x))} (qui est une sous-

variété de dimension p) est invariant sous I’action de chaque champ vectoriel :

Xa=§#(u)%, a=1,...,p-1, (2.1.18)

agissant dans l'espace des variables indépendantes et dépendantes E x U ¢ IRP x IRY.

Ces champs vectoriels forment une distribution abélienne :

[Xa.Xp] =0, ab=1....,p—1. (2.1.19)
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Réciproquement, si u(x) est une fonction & q composantes, définie au voisinage

de x = 0, tel que son graphe I' = {(x,u(x))} soit invariant sous I’action de tous les
champs vectoriels donnés par (2.1.18) satisfaisant la relation (2.1.17) alors u(x) est
une solution de I’équation (2.1.7) pour une certaine fonction f. Ainsi, on caractérise

géométriquement les solutions exprimées sous la forme (2.1.7).

Si u(x) est solution de (2.1.7) alors
A (u(0) 22— 57 (x) A, () 4% (u()) £ (r (x, W), (2.1.20)
donc u (x) est une solution de 1’équation (2.1.2) si et seulement si
Au(H)A*(N) =0 (2.1.21)
autrement dit ; si et seulement si f’ est un élément de ker (AuAr).

Résumons les caractéristiques des solutions de rang un.

(1). L’équation (2.1.21) constitue un systéme sous-déterminé d’équations différentielles
ordinaires (EDO) du premier ordre pour la fonction f qui dépend de la dimension de

ker (\,A*). Par exemple : si A, A4* =0 alors il y a aucune contrainte sur la fonction f.

(2). Le rang de la solution de I’équation (2.1.2) est au plus égal & un. Le graphe
I' = {(x,u(x))} est invariant sous I’action des champs vectoriels donnés par I’expression

(2.1.18) qui satisfont la relation d’orthogonalité X - ¢, = 0 et commutent entre eux.

(3). On peut faire un changement d’échelle du vecteur d’onde X sans que la solu-
tion (2.1.7) soit changée (ces solutions appartiennent & la méme classe d’équivalence)
puisque I’équation de départ (2.1.2) est homogene : seule la direction de X importe et

non sa norme.

Maintenant, nous choisissons un repére de coordonnées dans ’espace E x U de
maniere & rectifier les champs vectoriels (2.1.18) et d’obtenir les conditions dinvariance
qui assurent 'existence des solutions de rang un. Supposons que 'une des com-

posantes de ) soit non nulle : choisissons A; # 0. A partir de la relation d’orthogonalité
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(2.1.17), nous exprimons les composantes des vecteurs ¢, ; a =2, ... ,p, en termes des

composantes du vecteur d’onde X :

A2 T Ap T
gz(u)=<_/\—l,1,...,0,... ,0) s oeee, gp(u)=(_x,o,,,_,o,1) X (2.1.22)

En substituant les expressions (2.1.22) dans la formule (2.1.18), on obtient (p—1) champs

vectoriels qui sont linéairement indépendants

8 X 0 8 A, 8

R bt~ TR A S (2.1.23)

et ceux-ci forment une distribution abélienne.

Ensuite on fait le changement de coordonnées dans 1’espace E x U :
z!=r(x,u), T?2=2% ... ;TP =27, w'=ul, wl=14?,..., 77 =uf, (2.1.24)

ou les champs vectoriels donnés par (2.1.23) deviennent rectifiés comme suit :

9 2
5ot o= 55 -

Xy = (2.1.25)

Pour prouver 'expression (2.1.25), on prend par exemple le champ vectoriel X,

X_a_ﬁa_a—ila+afza X 0T D
27 0922 N0zl 9r28z! | 0x2 %2 A, Ozl ozl’

en particulier
B_LI _or(x,u) _or or ou®
2 = T 922 g2 ' Aya 52
Oz Oz Oz Ou® Oz (2.1.26)
o _orew) _ or | or owe
or! 0zl T Ar! ' Quo 821’

~

puisque r = A, (u)z*, alors
or O,

= L p#

Bue  fue
et & I'aide de la formule (2.1.8) nous obtenons
B A Wl @, 8 X A ,o) Ous
Xo = {)\2 + (611"‘:,: ) (d’ (X))‘2) f o7l + 72 N A+ &TT (¢ (X)/\l) f Er

_ 0
=527

Cette démonstration se généralise aisément aux autres champs vectoriels X,.
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L’ensemble des invariants sous ’action des champs vectoriels (2.1.25) est
{Tl =r(x,u), ul, ... ,uq}. (2.1.27)

Notons qu’une sous-variété & p dimensions est transversale & la projection (x, u) - x
a Porigine x = 0 si et seulement si elle est transversale & la projection (, T — X a
X = 0. Ces sous-variétés transversales, invariantes sous I’action des champs vectoriels

Xs, ..., X,, sont définies par les équations ayant la forme :

0= f(z) (2.1.28)

ou f:IR— IR? est une fonction arbitraire (comparée & (2.1.7)), i.e. W= f(z!) est une

solution générale des conditions d’invariance :

Uz =0,...,0z =0. (2.1.29)

Le systéme (2.1.2) se récrit en termes des nouvelles coordonnées (X, ) comme suit :

A'(%,0,Tg) Uy =0, (2.1.30)
ol
—i_ Dzt
T DziT
en particulier :
y LA U LR LY (2.1.31)
Dz
ol
Dri =¢71)\ avec $®=1- 6—23?.
Dztlg,, | .. Ue=o ou

La démonstration de I'expression (2.1.31) est directe. D’abord on récrit ’équation de

départ (2.1.2) comme ceci :

1 1 7 aﬂa af] —
A (u)’U.I‘ = Aa (u a_fj- a:L" =0
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Puis en utilisant les équations (2.1.26) et (2.1.29), on arrive &

ou [67‘ or Ou®

1 1T e—— ere— — —
A°@ 571 | Bue 0zl

ou [ ér or ou~
P -
= ]+...+A (uafl[ } ,

dzp ' Buo P |

qui donne effectivement 1’expression (2.1.31) compte tenue de la formule (2.1.8).

En ajoutant les conditions d’invariance (2.1.29) au systéme (2.1.30), nous obtenons le

systéeme surdéterminé

A (0 AT _-51 =0,
A:{[ (WA mlu (2.1.32)

ﬁ52=0,..., EP=0,

qui admet comme solution générale
() - /(@)

ou f: IR — IR? est une fonction satisfaisant I’équation (2.1.21).

Supposons maintenant que la courbe intégrale T, associée au champ vectoriel
7% (u)d/0u” agissant dans I’espace des variables dépendantes U, satisfait les équations
différentielles ordinaires (2.1.15). Supposons également que le vecteur d’onde A (u)
soit ramené sur la courbe I' par “pull back” ; i.e. f*(}). Alors les fonctions A, (u)
deviennent des fonctions du parametre r défini sur la courbe I. Les ensembles (2.1.6)
et (2.1.7) définissent des relations implicites entre les variables u®, z* et r qui peuvent

s’écrire sous la forme

u® = f*(r), = A, (r)z". (2.1.33)
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2.2 Les ondes simples décrites par le systéme MHD.

Dans cette section nous utilisons les ondes simples pour résoudre le systéme
MHD (1.1.17). Rappelons que ce systéme comporte m = 9 EDPs qui sont quasilinéaires
et du premier ordre, il est homogene et hyperbolique. Ce systéme peut s’exprimer

sous la forme normale (Cauchy-Kovalewski) si on le dispose de cette fagon :

dp "
2 (V-9)p=0,

a [ﬂ] o,
dt | p*
d—‘7+1v L lV(|Er|2)_(ﬁ V)H| =0 221)
dt  p P dmp |2 o
0H Lo
—ét——Vx (VXH)—O,
ou I'équation (1.1.7) est alors considérée comme une contrainte différentielle ;
V-H=o. (2.2.2)

Pour justifier cette affirmation, il suffit de prendre la divergence de la loi de Faraday
(1.1.5) pour obtenir que
0H 8

_, 1 —

si les données initiales satisfont ’équation (2.2.2) & ’instant ¢ = 0 alors elles la satis-
fairont pour tout instant ¢ >0 [7]. Introduit de cette fagon, le systéme MHD (1.1.17)
comporte dorénavant m = 8 équations avec p = 3+1 variables indépendantes: x = (t,%),
et ¢ = 8 variables dépendantes : u = (p,p, V= (u,v,w), H= (Hl,Hg,H3)).
Maintenant on écrit le systéme MHD (2.2.1) sous la forme évolutive (2.1.3) :

A°uy + Alu, + A%uy + A%u. =0, (2.2.3)

ol les matrices carrées 8 x 8 sont les suivantes :

1 00 00 00 O (UOpO 0000\
01 00 00O O 0 v xp O 0 0 0 o0
00 p0O0O0 OO 01 pu 0 0 o0 £ M
4°—]0 00 p 0000 4 J0 0 0 pu 0 o -4 9
6 000 p 000}’ o0 0 o0 pu o0 o &4p
0 00 001 00 00 0 O 0 « 0 0
0 0 00 0010 0 0 Hb -H 0 0 u 0
000 0O0O0O01 0 0 H4 0 -—-H 0 0 «u
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v 0 P 0 0 0 0 0 \
0 v «kp 0 0 0 0 0
0 0 p 0 0 ~Hy/dw O 0
A2 = 0 1 0 pv 0 Hy/diw 0 Hz/4rw
10 0 o0 0 pv 0 0 —Hy/dm |’
0 0 —H2 H1 0 v 0 0
0 0 0 0 0 0 v 0 )
0 0 0 H3 —H2 0 0 v
w 0 0 0 P 0 0 0
0 w 0 0 Kp 0 0 0
0 0 pw 0 0 —Hz/aw 0 0
A3 = 0 0 0 pw 0 0 —Hs/amr 0
10 1 0 0 pw Hy/d4xr Hy/4amr 0
0 0 —-H; 0 H, w 0 0
0 0 0 —H3 H2 0 w 0)
0 0 0 0 0 0 0 w

Nous cherchons les éléments simples du systéme (2.2.1) en employant la formule
(2.1.15). Ainsi, pour chaque variable dépendante on lui associe une composante du

vecteur de polarisation v tel que noté par
e _dp _ L_dvV -~
(p,p,V,H)\—\ (’)’p: E,’)’p:gg,’)’z‘—s',hz > y (2.2.4)
et les variables indépendantes sont associées aux composantes du vecteur d’onde  :

(t, %) ~— (X, X).

Les dérivées partielles se récrivent en termes des éléments simples :

Ju® ou™

el « PN @ = : = 22
5 AT G oMY w=0123; a=1,...,8, (2.2.5)

et la dérivée lagrangienne (1.1.2) s’écrit comme suit :

+ (V- V) — A + V- X =67, (2.2.6)

Iil

P

d
dt
ol1 on définit la grandeur §|X| comme étant la fréquence caractéristique de 'onde simple

mesurée dans le référentiel se déplacant avec le fluide.
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Donc, en décomposant les dérivées partielles du systéme (2.2.1) et de la contrainte
différentielle (2.2.2) suivant les éléments simples (2.2.5), on obtient

’YP‘SIXI_FP(’?"—\’) =0,

pOIT + 95 X+ o (8- Xk =0, (2.2.7)

Le systéme (2.2.7) est appelé le systéme caractéristique, il admet des solutions non-
triviales pour le vecteur de polarisation v = (v,, 7, 7, l_i) si et seulement si le déterminant
caractéristique de sa forme matricielle apparaissant dans équation (2.2.3) est nul :
c’est la relation de dispersion (e.g. équation (2.1.5));

- - H-X)? - <o [ |HJ? H-))?
62|/\|2 (52|)\|2 _ %) [54|/\|4 _ 621)\[2 (LTIP +0.2) +a2 ( 47rp) :I — 0, (228)

a= [(%) ] o (%) " est la vitesse de propagation du son dans le fluide.
(2.2.9)
L’équation (2.2.8) est un polynéme du huitiéme degré en 6|X| dont les racines donnent

les fréquences caractéristiques des trois branches de propagation des ondes en MHD:

(1) 6elX=0 pour les ondes entropiques, (2.2.10)
(2) 64X = 6%\) pour les ondes d’Alfvén, (2.2.11)
1 Lo\21F T L 217
- € - H - H
(3) 6rN| =5 (a/\ + 4@) + (a/\— Mp) | )
"~ T - (2.2.12)

J
(X
[

i \2 I 7\’
- £ - -
ds|A| =3 (a)\ + 471'p) - (a/\ - 47rp> .
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pour les ondes simples magnétoacoustiques rapides (F) et lentes (S), e = 1 indique

que dans une direction donnée, 'onde peut se propager dans un sens ou dans 'autre.

On peut établir certaines correspondances entre les ondes simples et les modes propres
qui sont obtenus en résolvant le systtme MHD (1.1.17) par linéarisation [1], [38] ;
c’est-a-dire en y remplagant u = (u)° + (u)! ot (u)° sont les variables dépendantes 3
I'équilibre et (u)' sont celles perturbées par le passage de I’onde ; on fait 'hypothese
que (u)! <« (u)°. Les solutions du systéme MHD ainsi linéarisées s’expriment en termes

d’ondes planes et de leurs superpositions linéaires comme

(u™)! = A% exp [i(E-i{'—wkt)J , a=1,...,8, (2.2.13)

ou A* est I'amplitude du mode propre et correspond au vecteur de polarisation :
A« ~*. Ensuite, (wk, k) «— X = (A, X) ; wi est la fréquence d’oscillations des modes
propres et correspond & X,, k est le vecteur d’onde et correspond a X : la famille
constituée de plans d’onde se propage suivant la direction de k avec la vitesse de
phase vy = wy/|k| qui correspond A la wvitesse caractéristique 6. Selon notre approche,

la vitesse de groupe se définit par

7, = _ZAXO . (2.2.14)

Dans la section suivante, nous présentons les solutions de rang un du systéme
MHD (1.1.17) qui sont obtenues en résolvant le systéme réduit (2.2.7) (cf.(2.1.21)). Les
équations (2.1.4), (2.1.5) et (2.1.17) déterminent les directions caractéristiques , 7 et ¢,
pour lesquelles il en existe de quatre types. Les différentes symétries associées aux

champs vectoriels X, (2.1.18) nous conduisent & quatre types de solutions.
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2.2.1 Les ondes simples entropiques (E).

En substituant 6z|X| = 0 dans le systéme caractéristique (2.2.7) nous obtenons

le systéme qui détermine les éléments simples entropiques :

>
Il

'7' 0)

-,

I BT T
o Xt (B - B)X = (i - %) =0,
an an (2.2.15)

(fj : ’_\‘);7‘ =0,

La résolution du systéme (2.2.15) nous conduisent & trois types de solutions. D’abord

deux de ces solutions sont données par

7= (1= A k) et A=(-7-XX), (2.2.16)

¥-X=0, H-X=o0, R-X=0. (2.2.17)

L’analyse des relations (2.2.17) nous amene & conclure que les vecteurs &, X et i doivent
étre linéairement dépendants. Il en découle deux possibilités auxquelles sont associées

les ondes entropiques de types E, et E,.

La troisieme solution, appelée I’onde entropique de type Es, est donnée par :

7= (1,0,0,0) et A=(-7-%3). (2.2.18)

(i). Le Cas E; : les ondes de type E; se caractérisent par le fait que les vecteurs
3 ,h,H forment un plan (i.e. ne sont pas paralleles 'un & I'autre). Ainsi pour chaque

vecteur 7, il existe un seul et unique vecteur X = (A1, Az, As).

Comme choix des vecteurs ¢, orthogonaux au vecteur d’onde A, nous prenons

A : A g A T
= '_.1,0,0} , = =2-.0.1,0} , =(—=-,001] ., (2219
& ((V-A) ) & ((v.)\) ) & ((v.)\) ) ( )
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desquels sont déterminés les champs vectoriels par ’expression (2.1.18)

X1 = _./\1_,
(¥-%)

/\2 o o _ /\3 o 19]
(‘_/,‘X)a+a—l,'y XS_(V.X)'a—t'*'E' (2.2.20)

a2
+£7 X2"

o

Les invariants de la sous-algebre {X;, X, X3} sont

{s =X(s)-X— (Xs)-V)t; p,p, ¥, H } : (2.2.21)

En faisant le changement de coordonnées (2.1.24) dans I’espace E x U :
T=r(z,u)=X(s)-X— (Ms)- V)t I=t, y=y, Z=z,
{ﬁ:p,ﬁ:p, U=u, v=v, w=w, H;=H;, 1=1,2,3,
les champs vectoriels (2.2.20) sont rectifiés comme suit :

0 o] 7]
Xl——gi, X2_8_37’ X3=§ .

L’ensemble des invariants sous I’action de ces champs rectifiés coincide avec celui des

invariants (2.2.21) par rapport aux invariants des champs vectoriels (2.2.20).

En posant que p,p,V, H soient toutes des fonctions de la variable de symétrie
s, et apres les avoir substituées dans le systéme de départ (2.2.1), nous obtenons les

solutions suivantes :

1 - -
p=p(9), P()+ ol =ps T=u(s)&i +v(s)e+w(s)és,
m (2.2.22)

H =H, (s)é + Hy ()& + Hj (s)és,
ou p, est une constante arbitraire, et les vecteurs v et # doivent satisfaire la relation:

dH dv\ =
(E‘ X E) 'H: 0, (2.2.23)

attestant que 4, & et H sont situés dans plan, et le vecteur X(s) est donné par

-~ H 7
s_ H di

I (2.2.24)

De ces résultats, nous pouvons déduire certaines propriétés des ondes entropiques E;.

D’abord, on en déduit par la forme de la variable de symétrie s que les solutions
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(2.2.22) sont constantes sur les plans perpendiculaires au vecteur X(s) : les ondes E;
sont donc des ondes planes, et H demeure toujours tangent & ces plans. De plus, les
ondes E; n’existent que dans un fluide incompressible, comme I'indique la relation

7-X =0, et se propagent avec le flot puisque leur vitesse de groupe v, = V.

La force de Lorentz associée aux ondes entropiques E,; est donnée par :
P, = _évum?) — W, (2.2.25)

il y a donc équilibre entre la force magnétique et la pression hydrodynamique :
I’élément de fluide n’est pas soumis & des forces de torsion provenant du terme (5-V)H.

Conséquemment, en vertu du théoréme de Kelvin, la circulation
r:fv-d”e (2.2.26)
c
autour d’'un élément de fluide est préservée. Le fait que
E. - V#0 (2.2.27)

indique la présence d’un couplage entre les effets hydrodynamique et magnétique dans

le bilan de I’énergie cinétique (1.2.9).

L’action de I'opérateur d/dt (donné par ’expression (2.2.6)) sur les fonctions p, p, v, et
H est identiquement nulle. Conséquemment toutes ces quantités sont conservées le

long du flot.

A partir de la loi de conservation de I'impulsion (1.2.1) ;

dpv;) oL ollm: o 9998
ot —_al'k - a:lfk ) 1‘~k_172v31 ( ne )

qu’on peut reformuler a ’aide de (2.2.25) comme suit :
oY) _ (7. V)9, (2.2.29)

cela signifie que pour les ondes E; la variation de 'impulsion d’une particule de flnide

n’a pas d’incidence sur I’évolution du champ magnétique H.
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Finalement considérons le cas stationnaire, c’est-a-dire quand ¥-X =0, on peut

exprimer la solution (2.2.22) sous la forme
- . L 1 =
A=&; p=p(s), V=d(s)xé&, H=p(s)x&, p(s)+ 8—1r-|H|2 = Do, (2.2.30)

ou €, est vecteur unitaire constant, & et 3 sont des vecteurs arbitraires, et p, est une
constante arbitraire. La solution (2.2.30) est constante sur les plans orthogonaux & &,

qui sont engendrés par les vecteurs v et H.

(ii). Le cas E; de la solution (2.2.16) correspond 4 la situation of1 les vecteurs 5, het H
sont paralleles I'un a I’autre. Alors les solutions sont appelées des ondes entropiques

de type E; : les vecteurs 4 et k sont tous les deux colinéaires & 7 ;
F=CH, et h=xH, (2.2.31)

ou ¢ et x sont des fonctions arbitraires de u. Les éléments simples correspondants
s’écrivent

(H-h)
1

'y=(7p7~ ,7,5) et A=(~\7-(&ixﬁ),a*x1§r), i=1,2, (2.2.32)

ou &' et &2 sont deux vecteurs linéairement indépendants dont les composantes sont

des fonctions arbitraires de u.

Dans ce cas, pour un vecteur 4 donné, il existe deux vecteurs X! et X2 linéairement

indépendants qui engendrent un plan orthogonal & 7.

Par simplicité, nous choisissons le repéere de coordonnées tel que
H=(0,0,H), @' =(a1,00,0) et @?= (-0 m,0).
Les vecteurs d’onde s’écrivent
M= (=93 axH,~nH,0) et A= (7.5, a1H,a2H,0) . (2.2.33)
Nous choisissons comme vecteurs orthogonaux & ! et A2 :

& = (1, 1/v, u/v, 1, O)T et & = (o, 0,0, 1), (2.2.34)
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desquels nous obtenons les champs vectoriels

19 wuod o o

Les invariants sont de la sous-algébre {X;, X5} sont

{s=z+y—(u+v)t; p,p,\_/‘,ﬁ}. (2.2.36)

En substituant dans le systéme (2.2.1) les fonctions p,p,¥,H, qui dépendent de la

variable de symétrie s, on obtient les solutions associées aux ondes entropiques E,
1, = - - ~ - 3 -
p=p(s), p(s)+ gllﬂz = Po, V=1u(s)€) +v(s)éa +w(s)és, H = H(s)és, (2.2.37)

ayant comme contrainte que

u(s)+v(s)=0C,, (2.2.38)

ou p, et C, sont des constantes arbitraires. Cependant nous devons tenir compte de la
relation (2.2.31) et de 1’orientation prise pour H : les composantes de la vitesse situées
dans le plan généré par les vecteurs & et & sont donc des constantes ; u = u, et v = Vo,

ceci satisfait évidemment la contrainte (2.2.38).

Par une transformation de Galilée appropriée, nous pouvons toujours choisir un

référentiel tel que u, = v, = 0, la solution (2.2.37) se résume alors &

p=p(s), p(s)+ 8%[}?'2 =po, V=0(s)é3, H=p(s)és; H-X=0, i=1,2, (2.2.39)

ou p,e et B sont des fonctions arbitraires de la variable de symétrie s = = +y, et p, est
une constante arbitraire. Dans ce cas, ’onde entropique E- est une onde stationnaire

qui se propageant dans un fluide incompressible s’écoulant suivant H.

La force de Lorentz est donnée par 'expression (2.2.25) mais elle n'a pas de com-
posante suivant & ; il n’y a donc pas de couplage entre les effets hydrodynamique et

magnétique dans le bilan de ’énergie cinétique car £, -V = 0.
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(iii) Finalement, il reste la troisiéme solution (2.2.18) qui correspond aux ondes en-
tropiques de type E;. Dans ce cas, pour chaque vecteur 5 = 0, il existe trois vecteurs X
linéairement indépendants qui sont normalisés par les trois vecteurs unitaires &. Les
vecteurs d’ondes \? s’écrivent alors

Af= (_v.e:-,a-) avec [&|2=1, &-&=0, i=1,23 (2.2.40)

Le vecteur ¢ orthogonal & chaque A? (: =1,2,3) est donné par

e= (1, w)T, (2.2.41)
duquel on déduit le seul champ vectoriel
a 0 0 o
X=g tug+ oy T V8; (2.2.42)

Les invariants de la sous-algébre {X} sont
{s:.:n-i-y-{-z—(u+v+w)t;p,p,(",1:7}. (2.2.43)

Nous obtenons les solutions associées aux ondes Es; en remplacant p,p, v, H dans le

systeme de départ (2.2.1)
p=p (S), V=u (s)é'1 + v (3)62 “+ w (5)63, ﬁ =H; (S)El + Hy (3)62 + H3 (S)é’g]7 (2.244)

ayant comme contraintes que

u(s)+v(s)+w(s)=0C,, Hdis [V] = 0,
. . (2.2.45)
Hi (s)+ Hy (s) + Hz (s) = H,, V[p+8—7r[ﬁ|2] =4—W(ﬁ-V)ﬁ,

ou C, et H, sont des constantes arbitraires.

En se reportant a I’expression (2.2.18), nous avons que v, =0, =0et h=0: la
vitesse du fluide et le champ magnétique sont donc des vecteurs constants ; v = v, et
H = H,, et la pression est constante : p=p,. Dans ce cas, les contraintes (2.2.44) sont

effectivement vérifiées, la solution (2.2.43) se récrit alors
p=p(s), P=pe, V=V, H=H,. (2.2.46)
Par une transformation de Galilée appropriée, on peut toujours poser que v, — §

de telle sorte que 'onde E; soit une onde stationnaire se propageant dans un fluide
q

incompressible et la force de Lorentz qui en résulte est évidemment nulle.
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2.2.2 Les ondes simples d’Alfvén (A).

On substitue la fréquence caractéristique (2.2.11) des ondes d’Alfvén

X
drp ’

aall

6A=|X|=£( g==1,

g

dans le systéme (2.2.7) pour obtenir le systéme caractéristique correspondant :

() -
em%ﬂ)(v A) =0,

X opoy_
5\/47rp (7 K‘pryp) =0,
HXo Yoy, 1 sy 1 oo (2.2.47)
N /\+47rp(H R)X Mp(H X)h =0,
HXNr o wg o5 e
E\/mh+('y-z\)H (H-X)5 =0,
h-X=0.

La résolution du systeme (2.2.47) donne les éléments simples d’Alfvén suivants:

eh -
’Y=<0,0,\/_,h), €=1x=1,
Amp
(2.2.48)
A:(AO,X) ol AoEe(Ii\/_’:r_:)—\—/‘-/_\’, et X:(A],AQ,)\3).

En fixant le vecteur d’onde ), on choisit les trois vecteurs ¢, qui lui sont orthogonaux:

A T A2 T A3 ’
El = (_A_o, 17 0, 0) y 52 = (_/\_01 07 11 0) ’ 63 - —x;'l 07 07 1) )

desquels, par I'expression (2.1.18), on calcule les champs vectoriels correspondants :

_ /\l 0 0 _ /\2 0 0 _ )\3 a 0
Xl——/\o-éz-i-%, X2__A_o-é¥ a—y, 3———A—oa E (2249)
Les invariants de la sous-algébre {X;, X,, X3} sont
{s = X(s)-X+ Aot ; p,p,V,H } ) (2.2.50)

Soulignons que le changement de coordonnées (2.1.24) dans I’espace E x U :

{T:r(z,u):X~f+Aot, i=t, y=y, Z=z,
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mene a la rectification des champs vectoriels (2.2.49) :

9 17
ik X3 = —

Xy = r

) X2=

Sl

et que 'ensemble des invariants sous leur action est identique & (2.2.50).

On pose que les fonctions p,p, ¥, H soient toutes des fonctions de la variable de
symétrie s. Apres les avoir substituées dans le systéme de départ (2.2.1), on obtient

les solutions suivantes

Iﬁlz =H¢2), E:_-_tl’ (2.2.51)

= = Po, \7: s
p pO? p p \/41‘_7

F-X=0, h-X=o0. (2.2.52)

De ces résultats, nous en déduisons que les ondes d’Alfvén ne modifient ni la densité
ni la pression du fluide ; ’écoulement est incompressible ; - X = 0, et suit les lignes
de force. Aussi, nous avons que A, = 0, celles-ci sont donc des ondes stationnaires
n’ayant pas de vitesse de groupe ; elles ne sont pas dispersives, ce qui est en accord

avec la théorie linéaire [25].

De méme, la norme de H est préservée. Cela s’explique par la force de Lorentz

. 1 = e =

= —(H-Xh

F, pp= (H-A)h,
qui ne contient que le terme associé aux forces de tension suivant les lignes de force
magneétiques : elle est orientée perpendiculairement & la direction de propagation de
I'onde X ; ainsi on dit que I'onde d’Alfvén est une onde transversale bien qu’elle se

propage longitudinalement aux lignes de force magnétiques [38].

Les ondes d’Alfvén n’existent qu’en MHD comme en témoigne leur mécanisme
de propagation que nous en résumons ainsi. La matiere fluide et le champ magnétique

étant gelés I'un dans l'autre, le déplacement transversal des particules de fluide,
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résultant de la force de Lorentz, courbe les lignes de force qui les composent, et
conséquemment les éloignent ou les pacquent par endroits. Mais en tenant compte
des propriétés des forces électromagnétiques exprimées par le tenseur des contraintes
de Mazwell (cf.(1.2.3)) ; les lignes de force sont comprimées tout en se repoussant
mutuellement. Pour le prouver, supposons que 1'une de ces lignes de force coincide
avec l’axe & ; la contrainte longitudinale est donnée par I = —H2/8x tandis que les

contraintes transversales IT7. et II™% sont égales au terme positif #2/8x.
rz yz g

Les lignes de force peuvent se comparer a des cordes vibrantes tendues par la force
magnétique F.,, il en résulte des forces quasi-élastiques qui tendent & les redresser de
nouveau vers leur état de repos, d’ou I'apparition d’oscillations qui se propagent & la

vitesse d’Alfvén :
Ho
ViarTp,

Concernant les lois de conservation de 'impulsion (1.2.1) et de I'énergie (1.2.4), celles-ci

(2.2.53)

Vg =

sont identiquement vérifées. En effet, la densité d’impulsion d’un élément de fluide

—;_ &—o
P—,/MH.
P

Par le caractére stationnaire des ondes d’Alfvén, on a que S = 0. Le tenseur

s’écrit,

d’impulsion total (cf.(1.2.2) et (1.2.3)) s’exprime alors comme une matrice diagonale

de dimensions 3 x 3 dont les éléments sont des constantes :

2
Hii=pa+—7!-g 1=1,2,3.

87’
L’énergie totale E = E, + E,, et le flux d’énergie correspondant ¢ sont donnés par :
1 H?
E Tr-1P° + ar’
. eH (H? + 2k — 1
5 T Vamp, \ 81 Kk—1 PoJ-

Il 0’y a pas d’influx d’énergie magnétique puisque S = 0 (cf.(1.2.8)), ni méme de
couplage entre les énergies hydrodynamique et magnétique car F,,- vV = 0. Ainsi les
ondes d’Alfvén ne modifient que la direction du champ magnétique A sans en changer

la norme.
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2.2.3 Les ondes simples magnétoacoustiques rapide (F) et lente (S).

En premier lieu, rappelons que I’équation de dispersion de ces ondes correspond
a Pexpression (2.2.12)

- - 712 7. 3)2
84N — 822 (IfTL + a2) + a? (h;Tp) =0, (2.2.54)

N

oll a = ,/’-“’}1 est la vitesse de propagation du son dans le fluide. Les racines du polynéme

(2.2.54) sont les fréquences caractéristiques des ondes simples magnétoacoustiques:

- 41
2

— _, — 2
) 2 2 2
op (3 = | (a2 HLY | (2 JHE ) @ 5 500 ,
\

2 Vianp VAarp TP
- ., (2.2.55)
- - _ 2 :
N=el | (a2 HE ) (2 JHEY 0 5 5,
ds || —E\/_2. a® + Vi \ a? 4 Vit 7rp(H A) ,
qui peut aussi s’exprimer sous la forme plus commode :
_ ax\° AR\
- £ - -
dr |Al =§ \ (a)\ + ﬁ) + N (a/\ - \/4Tp> ,

- - (2.2.56)

I . N2 2]
o € - H\ - HJ)
ds |A| =3 V <a/\+ \/m) \ (az\ Jino ,

L .

ou € = +1. Le systéme caractéristique des ondes magnétoacoustiques est obtenu en

substituant la valeur §|X|, donnée par (2.2.56), dans le systéme (2.2.7) :

Yo Orm +p(7-X) =0,
pon ('7p - K%'Yp) =0,
= 1 = == 1 =& -
~ Z(H. — —(H. = 2.2.57
PO T+ A+ T (H W)X~ —(H - X)h =0, ( )

Sah+(5-NH - (H-X)5=0,
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ou I'indice M désigne respectivement F pour ’onde magnétoacoustique rapide et S
pour 'onde magnétoacoustique lente. La résolution du systéme (2.2.57) donne les
éléments simples magnétoacoustiques
Ll
P

I G R Y (I Y ) )

A=(5M|x|_v.x,x) . e==+1.
(2.2.58)
Soulignons que les éléments simples magnétoacoustiques (2.2.58) peuvent également

s’exprimer sous la forme

ou pour chaque X fixé, il existe quatre vecteurs linéairement indépendants 7, v, et |A|

sont des parameétres qui doivent satisfaire la contrainte

h|2 ~ - ~ s
u[kml?_y.hJ_Qﬂ'ﬂ[w?_ﬁ]—].hJ=o_
dmp | p pp p

Pour résoudre le systéme (2.2.57) par la MSC, nous fixons d’abord le vecteur d’onde X =

(A1, A2, A3) donné par (2.2.58) et nous choissisons les vecteurs ¢, qui lui sont orthogonaux:

T T T
§1=<—%,1,o,o) , 52:(—%0,1,0) : €3=('§§’°’°’1) ’

desquels nous obtenons par la formule (2.1.18) les champs vectoriels suivants :

A0 0 A o A3 0 0
X1=-——l-—+~— X2:—-—2 +—’ X3=—_.§_+

9
A, 0t Oz’ Xo Ot | By Ao Ot ' 8z (2.2.59)

Les invariants de la sous-algébre {X;, X,, X3} sont

{s = Xs)- %+ (61\1| X —-¥- X(s))t : pp,V, H } . (2.2.60)
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On peut vérifier que le changement de coordonnées (2.1.24) dans ’espace E x U :

T=r(z,0)=X(s) X+ (Ou| X -¥-X(s)), E=t, F=y, z=2,
=p,p=p, U=y, U=, W=w, _H:i Hi1 1:=1a2’37

ol

permet de rectifier les champs vectoriels (2.2.60) sous la forme

0 0

0
= — = — X —_
Xl ) X2 ay’ 3 9z’

ot

et que I'ensemble des invariants sous ’action de ces champs rectifiés coincide avec

Pensemble des invariants de la sous-algébre {X;, X2, X3}.

Ensuite on pose p,p,V, H comme étant des fonctions de la variable de symétrie s que
'on remplace dans le systéme de départ (2.2.1) pour obtenir le systéme réduit constitué

d’EDO non linéaires : )
_n(s) [5% - (H-/\)z]

P UM T
) [ 5 HN 5 (2.2.61)
7= (51\/1 [6M A 47l'p H]’

h=n(s)[H - (H-3)A]

U A= X/|X| et le coefficient 7 (s) est défini par

77 -1
_ 2l _ HP 2.2.62
T,_a[aM W] . (2.2.62)
Quand 683, = |H|?/4np, les vecteurs H et X sont alors colinéaires : nous traitons ce cas

particulier subséquemment. Au systéme réduit (2.2.61) s’ajoutent les contraintes:
p = Ap~, H-Axh)=0, H-XAx7)=0 (2.2.63)

ou A, est une constante arbitraire. La premiére relation de 1’équation (2.2.63) signifie
que les ondes magnétoacoustiques n’existent que dans un fluide compressible, les deux
relations restantes indiquent que les vecteurs X et H générent un plan dans lequel se

trouve les vecteurs k et 7 et donc A demeure toujours dans ce plan.
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La vitesse de groupe de I’onde magnétoacoustique F est donnée par

-1
2

Yo\ 2 Lo\ 2
~ ” £a - H = H - Lo
V9F~V+2—\/m( (a)\-i- —21\/?—’)) + [(a)\—\/m> j' )[/\X (HX)\)]

; o ) (2.2.64)
. [ - I_f 27 2 B H. 27 2 -
([T [ENR | B
et celle pour 'onde magnétoacoustique S par

7 2713 i 2713
— — £a - - — _, —
Vgs=V+§'—\/21‘ﬂ_=p'< (a/\+\/47r_p> — [(a/\_\/a‘/r_p) :l )[)\X (HX/\)]

- o . (2.2.65)
c [ . ﬁ 27 2 . H._ 27 2 .
—5( (a/\_*‘\/llTp) —-[(a)\—\/m>J >)\, € ==1.
La force de Lorentz associée & ces ondes s’écrit
F=n(s)H x (H x X). (2.2.66)

Les effets hydrodynamiques et magnétiques sont couplés sauf quand ¥ || # pour lequel
F,, -V = 0 et conséquemment les lois de conservation des énergies hydrodynamique

(1.2.9) et magnétique (1.2.10) sont séparées.

La résolution du systeme (2.2.61) s’avére étre une tache ardue. Néanmoins, on
peut aborder le probleme en prenant deux cas limites ou les vecteurs H et X sont

erpendiculaires et paralléles I'un & I’autre, on en tire les deux théorémes suivants.
b

Théoréme 2.2.1. Pour H-X=0;

55 =0,
la direction de H est constante « A2
VxV=0 & dp=cifa?2+"—", e=-1.
dmwp
D’apres I'expression (2.2.56), les ondes magnétoacoustiques S deviennent des ondes en-

tropiques. Les ondes magnétoacoustiques F se propagent transversalement au champ
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magnétique A qui pointe dans une direction fixe, et dans ce cas ’écoulement est ir-
rotationnel ; le champ des vitesses V dérive d’un potentiel. Nous obtenons comme

solutions

p=p(s), p=A,p", H=pH,, (2.2.67)

ou A, et p, sont des constantes arbitraires, H, est un vecteur constant et perpendic-

ulaire & X. La vitesse du flot est colinéaire au vecteur X :
V=ev(p)X, e==1, (2.2.68)

dont sa norme est donnée par

(

\/fTo[\/Bop +1 — arctanh[\/B,p + ll] pour k=1,
V(p)=24 V2Ao(:30+1)\/ﬁ pour k=2,
K—2

m4 \/WP%- ,——2)\/'[?} 2F1 (al,blycﬁ—-lf;T) pour k # 1,2,
(2.2.69)

ou 2Fy (a1,b1,¢1;2) est une fonction hypergéométrique de seconde espéce dépendant de

la variable z = —p*=2/3,, avec

P> 8
Bo = 4|7W|1 az’ (2.2.70)

et des parametres a; =1/2(k - 2), by = 3, ¢; = 1+ 1/2(k — 2).

Le parametre g8, donne P'importance relative entre le pression magnétique py =
|Ho|?/8r et la pression hydrodynamique pv2/2 ~ A, (|H.? et A, étant des données
ezpérimentales) qui agissent toutes deux sur 1’écoulement du fluide. Si g, ~ 1, les
effets hydrodynamiques et magnétiques sont comparables. Au contraire, si B, > 1 :

Paction de champ magnétique A devient prédominante sur I’écoulement du fluide .
Les solutions (2.2.67) — (2.2.69) dépendent de la variable de symétrie

pm‘-olz]% B

s=As) X+ ([nAop"_l + = V- X(s)) t. (2.2.71)
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Par analogie avec des ondes acoustiques, 'onde magnétoacoustique F se propage dans
le fluide par compressions et extensions des lignes de force des régions fortes en densité
magnétique vers des régions moins denses sans en changer la direction. Ceci s’explique

par la force de Lorentz qui dérive du gradient de pression magnétique py = |H,|2/8x:

7o 1 712y |Ho|? dps:.
Fm—_s_ﬂ,v(lHl)—_ A pds)‘v

il n’y a pas de torsion des particules de fluide causée par le terme (& - V). Puisque
Vx V=0, le fluide n’a pas de vorticité, et du fait que F,, soit une force conservatrice

force, la circulation (1.3.1) est une constante en vertu du théoréme de Kelvin.

Théoréeme 2.2.2. Pour H || X .

B H est constant & 6p —a,
St 6% =|H*/amp < a® = kp/p; .
[H| est constant & 6s=2464.

- H est constant < bg=a,
Si 6% =|H|?/4mp > a®> = kp/p; B
|H| est constant & 6p=64.

Si é4 < a, 'onde magnétoacoustique F (ou S si 64 > a) devient simplement une onde
acoustique qui se propage dans la direction d’un champ magnétique constant H,. La
vitesse d’écoulement est aussi orientée suivant H, et il n’y a pas ici d’effet magnétique
car F,, = 0. L’onde magnétoacoustique S (ou F si 64 > a) devient une onde d’Alfvén;
6s = 84, qui a la particularité de se propager dans un fluide compressible: 1’onde

magnétoacoustique S (ou F si 6, > a) est dite une onde d’Aflvén compressive [38].

Pour I'onde S (ou F'si 64 > a), les solutions du systéme caractéristique (2.2.57) s’écrivent

en terme du parameétre 3, :

(1+2/x) —1/(x+2) )
p= [(2;ﬂ+l> _ (n; 2)3] , p= A", H= H,\(s), (2_2,72)
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ou A, et H, sont des constantes arbitraires. La vitesse du flot s’exprime comme
la somme vectorielle de deux composantes qui sont respectivement longitudinale et

transversale au vecteur unitaire J :

V =evisin@A(s) —cos8A, ()], &=+l (2.2.73)

dont I'angle 9 = £(},7) est donné par
2

]
tanf = —a—‘g ~ —Lop™", (2.2.74)

et sa norme par
Ho _(ci1 / - 2k0, pzx
vy =Tmr ( +2)[ o +ﬁ°2_m2Fl (a“bl’c“_[?)] (2.2.75)

ol 2F (a1,b1,¢1;2) est une fonction hypergéométrique de seconde espéce dépendant de

la variable z = —p?*/B,%, avec B, = H2/4mrA,, et des parameétres a; = —(1+ 2k)/dx,

by =13, c1=1—(1+2k)/4k.
La densité p est une fonction de la variable de symétrie
s=A(s)- X+ (64 —Vvsinf)t.
Ainsi pour 8, ~ 1, les lignes de force, étant gelées & la “matiere fluide”, subissent en

alternance des compressions et des extensions résultant de la composante longitudi-

nale de ¥ suivant A mais aussi des forces de torsion qui proviennent de la force de

Lorentz :
L H? .
Fm = 47rp A.L(s) .

Pour g, > 1, le champ magnétique est si intense que le fluide devient incompressible :
I a? T
(,\-7)=E——»0 & 0—>§,

la densité et la pression sont alors des constantes. Dans cette limite, les expressions

(2.2.73) — (2.2.75) donnent comme vitesse du flot :
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qui correspond a l'expression (2.2.51) obtenue pour I’onde d’Alfvén décrite dans la
section (2.2.2) : dans cas on l'appelle 'onde d’Alfvén de torsion [38] car elle se

propage dans un fluide incompressible et stationnaire en “tordant” les lignes de force.

Dans la situation plus générale ol 'onde magnétoacoustique se propage dans
une direction donnée (i.e. X est constant), les solutions du systéme réduit (2.2.61)

peuvent se reformuler en terme de la densité p :
\7:—(/51\4%) X+UL(p)Xl, p=Aopn. (2276)

En tenant compte des théorémes (2.2.1) et (2.2.2), la composante longitudinale de &
suivant X ; H,, demeure constante alors que sa composante transversale & X varie en
fonction de la densité p :

ﬁ = HOX+ H_L(P) X_]_ . (2277)

Les fonctions vy (p) et H, (p) sont déterminées en résolvant les EDO suivantes :

dHl — 47['5%,!]:[_]_ i’l_)i — HO(SJW ﬂ
dp  (4mpdf, — HZ)’ dp ~ (dmpdy —HH\ p )’

ou la vitesse caractéristique 6y, est égale &

1 1
6M:1a2+Hi+H3 2aH, 2ila2+Hf+H3_2aH,, 27
2 4mp Vamp 2 4dmp Varp

et la densité p une fonction arbitraire de la variable de symétrie

s = (JM—/JM%'D)t+X-)E.



48
En conclusion, nous résumons les liens entre les ondes simples et la MHD. D’abord,
nous donnons dans le tableau (2.1) les relations entre les vitesses caractéristiques des
ondes simples selon des critéres liés & leur direction de propagation par rapport au

champ magnétique H et les caractéristiques physiques du fluide.

Tableau 2.1. Dégénérescence des vitesses caractéristiques pour des ondes simples.

5s=0 & bp=xfa+Bl o FX

Si Jg’;<a2 alors (6s=(ﬁ’x), apza) o H|X

Si J£I§>a2 alors (6s:a, 6p==‘ﬁ’x)) =N H|X

fs=0p & a=UL o  gyx

En vertu de I’équation (2.2.55), les vitesses caractéristiques 6,; satsifont la relation

P (P B VAN ) (RN DV A
(%1 a)(5M 4rp =0x arp dmp >0

de laquelle nous tirons les inégalités :

(H-%)
<a< < <
Js_a_(sp, 53_\/%_53
qui menent finalement a
0=0p <05 <ds<dp. (2.2.78)

Pour conclure cette section, nous faisons la synthése des propriétes des ondes
simples de la magnétohydrodynamique en présentant dans le tableau (2.2) la propaga-

tion de ces ondes dans fluide soumis & certaines contraintes physiques.
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Tableau 2.2.Propriétés des ondes simples MHD soumises & des contraintes physiques.

Contraintes Physiques o E, Es
p = constante X X —
p = constante X X +
p=A,p" X X -
V est constant X X +
H est constant x x +
| H |2= constante x x +
p*+ JSEE = constante + + +
VxV=0 X X +
Fn=0 X X +
H-(VxH)y=0,H-(Vx¥)=0 E, + +
Légende
+ Aucune contrainte sur la propagation
X Contrainte sur la propagation de 1’onde
- L’onde simple n’existe pas
E L’onde simple devient une onde entropique
A L’onde simple devient une onde d’Alfvén
a L’onde simple devient une onde acoustique

Les solutions de rang un coincident avec les ondes de Riemann. Les résultats obtenus

pour les ondes simple sont une reconstruction déja établie dans la littérature traitant

de la MHD : (1], [24], [37].
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2.3 Les ondes multiples pour des systémes quasilinéaires d’EDP.

Dans cette section, nous généralisons la théorie des ondes simples donnée dans
la section (3.1) au cas des ondes multiples qui résultent de la superposition de plusieurs
ondes simples : celles-ci sont décrites en termes des invariants de Riemann. Pour cela,

nous fixons d’abord k vecteurs d’onde linéairement indépendants

DL L8 1<k<p,

pour lesquels sont associés les invariants de Riemann correspondants

rH(xu) = AL (wat, LR (xu) = 0E ()2t (2.3.1)

L’équation
u=f(r'(xu),...,r*(x,u)) (2.3.2)

définit de maniére unique la fonction u(x) au voisinage de l’origine x = 0 pour toute
q g g

fonction f: IR* — IR?. La matrice de Jacobie est donnée par

ou™
ozH

— -1 ! j afe P . — . —
= (¢ (x))j,\#(u(x))m(r(x,u)), Li=1,....k; p=1,...,p; a=1,...,q,

(2.3.3)

Tl a
(+00). =8 - 2= 2 (e ().

est une matrice de dimensions k x k considérée comme inversible. Cette supposition
exclut la catastrophe du gradient pour la fonction u. La preuve de la formule (2.3.3)
est analogue a celle faite pour 1'onde simple (2.1.8). Notons que le rang de la matrice

de Jacobie est au plus égal & k.

Nous choisissons un ensemble de (p — k) vecteurs

€. (1) = (g; (u), ... ,§§(11))T, a=1,...,p-k, (2.3.4)
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tels qu’ils soient tous orthogonaux & chaque vecteur d’onde X :

Nog=0, i=1 ...,k (2.3.5)

L’ensemble des vecteurs {A,... Xk, &, ... ,¢,_+} forment une base dans I’espace des
variables indépendantes E c IR?. Soulignons que le choix des vecteurs ¢, n’est pas

unique et que seule la direction des vecteurs d’onde importe et non leur norme.

Alors, nous obtenons de ’équation (2.3.3) que
£“(u°‘(X))E-=O a=1,...,p—k (2.3.6)
a ax“ r b b 3

impliquant que «!(x), ...,u?(x) soient invariants par rapport aux champs vectoriels

17)
E(‘:(U(X))W, a=1"--1p_k7

agissant dans ’espace E. Par conséquent le graphe I' = {(x, u(x))} est une sous-variété

invariante sous l’action de chaque champ vectoriel :

Xa=§¢’,‘(u)—a— a=1,...,p—k, (2.3.7)

Ozr’

agissant dans I’espace des variables indépendantes et dépendantes E x U c IRP x IRY.

Si u(x) est une fonction & ¢ composantes, définie au voisinage de x = 0, tel que
son graphe I' = {(x,u(x))} soit invariant sous I’action de tous les champs vectoriels X,
(2.3.7) satisfaisant la propriété (2.3.5) alors u(x) est une solution de I’équation (2.3.2)
pour une certaine fonction f. Les fonctions !, ... ,r* 4! ... u? forment un ensemble
complet d’invariants de I'algébre abélienne engendrée par les champs vectoriels X, .
Cela caractérise géométriquement les solutions exprimées sous la forme (2.3.2). En

substituant l'expression (2.3.2) dans le systéme (2.1.3), on obtient le systéme réduit
-1 ! 7 i 8fa -
(¢ (x))J X () A () Z7 (7 (x,u) ) =o. (2.3.8)

La comparaison avec (2.1.20) nous laisse entrevoir qu’une réduction semblable & celle

menant a (2.1.21) est plus difficile & obtenir ici car ¢ est dorénavant une matrice k x k.
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En conséquence de ces faits nous pouvons énoncé ceci.

Proposition. Une fonction u(x), définie au voisinage de x = 0, satisfait
I'équation (2.3.2) pour une certaine fonction f : IR — IR? si et seulement si son graphe
I'= {(x,u(x))} est invariant sous I’action de tous les champs vectoriel X, (2.3.7). Une
telle fonction u(x) est une solution du systéme (2.1.3) si et seulement si les équations

aux dérivées partielles (2.3.8) sont satisfaites.

Maintenant, nous faisons un changement de variables qui permet de rectifier
les champs vectoriels X, et d’obtenir conséquemment un systéme réduit qui admet
comme solutions des ondes multiples. Pour cela, nous introduisons la matrice carrée

k x k supposée inversible :

A= (,\;'.), 1<4,j<k. (2.3.9)
Les champs vectoriels s’expriment comme
G, i O 0 & \
Xeri = gomrr = 20 () Mgy o Xo= 5= 30 ()L, (23.10)

4,5=1 i,j=1

qui ont la méme forme que 'expression (2.1.18) avec la propriété d’orthogonalité (2.3.5).

Le changement des variables indépendantes et dépendantes

Tl =ri(x,u), ..., zF=rf(x,u), ¢t =z*+ 2P =P gl=ql, ... TI=ul
(2.3.11)
permet de rectifier les champs vectoriels comme suit
7} 17}
Xk+1=é;k+—l""’xp=5;x—ll . (2312)

La preuve de cette rectification est analogue a celle faite dans la section (2.1) pour
Pexpression (2.1.25). Par conséquent, le graphe I' = {(x, u(x))}, étant invariant par
rapport aux champs vectoriels X1, ..., X,, est défini par les équations de la forme:

= f(z,...,7") (2.3.13)

ou f: IRF — IR? est une fonction arbitraire (comparativement a (2.3.2)) qui est une

solution générale des conditions d’invariance :

Ugksr =0, ..., Tzr = 0. (2.3.14)
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Le systéme (2.1.2) se récrit en termes des nouvelles variables (X,T) comme :

A (%,0,0g) 8 = 0, (2.3.15)
ol ’on a introduit la notation :
—i D73t
= B
4= Dzx# ’

en particulier pour chaque terme :

1 k
7! _ grp Ae AR = DDTMA#, y LU S (I (2.3.16)
T T
ol
Drt i
= (& 1. M,
Dztid,,,, .. Uwm-o (@7, %
avec
—1\t i 67"_& ..
(Q I)J:6j_aﬁauj1 7/7_7:1,...,’6.

En ajoutant les conditions d’invariance (2.3.14) au systéme (2.3.15), on obtient alors un
systeme d’EDP quasilinéaire et surdéterminé qui s’exprime en termes des nouvelles

variables (X,1) sous la forme :

k P . A
& 1) MAu. =0,
A 1,121 z>=:1( ); AT (2.3.17)
TUgri1 =0, ..., T =0.

Pour k > 2, le systéme (2.3.17) devient plus compliqué & résoudre que son correspondant

(2.1.32) de rang un puisque ® n’est plus ici un scalaire mais une matrice k x k.

Comme il a été démontré dans [14] (page 885, Théoréme 2) ; le critére in-
finitésimal nous assure I’existence de solutions G-invariantes (2.3.2) (i.e. solutions de

rang-k) du systéme surdéterminé (2.3.17) tant que
VX, [A]=0, a=1,...,p—k (2.3.18)

ou les équations A = 0 sont satisfaites.
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Nous complétons notre construction de solutions de rang k par “pullback” des vecteurs
d’onde A, ..., A% sur la sous-variété S c U de dimensions k qui est obtenue en résolvant
le systéme (2.3.17). Alors les vecteurs d’onde A (u), ..., A¥ (u) deviennent des fonctions
des parameétres r!, ... ,r*. Les ensembles (2.3.1) et (2.3.2) définissent des relations im-

plicites entre les variables u®, z* et r!, ... ,r* qui peuvent s’exprimer ainsi :
u=f(r), r*=Xx,(r", s=1,...,k (2.3.19)

our=(rl,...,r*). Notons que les solutions (2.3.19) incluent les k-ondes de Riemann.

Il a été prouvé dans [19] et [33] que si les conditions initiales sont suffisament

petites pour les fonctions R* (¢,X) telles que

(i) les dérivées partielles dR*/9z* possédent supports compacts et disjoints :

S

OR
1 —
Jas, b € IR*, s=1,2, supp(ax#

) (t0,X) C [as, bs],
2

OR! - OR -
supp (-—) (to,X) N supp (5) (to,X) =0,

Oz
(ii) la condition suivante est satisfaite :
Je>0, VY(t,X), (t,X) € [t,, T] x IR tel que |v; (¢, %) — vy (¢, %) > ¢;

c’est-a-dire que chaque caractéristique de la famille C' a une tangente dont I’angle

d’inclinaison est plus petit que toute caractéristique de la famille C2.

Alors la superposition de deux ondes simples, qui peuvent étre décrites en termes
des invariants de Riemman, se décompose exactement en deux ondes du méme type
présentes a l'instant initial ¢t = 0. Dans ce cas, il y a conservation du nombre et du
type d’ondes simples. Suivant la terminologie employée [7], on est en présence d’une

“interaction élastique” d’ondes simples.
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2.4 Les ondes doubles décrites par le systéme MHD.

Dans cette section, nous construisons des ondes doubles pour le systéeme MHD
(2.2.1) qui résultent de la superposition non linéaire de deux ondes simples telles que
décrites dans la section (2.2). D’abord, nous appliquons la théorie des ondes multiples
introduite dans la section précédente pour le cas k = 2. Puis nous posons certaines

hypotheses de travail afin d’en simplifier les calculs.

Soient les deux vecteurs d’onde linéairement indépendants suivants :
A= (A5,X°), ol A =0-V-X, s=1,2 (2.4.1)
dont les vecteurs unitaires X* s’expriment dans le repere de coordonnées sphériques:
X = ( sinBcos g, sinB sinp,cos B), X2 = ( sinycos®, sinvysinb,cosvy). (2.4.2)

ou les angles 8 = p(u), v = y(u), ¢ = p(u) et § = 6(u) sont des fonctions & étre

déterminées. On introduit le vecteur 1 = (n;, ny, nz) = A x 32 donné par

= (sin B cosy sinp—sinycos B sin b, sin~y cos  cos —sin f cosy cos ¢, sin~y sin B sin(f — (p))
(2.4.3)
qui n’est pas forcément un vecteur unitaire, le fait qu’il ne soit pas nul nous assure

que les vecteurs d’onde A! et A% sont linéairement indépendants.

Nous déterminons les vecteurs &, (u) = ( €2 (u), €} (u), €2 (u), &3 (u)), a = 1,2; qui sont

orthogonaux a chaque vecteur d’onde A°*; s = 1,2, en résolvant la relation (2.3.5) :

T
n 1 , ) . .
& :<W[3A]’ det—[A][dgsmﬂsmcp—5lsm75m0+n3u—n1w],1,0) ,
’ 1 i (2.4.4)
§2=<—Ee-tﬁ, m[&gcosﬁ—élsin'y+n2u+n]v],0,1) s

ou det[A] est le déterminant de la matrice A de dimensions 2 x 2 (cf. (2.3.9))

det[A] = 81 sinycos @ — dy sin Bcosp + N3v —Nyw. (2.4.5)
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De la formule (2.3.7) on déduit 1’expression des champs vectoriels X,:

K=yt p, X G tbat o (2:4.6)
Les invariants de la sous-algébre {X;, X;} forment ’ensemble suivant
{s,r; 0, P, V, ﬁ}
ou les variables de symétrie s et r coincident avec les invariants de Riemann:
s=Aat = (6 V- M+ XX, r= Mgt = (8, — V- X2t + X2 - X. (2.4.7)

Ensuite, nous supposons que les fonctions inconnues u = (p,p,V, H) s’expriment en

termes des invariants de Riemann s et »

p=p(s,r), p=p(s,r), V=u(s,r)é1+v(s,r)é+w(s,r)es,
(2.4.8)
H =H, (s,7)& + Ha (s,7)é2 + H3 (s,7)e3,

et conséquemment ces fonctions sont invariantes sous I'action des champs vectoriels
(2.4.6). En les remplacant dans le systéme de départ (2.2.1), nous obtenons ainsi
un systeme réduit composé d’EDPs qui décrit les ondes doubles & partir des vecteurs
d’onde X° relatifs aux deux ondes simples superposées. Vu la complexité de ce systéme
réduit, nous posons certaines hypothéses supplémentaires sur les différentes orienta-
tions possibles des vecteurs X*. De cette facon, nous abordons le probléeme en deux

cas élémentaires qui vont nous permettre de construire des ondes doubles.

I) Configuration planaire. Dans ce cas, nous fixons les deux vecteurs X* dans le
plan généré par les vecteurs & et & de sorte que la dépendence en z des solutions

(2.4.8) disparait. Cela se traduit dans ’expression des champs vectoriels (2.4.6):

X _sin(0—p) 0 [b2sinp — & sinfd + usin(d — )] 9 9
YT det[A] ot det[A] oz ' oy’

(2.4.9)

X5 :82 , ou det[A] = ) cosf — 6y cosp + vsin(f — ).
z

Nous retrouvons P'analogue de I’écoulement plan en hydrodynamique : le champ
magnétique et la vitesse n’ont que deux composantes alors que la troisieme suiv-

ant I’axe z est un parameétre qu’on peut fixer. Puisque V-H = 0, le champ magnétique
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peut s’exprimer a partir d’une certaine fonction scalaire & (s,r) appelée la fonction

courant [36] telles que ses composantes s’écrivent sous la forme :

ol od

=22, H=-2 (2.4.10)

H,

De méme si le fluide est incompressible ; V-¥ = 0, le champ de vitesse peut aussi

s’exprimer directement & partir d’une seule composante d’une fonction courant ¥(s,r).

IT) Configuration axiale. Dans ce cas, on fixe le vecteur X! le long de I’axe z tandis
que 'autre vecteur X2 est libre de circuler dans le plan généré par les vecteurs & et
&. Le vecteur 7 n’a que deux composantes et il est perpendiculaire & A2. Les champs

vectoriels (2.4.6) s’écrivent donc

0 0 g
X = —+(u+vtan9—52)£+(w—51)£- (2.4.11)

o 7]
X1 =—tanf— En

Oz + ay’
Dans la section suivante, nous présentons les solutions de rang-2 qui résultent
des différentes combinaisons possibles des champs vectoriels X,. Nous les dénotons par
E.E;, AA°, A°E;, FF, FE;, ..., 1,5 =1,2,3, ou les indices i,j représente la dimension
générée par les vecteurs X*. Pour chaque type de solution, nous faisons une bréve
description physique de la synergie obtenue par la superposition non linéaire de deux
ondes simples. Les résultats de notre analyse sont résumés dans le tableau (2.3).
Tableau 2.3. Les ondes doubles de Riemann décrites par les équations MHD, +

indique que I’onde double existe ; — indique que 'onde double n’existe pas, £ = +1.

Ondes E Af Fe Se

E + + + —
As + + -
Fe + - t =

SE — = =
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2.4.1 Les ondes doubles entropiques (E,E,).

Dans I’analyse des ondes doubles entropiques E;E;, on a traité séparément les

deux cas suivants.

1). Configuration planaire. Les deux vecteurs X! et X2 sont situés dans le plan
généré par les vecteurs unitaires €; et &. On a donc
AN=(=(X19), 1), A2=(-(2%9),x?),
(2.4.12)
Py =(cos p, sin v, 0), = (cos8,sin8,0),
ol ¢ et 0 sont des fonctions des invariants de Riemann s et r & étre déterminées. La,

solution du type E;E; est invariante sous ’action des champs vectoriels (2.4.9
y

10 uad a 0
qui est déterminée par le systeme d’équations
d S .
E{pvpv v, H}:Ow (7')
1 = o 1, = = ..
Vp= - VIHP + _(H-V)A, (i%)
4 4 (2.4.14)
(H-V)V=0, (444 ,
V-¥=0, V-H=0, (iv)
ol p, p, ¥V et H sont des fonctions arbitraires des invariants de Riemann
s=X(s,r)- (X - Vt), r =X (s,7)- (X — V). (2.4.15)

Le systéme réduit (2.4.14) décrit la propagation d’une onde double entropique E,E;
dans un fluide incompressible pour lequel les quantités p, p, V et H sont conservées le
long de son flot. Dans le bilan des forces agissant sur celui-ci, il y a équilibre entre le
gradient de pression hydrodynamique et la force de Lorentz qui résulte d’un gradient
de pression magnétique |H|?/87 et d’une force de tension (H - V)H. Le vecteur Vp est

en tout point dirigé suivant la surface normale a la surface isobarique passant par ce
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point. En se référant aux équations (1.1.10) et (1.1.13), la contrainte (i) indique que les
vecteurs J et H sont situés dans le plan tangent & cette surface isobarique. Soulignons
que la contrainte (i) avec la loi d’Ampére (1.1.10) servent de base & la théorie simplifiée

du confinement d’un plasma par un champ magnétique [11].

La contrainte (H - V)¥ = 0 implique que la vitesse de I’écoulement demeure constante
suivant les lignes de force de A. Par conséquent, les lignes de force magnétiques
et les lignes de courant sont tracées sur des surfaces isobariques et sur lesquelles la
vitesse du flot demeure constante. L’onde double entropique génére de la vorticité,
et la circulation du fluide est préservée puisque la force de Lorentz bien qu’étant non
conservatrice (i.e. elle ne dérive d’un potentiel) est contrebalancée par la pression
hydrodynamique. Si nous imposons que la force de Lorentz ne dépend que de la

pression magnétique, nous obtenons alors comme solution
p=p(s,7), p(s,7)+ —;—|ﬁ(s,r)l2 =po, V=uw(s,r)é, H=H(s,r)és, (2.4.16)

oll p, est une constante arbitraire ; p, w et H sont des fonctions arbitraires des invari-
ants de Riemann ;

s=X(s,7)- X, r=X(s,7)- % (2.4.17)

L’onde double entropique se propage dans un fluide incompressible dont le flot est

unidimensionel et stationnaire sans vorticité.

2). Configuration axiale. On fixe la direction du vecteur X! suivant & tandis que le
vecteur X2 circule dans le plan perpendiculaire & X!. Les vecteurs d’onde entropiques

s’écrivent sous la forme

’\1 = (_ ’LU,O, 0) 1)7 )‘2 = ( = (X2 - \7)’ X2) ] (2418)

olt A2 = (cos,sin8,0) ; 6 est une fonction des invariants de Riemann s et r qui sont &

étre déterminés. Les champs vectoriels correspondants (2.1.7) sont donnés par

9
0z

3]

0 5]
X2=a+('u+vtan6’)£+w (2.4.19)
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Maintenant, on peut considérer deux types de solutions MHD, invariantes sous I’action
de l'algebre {X;, X,}, qui dépendent de I’orientation choisie pour le champ magnétique

H par rapport aux vecteurs ! et A2.
2.a). Le champ magnétique H est perpendiculaire aux deux vecteurs X! et 2.

Dans ce cas, la solution est donnée par

p=p(s,r), p(s,r)+ %Ifj(s, r)|2 =P, V= V(s,r)J\i(r) + w(s)es, H= H(s,r)Xi(r), (2.4.20)

ol p, est une constante arbitraire; p, v, w et H sont fonctions arbitraires de leurs ar-
guments, le vecteur unitaire X2 = (— sin 8 (r),cos 8 (r), 0) est perpendiculaire au vecteur
X% et ’angle 6 est une fonction arbitraire de r. Les invariants de Riemann s et r sont
donnés par

s=A%(r) %, T=2z—w(s)t. (2.4.21)

2.b). Le champ magnétique A est perpendiculaire au vecteur constant X2. Dans ce

cas, la solution s’écrit sous la forme

p= p(sv T)’ p(s) + %'ﬁ(s)lz = Po, V= V(s)é}, + w(s)€37 ﬁ =H, (S)EO + H3(S) €3, (2422)

ol p, est une constante arbitraire, le vecteur constant &, = (— sz’neo,coso,,,o) est

perpendiculaire au vecteur X2, p est une fonction arbitraire des deux invariants de

Riemann s et 7 ; de méme pour v, w, H, et H; qui sont des fonctions arbitraires de
b 3 ?

invariant de Riemann s. Les invariants s et r sont donnés par

s=X %, r=z—w(s)t. (2.4.23)

Dans les deux cas 2.a) et 2.b), La force de Lorentz force est contrebalancée par le
gradient de pression hydrodynamique. Donc, le fluide n’est soumis & aucune force, et

en vertu du théoreme de Kelvin, la circulation du fluide est préservée.
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2.4.2 Les ondes doubles d’Alfvén (AA).

Nous discutons de la superposition de deux ondes d’Alfvén A< pour lesquelles

leurs vecteurs d’onde sont de la forme

A= (AL, AL, 05 00), A= (22, A}, 0%,)02), (2.4.24)
ou
s JHX) oo - 2.4.2
/\o—e\/m VX, i=1,2, =41, (2.4.25)

Nous supposons que les vecteurs X! et X2 soient linéairement indépendants : et donc
PP )

il en va de méme pour les vecteurs d’onde A! et A2 qui leurs sont associés.

Les champs vectoriels correspondants sont donnés par

_M - 8 (M- 8 | @

=) a8 Y e =) 8z oy 2420
BN 6 (M-A8) 0 o o
2T A2 6t T (AINZ - AIN2) Bz Bz
o1 1% 0”1 170
Les solutions invariantes sous I’action de {X 1, X2} sont
— I — —
P=Poy P=po, V(s,1)= WH(S,T), |H? =H2, e=41, (2.4.27)

ol po, po, H2 sont des constantes arbitraires, ¥ et & sont des fonctions vectorielles des

invariants de Riemann suivants

s=X(s,r)-X, r=2X%(s,r)-X. 2.4.28
(

Le champ magnétique H doit satisfaire les contraintes suivantes

H 51 o, ‘fi—H-on. (2.4.29)
T

L’onde double d’Alfvén AA se propage dans un fluide incompressible et stationnaire

qui s’écoule suivant les lignes de force du champ magnétique H.
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2.4.3 Les ondes doubles Alfvén-Entropique (4AE;).

Dans cette sous-section, nous construisons des ondes doubles AE, 3 partir des

vecteurs d’onde respectifs de ’onde simple d’Alfvén A¢ et de I’onde entropique E, :

A= (AL, AL AL, A2= (A%, A2,)3,)2), (2.4.30)

ot les vecteurs X! et X2 sont associés respectivement aux vecteurs 3 de 'onde d’Alfvén

et XF de l’onde entropique, et

VL JEX) 2__32.% 2.4.31
/\o—e\/m V-l e=+41, A2=-X2.%. (2.4.31)

Les solutions du systéme MHD (2.1.2) doivent étre invariantes sous I’action des champs

vectoriels (2.3.7) :
: =(/\%/\§ —A3)%) 9 (A2 9 + 9
(A =AN2) ot (AIA2—AIN2) Oz By’
A=) 8 (AA2-AlN3) & 8
(IXZ—X1X2) 8t T (A= AIA2) 9z T 8x

(2.4.32)
Xy =

celles-ci sont données par

ppr), )+ M) =po, [HE=H(r),
d . . (2.4.33)
+é(r), H= afs,m)d + B(s, ) + 15(7‘), e==1,

Vamp(r)

et elles s’expriment en termes des invariants de Riemann s et r :

V:

s=2A(s,r)-X, r=X2(s,r) X — (X2 (s,r)-V)t. (2.4.34)

Précisons que p, est une constante arbitraire, p, p et # sont des fonctions arbitraires

de r. Les fonctions vectorielles ¢ et ¢ doivent satisfaire les relations :

— —, - —, -

§-X1=0, -3 =0, §- X =0, § =0, §.-72=0, ¢ -32=0 pour s=1,2. (24.35)

Dans les expressions (2.4.33) et (2.4.35) nous avons adopté la notation suivante:

. g 37 . ‘}‘
5= -8 G- (2.4.36)
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La fonction a(s,r) s’exprime en termes de g (s,r), des fonctions vectorielles &, ¥ et de

leurs dérivées respectives :

698+ G- P+ VE (2.4.37)
1912

ou la solution (2.4.37) est réelle si le discriminant A est positif, i.e.

vy -

) 2 . r. .
A= @B+ @B ~ide [lre +2d g+ 198 - w20 (2439)
Pour déterminer la fonction g, on doit résoudre une équation différentielle non-linéaire

dont les coefficients sont exprimés en termes de ¢, ¥ et de leurs dérivées respectives:

(98] 52+ [6x 8- 8] + [ 0§ 4G -G -G x ) - - I

.

- W@ % )-8 @9 % V] + (x93 =o.
(2.4.39)
Notons que la dépendance de la fonction 8 en terme de s intervient de manitre
paramétrique. Donc I’équation (2.4.39) peut étre considérée comme une EDO du

premier ordre pour la fonction g par rapport a la variable r.

La force de Lorentz F, résulte de I’action combinée des ondes simples E; et A. En
effet, le gradient de pression magnétique provient seulement de I’onde E, alors que
les forces de tension exercées sur les lignes de force sont associées & 'onde d’Alfvén.
L’écoulement est rotationnel (Vx ¥ # 0) et incompressible (V- ¥ = 0). La circulation
du fluide n’est pas préservée a cause des forces de tension qui rendent £,, non conser-
vatrice. La norme et la direction de la vitesse s’en trouvent ainsi modifiées. De plus,
le terme F,, -V # 0 indique la présence d’un couplage entre les effets hydrodynamiques

et magnétiques dans 'équation de conservation de 'énergie (cf.(1.2.9) et (1.2.10)).
g q
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Onde double AE; stationnaire.

En imposant que ’onde double AE; soit stationnaire, les calculs pour obtenir des solu-
tions du systéme MHD (2.2.1) s’en trouvent simplifier notamment si nous considérons

les configurations planaire et axiale. Voici les résultats obtenus.

1). Configuration planaire. Les deux vecteurs X! et X2 sont contraints de circuler
dans le plan généré par les vecteurs unitaires &, et &. On a donc

Al =(8a— (A7), ), 2=(-(X2.9), %),
(2.4.40)
xl =(cos p, siny,0), 2= (cos8,sin0,0),

ol ¢ et 9 sont des fonctions des invariants de Riemann s et r & étre déterminées, et

(F-X)

— = =+1.
NZUT N ¢

5A=E

La solution du type AE; est invariante sous I’action des champs vectoriels (2.4.9)

X; = sin(0 — go)% — [0 sin 8 + usin(p — 9)]% +[0a cose—i—vsin(ﬁ—cp)]—aa—y , Xo= %

(2.4.41)
Nous posons que les fonctions inconnues u = (p, p, ¥, # ) sont des fonctions des invariants
de Riemann s = X -X+ (64 — (A!-¥))t et r = X2.X — (X2-¥)t, et apreés les avoir substituées
dans le systéme (2.2.1), nous obtenons comme solutions stationnaires

s

1 eH
p=p(r), p(r)+—H(r)=p, V=—r—=+w(r)d, e==I,
B amp(r) ’ (2.4.42)

H =H(r)[cos p(s)&; + sin p(s)éz],

ou p, une constante arbitraire, p, p, w 1 et ¢ sont des fonctions arbitraires de leurs

arguments respectifs : les invariants de Riemann r et s sont donnés par

S=ITcosp+ysing, Tr=ycosp—zTsing. (2.4.43)

Les solutions (2.4.42) décrivent la propagation d’une onde double AE;, dans un fluide

incompressible et stationnaire : le vecteur X! est colinéaire au champ magnétique
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H, et tous deux sont perpendiculaires au vecteur X2. De plus, le fait que V-2 =0
confirme le caractére stationnaire de I’onde entropique E, (cf. (2:2.30)). Soulignons

que les solutions (2.4.42) satisfont les contraintes

X.Vp=0, X.Vp=0, X.Vw=0, (2.4.44)

qui nous indiquent que p, p et w sont des quantités conservées dans la direction X!
mais varient suivant X? : ainsi 'onde entropique E, modifie la densité, la pression et
la norme du champ magnétique (et donc celle de la vitesse) suivant sa direction de
propagation alors que la contribution de ’onde d’Alfvén consiste seulement & modifier

la direction du champ magnétique ; 6 = 6 (s).

Prenons le cas pour lequel 'écoulement est bidimensionnel ; i.e. w(r) =0. Les lignes de
courant (qui coincident avec les lignes de force de & ) sont des cercles concentriques
de rayon r = constante et le champ de vitesse est perpendiculaire au rayon vecteur
s = constante. L’écoulement étant stationnaire : le gradient de pression magnétique
contrebalance celui de la pression hydrodynamique, le reste de la force de Lorentz,
associé aux forces de tension (H-V)H ~ (H - X1)aH /s, agit sur le fluide comme une
force centripéte. Quant & la circulation du fluide, elle est conservée sur chaque ligne

de courant r = constante .

En guise de comparaison, I’action de 1'onde double AE; sur le fluide est Panalogue
en hydrodynamique d’un champ de vitesse engendré par un fil tourbillonnaire infini-
ment long et de diameétre trés petit pour un écoulement plan et incompressible [36];
I'onde d’Alfvén induit la circulation du fluide alors que I’onde entropique maintient

I’équilibre entre les gradients de pression ci-haut mentionnés.

IT). Configuration axiale. L’onde d’Alfvén circule dans le plan généré par les
vecteurs &) et é, et 'onde entropique se propage suivant la direction &. Les vecteurs

d’onde sont donnés par

A =004 = (N -9), X)), A= (= (A%-¥), X?),
(2.4.45)
X! =(cos 8, sin#, 0). A?=(0,0,1),
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ou 6 est une fonction des invariants de Riemann s et r & étre déterminée, et

(H-3)
Vamp

£ ==+1.

5A=E

Les champs vectoriels (2.4.11) s’expriment dans ce cas-ci sous la forme

0 0 5]
Xo = a-}-(u-{-'vtanﬂ—é,;)%-{—w—— (2.4.46)

X1=—tan9i+ 4 .
0z

or ' 8y’

Etant donné le caractére stationnaire de I'onde AE;, nous obtenons comme solutions:

_ 1., _ - eH
p=p(r), p(r)+ gt (M=po, V =T

H =H(r)[cos O(s) €1 + sinb(s) €]

, €==1,
(2.4.47)

ou p, une constante arbitraire, p, p, 6 et H sont des fonctions arbitraires de leur

argument respectif : c’est-a-dire en termes des invariants de Riemann

s=zcosf+ysinb, r=1z. (2.4.48)

Pour la configuration axiale, 'onde double AE; se propage dans un fluide incompress-
ible et stationnaire dont le flot est bidimensionnel et s’écoule suivant les lignes de
force du champ magnétique H. Dans le plan z = constant, la densité et la pression du
fluide ainsi que la norme de H demeurent constantes. Autrement dit, 'onde d’Alfvén

ne modifie pas ces quantités :

X.Vp=0, X.Vp=0, X .V[H=0. (2.4.49)

Quant a la force de Lorentz agissant sur le fluide : nous avons dans la direction &
un équilibre entre les pressions hydrodynamique et magnétique (comme Pindique la
contrainte obtenue dans (2.4.47)). La contribution de ’onde d’Alfvén est attribuable
aux forces de tension (H - V)H, situées dans le plan ou circule X!, qui agissent sur les

lignes de force suivant la direction du vecteur 7 (cf.(1.1.14)).
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Sous la configuration axiale, ’onde double AE, stationnaire contribue & la génération
d’une densité de courant J (cf.(1.1.10)) suivante
T2 ox =2 0e — cosoe) — TEns, (2.4.50)
c c dr c ds
ainsi une partie du courant produit circule dans le plan ol s’écoule le fluide, con-
trairement & la configuration planaire ol celui-ci ne circule que dans la direction

transvsersale a ’écoulement.

Outre les configurations planaire et axiale, nous pouvons aussi examiner le cas
plus général pour lequel les vecteurs X! et X2 sont orthogonaux & un certain vecteur

unitaire constant €, qui n’est cependant jamais colinéaire au champ magnétique H:

X.g, =0, X.g=0. (2.4.51)

Pour construire I'onde doubles AE; & partir de cette configuration, nous procédons
de la méme fagon que précédemment : les expressions générales des vecteurs d’onde
A' et A% sont données par (2.4.30) et (2.4.31) et les champs vectoriels, qui laissent les
solutions du systéme MHD (2.2.1), s’expriment sous la forme (2.4.32).

Ensuite, aprés avoir remplacées les fonctions inconnues u = (p,p,V, H) qui dépendent
des invariants de Riemann s = X1- % + (64 — (X! - V)t et r = X2 . % — (A2 - ¥)¢, nous devons
tenir compte des conditions de consistance des éléments simples entropiques du type

Ey et d’Alfvén A¢; ¢f. (2.2.17), (2.2.30), (2.2.52) :

0B o Wy wegoo, 22y 2% _o (2459
Os Os or

Ce qui nous amene aux solutions stationnaires suivantes

p=p(r), pr)+ m =p,, V= _H +a(r)e,, e=2=1, (2.4.53)
i 4mp(r)

ol p, est une constante arbitraire, p et a sont des fonctions arbitraires de leurs argu-
ments respectifs. L’expression du champ magnétique & reste indéterminée : la seule

contrainte imposée sur celle-ci est que sa norme A soit une fonction arbitraire de r.
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Les invariants de Riemann sont donnés par

s=(§-}—1xé},)-5{', r=(Hx¢g)- X. (2.4.54)

Soulignons que pour cette configuration, les vecteurs X! et X2 s’écrivent

#=% e, X-fxa (2.4.55)

puisque les vecteurs H et 0H /9s sont toujours orthogonaux, nous avons donc que &

et & sont linéairement indépendants et générent un plan perpendiculaire & €,.

La force de Lorentz associée & 'onde double AE, s’exprime

i _ L. 00 _ MdHs, 2.4.56
Fm_47r(H)‘)Bs 47rdr)\’ ( )

le premier terme & droite de ’égalité de (2.4.56) représente la contribution de Ponde
d’Afvén : les forces de tension agissant transversalement aux lignes de force, alors que
le second terme, qui provient du gradient de pression magnétique, est contrebalancé

par la pression hydrodynamique dans la direction X2 (¢f. (2.4.53)).

Notons qu’en choisissant €, = & et en prenant pour le champ magnéti ue la forme
q
particuliere:

H =H(r)H(s) (2.4.57)

ol H est un vecteur unitaire situé dans le plan généré par &; et &, alors les solutions

(2.4.53) coincident avec celles obtenues pour la configuration planaire (2.4.42).

Finalement, nous pouvons aussi considérer le cas particulier ou la direction
de propagation de 'onde entropique E; est fixée suivant & alors que l'onde d’Alfvén
balaie tout '’espace. Nous tenons compte encore des conditions de consistance (2.4.52)
et de la forme (2.4.57) pour le champ magnétique #. Aprés avoir répéter les mémes

étapes de calculs que précédemment, nous aboutissons aux solutions suivantes:
H? . eH
p:p('l’), p(")“‘_:]’o, V=——=—=, e=1%l1,
8m VAmp(r) (2.4.58)
H =H(r) ( cos p(s), sinyp(s), O) ,
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ou p, est une constante arbitraire ; p, o et ¢ sont des fonctions arbitraires de leurs

arguments respectifs. Les invariants de Riemann sont donnés par

s=zcosp+ysingp+xz, r=2z. (2.4.59)

ou x est une fonction arbitraire de s qui résulte du fait que 'onde d’Alfvén se propage

hors du plan généré par ¢, et &, :
Xt = ((cosp(s), sinp(s), x(5)) -

Les solutions (2.4.58) sont similaires & celles obtenues pour la configuration axiale :
elles décrivent la propagation d’une onde double AE, dans un fluide incompressible
et stationnaire dont I’écoulement est bidimensionnel et suit les lignes de force du
champ magnétique A. 1l en va de méme pour le bilan des forces agissant sur le fluide:
cancellation des gradients de pression hydrodynamique et magnétique, les forces de
tension de F,, agissent sur les lignes de force magnétiques comme des forces centripétes

orientées suivant le rayon de courbure R..

Sur chaque plan z = constant, les fonctions p, p et H demeurent constantes. Cependant
la direction du champ magnétique (et conséquemment la vitesse du flot) varie d’un

plan z = constant & I'autre étant donnée la présence de la fonction .
Pour cette configuration, nous avons comme densité de courant J-

- 47 de dH . o Am df | dH L 4n_ df
J= - (x'HES— cosf — 7 s 0) e+ - (XHd_s sinf + = €08 0) €y — —C—'Hzg—e;; (2.4.60)
comparativement a l’expression obtenue pour la configuration axiale (2.4.50), nous

avons certains termes supplémentaires liés & la fonction x qui s’ajoutent au courant

circulant dans le plan ol s’écoule le fluide.
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2.4.4 Les ondes doubles magnétoacoustiques (FF).

Nous traitons séparément deux cas pour lesquels la direction de propagation
de chaque onde simple magnétoacoustique F est fixe et orientée perpendiculairement

au champ magnétique H.

(1). Nous considérons que les directions de propagation des ondes simples F soient
transversales : nous les choisissons suivant &; et €2, Tespectivement, avec H = (0,0, H).

Leurs vecteurs d’onde respectifs & chaque onde simple F sont
A= (6p —4,1,0,0), A= (§p~v,0,1,0). (2.4.61)

ol la vitesse caractéristique de onde magnétoacoustique s’écrit

.13
bp=¢ @—{—-I-Ii , e==1.
p P

Les champs vectoriels (2.3.7) correspondants sont donnés par

0

a a a
X1=a+(u—-5p)%+(v—5p)%, X2

- (2.4.62)

Nous posons que les fonctions inconnues u = (p, p, ¥, H) sont des fonctions des invariants
de Riemann s = z + (6 — u)t et r = y + (§r — w)t. En les remplacant dans le systeme

MHD (2.2.1), nous obtenons les solutions

_ 1 o ~ . .
p=p(s,1), p=Ap", V= [’u(s,r) + —2-[f(r) + g(s)]} é1+u(s,r)e +w(s —r)é3, H = H,pés,
(2.4.63)
ou A, et H, sont des constantes arbitraires, v et w sont des fonctions arbitraires de

leurs arguments respectifs. Les invariants de Riemann s’exprime alors sous la forme
1
s=z+ <6p— —2-[f(r)+g(s)]—v) t, r=y+(drp—v)t (2.4.64)
et les fonctions f et g (également arbitraires) sont reliées & la densité p par

( Jfl—o[v ﬂop+ 1 —are tanh[\/m] pour k=1 ,
F(r) — g(s) = 46 { V2A.(Bo+1)\/p pour r=2,

. . _K—2
x (2.4.65)
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ol € = *1, 3F;(a1,b1,¢1;2) est une fonction hypergéométrique de seconde espece qui
dépend de la variable z = —p*~2/8, avec B, = H2/4rxA,, et des parametres a; =

1/2(k—2), by =3, c1 = 1+1/2(k — 2).

Pour 'onde double FF, la force de Lorentz présente dans le fluide est donnée par

5 1 ..  H? [0p_ Op.
Par conséquent, I'onde double FF se propage dans le fluide en causant des com-
pressions et des extensions sur les lignes de force magnétiques dans les directions €
et & qui leurs sont perpendiculaires. Le fait que £, -V # 0 indique que les effets

hydrodynamiques et électromagnétiques sont couplés.

Sous ces conditions, la vorticité du fluide Vx v n’est pas nulle. Puisque la force de
Lorentz dérive du gradient de pression magnétique py = |H|?/87 (les forces de tension
étant nulles) : F.,, est une force conservatrice. Par conséquent, la circulation du fluide

est préservée selon le théoréme de Kelvin.

(2). Nous considérons maintenant le cas unidimensionnel pour lequel les deux on-
des magnétoacoustique F se propagent dans une méme direction fixe (mais en sens
contraire) que nous choisissons suivant &, avec des vitesses de phases X = §p + eu,

e = #1. Ainsi, le champ magnétique peut avoir deux composantes : H = (0, H,, Hy).

Néanmoins, les vecteurs d’onde correspondants sont linéairement indépendants :
A= (6p —,1,0,0), A= (- (6r+u),1,0,0). (2.4.67)

ol ;
wp H2]
p 8w

Dans ce cas, les champs vectoriels (2.3.7) sont simplement

g a
X1 = 3y Xo = e (2.4.68)
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Les solutions invariantes sous 1’action {X1, X2} sont

p=p(s,m), p=Ap", V:%[f(r) +g(s)) €1 +v(s+r)ex +w(s+7)és,
(2.4.69)

—

H =pH,[cos p(s + 1) & + sinp(s + 1) &),
ol A, et H, sont des constantes arbitraires, v, w et ¢ sont des fonctions arbitraires de

leurs arguments respectifs. Les invariants de Riemann sont

s=z+ (Jp—%[f(r)+g(s)]>t, r=z— (6p+%[f(r)+g(s)])t, (2.4.70)

de méme que les fonctions f et g qui sont reliées & la densité p par Pexpression (2.4.65).
L’onde double FF agit sur la composante de la vitesse longitudinale & sa direction de
propagation alors que les composantes transversales de la vitesse : v et w, sont des
fonctions arbitraires qui ne sont pas reliées a la densité p et leurs présences contribuent
a la vorticité du fluide. Notons que la circulation du fluide est conservée d’apres la

solution (2.4.69) puisque les forces de tension (H - V)i = 0.

La valeur x = 2 représente un cas intéressant pour lequel nous considérons un flot uni-
dimensionnel qui s’écoule transversalement au champ magnétique &. Nous obtenons

alors comme solutions du systéme MHD (2.2.1)

_ ) —g(s)?

. 1 - + i~
—m, P=AoP2, V="2-[f(7”)+g($)]€1, H = pH,é3, (2-4~71)

ou A, et H, sont des constantes arbitraires, f et ¢ sont des fonctions arbitraires des

invariants de Riemann r et s, respectivement. Ceux-ci sont donnés par les relations

s=z—%(3g+f)t, r::z:—i(3f+g)t. (2.4.72)

Dans ce cas, la force de Lorentz prend la forme

= 1 521 Ho2 dp Op] .,
Fn = gV = 50| 2+ 2] .

Ainsi I'onde double FF se propage dans le fluide par la combinaison d’une onde de
compression associée a la fonction arbitraire flz — (67 +w)t] et d’'une onde d’ezpansion

associée a la fonction arbitraire gz + (6r — u)t]. Ici, le flot est irrotationnel car Vx v — 0.
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Ce cas particulier illustre le principe de base du générateur MHD [10]: le fluide s’écoule
suivant la direction &, & I'intérieur d’une cloison ot régne un fort champ magnétique
orienté dans la direction €. Par la loi d’Ampere (cf. (1.1.10)), il en résulte un courant

électrique qui s’exprime par

o eo o cH[f() —o() [ds df] .
J= Ev x H = 327 H? [ds d'r] 2 (2.4.73)
[“o T

Conséquemment, ce méme courant électrique J avec le champ magnétique H con-
tribuent & leur tour & l'entretient de la force de Lorentz. Ce processus permet ainsi

de convertir ’énergie cinétique du fluide en énergie électrique.

3) Finalement, considérons le cas unidimensionnel ot ’onde double FF se propage
dans la direction du champ magnétique H. Les solutions invariantes sous les champs

vectoriels (2.4.68) sont alors données par:
L 1 - = ~
p=p(s,7), p=Ap*, V= 5[f(1‘) +g(s)&s, H=H,é, (2.4.74)

ou A, et H, sont des constantes arbitraires, f et g sont des fonctions arbitraires de

leur argument respectif : elles sont reliées & la densité p par

K_il\/nAop("-l) pour k#1,
1)~ gls) = (2.4.75)

Inp pour k=1.

Les invariants de Riemann s’expriment sous la forme

s=z— <%[f(r) + g(s)] + ,/KAop(n—l)) t, r=z-— (%[f(r) +g(s)] + v nAop(n-1)> t.
(2.4.76)

Dans ce cas, I'onde double FF devient simplement une onde double acoustique (comme
décrite en hydrodynamique [35]) qui se propage le long des lignes de force d’un champ

magnétique constant H, et celui-ci n’a aucune influence sur I’écoulement du fluide.
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2.4.5 Les ondes doubles magnétoacoustique et entropique (FE,).

Nous imposons que le vecteur X* de 'onde magnétoacoustique F et le vecteur
XE: de 'onde entropique E; soient tous deux orthogonaux au champ magnétique H.

Sous cette hypothése de base, nous étudions les deux cas suivants.

1.a). Nous considérons le cas unidimensionnel pour lequel 'onde magnétoacoustique
F et 'onde entropique E) se propagent suivant la direction &, et le champ magnétique
est disposé selon H = (H;, H»,0). Leur vitesse de phase sont données respectivement

par M =ép —w et AE = —w.

Les vecteurs d’onde correspondants s’écrivent

AF = (6p —w,0,0,1), AP = (~w,0,0,1), (2.4.77)

, e=41. (2.4.78)

I_{'2
5F=E[@+l_l
p  Amp

Dans ce cas, les champs vectoriels (2.3.7) sont simplement

0 0

Nous posons que les inconnues u = (p,p, ¥, H) sont des fonctions des invariants de
Riemann s = z + (6p — w)t et r = z — wt. Aprés les avoir subsituées dans le systeme

MHD (2.2.1), nous trouvons comme solutions invariantes sous {X1, X2}
p=1p(s), p=Aop", V=a(r)xés+w(p)&, H=H,p(s)[cosp(r)é + sin p(r)é], (2.4.80)

ou A, et H, sont des constantes arbitraires, p, et @ = (o, @2,0) sont des fonctions
arbitraires de leurs arguments respectifs. Les invariants de Riemann invariants s et r

sont donnés par

s§=2z— (w(p) - E[nAop("_l) + pr} 2) t, r=z—-wpt, £=+1. (2.4.81)



75

La fonction w s’exprime sous la forme

VA, [\/ﬂop +1 —arctanh|\/Bop + 1[] pour k=1,

K~2

v -2 o —
(K"_“:-i o1+ Bop [1 +M]2Fl (al,bl, Cﬁ—%——) pour k #1,2

P2+ B

w(p) =2 (2.4.82)
ol oF} (a1,b1,¢1; 2) est une fonction hypergéométrique de seconde espéce dépendant de
la variable z = —p*~2/f,, avec 8, = H2/4nkA,, et des parametres : a; = 1/2(k — 2), b; = 1,

a=1+1/2(k—2).

La force de Lorentz associée & l'onde double FE; dérive du gradient de pression
magnétique :

o Loy H2 de 2.4.83
P =—g=VIH[]=~-2p8 (2.4.83)

qui résulte de 'onde magnétoacoustique F: les forces de tension sur les lignes de force
sont nulles. Notons que les effets hydrodynamiques et magnétiques sont couplés étant

donné que F,, - ¥ +# 0.

Le gradient de pression hydrodynamique provient lui aussi de Ponde F :
(k—1) dp -
Vp = KAOP Eeg y (2484)

il s’ensuit que les lignes de force subissent des compressions et des extensions suivant
la. direction de propagation de I'onde magnétoacoustique F (i.e. XF). D’autre part,

I'onde entropique E; contribue & la vorticité du fluide:

) da
Vx ¥ = & x (j} < é’3) . (2.4.85)

Puisque F,, est une force conservatrice, la circulation du fluide est préservée selon le
théoreme de Kelvin.
1.b). Pour le cas particulier ou = 2, les solutions (2.4.80) se récrivent comme suit:

p=p(s), p=A(r)p*, V=3a(r) x & + 2+/Capés, H = p(sYH(r)[cos o(r)é1 + sinp(r)es], € = +1
(2.4.86)
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ou C; est une constante arbitraire, les fonctions A(r) et H(r) doivent satisfaire
24(r) + = Hr) = Gy (2.4.87)

L’onde entropique E; agit sur || et sur p toutefois, comme Vindique la relation
(2.4.87), sans perturber 1'équilibre entre les gradients de pression hydrodynamique et
magnétique. Cela se traduit également dans le bilan des énergies hydrodynamique et
magnétique (cf.(1.2.5) et (1.2.7)) :

_ 1 oe 1, 1 AP 2.4.88

E_Ec+Em~2p|a| +2pw +K_1p+ B ( )

pour « = 2 : Ponde entropique E; agit sur tous les termes alors que pour & # 2 son
action se limite & I’énergie cinétique E.. La contribution de 'onde magnétoacoustique

F est indépendante de « : elle modifie ’énergie totale E via la densité.

2). Nous considérons le cas ot les ondes simples magnétoacoustique F et entropique
Ey se propagent dans des directions transversales que nous choisissons comme étant
AF = (1,0,0) et XFs = (0,1,0), avec pour orientation du champ magnétique & — (0,0, H).

Les vecteurs d’onde sont alors données par :
A = (8p - 4,1,0,0), ABt = (-4,0,1,0). (2.4.89)

ou
1
272
(5p=6[ﬁz—)+i:| s €===1.
p  dmp

Les champs vectoriels (2.3.7) s’expriment sous la forme
p p

10 @-tno o )

vt ety K= (2.4.90)

X;

Pour « # 2, les solutions invariantes sous I’action de {X1,X>} sont données par
p=p(s), p=Aop", V=[b(r)— f(p)l€1 + voé2 +w(r)és, H = H,p(s)és, (2.4.91)

ou 4,, v, et H, sont des constantes arbitraires, p, b et w sont des fonctions arbitraires
de leurs arguments respectifs; i.e. en termes des invariants de Riemann s = T+ (6p—u)t

et r =y —v.t. La fonction f est reliée & la densité par la relation (2.4.82).
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L’analyse physique est identique & celle faite pour le cas 1.b), soulignons que les
compressions et les extensions des lignes de force se font dans la direction &, (i.e. iF)

et le fluide demeure incompressible suivant les directions &, et &.

Le cas x = 2 met davantage en évidence la synergie entre les ondes magnétoacoustique

F et entropique E;. Les solutions du systéme (2.2.1) sont alors données par

p=p(s), p=A(r)p?, V=[b(r) —2e\/Cop(s)|€s + voa + w(r)és, H = p(s)H(r)é&, (2.4.92)
ol = *1, C; et v, sont des constantes arbitraires, p, b et w sont des fonctions arbitraires

de leurs arguments respectifs. Les invariants de Riemann sont

s———x+(35\/02p(s)—b(r))t, T =Y — Ut, ge==l1.
Les fonctions A(r) et H(r) doivent satisfaire la relation

2A(r) + i’}{z(r) =C,. (2.4.93)

Le caractére spatial de la synergie ressort dans ’expression de la force de Lorentz qui
comporte alors deux composantes :

P = )iy = -2 [H@q + p‘fi”ez} (2.4.94)

de méme que pour le gradient de pression hydrodynamique qui s’écrit

Vp = 2Apj—el +p Z—Aé'g (2.4.95)

Dans I'équation d’Euler (1.1.15), en tenant compte de la contrainte (2.4.93), la somme
des forces agissant sur le fluide est nulle suivant & (i.e. Xf:). Par conséquent, les
lignes de forces subissent des compressions et des extensions que dans la direction de

propagation ’onde magnétoacoustique F.

La vorticité du fluide est associée & I'onde entropique E;

- dw db
va—ﬂel 5 @,

—

et la force de Lorentz F,, étant conservatrice, la circulation du fluide est préservée

par le théoreme de Kelvin.
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2.5 Résolution du systéme MHD par imposition de contraintes différentielles.

Par la méthode des symétries conditionnelles, nous avons pu exprimer les so-
lutions des équations MHD en termes des invariants de Riemann. Le but de cette
section est d’obtenir des solutions en imposant directement certaines contraintes
différentielles aux équations de la MHD. Nous serons alors en mesure d’établir des

comparaisons avec les résultats de la derniére section.

I) Nous débutons en considérant que le fluide soit incompressible :

V-7 =0. (2.5.1)

Dans ce cas, les équations de la MHD sont données par

dp .
E - 0’ (’L)
%+1Vp+%[%vlﬁlz_(ﬁ.V)ﬁJ =0, (i)
P P ] (2.5.2)
dH ~ -
e (H-V)V, (#i1)
vV-H=0. (iv)

I.1) Dans le référentiel se déplacant avec le fluide, les équations MHD se trouvent
étre les contraintes obtenues pour les ondes doubles E; E; : i.e. les quantités p, p, Vet

H sont conservées le long du flot et les équations (2.5.2) — (it) et (441) se résument &

V=~ VAP + (1 -V, (2.5.3)

(H-V)V=0, (2.5.4)

ou Iéquation (2.5.3) représente 1’équilibre statique entre les gradients de pression hy-
drodynamique et magnétique et les forces de tension agissant sur les lignes de force.
L’équation (2.5.4) exprime le fait que le champ des vitesses demeure constant suivant

H et cela nous permet de poser comme hypothese que la vitesse s’écrit,

V= f(p)H, (2.5.5)
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ou { est une fonction arbitraire de la densité p que ’on fixe pour certains cas.

I1.2) En premier lieu, imposons la contrainte suivante

goH

Varp’

En tenant compte des équations (2.5.2), nous avons les contraintes
H.Vp=0, H-Vp=o0, H.V[H?]=0. (2.5.6)

Pour des densités ; p = p,, pressions ; p = p, et |H| = H, constantes, nous obtenons les

ondes doubles d’Alfvén (AA).

I.3) Prenons encore

. H
V=—to . =1,

Varp(z,y)’

mais avec p comme fonction arbitraire de z et y, le champ magnétique circule dans le

plan généré par les vecteurs & et &, :
H =MH(z, y)[sin 6e1 + cos fe,],
ou @ est une fonction arbitraire de z et y, la fonction H est reliée & la pression par
1
2, 1 a2 _
Pt 87rH Po

ol p, est une constante arbitraire. Les fonctions p, p et H obéissent aux contraintes
(2.5.6). Ce cas correspond & une onde double stationnaire de type AE, que l'on a

obtenue pour la configuration planaire.

I.4) Considérons le cas pour lequel nous posons que

—

eH

Vamp

ol p = p(z) et w sont des fonctions arbitraires de leurs arguments respectifs, le champ

V:

+w(z,y)e3, e==1,

magnétique circule dans le plan généré par e, et & :

H = H(z)[sin 0, + cos fes],
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ou ¢ est une fonction arbitraire de = et y, M est reliée & la pression par
2 1 2
P+ H =p,,
T

ol p, est une constante arbitraire. Ceci correspond & ’onde double stationnaire de

type AE, obtenu pour la configuration axiale.

IT) Nous considérons que le fluide soit compressible :

V-V #0. (2.5.7)

I1.1) Supposons que le flot s’écoule au travers des lignes de force :
H.v=o0, (2.5.8)

avec comme choix d’orientation : H = (0,0, H3) et V = (u, v,0).

La compressibilité du fluide implique la relation d’adiabacité

p=Ap" (259)

ou A, est une constante arbitraire.

Sous les hypothéses (2.5.7) et (2.5.9), le systeme MHD se résume aux équations :

X (- V)p+ (V-T)p =0, (2.5.10)
A L OH2 S
§+(V-V)V+V[Aop + 5 p] =0, (2.5.11)

qui déterminent la densité du fluide p = p(¢,z,v) et la vitesse de son écoulement :
V = u(t,z,9)é + v(t,z,y)é&. Précisons que le champ magnétique obéit & une équation

ayant la méme forme que celle pour p : H s’exprime donc en terme de p ;
H=H,p(t,z,y)& o H, est une constante arbitraire.

Ce cas correspond aux ondes doubles magnétoacoustiques de type FF.
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I1.2) Nous supposons encore que le flot s’écoule au travers des lignes de force :
H-¥=o0, (2.5.12)

avec comme orientation : H = (0,0, Hs) et ¥ = (u,v,,0) ol v, est une constante arbitraire.

Prenons le cas particulier x = 2 pour lequel la relation d’adiabacité s’écrit

p= A(t,y)pz(t,:l:) (2513)

Sous les hypotheses (2.5.12) et (2.5.13), le systéme MHD se résume aux équations :

%+(v.v)p+(v.9)p:0, (2.5.14)
ou = Po Op _
ot Vut 220, (2.5.15)

qui déterminent p et la vitesse du flot : ¥ = u(t, z, )&, + voée.

Puisque H obéit & une équation de la méme forme que (2.5.14), nous ’exprimons
commne suit

H =H(t,y) p(t, z) &,
dont sa norme ¥ est reliée & la fonction A(t,y) par ’expression

H2
A(t1y)+g = Do,

P, étant une constante arbitraire.

Dans ce cas, nous retrouvons les ondes doubles de type magnétoacoustique F et

entropique E;.

I1.3) Finalement, en imposant les contraintes

p=A.p" V= Coﬁ/P (2516)
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ou C, et A, sont des constantes arbitraires, et la force de Lorentz est nulle

—

Fo=—-Hx(VxH)=0, (2.5.17)

et avec

V-H=0. (2.5.18)

Sous les contraintes (2.5.16), le systéme MHD se réduit & une seule équation

2 11712
&_IHJ + A, p1=D, pourk#1,
2 p k—1
. (2.5.19)
CZ|HP? ! D _
> +A,lnp=D, pour k=1,
olt D, est une constante arbitraire.
Le fait que
Fn=-Hx(VxH)=0 avec V.-H=0 (2.5.20)
ameme a deux possibilités.
(1) Sion impose que Vx H = 0 alors on peut écrire :
I:_i = v¢7
et la condition (2.5.18) implique que
Ap=0. (2.5.21)

Par conséquent, ¢ est une fonction harmonique, il en va de méme pour H, et p via

I’équation (2.5.19). Les fonctions p et ¥ telles que données par (2.5.16) sont stationnaires.

(2) En considérant

Vx H=caXH (2.5.22)
duquel on prend la divergence et compte tenu de (2.5.18), nous obtenons que
(H-V)a=0,

ou « (X) est une fonction scalaire arbitraire pour laquelle la valeur « = constante définie

une surface magnétique [11].
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3. Réduction par symétrie des équations de la MHD.

3.1 Notions fondamentales sur la théorie des groupes.

Dans cette section, nous débutons par des notions élémentaires concernant la théorie
des groupes et de son application & la résolution d’équations différentielles. Notre
synthese se base principalement sur un résumé de Winternitz [39] et les livres d’Olver
[27] et d’Tbragimov [22]. Nous terminons cette section en introduisant la méthode de

réduction par symétrie (MRS) afin de résoudre les équations de la MHD.

Définition 3.1.1. Un groupe est un ensemble G muni par une loi de composition
interne, qui ¢ deuz éléments guelconques z, vy, en fait correspondre un troisiéme noté

par z -y. Celle-ci satisfait les trois axiomes suivants.
(?) Elle est associative: (z-y)-z=z-(y-2z), V=z,y,z€G.

(id) Il eziste dans G un seul et unique élément neutre noté e tel que :

T-e=e-x=z, Vred.

L’ordre d’un groupe est le nombre d’éléments le constituant. Si la loi de composition
interne est commutative : z-y =y -z, alors le groupe est commutatif ou abélien. Un
sous-groupe H d’un groupe G est une partie de G qui est un groupe pour la loi de

composition interne définie dans G.
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Définition 3.1.2.  Soient g1, g2 et = les trois éléments d’un groupe G tels que
z7l-(g1-x) = g2 : oU gy Tésulte de la transformation de similarité de g, par = ; les

éléments g, et go sont des conjugués l'un de lautre qui ont les propriétés suivantes :
(1) Tout élément de G est le conjugué de lui-méme.

(2) Si g1 est le conjugué de g, et réciproquement : g, =z~ - gy -z, alors il eziste
yeG tel que go=y=1-g;-v.

(3) Si g1 est le conjugué de g, et g3 alors go et gs sont conjugués l’un de autre.
Voici en vrac la nomenclature suivante. Une classe de conjugaison est un ensemble
complet d’éléments d’'un groupe qui sont les conjugués les uns des autres. Tout
élément d’un groupe posséde sa période n telle que ¢" = e, n € IN. Si pour un
groupe fini donné il existe des éléments s’exprimant comme le produit fini de leur
puissance alors ceux-ci forment l’ensemble générateur. Un groupe ne possédant qu’un
seul générateur est dit cyclique. La définition abstraite d’'un groupe représente un

ensemble de regles auxquelles satisfont les générateurs.

Définition 3.1.3. Un groupe de Lie G est un ensemble muni d’une structure de
variété analytique séparée réelle, de dimension finie et d’une structure de groupe telles
que les applications de multiplication et d’inversion :

(z,y) > zy deGxG dans G, Vz,yeG,

z—oz 1 de G dans G

sotent analytiques. Un groupe de Lie d r paramétres est un groupe de Lie dont la
variété analytique est de dimension r. Deuz groupes de Lie sont isomorphes s’il

existe entre eux un difféomorphisme tel qu’il préserve la structure de groupe.

Un groupe de Lie est dit local lorsque les applications de multiplication et d’inversion

sont définies au voisinage de I’élément neutre e.
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3.1.1 Groupe local de transformations.

Nous définissons la transformation d’un ensemble comme une application bi-
jective de cet ensemble sur lui-méme. Une famille de transformations forment un
groupe si elle contient toute transformation et son inverse ainsi que tout produit de
deux transformations de celle-ci. Cette définition s’étend aux ensembles munis de

structures algébrique (celle de groupe) et géometrique (celle de variété).

Définition 3.1.4. Un groupe local de transformations agissant sur une variété
analytigue M est constitué d’un groupe local de Lie G, d’un owvert U défini tel que
{e} x M cU C Gx M, et d’une application différentiable &: U — M satisfaisant les

conditions suivantes :
() ®(e,z)==z, Vre M,
(it) ®(g,2(h,z)) = D(g-h,®(h,1)),

pour g, he€G;ze M; et (hx), (9,8h,z)), (¢-h,z)eU.

Définition 3.1.5. Soit M une variété et z € M, le sous-ensemble de M résultant de

Uaction du groupe de Lie local de transformations & sur z :

G; = {<I>(g,:c)|g € G} s’appelle l’orbite du point .

Dorénavant nous utiliserons la notation &(g,z) = ¢- z qui sous-entend 1'action de

I'application & telle qu’établit dans la définition (3.1.4).
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3.1.2 Générateur infinitésimal.

Prenons un groupe de Lie local de transformations & un seul paramétre réel identifié

par a. Soit la transformation T, : IR —» IR* (n € IN) telle que
= f(z,a), 7=T,ze€lR", (3.1.1)

ou f est la loi de composition établie dans la définition (3.1.4).

Faisons ensuite 'expansion de T, en série de Taylor au voisinage de a =0 :

T~z fag(z?), i=1,...,n,
ol £@) = [7(r,)], o
da ' 0 Wazo
on obtient alors une transformation infinitésimale ou ¢ = (¢'(2), ... ,€™(z)) représente

le vecteur tangent & 'orbite G, au point z et s'appelle le générateur infinitésimal
du groupe de Lie local de transformations. De celui-ci nous définissons le champ de

vecteurs

X=3 €@ (3.1.2)
i=1

qui correspond & un opérateur différentiel agissant sur des fonctions analytiques

F: R" - IR.

Théoreme 3.1.1. Soient G un groupe de Lie local a un paramétre réel a et T, une
transformation infinitésimale telle que définie par lezpression (3.1.1) alors T = fi(z,a)

satisfait le systéeme d’équations différentielles ordinaires appelées équations de Lie :

d—i
—izﬁ(i), i=1,....,n,

ayant comme conditions initiales : T =1,
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Géométriquement, la solution de ce systéme est la courbe intégrale passant par le
point z € IR™ et le champ de vecteurs tangent & celle-ci est donné par 1’expression

(3.1.2).

Définition 3.1.6.  Une algébre de Lie £ est un espace vectoriel réel de dimension
finie qui est muni d’une application bilinéaire £ x £ — L, notée (X,Y) — [X,Y], et

vérifiant les deuz identités suivantes :
() [X,Y]=-[Y,X], VX, Yec£, (antisymétrie).
() [IX,Y],Z] +[1Z,X],Y]+[[\,2],X] =0, VX)Y,Zecr, (identité de Jacobi).

En général le produit [X,Y], appelé commutateur ou crochet de X et Y, n’est pas
associatif, cependant pour une algebre dont le produit I’est : [X,Y] — XY, dans ce cas

on peut la munir d’une structure algébrique de Lie en posant [X,Y] = XY —YX.

Ceci s’applique a ’algébre formée par les champ de vecteurs définis par I’expression

(3.1.2). Cette algebre de Lie est identifiée par £, ol Iindice r spécifie sa dimension.

Soient X, = ¢*(2)8/9z', a =1,...,n, les générateurs formant une base dans
L.. Ainsi tout champ de vecteurs X € £, s’exprime dans cette base comme une

combinaison linéaire X = C* X, ot C* est une constante, en particulier pour :
Xi, Xj €L, — [Xi,X]] € L,.

Conséquemment (X, X;]=C);Xy; a,f=1,...,7 ol les coefficients C, 5 sont appelés
les constantes de structure et elles dépendent de la base choisie. Celles-ci satisfont
les deux identités (:) et (ii) de la définition (3.1.6) et donnent un systéme d’équations

algébriques qui détermine complétement Palgebre de Lie £, .

Les concepts d’algebre et de groupe de Lie sont reliés par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.1.2. Soit £ une algébre de Lie ; il existe un groupe local de Lie G
dont L en est l’algébre. De plus il existe U'application ezponentielle ; ezp: £ — G
qui est un difféomorphisme d’un voisinage de l’'origine dans L vers un voisinage de
Délément neutre dans G tel que explte] soit un sous-groupe a un paramétre o de G.
Donc tout élément de G suffisament proche de 'élément neutre, reste uniquement sur

UN SouS-groupe 4 un parametre.

Connaissant le sous-groupe & un parameétre : ¢ (explta], z) = (¢'(t,z), ... ,¢™(t, 7)), nous

pouvons calculer le générateur infinitésimal correspondant :

d
Sa = E‘:[‘b (t,.’l:)] =D

duquel nous obtenons le champ de vecteurs

5]
oxt’

X =a(z)

On généralise le concept de groupe de Lie & plusieurs paramétres réels a I'aide du

théoréme suivant.

Théoréme 3.1.3. Soit £ un espace vectoriel & r dimensions qui est engendré par

les champs de vecteurs suivants :
0
oz’

Xo =& (z) a=1, ...,

et la transformation infinitésimale T, = T,- (...) Ta Tésultant de la composition des r
transformations infinitésimales qui sont associées chacune d un groupe de Lie local 4
un seul parameétre. Pour chaque X,, le groupe de Lie local ¢ r paramétres correspon-

dant est obtenu en résolvant les équations de Lie données par

Tous ces sous-groupes de Lie locauz & un seul paramétre engendrent un groupe de Lie

local & r paramétres si et seulement si £ est une algébre de Lie.
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3.1.3 Groupes et équations différentielles.

Soit S le systéme composé de m équations aux dérivées partielles (EDP) d’ordre & :
Alx,u®y =0, 1=1,2,..m,

ayant p variables indépendantes et ¢ variables dépendantes que ’on note par

x =(z*,22,...,27) € E C IRP,

u=(ul,4? .. 49 eUc IR
ou E et U sont respectivement les espaces des variables indépendantes et dépendantes,
u® désigne un vecteur contenu dans l’espace des dérivées U® = U x ... x U, ou U,

est un espace dont la dimension est égale au nombre de dérivées de u d’ordre k.

L’objectif est d’obtenir des solutions du systéme S en déterminant un groupe local de
transformations : appelé le groupe de symétrie qui agit dans I'espace E x U de maniére

a transformer 'une des solutions de S en une autre.

Définition 3.1.7. Pour un systéme S d’EDP donné, on définit comme groupe de
symétrie : le groupe de Lie local de transformations G agissant sur l'espace M c ExU

tel que si u= f(z) est une solution de S alors

f=g-f estaussi une solution de S (g € G).

Nous considérons des transformations infinitésimales et ponctuelles qui ne dépendent
pas des dérivées de u, celles-ci s’expriment en terme d’un parameétre e < 1 :

z =mi+£§i(x,u), i=1,...,p,

u* =u® +eda(x,u), a=1,...,q,
ou £(x,u) et ¢a(x,u) sont des fonctions & étre déterminées. Ces transformations
infinitésimales permettent de linéariser le systeéme S d’équations différentielles puisque
tous les termes en série de puissance suivant e*: n > 2, seront négligés dans le calcul

de toutes les dérivées.
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L’expression des champs de vecteurs correspondants s’écrit

’L 0 & G
X=3 @KW=+ dalxu)z—. (3.1.3)
i=1 a=1

Une fois que ¢'(x,u) et ¢ (x,u) sont connus (nous verrons comment les obtenir plus
loin), nous déterminons ensuite chaque sous-groupe 4 un seul paramétre en résolvant

le systéme des équations de Lie :

cf;; =£1(3’(1ﬁ)7 Ei IA:O =$i7 i—_*l,---,P:
- (3.1.4)
'ﬁ__—(ﬁa(xau); U l/\=0=u 1 a=17"'aq'

Par le théoréme (3.1.3), le groupe de symétrie G est alors engendré par tous les sous-

groupes a un parametre

g=g(M)g(A2)...9(A;)

ou r est la dimension de ’algébre de Lie £ associée & G.

Précisons que I'action du groupe de symétrie G se fait sur le graphe I'; de la fonction
u=f(x):
Iy ={(xf)|xe 0} c ExU,

ou § est le domaine de définition de f. En prenant une partie suffisament petite de Q
et g € G proche de 1’élément neutre, 1’action de g sur T'; s’exprime comme le graphe
9Ty =T7 d’une certaine fonction @ = f (X) que nous définissons comme la transformée

de f par g.

Maintenant il reste & déterminer les fonctions £i(x,u) et ¢q(x,u). Mais nous devons
au préalable introduire le concept de prolongation d’une fonction et celle d’un champ

de vecteurs.
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3.1.4 Prolongation.

Soit la fonction f: E — U que ’on exprime sous la forme u* = f*x), a=1,...,q. En
la dérivant jusqu’a l’ordre k par rapport & toutes les variables indépendantes, nous
obtenons p, = (P*;~") dérivées partielles de f. Pour abréger les expressions de celles-ci,
il est convenu d’utiliser la notation & indice multiple pour les dérivées partielles de f:

Mlye . o . o .
U.G;Em ou J = (ji,J2, - .- ,Jp) € IN? et I =71+ 72+ ...+ jp

qui nous donne les q - p; dérivées partielles d’ordre k = j; + jo + ... + ji .

Définition 3.1.8.  Soit la fonction analytique f: E — U, on définit la fonction
pr®[f]: E—U® comme la k€Me prolongation de f et son graphe est donné par les

équations :  u$=08;f(2); ou a=1,...,q et J = (j1,j2, --- ,Jp) € INP.

La prolongation pr®[f] s’interpréte comme 1’expansion de f en polynémes de Taylor

d’ordre k qui est évaluée & un certain point x, :

&)=Y %(xo -x)’, x,x,€ E.
— J!

Définition 3.1.9. Soit J® = E x U® l’espace qu’on appelle fibré de jet ou k-jet.

Nous pouvons maintenant reformuler le systéeme d’EDP S comme une application

A: J®) — JR™ agissant dans la sous-variété (qui représente le systeéme d’EDP) :
Sa={(xu®) e J®|A (x,u®) = 0} cJ®

qui est réguliere de codimension m si la matrice de Jacobie

B(Al, ..., A™)

est toujours de rang m dans un domaine ouvert de J®).
a(x, ulk)

En associant S & une sous-variété de J®), nous avons transformé un systéme d’EDP
en un systeme d’équations algébriques. Ainsi nous pouvons redéfinir une solution du

systeme S comme suit.
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Définition 3.1.10. Soient Q une sous-variété de E et Uapplication différentiable

f: Q- U, f est une solution du systéme Sa si
A, prP[fx)])=0, VzeQ,

et le graphe correspondant est donné par : I‘(f") = {(x, pr®[fX)])} C Sa.

Nous étendons le concept de prolongation & un groupe local de transformations qui
agit maintenant dans ’espace J*). Prenons g € G et proche de 1’élément neutre e, la

fonction g- 5 définie au voisinage de (%,1) = g (x,u) a pour giéme prolongation :
: ~ =(k
pr®lg- (x,u®)] = %, 1Y)

ot i* a pour composantes 5 = 8;[(g- f)*(X)]. Notons que l'action de G sur la
prolongation de f est indépendante de la fonction elle-méme. Conséquemment la
nléme prolongation : pr™[G] est identique & pr(™[G] pour toutes les dérivées dont

I'ordre est m < n.

Finalement pour des groupes de Lie locaux, nous arrivons au théoréme du critére

infinitésimal qui conlue notre synthése.

Théoreme 3.1.4. Soit Sa le systéme composé de m équations auz dérivées partielles

d’ordre k :

Alx,u®y =0, 1=1,2,...,m,
qui sont définies dans M c E x U et dont la matrice de Jacobie

B(AY, ..., A™)

30x, 1) est toujours de rang m pour (z,u®) € Sa .

S5t G est un groupe de Lie local de transformations agissant sur M, et

pr“"[{l A’] =0, i=1I...,m, chaque fois que Al(x,u®)=o,

xun=o

pour tout générateur infinitésimal € € G, alors G est le groupe de symétrie de S..
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Suite & la définition (3.1.10) au théoréme (3.1.4), nous pouvons calculer ¢ (x,u) et

¢*(x,u) & 'aide d’un algorithme [21] qui se compose des étapes suivantes.

(1) Construire la k%M€ prolongation du champ de vecteurs X i I’aide de
®X]=X+ x, ul®) , 1<|J| <k,
pr®[X] = ;;m 305 1<l
ou les coefficients ¥ sont déterminés de maniére récurrente comme suit. D’abord les

coefficients de la premiére prolongation sont donnés par
p .
Yo = Diga(X,u) — Y _u§ Dig?(x,u),
=1

ol J; est un p-uplet composé de 1 a la jieme position et de zéros partout ailleurs, et
on introduit la dérivée totale :
q

i 6:1:’ Z ZuJ+J aua ’ 0< IJI < k.

a=1 J

Les prolongations d’ordres supérieurs sont calculées avec la relation de récurrence :
p .
Pt =D =Y ulyy Digf(x,0), |J[>1
j=1
Notons que les prolongations des champs de vecteurs sont linéaires et satisfont les
crochets de Lie :
pr®laX + Y] =apr® (X} + fpr®)[Y], ol a et 8 sont des constantes,
pr®X, Y] =[pr® [ X], pr®y]] .
Si I’ensemble {X} forme une algebre de Lie £ alors les prolongations de ces champs

de vecteurs engendrent aussi une algebre de Lie qui est isomorphe & L.

Selon cet algorithme, les variables z*,u® et u3 sont traitées comme des variables

indépendantes tandis que les variables dépendantes sont ¢ (x,u) et ¢, (x, u).

(2) Le systéme S. est équivalent & un systéme algébrique ot les m composantes du
vecteur u® sont renomées v!, ... ,v™. Celles-ci sont choisies, si c’est possible, telles

que chaque v* soit au moins la dérivée partielle de u® (a =1, ... ,q) par rapport & une
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seule des variables z* (i =1, ... ,p). Le systéme S peut alors se résoudre algébriquement
ou v* s’exprime en termes des composantes restantes de u*) que I’on note par w. Ainsi,

on obtient des relations v* = Si(x, w).

(3) On applique pr®[X] & chaque équation A‘(x,u®™) en imposant que

B x At = i, j=1,... m.
pr [ ]A-7=0 07 2,.7 17 7m

Cette condition nous garantie que le champ de vecteurs X est un élément de l’algébre
de symétrie £, autrement dit : u(x) est une solution de S, chaque fois que i(X) est
une solution de Sa. Ensuite on utilise les relations v = $i(x,w) calculées & 1’étape
(2) pour éliminer +* et toutes ses dérivées de sorte que les variables restantes soient
indépendantes les unes des autres. Le résultat final doit s’exprimer sous la forme d’un

polyndme en u§.

(4) Chaque coefficient des mondémes en u% doit étre posé comme nul, on obtient
alors pour les coefficients ¢ (x,u) et ¢q (x,u) un systéme habituellement surdéterminé

d’équations différentielles linéaires appelées les équations déterminantes.

(5) La résolution du systéme formé des équations déterminantes mene aux trois types

de solutions distinctes pour les symétries du systéme différentiel considéré :

(i) Le systeme déterminant admet seulement la solution triviale : ¢ (x,u) =0

et ¢, (X,u)=0. On a alors X =0 et g=o : i.e. la transformation identité.

(ii) La solution générale des équations déterminantes dépend de r constantes
d’intégration (r < co0). La dimension de I'algébre £ et du groupe G de symétrie est
gr g

dimfl =dimG =r.

(iii) La solution générale dépend de fonctions arbitraires. L’algebre et le

groupe de symétrie sont alors de dimension infinie.
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3.2 La méthode de réduction par symétrie des équations différentielles.

Dans cette section, nous introduisons la méthode de réduction par symétrie
(MRS) pour résoudre des équations différentielles & I’aide d’une définition et de deux

théoremes qui en sont le fondement. Ensuite, nous la résumons par un algorithme.

Définition 3.2.1. Soit G un groupe de symétrie d'un systéme d’EDP S. Une
solution u = f(x) de S est dite G-invariante si g-Ty =Ty, Yye G. Le graphe T; est

alors un ensemble G-invariant.

Théoreme 3.2.1. Considérons un groupe de symétrie G d’un systéeme S dont
Vaction est réguliére et qui donne des orbites de dimension r dans l’espace des vari-

ables indépendantes. Il existe trois possibilités pour les solutions de S:

(i). Toutes les solutions G-invariantes du systéme S sont obtenues en résolvant le
systeme réduit d’équations différentielles, noté A/G =0, en termes de p —r variables

indépendantes (r < p).

(i). Sir =p, les solutions G-invariantes sont obtenues en résolvant un systéme
d’équations algébriques.

(i11). Sir>p, il n’y a pas de solution G-invariante.

Théoréme 3.2.2. Supposons que G soit un groupe de Lie local de transformations

ayant comme champs de vecteurs :

r q

5} d
Xy = ng(x,u)axi + Zd",;(x’u)au_a’ k=1,....r,
i=1 o

=1

et @1, ... ,Qr sont les caractéristiques des champs de vecteurs X;, ..., X,.

Alors u est une solution G-invariante si et seulement si elle est une solution du
systéeme d’EDP du premier ordre :

P
. . ou”
Qf (x,uW) = gk (x.u) - > ek (x,u o =0, k=1....r; a=1..,.q.
1=1
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Le principe de base est de considérer un certain sous-groupe G, C G telle que
la solution du systéme d’équations différentielles soit invariante sous P’action de G,
(au lieu de la transformer en une autre solution). Cependant ce principe d’invariance
impose des contraintes sur la solution qui débouchent sur des équations aux dérivées
partielles linéaires du premier ordre. En résolvant ces contraintes, nous obtenons des

solutions qui aprés les avoir substituées dans le systéme de départ, le simplifient.

La méthode de réduction par symétrie MRS consiste principalement & réduire le
nombre de variables indépendantes de maniére & obtenir un systéme d’équations
différentielles ordinaires (EDO), voire méme un systéme d’équations algébriques.
Différents sous-groupes G, ménent 4 des solutions différentes, mais deux sous-groupes
conjugués a un méme groupe G menent & des réductions équivalentes. Il est donc

important d’en faire une classification.

Généralement, il n’est pas nécéssaire de prendre tous les sous-groupes de G, on tient
seulement compte de ceux qui agissent de facon appropriée dans I’espace M ~ E x
U. En fait, n’importe lequel des sous groupes G, ¢ G va agir sur I’espace M et
conséquemment associer certaines orbites dans cet espace. Ceci implique qu’il existe
des invariants I; (x,u) fonctionnellement indépendants dont leur nombre N =p4q—r
est égal & la codimension des orbites génériques (de dimension r) résultant de Paction
de G, sur 'espace M. Ces invariants forment une base {I; (x,u), ..., Iy (X, u)}. Puisque
les coeflicients &(x, u) des champs vectoriels X, sont indépendants des dérivées de u®;
l'action du groupe de symétrie est dite projective, la base des invariants comporte

deux parties :

{11 ), e s Ty (%) [ Tpergs (5,0), - ey (X, u)}.

Le sous-groupe G, C G nous donne des solutions explicites du groupe invariant si les

invariants satisfont aux deux conditions suivantes :

(i) Les N invariants existent et dépendent seulement des variables indépendantes *j,

on les appelle les variables de symétrie dénotées par 7, ... ,7,_,
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(ii) Il existe ¢ autres invariants tel que le Jacobien correspondant ne soit pas nul :

T; ;
det[%]#O, i=p—r+1,...,p+q; a=1,...,q. (3.2.1)

Si ces deux conditions sont satisfaites, les ¢ invariants s’expriment sous la forme

Np—r+3 (X7 u) = E? (771 (X)1 cee sy Np—r (X)) ) .7 = 17 a4, (3-22)
ou F; sont des fonctions arbitraires dépendantes des variables de symétrie 71, . .. s Thp—r-

En vertu de (3.2.1) et du théoréme des fonctions implicites, il est possible de résoudre

le systéme (3.2.2) en termes des variables dépendantes ;
= UNF @), o Fy (@), 71, .. 3p), L=1,....q, (3.2.3)

ouf=(m,...,M-r) €t U' sont des fonctions arbitraires.

En substituant «' dans le systéme de départ, nous obtenons un systéme d’équations
pour F,; p = 1,...,q, ne comprenant que les variables de symétries. Les vari-
ables indépendantes x qui ne peuvent étre exprimées en terme des variables de
symétries seront éliminées des équations réduites. L’explication réside dans le fait que
{nj, F.} forme un ensemble complet d’invariants pour la transformation du groupe G

et conséquemment

{ dF, 0°F,

n;, P, —£, —2 ... forme un ensemble complet d’invariants pour pr®)G.
noE On; " On;0n; } P

Les équations réduites sont alors de la forme

~ 8F, 0%F,
Aj (nj,Fu,%,anjani,... =0.

Voici les étapes & suivre pour effectuer la MRS pour le systéme Sa.

(1) Déterminer le groupe de symétrie du systéme d’EDP S & l'aide de Palgorithme
décrit dans la derniére section. Cette tiche peut étre en grande partie accomplie par

des programmes informatiques ; [5], [21].
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(2) Classifier tous les sous-groupes G, c G par classes de conjugaison. Ensuite les
ordonner suivant leur dimension égale ou inférieure & r. Choisir un représentant G,

de chacune des classes de conjugaison.

(3) Pour chaque représentant des sous-groupes G,, déterminer les invariants de chaque
sous-groupe G, agissant dans l’espace M ~ E x U. Ceux-ci sont calculer en résolvant

le systeme d’EDP du premier ordre
Xk[H(x,u)] =0, k=1,...,r,

ou X, est un champ de vecteurs de ’algébre de Lie associée & G, qui agit sur une

certaine fonction arbitraire H(x,u).

(4) Substituer «' dans le systéme de départ S, on obtient alors le systéeme réduit

d’équations différentielles, noté par A,/G =0, pour Fi, ...  Fy.

(5) Résoudre le systéme réduit dont les solutions substituer dans Pexpression (3.2.3)
donne les solutions G-invariantes du systéme de départ S. Appliquer une transforma-
tion générale de groupe de symétrie au résultat. Cela donnera une famille de solutions

particulieres.
3.2.1 Conditions frontiéres.

Nous terminons cette section en faisant certaines remarques sur les conditions
frontieres qui peuvent étre imposées aux solutions obtenues par la MRS, notamment

concernant les solutions stationnaires [40)].

Une solution stationnaire (pour ¢ = t,) d’un systéme d’EDP S est spécifiée en imposant
de maniére appropriée les conditions frontieres pour le cas étudier sur une frontiere
donnée F dans I'espace euclidien & trois dimensions. La surface F et les conditions
frontiéres imposées sur celle-ci ne sont pas nécéssairement invariantes sous l’action
du groupe de symétrie G. Les conditions frontiéres vont alors briser la symeétrie et les
solutions obtenues sont invariantes sous l’action de certains sous-groupes de G. En

regle générale, les conditions frontiéres génériques brisent entiérement la symétrie du
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probleme et les solutions correspondantes sont invariantes sous ’action de 1’élément

identité d’un certain sous-groupe de G.

La méthode de réduction par symétrie nous fournit des solutions particulieres qui sont
invariantes sous I’action de certains sous-groupes (non triviaux) G, c G. Cependant,
cela entraine de séveéres restrictions sur les conditions frontiéres. Conséquemment,
la surface F doit étre une orbite du sous-groupe G, dans Pespace euclidien et les
conditions frontiéres sur F doivent étre compatibles avec le groupe de symétrie G,.
En particulier, si la réduction conduit & une EDO du premier ordre, la condition

ayant la forme u = ¢(£))(x) implique que la surface F soit déterminée par Péquation

£(z,y,2)=¢&  pourt=t,. (3.2.4)

Dans le cas d’'une EDO du second ordre, la solution correspondante est déterminée

en imposant deux conditions initiales que I'on peut spécifier par
dP
P (50) = Po; E(Eo) = Qo . (32.5)

Selon I'expression u = ¢(£)Y(x), les conditions frontiéres pour u(t,, z,y,z), qui sont
compatibles avec le groupe de symétrie G,, s’expriment sous la forme
vy = ¢ (z,y, Z)I P,. (3.2.6)

£=&o £=&o

Les conditions frontiéres permises sont soit des plans, des cylindres, des sphéres, des

hyperboloides, des cones, des demi-plans et des surfaces hélicoidales.

En résumé : pour une solution G-invariante u (x), le groupes d’invariance G, détermine
la variable ¢ (x) et le multiplicateur ¢ (x). Les conditions frontieres ne peuvent étre
imposées que sur les surfaces de niveaux de 'invariant ¢ comme (3.2.4). La fonction
P (¢) satisfait ’ODE obtenue par réduction et la solution spécifique va dépendre de
deux constantes P, et Q, figurant dans les conditions frontieres (3.2.6). Le choix de ces
constantes va nous indiquer si les fonctions sont finies ou possédent des singularités,

réelles ou complexes, périodiques ou non périodiques, etc.
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3.3 La M.R.S appliquée aux équations de la MHD.

L’objectif de cette section est de trouver des solutions G-invariantes du systeme
MHD (1.1.17) a 'aide de la MRS qui se résume & ’algorithme donné dans la sec-
tion précédente. En premier lieu, faisons un bref bilan du travail jusqu’a main-
tenant accompli. Les deux premiéres étapes de la MRS ont déja été complétées par
A.M. Grundland et al. [16], [17]: ceux-ci ont d’abord déterminé V'algebre de symétrie
du systeme MHD qui est engendrée par les 13 générateurs tels que donnés dans
Iintroduction, puis ils ont classifié les sous-algébres du type similitude galiléenne

par classes de conjugaison dont les dimensions varient entre 1 et 4 inclusivement.

Notre tache est de compléter les étapes 3,4 et 5 de la MRS. En particulier, les étapes
intermédiaires 3 et 4 qui consistent successivement A calculer les N — p+q—r invariants
de chaque représentant des sous-algébres de dimension r = 3 qui proviennent des clas-
sifications ci-haut mentionnnées et d’en extraire les orbites de groupe correspondantes
qui s’expriment en fonction d’une seule variable de symétrie. Dans le tableau (3.1),
nous avons dressé la liste des sous-algebres suivant les différents types de variables de

symétrie obtenues.

Ensuite, pour chacune de ces 104 sous-algebres de dimension trois, on substitue dans
le systéme MHD les orbites de groupe pour finalement obtenir un systéme réduit (on
en a calculé 92) composé d’EDO. En dernier lieu, il nous reste & résoudre chaque
systeme réduit surdéterminé qui se compose dans notre cas de neuf EDO pour huit
inconnues et qui meéne finalement aux solutions G-invariantes. Nous avons regroupé
ensemble certains systémes réduits qui ont en commun la méme équation reliée 3 la
contrainte différentielle V- # = 0. 1l s’avere que la résolution de ces systemes réduits

ainsi regroupés est tres similaire. Nous en donnons la liste dans les tableaux (3.2)-(3.5).
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Tableau 3.1. Liste des variables de symétrie (variables indépendantes) des sous-

algebres de la MHD dont la dimension est trois et la codimension dans espace des

variables indépendantes est un ; a et v € IR.

Variables de symétrie

No. des sous-algebres

s=t M3,77M3,8,M3,9,M3,10>M3,141M3,151M3,52aM3,537M3,547M3,567M3,897M3,92
s=y M3 24
s=1z M3,4,M3,12,M3 23, M3 42,M3 43,M3 g5
s =2"/t, Ms3,18,M3,28,M3,33,M3,37,M3 38, M3 48, M3, 49, M3 83, M3 83, M3 g0
s=uzfy M3,17,M3,10,M3 26, M3 37,M3 63,M3 94

s = zeXp |at]

M3 29,M3 34, M3 53

s=alnft]+ 2

M3,25,M3,44,M3 45, M3 46, M3 47,M3 86 M3 57,M3 o1

s =In[t] - IT'

M3,20,M3,21,M3 36, M3 39, M3 40,M3 41 M3 84, M3 93

s=pB(z— 3t%) —ay M3 2, M3 13
1pt2_Bz+
s = 2Pt =Bty M3 50,M3 55

z

5= VTR

M3, M3,5,M3,31,M3,60,M3 70,M3 71,M3,96,M3 97, M3 0g

A /_,L-2+y2

s =t

M3 64, M3 66,M3,67,M3,74,M5 95,M3 90

S = Z

Mj 65,M3 72, M3 73, M3 77,M3 g1, M3 104

= V22 + y2 exp [ay)]

Ma,ao,Ma,az,Ma,ss,Ma,m M3 80, M3 102

s
s= —p—“z2t+y2 exp [ay] M3,78,M3 82, M3 101,M3 103
s = /1% +y2exp oy + Bt M3.75,M3 76
- vty Ms 100

5= z—t/2
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Tableau 3.2. Solutions des systémes réduits ayant en commun comme contrainte

sur les composantes de H

Hy =0 ol Z, € IR.
Variables de symétrie No. des sous-algebres
s=t M3,7,M3.8,M3.9,M310,M3 14,M3,15,M3 52,M3 g2
s=2z M3 19,M3 85
o=z—3t? M3

s=zet M3 29, M3 34, M3 51

s=aln|t]+z M3 g6,M3 87, M3,01

s=alnft] - 2 Ms3,21,M3,36,M3,03
s=Z Ms3,18,M3 28, M3 33, M3 48, M3 49, M3 85, M3 90

Dans le tableau (3.2), nous avons regroupé tous les systémes réduits ayant en
commun la relation Z, = 0; cela implique que le champ magnétique n’a que deux
composantes H = (Hy, H,0). Pour les sous-algebres ayant pour variable de symétrie
s = t, nous avons pu résoudre complétement les systémes réduits & 1'exception des
sous-algebres Mj s, et Mz g, pour lesquelles nous aboutissons & des EDO du second
ordre non-linéaires qui ne possédent pas les propriétés de Painlevé. Pour le reste
des sous-algebres, nous sommes arrivé par éliminations et substitutions & une seule
équation de type intégro-différentielle qu’il est possible de résoudre dans certains cas.
Nous en donnons 'exemple pour les sous-algebres Msgs et Msgo; qui menent & des

solutions non-triviales.



Msz; {Js+ 1Kz + aaPs + a3H, K1 + P, K2 — P}

variable de symétrie: s =t

Soient les fonctions suivantes
= / NGRSl
(alt +ag)s’
A =A[(t% + 1) (a1t + ap)]1=") |

_ R, [ P Mo, XZ] o3 X2 Infoyt + ag] 1e2A /
GERCE ag) (oat + ap) 2a17r 2027 (ot + ag)
v 1 2 _ z
V =V, Sos In[(ant + a2)(t* + 1)R], 0=V it o)’

1 a? X2 a
W= — a2t +402 [ dtA(t 220 t —L
2a3(a1t + az) [170 @it +4eg ®+ a? 2m nloat+ ol | + 203’

X=X, T
(a1t+a2)

Y =Y, + arctan(t) + V.

Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algebre sont :

_ 2&32
ek

23z

— 1 AR,
(alt + ag):'

_—

(z—U sinf) + (y — UcosO)
241
t{y—Uycos8) — (z - U, smB)

- 2+ 1

-z W,
(alt + az)

_ 3z R _ z
Hi=exp [(a]t+a2)]Xsm (Y (alt+az)> '
a3z

z
Hz =exp [(a1t+a2)J X cos (Y " loat+ a2)) ’

H3 0-

ou A,, R,, U,, et X, >0; V,, 1, € IR; a3 > 0; v, 13 € IR.
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(ert + a2)2]



Msg; {Ja+a1Ps+ ooH, Ky + P, Ko — P}

variable de symétrie: s =¢

Soient les fonctions suivantes
A=A, (t? +1)09)
R, pLa%s af X2, o3
(t2+1)exp[ Wt+ 47rt +4—2/dt/d§A(§) ,
V=Vo+——°t————[/dt/d£A ]
9— V+—t——[/dt/d§A } Z
1

ap X2
w=w, - 222 [ giq4) - 22 %o,
o O mad

Y Y+V+arctan(t)+mt-—[/dt/dgA(§)+ ]

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont :

p=exp [2&22] R,

(23]
p=Ap,

t(:r — U, sin8) + (y — U, cos 0)
241

Hy — U, cos8) — (z — U, sin 8)
t2+1 ’

v =

w =W,

Hl_exp[ z]\/ﬁsin (Y——z-> )

1 (23]

H2=exp[ z]\/ﬁcos (Y——Z-) )
1 a

H; =0,

ou A, R,, Uy, et X,>0; V,, Y, € IR; o, >0, ay € IR.
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Ms,o; {J3 + K3+ a1 Py + a2 H, K, K5}

variable de symétrie: s = ¢
Soient les fonctions suivantes
A=A ra)i, 10 = [ a4,

R, -1
R=war a,)exp[(t n al)[

Xg] _ X_fln[t +a1]

5 Zo
A+ e+ 2 (t+ o)

1(2)
2

1 Vo
Vz_Eln[tz(t+al)R:| H

1 2 2 X2
e — t —=1
w Soalt + o) [5a1+770+4a2/d A(t) + a3 o nt + o]l ,

R
X =Xo T: 1 N
(t+ 1)
1 Y,
Y=o tm [t2(t +a1)R] ‘

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont :

—ex [ 2009z ]
p— p (t+0’1) )
p=Ap,

uzl[:z:—Uosin<V— z )],
t al+t
v=1[y—Uocos(V— z )],
t a1+t
z
w=W + ,

H3 :07

ou Ao. Ro. Upu €6 X, >0; V,, ,, X, €t Y, € IR; oy, o € IR.
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Mjs10; {J3+ Ps+aH, Ky, Kb}

variable de symétrie: s =t

Soient les fonctions suivantes

& 2 24, $2(1—x) X 2

2 exp[a [(3_25)(2_,{) + t°+Cot| pour «#3/2,2
Bo exp |a2]44, [ a1 Xo o C =
72 €XP | 0 nlt] + Et +Cot| pour k=3/2,
Rot—(1+4cx2Aa) exp [a2X2

o2 L Ot =2,
yeL ] pour «

24, 2(1 K) 3 _ Co
B [(3 or ) +— 7r 20 pour «#2,
- X2 C,
—x [QA ln[t] + ] 2—a‘ pour k=2.

Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algebre sont

p =62az R,

p=A,t>0"")p,

u=£—%szn (Vo—lln[t\/ﬁ] —z> ,
t t o

v=" - %cos (Vo—lln[t\/l_%} —z) ,
t t o

w =W

Hy =X,e**/R sin (Yo 1l [t\/ﬁ] - z) ,

«
Hy =X,e**V/Rcos (Y,, — éln [t\/ﬁ} - z) ,

H3 :07

ou A,, Ro, Uy, et X, >0; V,, C,, Y, € IR; a € IR*.



M3 145 {J3 + Ps + aH, P, Py}

variable de symétrie: s = ¢

Soient les fonctions suivantes

107

2
R=R,exp [a2[2Ao+— t2+—°-t], V=Vo—a[2Ao+%‘r’-]t2+—%t, Y=Y, +V.

Xg} c

4T 2x 2o

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont :

p=e*R, u=U,sin(V - z), H; = X,e**/Rsin Y -2),
p=A.p, v="U,cos(V - z), Hy = Xoe**vVRcos (Y ~ z) ,
1 \ X2
w=—+—|Co+0a*|44, + =2|t], H3 =0,
2 2T

ou A4,, R,, U,, et X, > 0; V,, C,, Y, € IR*; a € IR".

M3z 15; {Js + K3 + aH, P, Py}

variable de symétrie: s =¢

Soient les fonctions suivantes

A= A=),
4a’%A, _K X2nt] 2« aX?
&tlexp [mt —02—2?—13[‘—]'—7[W0+ . ] pour Ii# 1,2,
R, —2a X2 2 X2 In[t]
R= ~ eXp [T[W" + a(24, + E)] — a*[4A, + W]T pour k=2,

R, —% X2 L, X2nf
exp l:-t—["Vo -+ a—] — g'—t——

teray o J pour ®=1,

V=Vo——1—ln[tR], Y=Y, +V.
2cx

2
W, + F2a507) 4 f—; In[t] pour k#2,
2

W= X
Wo+a [2Ao + 2—7‘;] Inft] pour k=2,

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont :

p=e* TR, u=Uosin(V—f), H1=Xoe°%ﬁsin(Y—
p=Ap, v:Uocos(V—%), HQ:Xoe"%\/?sin(Y~
w=2—1’V H3=0,

t b

Aoy Ry, Up. Xo>0;V,, W,, Y, € IR; a € IR.

z

z

i)
i)
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Msse; {F+G+aH,K; + Py, P}

variable de symétrie: s =¢
Il existe trois types de solutions MHD qui sont liés aux valeurs de a € IR.

(I) Sia#{1}. Soit v=1/(2a—1),

p=2""DR, u=y—zV, (U, +t)R”, Hy = 2°Yo(Xo + t) RAOH),
p= ZQaAo R—(x+2a)u , v = V,,z RY , H2 — zaYoRu(1+a) ,
z R
YT %-1R’ H; =0.

La fonction R est déterminée par 'EDO

2
RR" +2a(R')? + 20(1 — 2a) A, R*"+4) 4 o(20 — 1) % [(t + X,)% + 1] Rve+3) — g,

avec la contrainte que R(s) >0, 4,, U,, X,>0; V,, Y, € IR.

(IT) Sia=1, . Soit p=1/(k+1)

R, s
p==2, u=y—zV,(U, +1t) A", Hy =21 Y,(X, +1) A%»,
p=zA, v=V,z A", Hy=21Y, A%m,

z A
w_[{,—}-li H3=O

La fonction A est déterminée par ’'EDO

(k+1) 3 (r+1D¥2

" o_ n2
AA" — k(A + R, ST R,

[(t + Xo)* + 1) A#G+2%) — ¢

avec la contrainte que A(s) >0, A,, U,, X, > 0; Vo, Y, € IR.

(ITI) Si a =0,
p= g, Wott) ey z TotVot) i _ Xot+ (Yo = Z,U,)t
0A22 bl W0+t ? 1 Y Z‘/Vv-*-t ,
p:'—o.y v = il ) H2= o 00t1
(W, + t)~ W, +1t W, +t
z
AT Ha= 2,

avec A,, R,, Uy, et X, >0, V,, W,, Y,. Z, € IR.
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Ms92; {1 +01(F 4+ G)+ ayH, Ky + P, K> — P}

variable de symétrie: s =1t
Il existe deux types de solutions liés aux valeurs des coefficients o, et .

I) Soit 8 =203 —a; #0. On introduit d’abord les fonctions suivantes
U =U,[(t* + 1)R|™/*
V=V, —1zn[(t2+1)R] 0=V — L inj]
o ﬂ bl al ’
X =X, (t? + 1)%/B Rlen+aa)/B
Y =arctan(t) +V .
Les solutions du systéeme MHD associées & cette sous-algébre sont :

p — 201 /(az—a1) R,

y4 =A, (t2 + 1)a R(2a2+l€¢11)/ﬂ ol o= 2[(&1 — c[xB2)K, — a2] ,

u_t(z—zUsin0)+ (y — zU cos 6)
t2+1 ’

v :t(y—zUCOSG) — (z — zU sin#)
t2+1 '

N VRRCEE
. 1
Hy =2%2/*1 X gin (Y —-— ln[z]) ,
(231
Hy =2%2/°1 X cos (Y L ln[z]) ,
(251
H; =0.

La fonction R est déterminée par ’'EDO :

2 2 t 2 4da o a
RR" — %(R')Z’ - a_ﬂ T PR~ 2o du(i +1)" B - ﬂag%(ﬁ +1)7F pUEL
1
—z[2at4+(2a + a1)t? + o — 20] 7 =0
Ble 2 1 1 2 @ 1
ol b= 2==+4e2 avec R(s) > 0; Ao, Ro, Uy, €6 X, > 0; Vy, W,, Y, € IR; ag £ 0; as € IR
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IT) Pour le cas particulier ott @; = 2a,. Introduisons les fonctions suivantes

U =U,[(t? +1)A4] 7Y/ (=+1)

— 1 2
Vv _‘/o m In [(t + I)A:I ,
0=V - Linpy,
251

X =Xo(t2 + 1)(1—2&)/(n+1) RB/(;:+1) ,

Y =arctan(t) + V.

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont :

— Ro
p_z(tz—l—l) ’
p=zA,

t(z — 2U sin @) + (y — 2U cos §)
“= 2 +1 ’
v :t(y— zU cos 0) — (x — zU sin 6)

t2+1 '
_ z A 2t
YT R [TL <t2+1)]’

Hi =7 X sin (Y - al ln[z]) ,
1

Hy; =/z X cos (Y 1 ln[z]) ,
a

H; =0.

La fonction A est déterminée par 'EDO :

n_(£+2) n2_ 1 2t . Xz ., Com) i2a  (k+1) , 3
N S L iy oy vy ey G AR A o (DA
1 4 2 A

ou A(s)>0; R,, Uy, €t X, >0; V,, W,, Y, € IR; a1 =209 #0; o7 € IR.



M3 12; {Js+ P, + H, P, Py}

variable de symétrie: s = z

Les solutions MHD associées a cette sous-algébre sont

R, ds
p=WeXp [2at—2a/W] )
oo 8]
u=Uosin(/$—t+Va) )
v:U,,cos(/%—t-f-%) )

w =W,
X, ds] . ds
H, =Wexp [at—a/WJ sm(/w-i-)’o—t) ,
Xo ds ds
Hz—W-exp [at—a/w} cos(/w-i-Yo—t) s

H; =0.

p=

La fonction W est donnée implicitement par

( X2 Xz 4 1 1 8wA,
Zo __ [} = - — (2—x)
Wg: (mo RO)QFI(<2—n>’1’“(2—-n>’ reald )
4 _87rA,J
@ r X2

2 4
~2wi,R ( 1,14
s+ 5, =1¢ K (2—x)

2 2
[ (2A +X—>] W(R W2+X——2A) pour k=2,
\

oll A, >0, Ry >0, 85, Up, Vo, Xo €t Y, €eIR; 0, >0, B#0, @ € IR.
M3gs; {G+oaH, Ky, Ky}

variable de symétrie: s = z

Pour cette sous-algebre, nous obtenons deux types de solution MHD.

_—t“"’“exp[ a—2)/ }

A o
P=n 2 e)\p[2(a—x)/w],

I ac R

111

(3.3.1)
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u:—-”_tU , H1=%V"-t_°‘exp [(a—l)f%] y
v=%v", sz%’vﬂt“"exp[(a—l)f%],
w=—v¥-, H3=0.

La fonction W est déterminée par ’équation intégro-différentielle

A ds X2 ds
3w _1w3y fle A 4 (2~x) _ il o ’ . 200
wWew'-w +Ro[2(a Kk)—cW'|W exp [2(2 K)/W]+47rR,, W' +a—1] exp [3/W] 0
ol A, >0, R,>0,U,, V, et X, € IR.
Nous pouvons résoudre cette équation en posant que
W =s+C,, ou CrelR.

Ce qui fixe x =2 et la constante 4, = aX2/8r(3 — a) avec 0 < a < 3.

p= Rot_2a(s + Cz)(Za——S) ’ u= #J'g ’ Hl = _){{?xe(s + C2)a—1
p= Aot—2a(s + CZ)_2(Q—-3) ) v= Il—tvo ) H2 = %"(S + 02)0—1 ’
w = 21Cy H3 = 0,

IT) Pour « =2, nous considérerons Z, + 0 et ainsi obtenir les solution suivantes

z 1 Z, X
p=R, v=y ey Xl Hi=g,
" s y 1 Z, Y
p=tt () ewe-nrg]. v=i-lv-Zv,  m-,
R, Z,
Y Re Hs=2

ol nous avons introduit les fonctions

X_& R ex _1_/ Rds Y—E R ex i Rds
TR 1-nR PR T-wA TR -nA PR, | TRl

ol A, >0, R, Uy, V, Xo, Yo, Zo € IR; 9, = Z2/4wR2 . La fonction R satisfait la relation

(1 -7 R) [Rﬁ +(C,—R, s)RJ+% (1 -7, R) R"*VD exp [@ /R ds]
(X2+Y2) 2 Rds ] _
T aem B R i =Y

avec la condition que R(s) >0, C, € IR
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M3 115 {K3+ 8P, + oy Js + aoH, Py, Py}
. Ly t2
variable de symétrie: s = z — —

2

Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont

Ro 2&2 202 ds
r=gew 55 [ 7],

A, 20 2ay [ ds
p=ipzow |57 [

. (a1 [ ds o
u=U,sin| — —+Vo——t),
( BJ W B

aq ds (23}
v=U,cos | — _+Vo__t) )
< BJ W B

w B BJW B B
X, as ay [ ds ay [ds ap
H, —W €EXp [F — —ﬁ— W] C (F —+Y,— B t) y
H; =0

La fonction W est donnée implicitement par

( X3 X2 4 1 1 8rA
= - % 4+ — —_— _t _SMAo k)
aWR,, (’KAO+R0) 2 Fy ((2—l€)7171+(2—n)’ X2 )
204 4 4 8T Ao (o
e —_ - w2—x)
S+SO:':J HW2F1((2_K),171+(2_K)1 Xg ) pOUI‘ K,%2,
2 -1 2
o (2,4 28)] " (Bowe + 22 _5) pour -2,
\ 4n 4 4

(3.3.2)

ou A, >0, Ry >0, 50, Uy, Vo, Xo€t Y, €IR; 0, >0, 8+#0, az € IR.
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Mspo; {F +G 4 BP,+aH, Py, P}
variable de symétrie: s = ze™#
Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont:

=g ow [ Fpteea - [ 5],

A, 2at ds
p=GNexp[——2 +)/ ]

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle :

G3G' +2G® + sG? — ER&[»:G’M +2a]G*) exp [—(1 + k) / %J +

_BXZ4YD) _ /ds _
_W[G+1+a]exp 3 < | =0

Ry>0,A4,>0,U,, Vi, X, et Y, € IR; B£0 ;ac IR.
M3 34; {Ja+ oy (F + G)+ P, + axH, Py, P}

variable de symétrie: s = ze— 1t
Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algebre sont:

R, d
p:_G'_ €Xp [2((12 — a])t+ (a1 - 200)/ C;j! y

Ao d
P=Gr XP [Qagt + (kay + 20) / ESJ ,
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%)

%)

e ot [ £ [ 2 1, 4).
J&le([Grwm),

v =U, exp [alt —o

w =e™? [G + als] ,

X, ds] . d
H, =5 €Xp [agt—(a1+a2)/Es} sm(/ES-FYo—t) )
X, d d
Hz:—G—exp [azt—(01+az)/53'J COS(/ZSWLY;_t) ’

H3; =0.
La fonction G est déterminée par ’équation intégro-différentielle

G3G' + 204 G2 + a%s G? - é [nG’ + 205 + nal] G2 exp [—al (k+1) / %J

R,
X2 d
~ IR [G'+a1+a2] exp[ 3a1/53] =0

ol A, >0,R,>0,U,, V,, Xoet Y, € IR, 0y #0 ; a; € IR.

M3 51; {F+G+vP, +aH, K1+ 8P, P}

. 2. —L
variable de symétrie: s = ze™>

Les solutions MHD associées & cette sous-algeébre sont données par :

p=%exp [@H—(l—?a)/%]’

p— [2at (20 + )/ds]

1 t ds
u=ﬁ [y—ev U, exp [—/—é—H ,
v =e¥ V,exp [_/%@],

t
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La fonction G est déterminée par ’équation intégro-différentielle :

G3G'+2G3 + sG? — %[K,G, + K+ 2a]G?~ exp [—(1 + k) / -%f] +

el ool ([ § an) [ 4]

R,>0,A,>0,U,, Vo, Xoet Y, €eIR, v#0 ;a € IR.

Msg6; {G+ P+ 01 P3 + a2 H Ky, K»}

variable de symétrie: s = oy In[t] + 2

Les solutions MHD associées a cette sous-algeébre sont données par

Ro o120 d
:E-t“1 2e2) exp [2(012 —-2) /68],

Ao o d

—%ln[t]—i—m U+/ gs},
y—V,

v b
i
G—al

w =

H, :—)-(G—"t 2 exp [(a2 -1) /%} ,
=g exp (e -1) [ 2],
H; =0.
La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle :
GG ~ G+ G? - [nG' + 2(a — 2)] G279 exp [ — K) / ds]

2 2
—%}L")[G'+l—ag]exp[2/%] =0.

R,>0,A4,>0,U,, Vo, X, et Y, € IR, a) >0; a; € IR.
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M3 g7; {G+ B8P3+ aH,K,, Ky}

variable de symétrie: s = Bin[t] + 2
Les solutions MHD associées & cette sous-algébre sont données par
__Bg 2(1-2a) ds
p—Gt exp |2(a 2)/G ,

Ao, 9 ds
D —Ezt exp [—2((1 —K) /E} ,

z—-U,
u = : y
y_Vo
v = : y
G-p
w5

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle :

G3GI _ G3+ﬂ02 _ %0_ [KG,+2(Q_2)] G(?"") exp [2(2— K) /“é—s]"*'

_(X2+Y2)

: ds| _
A R G +1—a]exp[2/G =0.

R,>0,A4,>0,U,,V,, X,et Y, e IR, 3>0; ac IR.
Ms01; {Ja+ a1(F 4+ G) + P, + a2 H, K1, K>}
variable de symétrie:s = vinft]+z ou v=2£
Les solutions MHD sont
Ry 51— va ds
p =—5t2(1 2) exp [2(1/&2 - 2) /6] s

Ao d
p:at 2vaz exp [2(1/(12_’{') /ES:I,
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zr U, . ds
u=?—Tsm(Va—u/E+uln[t]),
Ly U ds
v=1-3 cos(V,,—u/G—i—Vln[t]),
wz}-[G—u},
t

_Xo,—va, ds| . ds
H,; ——G—t exp [—u(a2 + 1)/6} sin (Yo - u/ el +1/ln[t]) ,

X, ds ds
—__Cy—rvay _ ot — -
H, = e t exp [ v(ag + 1)/ G’] cos (Yo u/ e + uln[t]) ,

Hj3 =0.
La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle

GG - G* +vG? - % [KG' +2(k — ua2)]c:(2-~> exp [2(2 —K) / %]
’Yo2 ’ ds
- irR. ,:G + l/(az + 1)] exp [4 + 2(2 — V)/E] =0,

ol A,, Ry, Us, Xo >0, V, €t Y, € IR; oy, as € IR, B # 0.

Pour résoudre cette équation intégro-différentielle, nous posons que
G=Cis+Cy ou Cy, Cy € IR.

Il en résulte les solutions MHD particuliéres suivantes

p =Rot2(l——uag)(cls + Cz)(2ua2—5) ,

P :Aot—2ua2 (Cls + 02)(2V(12—3N) ,

u=2_ %sin (Vo—i-uln[EJ) ,
t t s
v=Y —%cos <V0+uln[£}) ,
t t s

1
w=?[Cls+C'2——uJ ,

H, = Xo (Cys + Cz)_"("‘z‘*l)_l sin (Yo +vin EJ) ,

X, t
Hy =—2(Cys + Cy)~¥(@2+1)=1 o6 (Y., +vin H) ,
S

tl/(\'2

H; =0.
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On distingue quatre types de solutions MHD qui correspondent aux valeurs de C;.
l.a) Ci=1, k=4/3, v =1/(1+ 203).
La constante R, est reliée & A, et X, par la relation
X2
R, = (30 +2) [2A., + 4—;] ;
indiquant un couplage entre la densité et la pression du fluide, et le champ magnétique.
La valeur particuliére o, = —1/2 implique que X, = 0 : ce qui correspond au cas
hydrodynamique. a» € ]-2/3,-1/2[ U ]-1/2, +oo]
1.b) Ci=1,k=4/3, v = —1/(1 + o).
La constante R, est donnée par

R, = —2(3a3 + 2)A,,

ol a3 < —2/3, A, > 0. Le champ magnétique H produit une force de Lorentz nulle.

_22-k) B 6
2.a). Cl = p , K= m

Les constantes A4, et X, sont données par

_ vCE s 47CHCy - 1)R,
T [k +2(k —vag)]’ ° 4yl +1)]

ici il y a couplage entre la densité du fluide et le champ magnétique.

_(4=0y)

2b). Ci=2-v(1+a), K_(C'1+2)'

Les constantes R, et X, sont données par

_[r+2(k — vay))

Ro= Tl grin 4,y tmO
-

* T N+ v(e+1)

Ms,21; {F + BK3 +aH, Py, P2}

variable de symétrie: s = Bin[t] - 2
Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont données par
Ro 2c dS
P ——(—;—t exp [—(2&-{- 1) /EJ ,

—A°t2"ex (2a + -)/ ds
p_a p @+ K G
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uw="U,, le%ntaexp[—(a-i-l)f%],
’U=Vo, sz%ﬂ-taexp[—(a+1)f%},
w=FIn[t]+ 8 — (G +s), H3;=0.

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle

ds] (X2 +Y2)

3/_2_A(2—~) ' / ' ds| _
G*|G'+1]-BG*+(1 )RG [1+G']exp |(1-k) e - [1+o+G'lexp {— c|=0

R,>0,A4,>0,U,, V,, X, et Y, eIR, B+#0; a € IR.
M3 36; {J3+a1F + K3 + a2H, P, Py}

variable de symétrie: s = L In]t] — 2
ay
Les solutions MHD sont
R, 222 2 ds
=gt exp [—5(02 +a1)/5} )

Aoz oy 3( + )/E
p_G" P o Q2 + Koy cl

u:erxp[—/c(i;]sm( +“—/——a—ll [t]),

v =U, exp [— / %J cos (V + = -c—iG—s— - El_ ln[t]) ,
1

1 1
:a—lln[t] + o (G + 3],

X, o2 ds 1 ds 1
H, —Et 1 exp [——(02 +Q1)/E] sin (Yo + — reim a—lln[t]) ,
X, =2 ds 1 ds 1
H, =Et 1 exp [——(ag + al)/E] cos (Yo + Yein Zl- ln[t]) ,
H; =0.

La fonction G est déterminée par 1’équation intégro-différentielle
G? A 2c ds
3¢/ 3_ 2 Lo 1y 202 (2~x) - il
G°G'+ G P Ro[nG+ o +K]G exp[(l n)/ J
X2 [ ds

ouAd,>0,R,>0,U,, V,, X,et Y, € IR, &1 #0, ar € IR.
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Ms3; {J3+arF + K3+ axH, K1, K5}

variable de symétrie: s = L in[t] — 2

Les solutions MHD sont
_Ro 222 1 ds
14 —E-t 1 exXp [—Zl—(2a2 +a1)/EJ y

Ao 222 1 ds
p—ﬁt 1 eXp [—a—1(2a2+3na1)/6] ,

crf ol [ 2]on(s &[5 )

_Y_ _ [ ds _ L
V=3 erxp[ /G]cos(Vo—i- e alln[t])

w=—lnft] + L —[G+4],
(5] (a3}

H, =£. tglz exp [—-i(a2 +2a1)/ ] sin (Y -+ —/—'— - —ln[t]) )
(23] 251

e

G
X, o2 1 1 ds 1
=—te - - o - -~ - )
H, o I exp [ -~ (a2 + 2a1)/ GJ cos (Y + o) T o ln[t])
Hj3 =0.

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle

2
GSG’+03—G——A—[ G'+——+3K}G(2‘”)exp[ 1~n)/ds]

Qi ]
‘(3 ’ 2ay
__O[G +_1 exp _/

ouA4,>0,R,>0,U,, V, X,etY, eIR, oy #0; as € IR.

| =0

Q&

Mg,lg; {F + aH, Pl, Pg}

variable de symétrie: s = 2

Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont données par

o d o
p=%t2"e><p[ (2a+1)/ GS}, u=U,, H1=X5t°e><p [—(a+1)/%fJ,
AO 2 ds _ _Xoa ds
p_at exp [—(2a+n)/6], v=1V,, Hz—Et exp[—(a+1)/a_],
w=G+s, H3;=0.

La fonction G est déterminée par 1’équation intégro-différentielle

(X2+Y2)

GG+ 1]+ (1= R) 4GP 1+ G exp [(1_n)/gs] ar R,

[1+a+G’]exp[ %J = 0.
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R,>0,A4,>0,U,, V,, XoetY, € IR, a € IR.
Mas; {F+aG+BH, Py, P}
variable de symétrie:s=2" ol o=1-a#0
Les solutions MHD associées a cette sous-algébre sont données par

20~ - R,

o=t Eoxp pa-p -1 [ < a,

A, 5
p =27 Gr XP [—;(2ﬂ + K) /6 ds] ,

o «
u:taUDexp[ ;/
84
v =te Vexp[ U/

1 .
w=—t?[G+sé],
o

H_ta_ [ (1+ﬂ)/Sa }
_ o 1+ﬂ) Se

H, _taEexp [_T/Eds}’

H; =0.

La fonction G est déterminée par 1’équation intégro-différentielle

Gl(a+1)s5 + oG +as™> —a3ﬁ[@ T+ G’] exp [w /i ds]-i—

G~ G
o (X2+Y2) (1+ﬂ) N , (142a) [s% B
_47rR,, rep [ p +GJexp[ _/ ]_0,

R, >0,A4,>0,U,,V,, X,et Y, €IR, a #0, 8 € IR.
Ms33; {J3+ a1 F + aaG + asH, Py, P}

variable de symétrie: s = z/tPr  ou B = 511—02)

Les solutions MHD associées & cette sous-algébre sont données par

p =B pt0s-02) g [ﬁ[2(az ~a3) ~ o / dE] !

k4

Lo oo d
p:%tg,iz exp [—[,3(2013 +Ka1)]/Es] .
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%)

u =U,tP*2 exp [—,Bal / %] sin (Vo + ﬂ/ % — ﬂln[t]) ,
v =U,tP*2 exp [—,Bal / dE] cos (Vo +ﬂ/%§ - ﬁln[t]) ,

w =tP*2[foy s + G,

7))

H, =% tP*s exp [—ﬂ(al +a3)/%€] sin (Yo +,3/ % "—ﬂl”[t]) )

d
H, =% thas exp [_ﬂ(al + a3) / %6:} cos (Yo +ﬂ/53 - ﬂl"[t]) ’
H; =0.

La fonction G est déterminée par ’équation intégro-différentielle

2
GG’ 2 4?}30 [Gf + B(2a; + a3 — al)} exp [ﬁ(2 — 3a;) / g]
_ nz—: [G' + B(o1 + 2a3) + 2} G2—x) exp [ﬂ[(l - k)1 +2) — 2a9) / g] =0,

ol A, >0, R, >0,U,, Vo, X, €t Y, €IR, 0y O g #0; 3 #0as; as3€lR.
M35 {F+a, G+ az H Ky, P, + Py}

variable de symétrie:s=2" ol o=1-—0a; £0
Soient les fonctions suivantes :

s s
V= Vexp[ ;/G ds], U= xp[——/G ds]...V,

U,e
ey o
Y:%exp E(al—az_z)/s" ] =—Y+X—exp [——(ag+1)/—ds]

Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont données par

R, 2(az—ay)/o 1 sgal' T tai/o ar/e
=—G—t exXp ;[3&1—2(&24-1)] ?ds , u:?__ 5 U, H1=t2 ){7
A, d
P= 5t2anp[ oen) | Gs}’ v=teloy, Hy=to/7y |
w=G+s, H;=0.

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle

1
+1 1

[ G'+——+asw]exp[ /—ds]+als_lv_‘+8ﬂ_

Q-sx

a34,
G[(al + 1)S o R.G~
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oll @ = 2a2/0 + K, b = [3(1 ~ k) — 2o (s — 2)]/o, R, > 0, A, > 0, U,, Vo, X, et Y, € IR,
a; #0, >0, ap € IR.
M3 40; {F + 01 G+ ax H, K1, Py}
variable de symétrie:s=2- ol o=1-a; #0

Soient les fonctions suivantes :

X, 1 s Y, -1 5%
X = —G-eXp [;(a2+1) /F ds] y Y= Eexp [7(01—02——-2) /‘F ds] .
Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont données par

_Foy2ea-an) exp [L[30q — 2 +1)]/id
e Pgthar —ale c @

_T T ex —1/52"1d Hi=t%X
u_t ﬂ ] p pu G S|, 1= 3
S%'l a
v=te Voexp[——l/ 5 ds], Hy=t3Y,
w=tv[G’+s%], H;=0

La fonction G est déterminée par 1’équation intégro-différentielle

o34,

Gllea +1)s% + oG] + R.Cr

1 =
[;cG’+ %’ +as%l]exp [b/%ds] +a1.<>‘ﬂ;L + djg [X?+Y?] =0,

1
8w
ol a = 20/(0 + k), b= [3(1 — k)~ 2a1(k— 2)]/0; R, >0, A, > 0; U,, V,, X, et Y, € IR,
a1 #0, az € IR.

Mj8; {F + G + oo H, K, K2}

variable de symétrie:s=2" ol o=1-a; #0

Les solutions MHD associées a cette sous-algebre sont données par

_Foy200-an) gy l[4a — 2a 3]/i ds
p_G p pu 1 2 G y

s
e ds] ,

Ay pe 1
P :51‘.2_} exp [;[K(Qal —3) — 2ay) /



_ T ﬂ 1 8251 _Xo a2 1 sgal
u—?—U [ ;/ G ds], Hl—Et exp[a(al—a2—2)/?ds],
v=Y_v,t% exp|-1 sy Hy = 242 exp | Loy —an - 2) % g

Tt ° o G “| e Plgler—e G “|
w= -(l;t%L[G-i-s”], H;=0.

La fonction G est déterminée par I’équation intégro-différentielle

Gl(on +1)s% + 061~ 2 KXo Yz)[ (a2 — 0 +2)s% +G,} exp[ (1+2m)/s%L ]

4T R, G2 G
ﬂ
R S CEC I P [LEE RN

ol R, >0,A4,>0,U,, V,, Xoet Y, € IR, a; #0; ap € IR
M390; {J3+a1F + axG + a3H, K1, K5}

1
(a1—az)

variable de symétrie: s = z/tP*r  ou g =

Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont données par

R o(0n—o d
=Et2ﬁ( 3—o2) exp [—,8[2(a3 — )+ 2+ o] / Es] ,

=ggtzﬂas exp [—[n(ﬂal + 2) + 2fas] / %si] )

] (V+ﬂ/ ﬂln[tl),
o (0 )

' au

u =% — U.otﬁm2 exp [—,Balf

QI&Q

v :% — U,tP2 exp [ ﬂal/

w =P [Bays + G],

H, =% tPes exp [-,3(2011 + a3 — az)/é} sin <Y,, +ﬁ/ ds _ ﬁl"[t]) ,
H, :% ¢Bea exp [—ﬂ(2al + a5 — a2)/ } cos (Y + ,3/ - = ﬂln[t])
H3 :0

La fonction G est déterminée par 1’équation intégro-différentielle

2
GG +B(on + 02)] + P asG? — 4XR [G' +B(2a1 + a3 — a,)] exp [,6(2 3a;) / g}
_ K% G' + B(oq + 2a3) + 2} G2 exp [ﬂ[(l - K)(a1 + 2) — 2as] / %] ~0.

ou A, >0,R,>0,U,, V,, Xoet Y, € IR, oy OU s £0; 03 #0as; a3€IR.
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L’analyse physique de toutes ces solutions permet de dégager certaines propriétés
du fluide et du champ magnétique H qui sont communes & ’ensemble des solutions

obtenues.
e L’écoulement du fluide est compressible (sauf pour Ms 14) et est non stationnaire.

e Le champ magnétique H circule dans le plan (zOy) et dépend seulement de ¢ et .
Conséquemment la force de Lorentz dérive du gradient de pression magnétique et est
dirigée suivant é; ; les forces de tension (H - V)H sont nulles. La circulation du fluide

est donc préservée par le théoréme de Kelvin.

e Le courant de conduction J = 4%V x H circule dans le plan (zOy) et est perpendic-

ulaire au champ magnétique H.

e F,, .V # 0 indique la présence d’un couplage entre les effets magnétiques et hydro-

dynamiques.

Tableau 3.3. Solutions des systémes réduits ayant en commun comme contrainte

sur les composantes de H

ByX —BY +(1-)Z =0

olt B et v sont des coeflicients qui dépendent de la sous-algebre considérée.

Variables de symétrie No. des sous-algeébres

s=t M3 53,M3 54,M3 56,M3 g9
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Msgs; {F+G+aH, K1+ P, + 8 P3, P, +v Py}
variable de symétrie: s =¢

Il existe deux types de solution MHD liés & la valeur de « € IR.

I) Pour a # %, on introduit le coefficient » =1/ (20— 1) et les fonctions suivantes :

2v 2
U =R" Fﬂa'y/{2AoR"”+IZ'—7r[(Xo+%’-t) +Y3+Z§J } dt+/R"’W dt+Uo},

[ R Z,,\*
V =R a/ 24,R™ + ™ [(XH_F%) +Y,,2+Z[j’] dt+Vo],

.l w , B Z,\* 2 2
W =R a/(l—'yt) 24 R+ 7 (Ko 4 ) +Y2422) b de 4 W,

R=R,exp [% /[’yU + B8V — (1-y)W] dt]
720; B€lR, Ry, A,, Uy, V, €t W, sont des constantes arbitraires réelles; X,.Y, et Z,

sont des constantes réelles qui satisfont la relation
By Xo—BYo+ 2, =0.
Les solutions MHD sont données par
2(a—1)
p=R|f0z -+ -a)s]
2a
p=Ao ™ |3 —3) + (1 - e

w =% [z —[Blyz—y)+(1~ 'vt)ZIU] :

v=[B(yz —y) + (1 —)z] V,

w=[B(yr —y) + (1 —t)z] W,

Hy =X+ 22y o) [ﬂ(vx Y +(- fyt)z] ,
H, =Y, R¥0+e) [ﬁm )+ 7t)2] ,

Hy =Z, Rv(+e) [ﬂ(vz -y)+ (- vt)zr-
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IT) Si o = %, on redéfinit les fonctions U, V et W en introduisant p = 1/(k+1)

Rz " 8
r - 2
V =4+ ﬂ/ {22 + %Al“-")"l [(Xo + %‘it) +Y2 + zg]} dt + Vo] ,

[ Kp 2
W =A* /(1--Ayt){/}122 +'81?[<X°+%t) +Y3+Z§]} dt+W,,],

K 2
U =A* (ﬂ'y/ {A + %A[(l"‘)f‘] KX,,+ %t) +Y?2 +Z§]} dt+/A"‘W dt + Uo] )

A= A,exp E /[7U+ﬂV A —t)W] dt],

720; BelR, Ro, Ao, Uy, V, €t W, € IR; X,, Y, et Z, sont des constantes réelles qui
satisfont la relation

ﬁ'YXo_ﬂYo+Zo=0-

Les solutions du systéme MHD sont données par :
PoBOz —w) + (L —1)]
p=[Byz—y) + (1 -t)2] 4,

u=g |s= 1Bz ) +1 - 7))

v=[B(yz —y)+ (1 —t)z]V,

w=[B(yz —y) + (1 —1t)2] W,

1

Hy =[Xo+ 220 A3 0z — ) + (1 - R

1

Hy =Y, A%+ [ﬂ(vx -y)+(1- vt)Z] : )

Hy =2, Ab [ﬁ('rz Sy vt)ZJ
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M3asq; {F+G+aH,Ky + P3, P, + 8P}

variable de symétrie: s =t
Il existe deux types de solution MHD liés & la valeur de o € IR.

I) Pour o # L, introduisons le coefficient v = 1/( 1a—1) et les fonctions suivantes :

r 2v
U =R"|Ba / {2A,,R~" R —[(Xo + Zot)* + B2X2 + 2] } dt + / BRW dt+Uo],

2y
V =R® (a/{QAoR""-i- Ifm ot Zot)? + B2X2 + Z2) } dt+V,,],

[ 2v
W =R |Ba / t {ZA,,R"" + ZT[(X" + Zot)? + B2 X2 + 72 } dt + WO] ,

R=R,exp [% / (BU +V + ,BtW]dt],
B20 ; R,, Ao, Us, Vo, Wy; X,, Y, et Z, sont des constantes arbitraires réelles.

Les solutions MHD sont données par

= [B(z —tz) —y]?*~D R, u=z—[B(x—1tz) —yjU, Hy = [X, + tZ,)[B(x — tz) — y)*R¥(1+a) |
p= ARV 2Bz — t2) — Y2, v=[f(z—tz) — 4|V, Hy = BX,[B(x — tz) — y|*R*(+e)
w = [B(z —tz) —y|W, Hs = Z,[B(z — tz) — y]*Rv(+a) |

IT) Pour o = 1, introduisons le coefficient = 1/(x + 1) et les fonctions suivantes :

U=A*|p /{ + 3 1 4l0- (X, + Zot)? + ﬂ2X3+Z3]} dt+/A"‘W dt+U,,],

V =A*|B /{ +8 Ald=mml (x4 7 624 52X3+Zg]} dt+Vo],

W =A*|p / { gA[“"‘)“] (Xo+ Zot)2 + B2 X2 + zg]} dt + Wo] ,
ou
A= exp [% /[BU +V+ ﬁtW]dt],

B>20; R, A, Uy, V,,, Wy; X,,, Y, et Z, sont des constantes arbitraires réelles.
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Les solutions du systéme MHD sont données par

P= Bt u=z—[f(z—tz) —y|U, H, = [Xo[ﬂ(z—tZ)—y]"HZo] Adn
p=[B(z—tz) —y] A, v=[B(x—tz) —y]V, H; = BX,[B(x — tz) — y]% Adn,
w=[B(x —tz) —y]W, Hs = Z,[B(z — tz) —y)% A%+,

M3,56; {F+G+QH, Kl +P3, P2}

variable de symétrie: s = ¢
Il existe trois types de solution MHD liés & la valeur de « € IR.

I) Si a =0, introduisons les fonctions
W,
R(t) = R, exp [—Uot] . M) =n,exp [f +w, Uot] . 20 =2+ [am,

ou R, >0 et U, V,, 7, et Z, sont des constantes arbitraires réelles.

Les solutions MHD sont données par

_ R, _ (U, — W,t) 1
p—m, u==z ‘T(x“—tz), H]—WO[RM_[Uo—tWo]Z y
_ Vo(z —t2) 1 U,
= _ (x+2) A et - = Yo
p= Ao[z —tz]R , v 7 , H, [Zexp [R] +Yo] exp [R} ,
Wo(x —t
w= (LRZ—), Hs = 2,

IT) Si a # 1, introduisons le coefficient v = 1 /(3a—1) et les fonctions suivantes :
RZV
U =R [a/{onR"" + F[Y"z +Z2(% + 1)]} dt + /R‘”W dt + UOJ , V=V,R",

2v
W =R {a/t {2AOR’°" + Iz—w[Yf + Z2(t2 +1)] } dt + W,,] ,

R = R,exp E /[U+ tW] dt},
R, A,, U, Vo, Wo; Xo, Y, et Z, sont des constantes arbitraires réelles.

Dans ce cas, les solutions MHD sont données par
p=(x—tz2)2@"DR, u=z—(x—tz)U, Hi = X, (z — tz)* tRv(1+e)
p= Ao(x — tz)? RV {xH2), v=(z—tz)V, Hy = Y, (z — tz)™ R¥(1+e)

w=(z—tz) W, H3 = Z, (x — tz)* R¥(1+0)



131

ITI) Pour o = i, introduisons le coefficient 1 = 1/(x + 1) et les fonctions suivantes :

Kp
U —ar [ / {“Il2 + %A[(l"‘)“] Y2+ 2262 + 1)]} dt + / AR dt+ U,,J . V=V, A

2
o

RZ

Ky
W =Ab [ / t { et o A Y2 4 722 1)]} dt + Wo] :

Ny

ou
A= exp [%/ dt|U + tW]],
R,, A,, U,, V,, W,; X,, Y, et Z, sont des constantes arbitraires réelles.

Les solutions MHD sont données par

R 1 3
= hd = Z — — = — 2 2K
P @)’ u=z—(z—tz)U, Hy = X,(z —tz)2t AZ*
p=(r—1tz)A, v=(zx—tz)V, H2=Y,,(:z:—tz)%A%",

w=(z—tz) W, Hy = Z,(z — tz)? A2n,

Msgo; {F +G+aH,K; +01Py + aaP3, Ko + S1 Py + Bo Py + BaPs}

variable de symétrie: s =t¢

On définit les fonctions suivantes :
C(t)=Praz — fast, B(t) =ast +azfs — Psa1, &= C(t)(aey — a1z) — B(t)(aor — tz),

ol o, B; € IR; ; et ; ne sont jamais nuls simultanément. Il existe quatre types de

solution qui dépendent des valeurs respectives de o et f,.

I) Sia# 1etBs#£0,s0lent v=1/(2a—1)et o= a1 /Bs et

v 2
Uz% l:ﬂl/R‘”C“_l w dt—aaz/C”Bt{QAoR”"+R2”% } dt+Uo] ,

2
V =R* [QQ/%R—" dt+/%R‘” dt — acy / C{QAOR""+R2”Z(—W } dt+v,,],

2
W =R¥ [/ [c1 C — Bi) {2(a —1) AR™ + aRz”% } dt + Wo] ,

avec

R =R,exp [%/[QQ§U+QQCV+ [Bt — oy C|W — %} dt],



ou

2 _ :81 2 Zo 2 2,
M= 27,4 X,00)| + |22+ X, )t+Y,| +22;
B3 Pa

R, Ao, U, Vs, et W, € IR; X,,Y, et Z, € IR et satisfont la relation :

[@2f2 — Pzon) X, — Yo + %Zo =0.
3

Les solutions MHD sont données par
p=¢*@VR,

P =AO§20: Rv(n+2a) ,

u=

|8

- %[§U+ —'[é—l(agzr - tz)} ,
v=E£V + é(agz—tz),

w=E(W

H, =¢* ['Z‘ Z+ X,C R"<1+“>] ,

3

Hy =¢~ [(% + a2Xo) t+7%, R"(Ha)] )

Hy = Z,£% RV(+e)

IT) Si a=1 et B3 #£0, soient u=1/(k+1), o = 3B /B; et les fonctions suivantes

A+ 1o 24%H H?
_ ~pro—1 _ X2 o [A=r)p]) 1t
U_Ca[ﬂl/A C W dt 5 /C B(t)t{ 7 + A 47r}dt+Uo],

2
0

Ky 2
V =A# a2/_U;A—u dt_,_/EfA—u dt—g C 24 +A[(1—~)nlﬂ_ dt+V,]|,
Ct C 4

2 R?
x H2 Arn
W =A+ [/ [:C — Bi] {A[(l ME; - R } dt+W,,],
avec
A= exp [—%/ dt[aggU—i—agCVﬁ— [Bt—a1 C]W— %:”

W =Pz 4 x.c0| + (——+azxo>t+Yo] + 22,
B3 Ba

132
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R,, Ao, Uy, Vo, et W, € IR; X, Y, et Z, € IR et satisfont la relation

[a2B2 — Bac1] Xo — Y, + %Zo =0.
3

Les solutions MHD sont données par

_ R _x_1 By, _ /B 2,
p= w= t[§U+C(a2:v tz)], Hl_\/E[ﬂ32+X,,CA ]
1 Z s
p=¢A, v=_EV+ F(az —t2), Hy = V&[5 + aaX]t +Y, 4B,
3
w =W, Hs = Z,JEA%#,

III) Si a # L et B3 =0, soit v = 1/( 2a — 1) et les fonctions suivantes :

2
U =RYe! [ 1 / e 'RVW dt — as / e 'Bt2A,R™ + Rz"%— | dt + Uo} ,

Q2
1
Bro

2
W —R” [/ [, C — Bi] {2(a —1) AR™ + aRZ"%- } dt + W,,] ,

2
V =R* [ﬁi / gR"’ dt + / WtR™ dt — af(as)? /[2A,,R’°" + Rz",:l—?r ]dt + Vo] ,
1

avec
1 B
R=R,exp ;/ az-t—U-i—agCV-}-[Bt — a;C|W| dt|,
ou
¢ 2 t 2
H? = [—Z,, + Xo] + [—Xo + Yo] + 22,
Qs B

R,, As, U, V,, et W, € IR; X,,Y, et Z, € IR et satisfont la relation

a3[f2 Xo — B1Yo) + an 1 Z, = 0.

Les solutions MHD sont données par

1
p=gdeDp, w=2 vy Liapo—tz)|, H =eo| Lez 4 x, provo
t ot as Qs '

1 1
p = A>* R+ v=EV+ p(anz — t2), Hy = ¢~ [~x,, t+ y,,} RrO+a)
1C¢2 1

w=EW, Hy = Z,¢6> Rv(1ta)
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IV) Sia=1et g3 =0, soit p=1/(x+1) et les fonctions suivantes :

Kp 2
U =Aﬂet[l / et A~HW df — acy / e“Bt[zA +A[#(1-~)1%] dt + U,,] ,

(85) Rg

1 AH 1 2AKH H?
—Ar| = | 2 ~B Jp _ 2 22 (p(1=r)] 1L
V=4 [ﬁl : Udt+ﬂla2/WtA dt — af(as) /[ R tA 47r]dt+Vo],
. HZ Arn
W=A“[/[a2a1ﬂIC—Bt] {A[(l Mg— 72 }dt+Wo],
avec
1 B
A= exp [—;/ dt[az—t—U+a1a2ﬂ1V+[Bt——alagﬁl]WH
ou

2 t 2 t 2 2
W= | -Zo+ Xo| + g XotYo| +22,

R,, A,, U,, Vo, et W, € IR ; X,,Y, et Z, € IR et satisfont la relation :
az[B2 Xo — p1Yo] + 01812, = 0.

Les solutions MHD sont données par

P:%“, u=%—%[§U+a%(a2:c—tz)],H1=§%[;—2tZ+XOA%p ,
p=EA, v=EV + gl-(apz — t2), Hz:g%[ﬁl_lxot+Yo]A%#,
w=E(W, H; = ZOE% Asw

L’analyse physique de ces solutions nous permet de déduire les faits suivants.
e L’écoulement du fluide est compressible, non stationnaire et tridimensionnel.

» La force de Lorentz Fi, ne dépend que de ¢ (& exception du cas (I) de la sous-alggbre
M3 56 ou elle nulle). La circulation du fluide est donc conservée par le théoréme de

Kelvin.

o Il existe deux types de solutions qui dépendent des coefficients de la sous-algebre
étudiés. Pour le premier type : la densité, les composantes de la vitesse ¥ et ’intensité
magnétique |H| sont couplées I'une 3 'autre, la pression est reliée & la densité via la
fonction R. Dans 'autre type, la pression remplace la densité pour le couplage entre

v et |H], la densité n’est reli¢e 4 aucune de ces quantités (i.e. R=R,).

o F, -V # 0 indique la présence d’un couplage entre les effets magnétiques et hydro-

dynamiques.
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Tableau 3.4. Solutions des systémes réduits ayant en commun comme contrainte

sur les composantes de &

dzZ
,BX+’)’Y+'C—{-;=0

ou g et v sont des coefficients qui dépendent de la sous-algebre considérée.

Variables de symétrie No. des sous-algebres
s=2z M3 23
s=Inft]+ 2 M3 25
s = Inft] - 2 M3 84
s=4% M3 37,M3 83

La résolution des systémes réduits associés & type de sous-algébre s’avére étre
difficile. On peut le constater en prenant comme exemple la sous-algébre {P, +aH, P, +
BH, P, + BH} (qui ne figure pas dans le tableau (3.1)) ol o, 8,7 € IR ; il s’agit tout
simplement des trois générateurs de translation auxquels s’ajoutent le centre H de
lalgébre de symétrie des équations MHD. Le calculs des invariants de cette sous-

algebre nous donne la variable de symétrie s = z et les orbites de groupe :

p = R(s)exp [2(at + Bz + vy)), u=U(s), Hy, = X(s)exp [at + fz + vy,
p=A(s)p, v="V(s), Hy =Y (s)exp[at + Bz + vy,
w = W(s), Hj = Z(s)exp [at + Bz + vy).

En remplagant ces orbites de groupe dans le systéme MHD (1.1.17), nous obtenons un
systeme réduit qui est similaire aux systémes réduits associés aux sous-algebres du

tableau 3.4.
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Systéme réduit
pour la sous-algebre
Ms {P, + aH, P + BH, Py + v H}

variable de symétrie: s = z

WdR+dW+2ﬂU+27V+2a_O

R ds ' ds
RWd—q+2ﬂA+—[ﬂ[Y2 22]—[7yx+ﬂz =0

d d

RWéY—+27A+—[[X2+Z2] [ﬂXY+£Z =0
4
ds

d d

dW dA 1
RW—S + s + 3
W dA dw

IK+KK+2[3U+27V+2Q:O

[ﬁU+vV+a]X+ - [WX] - [U] =0

[X?+Y?] - g[ﬂX +1Y])Z =0

[ﬁU+’yV+a]Y+£[WY]—Z—S [V]=0

dz
[ﬂU+'yV+a]Z+W— =

,BX+7Y+%:O

Par substitutions et éliminations succesives, nous parvenons aux solutions MHD :

29 X [ ]
o= F3i o et + pr ), = wg+ul). Hy = X(5)exp [2(at + 5z + )
A, 7272 Y 1
P= Zayys XP [ (ot + Pz +'7y)] , v= [WE - ;(a+ ﬁUo):, Hy = Y(s)exp (2(at + Bz + Wy)
w = W(s), Hy = Z(s)exp 2(at +ﬁ:z+'yy)

ou A4, et Z, € IR, a, B, v € IR, les fonctions X et Y s’expriment en termes
dZ ]

+£7\/_] Y———[ﬂX+— £==1,

Nl d

pour lesquelles on a introduit la fonction
_(4n[d [WdZ] 1dZ o o] 8TA, d [1dZ)\,, [(dZ\?
A“(Zg [E [7ds] stJ‘(ﬁ )[Z2W~+1]_ds [Eds])z (%) > 0.

Les fonctions inconnues W et Z sont déterminées par les deux EDO :

d*G 1dp (B24++2)1dG  [1d?p  _dy
el +2[ g Tt JE [;/d52+2ds}0_0’ 3.3
1dG , (G+G, 2 1 d e
2, (G )An+(ﬂ +7)+~_[AG]:0,

" - Gds" 2G, 2G, ar ds

-

-
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ou pour abreger les expressions nous avons adopté les notations suivantes :

1dZ [ 24, Go]+Gol Co=22/tn, C, e IR.

— _ —_ — (A2 2y|___ %o , Zo Zo -~ .
G—W Go; n sta A (ﬂ +7) G(G+GO)K+ G CgG31

Etant donnée la complexité du systeme d’EDO (3.3.3), nous avons dii poser certaines

hypothéses pour pouvoir le résoudre. Ainsi en considérant W =0, nous obtenons

p = R(z)exp [2(at + Bz + y)],

1 2
p= g;ﬂﬂTC‘jwz—)[ng — (& + B% + 7% sin® (noz + 6,) exp [2(at + fz + 1y)],

u=1U,, v:—%(a—}-ﬁUo), w=0,

1= —W [ﬂ"]o cos (1102 + 0,) + e7(o sin (02 + 00)] exp [at +Bz+ 7y] ’
H = ——o—— o : [°] 00 -— o o 90 t :
= g [P 0+ 0 = oo (1 0] xplat -4

H; = 77—0 sin (10z +6,) exp [et + Bz + vy,

ol € = %1, R est une fonction arbitraire définie positivement; U,, 8, € IR ; 5, et ¢, sont
des constantes réelles qui doivent satisfaire la contrainte 52 > (¢2 + 82 ++2). Dans ce
cas particulier, la vitesse du flot est constante : il y a équilibre des forces entre le

gradient de pression hydrodynamique et la force de Lorentz.

Pour W # 0 (sans qu’on aille pu résoudre le systéme (3.3.3)) nous constatons que le flot
devient compressible et non stationnaire : la circulation du fluide n’est pas conservée
puisque la force de Lorentz n’est pas conservatrice. Les composantes u et v de la

vitesse sont alors couplées aux composantes H; et H, du champ magnétique.

Nous présentons maintenant les résultats obtenus pour les systémes réduits
associés aux sous-algebres du tableau 3.4. Ceux-ci s’apparentent au systéme réduit
donné en exemple. Cependant leurs résolutions ménent & des équations intégro-
différentielles en raison des générateurs de dilatations F et G présents dans les sous-

algebres rencontrées.
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M3 23; {G+oH, P+ H, P, +vH}

variable de symétrie: s = z

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont:

t2(1—a) 72
p= exp [2(ﬂx+7y) 2F] 72
Aot 2(1-a) .
=7g_ e e2Bzt) 72
wol [ X _ _ﬁa__}
tL oz (BP+)
1[ Y a(2ﬂ2+a2)]
— o e v
"7 [ Zt )
1%
w=—,
t

Hy =teelfztm) x|
Hy =t®eBzt1)y ,

Hjy =t* ePzt1v) 7 ,

ou A, et Z, € IR, o, B, v € IR. Les fonctions F, X et Y s’expriment en termes des

ds
F:‘-/W,

ol v tfreg] oo

ou 'on définit la fonction

(47 _,p[d [WdZ] 1dZ a 2 [ 874o d [1dZ]\,, [dZ\?
A—<Z2e [ [st 7% W)tz ) E ) >
Les fonctions W et Z sont déterminées par les EDO suivantes:

aw A Y WdZ] 1dZ o\ d[1dZ],,
LS I L SR Y = — o2y ) -2 2 g2 2o,
ds 8nZ2 (5% ++2)ds z2 Zds| Zds W ds [ Z ds

e (w- £)§[§J+(‘iiﬂ_1)“75:o

fonctions W(s) et Z(s)
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M32s; {G+ Ps+aH, P+ (8H, P, +vH}

variable de symétrie: s = In[t] + z

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont:

p:

u
v

w
H,
Hy
H;

ou 4, et Z, € IR, o, 8,7 €
fonctions f(s) et Z(s)

2

A
exp [2(ﬂz +vy) — 2FJ 7z

t2(l—a)

f
Aot o patm g2
72 f~ ’
1 X Ba
e |/ e
[ Z (p2+ 72)]
[W— +

t

1 a(26% + a2)]
t (6% +4?)
f—-1

K

(o

=t e(Pzt7y) x ,
=t%ePrtm)y

—=toeBz+ry) 7 ,

IR. Les fonctions F, X et Y s’expriment en termes des

F:::/E’

1 d dz
= (ﬁ2+72)[ ”7‘/_] Y= [ﬂ“ds] e=*h
ou ’on définit la fonction
dr _or fdZ| 1dZ aj_ 2y [ 874, _d [1dZ)\,,_(dZ)*
A= (zze [ [stJ st+f] (6 )[22f~+1] ds [stDZ (ds) > 0.

Les fonctions f et Z sont déterminées par les équations intégro-différentielles

2F

df D d g 22 fdZ] 1dz o\ d[1dZ],]
f(£‘1)+?+_8nzz_—mz+fyz)a[4” Z2< [st] Zds ‘f‘)‘d—s[fz]z]—"'
oF Z2\ d |VA df N
¢ (f 47r)z‘ Z +(£‘1)7—°-
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Mjss3; {F +aH, Ky + H, K, +vH}

variable de symétrie: s = £

Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algébre sont:

2a 2

¢
p==F €Xp [F+—[ﬂz+7y]] 7z

2

Pp= Z2 fﬁ.

z—Ut

n )
-Vt

n )

exp [(4 3k)F + = [ﬂr -+ 73/]]

u =

V=
w=f+s,
1
Hy =t%exp | [z + w]] X

(1
H =t%exp | [z + 71/]] Y

Hj =t® exp (% (B + vy]] Z

ou A, et Z, € IR, a, B,v € IR. Les fonctions F, X et Y s’expriment en termes des

4

fonctions f(s) et Z(s)

1 dZ 1 dz
X=- 7 )[ +6'y\/_] Y=—;[ﬁX+Ig-], £=x%1,
ou 'on définit la fonction
an p[d [fdZ] 1dZ a+2 8T A, d [1dZ)\,, [dZ\2
a=(ze [s[m]"m—s* 7 ] @ >[zzf~ ] ds [stDZ‘(z) >0
X B(2+ a) Y, (24a) P} 2+0)
U:_ ———e = — — .
Zf+(ﬂ2+72)’ 2R ¥ (82 + v2)

Les fonctions f et Z sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

2 -F 2
Gy, BT A eZ(d[1d2) 147 @+ d[1d2] 0,
ds 8722 (82 + v2) ds VA Z ds ds | Z ds

Z ds f
-F Z3\ d |[VA|  (df VA _
(- E) 2[R+ (L) o
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Msss; {F+ K3 +aH, K, + BH, K, +vH}

variable de symétrie: s = In[t] — 2

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont:

t2a 2 Z2
p==—Fexp [F+;[ﬂz+7y]] 7k
t2a
P= Z2 f'c
_z-Ut
==
-Vt
t Y
w=In[t] - (f+s)+1,

exp [(4 —3K)F + %[ﬁz + ’ry]} z?

v =

o
Hy =t exp | Lgw 4 ) X,

' :
H, =t*exp ?[ﬂm+7y] Y,

(1
Hj =t® exp ?[ﬂz + fyy]J Z,

ol A, et Z, € IR, o, B, v € IR. Les fonctions F, X et Y s’expriment en termes des

%

fonctions f(s) et Z(s)

1[dZ
| L e - s
ou 'on définit la fonction
4 p[d [fdZ] 1dZ a+2 o [874o ] d [1dZ]\,, (dZ)?
A= (zz [E[Ed—s]_st“L 7 ] ~(F )[Z2f'<+1] ds [stDZ (ds) >0,

B(2 + a) _Y .  (2+0) P*2+0q)
f+(ﬁ2+72) V=zl+ v V(B2 +2)

Les fonctions f et Z sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

df 1 Z2 eF d rZ%(d [fdZ 1dZ  (a+2) 1dZ N
S T | 7 (& 75| - 22+ )-a 7] 7] =0,

e‘F(f—Z—‘?)d—ds[g}Jr(Z’;—l)‘/?Z:o.
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M3 37; {F +aH, K, + fH, P, +vP,}

variable de symétrie: s = 2

Les solutions du systéeme MHD associées & cette sous-algébre sont:

t2° 2,3 Z2
p——TeXP[%(x—y)]Z—g,
A, t2 28 2
p—z?—nexp [2(}9——1)F+%(:1:—y)]Z ,
-yl X 1/ Y
u= vt +Zf+'y dsZ’
Y Y ~«
U—Z‘f+/d32+§(a+1),
w =W,
@ ex | Pl )]
H, =t*exp _’Yt(x y)_X,
—toexp | Pz — )]
Hy=i"exp | " —u)| ¥,
H; =t®exp -ﬁ(z—y)-Z
7t I

ou A, et Z, € IR, o, B,y € IR. Les fonctions F, X et Y s’expriment en termes des

ds
P [
f
1 1

__ 7 |1, —7; _1, 1, _
Y_(72+1)[ﬂ257\/('72+1)§2 72(2)2], X 7Y ﬁz, €= 1,

fonctions f(s) et Z(s)

ol 'on définit la fonction
o~(SRA[FE] 3 o -0l o] )
2
L[] ()
Les fonctions f et Z sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

d VZ2  d[4ny? ([d [fdZ] 1dZ  (a+D)]\,. d [1dZ] ]
st mparmes | z2E o (724 2T 7 )2 Z| =0,

zZ? d {VA dif  Z2\ VA (a+1)Z%>
(E”)E[?J*(E*z—s)*z“—ﬁrz—z-"-
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Tableau 3.5. Solutions des systémes réduits ayant en commun comme contrainte

sur les composantes de H

dX; .,
ﬂXi+d—sJ=0 (i # 7)

ou 8 est un coefficient qui dépend de la sous-algebre.

Variables de symétrie No. des sous-algebres
s=z M3.4,M3 42,M3 43
s=alnft]+z M3 44,M3 45,M3 46,M3 47
s=2 M3 35
s=Inft] - ¥ M3z.n

1\/13,4; {Po + aH, 1{1 + P2 +,BH, Pl}

variable de symétrie: s = z

Introduisons les fonctions

A:AOW(I_K),

1 (1d
VRW [« ds 1 Z, d ——
X—Yom{ﬁzo _+Xo}7 Y—_ﬁm—a;[}zw]’ Z—Zo RW?

ou 4, >0, X,, Y, et Z, sont des constantes arbitraires réelles, o, ¢ IR.

Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algebre sont:

d d v
— p2(at+By) = — - — — — ot+By
p=e R, u y+/dsRW[st [X] T [Z]X] dsW—i—UO, Hy=e X,
p:Ap7 'U=Vy H2=e°‘t+ﬂyY,
w=W, H3=eat+ﬁyz-

Les fonctions W et R sont déterminées par

d B a 5 Z d _

d d 1d o o) oo
(RW) - W]+ T [AR + ~— [X*+Y? + 2% 0.
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M3 425 {G+aH, Ky, PL+m P2 +7: H}

variable de symétrie: s = 2

Introduisons F= / % et les fonctions suivantes

A =Ao W(l—n) e(3—K.)F‘ ,

ds . d d v 1 {1d
U 71/RI;Is/d [Z]X—ZE[X]]—/dsW—}-UO, Vz_ﬁ{ [RW]+3 2a},
®)_ srf(-0),
X = W= deF)e { o Zye +X,,},
_ Z, . %F
Y=~ Z,B(RW){ [RW]+R} Z = Z,\/(RW)ez",

ol A, >0,U,, X, et Z, € IR; ﬂ=’)’2/’)’1, =200 v €R.

Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algébre sont:

p:t2(l—a)e2ﬁyR7 w = [’le;li —U] , Hy=t—efrX,,
1
p:t_2Ap, ’(}:T’ H2=t—ﬂeﬁyY,
w
’lU:T, H;;:t’“eﬁyZ.

Les fonctions W et R sont déterminées par

(RW)%[V] RV +2BAR + -~ [X2 z? - gi[y]

d d 1 d 2 2 27
(RW)[ZS-“’V]—-”-FE[AR]-F'S—;E[X +Y +Z]—-0

Mz 43; {G+oH, Ky, Py + 8H}

variable de symétrie: s = z
Soit F= / %s- et les fonctions suivantes

A :Ao W(l—n) e(B—K)F

ds 1 (1d
U_/R [ [Z] X - Z [X]] U,, V_—ﬁﬁ{— [RW]+3— Qa},
- RW _ 4p o d 3 Iy
X Xewr—zzemy & Y*‘W{EIWHR}Z’ =2V RWe,

ou A4, >0, U,, X, et Z, sont des constantes arbitraires réelles, a, 3 € IR.
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Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont:
z-U

p= t2(1—a) 28y p , = — H, = t—xePyY ,
p=1t"%4p, v= % Hy =t"%PYY |
w = ? 1 Hy=t"ePZ.
Les fonctions W et R sont déterminées par
d s oo 2 d
(RW)Z[V]—RV+2ﬁAR+ [X + 2% — ———[Y]-—O
1d 2 2 2
(RW) | —~ [W]-l [AR]+——[X +Y24+ 2% =

M3 44; {G+ P>+ a; Ps+ axH, Ky, P+ 1 P> + 5 H}

variable de symétrie: s = oy Inft] + z
Introduisons f = f(s) et F = / -(;—s, ainsi que les fonctions suivantes

A =Ao f(l—n) e(3—rc)F

_m/ [ 71X 22 [X]] ﬁI/ds——F+Uo, V=—%{ld[Rf]+3 2a2}

X=ﬂ—eaF{[(i?i) 1]2 e~F+X}

f—2Z2eF B2 B
___4 _ ir
Y=— 2ﬂRf{ [Rf]+R} Z = Z,\/(Bf)e

ouA,>0,U, et Z, € IR ; f=02/P1, 01 >0, as, f1 B € R.

Les solutions du systéme MHD associées  cette sous-algebre sont:

p=t31-e2ev R u = %[ﬁlm —U—(In[t] +v)], Hi=t""2e"Y X,
1

p:t_2Ap, 'U=?, H2=t_a2eyyy,

w:f_a Hy=1t"22e¥v 7.

t ?
Les fonctions f et R sont déterminées par les EDO suivantes :

(Rf)Ed; [V]- RV +2BAR+ [X2 + 27 - ﬁi -[Y]=0,

BN N+ onk+ 4R+ L x4 y24 2720
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Mj345; {G+ Ps+aH, Ky, P+ P, + 3 H}

variable de symétrie: s = In[t] + 2
Introduisons f = f(s), F = / ? et les fonctions suivantes
A =Ao f(l-—-n) e(a—n) F

—m/ [ AX - 25 [X]] /ds——+Uo, V=—%{—}%%[Rf]+3—2a},
x =Y _ar {(lﬂa)Ze‘F+Xo},

(f — Z2eF)
1
Y=-— me{ [Rf]+R}Z Z = Z,\/(Rf) e¥F

ol Ao>0) an Xoet Z, e IR ) V=ﬂ2/ﬁ1a B >0, o, B2 € IR.

Les solutions du systéme MHD correspondant & cette sous-algebre sont:

p= t2(1—a)e2uyR’ u = %[ﬂlx — U_y] R Hl = t—aequ’
1
|4
p=t2Ap, v=, Hy=t""¢"Y,
w:f—;l, H; =tV 7.

Les fonctions f et R sont déterminées par

(R f)% [V] — RV +2BAR + o [X2 + 2% - ﬁi [Y]

(Rf)[— [f]-1]+ R+ [AR] + ii [X2 +Y?+ 2% =

]\{[3’46; {G+P1 4+ oy Ps+asH, Ky, P2+,BH}

variable de symétrie: s = o, Inft] + 2

Introduisons f = f(s), F = / ? et les fonctions suivantes

A =A f(]-—n) e(3—N)F’

U= /;}f[ 21X - 2 [X]}+F+Uo, Vz—%{ld[Rf]+3 202},
X:W {Z+X,,\/R_fe%F}, Y=—2ﬂ52f){ [Rf]+R}, Z = Z,\/(Rf)et",

ou A, >0,U,, X, et Z, €IR; a1 >0. as. 8 € IR.
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Les solutions du systéme MHD associées & cette sous-algébre sont:

p= t2(1—a2)e2ﬁy R , = z_—w , Hl — t—azeﬂy X ,
14

p=t"224p, V= Hy=t=22PvY

wzf_al Hy =ty 7,

t 1

Les fonctions f et R sont déterminées par

(Rf)dis V] - RV +2BAR+ — [X2 +2% - ﬁi - [Y1=0,
(Rf)[— [R] - 1] +R+ - [AR] + Sii [X2+Y?2+ 2% =

M3 47; {G+ P33+ aH, Ky, P, + BH}
Introduisons f = f(s), F = / ? et les fonctions suivantes

A =A, f(l—rc) e[(B—n)F

U=/d[ 21X - Z— [X]] Vz—iﬂ{ld[Rf]Jr:a Qa},
X =X, \/(lef 77 F) = 255%){ [f]+R}, Z = Z,\/(Rf)et*,

ou A, >0,U,, X, et Z, e IR ; a,f € IR.

Les solutions du systéeme MHD associées & cette sous-algebre sont:
z—-U

p=t¥1-)2Pv g u= , Hy =t X,
p=t"2*4p, v= % , Hy, =t7%PPY
w:f—;——l—, Hy=t2efv 7.
Les fonctions f et R sont déterminées par
d
(Rf)5-[V] - RV +2BAR + - [X2 Z% - —Z—i -[Y]=o0,
1 d o 2
(Rf) [—[R]—1]+R+—[AR]+—3— [X?+Y*+ 2% =

A[3,3g; {F+QH,K1 ‘*‘ﬂH,Pg}

variable de symétrie: s = 2



Introduisons f = f(s) et les fonctions suivantes

A=A, fA~exp [2(1 —K) / ?] )

i {zmenzein), v [2ldmy-zim]v.,

1 Z d VvRf ds _
X=- B Rfds [Rf], Y= Yf Zzexp[— f—Z},’]’ Z = Z,\/Rf,

ou A4, >0,U,, V,, X,, Y, et Z, € IR; o, € IR.

Les solutions du systeme MHD associées & cette sous-algebre sont:

p=t2ae2ﬁz/tR’ ,u:a"_tU’ Hl=taeﬂz/tX,
p=t*4Ap, v=—, Hy =toePo/ty
w= +s’ Hy =t>efe/t 7

Les fonctions f et R sont déterminées par

(Rf)—d— [U] + RU — 2ﬂAR— [Y2 + 2%+ ii ~[X]=0

(Rf) [-— [f]+1]+ [AR]+ —— [X2+Y2+z2]

M3,41; {F+ Ko+ aH, Ky +8H, Pg}

variable de symétrie: s = In[t] - ¥

Introduisons f = f(s) et les fonctions suivantes :
1

A=A, f~® exp [2(1—@/?], =25 { 1 d [Rf]+2(a+1)}

1Y d B VR ds
X'_ ZﬂRfds[ f] Y'—)/O\/_Iz_i Z Zf Y2exp[_/f_Y02]’

ott 4, >0, U,, Vo, X, Y, et Z, € IR ; o, f € IR.

Les solutions du systéeme MHD associées a cette sous-algébre sont:

p:t2a62ﬁ1/tR’ u:x—;Ut’ Hl_:tae,@:r/tX,
p=4p, v=Inft] - [f + 5] +1, Hy=te Y,
ds
B TR A
Les fonctions f et R sont déterminées par
i [U] + RU — 2BAR — [Y2 + 2%} - li [X]

Rf)[ [f]+1} - R+i[AR]+8—M—S[X2+Y2+Z2]=o

148
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Pour les sous-algébres du tableau (3.5), nous avons réduit le systéme MHD & deux
équations intégro-différentielles que nous n’avons pii résoudre. Cependant, nous pou-

vons souligner certaines caractéristiques physiques des solutions MHD obtenues:
o le flot est compressible, non stationnaire et tridimensionnel,

e la force de Lorentz est non conservatrice : les forces de tension sont présentes. Il

s’ensuit que la circulation du fluide n’est pas conservée.

Tableau 3.6. Solutions des systémes réduits ayant en commun comme contrainte

sur les composantes de H

d
aX+sg—s2—Y——

=0
ds ds

ou a est un coefficient qui dépend de la sous-algebre considérée.

Variables de symétrie No. des sous-algébres
s=zfy M3, 17,M3,19,M3 26
s=az(z — 3t2) — oy M3

En résolvant les systémes réduits associés aux sous-algébres du tableau (3.6),

nous constatons que

U X _

vy "
ou 7 est une fonction de la variable de symétrie s & étre déterminée. Ce qui nous
indique par la nature méme des orbites de groupe, que les composantes de la vitesse
et du champ magnétique qui sont situées dans le plan zOy possédent la méme polari-
sation. En exploitant cette carctéristique, nous sommes parvenu & réduire le systeme

MHD & deux équations intégro-différentielles. Voici les résultats que nous avons

obtenus.
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M3,17; {F+QH, P01 P3}

variable de symétrie: s = z

Introduisons

n=mn(s), F=/(—dL,

n—s)

et les fonctions suivantes:

Rt |- [ o dal,  a=afm- Ve la-n [ )

RAYE =k B e R e
[(TI ) 47rR.,]

ol A, >0, R, >0,Y, et Z,c IR; ac IR.

Les solutions du systéme MHD s’expriment en termes de n et V :

p= e R, u=rn(s)V, H, =z7(s)Y
p=Ap, v="V(s), Hy =z°Y,
w= YoZo +W,, Hz=z%Z.

[47Ro(n — 5)VeF — Y]

Les fonction n et V sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

d d @ y2 g s d o .
s(n—s)RVE[nV]+2aAR+s&;[AR]+E[Y + 2+ o Y2+ Z]+ Y S n¥Y]=0,
av s d w2, o, Yidy
(n—s)R—-—s—[A ]——d—[(1+n)Y +Z% + 47r:i;_

M3 19; {F + K3 + aH, P,, P}

variable de symétrie: s = z

Introduisons

’I’]=T}(S), F:/(TIL_SS)-’

et les fonctions suivantes:

Z(U}ES) P [_/26(*:77:“:)) ds}’ 7= [(n—s)vi; RD]eXp[ /S(ZisS)}’

ouA4,>0,R,>0,Y, et Z,cIR; a € IR.
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Les solutions du systéme MHD s’expriment en termes de 7 et V:

p=1*R, u=7n(s)V, H; =z%q(s)Y,

p_—_Ap, v=V(s), H2=$QY7

w = Infz] — - YoZo —/ U 5 ds, Hs =z°Z.
[47rRo(77 —s)VeF — Yf] s(n—s

Les fonction n et V sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

(n— )RV L V] + 20AR + s [AR) + Z(v? + 22 + si[Y2+z2]+s—2yi[y]—o
s\n=s ds 1 - 535 4 8w ds ar ds I

av d s d 2vr2 0 Y2 dp _
(n— )R- = s [AR] — —— [(1+7)Y? + 2] + =2 =0
M3 26; {F+01G+ a3 H,P,, P3}
variable de symétrie: s = £
Introduisons
_ [s +oanlds
- 77 (S) ’ F / _ S) b
et les fonctions suivantes:
R, / (2as — al)n +s ] A, [ [(2a2+ o)) + ns]ds]
ex —— ds|, A= exp |— ,
ECEDA [ =) =)V % (1 —5)
__Y exp[ /a2n+sd] Z = Z; 73 exp[—az/ mds ],
(n—s) s(n—s) [(n—s)VeF — e s(n —s)
ol A,>0,R,>0,Y, et Z,cIR; a; #0,1, as € IR.
Les solutions du systéme MHD s’expriment en termes de 5 et V :
p=gHe2—a) B u=z" %y (s)V, Hy =z2q(s)Y
p=z%2 A, v=z"V(s), Hy =z722Y,

w nds Y,Z, _
= 1 — — az
w=e e"p[ “‘/sm—s)]{[4wRo<n—s)VeF—Y.,21}+W°}’ Hy=a=2Z.

Les fonctions 7 et V sont déterminées par les équations intégro-différentielles

2 d
s(n— s)RV - [1V]+en (nV)2+2a2A+s— [A]+ 2y2+ Z2]+ [Y2+Z2]+:—WY(TS[7;Y] —0,
dv 2 od s? d 2,2 0, SY?dn
s(n S)Rds +a; RpV sds[A]_S_d [(1+7))Y +Z] 47rd—s_0'
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Mz {Ks+ Pot+aH, K1+ 01 Ps+ a2 P+ a3 H, P}
variable de symétrie: s = as(z — 1t?) — a1y

Introduisons

—n(s) F—2/ ds A= (az —ang)WeF — 2o F—a/de_F
n=nis), = m, = o2 17 47R,’ = SI" )

et les fonctions suivantes:

Ro (,37IW + a) :I (1-k)
R=-————rexp|-2 | ——Lds|, A= Ay[(oz — pa) )W ,
(o2 —aam)W P [ (ag —aymW ° ez = mey) W]

_ Z,X,[1 3 exp [l + F]
U=az 4mR, [K exp '+ F] 2a/ Aag — aym)W ds] * e

X, e F Bn ]] Z, [ nds ]
X ="2ex —/d 2 + , Z=-—""__ex —/*,
A p[ s[ R N Po—— (az—anm) P A (@2 — a1m)
ol 4,>0, R, >0, U,, X, et Z,€ IR ; a, a1, a3, a3 € IR, B = as/as.

Les solutions du systéme MHD s’expriment en termes de 7 et W :

p=eXPutat) p, u=2;(U+y), Hy = elfrte x
p=Ap, v=n(s)W, Hy = elPr+at) n(5)7 |
w=W, H; = e(Bytat) 7

Les fonction n et W sont déterminées par les équations intégro-différentielles :

d d ﬂ 2 2 (23] d 2 2 azZ d _
[(ag—aln)W—ag]RE [77W]+2ﬂAR~01£ [AR]+ET'[X +Z ] 8r ds [X + Z ] an E [T]Z] = 0,
aw d Qo d 2\ 72 2 01Z2 d’l7 _
[(ag—am)W e a2]RE+R+a2£[AR]+§ES- [(1+7] )Z +X ] - an d—s_O

De ces résultats, nous constatons que les solutions MHD sont stationnaires (sauf
pour Ms,). Le flot est compressible, tridimensionnel et soumis & une force de Lorentz

non-conservatrice.

Maintenant, nous considérons les sous-algébres dont la variable de symétrie
est respectivement du type cylindrique, conique et spirale logarithmique. Les systéme
réduits qui leurs sont associés sont d’une grande compléxité. Conséquemment, nous
avons choisi les sous-algébres possédant une symétrie axiale (& I’exception de M36s).
Cela nous a permis de réduire le systeme MHD & deux équations intégro-différentielles
qui déterminent variables angulaires des composantes de la vitesse et du champ

magnétique (étant V et Y respectivement).
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Mj,; {Js + K3 +oH, P, + BH, P;}
variable de symétrie: s = /22 + 42

Pour cette sous-algebre, nous avons exploité la symétrie axiale (.e. suivant ’axe s),
c’est-a-dire poser dans le systéme réduit correspondant que W = 0 et Z = 0. Nous

obtenons alors que =0, V=Y et il en découle les solutions particulieres suivantes

R, ds . _
P=1F cos(V) exp [—2&(/3 - 2a/ Ttan(V)], ou ¢ =arctaniz/y],

PG P | 2w —2a [ £ tan(v)]

u=Usin(p — V)
v=Ucos(p—-V),

w:—cp—/%tan(l/),

Xo exp [—aga ~ a/? tan(V)} sin(p—V),

! =scos(V)
X, ds
H, =scos(V) exp [—acp - a/ ~ tan(V)] cos(p—V),
H3 =0.

Les fonctions U et V sont déterminées par les équations intégro-différentielles:

ayu _ KA U )
dn - T’n[U(n-}—l) — KAO.,)(I—K)] ’

ou n=scos(V),

KAosE R U~ [cos(V)] 7% sin?(V) — scos(V) + X5 [cos(V)] ™! 4
° 47 R? ds

— kAR~ (H D [eo5(V)] 1) sin(V)iii—U — 204,51 U~ (=D [eos(V) 2
s

2
- Zﬂ%z [cos(V)] ™! — kAo~ U =D [cos(V)] 1% sin(V)[1 — 2atan(V)] — sin(V) = o,)

avec A,, R,, et X,>0, a, 8 € IR.
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Ms64; {Ja+aH,F + BH, P3}
variable de symétrie: s = @

Pour cette sous-algebre, nous avons fixé e = 0 et 8 = —1. De plus, en exploitant la
symétrie axiale nous avons supposé que I’écoulement soit plannaire (w = 0) et que

H; =0. Nous introduisons d’abord les fonctions suivantes

p =arctan [z/y] ,

U= 5[Y, cos(Y') + X, sin(Y)]
B sin(Y — V) ’
R,

R :S[U cos(V) —s]’
A =A,[sU cos(V) — 527",
X,

scos(Y)’

ou 4, >0, R, >0, W, et X, sont des constantes arbitraires.

Les solutions MHD associées & cette sous-algebre sont

p=£;, u=Usin(p-V), leisin(cp—Y),
£ b

P=35, v=Ucos(p —V), H1=7003(90_Y)1
w=0, H3=0.

Les inconnues V et Y sont déterminées par les équations intégro-différentielles:

1d ., o dA
37s [U? + (XU)?sin (Y—V)]—i—sUcos(V)-‘-i;—O

v o o dA d .
UTi; + RU? sin(V) — ssm(V)E — X cos(Y — V)E [XUsin(Y - V)] =0
M35, {J3+aH,F + BH, P,}
variable de symétrie: s = @

La résolution du systéme réduit correspondant s’avére tres difficile. Néanmoins, nous
sommes arrivé a reduire le systéme MHD & trois équations intégro-différentielles en
posant a = 0 et § = -2 et en utilisant la représentation polaire pour les composantes

de la vitesse V et du champ magnétique H :

f=Usin(V), g = Ucos(V), h1 = X sin(Y), hy = X cos(Y).
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Introduisons les fonctions suivantes
R T / Wds
 s[g - sW] P ") slg—sW])’
A, Wds
=g — W © [(4 ) [ - sW1]

g =2 | ] (oo [~ [ %5 (g - F2) +n)

h _ Xo[sW +1]
P slg—sW]
X, W

"~ slg—sW]’

Les solutions MHD associées & cette sous-algébre sont

p:ﬁ u— 19Y— f3] Hy = [hoy — b1z

24’ '/$2+y2, /——$2+y2 3

p=4 y= Lozt 1yl i, = 1z + hay)
’U)=W, H3=z£2

Les inconnues f, g et W sont déterminées sont déterminées par les équations intégro-
différentielles:

(9[9 - SW]% -2- Es—'“[gA:—sW/]; [n% [s(g — sW)] + (3x — 4)J exp [(2 — 3kK) /“s[gwii;V]]

i [ | ] (B o -t 2 [SE0T) ) o,

3[g—sw]%+gf— XR eXP[ /dss[g EVSW]]( d [s°ha] — [sW+1]d—i-[sh1]) =

-+

d Wds
(W2 + (g — sW]W + [3K.SW + KE [s(g — sW)]] exp [(2 —3k) /s[g—_sW]]
[g g —sW] —2Wds d X2[sW +1]d w
4R, O [/S[g - sW]} [23[’1% +hal+ 75 [+ R+ (9—sW) ds [S(g - sW)”) =01

ou R,, 4, et h, sont des constantes arbitraires réelles.
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M3 .30; {J3+ a1 F + 00G + o3H, P,, P5}
variable de symétrie: s = /22 4 y2e™1¥
ol ¢ = arctan[z/y], oy # a3z, a; #0; as € IR
Introduisons les fonctions suivantes

S(V;1, —oy) =cos(V) — y sin(V),

sin(V) —s]
F= /d sS(V;1,—a)

Nous obtenons comme solutions MHD

R,
P “SUS(V:1,—ay) eXp [2(a2 — a3)p — (203 — az + o) F],

A,
P= [sUS(V;1,—ay)]* OXP (=25 = (20 + mag + en)F,

w =exp [~azplU sin(p - V),
v =exp[~azp]U sin(p - V),
w =W, exp [-as(p + F)],
H, :s(V;th:—al) exp [—aszp — (a1 + a3)F] sin(p — V),
H, =S(%_a) exp[—asp — (a1 + as) Flecos(p — V),
Hj3 =0,
ou A, >0, R, >0, W, et X, sont des constantes arbitraires.

Les fonctions U et V sont déterminées par les équations intégro-différentielles:
Ao (1-K) k d .
f[sUS(V; 1,—a1)] exp [—(k + 1)aa F] Uis [US(V;1, —a)] + (kag + 1) sin(V)

dU )
—-sUS(V;1, —al)g —oU*sin(V) =0,

X3 Uexp (a1 + ap)F)
arR, s[S(V;1,—))?

[SUZS(V;I,—CYI)]ﬂ +U? sin(V) + ay +a3+(1+a1)sﬂ
ds ds

AO[SU](I—N) EXP—(x+1)asF]
B R,[S(V;1,—ay)]*

[S(V; 1,—ay) [5(% [US(V;1, —a)]+ (ka2 + 1) sin(V)] +2a3} =0.
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M3gs; {Ja+ar F+ooH,F+ 3G+ B2 H, Ps}
variable de symétrie: s = @f_iz exp [vy].

ol g =arctan[z/y], o =1— 1, v =28

o

En choisissant : oy = —ay, f2 = —1, B2 = —1, et en introduisant la notation suivante
S(V;e, ) = acos(V) + Bsin(V), S(Y;a,B) =acos(Y)+ Bsin(Y).

Soient les fonctions suivantes

_s[Co cos(Y) + BB, sin(Y)] ~ _ \
v= (Bo — vC,) sin(Y = V) ' G=s [S(V, 1,-v)U — ;] ,

_R, ds . Bis A, ds . s
R =G €XpP [2/ Yel [VUsm(V) — —U—H , A= o &XP [2(1 n)/ e [VUszn(V) — ;” ,
_a(B, —vCy)
T oS(Y;1,-v)’
ou 4, >0, R, >0, B, et C, sont des constantes arbitraires.

Nous obtenons comme solutions MHD
p =t~ 5 (1+A) exp [21/(1 - al)cp] ,
p =t~ exp [2vy],
u =t” exp [va19)U sin(p — V),
v =t exp [va1p]U cos(p — V),
w =0,
Hy =t~% exp [vp]X sin(p — V),
Hy =t™% exp [vp]X cos(p — V),
H3 =0.

Les fonctions V et Y sont déterminées par les équations intégro-différentielles:

dU Ohs s2

2 dG
GE + U[T +vU sin(V)]+ [;E cos(V) — %S(V; 1,8) (E + 2wU sin(V) + S])J
(r?+1) sX? dy

I RS(viL, oy Y Vs =0,

EVTIRS

oS

sG’U% +U? sin(V)—é [KS(V; -5,1) (%g +2wU sin(V) + 2]) +2[vU sin(V) + g]]

2+1)  sX? dy
T @ RmSYiL, eV Vg =0
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Mszs; {J3s+ P, +aH,F+G+ 1 P, + 2 H, Pa}
variable de symétrie : s = /=2 + y2exp [BlT(t + (p)] ol ¢ = arctan [z/y]
En choisissant : o =0, 8, = % >0, B, = —1, et en introduisant la notation suivante
S(V;a,B) =acos(V) + Bsin(V),
S(Y;a,B) =acos(Y) + Bsin(Y).

Soient les fonctions suivantes
U— 5[C, cos(Y) + BB, sin(Y)]
 (Co+ Bo)sin(Y V)

G =s [S(V; 1,8)U — ,Hs] , F= / % [U sin(V) — s] ,

ou B, et C, sont des constantes arbitraires.

Nous obtenons comme solutions MHD

p =% exp [—28(y + 2t) — 28F],

o

P =52 exp[-28(p+20) + 2(x — 1)BF],
u =exp [-26(p + 2t)]U sin(p —~ V),
v = exXp [-26(p + 2t)]U cos(p — V),

w =0,

_(Co+ B,)
T sS(Y;1,B)
_(Co+ By,)
~ sS(Y;1,P)

H3 =0a

H, exp [—28(y + 2t)] sin(p — V),

H, exp [—28(y + 2t)] cos(p — V),

ou A4, >0 et R, > 0 sont des constantes arbitraires.

Les fonctions V et Y sont déterminées par les équations intégro-différentielles:

Sc% + BU[s ~ U sin(V)]+ SA"K exp [2xF) [2,35 cos(V) — kS(V; 1, B) (%g — 2B[U sin(V) - s])]

R,G
(B.+C.)2 G dy

+ (B +1)— R BEIF P [28F]sin(Y = V)—— =0,
sGU% +U? sirz(V)-FI::z;’c exp [QKF][RS(V; -8,1) [%S‘Ci —2B[U sin(V') — 3]] +28|U ~ s sin(V)]]
+(B%+1) (Bo + Co)* 3 €XP [26F ] cos(Y — V)ﬂ =0.

anR, [S(Y;1,0)] ds
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M3,24; {G + P] + QH, P3 + ﬂH, Po}

variable de symétrie: s =y

Pour cette sous-algebre, nous avons obtenu deux types de solutions MHD en
considérant les deux cas suivants. (I) En imposant que F,, =0. (II) En posant U = v

et BX = aZ dans le systéme réduit correspondant.

I) Introduisons d’abord les fonctions
F(s) = a — w, tan(yp), G(s) = wgtan(go), Y=we8+0,.

desquelles nous exprimons les solutions MHD comme suit

1 (2a-1)/v (2a—1)/v
p= (2aA ) exp [2[(0: -1z + ,Hz]:l [F(s)UV +G(s)V? — U2} ,
A(1—2a)/u (2a+x)/v
p :W exp [Z(az + ﬂz)} velv [F(s)UV +G(s)V2 - U2] ,

[ﬁw., U? + Blws(1 — &) — actan(p)] UVJ

— IU e IV = z
u =e"U, v=eV, w=e [aw,U — a2 tan(p)] !
H, =——a§°e<‘”+ﬂz> sin(p),  Hp= %‘Z"e(“”" Deos(p),  Hs = Zoe™+F) sin(y),

ol w, =+/a?+p2,; A,, 6, et Z,€ IR ; o, B € IR, a=2fa—-1)k—a],v=r+1.
Les inconnues U et V sont déterminées par le systéme d’équations algébriques
2
[—; +(1-2a)—w, COt((p)] U? + [1 — w, cot(p)] [2a + G(s)] V3+
2
+ [((Qa —-1)+ % — w, cot(w)) G(8) + [wo cot(p) — 1JF(s) + r(s) + Qa] Uviy

- [((Qa -1)+ E; — W, cot(cp)) F(s) + [wo cot(p) — 1] — q(s)J U2V) =0,

([(n -1) <wo cot(p) — %) —(s+ 1)J U3+ [(n — 1w, cot(yp) — 1]G(s) + n(s)] V34

+ [(n — 1)[1 — w, cot ()] F(s) + [(K ~1) (wo cot(ip) — %2> —(r+1 )J G(s) + r(s)] Uviy

2

+ [(1 — K)[1 ~ w, cot(p)] - [(»e 1) (wo cot(ip) - %) (et 1)] Fit q(s>] Uzv) 0
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ol pour abréger les expressions nous avons définie les fonctions suivantes

n(s) =a — 2atan®(p) + a(%o—_2) tan(yp),

7(s) =a(a+2) — (wo(Za +14 6%+ i_a) tan(p) — aw, cot(yp),
2
q(s) =a{a+2) + %(2& — W) — aw, cot(p) — 2w, tan(yp) .

En définissant une nouvelle variable U/V (ou V/U) avec V # 0 (ou U # 0), on peut
résoudre ce systéme d’équations algébriques par la méthode de Cardano, ce qui permet

alors d’exprimer U et V en terme de s.

Dans ce cas particulier, la force de Lorentz est nulle : cela résulte du choix des
composantes du champ magnétique. L’écoulement du fluide est stationnaire (comme
d’ailleurs les solutions MHD) et compressible, évidemment la circulation du flot est
conservée.
IT) En posant que U =V et X = oZ, nous obtenons comme solutions MHD :
R, U
p =77 €XPp [2[(01 — Dz + fz] + (1 — 2a) / v ds] ,
A, U
P =17, €XP [2(&:1: + Bz) — (£ + 2a) / v ds] ,
u =e"U, v =¢e*V, w=¢e"U
H= -1 oo g _yeesten g o 1Y oeipn

T ads T ads
ou R, >0 et 4, > 0 sont des constantes arbitraires réelles ; o, 8 € IR.

Les inconnues U, V et Y sont déterminées par le systéme d’équations

2 2
% [d U+2ﬁ—(a+1/2)]£—(a+1/2)Y=0,

ds? ds
Y 1 d&%Y
exp[2a 1)/— ds ] [aY+2a ds2] =0,
dV A,, U dv
Vd—' 4 Uuv — ROV'C exp [—(1 -+ K,)/V dS] [K.E + (I{ +2C¥)U]

VY 1 U 1 4%y dY
R, XP [(5“‘1)/7 “S] ['2??_ E] =0

Nos hypothéses de départ repose sur la symétrie suivant ’axe y. Le flot est stationnaire

U

VdU

Ao U V
2 e ul (1-x)
+U +2aR exp[ (1+n)/v ds] V +4

et compressible. La force de Lorentz présente est non conservatrice, donc la circulation

du fluide n’est pas conservée par le théoréme de Kelvin.
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M3 20; {F + K3+ aH, P, P; + 8P}

z—fz
t

variable de symétrie: s = Bin[t] +

En considérant oo = —1/2 nous avons obtenu les solutions particuliéres suivantes :

— Ro
p —t(Cl - S) !
— Ao
P=cCi—s)
__ B (C1—8)
“=tr |- 9]+ Ty
v =Vo7
_ 1 B(C1— B)
w —l'n.[t] - m In [02(01 - S)] + W ,
Hl - ﬁZO )
t(Cl - S)
Y,
H, 27;5,
H; = Zo

\/t(C’l - S) ’

ouV,, Cret C;eIR; >0; R,, Ay, Z, et Y, sont des constantes réelles qui doivent

satisfaire la contrainte suivante:
1
Ao + g[)foz + (1 -+ ﬂz)Zg] = Ho

ol H, > 0 est une constante arbitraire. Cette contrainte traduit 1’équilibre entre la

pression hydrodynamique et la pression magnétique.

Ces solutions décrivent ’écoulement d’un fluide compressible et non stationnaire
soumis & un champ magnétique produisant une force de Lorentz F, qui est con-
servatrice ; elle dérive du gradient de pression magnétique et les forces de tension
sont nulles. La circulation du fluide est donc conservée par le théoreme de Kelvin. 11

y a couplage entre les effets magnétiques et hydrodynamiques car F,, - v # 0.



162

Parmis les 104 algebres de dimension trois, certaines d’entre elles menent 3

des solutions partiellement invariantes (S.P.L), cela provient du fait que le défaut
de structure de la solution & = rang[Qg] = 1. Les systémes réduits pour de telles
sous-algebres forment alors des systémes d’EDP & deux variables indépendantes. En
particulier, la sous-algébre Ms 16 constitue un exemple intéressant, notamment a cause
de sa symétrie sphérique, pour lequel nous avons appliqué directement I’algorithme

développé par A.M. Grundland et al. [17] pour les SPI.

Sous-algébre Ms16; {J1, Ja, Js}

Les invariants de cette sous-algébre sont
t, s=VaZ+y2+2%, &' =Vu2+o?tu?, @ =cuty+ 2w,
O =\/H? + H} + H?, ®'=zH,+yH,+zH;, ® =p, & —p.

Nous avons que

(3.3.4)

0%
rang(-éﬁ) =7, i=1,...,6, j=1,...,8.

Donc, nous ne pouvons obtenir A partir de ces invariants des solutions G-invariantes
par la MRS [17]. Le calcul des orbites de groupe donne comme résultat

p =R(t,s), p = A(t,s),

w=u(t,%), ve 22w AV 2w +ey/[U2 — (2 + %) — (zu - V)

y y? + 22 ’
— (X — .’IIHl) e ZH3
Hl =H](t,X), H2 = y2 ¥ 22 )
Y —zHy) + ey /X2 - HA(g? + 2) - (zH: — V)

oll £ =1, & = U(t,s), B2 =V(t,s) ; 8° = X(t,5), B = Y(t,5) ; B = R(t,s) et & = A(z, s)
sont des fonctions arbitraires. En substituant ces orbites de groupe dans le systeme
MHD (1.1.17), nous obtenons un systéme réduit composé d’EDP qu'il est possible de

résoudre sous les hypothéses suivantes :

W =17 f(t,s), H; =27 g(t,s), j=1,2,3, (3.3.5)



163

ol f et g sont des fonctions & étre déterminées par le systéme MHD (1.1.17). Puisque
Ji (v — 27 f(t,5)) =0, Ji (H; —27 g(t,5)) =0, 1i,7=1,2,3,

les fonctions données par (3.3.5) sont donc invariantes sous l’action de {J1, Jo, J3}.

En remplacant les fonctions (3.3.5) dans le systéme MHD (1.1.17) et en prenant que

p = A, p*, nous arrivons au systeme réduit suivant

OR OR of \
g+sfa+(3f+sa)R =0,
of of Ao px-2)OR _
Bt +(f+365 M +& p R 9 =0, (3.3.6)
3g+s§g=0, A, e IR.
Os

Par la méthode de séparation des variables, nous résolvons le systéme (3.3.6) pour

obtenir les solutions MHD:

2 g2 2 /d 2 1/(xk—1) ) id .
P = Po [%?g - i—(—a) + Claa(“_l)] y D= Axp", v = =2 H; = 2l—:l:’, (3.3.7)

2 a? \ dt a dt 1 53
ol
k—1 1/(x-1)
Po = (nA ) , at)=Cqyexp [/n(t’) dt'}, Cy,CoelR, §j=1,2,3.
La fonction 5 satisfait P"EDO suivante
o o s 3.3.8
Tz~ (L +3R)n= 4+ (36— )" =0 (3.3.8)

qui peut se résoudre comme suit. D’abord, on introduit le changement de variable

d
¢(n) = d_Z’
si bien que 'EDO (3.3.8) se récrit
cj—f] — 1436+ Br—1)7* =0. (3.3.9)

En employant un second changement de variable

((m) =n’x(r), ou 7=lngy,

nous résolvons ’EDO (3.3.9) pour finalement obtenir

xdx
- _ o, To€IR.
’ /2x2—(1+3n)x+(3n—1)+T To €

Dans ce cas, 1'’écoulement du fluide est compressible et irrotationnel. La force de
Lorentz est nulle étant donnée que Vx H = 0. La circulation du fluide est donc

conservée par le théoréeme de Kelvin.
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4. Conclusion : Discussion et développements futurs.

Dans le Chapitre 2, nous avons développé la méthode des symétries conditionnelles
comme moyen pour obtenir certaines classes de solution d’un systéme d’EDP hyper-
bolique et quasilinéaire qui ont été exprimées en termes d’invariants de Riemann et de
leurs superpositions. Le principe méme de cette approche a d’abord été énoncé dans
Particle de A.M. Grundland et J. Tafel [14], oi notamment, le critere de symétrie
pour des solutions G-invariantes de rang k y a été démontré. Le progres effectué dans
cette these réside dans le fait d’avoir adapté la méthode des symétries conditionnelles
afin d’exprimer des solutions sous la forme d’invariants de Riemann. L’élément fonda-
mental de cette approche repose sur la condition que le graphe de la solution doit étre
invariant par rapport aux champs vectoriels (2.3.7) avec la propriété d’orthogonalité
(2.3.5). Lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut par un changement de vari-
ables approprié rectifier les champs vectoriels (2.3.7), et conséquemment, déterminer

les conditions d’'invariances qui sont imposées au systeme d’EDP de départ.

Les ondes de Riemann et leurs superpositions ont déja été largement étudiées dans
le cadre de la méthode générale des caractéristiques [34]. Cette approche repose
sur I'imposition de certaines conditions sur les champs vectoriels v, et A, des on-
des simples qui entrent en interaction. Pour comparer ces deux méthodes, il faut
d’abord résumer les principes de bases qui sous-tendent la méthode générale des car-

actéristiques (MGC).

On postule que la forme de la solution, appelée k-onde simple, s’exprime & P’aide de

I'application tangentielle du comme suit :

du— ——(x)dz* Zg XM (W)X (u)dz”, (4.1.1)
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ol £° # 0 sont traitées comme des fonctions arbitraires de x et les champs vectoriels
Y1, --- 7% sont linéairement indépendants. On suppose que les commutateurs de tous
les champs vectoriels vy = 7{8/0u® et v, = v*8/8u* soient des combinaisons linéaires
de ceux-ci :

[v1,7s] € span {y1,7s}, Vigs=1,...,k. (4.1.2)

Si ces conditions sont satisfaites alors, & cause du caractére homogeéne de la rela-
tion d’onde (2.1.4), on peut changer la norme des vecteurs 7, et v, de sorte que les

commutateurs de ces champs vectoriels deviennent nuls
[v,7) =0, Vi£s=1,...,k. (4.1.3)

Par conséquent, les champs vectoriels 7, ... ,vx forment une distribution abélienne
dans I'espace des variables dépendantes U. Il existe alors une paramétrisation de

l'intégrale de surface S dans I’espace U qui est tangente a ces champs

S:ou=f(r ..., 7*), (4.1.4)
de telle sorte que
afza,s, Vs#l=1,... k. (4.1.5)
ors
Les vecteurs d’onde X*(u) deviennent alors des fonctions des parameétres r!, ... sk

Conséquemment les différentiels de (4.1.4) sont donnés par

k P s
O o arr =52 o, (4.1.6)

du = ors ’ ozr
s=1 ]

desquels, avec la forme postulée (4.1.1), ménent au systéme composé des formes

extérieures

dr® =& (X)X (v, ..., rF) dat. (4.1.7)

Tel qu’il est montré dans [4] et [33] le systéme (2.1.3) admet des solutions si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

s

%’:—,e span {\°,\'}, Vs#£l=1,... k. (4.1.8)
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Les conditions (4.1.3) et (4.1.8) assurent que l'ensemble des solutions du systéme de
départ (2.1.3), sujet & la forme préscrite par (4.1.1), dépend de k fonctions arbi-
traires & une seule variable. Il a été démontré dans [33] que toutes les solutions
(i.e. les intégrales générales) du systéme (4.1.7), sous les conditions (4.1.8), peuvent
étre obtenues en résolvant (par rapport aux variables r, ... ,7*) le systéme exprimé

sous la forme implicite
AL(rt )t =gt (L) (4.1.9)

ou v° sont des fonctions arbitraires de k variables r!, ... r*. Les solutions exprimées
sous la forme (4.1.9) sont constantes sur les hyperplans & (p — k) dimensions perpen-

diculaires aux vecteurs d’onde ).

Comme on vient de le voir, les deux méthodes discutées exploitent les pro-
priétés d’invariance du systéme d’équations de départ. Dans la MGC, on emploie
Paspect géométrique de la surface intégrale (4.1.4), alors que pour la MSC on con-
sidére les propriétés d’invariance comme des propriétés des groupes de symétrie du
systeme de départ (2.1.3). Donc, ces deux approches décrivent deux facettes d'un

méme objet géométrique.

Il existe néanmoins deux différences essentielles entre la méthode générale des car-
actéristiques et notre approche. Les ondes multiples de Riemann définies par la
formule (4.1.1) constituent une classe de solutions plus limitées que les solutions de
rang k telles que postulées dans la méthode des symétries conditionnelles. Cette
différence provient du fait que les fonctions scalaires ¢°(x) présentes dans ’expression
(4.1.2) (décrivant les profils des ondes simples) sont remplagées dans notre cas (i.e. dans
Yexpression (2.3.3)) par des matrices & de dimensions k xk, cela permet en conséquence

un plus large éventail de données initiales.

La seconde différence résulte des conditions (4.1.3) et (4.1.8) faites sur les champs

vectoriels v, et A°, et qui assurent la solvabilité du probléme par la méthode générale
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des caractéristiques, ne sont plus nécéssaires dans le contexte de la méthode des
symétries conditionnelles. Cela nous permet de considérer des configurations plus

complexes pour les ondes simples qui entrent en interactions.

Pour tester l'efficacité de notre approche, nous ’avons employée pour construire des
solutions de rang deux admises par le systéme MHD. Les résultats trouvés sont tres
similaires & ceux déja obtenus par la méthode générale des caractéristiques. Toutes nos
solutions de rang deux sont en faites des ondes doubles (dans le sens de la définition
(4.1.1)). Cela est largement dii aux simplifications aditionnelles qui ont été faites pour
simplifier les calculs : on a posé certaines configurations particuliéres pour les vecteurs
d’ondes A*. La plupart des solutions trouvées sont déja traitées dans la littérature:
cf. [3] [24]. En outre, certaines solutions comme (2.4.63)-(2.4.65), (2.4.69)-(2.4.70), (2.4.80)-
(2.4.82) sont nouvelles. Mentionnons, qu’au moins dans le cas des équations MHD,
notre méthode s’avere étre plus commode a utiliser que la MGC. En particulier, les
conditions d’invariance (2.3.14) nous fournissent un choix de coordonnées qui facilite

grandement I'intégration du systéme réduit (2.3.17).

Il existe une extension de la méthode générale des caractéristiques, discutée
dans [34] et [20]. Celle-ci permet de décrire d’autres types de superposition non-
linéaire d’ondes simples qui ne peuvent s’exprimer en termes d’invariants de Riemann.
La condition nécéssaire pour I'existence de telles classes de solutions du systéme (4.1.1)
se pose comme suit

(o1l =Ciom Vs#pe{l,... .k} (4.1.10)

L., AP € span {\°, P}, (4.1.11)

ou les coefficients C!, ne sont plus nécéssairement des constantes (ils peuvent en
générale dépendre de u), et £, I\ représente la dérivée de Lie d’une forme A le long
du champ vectoriel ;. Il s’ensuit des équations (4.1.10) et (4.1.11) que Pensemble des

champs vectoriels {1, ..., v} génére le module de Lie {|y, ..., |} (i.e. ces champs
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sont fermés par rapport & leurs commutateurs). Il est prouvé que si la condition
(4.1.10) est satisfaite alors il existe des sous-systémes d’équations (appelés systémes

réduits) reliés & un module de Lie donné qui possédent les propriétés suivantes.
(i) Les sous-systémes obtenus sont fortement hyperboliques.

(ii) Les sous-systémes contiennent k équations pour k variables. Cela signifie qu’il
existe une certaine paramétrisation de la surface intégrale S du systéme de départ
(2.1.3) donnée par

u=f(7,...,7%), (4.1.12)

telle que

of
ors

=a§’71+...+a§'y(s), S=1,...,k. (4113)

(iii) Chaque solution d’un systéme réduit méne a une solution du systéme d’équations

de départ.

L’interprétation physique de ces classes de solutions recouvre également les cas ot de
nouveaux types d’onde sont produits lors des superpositions d’ondes simples d’autres
types. Par exemple, la génération d’ondes peut se manifester quand les commuta-

teurs (4.1.10) des champs vectoriels v, et v, sont des combinaisons linéaires de ces

deux champs mais aussi d’autres champs vectoriels v, ... ,y.. Cela implique que les
ondes associées aux champs vectoriels v, ... ,v, prennent part dans le processus de
superposition.

Dans le cas d’une superposition de deux ondes simples, on obtient de nouvelles ondes
de différents types qui ne sont pas initialement présentes & l'instant ¢t = 0. Si ces
nouvelles ondes ne disparaissent pas asymptotiquement lorsque t — oo, l'effet est
permanent. Selon la terminologie employée, ce phénomeéne est interprété comme une

“superposition non élastique”.

Les résultats de ’analyse des équations MHD nous donnent que les commutateurs des
champs vectoriels v, ... ,vs générent des modules de Lie dans les deux cas suivants

[34].
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1. Quand H = (H,, H,,0)

{|F_,A_,S_,S+,A+,F+|}, {[F_,S_,E, S+,F+|}, {IF_,S_,S+,F+|}. (4.1.14)

2. Quand H = (0,0, Hs)

{]F_,A_,E,A+,F+|}, {[E,A_,A+,F+|}, {[F_,E,F+|}. (4.1.15)

Ceci nous permet de déterminer quel type d’onde est associé a I’ensemble des champs
geénérés durant le processus de superposition. Par exemple, quand H = (Hy, H,,0) le
résultat de la superposition de deux ondes magnétoacoustiques rapides F, et F_ peut

se représenter symboliquement par

Fi+F —F +S, +S5 +F . (4.1.16)

Dans ce cas particulier, le module de Lie contient les deux champs vectoriels Yr, €t yp.
mais aussi les deux champs vs, et ys_. Cela signifie que les ondes magnétoacoustiques
lentes S, et S_ associées aux champs vs, et vs_ participent au processus de superposi-
tion. Donc, lorsque deux ondes magnétoacoustiques rapides F, et F_ se superposent;
deux nouvelles magnétoacoustiques lentes S, et S_ en résultent (i.e.un autre type
d’onde que celui présent & I’instant initial t = 0). Si cet effet est permanent, c’est-a-
dire que les ondes produites ne sont pas évanescentes pour ¢ — oo, alors ce phénomeéne
correspond a une superposition non-élastique d’ondes magnétoacoustiques rapides F,
et F_ et lentes S, et S_. Cet exemple illustre pourquoi la superposition de deux ondes
magnétoacoustiques lentes et rapides ne peut s’expliquer, de maniére générale, & par-
tir des invariants de Riemann tels que décrits dans le Chapitre 2: seules certaines

solutions ont été y obtenues sous certaines conditions particuliéres.

La MRS nous a fournit plusieurs classes particulieres de solutions qui sont données
sous des formes explicites et dans certains cas sous une forme implicite. Selon la sous-
algébre M;; a laquelle elles sont associées, nous résumons ces solutions de la maniére

suivante :
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e Les solutions MHD dont le champ magnétique H n’a que deux composantes. Pour
cela, on se réfere au tableau (3.2) dans lequel il faut distinguer deux types de solutions
exprimées sous une forme explicite. A I’exception des solutions Mjs1s, M3 28, Ma 2o,
M3 4849, M3s1, Mags—_ss, qQui S’expriment en termes de fonctions élémentaires, toutes
les autres solutions s’expriment & 1’aide des fonctions trigonométriques. Notons que
pour toutes ces solutions, la force de Lorentz est conservatrice et F.,-¥ # 0 : les effets
magnétiques et hydrodynamiques sont couplés. La circulation du fluide est conservée

selon le théoreme de Kelvin.

o Les solutions MHD données dans le tableau (3.3) s’expriment sous des formes im-
plicites. Notons qu’elles sont des fonctions de t et X. Elles décrivent un flot non
stationnaire et compressible qui est soumis & un champ magnétique H produisant
une force de Lorentz qui ne dépend que du temps. La circulation du fluide est donc
conservée. Aussi, nous avons que F, -V # 0 donc les effets magnétiques et hydrody-

namiques sont couplés.

» Pour les solutions données dans les tableaux (3.4) et (3.5) nous avons réduit le systéme
MHD de départ (1.1.17) & un systéme composé de deux équations intégro-différentielles
qui dans certains cas particuliers nous avons pu les résoudre (voir I'exemple basé sur
la sous-algébre M; ; {P,+aH, P,+pH, P,+BH}). Certaines propriétés qualitatives com-
munes & toutes ces solutions. Le flot est tridimensionnel compressible et stationnaire,
la force de Lorentz F;, n’est pas conservatrice (les forces de tension sont présentes) et
F,. -V #0. De maniére explicite, nous constatons que les composantes de la vitesse ¥

sont couplées aux composantes du champ magnétique H.

e Pour les solutions données dans le tableau (3.6) se caractérisent par le fait qu’elles
soient stationnaire (& part Ms;») et que les composantes de la vitesse et celles du
champ magnétique possédent la méme polarisation dans le plan zOy. Le systéme
réduit se résume a deux équations intégro-différentielles. L’écoulement du fluide est
compressible et tridimentionnel. La force de Lorentz n’est pas conservatrice et les

effets magnétiques et hydrodynamiques sont couplés car F,, -V #0
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Pour la plupart des sous-algebres dont la variable de symétrie est du type cylin-
drique, conique et spirale logarithmique (voit tableau (3.1)), les systémes réduits qui
leurs sont associés n’ont pu étre complétement résolus du fait de la grande complexité
des équations réduites. Néanmoins pour chaque type de variable de symétrie, nous
avons obtenu certaines solutions particulieres : solutions cylindriques ; M3 ; {Js+ K3+
aH, P, + BH, P;}, solutions coniques ;' Msgq ;{Js+aH,F+(H, P} et Msgs ;{Ja+aH,F+
BH, P}, solutions du type spirale logarithmique ; Ms30; {J3 + a1 F + @2G + a3 H, P,, Ps},

Mszs; {Ja+ Po+aH,F+G+ ) Po+ B2 H, P3} €t Mag; {Js+ay F+oyH,F+ 3G+, H, Ps}.

Pour le reste des sous-algebres, nous nous sommes limités & certains cas parti-
culiers auxquels nous avons pu résoudre le syteme réduit. Par exemple la sous-algebre
M3 24 pour laquelle nous avons obtenu un systéme d’équations algébriques en imposant

que la force de Lorentz soit nulle.

En ce qui concerne le cas des solutions partiellement invariantes, dans le cas
de la sous-algébre Ms 16, on a obtenu une solution invariante (& symétrie sphérique) 3
partir de la méthode de la transversalité faible [18]. Cette thése démontre le potentiel
d’application des différentes techniques basées sur 'approche de Lie aux équations de

la MHD.
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